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Tamén tutkielman tarkoituksena on tarkastella matriisin kolmea erilaista hajotel-
maa. Matriisihajotelmien avulla matriisi voidaan esittdd hyoddyllisessd muodossa mui-
ta tuloksia varten. Tutkielmassa perehdytdéan matriisin CR-hajotelmaan, symmetri-
sen matriisin diagonaalihajotelmaan seké singulaariarvohajotelmaan. Liséksi singu-
laariarvohajotelman sovelluksena késitelliin matriisin perturbaatiota.

Matriisin CR-hajotelmassa matriisi A esitetddn matriisien C' ja R avulla muodos-
sa A = CR. Téassd hyodynnetdan matriisin A astetta, lineaarisesti riippumattomia
sarakkeita sekéd redusoitua porrasmatriisia. Tutkielmassa tarkastellaan myo6s, miten
symmetrinen matriisi A voidaan ortogonaalisesti diagonalisoida diagonaalimatriisin
D ja ortogonaalisen matriisin V avulla muodossa A = VDV'. Tité kutsutaan sym-
metrisen matriisin diagonaalihajotelmaksi. Hajotelmassa matriisin D diagonaalialkiot
koostuvat matriisin A ominaisarvoista ja matriisi V' kyseisid ominaisarvoja vastaavis-
ta ominaisvektoreista.

Kolmantena hajotelmana tutkielmassa késitellddn matriisin A singulaariarvoha-
jotelmaa A = UX VT, missd matriisi ¥ on singulaariarvoista koostuva diagonaalimat-
riisi ja matriisit U ja V' ovat ortogonaalisia. Liséksi singulaariarvohajotelman avulla
todistetaan matriisin perturbaatiolause, jossa tarkastellaan matriisin A + cd’ astetta,
kun tdssd matriisin cd” aste on yksi.
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Johdanto

Tassa tutkielmassa tarkastellaan yleisen m X n -matriisin A erilaisia hajotel-
mia sekd sen asteen yksi perturbaatiota. Tyossa kasitellddn erityisesti matriisin CR-
hajotelmaa A = C'R, symmetrisen matriisin diagonaalihajotelmaa A = VDV7T seki
singulaariarvohajotelmaa A = UXV7T. Néiissi hajotelmissa matriisi pystytiéin esit-
tdméan yksinkertaisemmassa muodossa, ja siten, ettd hajotelmia voidaan hyodyntas
erilaisissa sovelluksissa ja todistuksissa.

Matriisin CR-hajotelmassa matriisi A esitetdin muodossa A = C'R, missd matriisi
C' muodostuu matriisin A lineaarisesti riippumattomista sarakkeista ja matriisi R
muodostetaan redusoidun porrasmatriisin ja permutaatiomatriisin avulla. Matriisin A
astetta, rank A, hyodynnetdan CR-hajotelmassa, koska aste r vastaa m x r -matriisin
C ja r x n -matriisin R dimensioiden lukua r. Lisdksi CR~-hajotelman avulla saadaan
todistettua matriisin asteeseen liittyvé hyoddyllinen tulos

rank A = rank A7,

jota tarvitaan esimerkiksi perturbaatiolausetta varten. Matriisin CR-hajotelmaa tar-
kastellaan Luvussa 4. CR-hajotelman tarkastelussa ja todistuksessa on kaytetty poh-
jana Strangin ja Molerin artikkelia [7]. Artikkelissa esiintyvdad CR-hajotelman johta-
mista ja todistusta on muokattu ja tdydennetty merkittavésti tédssa tyossa.

Toisena hajotelmana tutkielmassa tarkastellaan symmetrisen matriisin diagonali-
soituvuutta, ja saadaan symmetriselle matriisille hajotelma A = VDV, Téssd mat-
riisi D on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A ominaisarvot, ja
matriisi V' on ortogonaalinen matriisi, jonka sarakkeet ovat matriisin A omainaisar-
voja vastaavat ominaisvektorit. Symmetrisen matriisin diagonalisoituvuutta késitel-
ladn Luvussa 6, ja sen tarkastelussa on kéytetty lahteind Saariméen kurssikirjaa seka
Strangin kirjaa [5], [6].

Matriisin singulaariarvohajotelmassa A = UXV7T miké tahansa matriisi voidaan
esittdd ortogonaalisten matriisien U ja V sekd diagonaalimatriisin > avulla. Matrii-
sin singulaariarvohajotelma ei ole yksikésitteinen, mutta sitd voidaan kéyttaé useissa
sovelluksissa ja todistuksissa apuna yksinkertaistamassa tuloksia. Téssé tutkielmassa
on todistettu useita singulaariarvohajotelmaa varten tarvittavia tuloksia, seké singu-
laariarvohajotelman todistuksen yksityiskohtia on perusteltu tdsméllisemmin. Singu-
laariarvohajotelman matriisien V', ¥ ja U avulla voidaan muodostaa matriisin pseu-
dokéinteismatriisi At = VE+TUT. Jos matriisi A on kddntyvé, niin pseudokiinteis-
matriisi A" vastaa matriisin A kiinteismatriisia. Singulaariarvohajotelmaa ja pseu-
dokéaénteismatriisia tarkastellaan Luvussa 7, ja niiden ldpikdynnissd on kdytetty l&h-
teend Leonin kirjaa [3].



2 JOHDANTO

Singulaariarvohajotelman sovelluksena tyossé perehdytdéan myds perturbaatiolausee-
seen, jossa késitellddn matriisin asteen yksi perturbaatiota. Perturbaatiolauseessa tar-
kastellaan astetta matriisille A+ cd”, missd matriisin cd? aste on yksi. Perturbaation
tarkastelussa Luvussa 8 ldhteend on hyodynnetty Meyerin artikkelia [4]. Perturbaa-
tiolauseen Meyerin artikkelissa esiintyvén todistuksen useita yksityiskohtia on tasséa
tutkielmassa selkeytetty ja tarkennettu.

Keskeisené apuvélineené todistuksissa on matriisin A aste, rank A, jolle todiste-
taan useampi ominaisuus, joita tarvitaan apuna muissa tuloksissa. Asteelle osoitetaan
alemmin esitetyn tuloksen liséksi ominaisuus

rank A = rank(A” A),

jota tarvitaan singulaariarvohajotelman todistusta varten. Matriisin asteen tarkas-
telussa on kiytetty lihteind Leonin ja Strangin kirjoja [3], [6]. Toinen tutkielmassa
kaytettava merkittdva apuviline on matriisien esittdminen lohkomuodossa, minké
avulla saadaan osoitettua suurten matriisien matriisitulo tai transpoosi yksinkertai-
sessa muodossa. Tétéd varten lohkomatriisien laskutoimituksiin perehdytddn Luvussa
2. Lohkomatriiseista 16ytyy lisitietoa Saariméen kurssikirjasta [5].



LUKU 1
Esitietoja

Téssé luvussa kerrataan lineaarisesta algebrasta tuttuja vektoreihin, matriiseihin
ja aliavaruuksiin liittyvia méaaritelmia ja ominaisuuksia. Lukijalta oletetaan perustie-
toina Jyvaskylén yliopiston Lineaarinen algebra ja geometria 1 ja 2 -kursseja vastaa-
vien tietojen hallintaa. Léahteind luvussa on kaytetty Lineaarisen algebran luentoma-
teriaaleja seké Leonin kirjaa [2], [1], [3].

Maaritelladn aluksi symmetrinen matriisi lineaarisesta algebrasta tunnetulla ta-
valla. Symmetrinen matriisi on hyodyllinen jatkossa, koska sille saadaan osoitettua
ortogonaalinen diagonalisoituvuus Luvussa 6, sekd symmetrisen matriisin avulla 16y-
detdédn matriisin singulaariarvot, joita tarkastellaan luvussa 7. Muistetaan vield, ettéa
n X n -matriisi A on kddntyva, jos on olemassa matriisi B siten, ettd AB = BA =1,
missd [ on identtinen n X n -matriisi. Identtinen matriisi on yleisessd muodossa

1 0 0

j 0 1 0
0O .0
0 0 1

Merkitain matriisin A kidanteismatriisia A~!.

MAARITELMA 1.1. Olkoon n x n -matriisi A. T&lloin A on symmetrinen, jos
A= AT,

Téassd madritelmissd A7 on matriisin A transpoosi, jossa matriisin A rivit on
muutettu sarakkeiksi ja sarakkeet riveiksi.

Méaritellddn seuraavaksi vektoreiden sisdtulo seké ortogonaalinen ja ortonormaali
vektorijoukko. Lihteend on kdytetty Leonin kirjaa [3].

MAARITELMA 1.2. Olkoot x € R" jay € R"™ vektoreita. Vektoreiden x ja y sisdtulo
on
vy =a"y =Ty + Toys -+ Ty,
MAARITELMA 1.3. Vektoreiden joukko {vy,vs,..., v} C R™ on
1. ortogonaalinen, jos v; - v; = 0, eli yhtépitaviisti v] v; = 0, kun i # j.

2. ortonormaali, jos se ortogonaalinen, ja ||v;|| = 1 kaikilla s = 1,2,...,m.

Seuraavaksi kerrataan ortogonaalinen matriisin maéritelma. Téssé ortogonaalises-
sa matriisissa rivit, ja toisaalta yhtapitavésti sarakkeet, ovat keskendén ortonormaalit.

MAARITELMA 1.4. Olkoon nxn -matriisi V. Talloin V' on ortogonaalinen matriisi,
jos
Vv =1,
3
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missd I on identtinen matriisi. Ortogonaaliselle matriisille V' pétee, etta
T _ -1
Vi=V"",
missid V! on matriisin V' kiifinteismatriisi.
Tarkastellaan sitten vektorin normia ja normin ominaisuuksia.

MAARITELMA 1.5. Olkoon vektori z € R". Vektorin x normi on
||| = V- .
LAUSE 1.6. Olkoon vektori x € R". Tdlloin vektorin normille ||z|| pdtee
1. [|z]| = 0 jos ja vain jos x = 0,
2. ||zl = 7.
Tobistus. 1. Jos ||z|| = 0, niin normin M&éritelmén 1.5 nojalla pétee
|z|| = V& -x=0.
Télloin sisdtulon Méaritelmén 1.2 nojalla pétee
T-x =20 + ToTg + -+ 21y = (21)2 + (22)2 + -+ (2,)? = 0.

Koska neliét (z;)? > 0, niin jokainen z; = 0 kaikilla 7 = 1,2, ..., n. Niin ollen tdytyy
olla z = 0.
Jos z = 0, niin normin Mé&&ritelmén 1.5 nojalla saadaan

|z|| = V& -z =+v0-0=0.
Néin ollen kohta 1 on todistettu.
2. Normin Méaritelmén 1.5 nojalla saadaan

ol = (Va2 =2 -2

Télloin sisdtulon Méaaritelméan 1.2 nojalla

ol = 2z = 2",

joten saadaan yhtasuuruus ||z||* = 27z O

Kerrataan seuraavaksi aliavaruuden ja lineaarisen riippumattomuuden mééritel-
mét. Niissd lahteind on kiytetty Leonin kirjaa [3] sekéd Lineaarinen algebra ja geo-
metria -kurssin Kilpeldisen luentomateriaalia [2]. Nédiden avulla saadaan méériteltyé
aliavaruuden kanta mychemmin téssé luvussa.

MAARITELMA 1.7. Olkoon V' C R". Joukko V' on aliavaruus, jos se tayttda seu-

raavat ehdot:

1.0, eV,
2. jos avaruuden R"™ vektori v € V, niin Av € V kaikilla A € R,
3. jos vektorit v, w € V' niin vektori v +w € V.

MAARITELMA 1.8. Olkoot vektorit {vy,vs,..., v} C R", missd k > 1. Vektorit
ovat lineaarisesti riippumattomat, jos yhtalo

CL1’U1+a2U2+"'+(lkUk:O

toteutuu vain, jos kaikille kertoimille pétee a; = 0, missd a; € R, ja1 = 1,2,... k.
Muussa tapauksessa vektorit ovat lineaarisesti riippuvat.
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Seuraavassa aliavaruuden kannan mééritelméssé tarvitaan vektoreiden vy, vg, ..., v, €
R™ lineaarista verhoa,

(01,09, ..., vg) = {a1v1 + agvg + -+ - + @V < a1, ag, . .., a € R}
Aliavaruuden kanta maéaéritelladan seuraavasti:

MAARITELMA 1.9. Olkoon V avaruuden R" aliavaruus. Téll6in joukon V' vektorit

vy, Vg, . .., Vp muodostavat aliavaruuden V' kannan, jos
1. vy, v9, ..., v, Ovat lineaarisesti riippumattomat, ja
2. vy, Vs, ...,V virittdvat avaruuden V', eli
V= <’U1,U2, N ,Uk>.

Téassd méaaritelmassa luku £, eli kantavektoreiden lukumaéaré, on aliavaruuden V'
dimensio, jota merkitddn dim V' = k.






LUKU 2
Lohkomatriisit

Téassé luvussa madritelladn lohkomatriisien késite, sekd tutustutaan lohkomatrii-
sien perusominaisuuksiin. Tarkastellaan lohkomatriisien summaa, tuloa seké trans-
poosia keskendén sopivasti lohkotuilla lohkomatriiseilla. Lohkomatriiseja hyodynne-
taan téassa tyossd CR-hajotelman, diagonalisoinnin, singulaariarvohajotelman ja per-
turbaatiolauseen yhteydesséa. Lohkomatriisien avulla saadaan esitettyé isoja matriise-
ja sekd matriisituloja huomattavasti yksinkertaisemmassa muodossa. Lohkomatriisien
kisittelyssd on kiytetty lihteend Saariméen lineaarisen algebran kurssikirjaa [5].

Matriisit voidaan esittdé yksinkertaisemmassa muodossa pienempien lohkomatrii-
sien avulla. Maéritelladn matriisien lohkomuoto seuraavasti:

MAARITELMA 2.1. Olkoon m x n -matriisi A. T&ll6in matriisi A esitettyné loh-
komuodossa on

Ay A o0 Ay
Ao A‘21 A‘22 . 14‘21 7
Ay A ... Ap

missé lohkomatriisit A;; ovat kokoa m; X nj, missdé m = my + mg + --- + my, ja
n=ny+ng+---+n,i=12,....k, 7=12... 1L

Tarkastellaan seuraavissa alaluvuissa lohkomatriisien summaa, tuloa seké trans-
poosia, seké kdydaan ldpi esimerkki nédiden operaatioiden kaytostd. Kaavojen todis-
tuksia ei kdyda ldpi, vaan havainnollistetaan niiden toimintaa. Todistuksiin voi tu-
tustua Saariméen kirjan [5] avulla.

2.1. Lohkomatriisien summa

Olkoon A = [A;;] m x n -matriisi ja B = [B;;] m X n -matriisi. Oletetaan, ettd
matriisit A ja B on ositettu samalla tavalla, eli toisiaan vastaavat lohkot ovat saman
kokoiset. T&ll6in matriisin A ja B summa on muotoa [A;; + B;;|. Tétd havainnollistaa
summa

A A o0 Ay Bin Bz ... By
A+ B A‘21 A.22 - A.Ql n 321 322 - ?21
Apr Are oo An By Bra ... Bp

An+ B Ap+ By ... Ay+ By

B Agi + Bay A+ Bay ... Ay + By

Apr+ Bri Age+ Bra ... Ap + By

7



8 2. LOHKOMATRIISIT

missé lohkot A;; ja B;; ovat samankokoiset.

2.2. Lohkomatriisien tulo

Olkoon A = [A;;] m X n -matriisi ja B = [B;;] n X p -matriisi. Oletetaan, etta
matriisit on lohkottu siten, ettd matriisin A lohkot A;; ovat m; x n; -matriiseja ja B;;
ovat n; X p; -matriiseja, missd m = my +mg + - +my, n =ny; +ng + -+ ja
pP=p1t+pr+-+Dr

Talloin tulo AB = C' on m x p -matriisi, joka on lohkomatriisi C' = [C};], missé
Cij = Zizl AisBgj on m; x p; -matriisi kaikilla ¢ =1,2,...,kjaj=1,2,...,r. Néin
ollen voidaan tarkastella tuloa

[ Ay A Ay By B By,
A A A B B B,
AR — .21 .22 .21 .21 .22 .2
| A1 Apo Al LBn B By,
[ A11 811 + A19Boy + -+ - + AuBn Ay By, + A19Bsy + - -+ Ay By,
B A9 By + Ay Boy + - -+ Ay Bp Ag1 By, + Ay Bsy + -+ - + A9 By,
| Ap1Bi1 + AgoBos + -+ - + A B A By + ApeBoy + -+ - + A By
[ Z Alsle Z AlsBSZ Z AlsBsr
. Z AQSle Z A25B52 Z AQsBsr
L Z Aksle Z AksBSQ Z AksBsr

Téassa tapauksessa ndhdéaén, ettd tulomatriisin jokainen alkio on aiemmin esitettya
muotoa.

2.3. Lohkomatriisien transpoosi

Olkoon A = [A;;] lohkomatriisi. T#ll6in matriisin transpoosi on lohkomatriisi
C' = [C;], missié Cy; = AT, Néin ollen matriisin A transpoosi A”, eli matriisi C,
on

AT AL AT,
o |l AL Al
AT, AL, o AT,

Kaydaan ldapi esimerkki, jossa lasketaan kahden lohkomuotoisen matriisin tulo,
seké yhden lohkomuotoisen matriisin transpoosi.

ESIMERKKI 2.2. Olkoot 4 x 5 -matriisi A ja 5 x 3 -matriisi B siten, etti

12345 12] [345

A_ |0 1o ol _ o1 010_{14111412}
T05 1 23 4l |5 1] [2 3 4] |An Ayl
10010 10/ {010
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2.3. LOHKOMATRIISIEN TRANSPOOSI
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(1 2
0 1

(5 1
10

31
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B
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37
8

31
6
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A12
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B
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10
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01 0|3
_10_
31 18 37|
|6 5 8
27 21 31
6 5 6
AT
A,
0 5 1
1 1 0
0 2 0
1l (3 1
0 4 0

|

— Ol e

O WO NN

N OO W

|

Tl W N~

SO = O = O

Bll
BZl

= W N = Ot

O =R OO

B12
B22
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LUKU 3

Sarake- ja nolla-avaruus

Tasséd osiossa madritellddn matriisien nolla- ja sarakeavaruudet, seka tarkastellaan
niihin liittyvid lauseita, kuten dimensiolausetta. Maéritellain myos matriisin aste ja
todistetaan siihen liittyviéd tuloksia. Dimensiolausetta sekd matriisin asteeseen liitty-
vid ominaisuuksia tarvitaan myohemmissé luvuissa useammassa todistuksessa, kuten
singulaariarvohajotelman ja perturbaatiolauseen yhteydesséd. Tésséd luvussa péadldh-
teend on kéytetty Leonin kirjaa [3], seka lisdksi ldhteend on ollut Strangin kirja [6].

Maaritelladn ensin matriisin sarake- ja riviavaruudet, sekd matriisin ydin eli nolla-
avaruus.

MAARITELMA 3.1. Olkoon m X n -matriisi A. Talloin matriisin A sarakeavaruus
on joukko

C(A) ={y € R":y = Ax jollekin z € R"}.

Sarakeavaruus on matriisin A sarakevektoreiden virittdméa avaruuden R™ aliava-
ruus. TA4mé on osoitettu Leonin kirjassa [3].

MAARITELMA 3.2. Olkoon m x n -matriisi A. Talloin matriisin A nolla-avaruus,
eli ydin N(A), on joukko
N(A) ={zx € R": Az = 0}.
Téll6in ydin N(A) on avaruuden R™ aliavaruus, kuten Leonin kirjassa on osoitettu
3]
Esitellddn seuraavaksi hyodyllinen matriisin Dimensiolause sarakeavaruuden ja

ytimen avulla. Dimensiolausetta tarvitaan myhemmin useassa todistuksessa Luvuis-
sa 4, 5 ja 6. Dimensiolauseen todistus 16ytyy Leonin kirjasta [3, s. 175-176].

LAUSE 3.3. Olkoon m x n -matriisi A. Tdalloin sarakeavaruuden ja ytimen dimen-
sioille pdtee
dim C(A) + dim N(A) = n.

Seuraavaksi tarkastellaan matriisien A ja AT A ytimien vilistd yhteyttd. Matriisi
AT A on symmetrinen, mistd on hydtyd esimerkiksi ortogonaalisessa diagonalisoitu-
vuudessa Luvussa 6. Ndiden matriisien ytimille pétee seuraava lause:

LAUSE 3.4. Olkoon mxn -matriisi A. Tdlléin matriisien A ja AT A ytimille pditee
N(ATA) = N(A).

TopIsTUs. Osoitetaan ensin, ettd N(A) C N(ATA). Olkoon tétd varten vektori
x € N(A). Télloin ytimen Maéritelmén 3.2 nojalla
Ax =0,
11



12 3. SARAKE- JA NOLLA-AVARUUS

jolloin kertomalla vasemmalta matriisilla A7 saadaan
AT Az = 0.

Siispé nyt vektori z kuuluu myos ytimeen N(ATA), joten N(A) C N(ATA).

Osoitetaan sitten, etti N(ATA) € N(A). Olkoon vektori x € N (AT A). Tillsin
ytimen Méaédritelmén 3.2 nojalla

AT Az = 0.
Tarkastellaan Lauseen 1.6 mukaisesti vektorin Az normin nelicté
|Az||* = (Az)T Az = 2T AT Az = 270 = 0,

koska AT Az = 0. Siispi koska vektorin Az normin nelié on 0, niin Lauseen 1.6 nojalla
my6s Az = 0. Téllsin vektori x € N(A), joten myss N(ATA) C N(A). Niin ollen
N(ATA) = N(A). O

Méaritelladn seuraavaksi matriisin A aste rank A, ja tarkastellaan siihen liittyvid
tuloksia. Matriisin aste ja sen ominaisuudet ovat téssé tyossi keskeisessé osassa erityi-

sesti singulaariarvohajotelman ja perturbaatiolauseen todistuksissa. Matriisin astetta
hyodynnetddan myos matriisin CR-hajotelman muodostamisessa Luvussa 4.

MAARITELMA 3.5. Olkoon m x m -matriisi A, jonka sarakeavaruuden C(A) di-
mensio on r. Talloin matriisin A aste on

rank A = 7.

Neliomatriisi, eli jokin n x n -matriisi A, on kdédntyvé, jos ja vain jos sen asteelle
patee rank A = n. Todistetaan seuraavaksi kaksi lausetta matriisin asteelle, joiden
todistuksessa sovelletaan Dimensiolausetta 3.3.

LAUSE 3.6. Olkoon m x n -matriisi A. Tdlloin
rank A = rank AT A.
TobisTus. Matriisin dimensiolauseen 3.3 nojalla matriisille A pétee
dim C(A) + dim N(A) = n,
sekd matriisille AT A pétee
dim C(ATA) + dim N(ATA) = n.
Siispé saadaan yhtésuuruus
(3.1) dim C(A) + dim N(A) = dim (AT A) 4 dim N (AT A),
jossa Lauseen 3.4 nojalla dim N(A) = dim N (AT A), koska N(A) = N(ATA). Niin
ollen edellisen tuloksen ja yhtdsuuruuden (3.1) nojalla pétee
dim C'(A) = dim C(AT A),

missi asteen Médritelméin 3.5 nojalla dim C'(A) = rank A ja dim C(AT A) = rank AT A,
jolloin
rank A = rank AT A.

Seuraavan lauseen toinen osuus todistetaan Lauseessa 4.8.
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LAUSE 3.7. Olkoot m x n -matriisi A ja kddantyvd m X m -matriisi U. Tdalloin
rank A =rank UA.

TobisTus. Tarkastellaan aluksi matriisien A ja UA ytimid. Matriisin ytimen
Madritelmén 3.2 nojalla matriisin A ydin on

N(A) ={z e R": Az = 0},
ja m x n -matriisin UA ydin on
N(UA) ={z e R": UAz = 0}.

Olkoon nyt vektori x € N(A), jolloin Az = 0. Télloin patee myos UAx = 0, joten
vektorille x saadaan x € N(UA). Siispa

N(A) C N(UA).

Olkoon sitten vektori € N(UA), jolloin UAz = 0. Télloin koska matriisi U on
k#dntyvéd, niin matriisille Az saadaan Az = 0, joten vektorille = pétee z € N(A).
Siispd matriisien ytimille pédtee myos

N(UA) C N(A).

Néin ollen ytimille saadaan yhtdsuuruus N(A) = N(UA).
Dimensiolauseen 3.3 nojalla m x n -matriiseille A ja UA pétee

dimC(A) + dim N(A) = n,
ja
dim C(UA) +dim N(UA) = n.
Siispéd saadaan yhtdsuuruus
dimC(A) + dim N(A) = dim C(UA) + dim N(UA),
joten koska dim N(A) = dim N(UA), niin myos
dim C(A) = dim C(UA).
Néin ollen asteen Méaritelmén 3.5 nojalla

rank A = rank U A.






LUKU 4

CR-hajotelma

Téssé luvussa muodostetaan ja todistetaan matriisin CR-hajotelma, eli 16ydetaéan
m x n -matriisille A esitys A = C'R. Téassd m x r -matriisi C' saadaan matriisin A
lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden avulla, ja r» x n -matriisi R johdetaan re-
dusoidun porrasmatriisin ja permutaatiomatriisin avulla. Matriisien dimensioissa luku
r on matriisin A aste. CR-hajotelman hajotelman avulla saadaan esitettyd matriisi
A monikayttoisessd muodossa. Luvun lopussa todistetaankin CR-hajotelmaa apuna
kéyttaen lause siitd, ettd matriisin ja sen transpoosin asteet ovat yhtéd suuret. Lu-
vussa on kidytetty péadlihteend Strangin ja Molerin artikkelia [7], m&&ritelmissd on
kiytetty myos Leonin kirjaa [3], ja redusoidun porrasmatriisin mééritelmén kertauk-
sessa pohjana Lineaarinen algebra ja geometria -kurssin Kilpeldisen luentomonistetta
[2]. CR-hajotelman todistusta on muokattu ja tdydennetty huomattavasti artikkelin
todistukseen verrattuna.

Madritelladn ensin CR-hajotelman muodostamista varten redusoitu porrasmatrii-
si. Redusoitua porrasmatriisimuotoa tarvitaan myos todistuksissa Luvussa 8.

MAARITELMA 4.1. Olkoon A nollasta poikkeava m x n -matriisi. Talloin matriisi
Ry on redusoitu porrasmatriisi matriisille A, jos sille patevit seuraavat ehdot:

1. matriisin mahdolliset nollarivit ovat matriisissa alimpina,

2. rivi on nollarivi tai jokaisen rivin ensimméinen nollasta poikkeava alkio eli
johtava alkio on ylemmén rivin johtavan alkion oikealla puolella, ja johtavana
alkiona on 1,

3. jokainen johtava alkio on ainoa nollasta poikkeava alkio sarakkeessaan,

4. matriisi A saadaan muokattua matriisiksi Ry alkeisrivioperaatioiden avulla.
Alkeisrivioperaatioita ovat rivien vaihto, rivin kertominen nollasta poikkea-
valla vakiolla seké rivien lisdéminen toisiinsa vakiolla kerrottuna.

Merkitaéin redusoitua porrasmatriisia rref A = Rj.
Lineaarisesta algebrasta tiedetddn, ettd miké tahansa m x n -matriisi A voidaan
esittdd kidntyvin matriisin £~! ja redusoidun porrasmatriisin Ry avulla. Téssi mat-

riisi £ koostuu kaikista matriisille A tehdyistéd alkeisrivioperaatioista. Tarkastellaan
tatéd seuraavassa lauseessa.

LAUSE 4.2. Olkoon mxn -matriisi A. Tdlloin matriisin A redusoitu porrasmatriisi
Ry saadaan kddntyvin matriisin E ja matriisin A tulona seuraavasti:

Ry = FA.

Maaritelladn seuraavaksi permutaatiomatriisi P, jota tarvitaan CR-hajotelman
matriisin R muodostamisessa. Lihteend médritelméssé on kédytetty Leonin kirjaa [3, s.
268]. Sanotaan, etta ki, ko, ..., k, on lukujen 1,2, ..., n permutaatio, jos se méérittaa

15
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lukujen 1,2,...,n jarjestyksen. Esimerkiksi jarjestys 2, 4, 1, 3, 5 on lukujen 1, 2, 3,
4, 5 erds permutaatio.

MAARITELMA 4.3. Olkoon n x n -identiteettimatriisi 7, jonka sarakevektorit ovat
e1,6s,...,6e, olkeassa jirjestyksessid. Permutaatiomatriisi P saadaan muodostettua
vaihtamalla identiteettimatriisin sarakkeiden paikkoja siten, etta

P = [le €hy """ %ﬂ ;
missé ki, kg, ..., k, on lukujen 1,2,...,n jokin permutaatio.

Koska permutaatiomatriisi on muodostettu ortogonaalisen identiteettimatriisin
sarakkeiden permutaation avulla, niin permutaatiomatriisi on myos ortogonaalinen.
Permutaatiomatriisin méaaritelmén perusteella sen jokaisella rivilla ja jokaisessa sarak-
keessa yksi alkio on 1 ja muut alkiot ovat nollia. Siispad kun kerrotaan permutaatio-
matriisilla mitd tahansa matriisia oikealta, se vaihtaa kyseisen matriisin sarakkeiden
paikkoja, pitden kuitenkin sarakkeet muuttumattomina. Tarkastellaan tatd m x n
-matriisin A avulla, kun

A= [al as - an].
Kertomalla matriisia A oikealta permutaatiomatriisilla P saadaan

AP = [A@kl A€k2 cee Aekn} = [akl Ay = akn} .

Tasta ndhdadn, ettd permutaatiomatriisi jirjestelee matriisin A sarakkeet uuteen jar-
jestykseen.

Tarkastellaan redusoidun porrasmatriisin ja permutaatiomatriisin kiyttoa seuraa-
van esimerkin avulla.

ESIMERKKI 4.4. Olkoon 4 x 3 -matriisi A siten, etté

W N = =
[@)RNTSN (VR V]
Nele) RSNV

Télloin matriisin A aste on rank A = 2, ja sen redusoitu porrasmatriisi on

rref A =Ry =

OO O
S OO N
OO = O

Muodostetaan erés 3 x 3 -permutaatiomatriisi, jota tarvitaan seuraavassa Esimerkissé
4.6. Olkoon siis permutaatiomatriisi

pP—

S O =
_ o O
O = O



4. CR-HAJOTELMA 17

Lasketaan seuraavaksi jatkoa ajatellen keskeinen matriisitulo redusoidulle porrasmat-
riisille Ry ja permutaatiomatriisille P, jolloin

1 20 10 2
100

00 1 010

Ropzoooggézooo

000 000

Tata tarvitaan myohemmin Esimerkisséd 4.6 matriisin CR-hajotelmaa varten.

Seuraavassa lauseessa tarkastellaan CR-hajotelmaa, ja todistuksena johdetaan se
vaiheittain. Pohjana téssé todistuksessa on kéytetty Strangin ja Molerin artikkelia
[7]. Lauseessa matriisin A ensimmaéiset r kappaletta lineaarisesti riippumattomia sa-
rakkeita saadaan redusoidun porrasmatriisimuodon R, avulla, kun redusoidun por-
rasmatriisin johtavien alkioiden paikat ilmaisevat ndmé matriisin A sarakkeet.

LAUSE 4.5. Olkoon m x n -matriisi A, jonka aste on rank A = r. Matriisilla
A= [a1 ay - an] on CR-hajotelma

A=CR,
missid C' on m X r -matriisi ja R on r X n -matriisi. Matriisi C', missd
C= [akl Ay = &k'r] s

koostuu sarakkeista, jotka ovat matriisin A ensimmdiset r lineaarisesti ritppumatonta
saraketta, ja kyseiset sarakevektorit muodostavat matriisin A sarakeavaruuden kan-
nan. Matriisi R on muotoa

R=[I F]P",
missd identiteettimatriisi I on r X v -matriisi, F' on r X (n — 1) -matriisi ja P on
n X n -permutaatiomatriisi.

TobisTus. Muodostetaan ensin CR-hajotelman matriisi R, joka on rxn -matriisi.
Matriisi R saadaan muodostettua matriisin A redusoidun porrasmatriisin R, seké per-
mutaatiomatriisin P avulla. Muokataan ensin redusoitu porrasmatriisi Ry haluttuun
lohkomuotoon siirtdmallé sen sarakkeita permutaatiomatriisin P avulla. Permutaa-
tiomatriisi P muodostetaan sellaiseksi, ettd kerrottaessa matriisia Ry oikealta per-
mutaatiomatriisilla, saadaan matriisi, joka koostuu r x r -identiteettimatriisista I,
r X (n—r) -matriisista F', sekd ndiden alapuolella olevista mahdollisista nollariveisté.
Nyt téssd tulomatriisissa Ry P identiteettimatriisi on sen vasemmassa yldkulmassa ja
matriisi F' oikeassa yldkulmassa, eli matriisi RyP on lohkomuodossa

1, F, 1 F
41 R.P = rXT rx(n—r) _ )
( ) 0 |:O(m—r) X7 O(m—r) X (n—r) 0 0

Permutaatiomatriisi P on sen méiritelmén nojalla ortogonaalinen. Siispad kerrotaan
matriisia RyP oikealta permutaatiomatriisin transpoosilla P, jolloin saadaan

I F
Ry = [0 O}PT.

Télloin matriisi R saadaan poistamalla matriisista g nollarivit, jolloin
(4.2) R=[I F|PT,
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missd R on r X n -matriisi, koska matriisi [I F} on r X m -matriisi, ja PT on n xn
-matriisi.

Muodostetaan sitten CR-hajotelman matriisi C', joka on m x r -matriisi. Matrii-
sin Ry johtavat alkiot méarddviat ne matriisin A sarakkeet, jotka tulevat matriisiin
C'. Osoitetaan vield, ettd todella patee yhtédsuuruus A = CR. Kaavan (4.2) avulla
tiedetéddn, ettd tulomatriisille C'R péatee

CR=C|[I F|P"=[C CF]|P".
Téaytyy siis osoittaa, etta
A=[C CF|P".
Lauseen 4.2 nojalla redusoitu porrasmatriisi Ry voidaan esittdi matriisin £~! ja re-
dusoidun matriisin A avulla muodossa

(4.3) A= FE'R,.
Téssd £~ on m x m -matriisi siten, etti
-1 _ [p-1 p-1
E = [El E; } ,
missé matriisin £} dimensio on m x r ja matriisin F,' dimensio on m x (m — r).
Liséksi Ry on m xn -matriisi ja A on m xn -matriisi. Tarkastellaan matriisin A esitysta

nédiden lohkomuotojen avulla. Téssd matriisi A kirjoitetaan kaavan (4.3) mukaisesti
ja tulo RyP saadaan kaavan (4.1) avulla seuraavasti

AP=E'RyP=E" {é ﬂ
4.4 _ | F
(44 - [Ell Ly 1] {0 0]

= [ET" E['F].
Tistd muodosta nahdésn, ettd matriisi £ on itse asiassa
El_l — [akl Ay * " akr] ,

eli siind on matriisin A ensimméiset r lineaarisesti riippumatonta saraketta, joten
se vastaa haluttua matriisia C. Siispd nyt Kaavan (4.4) yhtélo voidaan vield muo-
kata kertomalla oikealta matriisilla PT ja ottamalla matriisi ;' kerroinmatriisiksi
seuraavasti:

A=E'[I F|P"=C[I F|P"=CR.
Néin ollen todellakin A = C'R, misséd C' koostuu matriisin A ensimmaisista r lineaa-
risesti riippumattomasta sarakkeesta ja R on muotoa R = [I F } PT. ]

Kéydaén ldpi hajotelman muodostamista esimerkin avulla muodostamalla ja rat-
kaisemalla matriisit C' ja R.

ESIMERKKI 4.6. Jatketaan Esimerkkié 4.4. Olkoon siis 4 x 3 -matriisi A ja 3 x 3-
permutaatiomatriisi P siten, ettd

A= ja P =

O = W
o O =
_ o O
o = O

O = NN

1
1
2
3
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Esimerkissa 4.4 saatiin tulomatriisi

RyP =

OO O
o = O
S O N

0 0

mistd ndhdédn, ettd se on CR-hajotelman halutussa muodossa, kun nyt matriisit

SR e e[

[ F
N 02><2 02><1 ’
0 0

jolloin CR-hajotelman matriisi R saadaan kertomalla oikealta puolelta permutaatio-
matriisilla P? ja poistamalla nollarivit:

Siispé

(\]

1
0
RyP = 0

o = O
o O O

R=[I F]P"
10 2 1 00
=101 0 0 01
010
|11 20
|0 0 1
Ratkaistaan seuraavaksi hajotelman matriisi C'. Nyt redusoidusta porrasmatriisis-
ta
1 20
0 01
fo=19 9 0
000

nihdédan, ettd sarakkeet 1 ja 3 ovat lineaarisesti riippumattomat, koska kyseisissé
sarakkeissa on rivien 1 ja 2 johtavat alkiot. Siispd matriisi C' koostuu matriisin A
sarakkeista 1 ja 3 seuraavasti

1 3

1 4

“=12 6

39

Nain ollen CR-hajotelma matriisille A on
1 3 1 2 3
1 4] (1 2 0 1 2 4

CR_26[0011_246_A'

39 3 69

Seuraavaksi tutustutaan lauseeseen matriisin asteen seké sen transpoosin asteen
yhtéasuudesta, ja todistetaan lause CR-hajotelman avulla.
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LAUSE 4.7. Olkoon A nollasta poikkeava m x n -matriisi. Tdlldin
rank A = rank AT,

TopISTUS. Riittdi osoittaa, ettd rank A > rank A7, koska tilloin sovellettaessa
tulosta matriisille A7 saadaan myos epéyhtilo

(4.5) rank AT > rank(A”")” = rank A,

mistd saadaan asteille yhtédsuuruus.

Oletetaan, ettd rank A = r. Lauseen 4.5 mukaisesti matriisi A voidaan esittda
muodossa A = CR. Tarkastellaan n x m -matriisia A7, joka voidaan esittdi CR-
hajotelman avulla muodossa

A" = (CR)" = R"CT,
missd RT on n x r -matriisi ja C7 on r x m -matriisi. Koska asteen Méiritelmén 3.5
nojalla on

rank AT = dim C(A"),
niin tarkastellaan matriisin A7 sarakeavaruutta
C(A") = C(RTC™).
Osoitetaan, etté télle sarakeavaruudelle pétee
C(A") = C(RTCT) c C(R").
Olkoon siis vektori y € R™ siten, ettd y € C(RTCT). Tallsin vektorille y pitee
Maaéritelmén 3.1 nojalla
y=RT'CTz,  jollekin x € R™.

Téssd matriisitulon C72 dimensio on r x 1. Siispa kun merkitdsn z = C72 € R", niin
vektorille ¢y pédtee myos

y=R"z
Tillin sarakeavaruuden Madritelmén 3.1 nojalla vektori y kuuluu myos matriisin RT
sarakeavaruuteen, eli y € C'(RT), jolloin todella on voimassa

C(A") = C(RTCT) c C(R").

Osoitetaan sitten haluttu tulos. Dimensiolauseen 3.3 nojalla n x r -matriisille R
pétee tulos

dim C(R") 4 dim N(R") = .
Koska ytimen N(RT) dimensiolle pétee
dim N(RT) >0,
niin Dimensiolauseen 3.3 perusteella taytyy olla, etté
(4.6) dim C(R") <.

Koska edelld ollaan osoitettu, ettd C(AT) C C(RT), niin tdmén tuloksen, kaavan (4.6)
ja asteen Madritelmén 3.5 nojalla saadaan

rank A" = dim C(A") < dim C(R") < r = rank A.
Nain ollen saadaan haluttu tulos
rank A > rank AT,
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Epéayhtdlo pétee myos toiseen suuntaan, kuten kaavassa (4.5). Siispd voimassa on

my06s yhtéasuuruus
rank A = rank A”.

4

Todistetaan seuraavaksi lemma, joka on sovellus Dimensiolauseesta 3.3. Lemman
toinen osuus on todistettu Lauseessa 3.7, joten todistetaan téssé vain toinen osa, jota
varten tarvitaan edellisté tulosta. Téatd lemmaa tarvitaan myohemmin Luvussa 8, kun
todistetaan matriisin perturbaatiolausetta.

LEMMA 4.8. Olkoot m xn -matriisi A, kdadntyvd m X m -matriisi U sekd kddntyvd
n x n -matriist V. Tdlloin
rank A = rank UA = rank AV.
TobpisTus. Yhtdsuuruus rank A = rank U A on todistettu Lauseessa 3.7
Todistetaan vield yhtasuuruus rank A = rank AV. Lauseen 4.7 nojalla saadaan
(4.7) rank AV = rank(AV)" = rank V7 A”.
Osoitetaan, ettd tissid matriisi V7 on kddntyvi. Matriisille V7 kidnteismatriisiksi
sopii matriisi (V17 koska
VvivhHnhr'=vlv=1=1I",
koska matriisi V' on kédntyvi. Tallsin VI(V-1H)T = [, joten my6s matriisi V7 on
kaantyvé. Néin ollen kaavan (4.7) sekd Lauseiden 3.7 ja 4.7 perusteella pétee

rank VT AT = rank AT = rank A,

joten todella
rank A = rank AV.

O

LAUSE 4.9. Olkoon m x n -matriisi A, jonka redusoitu porrasmatriisi on rref A.
Talloin redusoidun porrasmatriisin rref A johtavien alkioiden lukumddrd on yhtd suu-
ri, kuin matriisin A aste rank A.

TobisTus. Viite seuraa Lauseista 3.7 ja 4.2. U






LUKU 5

Ortogonaalikomplementti

Téassd luvussa kerrataan ortogonaalikomplementin mééritelmé lineaarisesta al-
gebrasta, seké tutustutaan tuloksiin, missa ortogonaalikomplementtia hyodynnetéaan.
Luvussa tarkastellaan ytimen ja sarakeavaruuden yhteytté ortogonaalikomplementin
avulla seké aliavaruuteen ja sen ortogonaalikomplementtiin liittyvié tuloksia. Luvussa
on kiytetty lahteend Leonin kirjaa [3].

Maaritelladn ensin aliavaruuden ortogonaalikomplementti aliavaruuden vektorei-
den avulla.

MAARITELMA 5.1. Olkoon S avaruuden R"™ alivaruus. Télloin joukko
St ={z e R": 2"y = 0 kaikille y € S}
on aliavaruuden S ortogonaalikomplementti.

Tissid ortogonalikomplementti S+ on avaruuden R” aliavaruus, miki on osoitet-
tu Leonin kirjassa [3]. Mi#ritelméin nojalla seuraa, ettii joukko S+ siséltéé niin ol-
len kaikki avaruuden R"™ vektorit, jotka ovat ortogonaalisia avaruuden S vektoreiden
kanssa. Muistetaan, ettd 27y = x - y.

Tarkastellaan seuraavaksi matriisin ytimen ja sarakeavaruuden yhteyttd ortogo-
naalikomplementtien avulla.

LAUSE 5.2. Olkoon m x n -matriisi A. Tdalloin pdtee yhtdasuuruudet
N(A) = C(AT)*
Jja
N(A") = C(A)*.
TobpisTus. Yhtils N(AT) = C(A)! saadaan osoitettua soveltamalla ensimmiisti
yht#lod matriisille A7, Osoitetaan niiin ollen ainoastaan yht#ls N(A) = C(AT)L.
Osoitetaan ensin, ettd N(A) C C(AT)*. Olkoon siis vektori z € N(A), jolloin ytimen

Maéritelmén 3.2 nojalla Az = 0. Liséksi ortogonaalikomplementin Maaritelméan 5.1
nojalla sarakeavaruuden C'(A”T) ortogonaalikomplementti on

C(ATY = {v € R" : vTy = 0 kaikille y € C(AT)}.

Olkoon siis avaruuden C(AT) vektori y = ATz, missd vektori 2 € R™. Vektori z
kuuluu sarakeavaruuden ortogonaalikomplementtiin, jos 27y = 0. Siispé tarkastellaan
matriisia Az, miké voidaan kirjoittaa lohkomuodossa

aq axr

Qo Ao
Ar = r = 1,

(0759 Ay T
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missé alkioiden a;,7 = 1,2, ..., m dimensio on 1 X n, koska ne ovat matriisin A riveja.
Koska tulolle Ax patee Ax = 0 , niin saadaan kaikille
(5.1) a;x =0, kuni=1,2,...,m.
Lasketaan edellisen avulla tulo yTz = (27y)T = 27y:
a1 xr
Ao
yla = (ATz)Tx =T Az = [zl 29 - zm] 2
A T

= 211X + 22G0% + + -+ + ZpGmT

=2:-0+2-0+---+2-0=0.
Niin ollen kaavan (5.1) nojalla saadaan y'z = zTy = 0, joten vektorille z pitee
x € C(AT)L. Siispi tdmi osoittaa, etti N(A) C C(AT)L.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukoille pitee C(AT): < N(A). Olkoon vekto-
ri € O(AT)*. Tillsin ortogonaalikomplementin Miiritelmén 5.1 nojalla 2Ty =
0 kaikille y € C'(AT). Olkoon y = ATz, missi vektorille z pétee z € R™. Téllsin

wly =a2TAT2
= (A2)"2 =0  kaikilla 2z € R™.
Valitaan z = Az, jolloin edellisen kaavan ja Lauseen 1.6 nojalla saadaan
0= (Az)"z = (Az)T(Az) = ||Az|*.

Té&ll6in Lauseen 1.6 nojalla myos Az = 0. Siispa vektorille x pétee x € N(A), joten
sarakeavaruudelle ja ytimelle saadaan C(AT)+ c N(A).
O

Seuraavassa lauseessa tutustutaan vield avaruuden R™ aliavaruuden ja sen ortogo-
naalikomplementin dimensioiden summaan, sekd muodostetaan niiden ortonormaa-
leista kannoista avaruuden R™ ortonormaali kanta. Lauseen todistuksessa on kiytetty
pohjana Leonin kirjaa [3].

LAUSE 5.3. Olkoon S avaruuden R™ aliavaruus, Tdalloin
dim S + dim S* = n.

Toisaalta, jos joukko {xy,xa,...,z,} on avaruuden S ortonormaali kanta ja joukko
{Tr41, Trg2, ..., p} on avaruuden S+ ortonormaali kanta, niin joukko
{$17m2’"’7$T’wT+17""wn}

on avaruuden R™ ortonormaali kanta.

TobisTUSs. Todistetaan ensin lauseen ensimmaéinen osuus. Olkoon aliavaruuden
S C R™ kanta {x1,29,...,2,}, jolloin dimS = r. Muodostetaan matriisi A, joka
koostuu naista kantavektoreista:

A = [:Bl .TQ e ‘TT] ,
jolloin A on n X r -matriisi. Nyt matriisin A sarakeavaruus on joukko
C(A) = (z1,29,...,2,) = S,
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koska joukko {x1, s, ..., x,.} on avaruuden S kanta. Talloin sarakeavaruuden ortogo-
naalikomplementille pétee

C(A)L = <£L'1,£C2, c. ,xT>L = SJ_.

Nyt Lauseen 5.2 nojalla saadaan yhtidsuuruus C(A)+ = N(AT), ja Maéritelmén 3.5
nojalla pitee rank A = dim C'(A), joten

dim S + dim S* = dim C(A) + dim C(A)*

5.2
(5:2) = rank A + dim N(AT).

Lisiiksi Lauseen 4.7 perusteella pitee rank A = rank AT, ja Midritelmén 3.5 perus-
teella pétee rank AT = dim C'(AT), joten Kaava (5.2) saadaan muotoon

dim S + dim S* = rank AT + dim N (AT)
= dim C(A") + dim N(AT).
Liséksi nyt matriisin Dimensiolauseen 3.3 nojalla saadaan

dim S + dim S* = dim C(A") + dim N (AT)

=n.

Niin ollen péadstiin tulokseen dim S+ dim S+ = n, joten lauseen alkuosa on osoitettu.

Todistetaan sitten lauseen jalkimméinen osuus. Koska kannan Mééaritelméan 1.9
mukaisesti ortonormaali vektorijoukko, jossa on n kappaletta vektoreita, on avaruuden
R™ kanta, niin riittda osoittaa, ettd joukko

{x17$27'"7xT7xT+17“‘7x7‘L}

on ortonormaali. Koska joukot {z1,xs,...,2,} ja {®,11, Try2, ..., 2, } Ovat ortonor-
maaleja, niin kummassakin joukossa olevien vektoreiden pituus on 1. Siispd myos
kaikkien joukon {xi, 2, ..., %p, Try1, ..., 2, } vektoreiden pituus on 1.

Taméan lisdksi joukon ortonormaalisuutta varten osoitetaan, ettéd kaikki joukon
{z1,29,. .., Ty, Tpy1,...,2,} vektorit ovat ortogonaalisia eli kohtisuorassa toisiaan
vastaan Madritelmin 1.3 mukaisesti, eli tulee olla z; - x; = 0 kaikille 1 < 4,5 < n,
i # j. Kdydaén ldpi mahdolliset tapaukset:

1. Olkoon 1 < 4,5 < r,i # j. Olkoot siis vektorit z;, z; € {z1,22,...,x,}. Koska
joukko {1, zs,...,z,} on ortonormaali, niin vektoreiden sisétulolle pétee

l’ll’]:O

2. Olkoon 741 <4, j < n,i # j. Olkoot siis vektorit z;, z; € {z;41,Tri2, ..., Tp}.
Koska joukko {41, %,12,...,2,} on ortonormaali, niin vektoreiden sisidtulolle pétee

1’11’320

3. Olkoon i < r < r+ 1 < j. Olkoot siis vektorit x; € {zy,x9,...,2,} ja
x; € {Tri1, Triay ..., 2y, }. TSI vektori z; € (w1, x9,...,2,)", joten sille pétee or-
togonaalikomplementin M&éaritelmén 5.1 nojalla

olr; =al

j .ij:xi'.’L'j:O.
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4. Olkoon j < r < r+ 1 < i. Olkoot siis vektorit x; € {z,11,2Zr12,...,2,} ja
z; € {x1,29,...,2,}. Tilldin vektori z; € (w1, T, ..., 7", joten sille pitee ortogo-
naalikomplementin Maéritelmén 5.1 nojalla

xzrxj =xz;-x; =0.
Siispd nyt kaikissa tapauksissa pétee x; - ; = 0. Néin ollen joukko
{z1,29, ..., Ty, Tpy1,. .., 25} CR"

on ortonormaali joukko, jossa on n kappaletta vektoreita, joten se on myos avaruuden
R"™ ortonormaali kanta. [l
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Symmetrisen matriisin diagonalisointi

Tassa luvussa tarkastellaan matriisin ominaisarvoa ja ominaisvektoria, sekd nii-
den avulla ortogonaalisesti diagonalisoituvia symmetrisid matriiseja. Muodostetaan
siis diagonalisoimalla symmetriselle matriisille A hajotelma A = VDVT, missd V on
ortogonaalinen matriisi ja D on diagonaalimatriisi. Kdyddan myos symmetrisen mat-
riisin diagonalisoituvuutta ldpi esimerkin avulla. Léhteind tassa luvussa on kiytetty
Leonin, Strangin sekd Saariméen kirjoja [3], [6], [5].

Maaritelladn aluksi matriisin ominaisarvo ja ominaisarvoa vastaava ominaisvek-
tori.

MAARITELMA 6.1. Olkoon n x n -matriisi A. Jos on olemassa vektori x € R",
x # 0, ja luku A € R siten, ettd
Ar = Az,

niin luku A on matriisin A ominaisarvo ja vektori x on tiatd ominaisarvoa vastaava
ominaisvektori.

Maaritelladn seuraavaksi symmetrisen matriisin ortogonaalinen diagonalisoituvuus.

MAARITELMA 6.2. Olkoon A symmetrinen n X n -matriisi. T&ll6in matriisi A on
ortogonaalisesti diagonalisoituva, jos on ortogonaalinen matriisi V' ja diagonaalimat-
riisi D siten, ettéd

A=VDVT.

Esitelldén seuraavaksi symmetrisille matriiseille lemma, jonka avulla todistetaan
sen jéilkeinen lause. Lemman todistus 16ytyy Saariméen kirjasta [5, s. 34-35].

LEMMA 6.3. Olkoon A symmetrinen matriisi. Talloin silld on ainakin yksi omi-
naisarvo.

Seuraavassa lauseessa perehdytdan symmetrisen matriisin diagonalisoituvuuteen.
Lauseen todistuksessa on kéytetty ldhteend Saariméen kurssikirjaa [5].

LAUSE 6.4. Olkoon A symmetrinen matriisi. Tdlloin A on ortogonaalisesti diago-
nalisoituva.

TobisTtus. Todistetaan viite induktion avulla.

Tapauksessa n = 1 matriisi A = [a} voidaan ajatella 1 x 1 -matriisina, jonka
ainoa ominaisarvo on a ja erds ominaisvektori 1. T&ll6in matriisi A voidaan esittéa
muodossa

A=[1][a] 1] = VDV,
jolloin matriisi V' = [1} on ortogonaalinen matriisi ja matriisi D = [a] on diagonaa-
limatriisi. N&in ollen vaite pétee tapauksessa n = 1.
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Oletetaan, etté véite pitee mille tahansa symmetriselle matriisille, jonka dimensio

on
(n—1)x (n—1), kun n > 2.

Olkoon sitten A symmetrinen n X n -matriisi. Téalloin silldi on Lemman 6.3 mu-
kaan ainakin yksi ominaisarvo A;. Olkoon yksikkovektori v; ominaisarvoa A; vas-
taava ominaisvektori. Laajennetaan v; avaruuden R™ ortonormaaliksi kannaksi K =
{v1,v9, ..., 0.}, jolloin (vy)t = (vy,vs,...,v,). Valitaan tarkasteluun ortonormaaleis-
ta vektoreista koostuva ortogonaalinen matriisi

Vi=[on vy - v

Toisaalta ominaisarvojen Mééritelmén 6.1 nojalla Av; = A\jvy, joten télloin saa-
daan
vl Avy = vl Moy = Mol vy =0, kuni=2,3,...,n,
koska vv; = 0 ortonormaaleille vektoreille, kun 7 # 1. Sen sijaan koska reaaliluvun
transpoosi on luku itse, ja symmetriselle matriisille A = AT, niin

T T T T/ T N\T
v Av; = (vy Av;)" =y (v] A)

= vl ATy, = vl Avy

= vl \vp = Ao v = 0, kun¢t=2,3,...,n.

Lisdksi pétee
U{Avl = U?)\ﬂ)l = )\11),{1)1 = )\1,
joten matriisi V;T AV} on edellisten nojalla lohkomuodossa esitettyni

- T T
. o
v v
2 2
VlTAvl =| A [U1 Vg v - vn] = | ] [Avl Avy -+ Avn}
T T
v v
"N n
(6.1) vl Avy vl Avy -+ ol Aw, A1 0 e 0
. T T T T T
| Av vy Avy - v Avg| 10 vy Avy -oe vy Ay
ol Avy vl Avy - ol Av, 0 vlAvy -+ olAv,
A0
10 Ayl
missa
vl Avy vl Avs -+ 0l Aw,
vl Avy vl Avs -+ 0T Aw,
2 = ) ) )
vl Avy vl Avg - vl Av,

Matriisi Ay on symmetrinen, koska lohkomatriisin laskusééntojen nojalla sen trans-
poosi on
(v3 Ava)T (v Avg)" o (v Avg)T
AT (v3 Avs)" (v3 Avg)T o (v Awg)T
2 . . . . ]

(v3 Ava)" (v Ava)" -+ (v Avn)”
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missé
(v] Avj)" = o] (v] A)T = o] ATv; = 0] Av; kaikilla 2 <i,j <n

Tassd AT = A, koska matriisi A on oletuksen nojalla symmetrinen. Siispd nyt pétee
Al = A, joten my6s matriisi Ay on symmetrisen matriisin M&éritelmén 1.1 nojalla
symmetrinen.

Koska symmetrisen matriisin Ay dimensio on (n — 1) x (n — 1), niin induktio-
oletuksen nojalla se on ortogonaalisesti diagonalisoituva. Siten on olemassa ortogo-
naalinen (n — 1) x (n — 1) -matriisi V4 siten, ettd V,l AsVo = Dy on (n —1) x (n —1)
-diagonaalimatriisi. Valitaan nyt matriisi

1 0
vl o)

Matriisin V; symmetrisyyden nojalla V;T'V; = I,,. Nyt matriisin V' dimensio on n x n,
ja V on ortogonaalinen Maaritelmén 1.4 nojalla, koska

v (1 0], [1 0] 1 0]f1 0
A U R R

o]0,
o V| T {0 L] T

Télloin lohkomatriisien tulon ominaisuuksien seké kaavan (6.1) avulla saadaan myos

s |1 0] 1 0
VAV—_O VQT}leVl[O VJ

o[y 0]fr oo
10 V0 Ay] |0 VA

a0 1 0
T L0 VSAy [0V,

EY 0
10 VLA,
RS

T |0 Dy’

mikd on diagonaalimatriisi, koska matriisi Dy on diagonaalimatriisi. Siispé koska mat-
riisi V' on ortogonaalinen matriisi ja V7 AV on diagonaalimatriisi, ja lisiksi matriisille
A pitee A=V DVT, niin A on ortogonaalisesti diagonalisoituva. O

Kun tarkastellaan symmetrisen matriisin A diagonalisointia, diagonaalimatriisin

D diagonaalialkioita ovat matriisin A ominaisarvot Ai, Ao, ..., \, ja ortogonaalisen
matriisin V' sarakkeet koostuvat matriisin A ominaisarvoja vastaavista ominaisvekto-
reista vy, vg, ..., v,. Tissé ominaisarvot A\;,7 = 1,2,...,n, ovat ei-negatiivisia. Siispé
matriisit D ja V' ovat muotoa

A0 - 0

0 X 0 0 v [ ]

= . Ja = |v1 U9 v
0 0 . 0 !
0O --- 0 \

n
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Tarkastellaan vield ortogonaalista diagonalisoituvuutta esimerkin avulla. Kéyte-
tadn esimerkissd symmetristd matriisia, joka koostuu tulona matriiseista A7 ja A,
joita kdytetddn myohemmin myos Esimerkeissa 7.4, 7.6 ja 8.3.

ESIMERKKI 6.5. Diagonalisoidaan symmetrinen matriisi AT A , missi

[1 2
A= (1 2
0 0

Talloin matriisi AT A on

211 2
s 110 2 4
ara=ly 5ol |12 =13 )

jonka ominaisarvot A € R saadaan Maéritelmén 6.1 avulla. Siispéd tarkastellaan de-
terminanttia det(A — \I) yht#lod AT Ax = \x varten seuraavasti:

’2—)\ 4

2 s A[= @ NB =) —16 =7 — 10

Tilloin karakteristisen polynomin A\2—10\ = 0 ratkaisut ovat A; = 10 ja Ay = 0, mitk
ovat matriisin AT A ominaisarvot. Ominaisarvoja vastaavat erdit ominaisvektorit ovat

n=ly] wow=[7
ol = VT = V5
ol = 2P+ T2 = 5.

Télloin diagonalisointiin voidaan kayttaéd ortogonaalista matriisia, jossa ominaisvek-
torit on normeerattu ortonormaaleiksi, eli matriisiksi V' voidaan valita

12
v=[2 7.
Vi VB
Matriisi V' on ortogonaalinen Mé&aritelmén 1.4 mukaisesti, koska
1297l _2
S| PR
ve Vel Lve VB
Siispad nyt kun diagonaalimatriisi D on muotoa
A 0] 10 0]
0 )\J a {0 0]

joiden normit ovat

ja

D=

niin saadaan matriisituloksi
1 24 1 1 2 A
o= ) YL 31 -
VARV B B v B B

Niin ollen ollaan saatu ortogonaalisesti diagonalisoitua matriisi A7 A Maéritelmén
6.2 mukaisesti.




LUKU 7

Singulaariarvohajotelma

Téssd luvussa esitetdisin matriisin A singulaariarvohajotelma A = UXV7T seki
todistetaan singulaariarvohajotelmalause kaikille m x n -matriiseille. Singulaariarvo-
hajotelmassa ja sen lauseen todistuksessa on kéytetty térkeimpéané ldhteend Leonin
kirjaa [3]. Leonin kirjassa esiintyvaé todistusta on tdsmennetty, ja liséksi todistusta
varten kédytetddn useita aiemmin osoitettuja tuloksia.

Huomataan, ettd Lauseen 6.4 seurauksena symmetriselli matriisilla AT”A on n
kappaletta ominaisarvoja kertaluvut huomioiden. Osoitetaankin aluksi lemma sym-
metrisen matriisin ominaisarvoista.

LEMMA 7.1. Olkoon symmetrinen n x n -matriisi AT A, jonka ominaisarvot ovat
AL, Ao, oo Ay Tdlloin omainaisarvot \;,0 = 1,2, ..., n ovat epdnegatiivisia.

TobisTus. Olkoon A matriisin AT A eriis ominaisarvo ja x sitéi vastaava ominais-
vektori. Télloin Méiritelmén 6.1 nojalla matriisille AT A pitee

AT Az = M.
Talléin normin neliélle ||Az|* saadaan Lauseen 1.6 ja Miritelméin 6.1 avulla
|Az||* = (Az)T (Az) = 2T AT Az = 2" )z
(7.1) - )
="z = \z]”.

Siispd ominaisarvoa A voidaan arvioida

(7.2)

koska normin neliét ovat epinegatiivisia. Niin ollen kaikki matriisin A7 A ominaisar-
vot on osoitettu epanegatiivisiksi. 0

Madritelladn seuraavaksi mille tahansa m x n -matriisille A singulaariarvot mat-
riisin A” A ominaisarvojen avulla. M#iritelméssi ominaisarvot on hyvin maaritelty;js
Lemman 7.1 nojalla.

MAARITELMA 7.2. Olkoon m x n -matriisi A ja olkoot symmetrisen matriisin
AT A ominaisarvot A\, \g, ..., \,. Matriisin A singulaariarvot oy, 0, ..., 0, ovat

aj:\/)\_j, jg=1...,n.

Tarkastellaan seuraavaksi tulosta matriisin A singulaariarvohajotelmalle A = UXVT,
Lauseen todistuksessa on péépiirteittiin kdytetty lahteend Leonin kirjan [3] todistus-
ta, jota on tdydennetty ja perusteltu tdsmaéallisemmin.
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LAUSE 7.3. Olkoot mxmn -matriisi A, jonka aste on r ja jonka singulaariarvot ovat
01,09, ...,0, laskevassa jarjestyksessa. Tdlloin matriisi A voidaan esittid muodossa

A=UxVT,

missd U on ortogonaalinen m X m -matriisi, V' on ortogonaalinen n X n -matriisi
ja 3 on m X n -diagonaalimatriisi. Matriisin 3 diagonaalialkiot ovat matriisin A
singulaariarvot, joille pdtee

o1 2>20y2>--20.>0 j(l UT+1:UT+2:"':0n:0'

Matriisi > on muotoa

o0 0 - 0
5 0 0 oo 0 O 0
Y 1 rx(n—r) _ 0 0 - 0
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) 0 ) 0 o
0 0

Hajotelmaa kutsutaan matriisin A singulaariarvohajotelmaksi.

TobisTuS. Tarkastellaan matriisia AT A, missié A on m x n -matriisi. Tall6in
matriisi AT A on on n x n -nelidmatriisi. Matriisin transpoosin laskusiintojen nojalla
matriisin AT A transpoosiksi saadaan

(ATA)T = AT(AT)T = AT A.

Siispid ATA = (ATA)T, joten matriisi ATA on symmetrinen. T#ll6in Lauseen 6.2
nojalla matriisi AT A on ortogonaalisesti diagonalisoituva. Lisiiksi Lemmassa 7.1 on
osoitettu, ettéd matriisin AT A ominaisarvot ovat epinegatiiviset.

Symmetrinen matriisi A7 A voidaan diagonalisoida Miéritelméin 6.2 mukaisesti,
eli matriisi A7 A on muotoa ATA = VDV? missd ortogonaalisen matriisin V' ja dia-
gonaalimatriisin D sarakkeet on jarjestelty siten, ettd ominaisvektorit ja ominaisarvot
ovat vastaavassa jarjestyksessd, ja siten, ettd ominaisarvoille pétee

AL > A > >0, > 0.

Merkitdin matriisin A astettarank A = r. T#lloin Lauseen 3.6 nojallarank AT A =
rank A = r, eli myds matriisin A7 A aste on r. Koska matriisi A” A on symmetrinen,
niin sen aste on diagonaalimuodon AT A = VDVT seurauksena Lemman 4.8 nojalla
sama, kuin matriisin A7 A positiivisten ominaisarvojen mééra. Siispi

M2 2>- >N >0

ja
)\r+1 :)\T+2:"':)\n:0-
Singulaariarvojen Mééritelméan 7.2 nojalla o; = /A, joten myos niille pétee
(7.3) op>09>->0,>0
ja
Or41 :Ur+2:"':0-n:0'

Olkoot lohkomatriisit Vi, V5 ja X; siten, ettd

‘/II[UI Vg - UT:|7 ‘/2:[7}1‘—1—1 Uryo - Un};
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jolloin matriisi V' voidaan kirjoittaa lohkomuodossa

ja

oo 0 -+ 0

0 oo 0 O

El —_—

o 0 . 0

0 -+ 0 o
Talloin matriisi 31 on r X r -diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat matriisin A
aidosti positiiviset singulaariarvot oy, o, ..., 0,. Néin ollen singulaariarvohajotelman

m X n -matriisi % on lohkomatriisi, joka on muotoa

Y — E1 Orx(nfr)
O(m—r) Xr O(m—r) X (n—r)

Liséksi matriisin V5 sarakevektorit v,,1,vy49, ..., v, ovat matriisin AT A ominai-
sarvoa () vastaavia ominaisvektoreita. Siispd ominaisarvojen Mééritelmén 6.1 nojalla

AT Avj = 0v; = 0, kain j=r+1,r+2,...,n,

joten vektorit v;,j = r + 1,7 + 2,...,n, kuuluvat ytimen Mé&éritelmén 3.2 nojalla
matriisin AT A ytimeen. Lauseen 3.4 nojalla pitee yhtidsuuruus

N(ATA) = N(A),

joten ytimen Maaritelmén 3.2 nojalla my6s matriisitulolle Av; patee Av; = 0 kaikille ¢ =
r+ 1,7+ 2,...n. Siispid matriisitulolle AV, saadaan lohkomatriisien avulla

A‘/Q =A [UT—H Upyo - Un:|
(74) = |:A’UT+1 AUT_A,_Q cee AU’I’L:|
=[0 0 - 0] =0

Koska V' on ortogonaalinen matriisi, niin M&éritelmén 1.4 nojalla VIV = I, .,
missé I, on identtinen matriisi. Lisiiksi matriisi V' on kidntyvi, joten VV =1 = I,,,,,,
jolloin

VVE=(wvhHivv ) =vVITVIV I =VIV ! = VUV = [y,
Liséksi, koska matriisi V' muodostuu lohkomatriiseista V7 ja V5, niin lohkomatriisien
tulon ja transpoosin laskusdédntdjen nojalla

1%
1%
Talloin matriisille A saadaan edellisen avulla esitys
A=Al = AWV + 1By

= AV + ARV = AV,

missd AV,V,E = 0, koska yhtilostd (7.4) nihdéin, ettd AV, = 0.
Osoitetaan sitten, miten konstruoidaan ortogonaalinen m x m -matriisi U siten,
etti A = UXVT. Olkoon matriisi U; siten, etté

[=VVT =W ‘/Q}{ ]:VlVlTJrVZVQT.

(7.5)

Ulz[ul U - Ur],
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missa uq, us, . .., u, € R™ ovat sarakevektoreita, jotka ovat muotoa
1

(7.6) uj = —Av;, kun j =1,2,... 7.
gj

T#lloin matriisitulolle U3 % pétee kaavan (7.6) ja matriisin V7 muotoilun nojalla

o 0 - 0
Uiy = [ul Ug ur} g 002 0 8
0 0 o,
(7.7) = [u101 U209 U0y |
= [U%Avlol 5o Ava0y J%A'Urar}
= [Avl Avy Avr}
=A [Ul Vg vr] = AV}

Osoitetaan seuraavaksi, ettd matriisin U; sarakevektorit muodostavat ortonormaa-
lin joukon. Vektoreille u; ja u; pétee kaavan (7.6) mukaisesti

1 T
ulu; = (—Avi) (—Avj)
g; g,

(7.) — — (oF'AT) - (Av)

? J

1
= U;F(ATA,U]')v

00

missd 1 <7 <rjal < j <r. Téssd vektorit v; ovat matriisin AT A ominaisvektoreita,
jotka vastaavat ominaisarvoja \;, joille pétee

Aj=0;>0, kan j=1,2,... 7

Téalloin ominaisarvojen Maéritelmén 6.1 seké singulaariarvojen Méaritelmén 7.2 no-
jalla

T — .1y, — 29,
A Avj—/\]v]—ajvj.

Siispa yhtélo (7.8) saadaan muotoon

1
uj uj = ——u (07v;)
0,035
O 1, josi=7
- _Ui 'U] - . . )
oi 0, Jjosi#j,
koska joukko {vq,vs,...,v,} on ortonormaali.
Vektorin u; médritelmén perusteella jokainen u;, missd 1 < j < r, on matriisin A
sarakeavaruudessa. Sarakeavaruuden dimensio on r, joten vektorit uq, us, . .., u, muo-

dostavat sarakeavaruuden C'(A) ortonormaalin kannan. Lauseen 5.2 perusteella nyt
sarakeavaruus C'(A)t = N(AT), jonka dimensio on m —r Lauseen 5.3 perusteella. Ol-
koon joukko {u, i1, Urt9, ..., U} ytimen N(AT) ortonormaali kanta, ja médritelliin,
etta

U2 = [Ur—l-l Upyo - um} y
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ja madaritelldadn matriisi U lohkomatriisiksi
U= [Ul Ug] .

Lauseesta 5.3 seuraa, etta vektorit uy, us, . . ., u,, muodostavat avaruuden R™ ortonor-
maalin kannan. Néin ollen ortogonaalisen matriisin Méaaritelmén 1.4 nojalla matriisi
U on ortogonaalinen. Nyt matriisille U V7T pétee matriisien U, 3 ja V lohkomuotojen
seké kaavojen (7.7) ja (7.5) nojalla

USVT = [0y U] Fl 0] {VlT]

0 0] |V5
VT
= [U:%; 0] [VH
=Um
= A‘/lelT = A7

kuten haluttiin. Siispd matriisilla A on singulaariarvohajotelma, joka on muotoa
UxvT,
O

Kéaydaan seuraavaksi lédpi esimerkki singulaariarvohajotelman 16ytédmisestd mat-
riisille.

ESIMERKKI 7.4. Ratkaistaan matriisin A singulaariarvohajotelma, missé

1 2
A=11 2|,
0 0
kuten Esimerkissi 6.5. Esimerkissd on ratkaistu matriisin AT A ominaisarvoiksi \; =
10 ja A2 = 0, ja n&itéd vastaaviksi erdiksi ominaisvektoreiksi x; = ; ja g = {_12] .

Néin ollen matriisin A singulaariarvot ovat Méa#ritelmén 7.2 mukaisesti
0'1:\/)\1:\/]_0 ja 0'2:\/)\2:0.
Ortogonaaliseksi matriisiksi V' saatiin Esimerkissd 6.5 seuraava matriisi:
12
V= [45 Ve ] :
Vi Vs
joten tdmén ja kaavan (7.6) avulla 16ydetéén matriisin U ensimméinen sarakevektori

1 2 1 G

1 1 —= V2

u = —Avy = —— |1 2 {‘ég] =L
01 vV 10 0 0

Matriisin U loput sarakkeet saadaan etsimilli kanta ytimelle N(AT) ja muuttamal-
la se Gram-Shmidtin menetelméilld ortonormaaliksi kannaksi ytimelle N(AT), kuten
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singulaariarvohajotelman todistuksessa Lauseessa 7.3 on tehty. Téll4 tavalla saadaan
matriisi

1
i
V2
0

0
U2: 0,
1

missd on matriisin U loput kaksi saraketta us ja uz. Néin ollen matriisi U on

4 _1 9
V2 V2
v=|% L o0
V2 V2 ’
0 0 1

o 0 v10 0
X=10 o9 = 0 O
0 O 0 0
Siispé tuloksi UX VT saadaan
%~ 01 [V10 0] r o =2 12
Usvi=1|% & ol |0 o0 [_@ f}z 12| =4
0 0 1 0 O Vs V5 00

Néin ollen 16ydettiin matriisin A singulaariarvohajotelma.

7.1. Pseudokiinteismatriisi

Tarkastellaan téssé alaluvussa singulaariarvohajotelman sovelluksena pseudokaén-
teismatriisia, esitetddn sen médritelmé ja kdydaan sen toimintaa lapi esimerkin avul-
la. Pseudokéaénteismatriisia hyddynnetédédn Luvussa 8, ja sen késittelyssé on kdytetty
lahteend Leonin kirjaa [3].

Johdatellaan aluksi tarvetta pseudokdanteismatriisille. Jos A on nxn -neliomatriisi,
jonka singulaariarvohajotelma on A = UX V7 ja jos se on kidntyvi, niin matriisi ¥ on
myo6s kadntyvi. Talloin matriisille A saadaan singulaariarvohajotelman avulla kadén-
teismatriisi

ATt =VETUT,

Jos neliomatriisi A ei ole kddntyvé tai A on jokin mxn -matriisi, jollakin m # n, jolloin
erityisesti se ei ole kddntyva, niin sille voidaan muodostaa kadnteismatriisin sijaan
pseudokéinteismatriisi A*. Méiritelldin seuraavaksi tamé pseudokidnteismatriisi.

MAARITELMA 7.5. Olkoon m X n -matriisi A, jonka singulaariarvohajotelma on
A =UXVT, jaaste on r. Matriisin A pseudokddnteismatriisi on

At =vytuT,
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missé
s [B 0] [ B Orsx(m—r)
i 0 0 O(n—r)xr O(n—T)X(m—T)
L
B 0
- 1
- O T O

Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan 3 x 2 -matriisin pseudokéénteismatriisia.

ESIMERKKI 7.6. Olkoon matriisi A kuten Esimerkeissa 7.4 ja 6.5, eli

1 2
A=11 2
0 0

Esimerkissé 7.4 on ratkaistu matriisin A singulaariarvot oy = v/10 ja 0, = 0. Koska
singulaariarvo o on ainoa nollasta poikkeava singulaariarvo, niin pseudokéénteismat-
riisin Madritelmén 7.5 mukaisesti matriisi X on
—— 0 —-— 0 0
e b R
O1x1 O1x2 0 00
Niin ollen Mééritelmén 7.5 nojalla matriisin A pseudokéénteismatriisi on AT =

VETUT, missid matriisit V' ja U ovat kuten singulaariarvohajotelmassa, eli ne on
laskettu Esimerkissa 7.4. Siispd matriisin A pseudokéénteismatriisiksi saadaan

/ 0 11
— (10 10
’ [%%o]'
1

—

2 1
" 00 V2
=V +UT _ V5 v/ 1
A > [ ! } [ 60 0 0] [\)@

Sl

V5

SRS






LUKU 8

Asteen yksi perturbaatio

Perehdytéin matriisiin asteen yksi perturbaatioon, ja siihen liittyvédan perturbaa-
tiolauseeseen. Perturbaatiolauseen 8.2 todistuksessa sovelletaan matriisin singulaa-
riarvohajotelmaa, ja lisdksi tarvitaan pseudokédédnteismatriisia sekéd aiemmin saatuja
tuloksia matriisin asteelle. Luvussa on kdytetty ldhteend Meyerin artikkelia [4], jossa
esiintyvéé perturbaation todistusta on perusteltu merkittéavasti tdsméllisemmin téssé
tutkielmassa.

Perehdytaén tarkemmin asteen yksi perturbaatioon. Tarkastellaan ensin téita var-
ten tarvittavaa matriisia, jonka aste on yksi, ja joka koostuu kahden vektorin ulkotu-
losta. Olkoon m x n -matriisi B, jonka aste on 1, jolloin B on muotoa

B =cd",

missi ¢x1 # 0 ja dpx; # 0. Ndhdéén, ettd matriisin B aste on tosiaan 1, koska
matriisille

B:ch:c[dl dy --- dn}:[dlc doc - -- dnc}

pétee, ettd sen sarakeavaruuden dimensio on 1, joten asteen Mééritelmén 3.5 nojalla
matriisin B aste on 1. Siispd m x n -matriisin A asteen yksi perturbaatiossa lisdtdan
matriisiin A astetta yksi oleva matriisi B, eli tarkastellaan matriisia A + cd”, ja sen
astetta. Lauseessa 8.2 osoitetaankin, ettd rank(A + cd’) voi saada arvoja r — 1, r tai
r + 1 tietyilld ehdoilla.

Seuraavassa Lemmassa 8.1 esitelldén erikoistapaus perturbaatiosta, ja sen jélkeen
Lauseen 8.2 todistuksessa palautetaan tilanne singulaariarvohajotelman avulla seu-
raavaan lemmaan. Kyseisesséd Lemmassa 8.1 on mééritelty matriisi Z, joka on sellai-
sessa muodossa, ettd se helpottaa Lauseen 8.2 todistusta, koska matriisilla on vain
kolme mahdollista eri astevaihtoehtoa. Selkeyden vuoksi lemmassa on kéytetty samo-
ja merkint6jd, kuin mainitussa lauseessa.

LEMMA 8.1. Olkoot m x n -matriisi A ja vektorit ¢ = cpx1 # 0,d = dpxq # 0.

Olkoot myds vektorit o € R™™" ja yo € R, ja (m — 1+ 1) x (n —r + 1) -matriisi
Z lohkomuodossa siten, ettd

7 — O(m—r)x(n—r) T2

Yy —a
0 0 -« 0
o 0 e 0 x|
Vs Ysy v Ya,, o~

39
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missi o = 1+ dVAte € R, ja AT on matriisin A pseudokddnteismatriisi. Tdlloin
matritsin Z aste rank Z on

0, jos ja vain jos xo =0 ja y2 =0 ja o = 0,
1, jos ja vain jos (joko xe =0 tai yo = 0) tai (xe =0 ja yo =0 ja a # 0),
2, jos ja vain jos o # 0 ja ys # 0.

Tobistus. Tarkastellaan ensin tapauksittain implikaation suuntia oikealta va-
semmalle.
1. Jos 23 =0, y, = 0 ja a = 0, niin

jolloin rank Z = 0.
2. Jos x5 =0, yo = 0 ja a # 0, niin

jolloin rank Z = 1.
3. Jos x5 = 0 ja yo # 0 ja o on miké tahansa reaaliluku, niin

0 0
J = .
[sz _a]

Tillsin Lauseen 4.7 nojalla rank Z = rank Z7. Matriisissa Z7 on vain yksi nollasta
poikkeava sarake, joten sen asteen tiytyy olla rank Z7 = rank Z = 1.
4. Jos z9 # 0, y2 = 0 ja o on miké tahansa reaaliluku, niin

o 0 i)
Z= [0 —a} '
Matriisissa Z on vain yksi nollasta poikkeava sarake, jolloin sen aste on rank Z = 1.
5. Jos x5 # 0, y2 # 0 ja a on miké tahansa reaaliluku, niin

7 = lOT IQ} .
Y2 —

Koska Lauseen 4.9 nojalla redusoidun porrasmatriisin johtavien alkioiden mééra vas-
taa matriisin astetta, niin tehddédn matriisille Z alkeisrivioperaatiot siten, ettid saa-
daan matriisi redusoituun porrasmatriisimuotoon Lauseen 4.1 mukaisesti. Vaihdetaan
vektorin yI sisiltdmé viimeinen rivi ensimmaiseksi. Sen jilkeen vaihdetaan toiselle ri-
ville rivi, missé on jokin vektorin s nollasta poikkeava alkio. Kerrotaan rivi kaksi
kyseisen alkion ka#dnteisluvulla, jotta johtavaksi alkioksi saadaan luku 1, ja védhen-
netddn sopivasti kerrottuna toinen rivi alemmista riveistéd siten, ettd niihin jaa vain
nolla-alkioita. T&lloin saadaan matriisi

Ys, Ya o Ya,, —Q
0 o --- 0 1

o 0 - 0 0
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Myés jokin vektorin yI alkioista on nollasta poikkeava, joten ensimmiisen rivin va-
semmanpuoleisin nollasta poikkeava alkio on sen johtava alkio. Télle johtavalle alkiolle
saadaan arvoksi yksi kertomalla rivi kyseisen alkion ka#nteisluvulla. T&lloin johtavat
alkiot ovat riveilld 1 ja 2, joten johtavien alkioiden lukumééréd on 2. Tama muoto on
matriisin Z redusoitu porrasmatriisi, joten Lauseen 4.9 nojalla matriisin Z asteelle
patee, ettd rank 7 = 2.

Tarkastellaan lopuksi implikaation ké#dnteisid suuntia, tédssd tapauksessa vasem-
malta oikealle. Olkoon rank Z = 0. T&ll6in matriisi Z on nollamatriisi, jolloin zo = 0,
y2 = 0 ja a = 0. Olkoon sen sijaan rank Z = 1. Té&ll6in kohtien 1 ja 5 tapaukset
vektoreille xs, 1o ja luvulle o ovat mahdottomia, koska aste ei télloin olisi yksi. Jos
patee x5 = 0, niin joko (y2 = 0 ja a # 0) tai y2 # 0. Muussa tapauksessa aste ei
voi olla yksi, koska esimerkiksi tapauksessa zo = 0, yo = 0 ja a = 0 paddytdén ta-
paukseen 1, jolloin aste olisi nolla. Jos sen sijaan pétee yo = 0, niin joko (z3 = 0 ja
a # 0) tai x9 # 0. Muissa tapauksissa aste ei voi olla yksi, kuten edelld. Toisaalta
jos pétee zo # 0, niin taytyy olla yo = 0, koska tapauksessa xo # 0 ja yo # 0 péa-
dytdédn tapaukseen 5, missid matriiisin Z aste olisi 2. Samoin jos patee yo # 0, niin
samanlaisella paattelylla taytyy olla, ettd xo = 0. Siispéd padddytddn ainoastaan lem-
man vaihtoehtoihin (joko x5 = 0 tai yo = 0) tai (ze = 0 ja y2 = 0 ja a # 0). Olkoon
sen sijaan rank Z = 2. Télloin taytyy olla x5 # 0 ja yo # 0, koska muuten kohtien
1-4 nojalla asteeksi saataisiin rank Z < 1.

Néin ollen matriisin Z asteen vaihtoehdoille saadaan halutut ehdot. U

Todistetaan seuraavaksi perturbaatiolause kiayttden apuna edellistd lemmaa.

LAUSE 8.2. Olkoon m x n -matriisi A, jonka aste on rank A = r. Olkoot myds
vektorit ¢ = cpx1 # 0,d = dyxq # 0. Télldin aste rank(A + cdT) on

r—1, jossce C(A) jade C(AT) ja a =0,
T, joss (joko ¢ € C(A) tai d € C(AT)) tai (c € C(A) jad € C(A)T jaa#0),
r+1, josscé C(A) jad¢ C(AT),

missi o =1+ dVA*tc € R, ja A* on matriisin A pseudokddnteismatriisi.

TobisTus. Olkoon matriisin A singulaariarvohajotelma A = UL V7T, kuten Lausees-
sa 7.3, eli misséd matriisi 2 on muotoa

o 0 - 0
5 0 0 oo 0 O 0
0 m—r O m-—-r n—r ’

(m—r)xr  Y(m—r)x(n-r) 0 .0 o

0 0
Olkoon myds vektorit z € R™ ja y € R" siten, etté
(8.1) v =UTc= m o y=VTd— H |
2 Yo

missd 1,y € R, 29 € R ja y, € R"". Nyt kaavan (8.1) avulla saadaan
(8.2) c=Ux ja d="Vy,
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koska matriisit U ja V ovat ortogonaaliset. Siispi matriisi V7 on myos ortogonaalinen
ja niin ollen ki#ntyvd matriisi. T#lloin matriisin A 4 cd” asteelle pitee Lemman 4.8
nojalla

rank(A + cd”) = rank(USVT + Uz (Vy)T)
rank(USVT + Uzy"V7T)
rank(U (2 + ay")V7T)
= rank(X + zy”’).

(8.3)

Lisdt#éin seuraavaksi matriisiin X + xy? yksi muiden sarakkeiden kanssa lineaarisesti
riippumaton sarake, jolloin matriisin aste nousee yhdella:

S+ayl oz
0 —1

o 2 x In><n On><1
= rank {yT _1} {(yT)ml 1 ] .

Tarkastellaan (n + 1) x (n + 1) -nelidmatriisia

In><n 0
yT 1|

joka on alakolmiomatriisi. T&ll6in sen determinantti on diagonaalialkioiden tulo, mika
on téssa tapauksessa 1, koska kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosia. Néin ollen deter-
minantti on nollasta poikkeava, joten tarkasteltava matriisi on kadntyva. Siispé kaava
(8.4) saadaan Lemman 4.8 nojalla muotoon

rank(¥ 4+ zy”) + 1 = rank {
(8.4)

(8.5) rank(¥ + zy”) + 1 = rank {Ep _:EJ :

Koska edellinen yhtédsuuruus pétee, niin kaavoista (8.3) ja (8.5) seuraa, ettd

rank(A + cd”) = rank(X + zy”)

= rank (Ej:an xilﬂ} -1
(8.6) (Y ) —1
X1 0 x
=rank | 0 0 x9| —1.
i oy -1

Lasketaan sitten matriisitulo d” A*¢, jolle saadaan kaavan (8.2), pseudokiinteis-
matriisin Maaritelmén 7.5 sekd matriisien U ja V' ortogonaalisuuden avulla

d'Ate=d"VStU e = (Vy)'VETUT (Ux)
=y"VIVETUTUz

=y'yTy

=t [ ][]

Tx—1
=y 2 1.
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Muodostetaan kaavan (8.4) matriisille matriisitulo, jossa kerrotaan kyseistéd matriisia
vasemmalta sopivalla alakolmiomatriisilla ja oikealta sopivalla yldkolmiomatriisilla,
jotka ovat kadntyvid matriiseja. Téalloin tulon aste pysyy samana alkuperidisen mat-
riisin kanssa Lauseen 3.7 ja Lemman 4.8 mukaisesti. Tarkastellaan siis tuloa

I 0 0] [ 0 a| ][I 0 —%7'ny

0 I 00 O a| (0 [ 0
—y12101 yI' b —1[ 10 0 1
D 0 a:l I 0 %'z
ST Sy s —yipE‘lxl—l 00 1
_21 0 T _E T
= 0 0 i)
(8.8) 0y YNl -1
_21 0 —lel_ll'l + 2
== 0 0 )
0yl iyl -1
(X1 0 0
== 0 0 T2
| 0 yl' —a
120
|0 Z)”
missi Kaavan (8.7) ja luvun o méiritelmén nojalla pitee —y!'S 'z — 1 = —a,

ja matriisi Z on kuten Lemmassa 8.1. Siispa edellisestd néhdédén, ettd kaava (8.6)
saadaan Lemman 4.8 avulla muotoon

(8.9) rank(A + cd’) = rank B: g] — 1.

Osoitetaan seuraavaksi, etti

(8.10) rank [% 2} =r +rank Z.

Lasketaan kyseisen matriisin aste sen redusoidun porrasmatriisimuodon avulla. Kun
sovelletaan alkeisrivioperaatioita lohkomatriisiin (8.10), saadaan se johdettua seuraa-
vaan muotoon

rref( 01 8) 0
0 rref(Z)

Singulaariarvohajotelman Lauseessa 7.3 ollaan osoitettu, etta

(8.11)

op>092-2>0.>0.

Néin ollen jatketaan alkeisrivioperaatioita kertomalla matriisin (8.11) ensimméinen ri-
vi alkion oy kdanteisluvulla, jotta saadaan johtavaksi alkioksi luku 1. Tehd&d&n samoin
muille riveille riviin 7 asti, jolloin saadaan r kappaletta johtavia alkioita. Matriisin X
lohkomuodosta néhdéén, ettd sen mahdolliset alimmat rivit ovat nollariveja. Siispé
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siirretddn seuraavaksi namé nollarivit, eli rivistd » + 1 riviin m asti, koko matriisin
(8.11) alimmiksi riveiksi. Lauseen 4.9 nojalla matriisin Z redusoidun porrasmatrii-
sin johtavien alkioiden lukumaéérd vastaa matriisin Z astetta. Koska matriisin rref(2)
ylapuolella on nollalohko, niin jokainen johtava alkio on ainoa nollasta poikkeava alkio
sarakkeessaan, kuten redusoidussa porrasmatrisiissa halutaan. T&ll6in siis on saatu
matriisin (8.10) redusoitu parrasmatriisimuoto, josta kyseisen matriisin aste saadaan
laskemalla yhteen matriisien ¥ ja Z johtavien alkioiden lukumééri, eli kaava (8.10)
on osoitettu. Niin ollen edellisen perustelun nojalla kaava (8.9) saadaan muotoon

(8.12) rank(A + cd’) = r +rank Z — 1.
Jos matriisit U ja V' on ositettu kuten singulaariarvohajotelmassa, eli

U=[0)me o] ja V=[Vua Vo],
missa
Ulz[lh Uy -+ Ur] ja Vlz[Ul Vg - Ur]>
niin matriisien A, U;, AT ja V; sarakeavaruuksille pitee yhtdsuuruudet
(8.13) C(A)=C(U) ja CATY=CW).

Osoitetaan namé matriisien lohkomuotojen avulla. Koska matriisilla A on singulaa-
riarvohajotelma A = UXV7, niin saadaan

A= UEVT — |:U1 Uﬂ 21 OTX(n—T) VT
(8.14) Om—ryxr O@m—r)x(n-r)
= [U% 0] VT,

missé

oo 0 - 0

0 oo 0 O

21 =
0O o0 . 0
0 --- 0 o,

Tissd Lemman 4.8 nojalla kiiéintyvi matriisi V7 ei vaikuta matriisin asteeseen, joten
sarakeavaruuden Madritelmén 3.1 avulla pétee

C(A) =c([ths: 0])

=C(|loyu, oquy -+ oy,
(8.15) (o oouz D
= C’([ul Ug =+ - ur})
=C(Uy),
koska nollasta poikkeavat reaalilukukertoimet, o;,7 = 1,2, ..., r, eivit muuta sarakea-
varuutta. Sen sijaan matriisin A transpoosille pétee singulaariarvohajotelman nojalla
AT =Tyt

Tapauksessa C(AT) = C(V}) piitee niin ollen sama perustelu matriisin A7 avulla,
kuin ylli matriisille A, koska matriisit V ja UT ovat kddntyvii.
Tarkastellaan seuraavaksi matriisia Z, joka on Lemman 8.1 muotoa

0 T2
/= .
L/zT _a}
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Osoitetaan kaavan (8.13) avulla, ettd téssd vektoreille zy ja yo pétee

(8.16) ro =0  jos ja vain jos c=Uzx e C(A)
ja
(8.17) Yy =0 jos ja vain jos d=Vyec CAT).

Jos x5 = 0, niin vektorin ¢ mééritelmén mukaisesti ja kaavan (8.13) nojalla

|

¢c=Uz=[U, U] [0

:| = Ull‘l € C(A)
Jos taas ¢ € C(A), niin
c=Uzx = [Ul U2:| |ii;‘| :U1x1+U2$2.

Téasta ndhdddn, ettd patee yhtasuuruus ¢ — Uyxy — Usze = 0. Koska ¢ € C(A), niin
kaavan (8.13) nojalla myos ¢ € C(U,), jolloin ¢ on matriisin U sarakkeiden eli sara-
kavektoreiden uy, us, ..., u, lineaarikombinaatio. Olkoot A1, Ao, ..., A\, € R kertoimet
matriisin ¢ lineaarikombinaatiossa, jolloin merkitéddn vektoria c seuraavasti:

c= \Nuy + Xous + - -+ + \u,,
ja liséksi voidaan merkita
Uiry = xyur + T,up + -+ + 21, U,
ja

Usxy = To Upg1 + TopUpyo + -+ + T, U,

m—r

Talloin lauseke ¢ — Uyx; — Usxy saadaan muotoon
¢ — Urry — Usxg =Aug + Aoug + -+ + Nty — (21,07 + Tp,us + -+ - + 21, u,)
— (T2 Up g1 + TopUpyo + o0+ Ta,  Uip)
=\ —z1,)ur + (Ao — x,)ug + - - + (N — 21, ),y
+ (=22, JUp i1 + (=22, ) U2 + -+ + (=, Uy = 0.

Koska matriisin U sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, niin Maaritelmén 1.8
nojalla kaavassa (8.18) kaikkien matriisin U sarakkeiden wuq,uq,...,u,, kertoimien
tulee olla nollia. Erityisesti matriisin Uy sarakkeiden wu, i1, uq19,...,u,;, kertoimien,
mitké vastaavat vektorin xs alkioita, tulee olla nollia. Siispé taytyy olla, ettéd vektorille
xo pétee xo = 0. Samoin vektorin 1y, tapauksessa samanlaisella paittelylld saadaan,
ettd yo = 0 jos ja vain jos d € C(AT).

Kaavojen (8.16) ja (8.17) avulla huomataan, ettd lauseessa esiintyvit ehdot vek-
toreille ¢ ja d vastaavat Lemman 8.1 ehtoja vektoreille x5 ja yo. Néin ollen esimerkiksi
véite

(8.18)

(8.19) rank(A +cd’) =r  jos ja vain jos (joko ¢ € C(A) tai d € C(AT))
tai (c € C(A) jad € C(A)" jaa #0)
saadaan muotoon

rank(A +cd’) =r jos ja vain jos (joko zo = 0 tai y, = 0)

8.20
(8.20) tai (z2 =0 jay, =0 ja a #0).
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Siispé riittéid osoittaa viitelause (8.20) todeksi. Jos matriisin A + cd” asteelle piitee
rank(A + cd”) = r,
niin kaavan (8.12) nojalla
r =rank(A + cd") = r +rank Z — 1,

joten matriisin Z asteen taytyy olla yksi. Tdméa vastaa Lemman 8.1 tapausta, missé
(joko z3 = 0 tai yo = 0) tai (2 = 0 ja yo = 0 ja a # 0), joten véite (8.20) pétee.
Jos sen sijaan (joko xo = 0 tai yo = 0) tai (zo =0 ja yo = 0 ja a # 0), niin Lemman
8.1 nojalla matriisin Z asteelle pétee, ettd rank Z = 1. Siispid kaavan (8.12) avulla
saadaan

rank(A+cd’) =r+rank Z —1l=r+1-1=r.

Néin ollen véite (8.20) pétee myos toiseen suuntaan, joten lauseen ehdot tayttyvét.
Samanlaisella péaéttelylla saadaan osoitettua myocs muut tapaukset, kun matriisin
A+ cd” aste on r — 1 tai r 4+ 1. Niin ollen on saatu osoitettua lauseen ehdot asteen
yksi perturbaatiolle.

O

Tarkastellaan vield asteen yksi perturbaatiota kdytdnnossa esimerkin avulla.

ESIMERKKI 8.3. Olkoon matriisi A kuten Esimerkeissé 6.5, 7.4 ja 7.6, eli matriisi
A on

1
1
0

A:

2
21,
0

jonka aste on r = 1. Tilloin matriisilla A on singulaariarvohajotelma A = UXV 7T,
jonka matriisit U ja V on laskettu Esimerkissd 7.4. Kdydaan téssa esimerkissa lapi
Lauseessa 8.2 esiintyvit tapaukset vektoreille ¢ ja d, ja tarkastellaan matriisin A+ cd”
astetta. Koska A on 3 x 2 -matriisi, niin Lauseen 8.2 nojalla vektorin ¢ # 0 dimensio
on 3 x 1 ja vektorin d # 0 dimensio on 2 x 1. Liséksi kaavoissa (8.1) ja (8.2) esiintyvét
vektorit z ja y ovat muotoa

T 1 Y
T(3x1) = L;] = | T2 ja Yix1) = LJ;] .
x22

1. Tapauksessa ¢ € C(A) ja d € C(AT) ja a = 0 Lauseen 8.2 ja Lemman 8.1
todistusten nojalla tiedetédén, ettéd vektorit x5 ja yo ovat muotoa xo = [8] jays = [0}

Liséksi luvun o méiritelmén, joka esiintyy Lauseessa 8.2, nojalla o = 1+d? A*ec = 0.
Jos merkitdan

_ . _|dy
c= |co ja d—{dJ,
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saadaan yhtélo

1 1 ]| P
o=t [t @) [§ ¥ (] |a| 1454 B4 0
(8.21) 55 C3
Cldl Cld2 Cle CQdQ (Cl + Cz)(dl + 2d2

i 10 * 5 * 10 * 5 N 10

Lisaksi vektoreiden ¢ ja d mééritelméan, eli kaavan (8.2), nojalla
1 _1 9 zL
v " ¥

c=Ux= |5 5 0/ |0]=]74]|>
0 0 1] [0 0

ja

1 297
C S T AR
joten nyt timéin ja kaavan (8.21) nojalla valitaan z; = v/2 ja y; = —/5, jolloin

1
c= |1 ja d= {:;] .
0
T&ll6in matriisiksi A + cd” tulee

A+cdt =

O =
O NN
+
O =
|
—
|
N}
—_

I
oo o

jolloin rank(A + cd?) =0 =1r — 1.
2. Tapauksessa ¢ € C(A) ja d ¢ C(A”T) Lauseen 8.2 ja Lemman 8.1 todistusten

nojalla tiedetdén, ettd vektorit zs ja y, ovat muotoa x, = 8} ja yo # 0. Télloin
vektoreiden ¢ ja d mééritelmén, eli kaavan (8.2), nojalla ¢ on kuten kohdassa 1 ja

= = Y1 Y1 — FY2
d=vy=[% G
Y2 \/flh + \ny

Vs V5
missd matriisi V on laskettu Esimerkissé 7.4. Kun valitaan z1 = v2 ja y1 = y2 = V5,
niin saadaan

1
c= |1 ja d:{_gl].
0

Talloin matriisiksi A + cd” tulee

1 2 1 05
Atcd" = |1 2|+ |1| [-1 3] = [0 5],
00 0 00

jolloin rank(A + cd®) =1 =r.
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3. Tapauksessa ¢ ¢ C(A) ja d ¢ C(AT) Lauseen 8.2 ja Lemman 8.1 todistusten
nojalla tiedetéén, ettd vektoreille zo ja yo pétee xo # 0 ja yo # 0. Talloin vektoriksi
¢ saadaan kaavan (8.2) nojalla

L 1 L

1

el N S vt T B
c=Uzx = \/Li \/Li 0 Loy | = \/Lixl + \/L§$21 )

0 0 1] |7 w2,

ja d on kuten kohdassa 2. Valitaan z1 = 9, = \/5, To, =ljay =y = \/5, jolloin
saadaan

Talloin matriisiksi A + cd” tulee

1 2 0 1 2
Atced" = |1 2| + |2]| [-1 3] =|-1 8],
00 1 -1 3

jolloin rank(A + cd?) =2 =r + 1.
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