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Tiivistelmi

Téassd matematiikan Pro Gradu -tutkielmassa todistetaan McShanen ja Tietzen jat-
kolauseet sekd Urysonin lemma. Ensimméinen tulos liittyy metrisiin avaruuksiin ja
kaksi jalkimmaistéd topologiaan.

McShanen jatkolause kertoo, ettd metrisen avaruuden osajoukossa mééaritelty ta-
saisesti jatkuva kuvaus voidaan laajentaa jatkuvaksi koko avaruuteen. Tamén lauseen
yhteydessé oleellinen késite on kuvauksen jatkuvuusmoduli, joka antaa kvantitatiivi-
sen tavan késitelld tasaista jatkuvuutta. Tietyin lisdedellytyksin McShanen jatkolause
kertoo, ettd kuvaus voidaan laajentaa koko avaruuteen siten, etté laajennuksella on
sama jatkuvuusmoduli kuin alkuperéiselld kuvauksella. McShanen jatkolauseen todis-
tuksessa tarvitaan joitain konveksianalyysin tuloksia. Niinpéa tdhédnkin matematiikan
osa-alueeseen tutustutaan, tosin hyvin pintapuolisesti.

Tietzen jatkolause puolestaan kertoo, ettd normaalin topologisen avaruuden sulje-
tussa osajoukossa médritelty jatkuva kuvaus voidaan laajentaa jatkuvaksi koko ava-
ruuteen. Tédmén tuloksen todistamisessa avaruuden normaalius on oleellista, joten
téssa tutkielmassa tutustutaan myos separaatioaksioomiin (joihin normaalius liittyy
laheisesti). Urysonin lemma kertoo, ettd normaalissa avaruudessa kahden erillisen sul-
jetun joukon vélilld on olemassa jatkuva kuvaus, joka saa yhdessd joukossa arvon 0
ja toisessa arvon 1; toisin sanoen normaalin avaruuden erilliset suljetut osajoukot
voidaan erotella toisistaan jatkuvan kuvauksen avulla. Urysonin lemmaa kéytetdian
apuna Tietzen jatkolauseen todistamisessa.
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1. Johdanto

Jos mielivaltaisella reaaliakselin vililla maaritelty kuvaus f on jatkuva, niin voidaanko
se “laajentaa” koko reaaliakselille niin, ettd laajennettu funktio on jatkuva? Laajen-
taminen tarkoittaa tédssé yhteydessd kuvauksen ldhtojoukon laajentamista. Toisaalta
laajennuksen voi myo0s mieltdéd koko reaaliakselilla méaéritellyksi kuvaukseksi g, jolle
pitee g(x) = f(x) kaikilla xz, joilla f on mé&aritelty.

Kun edelld esitettyd kysymystd miettii hetken, niin huomaa, ettd vastaus on
selvisti er. Vastaesimerkin keksiminen ei ole kovin vaikeaa: esimerkiksi kuvaus f :
10,00[ = R, f(z) = % on méérittelyjoukossaan jatkuva, mutta sitd ei voi laajentaa
jatkuvaksi koko reaaliakselilla. Ongelman syyné on piste x = 0, jossa kuvausta ei ole
madritelty, mutta jota ldhestyttdessd kuvauksen arvot kasvavat rajatta. Vastaavan
“huonon” esimerkkifunktion voi muodostaa mille tahansa avoimelle tai puoliavoimelle
vilille.

Enta jos kyseessé oleva vili onkin suljettu? Tamékééan ei ole kovin vaikea kysymys
(vastaus on myonteinen). Jos f : [a,b] — R on jatkuva kuvaus, niin laajennuksen g
saa yksinkertaisesti: médritellaan g(z) = f(a) kaikilla 2 < a ja g(x) = f(b) kaikilla
x > b. Sama periaate toimii, vaikka vili ei olisi rajoitettu toisesta padstaén; talloin
kuvaus tarvitsee laajentaa vain rajoitetusta padsta.

Erityisesti suljetun ja rajoitetun vélin tapauksessa kysymys herdattda mielenkiin-
toisia jatkokysymyksiéd. Koska reaaliakselin suljetulla ja rajoitetulla vililla méaaritelty
jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva, niin voidaanko tasainen jatkuvuus séilyttéa laa-
jennuksessa? Toisaalta voidaan palata my6s ensimmaéisené esitettyyn kysymykseen:
avoimella vililla vastaesimerkki oli kuvaus, joka ei ole tasaisesti jatkuva. Entépé jos
alkuperdinen kuvaus onkin tasaisesti jatkuva; voidaanko se talloin laajentaa koko ava-
ruuteen tasaisesti jatkuvaksi, vaikka lahtojoukko olisikin avoin véli?

McShanen jatkolause antaa vastauksen nédihin kysymyksiin. Osoittautuu, etti ta-
saisesti jakuvan kuvauksen voi laajentaa jatkuvaksi koko avaruuteen. Lisdksi myos
tasaisen jatkuvuuden voi sdilyttad — tietyin lisdedellytyksin. Liséksi silld ei ole mer-
kitystéd, onko alkuperdisen kuvauksen laht6joukko avoin tai suljettu.

McShanen jatkolauseen kayttdminen edellisiin kysymyksiin vastaamiseen on kuin
ampuisi karpéasta oikein isolla tykilld. Tamaé jatkolause ei nimittéin pade vain reaaliak-
selilla, eiké se pade edes vain n-ulotteisessa Euklidisessa avaruudessa R". McShanen
jatkolause pétee periti mielivaltaisessa metrisessé avaruudessa (X, d).

Kun McShanen jatkolause kerran mahdollistaa metrisissa avaruuksissa jopa tasai-
sen jatkuvuuden siilyttdmisen, niin olisiko “tavallinen” jatkuvuus mahdollista séilyt-
tdd myos metristen avaruuksien yleistyksessé eli topologisissa avaruuksissa? Epéavar-
muutta luo se, etti topologisissa avaruuksissa ei voida mééritelld tasaista jatkuvuutta.
Talloin ensimmaéiseen kysymykseen esitetty vastaesimerkki kertoo, ettd laajennetta-
van kuvauksen lahtojoukko ei voi olla taysin mielivaltainen.

Laajentaminen osoittautuu mahdolliseksi my06s topologisissa avaruuksissa. Tulos
tunnetaan Tietzen jatkolauseena ja siihen kuuluu kaksi liséehtoa, joiden on oltava
voimassa. Kuvauksen f lihtojoukon on oltava topologisen avaruuden (X, 7) suljettu
osajoukko. Liséksi avaruudessa (X, 7) on pystyttavi erottelemaan erillisia suljettuja
joukkoja toisistaan riittavén hyvin.

Tama jalkimméinen ehto seuraa niin kutsutuista separaatioaksioomista, joita esi-
tellidn myohemmin. Tunnetuin separaatioaksiooma on perdisin Felix Hausdorffilta,
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yvhdelta topologian perustajista. Tamén aksiooman tayttavid topologisia avaruuksia
kutsutaan hidnen mukaansa Hausdorffin avaruuksiksi.

Seuraavassa luvussa kerrotaan lyhyesti joidenkin tdmén tutkielman aiheiden his-
toriasta. Téstd historiakatsauksesta voi ndhdé, ettd Tietzen jatkolause todistettiin
ennen McShanen jatkolausetta, eli edelld tehty aiheisiin johdattelu tehtiin padinvastai-
sessa jéarjestyksesséd kuin missé lauseet todistettiin kronologisesti.

Luvussa 3 kdydéaan lapi metristen avaruuksien peruskésitteet. Liséksi madritellaan
kuvauksen jatkuvuus seké joitakin vahvempia jatkuvuuden muotoja, kuten tasainen
jatkuvuus.

Luvussa 4 todistetaan McShanen jatkolause, joka on jaettu kahteen osaan. Todis-
tuksessa tarvitaan joitakin konveksianalyysin peruskésitteitd ja ndihin liittyvia tulok-
sia, jotka esitellddn varsin perusteellisesti.

Luvussa 5 esitelldédn topologisten avaruuksien peruskésitteet sekéd separaatioak-
sioomat. Monet tdméan luvun késitteistd ovat analogisia metristen avaruuksien vas-
taavien kisitteiden kanssa.

Luvussa 6 todistetaan Urysonin lemma ja tédtd apuna kédyttden todistetaan myos
Tietzen jatkolause. My6s néditd varten tarvitaan muutama apukéisite ja -tulos.

Lopuksi luvussa 7 esitelldén joitain separaatioaksioomiin liittyvid esimerkkeja. Té-
mén lyhyen luvun sisilto voisi olla jo luvun 5 lopussa. Namé esimerkit eivéit kuiten-
kaan liity Urysonin lemmaan tai Tietzen jatkolauseeseen, jotka ovat tdmén tutkiel-
man topologiaan liityvit padatulokset. Tasté syystd ndméa esimerkit erotettiin omaksi
luvukseen.



2. Historiaa

Tésséa luvussa kerrotaan lyhyesti joidenkin tutkielman aiheiden historiasta. Erityisesti
mainitaan topologiset avaruudet sekéd Tietzen ja McShanen jatkolauseet; separaatio-
aksioomien historia on sen verran hamaérén peitossa, ettd siitd ei téssd yhteydessé
sanota mitdan (pientd mainintaa lukuunottamatta).

Felix Hausdorff (1868-1942, Saksa), yksi topologian perustajista, mééritteli topo-
logisen avaruuden kirjassaan Grundziige der Mengenlehre (suom. Joukko-opin perus-
teet), joka julkaistiin 1914. Myshemmin yksi tdmén méaritelmén ehdoista erotettiin
omaksi késitteekseen, separaatioaksioomaksi 75. Tamén ehdon toteuttavia topologisia
avaruuksia kutsutaan hdnen mukaansa Hausdorffin avaruuksiksi.

Henri Lebesgue (1875-1941, Ranska) osoitti vuonna 1907 [1], ettd euklidisen ava-
ruuden R" suljetussa osajoukossa madritelty jatkuva kuvaus voidaan laajentaa koko
avaruuteen R" niin, etté laajennus on jatkuva. Heinrich Tietze (1880-1964, Itdavalta)
osoitti vastaavan tuloksen mielivaltaiselle metriselle avaruudelle (X, d) vuonna 1915
[7]. Pavel Uryson (1898-1924, Ukraina/Neuvostoliitto) yleisti tdmén tuloksen tietyn
ehdon tdyttéaville (niin kutsutuille normaaleille) topologisille avaruuksille artikkelis-
saan, joka julkaistiin vasta hinen ennenaikaisen kuolemansa jilkeen, vuonna 1925 [8].
Tamaéa tulos tunnetaan yleisimmin nimelld Tietzen jatkolause; muitakin nimié, kuten
Urysonin-Brouwerin lemma tai Tietzen-Urysonin jatkolause, esiintyy (katso esimer-
kiksi [12]).

Tietzen jatkolauseen historia kuvastaa erdstd tapaa, jolla matematiikka voi kehit-
tyé: aiempia tuloksia yleistamélla. Myos toisenlainen tapa on mahdollinen: aiemmista
tuloksista todistetaan vahvempia versioita (yleensd ndméa vahvemmat tulokset vaati-
vat my0s vahvempia oletuksia). McShanen jatkolause on esimerkki téstéd jalkimméi-
sesta tavasta.

Edward James McShane (1904-1989, Yhdysvallat) osoitti vuonna 1934 kirjoit-
tamassaan artikkelissa [2], ettd metrisissd avaruuksissa myos joitain vahvempia jat-
kuvuuden muotoja voidaan siilyttdd kuvausta laajennettaessa. Tamé patee muun
muassa Lipschitz-jatkuvuudelle seké tasaiselle jatkuvuudelle — mutta jalkimméiselle
vain, jos alkuperdinen kuvaus tayttdd myos joitain lisdehtoja.



3. Metriset avaruudet

Téassé luvussa madritellddn metristen avaruuksien peruskésitteet seké joitakin jatku-
vuuden muotoja. Jatkuvuus mééritellaén teknisistd syistd hieman tavallisesta poik-
keavalla — mutta tavanomaisen méaaritelméan kanssa yhtapitavalla — tavalla.

3.1. Peruskéasitteita

Téassé alaluvussa kdydéadan lépi joitakin metristen avaruuksien peruskésitteitd. Néi-
den oletetaan olevan lukijalle tuttuja, joten tdmé luku toimii ldhinné kertauksena ja
myohemmin kdytettdvien merkintéjen esittelyné.

Maaritelma 1 (Metriikka ja metrinen avaruus). Olkoon X epétyhja joukko. Kuvaus
d: X x X — [0,00[ on metriikka joukossa X, jos seuraavat ehdot péteviit:

1. d(z,y) =0 josjavain jos z =y, (definiittisyys)
2. d(z,y) =d(y, ), (symmetrisyys)
3. d(z,y) <d(z,z)+d(zv). (kolmioepéayhtls)

Paria (X, d) kutsutaan metriseksi avarvudeksi.

Merkinnélld dg tarkoitetaan avaruuden R"™ Euklidista (“tavallista”) metriikkaa:
kun z,y € R", missd z = (x1, 29, ..., 7,) ja y = (Y1, Y2, ---, Yn ), Diin

dE<x> y) =

Maéritelma 2 (Avoin ja suljettu pallo). Olkoon (X, d) metrinen avaruus, z € X ja
r > 0.
Joukko By(z,r) :={y € X : d(z,y) <r} on x-keskinen, r-siteinen avoin pallo.
Joukko By(z,7) :={y € X : d(x,y) < r} on z-keskinen, r-séteinen suljettu pallo.

Erityisesti avoimet pallot ovat hyvin térkeitd metrisissa avaruuksissa. Niiden avul-
la voidaan mééritelld sisépisteet, joiden avulla voidaan mééritelld avoimet joukot, joi-
den avulla méaritelldédn suljetut joukot, ja niin edelleen.

Aloitetaan méarittelemélla sisépisteen késite. Samalla méaritellaan myos ulko- ja
reunapisteet, perusteellisuuden vuoksi.

Maaritelmé 3 (Sisé-, ulko- ja reunapiste). Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X
joukko.

Piste z € X on joukon A sisdpiste, jos on olemassa r > 0 siten, ettd By(z,r) C A.
Talloin erityisesti x € A.

Piste z € X on joukon A ulkopiste, jos x on joukon A® = X \ A sisipiste.

Piste x € X on joukon A reunapiste, jos x ei ole joukon A sisépiste eiké ulkopiste.

Merkitaan



int(A) = {z € X : x on joukon A sisépiste},
ext(A) = {z € X : z on joukon A ulkopiste} ja
0A = {x € X : z on joukon A reunapiste}.

Joukon A sisépisteiden kokoelmaa int(A) kutsutaan joukon A sisukseksi ja joukon
A reunapisteiden kokoelmaa 0A kutsutaan joukon A reunaksi.

Madritelmistd nahddan helposti, ettd mikéa tahansa joukko A C X jakaa ava-
ruuden X kolmeen keskendin pistevieraaseen osaan: joukon A sisukseen, joukon A
reunaan ja joukon A ulkopisteisiin.

Nyt voidaan mééritelld avoin ja suljettu joukko.

Madgritelmé 4 (Avoin ja suljettu joukko). Olkoon (X, d) metrinen avaruus.
Joukko U C X on avoin, jos jokainen joukon U piste on sen sisépiste.
Joukko F C X on suljettu, jos F¢ = X \ F on avoin.

Maaritellaan viela sulkeuman késite.

Maééritelmé 5 (Sulkeuma). Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja A C X joukko.
Joukon A C X sulkeuma A on pienin suljettu joukko, joka siséltédd joukon A.

Sulkeuman mééritelméstéa seuraa suoraan, ettdé A C X on suljettu jos ja vain jos
A=A

3.2. Jatkuvuus metrisissi avaruuksissa

Téssé alaluvussa maéritelldaan kuvauksen jatkuvuus ja joitakin vahvempia jatkuvuu-
den muotoja. Alaluvun térkein késite on jatkuvuusmoduli, joka antaa kvantitatiivisen
tavan késitelld jatkuvuutta.

Jatkuvuusmodulien yhteydessd tullaan kdyttdmédn runsaasti supremumia (sekéd
téassi luvussa ettd myohemmin McShanen jatkolauseiden yhteydessd). Kerrataan ta-
mén madritelma ja tarkeimmét ominaisuudet.

Maéritelmé 6 (Supremum). Olkoon A C R epityhja joukko. Joukon A supremum
on joukon A pienin yldraja ja sitd merkitddan sup A. Supremumilla on seuraavat omi-
naisuudet:

1. sup A > a kaikilla a € A. (supremum on ylédraja)
2. Jos b on joukon A ylaraja, niinsup A < b. (supremum on pienin yléiraja)

Siirrytédn sitten jatkuvuuden pariin. Taémé osuus aloitetaan luonnollisesti ma&-
rittelemélla kuvauksen jatkuvuus metrisissd avaruuksissa.
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Maaritelma 7 (Jatkuvuus). Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia. Kuvaus
f:(X,dx) — (Y,dy) on jatkuva pisteessi o € X, jos jokaiselle € > 0 on olemassa
6 > 0 siten, etté

dy (f(x), f(zo)) < e aina, kun dx(x,zq) <.

Jos kuvaus f on jatkuva jokaisessa pisteessd x € X, niin sanotaan, ettd f on jatkuva.

Edella annetussa jatkuvuuden méaéaritelméssa kéaytetddan epayhtialomerkkia < se-
k& epsilonin ettd deltan kohdalla, kun yleensé jatkuvuuden mééritelméssd on aidot
epayhtalot. Nain tehdaén, koska tdmé helpottaa myohemmin eteen tulevia todistuk-
sia. Osoitetaan, ettd tdma médritelma on yhtépitdva tutumman mééritelmén kanssa,
jossa on aidot epéayhtalot.

Propositio 8. Jatkuvuuden mddritelmdssd aidot epdyhtdalét voidaan korvata yhtd-
suurvuden sallivilla epdayhtdiloilld, kuten edellisessd mddritelmdssa on tehty. Tdlloin
saadaan samat jatkuvat kuvaukset kuin silloin, kun yhtdsuuruuksia ei sallita.

Tobistus. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisia avaruuksia ja f : (X, dx) — (Y, dy)
kuvaus, joka on jatkuva edellisen maaritelmén mielessa.

Kiinnitetddn zo € X ja e > 0.

Koska kaikille epsiloneille 16ytyy delta, niin erityisesti sellainen 16ytyy epsilonille
€12 i= %5. Olkoon tétd vastaava delta d; 5.

Nyt, kun dx (x,z9) < 61/, niin dy (f(x), f(x0)) < €172 < €. Tamé pétee edelleen,
jos rajoitutaan vield lahemmaés pistetta xg.

Siis jos dx(z,x9) < d1/2, niin dy(f(x), f(x¢)) < e. Toisin sanoen kuvaus f on
jatkuva tavallisessa mielessa.

Olkoon sitten f jatkuva tavallisessa mielessé, ja kiinnitetddn € > 0 ja x¢ € X.

On siis olemassa ¢ > 0 siten, ettd kun dx(z,x¢) < 6, niin dy (f(x), f(x)) < e.

Jos kuvauksen f arvot ovat tarkastelualueella alle epsilonin péssé toisistaan, niin
ne ovat tietysti myos korkeintaan epsilonin péadssd toisistaan. Toisin sanoen, kun
dx(z,zo) < §, niin dy (f(x), f(x)) < e.

Tamé patee edelleen, jos rajoitutaan vield lihemmé&s pistettd xq. Siis, kun
dx(x,z0) < %(5 < 0, niin dy (f(z), f(zo)) < e.

Niinpéd kuvaus f on jatkuva edellisen médritelmén mielessé (6,5 := %5 on etsitty
delta). O

Huomautus 9. Jatkuvuus voitaisiin méaritelld yhtédpitavasti myos pallojen avulla:
Kuvaus f : (X, dx) — (Y, dy) on jatkuva pisteessi xg € X, jos jokaiselle £ > 0 on
olemassa ¢ > 0 siten, etté

f(BdX (x075)) C de(f(xO)vg)'

Tama jatkuvuuden muotoilu on hyvin ldhelld sitd tapaa, jolla jatkuvuus méaéri-
telladn topologissa avaruuksissa luvussa 5.
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Metrisissé avaruuksissa voidaan maaritelld myos vahvempia jatkuvuuden muotoja.
Tutuin naisté lienee tasainen jatkuvuus.

Maéritelmé 10 (Tasainen jatkuvuus). Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia.
Kuvaus f: (X,dx) — (Y,dy) on tasaisesti jatkuva, jos jokaiselle £ > 0 on olemassa
0 > 0 siten, etta

dy (f(z1), f(z2)) <e aina, kun 1,29 € X ja dx(z1,22) <.

Myos téassd méaaritelméssa sallitaan yhtdsuuruudet epsilonin ja deltan kanssa sa-
masta syysté kuin jatkuvuuden mééritelméssé edelld. Témén méadritelmén voi osoit-
taa olevan yhtapitdvi tutun méaritelméin (jossa on aidot epayhtalot) kanssa. TaAmén
todistus on téysin vastaava kuin jatkuvuuden kohdalla, joten se sivuutetaan.

Tasainen jatkuvuus on merkittavalla tavalla vahvempi ominaisuus kuin “taval-
linen” jatkuvuus. Kun jatkuvuudessa deltan valinta saa riippua siitd pisteesté, jos-
sa jatkuvuutta tarkastellaan, tasaisessa jatkuvuudessa vain kahden tarkastelupisteen
etaisyydelld on vélid. Siis itse pisteilld ei ole merkitystéd, ainoastaan niiden etéisyy-
dellA.

Kun epsilon kiinnitetédén tasaisesti jatkuvalle kuvaukselle, niin 16ytyy delta, jota
pienemmilld kahden pisteen etéisyyksilla kuvauksen arvot vaihtelevat alle epsilonin
verran. Kadntéen, kun valitaan delta, niin tdtd vastaava epsilon on yléaraja kuvauksen
arvojen vaihteluille.

Tamé heréttdad kysymyksen: miten tasaisesti jatkuvan kuvauksen epsilon ja delta
riippuvat toisistaan? Voisiko tdmén riippuvuuden esittda kuvauksena?

Vastaus jalkimmaéiseen kysymykseen on kylld. Tamé epsilonin ja deltan riippu-
vuuden kertova kuvaus on nimeltdédn jatkuvuusmoduli.

Maéritelma 11 (Jatkuvuusmoduli). Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia
ja f (X, dx) — (Y, dy) kuvaus. Kasvava kuvaus w : [0, oo[ — [0, 00| on kuvauksen f
Jatkuvuusmoduli, jos

L. dy(f(z1), f(x2)) <w(dx(x1,x9)) kaikilla 1,29 € X ja
2. 11_1)15w(t) = w(0) = 0.

Seuraava propositio liittdd jatkuvuusmodulin késitteen tasaiseen jatkuvuuteen.
Tahén yhteyteen vihjattiinkin jo aiemmin.

Propositio 12. Kuvauksella f on jatkuvuusmoduli jos ja vain jos f on tasaisesti
Jatkuva.

TobisTus. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia ja f : (X, dx) — (Y, dy)
kuvaus.

Oletetaan, ettd kuvauksella f on jatkuvuusmoduli w ja olkoon € > 0.

Valitaan § > 0 siten, ettd w(d) < . Delta on mahdollista valita ndin mille tahansa
epsilonille, koska w on jatkuva nollassa ja w(0) = 0.
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Kun dx (z1,x2) < 0, niin jatkuvuusmodulin mééritelmén ensimmaéisen ehdon seké
deltan valinnan nojalla

dy (f(x1), f(22)) < w(dx(21,72)) < w(9) <,

misséd toiseksi viimeinen epayhtalo seuraa jatkuvuusmodulin kasvavuudesta. Téten
kuvaus f on tasaisesti jatkuva.

Olkoon sitten f tasaisesti jatkuva.
Madritelladn kuvaus wy : [0, co[ — [0, o0],

wo(t) = sup{dy(f(a), f(b)) : a,b € Xja dx(a,b) < t}.

Osoitetaan, ettd wy on kuvauksen f jatkuvuusmoduli. Kuvaus wy on selvésti kas-
vava. Lisdksi supremumin méaéritelmén nojalla

dy (f(x1), f(22)) < wo(dx(x1,22)) kaikilla 9,20 € X.

Vield tarvitsee osoittaa jatkuvuusmodulin mééritelmén toinen ehto.

Jos t = 0, niin dx(a,b) <t =0 = a = b, koska dx on metriikka. Talloin myos
f(a) = f(b), joten dy(f(a), f(b)) = 0, koska dy on metriikka. Koska tamé pétee
kaikilla a,b € X, joilla a = b, niin myo6s

sup{dy (f(a), f(b)) : a,b € X ja dx(a,b) =0} = 0.

Siis wp(0) = 0.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus wy on jatkuva nollassa. Olkoon ¢ > 0. Kéytetddn
kuvausta f apuna; koska f on tasaisesti jatkuva, edella kiinnitetylle epsilonille 16ytyy
delta.

Kun ¢ < §, niin kuvauksen f tasaisen jatkuvuuden nojalla

wo(t) < wo(9) = sup{dy (f(a), f(b) - a,b € Xja dx(a,b) <o} <e.

Siis, kun |t — 0| = |t| =t < §, niin

|wo(t) = wo(0)] = |wo(t)] = wolt) <.

Toisin sanoen, kuvaus wg on jatkuva nollassa. Niinpé wy on kuvauksen f jatku-
vuusmoduli. ]

Esitelldédn seuraavaksi kaksi vahvaa jatkuvuuden muotoa: Lipschitz-jatkuvuus ja
Holder-jatkuvuus.
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Maaritelma 13 (Lipschitz-jatkuvuus). Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuk-
sia. Kuvaus f : (X,dx) — (Y,dy) on L-Lipschitz-jatkuva (tai lyhyemmin vain
Lipschitz-jatkuva), jos on olemassa L > 0 siten, etté

dy (f(x1), f(z2)) < Ldx (w1, 72).

Mairitelma 14 (Holder-jatkuvuus). Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia.
Kuvaus f : (X, dx) — (Y, dy) on Hélder-jatkuva, jos on olemassa C > 0jal>a >0
siten, ettd

dy (f(x1), f(z2)) < C(dx (1, 22))"

Propositio 15. Lipschitz-jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva.

TobisTus. Olkoot (X, dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia ja f : (X,dx) — (Y, dy)
L-Lipschitz-jatkuva kuvaus.

Osoitetaan, ettd kuvaus w : [0, 00 — [0,00[, w(t) = Lt on kuvauksen f jatku-
vuusmoduli.

Kuvaus w on selvésti kasvava. Se on myos selvésti jatkuva nollassa ja w(0) = 0.

Kuvauksen f Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa suoraan, ettd kaikilla x1,zo € X
patee

dy (f(z1), (22)) < Ldx (21, 22) = w(dx (21, 22)).

Siispd w on kuvauksen f jatkuvuusmoduli.
Siten proposition 12 nojalla Lipschitz-jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva. 0

Propositio 16. Hélder-jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva.

TobisTus. Ainoa ero edelliseen todistukseen Lipschitz-jatkuville kuvauksille on
se, ettd Holder-jatkuvan kuvauksen jatkuvuusmoduliksi osoitetaan kuvaus w
[0,00[ — [0, 00[, w(t) = Ct~.

Niinpé proposition 12 nojalla Holder-jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva. U
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4. Jatkuvien kuvausten laajentaminen metrisissi avaruuksissa

Téassé luvussa tarkastellaan, millaisia oletuksia tarvitaan kuvauksen ldhtojoukon laa-
jentamiseen. Itse jatkolauseet 16ytyvit McShanen artikkelista [2]. Konveksianalyysiin
liittyvit apukésitteet ja -tulokset ovat kirjoista [4], [5] ja [11].

4.1. Apukisitteita

Mééaritelladn muutama McShanen jatkolauseiden todistuksissa tarvittava apukésite
seké pari néihin késitteisiin liittyvaa aputulosta. Jotta olisi jarkevad puhua metrisen
avaruuden osajoukossa méadritellysta kuvauksesta, tarvitsee tdhédn osajoukkoon saada
metriikka. Yksinkertaisin valinta osajoukon metriikaksi on koko avaruuden metriikan
indusoima metriikka.

Maéritelméi 17 (Indusoitu metriikka). Olkoon (X, dx) metrinen avaruus ja A C X.
Kun x1, 25 € A, niin méaéritelldéan

dX|A<x17 xz) = dX($1,$2).

Talloin dxja on (X, dx):m indusoima metriikka ja (A, dx|a) on metrinen avaruus.

Myohempéd kayttoda varten tarvitaan joitakin konveksianalyysin késitteita ja tu-
loksia. Ensimmaéisend maéaaritelladn konveksi joukko.

Madritelmé 18 (Konveksi joukko). Joukko V' C R" on konveksi, jos mitké tahansa
kaksi pistettd x1, x5 € V yhdistdva jana siséltyy joukkoon V.
Toisin sanoen V' on konveksi, jos

(1—t)xy +tzy €V kaikilla x1,20 € V jat €]0,1].
Seuraavat propositiot seuraavat suoraviivaisesti konveksin joukon mééritelmésta.

Propositio 19. Konveksien joukkojen leikkaus on konveksi joukko.

TobisTus. Olkoon B indeksijoukko ja olkoot V3 konvekseja joukkoja kaikilla 5 €
B. Jos wy,z9 € [3Vp =t V, niin 21,29 € Vj kaikilla 8 € B. Erityisesti pisteet x;
ja 9 yhdistéva jana kuuluu jokaiseen joukkoon Vj néiden joukkojen konveksisuuden
nojalla. Siispd tamé jana kuuluu myos leikkaukseen [ 5 Vs =V, joten V" on konveksi
joukko. U

Propositio 20. Olkoon A C R? konveksi joukko. Tdlloin myds joukko B =
{(z,—y) € R?: (z,y) € A} on konveksi.
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TobisTus. Olkoon A C R? konveksi joukko. Osoitetaan, ettd B on konveksi.
Olkoot (x1,41), (z2,y2) € B, jolloin siis (x1, —y1), (z2, —y2) € A. Pitéda siis osoittaa,
etta

(1 — t)(ll)'l, y1> + t(%g, yg) € B kaikilla t € ]O, 1[
Toisin sanoen pitdé osoittaa, etta
(1 — t)(.Tl, _yl) + t(l’g, —yz) € A kaikilla ¢ € ]0, 1[

Tamé vaite seuraa suoraan joukon A konveksisuudesta ja siitd, ettéd
(x1, —=11), (x2, —y2) € A. Niinpé joukko B on konveksi. O

Edellinen propositio kertoo, etté tason konveksin osajoukon peilaus koordinaat-
tiakselin suhteen siilyttdd konveksisuuden. Tulos osoitettiin vain peilauksille ensim-
maisen akselin suhteen, mutta saman tuloksen peilauksille toisen akselin suhteen voisi
todistaa tédysin vastaavalla tavalla.

Maaritelladn nyt konkaavi ja konveksi kuvaus. Kirjallisuudessa ndméa mééritel-
ldsn tavallisesti avaruuden R™ osajoukolta laajennetulle reaalilukujen joukolle R =
R U{oo} U{—o0}. Téssé tutkielmassa néin laajalle yleisyydelle ei ole kuitenkaan tar-
vetta. Siksi seuraavissa méaritelmissi rajoitutaan yhden reaalimuuttujan reaaliarvoi-
siin kuvauksiin.

Madritelmé 21 (Konkaavi kuvaus). Olkoon A C R vali.
Kuvaus f: A — R on konkaavi, jos kaikille x1, 25 € A ja t € [0, 1] pétee

(1) JUU =2y +twg) = (1 = 1) f (1) + £ (22).

Geometrisesti tulkittuna kuvaus f on konkaavi, jos jokaisella vélilla [a, b] kuvauk-
sen f kuvaaja joko on sen janan ylapuolella, joka yhdistaa pisteet (a, f(a)) ja (b, f(b)),
tai sivuaa kyseistd janaa.

Maaritelméa 22 (Konveksi kuvaus). Olkoon A C R.
Kuvaus f : A — R on konveksi, jos —f on konkaavi kuvaus.

Sivuhuomautus: Konveksin kuvauksen voisi mééritelld epayhtilon (1) avulla yk-
sinkertaisesti kdadntamalla epayhtidlomerkin. Konveksin kuvauksen geometrinen tul-
kinta lienee helppo péaéatella.

Konveksianalyysissa konkaavit kuvaukset méaritellaédn konveksien kuvausten avul-
la, eli juuri painvastoin kuin edelld on tehty. Téassé tutkielmassa tullaan kuitenkin tar-
vitsemaan nimenomaan konkaavin kuvauksen késitetté ja tdhan liittyvid ominaisuuk-
sia. Namé konkaavien kuvausten halutut ominaisuudet seuraavat ominaisuuksista,
jotka on kirjallisuudessa todistettu konvekseille kuvauksille.
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Maiaritelma 23 (Epigraafi ja hypograafi). Olkoon A C R ja f : A — R kuvaus.
Kuvauksen f epigraafi on joukko

epi [ = {(2,y) € AXR:y > f(x)}.

Vastaavasti kuvauksen f hypograafi on joukko
hypo f == {(z,y) € AxR:y < f(z)}.

Geometrisesti tulkittuna kuvauksen f epigraafi on niiden pisteiden joukko, jotka
ovat kuvauksen f kuvaajalla tai sen ylédpuolella. Vastaavasti kuvauksen f hypograafi
on niiden pisteiden joukko, jotka ovat kuvauksen f kuvaajalla tai sen alapuolella
(katso kuva 1).

N epijf N

\ 4

hypo |

Kuva 1. Kuvauksen f epi- ja hypograafit.

Konveksit joukot ja kuvaukset liittyvit toisiinsa kuvauksen epigraafin kautta:

Propositio 24. Kuvaus f on konveksi jos ja vain jos sen epigraafi on konveksi joukko.

Tobpistus. Tamé on geometrisesti ilmiselvdd ja seuraa varsin suoraviivaisesti
médritelmisté; katso [11, s. 40, lause 2.1.1]. O

Edellisesta propositiosta saadaan helposti vastaava tulos konkaaveille kuvauksille:

Propositio 25. Kuvaus f on konkaavi jos ja vain jos sen hypograafi on konveksi
joukko.

TobpisTus. Oletetaan, ettd f on konkaavi kuvaus, jolloin — f on konveksi kuvaus.
Proposition 24 nojalla epi (— f) on siis konveksi joukko. Koska

(z,y) € AxR:y < f(2)}

(2,y) € AXR: —y > —f(x)}
(x,—y) € AxR:y>—f(x)}.
(z,—y) € AXR: (z,y) € epi(—f)},
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niin propositiosta 20 seuraa, ettd hypo f on konveksi joukko.

Oletetaan sitten, ettd hypo f on konveksi joukko. Téll6in

epi (—f) =

Niinpé epi (— f) on proposition 20 nojalla konveksi joukko. Talléin —f on propo-
sition 24 nojalla konveksi kuvaus, eli f on konkaavi kuvaus (tdmé seuraa konveksin
kuvauksen mééritelmésta). O

Nyt voidaan osoittaa kaksi tulosta, joita tullaan myohemmin kiyttdméadn McSha-
nen jatkolauseiden todistuksessa. Erotetaan ne edellisistéd propositioista nimedmall&
ne lemmoiksi.

Lemma 26. Olkoon I indeksijoukko, A C R ja f; : A — R kuvauksia kaikilla i € 1.
Jos jokainen kuvaus f; on konkaavi, niin myds kuvaus f : A — R,

f(x) :=inf f;(x)

il
on konkaavs.

TobisTtus. Koska jokainen kuvaus f; on konkaavi, niin niiden hypograafit ovat
konvekseja joukkoja. Proposition 19 nojalla niiden leikkaus

(hypo fi = H

il

on konveksi joukko. Osoitetaan, ettd H = hypo f, jolloin propositiosta 25 seuraa, etté
f on konkaavi kuvaus.

Olkoon py = (xg,y0) € H. Talloin siis pg € hypo f; kaikilla i € I eli yo < fi(zo)
kaikilla ¢ € I. Niinpa f(zo) = inf;e; fi(x0) > yo, joten py € hypo f. Siis H C hypo f.

Olkoon sitten pg = (g, yo) € hypo f. Télloin siis yo < f(xg) = infies fi(xo), eli
Yo < fi(zo) kaikilla ¢ € I. Tésté seuraa, ettd py € hypo f; kaikilla i € I, joten py € H.
Siis hypo f C H.

Niinpd H = hypo f eli f on konkaavi kuvaus. 0
Lemma 27. Olkoon f : [0,00] — R konkaavi kuvaus, jolle pdtee f(0) = 0 ja olkoot

X1, T2 € [07 OO[
Talloin f(zy + 19) < f(21) + f(29).
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TobisTus. Jos x; = x5 = 0, niin viite patee. Oletetaan siis, ettd vahintdan toinen
pisteistd on erisuuri kuin nolla. Voidaan olettaa, ettd z; < x5, jolloin x4 # 0.

Sovelletaan konkaavin kuvauksen mééritelmén epéyhtdloa (1) pisteisiin x = 0 ja
Tr =21+ Ta:

f(A=t)-0+t(xy + 2))
(2) & f(t(zy + x2))

> (L =) f(0) +tf(21 + x9)
> tf(zy + x2).

1
T1+x2

Edellinen epayhtilo patee kaikilla ¢ € [0, 1]. Erityisesti se pétee, kun t =
Talloin t(x; + x2) = x1, ja niinpa epéyhtélostd (2) saadaan

flt(xy +22)) > tf(z1 + x2)

(3) & flm) 2 I flo +m)

Vastaavasti valitsemalla ¢t = 22— epiyhtilostd (2) saadaan

T2
T+ o

(4) fag) >

[z + 232).

Epéayhtéloistd (3) ja (4) seuraa, etti

. 1+ X9
f(:L’l + ig) = P xzf($1 + xg)

X
= T+ 2) +
I ‘|—l’2f< ! 2) T+ To

< f(x1) + f(a2).

X2

f(x1 + 29)

O

Maaritelladn vield pienimmén jatkuvuusmodulin késite. Tata jatkuvuusmodulia
kéytettiin jo proposition 12 todistuksessa, ja erityisesti silloin osoitettiin, etta kyseessé
todella on kuvauksen f jatkuvuusmoduli.

Maéritelma 28 (Pienin jatkuvuusmoduli). Olkoot (X, dy) ja (Y, dy) metrisid ava-
ruuksia ja f : (X, dx) — (Y, dy) kuvaus. Télléin kuvaus wy : [0, 00[ — [0, oo],

wo(t) = sup{dy (f(a), f(b)) - a,b € X ja dx(a,b) <},

on kuvauksen f pienin jatkuvuusmoduli.

Voidaan helposti osoittaa, ettd jos wy on myos kuvauksen f jatkuvuusmoduli, niin
wo(t) < wy(t) kaikilla ¢.

Mikali tama epayhtdlo ei pétisi, niin supremumin méaéritelmén nojalla jollakin ¢
olisi
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() w(t) < dy(f(a), f(D)),

kun a,b € X ja dx(a,b) <t.

Oletettiin, ettd w; on kuvauksen f jatkuvuusmoduli, eli erityisesti w; on kasva-
va. Siis (5) nojalla joillakin a,b € X pétisi wr(dx(a,b)) < dy(f(a), f(b)), eli wy ei
olisi kuvauksen f jatkuvuusmoduli. Tamé on ristiriita, joten on oltava wy(t) < wy(t)

kaikilla t.

4.2. McShanen jatkolauseet

Osoitetaan ensin, ettd Lipschitz-jatkuvuus on mahdollista siilyttda kuvausta laajen-
nettaessa.

LAUSE 29. Olkoon (X,dx) metrinen avaruus, A C X ja f: (A, dxja) = (R,dg)
L-Lipschitz-jatkuva kuvaus.

Tillsin on olemassa L-Lipschitz-jatkuva kuvaus f - (X,dx) — (R,dg), jolle pdtee
fla) = f(a) kaikille a € A.

TobisTus. Mééritellddn g : (X,dx) — (R,dg),

g(x) = sup{f(a) — Ldx(a,x) : a € A}.

Osoitetaan ensin, ettd g(x) = f(x), kun = € A.

Olkoot a,x € A. Kuvaus f on L-Lipschitz-jatkuva, eli | f(a) — f(z)|
Voidaan olettaa ettd f(a) > f(x). Tallsin |f(a) — f(x)| = f(a) — f(z)
mista seuraa, ettd f(x) > f(a) — Ldx(a,x). Siis f(z) > g(x), kun = € A.

Toisaalta kaikille z € A voidaan aina valita a = x, jolloin g(x) = g(a) > f(a) —
Ldx(a,a) = f(a) = f(x).

Siispé g(z) = f(x), kun z € A.

Koska g maériteltiin supremumin avulla, niin periaatteessa on olemassa mahdol-
lisuus, ettd olisi g(x) = oo jollakin z € X (ylhdalta rajoittamattoman joukon supre-
mum on 00). Osoitetaan seuraavaksi, ettd g on dérellinen kaikilla z € A. Tadma& var-
mistaa, ettd myohemmin ei ajauduta tilanteeseen oo — oo. Kiinnitetdan ag € A ja
olkoon a € A. Téll6in

<L
<L

misséd ensimméinen epayhtélo seurasi kuvauksen f L-Lipschitz-jatkuvuudesta ja toi-
nen seurasi kolmioepayhtélosta. Koska g(z) = sup{f(a) — Ldx(a,z) : a € A}, niin
g(x) < f(ao) + Ldx (ap, x) kaikilla z € A.

Osoitetaan vield, ettd g on L-Lipschitz-jatkuva. Olkoot z,y € X ja e > 0. Kolmio-
epayhtilostd saadaan, ettd Ldx(a,x) > Ldx(a,y) — Ldx(x,y). Supremumin mééri-
telmén nojalla on olemassa a € A siten, ettd
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g(x) < f(a) — Ldx(a,z) + ¢
< f(a) — [Ldx(a,y) — Ldx(z,y)] + &
= f(a) — Ldx(a,y) + Ldx(z,y) + ¢
< g(y) + Ldx(z,y) +¢

& g(x) —g(y) < Ldx(z,y) +e.

Tasta seuraa, ettd |g(x) — g(y)| < Ldx(z,y). Toisin sanoen kuvaus g on L-
Lipschitz-jatkuva ja siten se on etsitty kuvauksen f laajennus. O

Yleisté tapausta varten tarvitaan seuraava lemma. Tdméan lemman todistuksessa
tarvitaan joitain aiemmin esiteltyjé konveksianalyysin tuloksia.

Lemma 30. Olkoon f tasaisesti jatkuva kuvaus, jonka pienin jatkuvuusmoduli on wy.
Jos on olemassa vakiot h ja k siten, etti wo(t) < ht + k kaikilla t > 0, niin
kuvauksella f on olemassa konkaavi jatkuvuusmoduli w(t) > wy(t).

Tobistus. Tarkastellaan (t,y)-tason niitd puolisuoria y = at + b,t > 0, joille
pétee at+b > wo(t) kaikilla ¢ > 0. Oletuksen nojalla ainakin yksi téllainen puolisuora
on olemassa: y = ht+ k. Tésté seuraa, ettd nditd puolisuoria on ddreton madra, koska
edellinen ehto toteutuu aina, jos a > h ja b > k. Merkitddn ehdon at + b > wy(t)
kaikilla ¢ > 0 toteuttavia puolisuoria y = a;t + b;, missé ¢ € I (I on indeksijoukko).

Jokaisen téllaisen puolisuoran alapuolella oleva joukko S; := {(t,y) : t > 0,y <
a;t 4+ b;} on selvisti konveksi. Proposition 19 nojalla myos néiden joukkojen leikkaus

S=[185 =Wty :t =0,y <ait + b}

el iel

on konveksi.

Jokainen edelld saatu puolisuora on jonkin kuvauksen g : [0, 0o[ — [0, oo[ kuvaaja.
Merkitddn puolisuoraa y = a;t + b; vastaavaa kuvausta g;, jolloin siis g;(t) = a;t + b;.
Jokaisen kuvauksen g; hypograafi hypo g; = S; on konveksi, kuten aiemmin todettiin.
Niinpé proposition 25 nojalla jokainen g; on konkaavi kuvaus.

Madiritelladan nyt w : [0, 00[ — [0, 00|,

wlt) = inf g,(1).

Lemman 26 nojalla w on konkaavi kuvaus. Liséksi koska a;t + b; > wo(t) kaikilla
i€ ljat>0,niinw(t) > wy(t) kaikilla t > 0. Tamé tarkoittaa, ettd w tdyttaa jatku-
vuusmodulin méaritelmén ensimméisen ehdon kuvaukselle f. Viela tarvitsee tarkistaa
mééritelmén toinen ehto, eli ettd w on jatkuva nollassa ja w(0) = 0.

Olkoon € > 0. Té&lloin on olemassa 0 > 0 siten, ettd kaikille ¢ < 6 pétee wy(t) < e
jatkuvuusmodulin maaritelmén nojalla. Téstéd seuraa, ettd on myds olemassa kuvaus
gi, 1 € I, jolla b; = € eli g;(t) = a;t + . TAm& ndhdddn esimerkiksi valitsemalla
a; = h+ %= (kunhan ¢ < k; muussa tapauksessa voidaan valita a; = h). Tallsin
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kun ¢ < 6, niin ¢;(t) > € > wy(t) ja kun ¢t > 9§, niin g;(t) > ht + k > wy(t). Niinpé
g:(t) > wo(t) kaikilla ¢ > 0 ja siten w(t) < g;(¢).

Vastaavalla menettelylla 16ydetddan kuvaus g; epsilonille g5 = %5 > 0. Merkitdan
tatda kuvausta g;. Edellisen perusteella w(t) < g;(t) = a;t + €2 kaikilla ¢ > 0. Valitaan
do = €2/a;. Kun t < dp, niin

- - - . £
w(t) < gi(t) < g(do) = aido + &2 = a; - ~—2 + &9 = 269 = ¢,

ja tdten w on jatkuva, kun ¢ = 0. Liséksi koska e oli mielivaltainen, niin on oltava
w(0) = 0. Niinpd w on etsitty konkaavi jatkuvuusmoduli. O

Voidaan osoittaa, ettd edelld saatu konkaavi jatkuvuusmoduli w on jatkuva kaik-
kialla. Jatkuvuus seuraa siité, etté jokaisella valilla 0 < t < ¢y kuvaus w on rajoitettu.

Katso [4, s. 83, seuraus 10.1.1].
Edellisen lemman oletukset pateviat muun muassa:

1. Holder-jatkuville kuvauksille, koska niille wy(t) < w(t) = Ct* < C(t + 1),
missd C > 0jal>a > 0;

2. Rajoitetuille tasaisesti jatkuville kuvauksille, koska jos | f(z)| < M kaikilla z,
niin wy(t) < 2M kaikilla ¢.

Nyt voidaan todistaa tdmén luvun péadatulos:

LAUSE 31. Olkoon (X,dx) metrinen avaruus, A C X ja f: (A, dxja) = (R,dg)
tasaisesti jatkuva kuvaus, jolla on konkaavi jatkuvuusmoduli w(t).

Tillgin kuvauksella f on olemassa laajennus f : (X,dx) — (R,dg), jolla on sama
Jatkuwvuusmoduli w(t).

TobisTtus. Todistus tehddin tdysin samoin kuin Lipschitz-jatkuvien kuvausten
tapauksessa. Koska kuvauksen f jatkuvuusmoduli w on konkaavi, niin lemmasta 27
seuraa, ettd kolmioepayhtélon avulla saadaan halutut arviot. Koska kyseessé on luvun
padtulos, niin tehddéin todistus tdsmaéllisesti.

Madritelladn g : (X, dx) — (R, dg),

g(x) =sup{f(a) —w(dx(a,x)):a € A}.

Osoitetaan ensin, ettd g(x) = f(z), kun x € A.

Olkoot a,z € A. Kuvauksella f on jatkuvuusmoduli w, eli |f(a) — f(z)| <
w(dx(a,z)). Voidaan olettaa, ettd f(a) > f(z). Télloin |f(a) — f(x)| = f(a) — f(z) <
w(dx(a,z)), mistd seuraa, ettid f(z) > f(a) — w(dx(a,z)). Siis f(x) > g(x), kun
x € A

Toisaalta kaikille z € A voidaan aina valita a = z, jolloin g(z) = g(a) > f(a) —
Ldx(a,a) = f(a) = £(z).

Siispd g(z) = f(z), kun z € A.

Aivan kuten Lipschitz-jatkuvien kuvausten tapauksessa, nytkin halutaan valttyi
tilanteelta oo — co. Osoitetaan siis, ettd g on ddrellinen kaikilla x € A. Kiinnitetadn
ag € A jaolkoon a € A. Koska w on konkaavi ja kasvava, niin lemman 27 ja metriikan
dx kolmioepéyhtdlon nojalla
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Talloin

fla) —w(dx(a,z)) < f
f(ao) (dX(aoaSC)) + w(dx(z,a)) —w(dx(a,z))
flao) + w(dx(ao, )),

misséd ensimmaéinen epéayhtilo seurasi siitéd, ettd w on kuvauksen f jatkuvuusmoduli
ja toinen seurasi epayhtilostd (6). Koska g(z) = sup{f(a) — w(dx(a,x)) : a € A},
niin g(z) < f(ag) + w(dx(ap, x)) kaikilla z € A.

Viela pitdd osoittaa, ettd w on myds kuvauksen g jatkuvuusmoduli. Olkoot
x,y € X jae > 0. Koska w on konkaavi ja kasvava, niin lemmasta 27 ja metrii-
kan dx kolmioepéayhtalosta saadaan, ettd w(dx(a,z)) > w(dx(a,y)) — w(dx(z,y)).
Supremumin méaritelmén nojalla on olemassa a € A siten, ettd

g(x) < fla) —wldx(a,x)) +
< f(a) = [w(dx(a,y)) —w(dx(x Yl +e
< fla) — wldx(a, ))+W(dx(x y) +e
< g(y) +wldx(2,y)) +

& g(z) —g(y) Swldx(z,y)) +e.

Tésta seuraa, ettd |g(x) — g(y)| < Ldx(z,y). Toisin sanoen w on kuvauksen g
jatkuvuusmoduli ja siten g on etsitty kuvauksen f laajennus. U

McShane osoittaa artikkelissaan myos seuraavat tulokset, jotka seuraavat edelli-
sestd lauseesta:

Seuraus 32. Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisic avaruuksia ja A C X.
Jos [ 1 (A,da) — (Y,dy) on rajoitettu ja tasaisesti jatkuva, niin se voidaan
laajentaa koko avaruuteen (X, dyx) siten, ettd tasainen jatkuvuus ja rajat sdilyvdt.

Tamén seurauksen erikoistapauksena Euklidisen avaruuden (R", dg) suljetussa ja
rajoitetussa osajoukossa A C R"™ méadritelty jatkuva kuvaus voidaan laajentaa koko
avaruuteen (R",dg) siten, ettd laajennus on tasaisesti jatkuva ja rajoitettu. Ta&mé&n
voi perustella esimerkiksi seuraavien tulosten avulla:

1. Heinen-Borelin lause: Euklidisen avaruuden suljettu ja rajoitettu osajoukko
A on kompakti.
2. Kompaktissa joukossa méaéritelty jatkuva kuvaus on tasaisesti jatkuva.
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3. Weierstrassin lause: kompaktissa joukossa mééritelty jatkuva kuvaus saa-
vuttaa suurimman ja pienimmaéan arvonsa.

Kohdista 1 ja 2 seuraa, ettd f on tasaisesti jatkuva. Kohdista 1 ja 3 seuraa, etta f
saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa; siis f on rajoitettu. Laajennus voidaan
médritelld niin, etté se ei koskaan ylitd kuvauksen f ylarajaa tai alita sen alarajaa ja
nédin sama ala- ja ylaraja pétee myos laajennukselle.

Seuraus 33. Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) metrisii avaruuksia ja A C X.
Jos [ (A,da) — (Y,dy) on tasaisesti jatkuva, niin silla on jatkuva laajennus
avaruuteen (X, dx).

Edellinen seuraus antaa heikomman tuloksen kuin lause 31: kuvauksen f laajennus
ei valttadmatta ole tasaisesti jatkuva (lauseen 31 tapauksessa tasainen jatkuvuus seu-
rasi propositiosta 12). Toisaalta tdmén seurauksen oletukset ovat myos vihaisemmét
kuin kyseiselld lauseella.
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5. Topologiset avaruudet

Téassd luvussa madritellddn topologisten avaruuksien peruskésitteet ja tutustutaan
separaatioaksioomiin.

5.1. Peruskéisitteita

Topologisten avaruuksien peruskésitteet alkavat topologian késitteestd. Monet tdméan
luvun késitteistd ovat analogisia metristen avaruuksien vastaavien késitteiden kanssa,
kuten muutamassa kohdassa mainitaankin.

Maéiritelmé 34 (Topologia ja topologinen avaruus). Olkoon X epétyhjd joukko.
Talloin 7 € P(X) = {A : A C X} on joukon X topologia, jos seuraavat ehdot
patevat:

1. 0, Xer,

N
2. (U;er, kan Uy, Us, ..Uy €1,

j=1

3. |JUser kunU, € 7 kaikilla o € A # 0.

a€A

Paria (X, 7) kutsutaan topologiseksi avaruudeksi.

Maiaritelma 35 (Avoin ja suljettu joukko). Joukko U C X on awoin, jos U € 7.
Joukko E on suljettu, jos E¢ = X \ E on avoin.

Téassé tutkielmassa reaalilukujen joukossa R kiaytetddn topologiana yksinomaan
avoimien vilien (a,b) C R méaradméia topologiaa, jota merkitdan mg. Tdmén topo-
logian alkiot ovat siis avoimia vileja seké joukkoja, jotka saadaan avoimista véleisté
aarellisilla leikkauksilla ja/tai mielivaltaisilla yhdisteillda. Tam& topologia vastaa tie-
tylla tavalla reaalilukujen joukon Euklidista metriikkaa.

Sulkeuma maéaéritellddn topologisissa avaruuksissa aivan kuten metrisissikin ava-
ruuksissa:

Mééritelmé 36 (Sulkeuma). Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja A C X joukko.
Joukon A C X sulkeuma A on pienin suljettu joukko, joka siséltdd joukon A.

Seuraavaksi madritelladn ympéariston késite. Pisteen ympéristé on topologisten
avaruuksien vastine avoimille palloille.

Madritelmé 37 (Ympéristd). Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Jos z € X ja
x € U € 7, niin U on pisteen z (avoin) ympdristo.
Vastaavasti jos A C X ja A C U € 7, niin U on joukon A (avoin) ympdaristo.
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Metrisissé avaruuksissa avoimuus méériteltiin niin, ettd avoimen joukon jokainen
piste on joukon sisépiste. Toisin sanoen jokainen avoimen joukon A piste a siséltyy
johonkin sellaiseen a-keskiseen avoimeen palloon, joka siséltyy joukkoon A. Topolo-
gisissa avaruuksissa avoimuus voidaan muotoilla samaan tapaan yksinkertaisesti kor-
vaamalla avoimet pallot avoimilla ympéristoilla:

Propositio 38. Olkoon (X, T) topologinen avaruus ja A C X joukko. Tdlloin A on
avoin jos ja vain jos jokaiselle pisteelle a € A on olemassa ympdristo U, € T siten,
etta U, C A.

Pisteita, joilla on olemassa tdllainen ympdristo, nimitetddan joukon A sisdpisteiksi.
Siis kuten metrisissd avaruuksissa, joukko on avoin jos ja vain jos sen jokainen piste
on joukon sisdpiste.

Tobistus. Oletetaan, ettd A on avoin. Télloin A on jokaisen pisteensd ympéristo
ja A C A.

Oletetaan sitten, ettd jokaiselle joukon A pisteelle on olemassa ympéristo U, € T
siten, ettd U, C A. Talloin

U U,=A€eT
acA
suoraan topologian mééritelmén nojalla (kohta 3). Siispd A on avoin. U

Jatkuvuus voidaan mééritelld topologisissa avaruuksissa samaan tyyliin kuin met-
risissd avaruuksissa. Méaaritelmén perusmuoto séilyy samana; kun metrisisséa avaruuk-
sissa sanotaan “jokaiselle epsilonille on olemassa delta”, niin topologisissa avaruuksissa
sanotaan “jokaiselle maalijoukon ympéristolle on olemassa lahtojoukon ympéaristo”.

Madritelmé 39 (Jatkuvuus). Olkoot (X, 7x), (Y, 7v) topologisia avaruuksia. Kuvaus
[ (X,7x) = (Y, 7v) on jatkuva pisteessi o € X, jos jokaiselle pisteen f(xg) € Y
ympéristolle V' € 7y on olemassa pisteen zy € X ympdristdé U € 7x siten, ettd

fU)cV.

Jos kuvaus f on jatkuva jokaisessa pisteessd x € X, niin sanotaan, ettd f on jatkuva.

Huomaa edellisen mééritelmén yhtéldisyydet huomautuksessa 9 esitetyn jatku-
vuuden méadritelméan kanssa.
Osoitetaan vield kaksi jatkuvuuden kanssa yhtapitdvaa tulosta.

Propositio 40. Olkoot (X, 7x), (Y, Ty) topologisia avaruuksia. Tdlloin seuraavat yh-
tapitavyydet pdtevat:

1. Kuvaus f : (X,7x) = (Y,7v) on jatkuva jos ja vain jos joukon U alkukuva
YU) on avoin aina, kun U on avoin.

=
2. Kuvaus f : (X, 7x) = (Y, 7v) on jatkuva jos ja vain jos joukon F alkukuva
f7YF) on suljettu aina, kun F on suljettu.
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TobisTus. Osoitetaan ensin ensimméinen véite ja kdytetiédn téata toisen viitteen
todistamiseen.

1. Olkoon f jatkuva kuvaus ja U € Y avoin joukko. Osoitetaan, ettd f~(U) on
avoin.

Olkoon zy € f~Y1(U), jolloin f(xy) € U. Koska U on avoin, niin proposition 38
nojalla pisteelld f(x) on olemassa ympéristo Vi) € Ty siten, ettd Vi, C U.

Koska f on jatkuva, niin pisteelld xy on olemassa ympéristd V,,, € 7x siten, ettd
f(Vao) C Vi) C U. Téiten Vy; € f7H(U), eli f~1(U) on avoin proposition 38 nojalla.

Olkoon sitten f~!(U) avoin aina, kun U on avoin. Osoitetaan, ettéi f on jatkuva.

Olkoon xy € X jolloin f(x) € Y. Olkoon lisidksi U C Y pisteen f(z() ympéristo.
Koska f(zq) € U, niin zy € f~1(U).

Oletuksen nojalla f~!(U) on avoin ja niinpé tdméi joukko on pisteen zy ympéristo.
Téten f on jatkuva.

2. Olkoon f jatkuva kuvaus ja F' € Y suljettu joukko. Osoitetaan, etti f~!(F)
on suljettu.

Joukko Y \ F' on avoin suoraan suljetun joukon mééritelmén nojalla. Koska f
on jatkuva, niin kohdasta 1 seuraa, ettd f~'(Y \ F) = X \ f~1(F) on avoin. T#ten
f7Y(F) on suljettu.

Olkoon sitten f~!(F) suljettu aina, kun F on suljettu. Osoitetaan, ettd f on
jatkuva.

Olkoon U C Y avoin, jolloin Y \ U on suljettu. Oletuksen nojalla f~'(Y \ U) =
X\ f7YU) on suljettu, joten f~*(U) on avoin. Kohdan 1 nojalla f on siis jatkuva. [

5.2. Separaatioaksioomat

Separaatioaksioomat ovat ehtoja, jotka kertovat, kuinka hyvin topologisen ava-
ruuden pisteitd tai suljettuja joukkoja voidaan erotella toisistaan. Néissd ehdoissa
puhutaan erillisistéd joukoista; avaruuden X kaksi joukkoa A, B C X ovat erilliset, jos
ANB=4.

Olkoon (X, 7) topologinen avaruus.

Ty:  Jos z,y € X jax # y, niin viahintdéan toisella pisteelld x tai y on ympéristo,
johon toinen ei kuulu.

Ty:  Jos z,y € X ja x # y, niin molemmilla pisteilld x ja y on ympéristo, johon
toinen ei kuulu.

Ty:  Jos x,y € X ja x # y, niin molemmilla pisteill& on erilliset ympéristot.

T3: Josz € X, F C X on suljettu ja x ¢ F, niin pisteelld = ja joukolla F' on
erilliset ympéristot.

Ty:  Jos E, F C X ovat suljettuja ja ENF = (), niin joukoilla E ja F on erilliset
ympéaristot.

Jos topologinen avaruus (X, 7) toteuttaa separaatioaksiooman T, niin sanotaan,
ettd (X, 7) on T;-avaruus tai lyhyemmin vain 7;.
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Propositio 41. Topologinen avaruus on Ty jos ja vain jos yhden pisteen joukot ovat
suljettuga.

TobisTus. Olkoon (X, 7) Ti-avaruus ja x € X. Téllsin jokaisella a € {x}€ on
ehdon T nojalla ympiristd, johon x ei kuulu: a € U, C {x}°. Siispd proposition 38
nojalla {x}° on avoin eli {x} on suljettu.

Olkoon sitten (X, 7) topologinen avaruus, jonka yhden pisteen joukot ovat suljet-
tuja. Olkoon lisiksi z,y € X, x # y. Tallsin {x}° on pisteen y ympéristo, johon x
ei kuulu. Vastaavasti {y}“ on pisteen z ympiristd, johon y ei kuulu. Téten (X, 7) on
T -avaruus. O

Nimeamisesta:

Tietyt separaatioaksioomat toteuttaville topologisille avaruuksille kiytetdaan myos
seuraavia erityisid nimityksia:

Jos (X, 7) on Ty-avaruus, niin sanotaan, ettd (X, 7) on Hausdorffin avaruus, tai
lyhyemmin vain “(X,7) on Hausdorft”.

Jos (X, 7) on T3- ja Ty-avaruus, niin sanotaan, ettéd (X, 7) on sddnndllinen.

Jos (X, 7) on Ty- ja Ti-avaruus, niin sanotaan, ettd (X, 7) on normaali.

Saannollisen ja normaalin avaruuden késitteet ovat tarpeellisia siksi, ettéd separaa-
tioaksioomista T3 ja T} ei suoraan seuraa yksikddn aiemmista. Toisaalta sddnnollinen
avaruus (eli avaruus, joka on sekéd Ty ettd Tp) on aina Hausdorff ja normaali avaruus
(eli avaruus, joka on sekd Ty ettd T7) on aina sdénnollinen — ja tdten myos Haus-
dorff (ndmé véitteet osoitetaan luvussa 7). Namé ominaisuudet voidaan siis esittaa
implikaatioiden avulla seuraavasti:

normaali = sdannollinen = Hausdorffeli 7, = 1T} = T.

Yksikéddn néistd implikaatioista ei pade kééinteiseen suuntaan: katso [6].

Huomautus 42. Kirjallisuudessa Ty-, T1- ja Tr-avaruudet méaritellddn aina edel-
14 kuvatulla tavalla. Hausdorffin avaruus on hyvin yleisesti kidytetty nimitys ja se
tarkoittaa aina Th-avaruutta (myo6s muita erityisid nimityksid nékee, esimerkiksi Tj
avaruutta kutsutaan joskus Kolmogorovin avaruudeksi).

Toisaalta avaruuksien T3 ja T} sekd sdannollisen ja normaalin avaruuden méarit-
telyssé esiintyy kahta erilaista tapaa:

1. Avaruudet T3 ja T, méaritelldan avaruuksiksi, jotka toteuttavat separaatio-
aksioomat T3 ja Ty. Jos avaruus on T3 ja Tg, se on sddnnollinen, ja jos avaruus on T}
ja T, se on normaali.

2. Avaruus on sdannollinen, jos se toteuttaa separaatioaksiooman T3 ja ava-
ruus on normaali, jos se toteuttaa aksiooman 7. Avaruus on T3, jos se on sddnnéllinen
ja Ty. Avaruus on T}, jos se on normaali ja T;.

Téssé tutkielmassa on kdytetty tapaa 1 kuten kirjoissa [3], [6] ja [9]. Tapaa 2 ovat
puolestaan kdyttdneet muun muassa John Kelley (General Topology, 1955), Stephen
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Willard (General Topology, 1970) ja Eric Schechter (Handbook of Analysis and Its
Foundations, 1996).

Molemmissa tavoissa on puolensa. Ensimméisessé tavassa Tj-aksiooman ja T;-
avaruuden vililld on suora vastaavuus. Toisessa tavassa puolestaan Tj-avaruus on
aina my6s Tj-avaruus, kun ¢ > j ja 4,5 € {0,1,2,3,4}.
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6. Jatkuvien kuvausten laajentaminen topologisissa avaruuksissa

Téssa luvussa esitetdédn tapoja loytaa jatkuvia kuvauksia topologisissa avaruuksissa.
Luvun pééatulokset ovat Urysonin lemma ja Tietzen jatkolause. Ensimmaéinen ker-
too, ettd normaalissa avaruudessa kahden erillisen suljetun joukon vélilld on olemassa
jatkuva kuvaus, joka saa yhdessé joukossa arvon 0 ja toisessa arvon 1. Jalkimméi-
nen puolestaan kertoo, ettd normaalin avaruuden suljetussa osajoukossa méaritelty
jatkuva kuvaus voidaan laajentaa koko avaruuteen niin, ettd laajennus on jatkuva.

Urysonin lemman ja Tietzen jatkolauseen todistukset seuraavat Munkresin kirjan
mallia [3]. Vaikutteita on otettu myos Jussi Viisdlan kirjasta Topologia 2 [9].

6.1. Apukisitteita

Urysonin lemman ja Tietzen jatkolauseen todistuksia varten tarvitaan vield joitakin
kisitteitd ja néihin liittyvid tuloksia.

Vastaavasti kuin aiemmin metristen avaruuksien osuudessa, myos topologisten
avaruuksien tapauksessa tullaan tarvitsemaan topologia avaruuden osajoukolle.

Maéaritelmé 43 (Indusoitu topologia). Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja A C X.
Talloin 74 = {UNA : U € 7} on (X, 7):n indusoima topologia (eli niin kutsuttu
relatiivitopologia) ja (A, 74) on topologinen avaruus.

Jatkossa oletetaan, ettd avoimien ja suljettujen vélien topologioiksi on valittu mg:n
kyseisille véleille indusoimat topologiat.

Propositio 44. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus ja A C X suljettu joukko. Jos
B C A on suljettu joukko topologian T4 suhteen, niin se on suljettu myds topologian
T suhteen.

TobpisTus. Pitdd siis osoittaa, ettd X \ B € 7, kun tiedetdin, ettd A\ B € 74.
Toisin sanoen pitdéd osoittaa, ettd jokainen joukon X \ B piste on tdmén joukon
sisdpiste. Olkoon siis x € X \ B. Jaetaan tarkastelu kahteen osaan:

1: ze€ X\ A Koska B C A, niin (X \ A) C (X \ B). Niinpd X \ A on haluttu
pisteen x ympéristo, koska A on suljettu.

2: x € A. Tallin ¢ € A\ B. Tehdédén vastaoletus: z ei ole joukon X \ B
sisipiste. Toisin sanoen jokaiselle pisteen = ympéristolle U pétee, etta U ¢ X \ B eli
ettd U N B # (). Toisin sanoen jokaisella pisteen x ympéristolla U on olemassa piste
xy, jolle péatee xy € UN B.

Erityisesti zy € B C A. Koska kaikki ympéristot U olivat avoimia (eli U € 1),
niin U N A € 74 kaikilla U. Koska zyy € A, niin xy € U N A kaikilla U. Niinpd A\ B
ei ole pisteen = € A\ B ympéristo, koska télle joukolle ei 16ydy pistettd xy joukosta
B. Tasté seuraa, ettd A\ B ¢ 74 eli ettd B ei ole suljettu joukko avaruudessa (A, 74).
T#méA on kuitenkin ristiriita. Niinpé x on joukon X \ B sisépiste ja téiten B on suljettu
myd6s topologian 7 suhteen. U

Seuraavaksi méaritellidn homeomorfismin késite. Muistetaan, ettd kuvaus f :
X — Y on bijektio, jos se on seké injektio ettéd surjektio:
1. Injektio: jos x1,x9 € X ja x1 # xg, niin f(xq1) # f(x2).
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2. Surjektio: f(X) =Y.

Bijektiolla on olemassa kiifinteiskuvaus f~!:Y — X jolle pétee
Fly=2 & [fla)=y.

Mairitelma 45 (Homeomorfismi). Olkoot (X, 7x), (Y, 7y) topologisia avaruuksia.
Bijektio f : (X, 7x) — (Y, 7y) on homeomorfismi, jos f ja f~1 ovat jatkuvia.

Homeomorfismi f siis muuttaa avaruuden (X, 7y) alkiot avaruuden (Y, 7y) al-
kioiksi niin, ettd muutos on kdinnettivissi yksiselitteisesti (kdinteiskuvauksen f=*

avulla). Tadmén voi tietylld tavalla mieltdd avaruuksien (X, 7x) ja (Y, 7y) ominaisuu-
deksi:

Maéritelmi 46 (Homeomorfisuus). Topologiset avaruudet (X, 7x) ja (Y, 7y) ovat
homeomorfiset, jos on olemassa homeomorfismi f : (X, 7x) — (Y, 7y).

Kéytiannossda homeomorfisuutta tullaan kiyttadmadn sithen, ettd Urysonin lemman
ja Tietzen jatkolauseen todistuksissa voidaan valita avoimet tai suljetut vilit, joille ha-
luttu tulos osoitetaan. Esimerkiksi jos osoitetaan, ettd kuvaus f : (X, 7x) — ([a,b], 1)
on jatkuva, niin kdyttdmélla apuna homeomorfismia g : ([a,b], ) — ([¢,d], 72) saa-
daan jatkuva kuvaus h = go f: (X, 7x) — ([¢, d], 72).

Myo6hemmin tullaan kayttamadn myos tietoa, ettd (R, 7g) on homeomorfinen min-
kd tahansa avoimen vélin kanssa.

Tamén voi osoittaa esimerkiksi kdyttamalla kuvausta f : (]—1,1[,7) — (R, ),
f(z) = tan(Zz), joka on jatkuva bijektio. Lisiksi f' : (R,7%) — (J—1,1[,7),
f7(z) = 2arctanz on jatkuva, joten f on homeomorfismi. Koska (]—1,1[,7) on
homeomorfinen minké tahansa avoimen vélin kanssa, niin sama pétee myos avaruu-
delle (R, 7).

Luettavuuden parantamiseksi osoitetaan jo nyt, ettd Urysonin lemman todistuk-
sessa kéytettdava konstruktio toimii. Muotoillaan tdmé propositioksi:

Propositio 47. Olkoon (X, Tx) normaali topologinen avaruus ja olkoot A, B C X
erillisid suljettuja joukkoja. Tdlloin joukolla A on olemassa ympdristo U, jolle pdtee
UcX\B.

Toisin sanoen, joukolla A on ympdristo U, jonka sulkeuma on erillinen joukosta
B.

TobisTus. Koska (X, 7x) on normaali, niin suljetuilla joukoilla A ja B on ole-
massa erilliset ympéristot Uy ja Ug. Koska Uy ja Up ovat erillisi, niin Uy C X \ Up.
Koska Up on avoin, niin X \ Up on suljettu. Siispd sulkeuman mééritelmén nojalla
Ua C X \ Ug. Lisiiksi koska B C Ug, niin (X \ Ug) C (X \ B) ja titen Uy C X \ B.

Niinpéa U4 on etsitty ympéaristo U. U

Tietzen jatkolauseen todistuksessa puolestaan tarvitaan funktiojonoja ja funktio-
sarjoja. Maaritelladn ensin, mita tarkoittaa funktiojonon tasainen suppeneminen.
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Miaritelméi 48 (Funktiojonon tasainen suppeneminen). Olkoon (X, 7) topologinen
avaruus ja (Y, d) metrinen avaruus. Olkoot f, : (X,7) — (Y,d) kuvauksia kaikilla
n € N.

Funktiojono (f,)n suppenee tasaisesti kohti kuvausta f : (X,7) — (Y,d), jos
jokaisella € > 0 on olemassa N &€ N siten, ettd kun n > N, niin

d(fa(x), f(x)) <e kaikilla z € X.

Edellisessd madritelméssé ja jatkossakin puhutaan “funktiojonosta” eiké “kuvaus-
jonosta” tai “jonosta kuvauksia”. Syy téhén on yksinkertaisesti se, ettd funktiojono
kuulostaa luontevammalta ilmaukselta kuin kumpikaan jalkimmaisisté.

Kuvaus ja funktio tarkoittavat kdytdnnosséd samaa asiaa. Usein funktiolla tarkoi-
tetaan nimenomaan reaaliarvoista kuvausta. Kyse on kuitenkin vain yleisesta kaytan-
nosté, ei ehdottomasta sadnnosti. Tassé tutkielmassa sanaa “funktio” kaytetaan har-
voin (ja etupédssi yhdyssanan osana), mutta sen merkitys on aina sama kuin sanan
“kuvaus”.

Huomautus 49. Edellisessd méaéritelméssa tarvittiin maalijoukoksi metrinen ava-
ruus; tasainen suppeneminen tarkoittaa, ettd kun n on suuri, niin kuvausten f,, arvot
ovat “ldhelld” kuvauksen f arvoa misséd tahansa pisteessd x. Kuitenkin jotta voidaan
puhua “ldhelld olemisesta”, kaytossd pitdd olla jonkinlainen etdisyyden mitta — eli
metriikka.

Tasaisesti suppenevalla funktiojonolla on seuraava hyodyllinen ominaisuus:

Propositio 50. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus ja (Y, d) metrinen avaruus. Olkoot
fo: (X,1) = (Y, d) kuwvauksia kaikilla n € N.

Jos kaikki kuvaukset f,, ovat jatkuvia ja funktiojono (f,)n suppenee tasaisesti kohti
kuwvausta f, niin myds f on jatkuva.

Tobistus. Katso [3, s. 132, lause 21.6]. O

Madritelladn nyt funktiosarjan tasainen suppeneminen.

Maiaritelméa 51 (Funktiosarjan tasainen suppeneminen). Olkoon (X, 7) topologinen
avaruus ja (Y, d) metrinen avaruus. Olkoot f,, : (X,7) — (Y,d) kuvauksia kaikilla
n € N.

Jos summafunktioiden s(z) = S2F_ fu() jono (si) suppenee tasaisesti kohti
kuvausta f : (X, 7) — (Y, d), niin sanotaan, etti funktiosarja

k—o0

an(x) = lim sg(2)

suppenee tasaisesti kohti kuvausta f.
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Funktiosarjan tasainen suppeneminen méaériteltiin siis funktiojonon tasaisen sup-
penemisen avulla (aivan vastaavalla tavalla kuin lukujen tapauksessa: sarjan suppe-
neminen mééritellidn osasummien jonon suppenemisena). Funktiosarjan voi osoittaa
suppenevan tasaisesti erilaisten suppenemistestien avulla. Téssé tutkielmassa kéyte-
tadn Weierstrassin M-testid (katso esimerkiksi [10]):

Lemma 52 (Weierstrassin M-testi). Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Olkoot f, :
(X,7) = (R,dg) kuvauksia kaikilla n € N.
Jos jokaiselle n € N on olemassa M, € R siten, ettd

|fu(x)] < M, kaikilla v € A

ja jos sarja ZZL M,, suppenee, niin funktiosarja Zzozl fu(x) suppenee tasaisesti ja
itseisesti (eli funktioiden |f,(x)| muodostama sarja suppenee).

Téassé tutkielmassa ei tarvita funktiosarjan itseistd suppenemista.

6.2. Urysonin lemma

Todistetaan nyt Urysonin lemma.

LAUSE 53 (Urysonin lemma). Olkoon (X, Tx) normaali topologinen avaruus.

Olkoot A, B C X erillisid suljettuja joukkoja ja olkoon [a,b] C R suljettu vdli.

Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus f : (X, 7x) — [a,b], jolle pditee f(x) = a
kaikille x € A ja f(x) = b kaikille x € B.

TobisTus. Riittdd osoittaa, ettd viite patee kun [a,b] = [0,1]. Yleinen tapaus
seuraa téstéd seké vilien [a, b] ja [0, 1] homeomorfisuudesta.

Olkoon P valille [0, 1] kuuluvien rationaalilukujen joukko eli P = QN [0, 1]. M&a-
ritellééin joukon P ja avaruuden (X, 7) normaaliuden avulla avoimet joukot U,,. Ideana
on rakentaa joukon A ympéristojd, jotka kasvavat indeksin p kasvaessa. Néin saadaan
sisékkiiset avoimet joukot U, joille piatee muun muassa A C Uy C Uiy C Uyyy C
Usys C Uy; katso kuva 2 (alempana). Kuvaus f maééritellaén niin, ettéd se saa arvonsa
néiden joukkojen indekseisté ja lopuksi osoitetaan, ettéd se on liséksi jatkuva.

Ensimmadinen vaihe: Madritelladan joukot U, kaikille p € P.

Koska P on numeroituva, niin sen alkiot voidaan jirjestdd jonoksi (p;);. Oletetaan
yksinkertaisuuden vuoksi, ettd jonon kaksi ensimmaéistd alkiota ovat 1 ja 0.

Miééritelladn U; = X \ B. Joukko Uy voidaan valita proposition 47 nojalla siten,
ettdi A C Uy ja Uy C Uy. Seuraava joukko U,, 0 < r < 1 maidritelldsin soveltamalla
propositiota 47 joukkoihin U, ja B. Titd seuraava joukko U, saadaan soveltamalla
samaa propositiota joukkoihin Uy ja X \ U,, jos 0 < s < r, tai joukkoihin U, ja
X\ U, = B, josr < s < 1. Tété prosessia voidaan jatkaa kaikille p € P, koska P on
numeroituva. Kuvassa 2 on esitetty konkreettinen esimerkki téstd konstruktiosta.
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U1/4 Ul/Z U3/4

U1/3

KuvA 2. Avointen joukkojen U, konstruktio. Joukko Uiz (merkitty
katkoviivalla) voidaan valita niin, ettd se on joukkojen Uis ja Uy
“valissa”.

Tehddén tdmé konstruktio tdsmaéllisesti. Halutaan osoittaa, etté joukot U, voidaan
valita rekursiivisesti siten, etté

(7) U. C U, aina, kun r <s.

Tamé todistetaan induktiolla seuraavasti: Joukot Uy ja U; on jo valittu edelld.
Osoitetaan, ettd jos ehto (7) patee, kun ensimméiset n joukkoa on valittu, niin tdméa
ehto péatee myos kun (n + 1):s joukko on valittu.

Merkitaén jonon (p;); n ensimmaéisté alkiota sisdltdvada joukkoa P,. Oletetaan,
ettd joukot U, on valittu jokaiselle p € P, ja olkoon ¢ jonon seuraava alkio. Koska
joukko P, U{q¢} on &érellinen, niin voidaan helposti 16ytaa luvut, jotka ovat suuruus-
jarjestyksessé juuri ennen lukua ¢ ja juuri sen jéilkeen. Merkitdéan lukua ¢ edeltdavaa
lukua a ja seuraavaa lukua b.

Sovelletaan propositiota 47 joukkoihin U, ja X \ Uy. Téllsin U, voidaan valita
siten, ettd U, C U, C U, C U,. Osoitetaan, ettii ehto (7) pitee edelleen. Riittii
tarkistaa, etté kyseinen ehto péatee, kun jompikumpi indekseistéd on q.

1. Jos r < ¢, niin ehdosta (7) seuraa, etti (:]T cU,C (:]a cU,.
2. Jos s > g, niin ehdosta (7) seuraa, ettd U, C U, C U, C Us.

Niinp4 joukot U, voidaan mééritelld kaikille p € P niin, ettd ehto (7) pétee.

Toinen vaihe: Mairitelldan kuvaus f.

Olkoon x € X ja merkitdén Q(z) ={pe P:2z € U,} C P=QnN|0,1]. Joukkoon
Q(z) kuuluvat siis ne vélin [0, 1] rationaaliluvut p, joille  kuuluu vastaavaan avoimeen
joukkoon Uj,.

Maaritelladn
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@) = infQ(x) =inf{pe P:2x€U,}, kunze X\B
= 1, kun x € B.

Josz € A, niin x € U, kaikille p € P jatidten Q(x) = P. Télloin f(z) = inf Q(z) =
inf P = 0.
Niinpé f(z) = 0 kaikille x € A ja f(x) = 1 kaikille z € B.

Kolmas vaihe: Osoitetaan, ettd f on jatkuva.
Osoitetaan ensin kaksi aputulosta:

(8) Jos x € U,, niin f(z) <.
(9) Jos x ¢ U,, niin f(z) >r.

Osoitetaan ensin (8). Erotellaan kaksi tapausta: jos r < 1, niin = € U; kaikille
s > r. Toisin sanoen kaikki lukua r suuremmat vélin [0, 1] rationaaliluvut kuuluvat
joukkoon Q(x) ja titen f(x) = inf Q(x) < r. Jos taas r = 1, niin véite seuraa suoraan,
koska f(z) <1 kaikilla z € X.

Osoitetaan sitten (9). Jos x ¢ U,, niin = ¢ U, kaikille s < r. Toisin sanoen
mikéaédn lukua r pienempi vilin [0, 1] rationaaliluku ei kuulu joukkoon Q(z) ja téten
f(z) = inf Q(z) > r.

Aputuloksia (8) ja (9) kdyttamélla osoitetaan, ettd f on jatkuva.

Olkoon zy € X ja olkoon |e,d[C R avoin véli joka siséltdd pisteen f(z). Toisin
sanoen |c,d| on pisteen f(xg) ympéaristo. Jatkuvuuden osoittamiseksi tarvitsee siis
16ytaa pisteen zp ympéristd U, jolle pétee f(U) Cle, d|.

Koska P = QnN0, 1] on vélin [0,1] C R tihed osajoukko, niin on olemassa ratio-
naaliluvut p ja q siten, etté

c<p< flxg) <q<d.

Osoitetaan, ettd avoin joukko U = U, \ Up on etsitty pisteen xg ympéristo. Nay-
tetdén ensin, ettd zo € U. Koska f(z) < ¢, niin ehdosta (9) seuraa, ettd f(zo) € Uj,.
Liséiksi koska f(z) > p, niin ehdosta (8) seuraa, ettd f(zq) ¢ U,.

Vield pitéi osoittaa, etti f(U) Cle,d[. Olkoon z € U. Télléin x € U, C Uy, joten
ehdon (8) nojalla f(z) < ¢. Toisaalta x ¢ U, eli x ¢ U,, joten ehdon (9) nojalla
f(z) > p. Niinpé f(zo) € [p, q] Clec, d[, kuten haluttiin. O

6.3. Tietzen jatkolause

Muotoillaan Tietzen jatkolause kahdessa osassa. Ensimmaéisessd osassa kuvauksen f
maalijoukko on suljettu véli [a, b] ja toisessa koko reaalilukujen joukko R.

LAUSE 54 (Tietzen jatkolause). Olkoon (X, 7T) normaali topologinen avaruus ja
A C X suljettu joukko.

1. Olkoon lisiksi [a,b] C R suljettu vili ja f: (A, 7a) — [a,b] jatkuva kuvaus.
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Téllgin on olemassa jatkuva kuvaus f : (X, 1) — [a,b], jolle pdtee f(:z:) = f(x) kaikille
x e A

2. Olkoon lisiksi f : (A, 7a) — R jatkuva kuvaus.
Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus f: (X, 7) — R, jolle pitee f(x) = f(z) kaikille
r e A

TobisTtus. Todistetaan ensin Tietzen jatkolauseen ensimmaéinen osa. Kéytetdan
sitten tédtd apuna toisen osan todistamisessa.

Todistuksen idea on muodostaa jono jatkuvia kuvauksia s, niin, ettd kyseinen
jono suppenee tasaisesti. Lisdksi kuvaukset s, méaritelladn sellaisella tavalla, etta
ne approksimoivat kuvausta f joukossa A sitd tarkemmin, mitd suuremmaksi n kas-
vaa. Télloin “rajakuvaukselle” g pitee g(x) = f(x), kun x € A. Lisdksi tasaisesta
suppenemisesta seuraa, ettd g on jatkuva.

Olkoon f : (A,7a) — [—r, 7] jatkuva kuvaus. Aloitetaan osoittamalla, ettd on
olemassa jatkuva kuvaus h : (X, 7) — R, jolle pitee

(10) |h(2)]

IN

r kaikilla z € X, ja

(11) |f(a) — h(a) r kaikilla a € A.

IA
Wl N Wl

Jaetaan vali [—r, r| kolmeen yhtd suureen osaan:

1 1 1 1
-[1 = |:_T7_§T:| ) -[2 - |:_§T7 §T:| ; ]3 - |:§T7 T:| .

Mééritelliin B := f~1(I;) ja C := f~!(I3), jolloin B,C C A. Koska f on jatkuva
ja joukot I; ja I3 ovat suljettuja joukkoja, niin proposition 40 nojalla B ja C ovat
suljettuja joukon A osajoukkoja. Téten proposition 44 nojalla B ja C' ovat suljettuja
joukossa X. Lisdksi koska I; ja I3 ovat erillisid, niin myos B ja C ovat erillisid; jos
néin ei olisi, niin olisi olemassa zo € B N C. Télloin olisi f(zg) € I, koska zy € B
ja f(xo) € I3, koska 2o € C. Tamé ei kuitenkaan ole mahdollista joukkojen I ja I3
erillisyyden vuoksi.

Nyt Urysonin lemman nojalla on olemassa jatkuva kuvaus

1 1
h:(X,7) = |—zr, =
(X,7) { 3" 37"],
jolle pétee h(z) = —3r kaikilla € B ja h(z) = 3r kaikilla 2 € C. Kuvauksen
h maalijoukkoa tarkastelemalla néhdéén, ettd |h(z)| < 3r kaikilla 2 € X eli ehto
(10) patee. Osoitetaan, ettd myos ehto (11) pétee. Olkoon a € A. Jaetaan tarkastelu

kolmeen osaan:
1. Jos a € B, niin f(a) € [-r, —4r] ja h(a) = —3r. Télloin

o) = hGa) = [t = (5)| <[ (=37)] = |-
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2. Josa € C,niin f(a) € [37,7] ja h(a) = gr. Téllsin

r < |r—

F(@) — h(a)| = 'f(a) -

W —

3. Josae€ A\ (BUC), niin f(a) € [—3r, 3] ja h(a) € [—3r, 3r]. Téllsin

£(a) ~ h(@)] < [£(a)| + A(@)] < 3r+ 3r=2r

Niinpé | f(a) — h(a)| < 2r kaikilla a € A eli toisin sanoen ehto (11) pitee.

Osoitetaan nyt, ettd ensimméinen véite pétee kuvaukselle f : (A,74) — [—1,1].

Yleinen tapaus seuraa tésté seké siitd, ettd mitka tahansa kaksi suljettua vilia ovat
homeomorfiset kesken&én.

Edell& osoitetun perusteella on olemassa kuvaus g; : (X, 7) — R, jolle pétee

91(2)] <

|f(a) = gi(a)] <

kaikilla z € X, ja

WD W]

kaikilla a € A.

Tarkastellaan nyt kuvausta f — ¢g;. Taméa kuvaus on jatkuva ja se kuvaa joukon A
valille [—%, %] Ehtoja (10) ja (11) voidaan soveltaa tdhdn kuvaukseen, kun asetetaan

r= % Jélleen edelld osoitetun perusteella on olemassa kuvaus ¢s : (X, 7) — R, jolle
patee

1/2
lga(z)] < 3 (5) kaikilla z € X, ja

|f(a) — gi(a) — ga2(a)| < (g) kaikilla a € A.

Jatkamalla tatéa prosessia voidaan induktiivisesti méaéritellda kuvaukset g, kaikille
n € N: oletetaan, ettd kuvaukset on mééritelty indeksiin m € N asti. Télloin sovel-

tamalla ehtoja (10) ja (11) kuvaukseen f — g1 — g2 — ... — g, saadaan kuvaus g1,
jolle pétee

1/2\™
|gm+1(z)] < 3 <§> kaikilla x € X, ja
9 m+1
|f(a) — gi(a) — g2(a) — ... — gma1(a)| < (5) kaikilla a € A.

Méaritelladn nyt
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(@) = Y gal).

Koska [g,(z)] < 3 (%)n_l kaikillan € N, ja koska geometrinen sarja 3 > (%)n_l
suppenee (suhdeluku % < 1), niin Weierstrassin M-testin nojalla (lemma 52) funktio-

sarja y | gn(x) suppenee tasaisesti. Merkitéin

g(x) = kh_}rgo sk(x) = ;gn(x)

Talld merkinnélld siis funktiojono si(z) suppenee tasaisesti kohti funktiota g.
Koska kuvaukset g,(x) ovat jatkuvia kaikilla n € N, niin my6s kuvaukset s;(z) ovat
jatkuvia kaikilla k£ € N (jatkuvien kuvausten summa on jatkuva). Niinpa proposition
50 nojalla g on jatkuva.

Vield tarvitsee osoittaa, ettd g(a) = f(a) kaikilla a € A ja ettd g(X) = [—1,1].
Aloitetaan ensimmaéisesté.

Koska

2

‘f(a) - nf;gnw) ~ @) s = ()

kaikilla a € A, niin sg(a) — f(a), kun k — oo ja téten g(a) = f(a) kaikilla a € A.
Lopuksi osoitetaan, ettd g(X) = [—1,1]. Tama seuraa itse asiassa jo siité, etté
2 \n—1

sarjan % > (5) summa on 1. Mutta vaikka n&in onnellisesti ei olisikaan kéynyt,

niin tamé ehto voitaisiin tayttééd seuraavasti: maaritelldan kuvaus r : (X, 7) — [—1, 1],

C{y kg <1
r(v) {y/m, kun Jy| > 1.

Télloin kuvaus r o g : X — [—1, 1] olisi etsitty kuvauksen f laajennus.

Todistetaan seuraavaksi Tietzen jatkolauseen toinen osa. Riittdd todistaa viite
kuvaukselle f: (A,74) =] — 1, 1], koska R on homeomorfinen vélin |—1, 1[ kanssa.

Ensimmaéisen osan perusteella kuvauksella f on olemassa joukossa X mééritelty
laajennus ¢ suljetulle vélille [—1,1]. Kéytetaan tétd kuvausta apuna laajennuksen
h: (X, 7x) — ]—1, 1] muodostamisessa.

Maaritelladn

D:=g ' ({-1hug'({1}) c X.

Koska g on jatkuva ja avaruus (X, 7) on normaali, niin propositioista 40 ja 41 seuraa,
ettd D on suljettu joukko. Koska g(A) = f(A) C ]|—1,1], niin joukot A ja D ovat
erillisid. Urysonin lemman nojalla on olemassa jatkuva kuvaus ¢ : (X,7) — [0, 1],
jolle pétee ¢(D) =0 ja ¢(A) = 1.

Madritellaan h @ (X, 7) — |—1,1],
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1[: jos z € D, niin
1

Lisdksi kuvaus h todella kuvaa joukon X avoimelle vélille |1,
=g <1 O

h(z) =0-g(x) =0 jajos z ¢ D, niin |g(x)| < 1 ja tdten |h(zx)
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7. Separaatioaksioomat: esimerkkejia

Tamé luku on kokoelma muutamista separaatioaksioomiin liittyvistd esimerkeisté.
Aiheeseen liittyvéd lisdlukemista 16ytyy kirjasta Counterezamples in topology [6].

Aiemmin mainittiin, ettd sddnnolliset ja normaalit avaruudet ovat Hausdorffin
avaruuksia (itse asiassa normaalien avaruuksien véitettiin olevan sddnnollisid). Todis-
tetaan nyt ndmé tulokset. Todistuksissa oletetaan, ettd avaruuksissa on vidhintdén
kaksi pistetté, koska muuten Hausdorffin ehdosta puhuminen ei ole mielekésta.

Propositio 55. Olkoon (X, 1) topologinen avaruus. Jos (X, T) on sddnndllinen, niin
se on myos Hausdortff.

TobisTus. Muistetaan, ettd avaruus on sddnnollinen, jos se on 713 ja 1.

Olkoot z,y € X, joille z # y. Pitaa siis 16ytéé erilliset ympéristot U, ja U, siten,
ettd v € U, jay € Uy.

Koska (X, 7) on Tp, niin vahintdén toisella néistd pisteistd on ympéristo, johon
toinen ei kuulu. Voidaan olettaa, ettd x on tdma piste; on siis olemassa U € T siten,
etti x € U jay ¢ U. Téllsin x ¢ UC jay € UC. Koska U on avoin, niin U® = X \ U
on suljettu. Koska (X,7) on Ty ja koska x ¢ U®, niin pisteelld x ja joukolla U®
on olemassa erilliset ympéristot; merkitdsin pisteen z ympéristod V' ja joukon UC
ympaéristoa W.

Koska y € UC, niin W on my6s pisteen y ymiristo. Edellisen nojalla V' ja W ovat
erilliset ja niinpé ne ovat etsityt pisteiden x ja y ympéristot. 0

Propositio 56. Olkoon (X, T) topologinen avaruus. Jos (X, T) on normaali, niin se
on myds sadannollinen (ja erityisesti Hausdorff).

TobisTus. Viite on ilmiselvd (muistetaan, ettd avaruus on normaali, jos se on
T4 ja Tl):

Koska (X, 7) on T}, niin proposition 41 nojalla yhden pisteen joukot ovat suljet-
tuja. Niinpa jos z € X ja F' C X on suljettu siten, ettd, x ¢ F, niin ehdon T} nojalla
nailld on erilliset ympéaristot. Siispd normaali avaruus on sdénnoéllinen ja tédten myos

Hausdorfl. O

Huomautus 57. Muistutetaan vield, etta pelkédstddn ehdosta T} ei véilttamatta seu-
raa, ettd avaruus on Hausdorff. TAméan voi melkein todistaa ottamalla kahden eri pis-
teen x ja y sulkeumat ja yrittdmilld soveltaa ehtoa Ty nédihin sulkeumiin (jotka ovat
suljettuja joukkoja). Ongelmana on, ettéd sulkeumat {z} ja {y} eivit valttdmitta ole
erillisid. Niinpéa ehto T} ei takaa, ettd néilla olisi erilliset ympéristot.
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