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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld matematiikkaa, johon Googlen haku-
tulosten jérjestdmiseen kéayttdméa PageRank-algoritmi perustuu. Tutkielmassa hyo-
dynnetéén lineaarialgebran, graafien ja Markovin ketjujen teorian yhteyksi, joiden
avulla algoritmin matemaattinen muoto saadaan esitettyé.

Hyva hakukone tarjoaa hakutuloksissaan ensimmaéisené sellaisia sivuja, jotka ovat
netinselaajan mielestéd hyodyllisid. Google-hakukone kéyttéa sivun tarkeyden selvittéa-
miseen omaa PageRank-algoritmiaan, joka laskee jokaiselle nettisivulle tiarkeysarvon
eli PageRankin. Hakutulokset jirjestetdén tamén arvon perusteella suuruusjérjestyk-
seen. Sivun PageRank madraytyy sivulle johtavien linkkien mé&rasta ja viittaavien
sivujen tarkeydesté.

Algoritmi perustuu World Wide Webin linkkirakenteen esittdmiseen suunnattuna
graafina. Graafin informaatiosta muodostetaan matriisi, jonka itseisarvoltaan suurin-
ta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori on niin sanottu PageRank-vektori. Algorit-
min tarkoituksena on saada selville tdmé vektori, koska se pitdé sisédlladn sivujen
PageRankit. Ominaisarvon ja sitd vastaavaa vektorin laskeminen suoraan matriisin
ominaisarvoyhtélosta olisi kuitenkin liian tyoléasté, joten téta varten tyossa esitelladn
iteratiivinen prosessi nimeltd potenssimenetelmé, jossa mielivaltaisesti valittua aloi-
tusvektoria kerrotaan toistuvasti edelld muodostetulla matriisilla.

Jotta menetelméé voidaan hyodyntad, taytyy ensin varmistua siité, ettd sen avulla
laskettava vektorijono suppenee. Témé asettaa edelld muodostetulle matriisille tietyt
vaatimukset. Tutkielmassa huomataan, ettd mikéli matriisi on muistittoman stokasti-
sen prosessin primitiivinen siirtyméamatriisi, potenssimenetelmalld muodostettu vek-
torijono suppenee kohti PageRank-vektoria, joka vastaa itse asiassa kyseisen stokas-
tisen prosessin tasapainotilaa. Jonon suppenemisen ehtoja selvittdessd tutustutaan
muun muassa redusoituviin matriiseihin, Perronin ja Frobeniuksen lauseeseen seké
Markovin ketjuihin.



Siséllys

Johdanto
Luku 1. Matriisien ja vektoreiden perusominaisuuksia
1.1. Merkintoja
1.2. Ominaisarvot
1.3.  Normit
1.3.1. Matriisinormi
Luku 2. Hakukoneen matematiikka
2.1. Lyhyesti verkkoteoriasta
2.2. Erityisid matriiseja sekéd Perronin ja Frobeniuksen lause
2.3. Potenssimenetelma
2.4. Markovin ketjut
Luku 3. PageRank
3.1. Yhteenlaskukaava
3.2.  Yhteenlaskukaavan matriisiesitys
3.3. Stokastisen ja primitiivisen matriisin muodostaminen
Liite A. Perronin ja Frobeniuksen lauseen todistus
Léhdeluettelo

ii



Johdanto

Internetistd on muodostunut yksi tdrkeimmisté tietoldhteistd. Tietoa on tarjolla
valtavasti ja se on jatkuvasti saatavilla. Tiedon 16ytdmisessd hyodynnetdén internetin
hakukoneita, jotka poimivat hakusanaa vastaavia tuloksia nettisivujen kokoelmistaan.
Tiedonjanon téayttymisessd keskeistd on se, kuinka pian hakutuloksia selatessaan ne-
tinselaaja 16ytaa juuri sen itselleen oleellisimman sivun. Tamé oleellisimmaksi valittu
sivu on usein myos muiden samasta aiheesta kiinnostuneiden mielesté se relevantein
sivu. Tata ajatusta myos hakukoneiden laatijat ovat hyodyntédneet suunnitellessaan
tehokasta tyokalua hakutulosten jarjestdmiseen. Hyva hakukone tarjoaa hakutuloslis-
tauksessaan ensimmaéisené kaikkein relevanteinta sivua. Jotta hakukone voisi tayttaa
tdman vaatimuksen, tdytyy ensin mééritelld, mitd sivun relevanssi tarkoittaa seké
keksié, kuinka se pystytadn méarittamasdn jokaiselle nettisivulle.

Suosituimman hakukoneen Googlen hakutulosten jérjestys perustuu useisiin eri te-
kin sivulle lasketaan tarkeysarvo. Tulokset listataan téarkeysarvon perusteella suuruus-
jérjestykseen niin, ettd suurimman arvon saanut sivu on listan ensimmaéisend. Sivun
tarkeysarvo eli PageRank méardytyy karkeasti siitd, kuinka monta linkkid muilta net-
tisivuilta johtaa kyseiselle sivulle. Toisin sanoen jos sivua suositellaan paljon muilla
sivuilla, se lasketaan térkedksi. Myos suositukset painotetaan niin, etté térkedn sivun
antama suositus on arvokkaampi. Téssa tyossa esitellddn PageRank-algoritmin taus-
talla olevaa matematiikkaa ja lopulta muotoillaan algoritmin matemaattinen esitys.

Nettisurffailun mallintamiseen kéytetain algoritmin kehittédjien keksiméaé ajatusta
satunnaisesta netinselaajasta, joka liikkuu pitkin World Wide Webin linkkirakennetta
valiten seuraavan klikattavan linkkinsé taysin sattumanvaraisesti. T&ll6in jos nettisi-
vulla on useampi linkki, netinselaajalla on sivulle padadyttyddn yhtd suuri todenné-
koisyys valita miké tahansa linkeistd. Mallinnus on muistiton, koska seuraavan linkin
valinta ei riipu siitd, millé sivuilla netinselaaja on aiemmin vieraillut. PageRank-arvo
muodostuu pitkalla aikavililla siité aikaosuudesta, jonka netinselaaja yhteensé viettad
kullakin sivulla.

Algoritmin muotoilua varten nettisivut ja niiden viliset suhteet eli linkit taytyy
muuttaa matemaattiseen muotoon. Téta varten tyossd kdydaidn ldpi graafiteoriaa,
jonka avulla World Wide Web saadaan esitettyd suunnattuna graafina, jossa sol-
mut edustavat nettisivuja ja nuolet sivujen vélisid linkkejd. Jos graafi tdyttaa tietyt
edellytykset, satunnaisen netinselaajan liikkuminen pitkin tétd graafia on stokasti-
nen prosessi, tarkemmin Markovin ketju. Prosessin tasapainotila vastaa netinselaajan
sivulla viettdmaéé aikaosuutta. PageRank saadaan siis laskettua selvittdmaélla taméa
tilajakauma, mutta huomioitavaa on, ettd kaikki Markovin ketjut eivét kuitenkaan
saavuta tasapainotilaa. Tadmé asettaa graafille tai oikeammin sen matriisivastineelle



JOHDANTO 2

erityisid vaatimuksia, joita johdettaessa tutustutaan muun muassa redusoituviin ja
primitiivisiin matriiseihin seké Perronin ja Frobeniuksen lauseeseen.

Tyossa késiteltava matematiikka on rajattu niin, ettéd se riittdd PageRank-algo-
ritmin ymmértdmiseen. Joidenkin vaittdmien todistukset sivuutetaan, koska niissé
vaadittava osaaminen ei ole algoritmin ymmértdmisen kannalta oleellista. Téllaisen
vaittdmén yhteydessd on kuitenkin viite teokseen, josta todistus on 16ydettavissa. Lu-
vussa 1 kerrataan lyhyesti lineaarialgebran perusteista tyon kannalta térkeité asioita.
Liséksi luvussa tutustutaan matriisin vasemmanpuoleisiin ominaisvektoreihin ja nor-
meihin sekd madritellidn matriisin spektri ja spektraaliside. Luvun 2 ensimmaéisessé
osiossa kdydaan lyhyesti ldpi graafiteorian alkeita ja opetellaan liikkumaan graafin ja
sen matriisiesityksen vililla. Seuraavaksi mééaritelldén erilaisia matriiseja pitden edel-
leen mielessd matriisin yhteys graafiin. Tyon kannalta yksi tdrkeimmista tuloksista
esitetddn lauseessa 2.16, joka on nimetty kehittdjiensd mukaan Perronin ja Frobeniuk-
sen lauseeksi. Luvun 2 lopussa esitellddn potenssimenetelmé sekd Markovin ketjut.
Luvun 2 viimeinen lause (2.24) muotoilee ehdot, joiden tayttyessd PageRank-arvot
saadaan laskettua. Viimeisessd luvussa esitellidn algoritmin matemaattinen muoto
ja osoitetaan, ettd sen avulla saadaan todella selvitettyé jokaiselle sivulle PageRank-
arvo.

Ty6 pohjautuu padosin Langvillen ja Meyerin [1] teokseen, josta myos PageRank-
algoritmin muotoilu on peréisin. Lineaarialgebran tuloksissa on lisdksi tukeuduttu
kirjaan [2] ja graafiteorian tdydentdmisessé on auttanut [3].



LUKU 1

Matriisien ja vektoreiden perusominaisuuksia

1.1. Merkintoja

Téassé tyossé kasiteltdviat matriisit ovat pddasiassa reaalisia ja usein epénegatii-
visia, mutta nédiden matriisien ominaisarvoissa saattaa esiintyé ei-reaalisia arvoja,
joten pitdd huomioida myds kompleksisten vektoreiden ja matriisien mahdollisuus.
Kompleksilukujen tunteminen ei kuitenkaan ole valttaméatonté tyossa tarkasteltavan
matematiikan ymmartamiseksi.

Matriiseja merkitédn lihavoiduilla isoilla kirjaimilla. Matriisissa A,,x, on m rivia
ja n saraketta. Merkinnélld a,; viitataan matriisin A i. rivin ja j. sarakkeen alkioon.
Jos m x n-matriisi sisédltdd ainoastaan reaalisia alkioita, merkitdan A € R™*™.

Vektori on matriisi, jossa on vain yksi rivi tai sarake. Yhden sarakkeen matriisi

L1
X2
€XTr =
Tm
on pystyvektori, jolle voidaan kdyttaa myos merkintdd & = (xq, 2, ..., Ty). Pysty-
vektorin transpoosi on 1 x m-matriisi ' = [z @z, --- 1,,)], jota sanotaan vaaka-

vektoriksi. Téssd tyossd pysty- ja vaakavektoria merkitddn lihavoidulla pienelld kir-
jaimella tai symbolilla, mutta vaakavektorin merkinnéssé on lisdksi mukana matriisin
transpoosia merkitseva oikean yldindeksin T.

Jos matriisin kaikki alkiot ovat nollia, matriisia sanotaan nollamatriisiksi ja mer-
kitdan 0. Jos matriisin A € R"™*™ alkiot ovat positiivisia, merkitdin A > 0. Jos taas
matriisin alkiot ovat epédnegatiivisia, merkitdén talloin A > 0. Vastaavia merkintojé
kaytetadn vektoreille.

1.2. Ominaisarvot

Ominaisvektorin kertominen matriisilla vastaa vektorin kertomista skalaarilla.

MAARITELMA 1.1. Luku A € C on neliomatriisin A (oikeanpuoleinen) ominaisar-
vo, jos on olemassa vektori & # 0, jolle

Ax = \x.

Vektoria @ kutsutaan ominaisarvoa A vastaavaksi (oikeanpuoleiseksi) ominaisvekto-
riksi.

Matriisin A,x,, ominaisarvot ovat karakteristisen yhtélon det(A — AI) = 0 rat-
kaisut, joita on ratkaisujen kertaluvut huomioiden n kappaletta.
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1.2. OMINAISARVOT 4

4 2
a7
Lasketaan matriisin A ominaisarvot.

Selvitetdén karakteristisen yhtélon det(A — AI') = 0 ratkaisut.

det(A—/\I):det<[4I)\ 3EAD —(4-NB-N) -2

=N -7 +10=(A-2)(\—5).

Yhtéalon ratkaisut ovat A = 2 ja A = 5, joten matriisin A ominaisarvot ovat 2 ja 5.

ESIMERKKI 1.2. a) Olkoon

b) Olkoon

o[ 1]

Lasketaan matriisin B ominaisarvot kuten a-kohdassa. Matriisin karakteristinen yh-
tilo on A2 — 2\ + 2 = 0. Toisen asteen yhtilon ratkaisukaavalla saadaan

_2+v-4  2+2
22
Matriisin B ominaisarvot ovat siis kompleksiluvut 1+ ja 1 — 1.

A =1=£u.

Edellisen méaéritelmén ominaisvektoria kutsutaan joissain tilanteissa oikeanpuolei-
seksi ominaisvektoriksi, koska matriisilla on myo6s vasemmanpuoleinen ominaisvektori,
joka on vaakavektori.

MAARITELMA 1.3. Luku A € C on neliomatriisin A vasemmanpuoleinen ominai-
sarvo, jos on olemassa vektori y' # 0, jolle

y'A=)\y'.

Vektoria x kutsutaan ominaisarvoa A vastaavaksi vasemmanpuoleiseksi ominaisvek-
toriksi.

Oikean- ja vasemmanpuoleisen ominaisvektorin ominaisarvot voidaan erotella vas-
taavalla tavalla, mutta seuraavaksi huomataan, ettd téata jaottelua ei tarvita.

LAUSE 1.4. Neliomatriisin otkean- ja vasemmanpuoleiset ominaisarvot ovat sa-
mat.

TobisTus. Olkoon y' matriisin A vasemmanpuoleista ominaisarvoa \ vastaava
vasemmanpuoleinen ominaisvektori. Méaritelméan mukaan

’yTA: )\yT
s y!A—y' M =0
& y (A=) =0.

Otetaan yhtiilostd puolittain transpoosi, jolloin ominaisuudesta (AB)" = BTAT
seuraa

(A-XI)"y =0.
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Ominaisarvo A on karakteristisen yhtélon det((A — AI)T) = 0 ratkaisu. Determinan-
tille piitee det(B) = det(B"), joten det((A — MI)") = det(A — AI). Vasemman-
puoleiset ominaisarvot ovat siten saman yhtdlon det(A — AI) = 0 ratkaisuja kuin
oikeanpuoleiset ominaisarvotkin. O

HuomAuTUs 1.5. Edellisessa todistuksessa huomattiin, ettd yhtalot
y (A-M)=0
ja
(A-XI)"y=0
ovat yhtépitivii. Koska (A —AI)T = AT — M\, niin ominaisarvoa \ vastaava vasem-
manpuoleinen ominaisvektori y' voidaan ratkaista myos yhtélon

(AT — Ay =0

avulla. Vektori 4y on yht#lon pystyvektorin y transpoosi. Lisiksi yhtélostd havaitaan,
etté vektori y on matriisin A transpoosin A" ominaisarvoa \ vastaava oikeanpuolei-
nen ominaisvektori.

Jos matriisi on symmetrinen, yhtd ominaisarvoa vastaavat oikean- ja vasemman-
puoleinen ominaisvektori ovat toistensa transpooseja, koska tilloin A = AT. Muussa
tapauksessa néin ei valttaméatta ole, kuten huomataan seuraavassa esimerkissé.

ESIMERKKI 1.6. Lasketaan matriisin
4 2
ominaisarvoa A = 2 vastaava oikean- ja vasemmanpuoleinen ominaisvektori.
Oikeanpuoleinen ominaisvektori & toteuttaa yhtdlon Ax = 2x yhtélon eli

(A—-2Ix =0.
Nyt
2 2 =0
(A—2Dz = [T 2| [T = |0 & § 50 T2
Yhtalo toteutuu, kun xo = —xq,2; € R, joten ominaisarvoa A = 2 vastaavat

oikeanpuoleiset ominaisvektorit ovat vektorin & = (1, —1) monikerrat.
Vasemmanpuoleinen ominaisvektori y' toteuttaa yhtilon y' A = 2y ' eli

y'(A—2I)=0,
joka saadaan transponoimalla muotoon
(A-2I)"y =0
AR
Yhtalo totetuu, kun yo = —2y1,y; € R, joten ominaisarvoa \ = 2 vastaavat vasem-
manpuoleiset ominaisvektorit ovat vektorin y' = [1  — 2] monikerrat.

MAARITELMA 1.7. Neliomatrisiin A ominaisarvojen joukkoa merkitdian o(A) ja
kutsutaan matriisin A spektriksi.
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MAARITELMA 1.8. Neliomatriisin A spektraalisdde on
p(A) = max |A|.

Aeo(A)

1.3. Normit

Yleisin tapa mitata vektorin suuruutta on sen Euklidisen normin eli pituuden
madrittdminen. Vektorin & € R™ pituus on

[EPES

Pituus ei kuitenkaan sovellu vektorin suuruuden mitaksi kaikissa tapauksissa, joten
médritellddn tatd varten vektorin p-normi.

MAARITELMA 1.9. Vektorin & € R™ p-normi mééaritellddan kaavalla

n 5
], = (z |xz-|p) |
=1

missd p > 1.

Euklidinen normi on p-normin erityistapaus, kun p = 2. Kaksi muuta téssa tyossia
hyodyllista erityistapausta ovat 1-normi ja maksiminormi. Vektorin 1-normi saadaan
laskemalla vektorin & € R™ alkioiden itseisarvojen summa:

n
Izl = fail.
i=1

Maksiminormi saadaan, kun p-normin méaéritelméssa p — oo, jolloin kaava supis-
tuu muotoon

|l = masx foi|.

Vektorin p-normi tayttdd yleisen normin méiritelméssé esitetyt ehdot, jotka on
muotoiltu seuraavaan lauseeseen.

LAUSE 1.10. Olkoot ,y € C" ja olkoon o € C. Tdlloin

(i) |lz[| > 0,
(ii) ||| =0 x =0,
(i) [lox]| = |a|l|z|,

(iv) [l +yll < =] + [lyll.

Vektorin p-normin méaéritelmé ja ominaisuudet pétevit sekd pysty- ettd vaaka-
vektoreille. Liséiksi ||| = ||z ||, kun  on pystyvektori.
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1.3.1. Matriisinormi. Myd6s matriisien suuruutta voidaan mitata matriiseille méaa-
ritellylla normilla. Hyodynnetdéan matriisinormin méérittelyssé vektorin p-normia, jol-
loin saadaan vektorinormin indusoima matriisinormi.

MAARITELMA 1.11. Matriisin A € R™*" vektorinormin indusoima matriisinormi
on

|All, = max |[Az],,
Jellp=1

missé p > 1 ja € R™L

Aiemmin esiteltyjen vektorinormin erityistapausten indusoimat matriisinormit pys-
tytddn johtamaan yksinkertaisempaan muotoon.

LAUSE 1.12. Vektorin I-normin indusoima matriisinormi on matriisin alkioiden
itseisarvojen suurin sarakesumma. Matriisille A € R™*™

| Afly = max Z |aijl-

1<j<n

Maksiminormin indusoima matriisinormi on matriisin alkioiden itseisarvojen suu-
TN TIISUMMA.

n
Al = max Y ayl.
=1

1<i<m
J

ToDISTUS. Osoitetaan ensin 1-normin indusoiman matriisinormin kaava. Olkoon
x € R™*! siten, ettd |||, = 1. Talloin

n

m
|Az|[, = Z Zauxj < ZZ |aijz;| = Z |51 Z |aij|
i=1

=1 j=1 7=1

Valitaan j siten, etti

m
1@%2 jai;| = 2; |-
1=

Nyt

n

m n m m m
Yol ) lagl ) <Dl agl = llh Y lagl =) lagl.
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
Niinpé max|z|, =1 ||Az|; < maxi<j<n ) iy |ag;|. Lisiksi

m
> lazl = Aejlli < max || Az]l,
pr =1

missé e; on j. standardikannan vektori. Kun yhdistetéiéin tulokset, saadaan

Hnﬁax |Az|; < Imax Z|a”| < maX ||Aaz||1,

joten

|Ally = max [[Az], = max Z\%\

]l 1=1 1<j<n 4
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Osoitetaan sitten maksiminormin indusoiman matriisinormin kaava. Olkoon nyt
x € R™! niin, ettd |||l = 1. Nyt

n
< 1%6222 |aija;| = max Zl |aij||z;]

n

E aijxj

J:1

|Az||o = mmax

< > ool = s 3|
< max I%|1rg,3<x |z = nax 1 |aij ||| 2] 0o nax 1Iazyl
]: =
Valitaan 7 siten, etti
n n
max 3 fag| = la].
j=1 j=1

Olkoon y € R niin, etta

_J1, Josa; >0
Yi= —1, josa; <0,

jolloin ||y||s = 1. Télloin

n n
> al = agy; < max X [ Azl
— — lloc
J= J=
Niinpé
max || Az < max Z|aij| < max || Az,
llzll o ll|lco=1
joten

n
4]l = o |4zl = e 3 |

ll2loo 1<i<m

Jos & # 0, niin matriisinormin méa#ritelman avulla saadaan

xr €Xr
Azl = |A—|lz]|l|| = | A—
Az H Bk ”H H ||a:||'

Epéyhtalo || Az|| < [|Al||z]| toteutuu myos silloin, kun & = 0. Télléin sanotaan, etté
matriisinormi on yhteensopiva sen indusoineen vektorinormin kanssa. Matriisinormi
siis kertoo, kuinka paljon vektori enintédén venyy, kun sitd kerrotaan matriisilla.

Neliomatriisin vektorinormilla indusoitua matriisinormia rajoittaa alhaalta mat-
riisin spektraalisiade.

|zl < max Az {[lz]] = [ Alljl].

LAUSE 1.13. Olkoon A € R™*™. Tdlloin p-normin indusoimilla matriisinormeilla

p(A) < Al



1.3. NORMIT 9

TobisTus. Olkoon A matriisin A ominaisarvo, jolla |A| = p(A), ja olkoon & €
R™ ! sitd vastaava ominaisvektori. Ominaisarvoyht#lostd Az = Az ja matriisinormin
ja sen indusoineen vektorinormin yhteensopivuudesta seuraa

Al = IAz]| = [|Az|| < [|Allll]
& Alllz]l < (Al
N Al <[ A].
Koska |A| = p(A), niin p(A) < ||A]l. O



LUKU 2

Hakukoneen matematiikka

2.1. Lyhyesti verkkoteoriasta

MAARITELMA 2.1. Graafi G on jérjestetty pari (V, E), missé
V = {v1,v,...,v,} on joukko solmuja ja E on joukko solmupareja {v;,v;},7 # j,
joita kutsutaan kaariksi.

Graafi voidaan esittdéd kuviona, jossa solmut kuvataan pisteiné ja kaaret solmuja
yhdistaviné viivoina. Jos kaaret ovat yksisuuntaisia, puhutaan suunnatusta graafista.

MAARITELMA 2.2. Graafi G on suunnattu graafi, jos sen kaaret ovat jérjestettyja
solmupareja. Suunnatun graafin kaaria kutsutaan nuoliksi.

Parissa (v;, vj) solmu v; on nuolen alkupiste ja solmu v; loppupiste. Talléin (v;, v;) #
(vj,v;). Kahden solmun vililla voi olla korkeintaan kaksi nuolta, yksi kumpaankin
suuntaan. Suunnatussa graafissa voi olla myos luuppeja, jossa nuolen alkupisteend ja
loppupisteené on sama solmu.

ESIMERKKI 2.3. World Wide Webin rakenne voidaan esittdd suunnattuna graafi-
na, jossa nettisivuja kuvataan solmuilla ja sivujen vilisia linkkejéd nuolilla. Jos linkki
vie sivulta p; sivulle p;, nuoli osoittaa solmusta p; solmuun p;.

Kuva 2.1. Graafi viisisivuisesta webista

Polku on solmuista ja kaarista muodostettu dérellinen jono

P = vy, (Ui07 Uﬂ), Vily - -+ (Ui(k—l)a Uik)a Vik,

jossa solmut ja niitd yhdistavit kaaret vuorottelevat. Polun P alkupiste on solmu v;g
ja paatepiste v;,. Polun alkupiste voi olla sama kuin loppupiste, mutta muut graafin
solmut esiintyvét polussa korkeintaan kerran. Suunnatussa graafissa nuolia pitkin
voidaan kulkea vain nuolen osoittamaan suuntaan.

10
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MAARITELMA 2.4. Suunnattu graafi on vahvasti yhtendinen, jos sen jokaisesta
solmusta on polku graafin kaikkiin muihin solmuihin.

Kuvan 2.1 graafi ei ole vahvasti yhtenéinen, koska esimerkiksi solmusta ps ei ole
polkua solmuun p;.
Graafi voidaan esittda kuvion lisdksi matriisin avulla.

MAARITELMA 2.5. Olkoon G = (V| E) suunnattu graafi, missa V' = {vy, ..., v,}.
Graafin vierusmatriisi A on n X n-matriisi, jossa

1, jos (vi,v;) € E
Qij = .
! 0, jos (vi,vj) € E.

Matriisin ja graafin vélilla voidaan liikkua my0s toiseen suuntaan, jolloin nelio-
matriisi tulkitaan graafina. Télloin (v;,v;) € E jos ja vain jos a;; # 0.

MAARITELMA 2.6. Suunnatussa graafissa solmun v lahtoaste d(v) on niiden nuo-
lien lukuméaré, joiden alkupiste solmu v on.

ESIMERKKI 2.7. Kuvan 2.1 graafin vierusmatriisi on

01110
10001
00 00O
1 0101
0010O0

Matriisin toisen rivin ensimmaéinen ja viimeinen alkio ovat ykkosid ja muut ovat nollia,
joten solmusta ps on nuoli solmuihin p; ja ps. Neljdnnen sarakkeen ensimmaéinen alkio
on yksi, joten solmuun p, osoittaa vain yksi nuoli.

Solmun p; lahtoaste on d(p;) = 3. Sivulla p; on siis kolme linkkié.

Jatkossa tullaan tarvitsemaan rivinormalisoitua vierusmatriisia, jossa jokainen
nollasta poikkeava vierusmatriisin A alkio korvataan luvulla —~. Kiytetéisn til-

d(vi)’
laisesta matriisista jatkossa nimitysté linkkimatriisi.

ESIMERKKI 2.8. Kuvan 2.1 graafin linkkimatriisi H on

0 3 3 3 0]
19001
H=1{00000
3 0303
001 0 0]

Linkkimatriisissa nollien sijainti on sama kuin graafin vierusmatriisissa. Linkki-
matriisin nollasta eroavat luvut voidaan tulkita todennékoisyyksinéd, kun oletetaan,
ettd yhdesté solmusta ldhtevien nuolten loppupisteisiin siirrytaén samalla todennakoi-
syydella. Alkio a;; kertoo todennékoéisyyden siirtyéd solmusta v; solmuun v;. Esimer-
kissd 2.8 sivulta p; valitaan linkki sivulle p; todennékéisyydella % eli % klikkauksista
sivulla p; johtaa sivulle p,. Sivulta ps taas paddytdéan aina sivulle p3, koska hs3 = 1.
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2.2. Erityisii matriiseja sekd Perronin ja Frobeniuksen lause

MAARITELMA 2.9. Permutaatiomatriisi P on neliomatriisi, joka muodostetaan
vaihtamalla identiteettimatriisin I rivien jérjestysta.

Identiteettimatriisin I,,.,, rivit voidaan jarjestad n! eri jarjestykseen, joten n x n-
kokoisia permutaatiomatriiseja on n! kappaletta.

LAUSE 2.10. Matriisin A kertominen permutaatiomatriisilla P vaithtaa matrii-
sin A rivien ja sarakkeiden jdarjestysti seuraavasti:

o Vasemmalta kertominen muuttaa matriisin A rivien jarjestyksen vastaamaan
permutaatiomatriisin rivien jarjestystd.

e Oikealta kertominen muuttaa matriisin A sarakkeiden jdrjestyksen vastaa-
maan permutaatiomatriisin sarakkeiden jdrjestystd.

Lauseen todistus on 16ydettivissd teoksesta [5].

ESIMERKKI 2.11. Lasketaan matriisitulo AP, missi

01 2 010
A=10 3 0] jaP=1]1 00
4 5 6 001

Kun permutaatiomatriisin P sarakkeiden jérjestystéd verrataan identiteettimatriisiin,
huomataan, ettd niiden kolmas sarake on sama, mutta matriisissa P ensimméisen
ja toisen sarakkeen paikkaa on vaihdettu. Merkitdin matriisin A j:nnetté saraketta
merkinndlld a;, ja merkitddn permutaatiomatriisin P sarakkeita standardikannan
vektorien merkinndlld e;. Téll6in

a, a; az €y €] e3 as a; as

O 1 27370 1 0 1 0 2
AP:[O 3 0”1 0 0]2[3 0 0].

4 5 6JL0 0 1 5 4 6

Tulomatriisi koostuu siis samoista sarakkeista kuin matriisi A, mutta ensimméinen
ja toinen sarake ovat vaihtaneet paikkaa. Kolmas sarake on pysynyt entiselldéin. Tu-
lomatriisin sarakkeet vastaavat siten permutaatiomatriisin P sarakkeiden jérjestysté
suhteessa identiteettimatriisiin. Sama tulos saadaan, kun hyédynnetéén lausetta 2.10.

MAARITELMA 2.12. Neliomatriisin A on sanotaan olevan redusoituva, jos on ole-
massa permutaatiomatriisi P siten, etta
XY
T _
prar-[X 3]
missd X ja Z ovat neliomatriiseja. Matriisi A on redusoitumaton, jos se ei ole re-
dusoituva.

ESIMERKKI 2.13. Olkoon matriisi A kuten esimerkissé 2.11. Selvitetdéin, onko A
redusoituva.
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Lasketaan méaéaritelmén 2.12 mukainen matriisitulo esimerkin 2.11 permutaatio-
matriisilla
010
1 00

001

Huomataan ensin, etti PlT = P,. Tulomatriisi AP, laskettiin jo esimerkissi 2.11.
Matriisilla P," kertominen vasemmalta vaihtaa matriisin AP; ensimméisen ja toisen
rivin paikkaa. Talloin

P =

P'AP, = P/ (AP) =

Saatu matriisi ei ole méadritelman 2.12 mukaisessa muodossa, mutta se ei vield riitéd
kertomaan, onko A redusoituva. Valitsemalla permutaatiomatriisi

010
P,=10 0 1|,
100
saadaan
6 4 5 6 4|5
P/AP,= |2 0 1| =]2 0|1
0 0 3 0 0|3
Koska X = [g Eﬂ jaZ = [3} ovat neliomatriiseja ja matriisin vasen alalohko sisaltéaa

pelkéstain nollia, méadritelméan 2.12 nojalla matriisi A on redusoituva.

Edellisessa esimerkisséd matriisin redusoituvuus saatiin osoitettua melko helposti,
koska permutaatiomatriisi oli sattumalta sopiva jo toisella yrittamaélla. Matriisin koon
kasvaessa méadritelméan 2.12 kayttd redusoituvuuden selvittdmiseksi muuttuu kuiten-
kin nopeasti erittiin tyolddksi. Jos halutaan varmistua, ettd esimerkiksi 4 x 4-matriisi
on redusoitumaton, tdytyy matriisitulo laskea jo 24 eri permutaatiomatriisin kanssa.

Kuvassa 2.2 esitetéifin esimerkin 2.13 matriiseja A ja P, AP, vastaavat graafit.
Graafit ovat muuten yhtendiset, mutta solmut a; ja as ovat vaihtuneet kesken&én.
Méaritelmén 2.12 mukainen operaatio nime#dd matriisia vastaavan graafin solmut uu-
delleen, mutta sailyttad nuolet ennallaan. Tatd huomiota hyodynnetdan myos seuraa-
vassa lauseessa, joka yksinkertaistaa matriisin redusoituvuuden tutkimista huomat-
tavasti.

I N AN

B) P AP,

Kuva 2.2. Esimerkin 2.13 matriiseja vastaavat graafit
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LAUSE 2.14. Neliomatriisi A on redusoitumaton jos ja vain jos sitd vastaava

suunnattu graafi on vahvasti yhtendinen.

14

TobpisTus. Oletetaan, ettd matriisi A,,x, on redusoituva, jolloin sopivalla permu-

taatiomatriisilla P saadaan

b1 bir  bigtn bin

B_ PTAP — [BOH gu} _ br1 bk bkt brn
22 0 0 brt1)(ht1) bik+1)n
N 0 0 bn(k+1) bnn |

missd 1 < k < n. Osoitetaan, ettd matriisia B vastaava suunnattu graafi ei ole
vahvasti yhtendinen. Matriisin B rivin ¢ > k ensimméiset k£ alkiota ovat nollia.
Niinp& matriisia vastaavan suunnatun graafin solmusta b; ei ole nuolta solmuihin
by, ba, ..., bg. Toisin sanoen solmujen joukosta {bgi1,bki2,...,b,} ei ole nuolta jouk-
koon {by,ba,...,bx}. Jotta solmusta by, olisi polku solmuun by, téytyisi joukkojen
vililla olla véhintdén yksi nuoli. Néin ei ole, joten graafi ei ole vahvasti yhtenéinen.
Matriisin A graafi saadaan matriisin B graafista nimedmaélld solmut uudestaan, joten
matriisia A vastaava graafi ei myoskaan ole vahvasti yhtenédinen.

Oletetaan nyt, ettd n solmuinen suunnattu graafi ei ole vahvasti yhtendinen. Tél-
16in jostain graafin solmusta a; ei ole polkua johonkin graafin solmuun a;. Olkoon
V' niiden solmujen joukko, joihin ei ole polkua solmusta a;. Voidaan olettaa, etté
V = {ay,aq,...a;}, koska jos néin ei olisikaan, voitaisiin solmut numeroida uudes-
taan vastaamaan oletusta. Oletuksen perusteella V' # (). Olkoon W niiden solmujen
joukko, joihin solmusta a; on polku. Jos W = (), niin solmusta a; ei ole nuolta yhteen-
kddn solmuun ja valitsemalla a; = a, graafin vierusmatriisin A rivi n siséltda pel-
kéistddn nollia, jolloin A on redusoituva. Jos W # 0, niin W = {ayi1, ari2, - .-, an}-
Joukon W solmuista ei voi olla nuolta joukon V' solmuihin, silld muuten myd&s solmus-
ta a; olisi polku joukkoon V', miké olisi ristiriidassa oletuksen kanssa. Niinpd matriisin

A rivien k£ + 1,...,n ensimmaéiset k alkiota ovat nollia, jolloin
a1 A1k A1(k+1) Ain |

A— Qg1 Qg Al (k+1) QAkn
0 0 Qs+ A(k41)n
| 0 0 Qn(k+1) Gnn |

Talloin matriisi A on redusoituva.
Niinpa matriisi on redusoituva jos ja vain jos sen suunnattu graafi ei ole vahvasti
yhtendinen. O

ESIMERKKI 2.15. Kuvan 2.2a graafista ndhd&dn helposti, ettd solmusta ay ei ole
polkua solmuun ag, joten esimerkin 2.13 matriisin A graafi ei ole vahvasti yhtenéinen.
Niinpéd matriisi on lauseen 2.14 mukaan redusoituva, kuten myos esimerkissa 2.13
todettiin.
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Kun suunnatun graafin vierusmatriisista otetaan transpoosi, jokaisen graafin nuo-

len suunta vaihtuu. Jos matriisin A alkio a;; # 0, niin solmusta a; on nuoli solmuun

5‘? §t)
nuoli solmuun agt). Siten myos kaikkien polkujen suunta vaihtuu. Tésté seuraa, etté
jos graafi on vahvasti yhtenéinen, niin sen vierusmatriisin transpoosia vastaava graafi
on myos vahvasti yhtenéinen. Vastaavasti jos jostain solmusta ei ole polkua toiseen
solmuun, niin vierusmatriisin transpoosin graafista puuttuu vastakkaiseen suuntaan
kulkeva polku, eikéd siten kumpikaan graafi ole vahvasti yhtendinen. Téll6in A on
redusoituva tiasmilleen silloin, kun AT on redusoituva.

Redusoitumattoman epédnegatiivisen matriisin ominaisarvoille ja -vektoreille pétee
erityisid ominaisuuksia, joista tarkeimmaét esitelladn seuraavassa lauseessa. Merkitté-
vén tuloksen takana ovat saksalaiset matemaatikot Oskar Perron ja Georg Frobenius.
Lauseen todistus 16ytyy liitteestd A.

a;. Koska transpoosin AT alkio a}) = a;j, niin transpoosin graafissa solmusta a;’ on

LAUSE 2.16 (Perronin ja Frobeniuksen lause). Olkoon A, x, > 0 redusoitumaton.
Tallown seuraavat ovat totta:

(i) Matriisilla A on reaalinen ominaisarvo r > 0 siten, etti r = p(A).
(ii) Ominaisarvoa r vastaa oikeanpuoleinen ominaisvektori x, jolle

Vektoria x sanotaan matriisin A oikeanpuoleiseksi Perronin vektoriksi. Va-
semmanpuoleisella Perronin vektorilla y' on vastaavat ominaisuudet.

(iii) Ominaisarvoon r ei liity Perronin vektoreiden lisiksi muita lineaarisesti riip-
pumattomia ominaisvektoreita.

(iv) Kaikki matriisin A positiiviset ominaisvektorit ovat Perronin vektoreiden
monikertoja.

Jos epénegatiivisella redusoitumattomalla matriisilla on ainoastaan yksi ominais-
arvo spektraalikehélléd, matriisin sanotaan olevan primatiivinen. Primitiivisen matrii-
sin skaalatuille potensseille patee seuraava tulos, joka osoittautuu PageRank-algorit-
min kannalta erittdin tarkedksi.

LAUSE 2.17. Redusoitumaton epinegatiivinen matriisi A, jolle r = p(A), on pri-
matiivinen jos ja vain jos raja-arvo limg . (%)k on olemassa, jolloin
A" zyT
i (2) =2
k—o00 r Yy T
missi x jay' ovat matriisin A oikean- ja vasemmanpuoleinen Perronin vektori.
Lauseen todistus on 16ydettavissi teoksesta [2]. Matriisin primitiivisyys voidaan
selvittad muillakin tavoilla kuin tutkimalla ominaisarvoja tai raja-arvon olemassaoloa.

LAUSE 2.18. Epdinegatiiviselle matriisille A pdtevdt seuraavat kaksi asiaa:

o A on primitiivinen, jos A on redusoitumaton ja silli on ainakin yksi posi-
tivinen diagonaalialkio.
e A on primititvinen jos ja vain jos A™ > 0 jollain m > 0.

TobisTus. Ensimméisen kohdan todistus 16ytyy kokonaisuudessaan teoksesta [2].
Todistus perustuu tietoon siité, ettd epdnegatiivisen ja epaprimitiivisen matriisin jélki
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on nolla. Todistuksessa huomataan, ettd jos matriisi A oletetaan epéaprimitiiviseksi,
niin t&lloin sen ominaisarvojen summa on nolla, jolloin my6s matriisin jdljen téay-
tyisi olla nolla. Témé on ristiriita, silla matriisilla A oletettiin olevan ainakin yksi
positiivinen diagonaalialkio. T&ll6in matriisin tdytyy olla primitiivinen.

Osoitetaan jalkimmainen kohta kahdessa osassa. Oletetaan ensin, ettd matriisi A
on primitiivinen. Nyt lauseen 2.17 mukaan matriisin (%)k raja-arvo on positiivinen
matriisi, kun £ — oo. Raja-arvon ominaisuuksien perusteella on olemassa M € N si-
ten, etté kaikilla & > M matriisi (%)k on positiivinen. Perronin Frobeniuksen lauseen
mukaan r > 0, joten A* > 0, kun k > M, miké haluttiin osoittaa.

Oletetaan nyt, ettd jollain luvulla m > 0 matriisi A™ on positiivinen. Matriisin
A™ yksikadn alkio ei ole nolla, joten se on redusoitumaton. Oletetaan, ettd matriisi
A on redusoituva, jolloin jollain permutaatiomatriisilla P

A= PT |:Bll BlZ:| P,

missd Bi; ja By ovat neliomatriiseja. T&lloin
B ™ C
m T\m 11 m
S

missd BY] ja By, ovat edelleen neliomatriiseja. Permutaatiomatriisin kertominen itsel-
ladn muuttaa vain rivien jéarjestysté, joten matriisi P™ on edelleen permutaatiomat-
riisi. Lisiiksi transpoosille pitee (PT)™ = P'PT...P" = (PP---P)" = (P™)",
joten talloin myos A™ olisi redusoituva matriisi, miké ei voi pitdd paikkansa, koska
alemmin todettiin, ettd se on redusoitumaton matriisi. Siispd A on redusoitumaton.

Perronin ja Frobeniuksen lauseen perusteella voidaan olettaa, ettd matriisilla A
on olemassa ominaisarvo r = p(A) siten, ettd r > |A|, kun A € o(A). Koska

Ax = \x < A"x = \"x,

niin télléin matriisin A™ ominaisarvoille piatee r™ > |A\™|, missd ™ = p(A™).
Lauseen 2.18 ensimmadisen kohdan perusteella matriisi A™ on primitiivinen, joten
r™ on ainoa ominaisarvo spektraalikehdlld eli ™ > |A™| = |A\|™. Téstd seuraa, ettd
r > |A|, joten my6s matriisilla A on vain yksi ominaisarvo spektraalikehélld, joten
my06s matriisi A on primitiivinen. 0

HuoMmAuTUS 2.19. Lauseen 2.17 toinen suunta saadaan osoitettua edellisen lauseen
avulla, silla téssa todistuksessa kédytettavien lauseen tulosten osoittamiseen ei tarvita
lausetta 2.17.

Matriisi é > 0, koska Perronin ja Frobeniuksen lauseen nojalla » > 0. Liséksi é
on redusoitumaton, koska matriisin nolla-alkioiden sijainti on sama kuin matriisissa
A.

Oletetaan, etti

A\ T
lim (—) )
k—o00 T y

Jos matriisi A ei olisi primitiivinen, niin lauseen 2.18 toisen kohdan mukaan jokaisella
k > 0 vihintddn yksi matriisin A* alkio olisi nolla. T#ll6in myos matriisissa (é)k olisi
vahintéddn yksi nolla-alkio. Tdma on ristiriidassa oletuksen kanssa, jossa todettiin, etté
limg_ o0 (%)k on positiivinen matriisi. Niinpd matriisin A taytyy olla primitiivinen.
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Lauseen todistuksen toinen puoli vaatii osaamista sellaisilta aihealueilta, jotka ei-
vt ole tyossa késiteltdvan sovelluksen kannalta oleellisia. Jos tunnetaan esimerkiksi
Jordanin lohkomatriisille patevéit ominaisuudet, ja tiedetdédn ominaisarvon r algebral-
lisen kertaluvun olevan yksi, pystytddan todistamaan lauseen raja-arvon olemassaolo
4].

2.3. Potenssimenetelmi

Luvussa 1 kerrottiin, kuinka matriisin ominaisarvot ja -vektorit saadaan mééaritet-
tyd suoraan ominaisarvoyhtélosté. Jos matriisi on suuri, tuolla tavalla laskeminen on
tyolasté, erityisesti jos ollaan kiinnostuneita vain itseisarvoltaan suurimmasta omi-
naisarvosta ja sitd vastaavasta ominaisvektorista. Témén parin 16ytdmiseen voidaan
kayttad potenssimenetelméd. Menetelmé on iteroiva ja sen avulla muodostettu jono
suppenee kohti itseisarvoltaan aidosti suurinta ominaisarvoa vastaavaa ominaisvekto-
ria. Menetelmé on tyypillisesti muotoiltu niin, etté silla 10ydetéén matriisin oikean-
puoleinen ominaisvektori. Lisdksi menetelmén avulla saadaan laskettua myos vektoria
vastaava ominaisarvo. Mychemmin osoittautuu, etté tyossa késiteltdvan sovelluksen
kannalta on oleellisempaa 16ytéé itseisarvoltaan suurinta ominaisarvoa vastaava va-
semmanpuoleinen ominaisvektori, eiké ole tarpeen méarittad vektoria vastaavaa omi-
naisarvoa. Niinpa téssa tyossé esiteltdva potenssimenetelmé poikkeaa hieman mene-
telmén tyypillisestd muotoilusta, joka on 1oydettivissia teoksesta [5]. Téstéd johtuen
menetelmén johdattelussa kaytetdan matriisin transpoosia.

Olkoon A" n x n-matriisi, jolla on n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria
vy, ..., 0, ja niitd vastaavat ominaisarvot, joille péatee

A > Aaf = - = Al

Huomautuksen 1.5 perusteella niiiden vektoreiden tranpoosit vy , ..., v, ovat matrii-

sin A vasemmanpuoleisia ominaisvektoreita vastaten samoja ominaisarvoja Ay, ..., A,.
Matriisin AT ominaisvektorit muodostavat avaruuden R” kannan, joten mielival-

tainen vektori yo € R"” voidaan ilmaista ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa

Yo = C1V1 + CUg + -+ - + Uy,
missi ¢; € R,i = 1,...,n. Kun yhtilo kerrotaan puolittain matriisilla A", saadaan
ATyO = AT+ A v+ -+ ¢, AT,
ja koska ATv; = \v;, niin
Alyg = M1 + A + -+ + A,
& (AT)k Yo = cl)\’fvl + 02/\]2“'02 et anvan.

Jaetaan nyt yhtilo ensin puolittain luvulla A¥ ja otetaan sitten transpoosi, jolloin

AT k )\2 k )\n k
<)\_1) Yo = C1U1 + C2 ()\—1> Vo + -+ ¢y ()\_1) v,
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Koska A; on itseisarvoltaan aidosti suurin ominaisarvo, niin

i

<1 kaikillas=2,3,...,n,
M

2N
i (r) =0.

A\
li =) =cvf
o (57) = el

k
kunhan ¢; # 0. Néin ollen vektorijono (yOT </\%> ) suppenee kohti vektoria civ, .

joten

Talloin

Vektori c;v{ on matriisin A skaalattu vasemmanpuoleinen ominaisvektori, joka vastaa
ominaisarvoa Ap.
Tissd menetelméssid on kuitenkin ongelma, silli vektorin y, A* pituutta rajoi-

k
tetaan luvulla A}, mutta lukua A\; ei tunneta. Niinp# vektoria vy, (:\il) el pystyta

laskemaan. Skaalaukseen voidaan kéayttda myos vektorin 1-normia, jolloin potenssi-
menetelmé voidaan esittdd seuraavana iteraationa:
Valitaan aloitusvektori y, # 0. Asetetaan

yT ykTA
S lyr Al

Menetelmaélld saadaan vektorijono (y,j), jonka jokaisen aloitusvektorin jélkeisen vek-
torin 1-normi on yksi. Termit voidaan esitt#é aloitusvektorin y, avulla:

Y = Yo A
! IIyo Ally
Yy = Yo A”
? Hyo A?||y
yl;r _ yOTAk .
lyg A* ||,

Edella havaittiin, ettd jono (yOT Ak) suppenee matriisin A ominaisarvoa \; vas-
taavan vasemmanpuoleisen ominaisvektorin y' suuntaan, joten myds potenssimene-
telmédn muodostaman jonon (y,j) raja-arvo on vektorin ' monikerta.

Seuraavassa osiossa tullaan huomaamaan, ettd jos matriisi A on epénegatiivinen
ja sen jokainen rivisumma on yksi, niin myos A\; = 1. Télloin iteraatio supistuu muo-
toon '!/kT+1 =y A. Havaitaan my®os, ettd jos matriisi A on lisiiksi primitiivinen seki
aloitusvektori on epénegatiivinen ja sen komponenttien summa on yksi, niin menetel-
malld saatu vektorijono suppenee matriisin vasemmanpuoleiseen Perronin vektoriin.
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2.4. Markovin ketjut

Stokastinen prosessi on joukko satunnaismuuttujia {X;};~,, joilla on yhteinen ar-
vojoukko S. Arvojoukkoa kutsutaan prosessin tila-avaruudeksi. Parametri ¢ tulkitaan
tyypillisesti aikana, jolloin X; on prosessin tila hetkelld ¢. Esimerkiksi netinselaus voi-
daan ajatella stokastinen prosessina, jonka tila-avaruuden muodostaa kaikkien netti-
sivujen kokoelma ja satunnaismuuttuja X; on se sivu, jota hetkelld ¢ tarkastellaan.

Aika voi olla diskreetti tai jatkuva, ja tila-avaruus aérellinen tai ddreton. Seuraa-
vaksi esiteltdvissa prosessissa tila-avaruus on dérellinen ja aika diskreetti, joten aikaa
merkitddn kirjaimella n. Palautetaan prosessin madritelméé varten mieleen ehdolli-
nen todennékoisyys: Jos P(B) > 0, niin tapahtuman A ehdollinen todennékoisyys
ehdolla B on
P(AN B)

P(B)

MAARITELMA 2.20. Stokastinen prosessi X = {Xj, Xi,...} tila-avaruudessa S
on Markovin ketju, jos

]P(Xn = 5n|Xn—1 = Sn—1, Xn—2 = Sp—2--- 7X0 = 50) = P(Xn = Sann—l = Sn—l)
kaikilla n > 1 ja jokaisella tilalla sq,...,s, € S.

P(A|B) =

Méaritelméssé esitetty ehto Markovin ketjulle on ns. Markovin ominaisuus. Mar-
kovin ominaisuuden tayttdvéan prosessin seuraava tila riippuu vain sitd edeltavéasté
tilasta. Markovin ketju on siten muistiton.

Siirtymétodenndkoisyys on todennékdisyys sille, ettd prosessi on tilassa s; hetkelld
n, kun edeltavilla hetkelld prosessi oli tilassa s;. Merkitdan

pw(n) = P(Xn = Sj|Xn_1 = 82‘).
Siirtyméatodennakoisyyden voidaan yksinkertaisemmin ajatella olevan todennékoisyys
siirtyd tilasta s; tilaan s; hetkelld n. Jatkossa oletetaan, etté siirtymétodennékdisyys

Markovin ketjussa ei riipu hetkestd n, jolloin p;;(n) on vakio kaikilla n. Markovin
ketjun siirtymétodennékoisyydet voidaan esittdé siirtymématriisina

Pu1 P12 o DPik
P21 P22 - D2k
Pow=1|. . s
k1 Pk2 " DPkk
kun prosessin tila-avaruus on S = {sy, ..., sx}. Siirtyméamatriisin alkiot ovat toden-
nékoisyyksiéd, joten matriisi on epédnegatiivinen. Ketju saa jokaisena hetkend jonkin
arvon tila-avaruudestaan, joten siirtymématriisin jokaisen rivin ¢ = 1,..., k alkioille

pétee > j=1Dij = 1. Jos matriisilla on ndmé kaksi ominaisuutta, sen sanotaan olevan
stokastinen matriisi.

HuoMAuTUS 2.21. Stokastisen matriisin Py, kunkin rivin alkioiden summa on
yksi, jolloin matriisille pétee
Pe =e,
missd e = (1,...,1). Niinp4 e on stokastisen matriisin ominaisvektori ja sitd vastaava
ominaisarvo on yksi.
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Téastéd saadaan johdettua stokastisen matriisin térked ominaisuus.
LAUSE 2.22. Stokastiselle matriisille p(P) = 1.

TobisTus. Lauseen 1.13 mukaan jokaiselle matriisinormille patee p(P) < || P||.

Stokastiselle matriisille .

j:

Matriisin erds ominaisarvo on yksi, joten
1< p(P) < |Pllw = 1.

Markovin ketjun tilajakauma hetkelld n on vaakavektori

p'(n) = [p(n) pa(n) - pe(n)],
missé p;(n) = P(X,, = s;), eli p;j(n) on todenniksisyys sille, etté ketju on hetkelld n
tilassa s;. Niinp4 ketjun aloitusjakauman p'(0) alkio p;(0) on todenn#kéisyys sille,
ettd ketju alkaa tilasta s;. Tilajakauma on stokastinen.

ESIMERKKI 2.23. Kuvassa 2.3 on esitetty kolmesta sivusta ja sivujen vilisista
linkeistd koostuva web suunnattuna graafina. Graafin linkkimatriisi on
1

3
P=]1

0

Graafin linkkimatriisi on stokastinen, koska jokaisen rivin alkioiden summa on yksi.
Kuten esimerkissé 2.8 todettiin, linkkimatriisin ¢. rivin j. alkio voidaan tulkita toden-
nakoisyytend siirtyéd sivulta a; sivulle a;, jos seuraava linkki valitaan satunnaisesti.
Tahén todennékoisyyteen ei vaikuta se, kuinka sivulle a; on paadytty. Téllainen ne-
tinselaus tayttaa siten Markovin ominaisuuden ja matriisi P on Markovin ketjun siir-
tymématriisi. Jos jollain webin sivulla ei olisi ainuttakaan linkkié, netinselaus ei olisi
Markovin ketju, silla silloin sivua edustava solmu ei olisi yhdenk&dén nuolen alkupiste,
miké nakyisi linkkimatriisissa nollarivina. T&ll6in linkkimatriisi ei olisi stokastinen.
Jos aloitussivu valitaan tdysin satunnaisesti, prosessin aloitusjakauma on

prO=1[ 5 3

NI= O Wl
= O Wi

Talloin

— Wl
Ol

[en

[en
—_

1
3
0| =]
0 3 3
Koska p' (1) > 0, netinselaaja voi hetkelld n = 1 olla mill4 tahansa kolmesta sivusta.
Jos netinselaus aloitetaan sivulta ag, prosessin aloitusjakauma on
p'(0)=[0 0 1].
Tallsin p'(1) = [0 3 1], joten hetkelld n = 1 netinselaaja ei voi olla sivulla a;.

2
Tamé voidaan havaita myo6s graafista, jossa solmusta ag ei lahde nuolta solmuun a;.

Sivulta ag ei siten péadse sivulle a; yhden linkin kautta.

= O Wik
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Kuva 2.3. Graafi kolmesivuisesta webista

Aloitusjakauman p' (0) avulla pystytiin laskemaan hetken n = 1 tilajakauma
tila-avaruudessa S = s, s1, .. ., Sg. Jokaiselle j

pj(l):P<X1:Sj):P(Xl:Sjﬂ(Xo:S(]UXOISlLJ"'UXQ:Sk))
= ((Xl:SjﬂXOZSQ)U(Xl:Sjﬂonsl)U"'U(Xl:SjﬂXOZSk))

Kokonaistodennikoisyyden kaavalla saadaan
k

k
Z]P)(Xl =S5j N XO = Si) = ZP(XO = SZ)P(XO = Sj|X1 = 3i)
1=0

i=0
k
= Zpi(o)pij-
i=0

Summa Z?:o pi(0)p;; vastaa vaakavektorin p'(0) ja siirtymématriisin P j:nnen sa-
rakkeen tuloa, joten p' (1) = p'(0)P. Minki tahansa hetken tilajakauma saadaan
laskettua edellisen hetken tilajakauman ja siirtymématriisin avulla. Téalloin

p'(n)=p'(n-1)P=p'(n-2)P*=p'(n-3)P’=-.-=p' (0)P".

Niinpé aloitusjakaumasta p'(0) pystytiin laskemaan minki tahansa hetken n
tilajakauma kaavalla
p'(n)=p'(0)P",
joka on potenssimenetelmé skaalaustekijalla yksi. Matriisin P™ rivin ¢ ja sarakkeen
J alkio kuvaa todennékdisyytta sille, ettd tilalta s; pdddytadn tilalle s; tdsmaélleen n
hetken kuluttua.
Markovin ketjun tasapainotila on tilajakauma 7r ", joka toteuttaa ehdon

n'P=mn',
missd P on ketjun siirtymématriisi. Tasapainotila on siis matriisin P ominaisarvoa
yksi vastaava vasemmanpuoleinen ominaisvektori. Lauseen 2.22 seké Perronin ja Fro-
beniuksen lauseen perusteella tillainen tilajakauma 7" on olemassa, jos siirtymamat-
riisi P on redusoitumaton. Jos Markovin ketjun siirtymé&matriisi on redusoitumaton,

miltd tahansa tilalta pystytddan saavuttamaan jokainen muu tila, mutta ei valttamat-
ta yhdell& siirtymall&. Jos siirtymématriisi on primitiivinen, jollain hetkelld n matriisi
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P" on positiivinen, miké tarkoittaa sité, ettd jokaiselta tilalta on mahdollista siirty&
mille tahansa tilalle n siirtymélld. Lisiksi tilloin tilajakauma p' (n) suppenee kohti
tasapainotilaa.

LAUSE 2.24. Olkoon P Markovin ketjun siirtymdmatriisi ja p' (n) hetken n tila-
jakauma. Jos P on primitivinen, niin lim, ., p' (n) on olemassa, ja
lim p'(n) ==",
n—oo
missi ' on ketjun tasapainotila.

TobisTtus. Olkoon ketjun tila-avaruudessa k tilaa. Matriisi P on stokastinen, jo-
ten P > 0ja p(P) = 1. Huomautuksen 2.21 nojalla vektori e = (1, ..., 1) on matriisin
P ominaisarvoa yksi vastaava oikeanpuoleinen ominaisvektori. Talloin vektori £ > 0,

e e

P
ja ||£]li = 1, joten vektori ¥ on matriisin oikeanpuoleinen Perronin vektori. Tasapai-
notila 7' > 0 on matriisin vasemmanpuoleinen Perronin vektori, silli mé#iritelmin

mukaan |77 ||; =1 jam P =a". Nyt lauseen 2.17 mukaan
7T1 7T2 ... ﬂ'k
[ T
) 7T em T T2 ot Tk
hmP”:kTe:?:eﬂ'T: A | >0.
nﬁw W E ﬂ e . . . .
7r1 7'(-2 DR 71']{;

Talloin
lim p'(n) = lim p' (0)P" =p' (0)ew'.
n—oo n—oo

Aloitusjakauma p' (0) on stokastinen vektori, joten

k k
p' (0)e = Zpiei = Zpi 1=1 (2.1)
i=1 i=1

Niinpéa
lim p'(n) =7".

n—0o0

O

Edellinen lause takaa sen, etté jos potenssimenetelméi sovelletaan primitiiviseen
ja stokastiseen matriisiin, niin menetelméllda saatu vektorijono suppenee. Liséksi jos
aloitusvektoriksi valitaan stokastinen vektori, jono suppenee matriisin vasemmanpuo-
leiseen Perronin vektoriin. Edellisen todistuksen yhtalon 2.1 perusteella aloitusvekto-
riksi voidaan valita miké tahansa stokastinen vektori.



LUKU 3

PageRank

3.1. Yhteenlaskukaava

PageRank laskettiin alunperin toistamalla yksinkertaista yhteenlaskua. Olkoon
{p1,...,pn} webin sivujen joukko. Olkoon J; niiden indeksien joukko, joita vastaavat
sivut sisaltéavit linkin sivulle p;. Sivun p; PageRank r(p;) saadaan selville laskemalla
yhteen joukkoa J; vastaavien sivujen painotettujen PageRankien summa:

w5

JjeJd;

Painokertoimessa #ﬁ) luku d(p;) on sivulta p; loytyvien linkkien méird. Kaavaa
ei kuitenkaan pystytd kédyttamaédn, koska yhteenlaskettavia PageRankeja ei tiedeté.
Ongelma voidaan sivuuttaa iteroinnilla, jossa lihdetdin liikkeelle oletuksesta, etté
jokaisen sivun PageRank on alussa % Merkitaén sivun p; PageRankia k+1. iteraatiolla
merkinnlld ry41(p;). Nyt 7o(p;) = £ kaikille i =1,...,n ja

Tk—i—l(pi) = Z Tk(pj).

il d(p;)

Seuraavassa esimerkissd lasketaan aiemmin esitellyn webin joitakin ensimmaéisia
PageRankeja yhteenlaskukaavalla.

ESIMERKKI 3.1. Kuvan 2.1 webin kaikkien sivujen PageRank on alussa % Laske-
taan sivun p; kaksi seuraavaa PageRankia. Sivut ps ja py sisdltavit linkin sivulle py,
joten summaan tarvitaan niiden edellisen iteraation PageRankeja.

_rolpe)  molps) 5 5 1
"= ) ) 2737
ri(p2) = 1—15 = r1(pa)
ra(p1) = ri(p2) | ri(pa) ﬁ+£15 1

d(p2) d(p4) 2 3 18

Kaikkien sivujen ensimmaéisid PageRankeja esitetdén taulukossa 3.1. Kolmannen ite-
raation jdlkeen sivun ps PageRank on suurin, joten se néytettdisiin hakutuloksissa
ensimmaéisené.

3.2. Yhteenlaskukaavan matriisiesitys

Yhteenlaskukaavassa jokaisen iteraation PageRank lasketaan yhdelle nettisivulle
kerrallaan. Kaavan painokertoimet pysyvit jokaisella iteraatiolla muuttumattomina.

23
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TAULUKKO 3.1. Webin 2.1 sivujen PageRankeja

o Ty T9 T3
PLs 5 T T
2RI A
ZEE A
Prg %1
Ps 5 G 18 108

Muokataan yhteenlaskukaavaa niin, ettd yhteenlaskuun saadaan nékyville PageRan-
kit myos niilta sivuilta, jotka eivit sisélla linkkia sivulle p;. Olkoon I; ndiden sivujen
indeksien joukko. Jotta summa pysyy samana, kidytetddn nédiden sivujen painokertoi-
mena nollaa. Kaava saadaan muotoon

el = 3 43004,

d(p.
= Pi) J€I;

Jokaisen sivun PageRankia laskettaessa yhteenlaskussa esiintyy nyt kaikkien sivujen
edellisen iteraation PageRank. Painokertoimet pysyvét jokaisella iteraatiolla sama-
na. Jos PageRankin 74 (p;) kaavan yhteenlaskettavat jarjestetaéin indeksien mukaiseen
jarjestykseen, huomataan, ettd painokertoimet vastaavat webin muodostavan graafin
linkkimatriisin . rivid. Jos lisdksi muodostetaan vektori

ﬂ'i;r = [re(p1) 7r(p2) - 7m(pa)l,
yhteenlaskukaava saadaan esitettyé lyhyesti kahden matriisin kertolaskuna:
ﬂ-l—chrl = ﬂ-l—crHa (31)

missdé H on linkkimatriisi. Iteraatio on matriisiin H sovellettu potenssimenetelmé.
Edellisen luvun perusteella potenssimenetelméalld muodostettu vektorijono suppenee,
jos matriisi tayttad lauseen 2.24 ehdot. Vaatimusten tayttyessé algoritmilla saadaan
laskettua vektorijonon raja-arvo, joka on jokaisen nettisivun PageRank-arvoista koos-

tuva PageRank-vektori 7 '.

ESIMERKKI 3.2. Edellisessa esimerkissd 3.1 laskettiin kuvan 2.1 webin kolme en-
simméistd PageRankia. Lasketaan esimerkissd 2.8 esitetyn linkkimatriisin H avulla
seuraava PageRank. Taulukon 3.1 rs-sarake muodostaa PageRank-vektorin .

(0 3 3 3 0]
190001
mo=msH =[5 5 5 o 1) 00000
3 0303
001 0 0]

L L A 5 5]
— L1324 324 162 324 3241 °

5

Sivujen p1, p2, ps ja ps neljis PageRank on 27

. . 11
Ja sivun ps on 162
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3.3. Stokastisen ja primitiivisen matriisin muodostaminen

Edelld todettiin, ettd PageRank-vektori 7' pyritéén laskemaan yhtdlon 3.1 mu-
kaisella potenssimenetelmaélld. Linkkimatriisi H,, muistuttaa Markovin ketjun siir-
tymématriisia, mutta matriisin mahdolliset nollarivit aiheuttavat sen, ettei linkkimat-
riisi ole stokastinen. Linkkimatriisin nollarivit havaitaan graafissa solmuina, joista ei
ldhde yhtdkéadn nuolta muihin solmuihin tai edes solmuun itseensé. Téllaiselta netti-
sivulta ei siten pédse siirtyméadn muille sivuille, joten netinselaaja jaa jumiin.

Jos matriisi ei ole stokastinen, sithen kéytetty potenssimenetelmé ei vilttaméatta
tuota suppenevaa jonoa. Matriisi voidaan kuitenkin muuttaa stokastiseksi korvaa-
malla jokainen nollarivi vektorilla %eT, joka vaihtaa jokaisen nollarivin alkion tilalle
luvun % Korvataan samalla vektorilla myos sellaiset rivit, joiden ainoa positiivinen
alkio on matriisin diagonaalialkio, jotta pa#stdédn eroon sellaisista solmuista, joiden
ainoa nuoli osoittaa solmuun itseensé. Stokastinen matriisi S saadaan nyt kaavalla

1
S=H-+a—e',
n

missd vektorin a komponentti a; = 1, jos matriisin H 4. rivi on nollarivi tai h;; = 1,
muuten a; = 0. Tdm&n muutoksen ansiosta jokaisesta matriisin madraamasti graafin
solmusta ldhtee ainakin yksi nuoli toiseen solmuun. Nyt netinselaaja ei voi jaada
jumiin, kun jokaiselta nettisivulta péadsee siirtymééan jollekin toiselle sivulle.

Nyt matriisi S on Markovin ketjun siirtymématriisi. Jotta potenssimenetelmalld
saatu vektorijono suppenee, taytyy siirtyméamatriisin olla lauseen 2.24 mukaan primi-
tiivinen. Muokataan matriisia S niin, ettéd sen jokainen nolla-alkio muutetaan positii-
viseksi luvuksi. Muodostetaan uusi matriisi G seuraavalla kaavalla:

G=aS+(1- oz)%eeT, (3.2)
missé o € ]0,1[ ja tee’ on n x n-matriisi, jonka jokainen alkio on luku <. Ker-
roin o madraa sen, ettd minké osuuden ajasta netinselaaja klikkailee sivuilta 1oytyviéa
linkkejé seuraten matriisia S vastaavaa graafia. Loput ajasta netinselaaja siirtyy sa-
tunnaisesti jollekin webin sivulle. Tdmén ajan netinselaaja seuraa siis matriisia %eeT
vastaavan graafin rakennetta, jolloin jokaiselta sivulta on yhtéd suuri todennékoisyys
siirtyéd mille tahansa webin sivulle.

Kaavalla 3.2 saatu matriisi on niin sanottu Google-matriisi. Tadh&n matriisiin kéy-
tetyn potenssimenetelmidn muodostama jono suppenee kohti PageRank-vektoria.

LAUSE 3.3. Olkoon G Google-matriisi ja m, stokastinen vektori. Jos
T T
T =7 G,
niin vektorijono m, suppenee kohti vektoria ", jolle 7' G = w'.
TobisTus. Matriisin G jokaiselle riville ¢ patee

Zgij = Z (asij + (1 - a)ﬁ) =n(l-— a)ﬁ + Zasij
j=1 j=1

J=1

:1—a+&isij.
j=1
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Stokastisen matriisin S jokaiselle riville ¢ Z?Zl si; = 1. Niinpd myds Z?Zl gij = 1,
joten matriisi G on stokastinen. Lisdksi G > 0, koska (1 — Oz)%eeT > 0. Siis G' > 0,
joten lauseen 2.18 perusteella matriisi G on primitiivinen. Nyt lauseen 2.24 nojalla
iteraatiolla
T T
Ty = T G

saatu vektorijono suppenee kohti PageRank-vektoria 7', jolle #'G = 7 '. O



LIITE A

Perronin ja Frobeniuksen lauseen todistus

Todistuksessa mukaillaan teoksessa [6] esitettya todistusta.
Kaytetdan todistuksessa Brouwerin kiintopistelausetta. Kiintopistelauseen todis-
tus on loydettivissa esimerkiksi ldhteesta [7].

LAUsSE A.1. Olkoon S C R™ kompakti ja konveksi joukko. Jos kuvaus T: S — S
on jatkuva, on olemassa x € S siten, etti T'(x) = x.

Joukko S on konveksi, jos jokaiselle x,y € S pétee
(1-=9%)x+déyes
kaikilla 0 € [0, 1].

TobpisTus. [Perronin ja Frobeniuksen lause] Olkoon A, ., > 0 redusoitumaton.
Osoitetaan ensin, ettd matriisilla A on positiivinen ominaisarvo.

Olkoon S = {x € R": « > 0 ja ||z||; = 1}. Joukko S on rajoitettu, silld jos & € S,
niim 0 < x; < 1 kaikilla ¢ = 1,...,n eli S C [0,1]". Joukko S on joukkojen
{x e R": & >0} ja {x € R": ||z|| = 1} leikkaus. Joukko {x € R": & > 0} on sul-
jettu, koska sen komplementti on avoin. Mydos joukko {& € R": ||x|| = 1} on suljettu:
Funktio f: R®™ — R, f(x) = ||«|/; on normifunktiona jatkuva, joten suljetun joukon
{1} C R alkukuva f~!(1) on suljettu. T&lloin S on kahden suljetun joukon leikkauk-
sena suljettu. Koska joukko S on seké suljettu etté rajoitettu, niin S on kompakti.
Lisdksi jos @,y € 9, niin kaikilla 6 € [0, 1] pétee

(1-0)x+dy>0

seké
I(1 = d)a + oyl = (1 = 0)[[z[l + o]yl (A1)
Koska @,y € S, niin |||y = 1 = ||y]||1 ja siten edellisestd yhtélosta saadaan
1-0+0=1

Siis (1 — d)x + dy € 5, joten S on konveksi. Yhtdlo A.1 perustelee sen, miksi joukon
S maéarittelyssa kaytetddn juuri 1-normia. Esimerkiksi euklidiselle normille yhtélo ei
pade, silla

D (L= 0z +0y)* # (L=0),| D 2P+, > v
i=1 i=1 i=1
Jokaiselle & € S pitee Ax > 0, koska > 0 ja A > 0. Lisdksi Ax # 0, silld jos
olisi Az = 0, niin vektorin Az jokaiselle komponentille (Ax); pétisi Z?:o a;jz; = 0.
Summan termit ovat epénegatiivisia, joten kaikilla j joko a;; = 0 tai z; = 0. Tiede-
tadn, ettd x; > 0 jollain j, joten tétd indeksid j vastaava a;; = 0. Tamé tarkoittaisi
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sitd, ettd matriisin A jokaisen rivin ¢ sarakkeen j alkio olisi nolla eli matriisin j. sa-
rake olisi nollasarake. T&ll6in matriisi A olisi redusoituva, miké oletuksen perusteella
ei voi pitdd paikkansa.

Madritelladn nyt kuvaus T'(x) = Ax/||Ax||;, joka on kuvaus joukolta S samaan
joukkoon S, silld T'(x) > 0 ja

H Ax
| Az||y

_lAa,
1 | Az,

kaikilla « € S.

Kuvaus T on lineaarikuvauksen ja vektorinormin osaméaéré, jotka kumpikin ovat
jatkuvia kuvauksia joukossa S. Siten 1" on jatkuva ja kiintopistelauseen perusteella
on olemassa xy € S, jolle T'(xy) = xy. Talloin

Aaﬁg —
e
& A.’BO = HAIE()leo.

Niinpé ||Azo||; € 0(A) ja @, on sitd vastaava ominaisvektori. Koska Axy # 0, niin
||Aa:0||1 > 0. Merkitdén r = ||Am0||1 ja T = Xy.

Osoitetaan, ettd * > 0. Koska & € S, niin & > 0, joten riittdd osoittaa, ettd
x; > 0 kaikilla 2 = 1,...,n. Tehddan vastaoletus, ettd x; = 0 jollain 1.

Olkoon P, , permutaatiomatriisi siten, ettd Px = (&, 0), missi vektori & sisaltaa
vektorin x kaikki positiiviset komponentit. Merkitaan

All A12:|

PAP' =
[Am Ay

Permutaatiomatriisille pitee PP = I. T&lloin

Ax = Alz = A(P"P)x = rx

& PAP " Px = rPx
A11 A12 T o rI
Ay Axp| |0l |0

Anil . rI

S e R

Koska @ > 0, niin Ay; = 0, jotta As;x = 0. Talloin
A A

T _ 11 12

par - [4 44

miké ei voi olla totta, koska matriisi A on redusoitumaton. Niinpd ominaisarvoa r
vastaava oikeanpuoleinen ominaisvektori & > 0. T&ll6in  on matriisin A oikeanpuo-
leinen Perronin vektori.

Osoitetaan, ettd ominaisarvoa r vastaava vasemmanpuoleinen ominaisvektori on
positiivinen. Matriisi AT on ep#negatiivinen ja redusoitumaton, joten todistuksen
alkuosan perusteella ATy = Ay jollain \; > 0 ja y > 0. Voidaan olettaa, ett
lylls = 1. Nyt

)\158Ty = a:T)\ly = a:TATy = ery,
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silli Az =rx < ' AT =rx’. Koska "y > 0 ja erityisesti "y # 0, niin r = \;.
Niinpa

Aly=ryesy'A=ry’, (A.2)
joten vektori y" > 0 on ominaisarvoa r vastaava vasemmanpuoleinen ominaisvektori.
Koska ||y || = 1, niin 4" on matriisin A vasemmanpuoleinen Perronin vektori.

Osoitetaan, ettd r = p(A). Olkoon A\ matriisin A ominaisarvo ja z ominaisarvoa A
vastaava ominaisvektori niin, ettd ||z||; = 1. Olkoon z; = (|z1], |22], . - ., |2a]). Télloin

n n
D aylzl = D aiz
P =1

joten Az, > |\|z,. Kerrotaan epiyht#lo vasemmalta positiivisella vektorilla y ',
jolloin saadaan

= [Azif = [Al]zil,

y Az, > Ay 2,
& ry'ze >Ny 'z
Siis 7 > || eli r = p(A).

Osoitetaan nyt, ettd ominaisarvoon r ei liity muita lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita. Olkoon v € R", v # 0 ominaisarvoa r vastaava ominaisvektori.
Oletetaan, ettd vektorit v ja @ ovat lineaarisesti riippumattomat. Néaytetddn ensin,
ettd on olemassa ¢ € R siten, ettd  —cv > 0, — cv # 0 ja x; — cv; = 0 jollain
i=1,...,n. Koska v # 0, niin on olemassa epétyhji joukko I = {i : v; # 0}. Téllsin

voidaan valita k niin, ettd |Z£| = min;c; ‘%’ Asetetaan ¢ = i—: Nyt jos v; # 0, niin
K2
Tk Ly
Ti—CU; =T — —v; > x; — —v; =0,
Uk Ui

ja jos v; = 0, niin x; — cv; = x; > 0. Talloin siis x — ’5—:'0 > 0. Lisaksi xp — i—:vk =0.
Koska x ja v ovat lineaarisesti riippumattomat, niin ¢y + cov = 0 tésmailleen silloin,
kun ¢; = 0 = ¢o. Niinpa @ — i—:v # 0 ja valittu ¢ toteuttaa ehdot.

Ehdot tayttavan luvun c 16ytamiseksi on oleellista olettaa, ettéd vektorit « ja v ovat
lineaarisesti riippumattomat. Muuten vektori & — cv olisi yhdensuuntainen vektorin
x kanssa eli € — cv = tx jollain t € R. Koska & > 0, niin vektorin tx komponentit
olisivat kaikki joko positiivisia, negatiivisia tai nollia riippuen kertoimesta t. T&lloin
ei siis voitaisi valita lukua c niin, ettd ehdot tayttyisivit.

Nyt siis @ ja v ovat lineaarisesti riippumattomat ja luku c¢ on valittu niin, etta
r—cv>0x—cv#0jax; —cy;=0]jollain ¢ =1,..., n. Talloin

Ax — Acv =rx — rev
& A(x — cv) =r(x — ),

joten vektori @ — cv on matriisin A ominaisvektori. Aiemmin havaittiin, ettd jos
ominaisarvoa r vastaavalle ominaisvektorille w pétee w > 0, niin taytyy olla w > 0,
koska matriisi A on redusoitumaton. Siten € —cv > 0. Tamaé on ristiriidassa oletuksen
kanssa, jossa oletettiin, ettd vdhintddn yksi vektorin & — cv komponentti on nolla.
Niinp4 vektorit v ja @ ovat lineaarisesti riippuvat.

Vastaavasti voidaan nédyttéé, ettd ominaisarvoon r ei liity muita lineaarisesti riip-
pumattomia vasemmanpuoleisia ominaisvektoreita kuin vektori ¢ ". T#t4 ennen tulee
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kuitenkin osoittaa, ettd myos vasemmanpuoleinen ominaisarvoon r liittyva ominais-
vektori w' > 0, jos w' > 0. Tamin todistus noudattaa samaa kaavaa kuin aiemmin
esitetty perustelu sille, ettd « > 0.

Néytetidan vield, ettd jokainen matriisin A positiivinen ominaisvektori on vektorin
x tai y' monikerta. Olkoon Aw = aw niin, ettd w > 0. Yhtalostd A.2 seuraa

ay'w=y ow =y Aw =ry' w.

Koska y"w > 0, niin o = 7 ja siten w on vektorin & monikerta.
Jos v’ A = Bv' siten, ettd v > 0, niin

fu'z=u"fr=u" Az =ru'x.

T

Siten 8 =r ja w' on vektorin y ' monikerta. O
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