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Téassé tutkielmassa perehdytédéan kompleksitason konformikuvauksiin. Kompleksi-
sen kuvauksen konformisuus pisteesséd tarkoittaa kahden siledn kédyran leikkauspis-
teen kulman sailymistd kuvauksessa. Konformikuvaukset ovat derivoituvia ja bijek-
tiivisid avoimen joukon kuvauksia, jotka séilyttévét kaikki kulmat. Tutkielmassa pe-
rehdytédén erityisesti laajennetun tason konformikuvauksiin, eli Mobius-kuvauksiin,
jotka koostuvat yksinkertaisista alkeismobius-kuvauksista. Laajennettua kompleksi-
tasoa voidaan havainnollistaa Riemannin pallon avulla. Mobius-kuvaukset voidaan
muuttaa 2 x 2 matriiseiksi, jolloin niiden laskutoimitukset helpottuvat huomattavasti.
Mobius-kuvausten ominaisuuksista kdydaan tassa tutkielmassa lapi kiintopiste seké
kaksoissuhde ja geometriselta kannalta tarkastellaan ympyroéiden Mobius-kuvauksia.
Mébius-kuvaus kuvaa kaikki kompleksitason ympyréat ympyroiksi tai ympyroiksi dé-
rettomyyspisteen yli, eli suoriksi. Erilaisia kuvauksia on téssé tyossid havainnollistettu
kuvien avulla, joista osa on itse piirrettyja.
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1. Johdanto

Téssé tutkielmassa tarkastellaan konformikuvausten muodostamista, tunnistamis-
ta ja ominaisuuksia kompleksitasossa. Konformikuvauksista perehdytdadn erityisesti
laajennetun kompleksitason Mébius-kuvauksiin ja niiden ominaisuuksiin. Esitiedoiksi
lukijalta oletetaan kompleksilaskennan perustiedot.

Konformikuvauksista vanhimpana tiedetédéin stereografinen projektio, jota kayt-
tivat Hipparchus ja Ptolemy téhtikartan kuvaamiseen. Stereografinen projektio ku-
vaa pallon pinnan tasolle, jolloin kulmat séilyvat, mutta mittasuhteet eivat. Toisena
historian térkedné konformisena kuvauksena tiedetdaan Mercatorin projektio (1569).
Mercatorin karttaprojektiota on erityisesti kiytetty merikartoissa, silld siind pohjoi-
nen on aina ylhaalla ja eteld alhaalla seké se siilyttdd lokaalit kulmat ja muodot.

Konformikuvauksista tunnetuimpia, ja tassa tutkielmassa tarkeimpié, ovat Mobius-
kuvaukset, jotka on nimetty saksalaisen matemaatikon August Ferdinand Mobius
(1790 — 1868) mukaan. Mobius tunnetaan parhaiten topologiasta ja Mdbiuksen nau-
hasta, jonka hén keksi vuonna 1858.

Téssé tyossa konformikuvauksella tarkoitetaan kompleksitason holomorfisia bijek-
tioita. Konformikuvauksista kaytetdan eri lahteissa eri nimityksié, kuten biholomor-
finen kuvaus, analyyttinen bijektio ja kulmat sdilyttavi kuvaus. Konformikuvaukset
ovat erittdin téarkeitd kompleksianalyysissd sekd monessa fysiikan osa-alueessa.

Tutkielman alussa tarkastellaan kompleksitasossa olevien sileiden kéyrien leik-
kauspisteiden kulmia ja sitd, miten konformikuvauksissa kaikkien leikkauspisteiden
kulmien suuruudet siilyvit. Konformikuvauksissa avoimen joukon kulmat sailyvat
aina samansuuruisina ja samansuuntaisina.

Mobius-kuvaukset voidaan muuttaa niitd vastaaviksi 2 x 2 matriiseiksi, jolloin mo-
nimutkaiset Mobius-kuvausten laskutoimitukset helpottuvat huomattavasti. Geomet-
risesti Mobius-kuvauksia voidaan havainnollistaa tekemélld ensin stereografinen pro-
jektio kompleksistasolta Riemannin pallolle, jonka jédlkeen pallo kuvataan itselleen,
ja tehdadn uusi stereografinen projektio takaisin kompleksitasolle. Naméa kuvaukset
sdilyttavat kulmat, sekéd kuvaavat kaikki suorat ja ympyrét suoriksi tai ympyroiksi.

Peilauksia kutsutaan antimobius-kuvauksiksi, jotka sailyttéavat kulmat, mutta ei-
vét suuntaa. Ympyran peilauksella voidaan kuvata ympyrén sisdpisteet symmetrisesti
kehén suhteen ympyrén ulkopuolelle. Talloin origo kuvautuu aarettoméaan, ympyran
reunapisteet itselleen ja ympyréan sisédpisteet ympyran ulkopisteiksi origon ja pisteen
kautta kulkevalle suoralle ja toisinpéin. Parillinen méadra peilausten yhdisteitd on
Mobius-kuvaus.

Téssé tutkielmassa kaytetadn ldhteind padasiassa Bruce P. Palkan [1], Ahlforsin
[2] ja Robert Greenen [3] kirjoja sekd Jyvéskyldn yliopiston matematiikan kurssien
luentomonisteita.



2. Esitietoa ja laskusadintoja

Téssé luvussa kaytetty lahteita [1], [4], [5] ja [6]. Kompleksilukujen joukko C koos-
tuu kaikista reaalilukupareista (a,b), missid a on kompleksiluvun reaaliosa ja b ima-
ginddriosa. Kompleksilukuja voidaan havainnollistaa kompleksitasolla, misséd vaaka-
akseli kuvaa reaaliosia ja pystyakseli imaginédériosia. Kuvassa 1 on havainnollistettu
kompleksilukua z = a + bi koordinaatistoon.

Im

Re

Kuva 1. Kompleksiluvun z havainnollistus.

MAARITELMA 2.1. Jokainen kompleksiluku z voidaan my0s esittdd napakoordi-
naattien avulla muodossa

z =r(cosf +isinf),
missd r > 0 ja 6 € R, tai lyhyemmin merkittyna
z=re".
Napakulmaa 6 = arg(z) sanotaan kompleksiluvun z argumentiksi, joka ei ole yksi-
késitteinen, silld se voidaan myos esittdd muodossa 6 4+ n2m, missd n € Z. Kompleksi-

luvun z argumentilla tarkoitetaan positiivisen reaaliakselin ja origosta luvun z kautta
kulkevan suoran vilistd kulmaa.

MAARITELMA 2.2. Kompleksiluvun zy # 0 argumentin pddarvo on yksikésitteinen
napakulma 6, joka kuuluu viélille | — 7, 7]. Argumentin padarvoa merkitédén Arg(z).

ESIMERKKI 2.3. Kompleksiluvun argumenteille patee Arg(1l) = 0, Arg(i) = 7/2,
Arg(—1) = 7 ja Arg(—i) = —m/2.

MAARITELMA 2.4. Nollasta poikkeavan kompleksiluvun z logaritmin pédédarvo méaa-
ritellddn kaavalla

Log(z) = log|z| 4+ iArg(z).
MAARITELMA 2.5. Kompleksiluvun z = a + bi kompleksikonjugaattia merkitdan
Z=a — bi.
Kompleksikonjugaateille pétee
2Z = (a + bi)(a — bi) = a® + abi — abi — V*i* = a® + b*.
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Reaalilukua v/2Z = |z| = Va2 + b? kutsutaan kompleksiluvun z normiksi tai modu-
liksi.

MAARITELMA 2.6. Kompleksiluvun z korotus potenssiin n € Z on

2" = r"e™ = r"(cos(nh) + i sin(nf)),

missé n ei voi olla negatiivinen, jos z = 0.

MAARITELMA 2.7. Kompleksinen eksponenttifunktio e* méaritelldan kaavalla

e® = e cos(b) + iesin(b), missd z = a + bi.

MAARITELMA 2.8. Kompleksiset trigonometriset funktiot maaritelldan kaavoilla

o _ i ei* 4 =iz

— ja cos(z) = 5

2.1. Kompleksinen derivoituvuus ja holomorfisuus. Téssé aliluvussa kerrataan
kompleksista derivoituvuutta ja holomorfisuutta. Lukijalta edellytetdan perehtynei-
syytta kompleksisten funktioiden raja-arvoihin.

sin(z) = , Misséd z = a + bi.

MAARITELMA 2.9. Kompleksitason joukko A C C on avoin, jos jokaisella zp € A
on olemassa 0 > 0 siten, ettd kiekko {z : |z — zo| < §} siséltyy joukkoon A.

MAARITELMA 2.10. Olkoon f maééritelty pisteen zg sisdltdméssé avoimessa jou-
kossa. Funktio f(z) on kompleksisesti derivoituva pisteessi zy € C, jos on olemassa

raja-arvo
1 1) = ()

220 Z— 2
Télloin funktion f derivaatta pisteessé zp on

e C.

d 2) — f(z
) ) = (e) = i L),

Reaaliakselilla on vain kaksi suuntaa, joista voidaan ldhestyi raja-arvoa, vasen ja
oikea, joita tarvitaan reaalifunktioiden derivaattojen laskemiseen. Kompleksitasossa
on olemassa ddreton méara suuntia, joista voidaan lahestya pistetta zg, ja Méaaritelméa
2.10 vaatii, ettd kaikista suunnista ldhestyttiessd erotusosaméaran raja-arvon tulee
olla sama.

Kompleksifunktioiden derivaattojen perusominaisuudet ovat samanlaiset kuin re-
aalilaskennassa. Seuraavan lauseen sddnnot tulevat pédosin raja-arvon ominaisuuk-
sista.

LAUSE 2.11. Olkoon f ja g kompleksisesti derivoituvia pisteessd z € C. Tdlloin

(i) dilz[f +¢g](z) = f'(2) + ¢d'(2), kaikille ¢ € C,

() lfal(2) = (2 + 129 (2),

(idd) d% E} (2) = f’(z)g(z;(;)f(z)gl(z)7 Fun g(2) 4 0,
(iv) 4 (9)(2) = f'(9(2))d'(2), kun f on kompleksisesti derivoituva pisteessi g(z).
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Tobistus. Todistetaan kohta (i3). Muihin kohtiin voi tutustua lisda viitteista [5,
s. 24] ja [4, s. 142-145].
Koska pisteessa z derivoituva funktio on jatkuva pisteessd z, niin
d _ o S+ R)g(z+h) — f(2)g(2)

oSG g4 B) — g(2) + (G +h) — F2)(e)
h—0 h

= f(2)g'(2) + ['(2)9(2) = ['(2)9(2) + [(2)d ().
O

MAARITELMA 2.12. Olkoon U,V C C avoimia osajoukkoja. Jos funktio f : U —
V' on kompleksisesti derivoituva jokaisessa pisteessd zy € U, niin f on holomorfinen
avoimessa joukossa U C C.

LEMMA 2.13. Potenssifunktiot f(z) = z",n € N, sekd trigonometriset funktiot
sin(z) ja cos(z) ovat holomorfisia missi tahansa avoimessa joukossa.

2.2. Sileiden kéyrien leikkauskulmat. Sileélla kayrilla tarkoitetaan jatkuvaa ku-
vausta 7 : [a,b] — C, missd a < b ja a,b € R, joka on jatkuvasti derivoituva. Siledn
kdyran jokaiselle pisteelle voidaan muodostaa tangentti, jota tarvitaan kulmien pysy-
vyyteen ja edelleen konformikuvauksiin.

Kun z ja w ovat nollasta poikkeavia kompleksilukuja, niin 0(z,w) = Arg(w/z) on
suunnattujen vektoreiden z ja w vilinen kulma. Geometrisesti 6(z,w) €] — m, 7] on
pienempi vektoreiden vilisistd kulmista. Kuvassa 2 on suunnattujen vektoreiden z ja
w vilinen kulma.

Bz, w)< 0 -

e B(zw)>0

Kuva 2. Pisteiden w ja z vélinen kulma.

MAARITELMA 2.14. Sileiden kéyrien vélinen kulma annetussa leikkauspisteessi
on niiden tangenttisuorien vélinen kulma siiné pisteessé.

Olkoon 7, ja 7 sileitd kédyrid, joille patee v1(0) = 72(0) = zo. Télloin ;(0) on
kiyrdn v, tangentti pisteessd zo ja 5(0) on kdyrin -y, tangentti pisteessé zp. Télloin
kéyrien 7, ja 7; vilinen kulma pisteessi zy on 6(y1(0),75(0)) = Arg%. Kuvassa 3
on havainnollistus tangenttien v, ja v vilisestd kulmasta.



72(0)
Kuva 3. Kéyrien v, ja 7, leikkauskulma.
ESIMERKKI 2.15. Olkoon kéyra « : [0, %] — C, missd a(t) =t + it suoralla y =z

ja kdyrd 8 : [0,1] — C, B(t) = t + it? paraabelilla y = 2% Tilléin kiiyrien «a ja 3
vilinen kulma 6 pisteessd 0 voidaan laskea seuraavasti:

0 =0(c/(0),5'(0)) = 0(1+1,1) = Arg (L)

1+
1—2 T
A __T
w(t7) =

Kuva 4. Kéyrien « ja 8 leikkauskulma pisteessé 0.

Funktio, jonka derivaatta on nollasta poikkeava, séilyttda kulmat. Kulmat séilyt-
tavaa bijektiivista kuvausta kutsutaan konformikuvaukseksi, johon palataan tarkem-
min seuraavassa luvussa.
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LAUSE 2.16. Olkoon f : A — C derivoituva funktio, jolle f'(z) # 0, z0 € A, ja
Y1 sekd v sileitd kdyrid avoimessa joukossa A, jotka leikkaavat toisiaan pisteessd zy
kulmassa 6. Talloin [ kuvaa siledt kdyrdt v ja vo sileiksi kdyriksi, jotka leikkaavat
pisteessd f(zo) samassa kulmassa 6.

TobisTtus. Tarkastellaan kdyrien v, ja 9 kuvaa funktiolla f. Voidaan olettaa,
ettd v1(0) = 12(0) = zp. Kéyréan f(7;) tangentti pisteessd f(zg) on

(2) 2/ )lio=0 = f'(11(0))71(0) = f'(20)71(0),

ja samoin kéyrén f(7y2) tangentti pisteessi f(zo) on f'(z0)75(0). Kéyrén f(v1)(t) pis-
teessd 0 tangentin eréds suuntakulma on siis

(3) B = Argf'(1(0)) + ¢, kun = Argy((0)

Néin ollen kuvapolkujen tangentit saadaan kertomalla tangentit samalla nollas-
ta poikkeavalla kompleksiluvulla f/(zp). Télloin tangenttien véilinen kulma ja suunta
eivit muutu, mutta ne kiertdvét saman kulman, f’(zp):n argumentin, verran. Merki-
tadn kdyrien v, ja o vélistd kulmaa o = as — ay ja f(71) ja f(79) vilistd kulmaa
B = B2 — P1. Koska f'(z9) # 0, niin laskun (3) nojalla sileiden kiyrien v; ja o vélinen
kulma pysyy kuvauksessa f samana: ag — a3 = o — 51 +n2mw, jollain n € Z. Kuvassa
5 on havainnollistettu kéyrien tangenttien véliset kulmat pisteissd zy ja f(2o). U

Kuva 5. Kéyrien v ja yo sekd f(71) ja f(72) leikkauskulmat.

HuomauTus 2.17. Jos Lauseen 2.16 funktion f derivaatta olisi 0 jossain pisteessé
z1 € A, niin talloin f ei vilttaméattd kuvaisi kahta pisteessé z; leikkaavaa eri siledd
kédyraa samassa kulmassa leikkaaviksi sileiksi kayriksi.

ESIMERKKI 2.18. Olkoon f : C — C, missd f(z) = 22, jolloin f'(0) = 0, ja ol-
koot siledt kdyriat v1(t) = it ja y(t) = t, t € R. Télloin kdyriat v; ja o leikkaavat
toisiaan kohtisuoraan origossa. Talloin f(v1(t)) = (it)?> = —t* ja f(1.(t)) = 2, jolloin
molemmat siledt kdyrat kuvautuvat samalle suoralle (reaaliakselille), eikd kuvakéy-
rien vélinen kulma origossa ole endé suorakulma. Tamé johtuu siitd, ettd funktion f
derivaatta origossa on nolla, jolloin se ei siiné pisteesséa sailyta kulmia.

Esimerkissd 3.7 kiiydddn tarkemmin lipi, milloin funktio 2? sdilyttdsd kulmat.



3. Konformikuvaukset ja esimerkkeja

Téasséd luvussa kidydadn lapi konformikuvausten méaédritelmé sekd ominaisuuksia.
Liséksi annetaan erilaisia esimerkkeja konformikuvauksista. Osa tuloksista jatetdan
viitteiden varaan. Téssd luvussa on kéytetty lahteita [1], [3] ja [12].

MAARITELMA 3.1. Olkoon U,V C C avoimia osajoukkoja. Funktio f : U — V
on konformikuvaus, jos f on holomorfinen bijektio.

LEMMA 3.2. Kaikki konformikuvaukset f : C — C ovat muotoa f(z) = az + b,
missd a ja b ovat kompleksilukuja ja a # 0.

TobisTus. Tiedetdén, ettd muotoa f(z) = az+ b olevat kuvaukset ovat holomor-
fisina bijektioina konformikuvauksia. Viitteissd [1, s. 388] ja [3, s. 180] todistetaan,
ettd ei ole muita konformikuvauksia C — C. U

LEMMA 3.3. Olkoon U,V C C avoimia osajoukkoja ja f : U — V konformikuvaus.
Talloin sen derivaatta on nollasta poikkeava kaikissa joukon U pisteissa.

TobisTus. Koska funktio f on joukon konformikuvauksena bijektio joukossa U,
on sen derivaatan oltava nollasta poikkeava kaikkialla joukossa U. Tarkempi todistus
ohitetaan ja sithen voi tutustua viitteen [3, s. 179-180] avulla. O

Kuvassa 6 on yksinkertainen havainnollistus konformikuvauksesta.

Kuva 6. Konformikuvauksen havainnollistus.

SEURAUS 3.4. Lauseen 2.16 nojalla mikd tahansa kompleksikuvaus, jolla on nollas-
ta poikkeava derivaatta ja joka on bijektio, sdilyttdaa kulmat kompleksitasossa. Tdllais-
ta avoimen joukon D C C kompleksikuvausta sanotaan konformiseksi niissd pisteissd,
joissa se sdilyttid kulmat.

LAUSE 3.5. Olkoon f : C — C konformikuvaus. Tdlloin funktion f kddnteiskuvaus
f= on konforminen.

TobisTus. Tiedetédén, ettd bijektion kddnteiskuvaus on bijektio ja viitteessa [3,
s. 179] nédytetédén, ettd holomorfisen funktion kddnteiskuvaus on holomorfinen. Néin
ollen holomorfisen bijektion kédénteiskuvaus on holomorfinen bijektio, eli konformiku-
vauksen kadnteiskuvaus on konforminen. O
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LAUSE 3.6. Olkoon U, V,W C C avoimia osajoukkoja. Tdlloin konformikuvausten
f:U—=V jag:V — W yhdiste go f on konforminen.

Tobistus. Olkoon V,U, W C C avoimia. Olkoon f: U — V jag:V — W kon-
formikuvauksia. Bijektioiden yhdiste on bijektio ja holomorfisten kuvausten yhdiste
on holomorfinen. Siispd konformikuvausten yhdiste on konforminen. U

ESIMERKKI 3.7. Etsitdén yksikkonelion
S={r+iy:0<zx<1,0<y<1}

kuvajoukko konformikuvauksella f(z) = z?. Funktio f on holomorfinen bijektio jou-
kossa kuvajoukolleen ja néin ollen se on joukon S konformikuvaus. Suorat kulmat
pisteissd z; = 1, 20 = 1 4+ 1 ja z3 = ¢ kuvautuvat suoriksi kulmiksi pisteisiin w; = 1,
wy = 2i ja wy = —1. Imaginéériakselin pisteet z = 0+bi, b €]0, 1[ kuvautuvat pisteik-
si —b?, b €]0, 1 reaaliakselille. Néin ollen nelién vasen sivu seké alasivu kuvautuvat
samalle suoralle Im(z) = 0. Kuvassa 7 on funktion f = 2?2 lihto- ja maalijoukko
piirrettyna koordinaatistoon ja selvennetty véreilla.

Im
T wy =2
f(z) = 2?
Im e /
Tn:i =1+
- — - ﬁ -
|-‘n=U z1=1 Re wy =—1 |"‘n=0 wi=1 Re

Kuva 7. Yksikkonelion konformikuvaus funktiolla f = 22.

ESIMERKKI 3.8. Olkoon —0o < a < b < ooja—7 < a, < m. Olkoon f: D — D',
missi f(z) = e® ja D, D’ € C avoimia joukkoja, joille

D={z=zx+iy:a<z<ba<y<f}ja
D' ={w:e" < |w| < e a < Arg(w) < B}.

Télloin f on holomorfinen kaikilla z € C, silld sen derivaatta on e, joka on
kaikkialla nollasta poikkeava. Funktio e* = e®e” kuvaa pystysuorat Re(z) = zq -
siteisen origokeskeisen ympyran kaariksi, koska |3 —«| < 2w. Vaakasuorat Im(z) = yo
kuvautuvat origosta lihteviksi siteiksi, joiden argumentti on g, e® ja e’ siteisten
ympyroiden véliin.

Funktion f kéd#dnteiskuvaus on kompleksisen logaritmin paéhaaran rajoittuma jouk-
koon D', eli

fH(w) = Log(w), kaikilla w € D'.
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Talloin eksponenttifunktio f(z) = e* on konformikuvaus joukosta D joukkoon D’
ja samoin kuvaus f~'(w) = Log(w) on konformikuvaus joukosta D’ joukkoon D.

Kuvauksen f(z) = e* maalijoukko on e’ siiteinen ympyrisektori kulmalla |3 — «f,
josta on poistettu e® séteinen sektori. Kuvassa 8 on kuvauksen f(z) = e* lihto- ja

maalijoukko seké eri véaristen katkoviivojen kuvautuminen funktiolla f.

Kuva 8. Konformikuvaus e* joukosta D joukkoon D’.
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4. Laajennettu kompleksitaso

Téssd luvussa on kéytetty lahteita [1], [3], [5], [7], [10], [11] ja [13]. Seuraavaksi tu-
tustutaan laajennettuun kompleksitasoon, sen laskusdéantéihin ja Riemannin palloon,
joita tarvitaan Mobius-kuvauksien tarkastelua varten.

Kompleksitasoon C voidaan lisata kompleksinen dérettomyyspiste oo ¢ C. Talla
tavoin saatua uutta joukkoa C = C|J{oo} kutsutaan laajennetuksi kompleksitasoksi.
Toisin kuin laajennetulla reaalitasolla, laajennetulla kompleksitasolla on vain yksi
aarettomyyspiste.

MAARITELMA 4.1. Asetetaan seuraavat laskutoimitukset joukkoon C

co+z=2z+00=00, kun z € C,
00z =2:00=00, kun z € C\ {0},
i=0, kun z € C,

00

gzoo, kun z € C\ {0}.

HuomAuUTUS 4.2. Operaatioita oo — 0o, 22, % ja 0 - 0o ei ole madritelty, eikd niitéa
saa kayttaa.

Laajennettu kompleksitaso C on kompleksilukujen joukko, johon on lisdtty #é-
rettémyyspiste oo € C. Témin pisteen ajatellaan olevan #drettomin kaukana missé
suunnassa tahansa. Laajennetulle kompleksitasolle méaritelldan topologia, jonka kan-
nan muodostavat kompleksitason avoimet kiekot seké sellaiset joukot, joihin kuulu-
vat ddrettomyyspiste seké kaikki kompleksiluvut, joiden itseisarvo on jotakin vakiota
suurempi, eli muotoa

{zG(C:]z—20]<r}tai{oo}U{z€C:|z|>7“}

olevat joukot. Télloin laajennettu taso on topologisena avaruutena kompakti. Laajen-
netun kompleksitason topologian tarkempi késittely ohitetaan téssa tyossda. Komplek-
sitason kompaktiuteen voi tutustua tarkemmin viitteista [3, s. 335-338] ja [10, s. 10].

4.1. Riemannin pallo. Laajennettua kompleksitasoa C voidaan kuvata yksikko-
pallona avaruudessa R?. T#t# palloa kutsutaan Riemannin palloksi, Kuva 9.

0]

0

Kuva 9. Riemannin pallo.
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Kompleksitaso voidaan kuvata Riemannin pallolle siten, ettéd origo kuvautuu pal-
lon eteldnavalle ja ddrettomyyspiste pohjoisnavalle ja kaikki muut kompleksitason
pisteet kuvautuvat bijektiivisesti pallon pinnalle seuraavalla tavalla: sijoitetaan Rie-
mannin pallo kompleksitason pédlle niin, ettd origo ja pallon eteldnapa ovat samassa
pisteessa. Talloin kaikki pisteet kuvautuvat stereografisella projektiolla, kun dédretto-
myyspisteesté, eli pallon pohjoisnavasta piirretéén suora L pisteeseen z kompleksita-
sossa. Talloin kompleksitason piste z kuvautuu pallon pinnalle sen leikkauspisteeseen
P(z) suoran L kanssa. Niin saadaan kaikki pisteet z = a + ib vastaamaan yksiké-
sitteisesti pistettd P(z) pallon pinnalla. Stereografista projektiota Riemannin pallon
pinnalta laajennetulle kompleksitasolle on havainnollistettu kuvissa 10 ja 11.

5 Alm 7
2i

1i

Kuva 10. Stereografinen projektio Riemannin pallolta kompleksitasol-
le. Kuva viitteesta [10].

Kuva 11. Neliéruudukon stereografinen projektio kompleksitasolta
Riemannin pallolle. Kuva viitteestd [11].
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4.2. Konformikuvaukset joukossa C. Kompleksifunktion siirtiminen Riemannin
palloon antaa mahdollisuuden tarkastella funktion kayttaytymistd ddrettomaéssé ai-
van kuten misséd tahansa muussa pisteessi. Erityisesti voidaan tarkastella, sailyttéaa-
ko funktio kahden silein polun vélisen kulman niiden leikkauspisteen ollessa déretto-
myyspisteessa.

Kompleksikuvausta f voidaan tarkastella ddrettomyyspisteessd inversion avulla,
jolloin pisteen N = oo ympéristd muuttuu pisteen S = 0 ympéristoksi. Talloin
saadaan kuvauksen konformisuudelle annetussa laajennetun kompleksitason pisteessé
seuraava maaritelma.

MAARITELMA 4.3. Olkoon f : U — V, missi U,V C C avoimia joukkoja. Talloin
funktio f on konforminen pisteessi

(i

) z€C, kun f(z) € C, jos f on kompleksisesti derivoituva pisteessi z ja f'(z) # 0.
(17) =z € C, kun f(z) = oo, jos 1/f(z) on konforminen pisteessi z.
)

)

(1ii) 2z =00, kun f(z) € C, jos f(1/z) on konforminen pisteessa 0.

(
(tv) 2z =00, kun f(o0) = o0, jos 1/f(1/z) on konforminen pisteessi 0.
MAARITELMA 4.4. Kuvaus f : U — V on konforminen, missia U,V C C ovat
avoimia joukkoja, jos f(z) on bijektio ja konforminen jokaisessa pisteessé z € U.

HuoMAUTUS 4.5. Bijektiiviselld kuvauksella f : U — V, missi U,V C C ovat
avoimia, voi olla enintdén yksi piste zo € D, jolle f(zy) = o0, silld injektio kuvaa eri
pisteet eri pisteiksi.

ESIMERKKI 4.6. Yksinkertainen esimerkki konformikuvauksesta f : C — C on

funktio f(z) = 27!, joka on peilaus yksikkdympyrin ja reaaliakselin suhteen. Peilauk-
siin palataan tarkemmin luvussa 6.4. Mééaritelmén 4.3 nojalla
(i): f'(2) = —272, joka on jatkuva ja nollasta poikkeava kaikilla z € C \ 0.
(i7): f(0) = o0, ja ﬁ = 2, joka on derivoituva ja sen derivaatta pisteessd 0 on nol-
lasta poikkeava. Néin ollen z on konforminen nollassa ja f on konforminen nollassa.
(i17): f(oo) =0 ja f(1) = z, joka on konforminen nollassa, jolloin f on konforminen
pisteessa oo.

LAUSE 4.7. Kaikki konformikuvaukset f : C — C ovat muotoa (az +b)/(cz + d),
missd ad — be # 0. Erityisesti kaikkien konformikuvausten f : C — C kuvajoukko on
koko laajennettu kompleksitaso.

Tobistus. Olkoon f : C — C konformikuvaus. Olkoon f : C — C miké tahansa
laajennetun kompleksitason konformikuvaus. Mésritellidn funktio h : C — C siten,
ettd jos f(oo) = oo, niin h = f, ja jos f(oco) = wy # 00, niin h = g o f, missd
g(z) = 1/(z — wp). Koska g on nyt muotoa (az + b)/(cz + d), joka kuvaa pisteen wy
pisteeseen oo, niin A on molemmissa tapauksissa joukon C konformikuvaus. Funktion
h rajoittuma joukkoon C on kompleksitason konformikuvaus itselleen, jolloin A on
Lemman 3.2 nojalla muotoa h(z) = az + b, a # 0. Koska f = h tai f = g~! o h, niin
f on muotoa (az +b)/(cz + d). O
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HuoMAUTUS 4.8. Laajennetun kompleksitason konformikuvaukset f : C — C

ovat muotoa
az+b T

(4) f(z)—m, a,b,c,d € C, ja ad — be # 0.
Namé funktiot ovat seuraavassa luvussa késiteltdvid Mobius-kuvauksia. Ehto ad —
bc # 0 varmistaa, ettei kyseessd ole vakiokuvaus. Laskemalla samaan tapaan kuin
Esimerkissd 4.6 ndhd&dn, ettd f on konforminen nollassa ja #d&drettomyyspisteessi
tapauksissa ¢ = 0, jolloin f(c0) = 0o ja ¢ # 0, jolloin f(—d/c) = 0.

Funktio f on bijektio, silld sen kédanteisfunktio

ECEE—

—cz+a
on my6s muotoa (4). Tllsin kuvaukselle f pitee f(C) = C. Siispd funktiot muotoa (4)
ovat joukon C kuvauksia itselleen seké yksikkokiekon kuvauksia itselleen tai joukkoon
C. Lis#d viitteissi [1, s. 389-391] ja [5, s. 38]. Yksikkokiekon kuvaukseen laajennetussa
kompleksitasossa palaamme mychemmin Esimerkissa 5.10.
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5. Mébius-kuvaukset

Téssé luvussa on kiytetty lahteita [1], [3], [8] ja [11]. Aluksi médritellddan Mobius-
kuvaukset ja osoitetaan, ettd ne voidaan rakentaa yksinkertaisten alkeismobius-kuvausten
yhdisteistd. Mobius-kuvauksista kaydéaan ldpi yhdisteet, kdédnteiskuvaukset seké nii-
den yhteys 2 x 2 matriiseihin.

5.1. Alkeismébius-kuvaukset.

MAARITELMA 5.1. Funktio f : C — C on M6bius-kuvaus, jos se voidaan kirjoittaa
muodossa
az+0b —
5 = C
o) o) =ZE0 2eT
joillakin kompleksiluvuilla a, b, ¢ ja d, joille ad — be # 0.

HuomauTus 5.2. Jos olisi ad — bc = 0, niin funktion kahden pisteen erotus olisi
aina nolla, silla

_aw+b azx+b  (aw+b)(cz+d) — (az +b)(cw + d)
Jw) = J(z) = cw+d cz+d (cw+d)(cz +d)
w(ad — be) + z(cb — ad) + awcz + bd — azew — bd

(cw + d)(cz + d)

_ (ad — be)(w — 2)
(cw + d)(cz + d)

Téssé tulee huomata, ettd tdmaé tarkastelu ei koske tilannetta f(w) = oo ja f(z) = oo,
silld laskutoimitusta co — oo ei ole mééaritelty. Toisin sanoen tarkastelusta jatetdian
pois tilanteet cz +d =0 ja cw +d = 0.

= 0.

MAARITELMA 5.3. Alkeismobius-kuvaukset f : C — C ovat

i. siirto f(2) = z+b, missd b € C,

ii. kierto f(2) = €z, missi 6 € R,

iii. dilataatio f(z) =7z, missid r € Ry,

iv. inversio f(z) =271 jolle f(0) = oo ja f(oc0) = 0.

LEMMA 5.4. Alkeismobius-kuvausten kdadanteiskuvaukset ovat alkeismobius-kuvauksia.

TobisTus. Kadnteiskuvaukset ovat z — b, jolle pitee —b € C, e 2, jolle piitee
—0 e R, %Z, jolle pétee % € R, sekéi 271, joka on sama kuin inversion kuvaus itse. Ndin
ollen kaikkien alkeismobius-kuvausten kadnteiskuvaukset ovat edelleen alkeismobius-
kuvauksia. O

LAUSE 5.5. Kaikki Mébius-kuvaukset voidaan kirjoittaa korkeintaan viiden alkeismébius-
kuvauksen yhdisteend.

Tobistus. Olkoon f: C — C, f(2) = ?jig, mielivaltainen Mobius-kuvaus. Tar-
kastellaan aluksi tapausta ¢ = 0. Osoitetaan, ettd f on tyyppeja i, ii ja iii olevien
alkeismobius-kuvausten yhdiste. Téssé ei a eikéd d voi olla nolla, silld ad — bc # 0, jos

ja vain jos ad # 0. Osoitetaan, ettd talloin pétee

f(Z) = (fs o fyo fl)(z)a
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missé funktiot fi, fo ja fs ovat alkeismobius-kuvauksia. Kaikilla 2 € C voidaan funktio
f kirjoittaa muotoon

az+b a n b

=—-z+-.

d d d

Koska ¢ # 0, niin siirtymélld napakoordinaatteihin voidaan kirjoittaa § = re
r € Ry ja # € R. Talloin alkeismobius-kuvaukset ovat muotoa

f(z) =

® missd

fi(z) = €% flz) = 12 a fo() = = +

ja niiden yhdiste on

(f3o fao f1)(2) = (fso f2)(€”2) = fa(re”z) =re’z + (%’
a b:az—i—b:f(z)'

d d d

Néin ollen tapauksessa ¢ = 0 véite pétee. Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ¢ # 0.
Télloin kuvaus voidaan kirjoittaa muotoon

~az+b  claz+0b)+ad—ad a(cz+d)+bc—ad

J(z) = cz4+d c(cz 4+ d) B c(cz 4+ d)
_a+bc—ad_a bc — ad 1
c cz+cd c c? 24+ 4
missé I’Cc’%l voidaan kirjoittaa napakoordinaattimuodossa
bc — ad 0
=re".
2

Télloin f(2) = (fs o fao fso fyo f1)(2), missi

d
f1(2>:z+bl, bl:z’
1
fo(2) = P
f3(2) = ez,
fa(z) =rz, re Ry ja
f5(2) = 2 + by, bgz%.

Molemmissa tapauksissa ¢ = 0 ja ¢ # 0 voidaan tarkasteltava Mobius-kuvaus esittéaé
korkeintaan viiden alkeismobius-kuvauksen yhdisteené. 0

5.2. Mobius-kuvausten perusominaisuuksia.

LAUSE 5.6. Kahden Mdébius-kuvauksen yhdiste on Mdobius-kuvaus.
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TopisTus. Olkoon f(z) = £ ja g(w) = =L Mobius-kuvauksia ja olkoon
h(w) = f o g(w). Talléin

ag(w)—l—b_aw—i-b

h _ _ — — Uw—+v
| e gsw+at +buw + b (as + bu)w + (at + bv)
- ewdebbduiwddy e ot + duw +dv o (es + du)w + (ct + dv)’
mikd on nyt muotoa ji”u—if ja nédin ollen yhdistetty kuvaus f o g on Mo6bius-kuvaus,

mikéli ad — Gy # 0.
Tarkistetaan vield, ettd ad — Sy # 0 pétee. Soveltamalla 2 x 2 kompleksisten
matriisien determinanttia, saadaan

ad — By = det {?; ﬂ :det[

as+bu at+ bv}
)

cs+du ct+dv

T&lloin havaitaan, etta
as+bu at+bv| a bl |s t
det [cs +du ct+ dv} = det < [c d] {u v] >

ja matriisien determinantin laskusdannolld patee

w(fe g o) =oale afo ]

Tiedetédén, ettd ad — be # 0 ja sv — tu # 0, jotka ovat kuvauksia f ja g vastaavien
matriisien determinantit. Yhdistetyn kuvauksen matriisin determinantti on ad — 3,
joka on kuvauksien f ja g matriisien determinanttien tulo, missd kumpikaan termi ei
voi olla nolla, joten ad — By # 0. U

Seuraavassa luvussa késitellddn matriisien yhteyttd Mobius-kuvauksiin tarkem-
min. Kompleksimatriiseihin voi tutustua lisda viitteessa [8].

LAUSE 5.7. Kaikki Mébius-kuvaukset f : C — C ovat konformikuvauksia.

TobpisTus. Osoitetaan, ettéd jokainen alkeismobius-kuvaus on konforminen jou-
kossa C. Tihiin vaaditaan konformisuus joukossa C ja pisteessi co. Olkoon b, § € R
jar € R,. Maéaritelmén 5.3 alkeismobius-kuvaukset ¢ — 227 ovat bijektioita ja derivoi-
tuvia kaikilla z € C, joten ne ovat konformisia joukossa C. Kuvauksille ¢ — 7ii pétee
f(z) = oo, kun z = oco. Mééritelmén 4.3 nojalla ne ovat konformisia dérettoméss,
jos g = 1/f(1/2) on konforminen nollassa.

1 1 1
i) gi(z) = f(%) = ﬁ’ jonka derivaatta on m
1 1 1 1
it)  gi(z) = f(l) =g = @z, jonka derivaatta on 0 ja
1 1

i) gui(2) = @ = 1 = ;, jonka derivaatta on %
Talloin funktioilla g;, g;; ja gi;; on nollasta poikkeava derivaatta pisteessd z = 0, jolloin
ne ovat konformisia pisteessi oo. Niin ollen funktiot z +b, €z ja rz ovat konformisia
joukossa C ja funktion 2! konformisuus joukossa C on todistettu Esimerkissé 4.6.
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Néin ollen kaikki alkeismobius-kuvaukset ovat konformisia, ja Lauseen 3.6 nojalla
my0s alkeismobius-kuvausten yhdisteet, Mobius-kuvaukset, ovat konformisia. U

LAUSE 5.8. Moébius-kuvauksen kadanteiskuvaus on Mobius-kuvaus.

TobisTus. Olkoon f: C — C, f = fs0 fyo f30 fo o fi, missd kuvaukset f; ovat
alkeismobius-kuvauksia kullakin j = 1,2,3,4,5. Télloin funktion f kédanteiskuvaus
on f' = ftofytofstofitofsh joka on Lemman 5.4 ja Lauseen 5.6 nojalla
alkeismobius-kuvausten kédanteiskuvausten yhdisteend Mobius-kuvaus. U

LEMMA 5.9. Funktiot, jotka kuvaavat yksikkokiekon D = B(0,1) konformisesti
itselleen, ovat muotoa

(6) f(z)=e

missd 6 € R ja ¢ € C, jolle |c| < 1.

w0 2TC
1+¢c2’

Topbistus. Tarkistetaan, ettd muotoa (6) olevat funktiot antavat konformiku-
vauksen joukosta D itselleen. Nihdiin, ettd f = g o h, missi g(z) = €z ja h(z) =

IZIECZ. Funktio ¢ on Mo&bius-kuvaus, joka kiertdéd joukkoa D origon ympéri. Nain ol-
len g kuvaa joukon D itselleen konformisesti. Funktio A on muotoa ‘;Zf, missi

a=1,8=cy=cjad=1jollead —fy=1-1—c-c=1-|c|* # 0, koska
|c| < 1. Néin ollen h on Mé&bius-kuvauksena konformikuvaus.
Tarkastellaan seuraavaksi, miten pallon eri pisteet kuvautuvat.

h(0) = % = ¢ kuvautuu kickon sisélle, silld |c| < 1.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd funktion h osoittajan normi on viitteen arvoilla aina
pienempéd kuin nimittdjan normi. Osoitetaan, ettd |z 4+ ¢| < |1 4 ¢z, jos ja vain jos
|z| <1, misséd yhtdsuuruus pétee, jos ja vain jos |z| = 1, kun |¢| < 1.
|z 4| < |1+72|
|z +c* < |1+ez
(z+c)(z+¢) < (1+722)(1 +c2)
2Z4+cz4+zc+cc<14c¢z+ cz+cezz
2] + [ef® < 1+ |ef?|2]?
[2]* = [ef?[2[* < 1= |cf?
[2[*(1 = [ef*) <1~ c?
2]* <1
2] <1,

SR R A

T

josta ndhddén, ettd vain tilanteessa |z| = 1 saadaan yhtdsuuruus yht&loon. Tiedetdén,
ettd 1 — |c|* > 0, silli |¢|] < 1. Néin ollen |h(z)| < 1 kaikilla |z] < 1 ja kaikki
reunapisteet kuvautuvat reunapisteiksi. Viitteessd [1, s. 388-389] todistetaan, ettd f
on surjektio, ja ettéd oletuksen mukaiset konformikuvaukset ovat todella téatd muotoa.

O
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ESIMERKKI 5.10. Olkoon kuvaus f : C — C, missi f(z) = ==. Olkoon D = {2 :

|z| <1} € Cja D' = {w: Re(w) > 0} C C avoimia joukkoja. Kuvaus f on Mobius-
kuvaus, silld se on muotoa ZIS’ missi a = —1,b=1,c =1 jad =1, ja jolle pitee

ad —bc = —2 #0. Olkoon g : C — C, g(w) = };—z Yhdistetty funktio f o g on talldin

1 — 1—w 1+w—(1—w) 2w

T 2w
o 1+w 1+w _ 14w
flg(w)) = 1+ w - wilw — 2 9
14+w 14+w 1+w
= w.

Samoin g o f = z. Funktion f ki#nteisfunktio on siis f~! = g.
Lasketaan w = f(z), jolloin

l—2z 11—z 1+z 1—-z+z—22 (1—1z]*) —2i-Im(2)
w = = . = =
1+2z 142z 1+7% |14 2|2 11+ 2|2 ’

josta ndhd&aén, etta

1—|z?
IR
jolloin, kun |z| = 1, niin Re(w) = 0 eli yksikkokiekon reuna kuvautuu imagindéariak-
selille sekd 0 kuvautuu pisteeseen 1 ja piste —1 kuvautuu &ddrettomédn. Télloin on
selvid, ettd w € D', jos ja vain jos z € D. Koska f = f~1, niin f kuvaa my6s joukon
D’ joukkoon D.

Nain ollen f kuvaa avoimen kiekon D konformisesti avoimelle puolitasolle D’.
Samoin f~!(w) kuvaa joukon D’ konformisesti joukolle D.

Re(w)

T
———— = l—z !
o ""\\ f{Z) = 1+z I n
# —
A D N :
{ \\ |
" 8 3
| - -
\ 0 i 10 1
\‘ 'J.r :
s A e 1—w
\ y g(w) =1 |
T = -+ I
1

Kuva 12. Konformikuvaus ljrj joukosta D joukkoon D).

1

SEURAUS 5.11. Mébius-kuvauksen f(z) = %ﬁ, kécnteiskuvaus on f~1(z) = _djTjrba.

TobisTus. Tarkastellaan tapausta ¢ # 0. Tapaus ¢ = 0 todistetaan vastaavasti.
Lauseen 5.5 todistuksen mukaisesti saadaan ka#nteisfunktiolle esitys

)=t ofs o fst o fit o f)(2).
Talloin kadnteisfunktio voidaan laskea kayttamaélla Lauseen 5.5 todistuksen alkeismobius-
kuvauksien kadnteiskuvauksia, jotka ovat muotoa
_ _ 2z _ i _ 1. _
5 1(Z) =z—by, Jy 1(2) =-, f3 l(z) = ez, I3 I(Z) = ja  fi 1(2) =z—by,

r
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missé
a 45 bec—ad . d

by = —, re" = 5 ja by = —.
c c c

Talloin nédiden yhdistetty kuvaus on
FHe = (o fs o fst o fito f)(2)
=(filofal o fs o fi)(z = b)

= (fitofyto fi) (2 — 62)

r

- o i) (57)

rew

70 160
e re . re _
=/ (2—b2) a <Z—bz) h

beeadd be—ad d be—ad—c(z—2)d

2 T _ =
Cz—2 ¢ Az-9) ¢ c(z—9)
_bc—ad—czd+ad c(—dz+0b) dz—b
B c(ecz —a) "~ clecz—a)  —cz4a
kun ¢ # 0. Sama esitys patee, kun ¢ = 0. Tamé ndhdédan soveltamalla Lauseessa 5.5
esiintyvéaé esitystd funktiolle f tapauksessa ¢ = 0 ja sijoittamalla kuten edellé. O
5.3. Mobius-kuvaukset ja matriisit. Mobius-kuvausta f(z) = %j:s voidaan luon-
nehtia epasingulaarilla 2 x 2 kompleksimatriisilla
a b
=l

missé epésingulaarisuudella tarkoitetaan, ettd ad —bc # 0. Kééntéen jokainen epésin-
gulaarinen matriisi muotoa A muodostaa kertoimet Mobius-kuvaukselle f : C — C.
Jos matriisi A on epésingulaarinen, niin silld on ké#inteismatriisi

At — 1 d —b
(ad —bc) |—¢ a
Jos matriisilla ei ole k#ddnteismatriisia, niin se on singulaarinen. Seuraavassa Huo-

mautuksessa kdydéaan 1api, miksi matriisin kerroin voidaan jattaa Mobius-kuvauksissa
pois.

HUOMAUTUS 5.12. Mobius-kuvaus f : C — C ja sitd vastaava matriisi Ay eivit
kuitenkaan vastaa toisiaan taysin yksi yhteen, silld kun A\ # 0, niin funktiot

b
7) £ =
ja
A Ab
) ) = S

ovat vaihtoehtoisia esityksia samalle kuvaukselle, eli f = f) kaikilla nollasta poikkea-
villa kompleksiluvuilla A\. Kun kuvaus on esityksen (7) mukainen, voidaan valita luku
A siten, ettd A2(ad — be) = 1 eli A = +(ad — be)™'/2, ja esittdd funktion f kaavan
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(8) mukaisesti valitulla luvulla A. On siis selvad, ettd Mobius-kuvauksen f voi aina
kirjoittaa muodossa
_az+b

©) S =

MAARITELMA 5.13. Kun Mobius-kuvaukselle f pétee ad — bc = 1, niin kuvaus

siten, ettd ad — bc = 1 pétee.

. . . a bl . : .
on normalisoidussa muodossa ja matriisi A; = . d] , jonka determinantti on 1, on
normalisoitu Mobius-kuvausta f vastaava matriisi.

Téllaisten normalisoitujen matriisien ja Mobius-kuvausten vilille saadaan bijek-
tiivinen vastaavuus.

Seuraavan lauseen avulla Mobius-kuvauksia sisaltavit laskutoimitukset voidaan
muuttaa yksinkertaisiksi matriisilaskuiksi.

LAUSE 5.14. Olkoot Ay ja B, Mébius-kuvauksia f ja g vastaavat matriisit. T'dlloimn
Mobius-kuvauksia f o g ja f~! vastaavat matriisit ovat AsB, ja A;l tdssa jarjestyk-
se8sd.

TobisTus. Olkoon
az+0b . sz+t
f(2) = cz+d ja gl2) = uz + v

Mébius-kuvauksia. Télloin funktioita f ja g vastaavat matriisit Ay ja B, ovat

a b . s t
Af:L d} ja Bg:[u }
Lasketaan A;B, ja fog

AB_ab s t| |as+bu at+bv
29 = le d| |lu v| ~ |es+du ct+dvl|’

ja Lauseen 5.6 todistuksen nojalla

(fo )(w>_asw+at+buw+bv _ (as + bu)w + (at + bv)
g Ccswtct+duw+dv (es+ du)w + (et + dv)’

Néin ollen kuvausta f o g vastaava matriisi on A;B,.

Olkoon f : C — C ja g : C — C M&bius-kuvauksia siten, ettd f(z) = %Z ja
g(z) = fczzfa. Télloin funktio g on Seurauksen 5.11 nojalla kuvauksen f ka#nteisku-

vaus, eli g = f~!. Tarkastellaan matriisin A, kiiéinteismatriisia:

Cda b . 1 d —b
Af[c d] JaAf detA[—C a}

Olkoon B = A;l ja A = detA, jolloin todistuksen alkuosan perusteella matriisi AB,
vastaa Mdobius-kuvausta g. Koska A ei ole nolla, niin Huomautuksen 5.12 nojalla myos
matriisi B vastaa Mobius-kuvausta g = f~1. U

ESIMERKKI 5.15. Olkoon g, h ja k Mobius-kuvauksia siten, etta

z+1 z zZ—1

9(z) = h(z) = ja k(z) =

z—1’ Z 41 z
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Lasketaan f = g o h o k. Muutetaan ensin Lauseen 5.14 avulla Mobius-kuvaus f sitd
vastaavaksi matriisiksi Ay.

1 1 1 0] [1 —i
A:_1 —1}[1 z][1 0]
11411 104104 10—
T1e1-1-1 1-0—i 1 0
(240 =2
Tl =i 0]

Talloin ndhdéaén, ettd kuvaus f on muotoa
2+i)z—2i (—1+2i)z+2

f(z) = —1z2+0 - 2
ESIMERKKI 5.16. Normalisoidaan alkeismobius-kuvauksia vastaavat matriisit.
(1] ll) ; f(z) = z + b, joka on siirto,
3 (1) , f(2) = az, joka on dilataatio, kun a > 0, ja kierto, kun a = ¢”, sek
0 1 1. ) )
1 ol f(z) = z7", joka on inversio.

ESIMERKKI 5.17. Olkoon f : D — D’, missi D, D’ C C avoimia joukkoja siten,
etta

D:{z:|Re(z)]<g} ja D'=C\{w:|Im(w)| > 1 ja Re(w) = 0}.

Olkoon f : D — C, f(z) = tan(z) = 22 Yhtls cos(z) = 0 pétee, kun z = 7 + 2k,

cos(z)*
k € Z, joten funktio cos(z) ei saa arvoa nolla joukossa D. Funktion f derivaatta on

f'(z) =

cos(z) cos(z) — sin(z)(—sin(z))

cos?(z)
cos?(2) + sin?(z)
cos?(z)

 (cos(z) 4 isin(z))(cos(z) — isin(z)) % =iz

cos?(z)  cos?(2)
1
 cos?(z)’
joka on nollasta poikkeava kaikilla z € D. Niin ollen f on holomorfinen. Funktiolle f
patee
sin(z)  le®—e™™  1—e*
cos(z)  ieF4e iz T+ ez’
jolloin ndhdé&én, ettd f voidaan muodostaa yhdistettyné funktiona f = f,o fso fao fy,
missi

tan(z) =

fie) =2, B)=¢ BE)=1 i) =is




22

Funktiot f; ja f; ovat selvésti holomorfisia bijektioita ja Lauseen 5.7 todistuksen
nojalla konformisia kaikilla z € C ja f3 on Md&bius-kuvauksena bijektio. Funktion f5
méérittelyjoukko on avoin jaksovyo {z =z + iy : x € C,|y| < 7} ja se on derivoituva
seka silld on kaanteiskuvaus Log(z). Talloin funktiot f; ovat holomorfisia bijektioita.
Tarkastellaan funktioiden f;,7 = 1,2, 3,4, avulla joukon D kuvautumista.

Kuvaus f; kédéntad vertikaalisen avoimen joukon kaksi kertaa leveimmaéksi hori-
sontaaliseksi joukoksi.

Merkitédin z = x + iy, jolloin e* = e%e” saadaan muotoon |e*| = ¢%, x,y € R.
Talloin ndhdddn, ettd funktio e* kuvaa janat z = iy, y € [—m, 7| origokeskeisiksi
yksikkoympyroiksi. Samoin e* kuvaa kaikki janat z = xy + iy origokeskeisiksi yksik-
kéympyrad pienemmiksi ympyroiksi, kun xg < 0 ja suuremmiksi, kun zy > 0. Suorat
z=x—mijaz=ux+mi, z € R, kuvautuvat avoimelle puolisuoralle | — 0o, 0], jolloin
funktion fy kuvajoukko on C\] — o0, 0].

Kuvaus f3 kuvaa origon pisteeseen 1, ja pisteiden —1 ja 0 vilisen avoimen janan
puolisuoralle |1, co[ sekd puolisuoran | — oo, —1] itselleen. T&ll6in funktion f3 kuva-
joukko on C\ (] — oo, —1] U [1, 00]).

Lopuksi kuvaus f; kertoo kaikki pisteet z € C imagindariluvulla, jolloin reaa-
liakseli kuvautuu imaginéériakselille ja toisinpéin. Talloin funktion f kuvajoukoksi
saadaan D' = C\ {|Im(z)| > 1}.

Jatkuvat funktiot f; kuvaavat siis reunat reunoiksi ja sisdjoukot siséjoukoiksi, jo-
ten f kuvaa joukon D joukoksi D'. Funktio f(z) on holomorfisten bijektioiden yhdis-
teend holomorfinen bijektio, eli se on konformikuvaus joukosta D joukkoon D’. Ku-
vassa 13 on kuvauksen f = tan(z) 1&ht6- ja maalijoukko, sekd yhdistetyn kuvauksen
funktioiden kuvat. Kuvissa merkitty katkoviivan kuvautumista seké eri symboleilla
eri pisteiden kuvautumista.

f = tan(2) i
|14 B — | P
m o gm I
2y 0" 2 0
: ' g(w)=arctan(w) 4+t
i i B E— '
: ] |
A n
wi T |
"""""" R — # ! :
| / 1
: f2 ! \ fs :
* — —t———0 o | —» f—a ¢+ o
0 -In 0 11 -1 0 1
; 4 / :
----------- 'O_------------ \\ // :
-ﬁz "-_‘_\'_"_'_'/ 3

Kuva 13. Funktion f = f; o f3 0 fy o fi kuvautuminen joukosta D
joukkoon D).
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ESIMERKKI 5.18. Seuraavissa kuvissa on kuvattu nelioruudukko Riemannin palloa
apuna kayttden kompleksitasolle Mobius-kuvauksilla. Kuvassa 14 on neliéruudukko
kuvattu inversiolla kompleksitasolta itselleen, jolloin origo kuvautuu pisteeseen oo.
Kuvissa 15 — 17 on alkeismobius-kuvausten yhdisteilla kuvattu nelioruudukko laajen-
netulle kompleksitasolle. Kuvat ldhteesta [11].

Kuva 14. Inversio. Kuva 15. Yhdiste.

Kuva 16. Yhdiste. Kuva 17. Yhdiste.
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6. Mobius-kuvausten ominaisuuksia
Téssé luvussa on kéytetty lahteita [1], [2] ja [9].

6.1. Kiintopisteet. Mobius-kuvausten tarkempaan tarkasteluun tarvitsemme kiin-
topisteet. Kiintopisteitd ovat ne pisteet, joille patee f(z) = z, ja z € C.

LAUSE 6.1. Olkoon f epdidenttinen Mobius-kuvaus. Tdlloin kuvauksella f on
enintidn kaksi kiintopistetta. Jos f on normalisoidussa muodossa f(z) = (az +
b)/(cz +d), jolle ad — bc = 1, niin silld on tasan yksi kiintopiste, kun |a + d| = 2 ja
muulloin tasan kaksi kiintopistettd.

Tobistus. Olkoon f normalisoidussa muodossa oleva Mobius-kuvaus. Tarkastel-
laan ensin tilannetta ¢ = 0, jolloin ad = 1 ja f on similariteettikuvaus f(z) = az + 3,
missi a = § # 0 ja = g. Talloin oo on selvasti yksi kiintopiste kaikilla 5 € C.
Toinen kiintopiste saadaan laskemalla

az+ ==z
& az—z=—0
& 2(a—1)= -0
= Z:oz_—ﬁl'

Voidaan olettaa, ettd o # 1 tai 8 # 0, silld muuten f olisi identtinen kuvaus. Nahd&én,
ettd a = 1 pétee, jos ja vain jos a = d = +1, silld ad = 1. Talléin a + d = +2 ja
Oj—ﬂ = %’B = 00, jolloin déretén on ainoa kiintopiste. Siispé tilanteessa ¢ = 0 funktiolla
f on yksi kiintopiste, kun |a 4 d| = 2 ja kaksi kiintopistettd muulloin.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta ¢ # 0. Télloin f(—d/c) = 0o ja f(o0) = a/c.
Néin ollen kumpikaan pisteistda —d/c tai oo ei ole kuvauksen f kiintopiste. T&ll6in

funktion f aérelliset kiintopisteet loydetadn yhtalosté

az+0b
cz—l—d:Z
& az+b=cz*+dz
& c?4+dz—az—b=0
& c?+(d—a)z—b=0.

Nyt yhtélo voidaan ratkaista toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla. T&ll6in

_ -0 =P D

2c
- _ —(d—a) £ \/(a2—|— d)? — 4ad + 4bc
o :—(d—a):t\/(a;d)z—él(ad—bc)
o :—(d—a)j:2(a+d)2—4’

josta ndhdaan, kun ¢ # 0, ettd kuvauksella f on yksi kiintopiste, kun |a + d| = 2, ja
kaksi kiintopistetta, kun |a + d| # 2. O
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LAUSE 6.2. Olkoon (z1, z3, 23) Eolme_em’ pistetti joukossa C. Tdllgin on olemassa
yksikdasitteinen Mobius-kuvaus f: C — C, jolle pdtee f(z1) =1, f(z2) =0 ja f(z3) =
00.

TobisTus. Oletetaan aluksi, ettéd kaikki kolme pistettd ovat déarellisia. Télloin

(10) f(z) =

(21 — 23)(22 — 2)
(21— 22)(23 — 2)

on etsitty Mobius-kuvaus, joka voidaan kirjoittaa muotoon f(z) = %. Jos jokin

pisteisté z1, 22 tai z3 on oo, niin voidaan antaa sopivan termin yhtélostéa (10) olla oo,
jolloin saadaan

(29— 2 .
,  jos z1 = 00,
Z3 — 2
Rl — %3 . .
(11) f(z) = , jos zz =00 ja
Z — Z3
Z— Z2 .
,  jos z3 = 00.
\ ?1 — 22

Todistetaan seuraavaksi yksikésitteisyys. Oletetaan, etté f ja g ovat molemmat Mobius-
kuvauksia, jotka toteuttavat Lauseen 6.2 viitteen. T&ll6in niiden yhdiste h = f~toyg
Mobius-kuvaus, jolle pétee

h(z1) = fH(9(21)) = 21,
joten
g(z1) = 1.
Samoin voidaan laskea g(z2) = 0 ja g(z3) = oco. Talloin funktiolla h on kiintopisteet

21, Z2 ja 23, joten se on Lauseen 6.1 nojalla identtinen kuvaus, jolloin g = (f~1)~ = f.
Néin ollen f on yksikésitteinen. 0

SEURAUS 6.3. Olkoon (21, 29, 23) ja (wy, wq, w3) pisteitd laajennetussa kompleksi-
tasossa, missd z; # z; ja w; # wj, kun v # j ja i,j = 1,2,3. Tdlloin on olemassa
yksikdsitteinen Mobius-kuvaus f : C — C, jolle pitee f(z1) = wi, f(z2) = ws ja
f(Zg) = Ws.

TobisTus. Méiritddn Lauseen 6.2 mukaiset kuvaukset g ja h siten, ettd g(z;) =
1, g(22) = 0 ja g(z3) = oo, sekd h(wy) = 1, h(we) = 0 ja h(ws) = oo. Olkoon
f=h"1tog. Tallsin f on Mobius-kuvaus.

fl1) = h7Hg(z1) = A1) = wn.
Samoin f(zy) = ws ja f(z3) = ws. Niin ollen tarkastelemalla kuvausta f = h™! o g,

ndhddén samaan tapaan kuin Lauseen 6.1 todistuksessa, ettd f on yksikésitteinen. [

6.2. Kaksoissuhteet. Téssd alaluvussa tutustutaan Mobius-kuvauksien kaksois-
suhteisiin. Kaksoissuhteen arvo siilyy muuttumattomana konformikuvauksissa.

MAARITELMA 6.4. Olkoon (z1, 29, 23, 24) eri pisteitd laajennetussa kompleksita-
sossa. Kaksoissuhde [z1, 29, 23, 24] on laajennetun kompleksitason piste f(zy), missé
f : C — C on yksikésitteinen Mobius-kuvaus, jolle f(z1) = 1, f(z2) = 0 ja f(z3) = 0.
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LAUSE 6.5. Kaksoissuhteen arvo lasketaan kaavalla
(21 — 23)(22 — 24)
(21 — 22)(23 — 24)

kun kaikki pisteet ovat darellisid. Jos yksi pisteistd on ddrettomyyspiste, saadaan

(12) [2172272372:4] —

;

20 — %
[00,22,23,24] = 2 4a
23 — 24
[21700723724] = S 237
(13> 24 — 23
Z4 — 2
[21722700724] = . 27
21 — 29
21 — <
[21722723700] = . 3'
\ 21— &2

TobisTus. Kaksoissuhteen laskukaavat saadaan suoraan kaavoista (10) ja (11).
U

LEMMA 6.6. Olkoon 21,2, 23,24 € C eri pisteitd. Télloin kaksoissuhde f(z4) =
(21, 22, 23, 24] on aina nollasta, yhdestd ja ddrettomyyspisteestd poikkeava kompleksi-

luku.

TobisTus. Olkoon (z1, 29, 23, 24) laajennetun kompleksitason eri pisteitd, joille
f(z1) =1, f(22) =0ja f(z3) = 00, ja olkoon funktio f Mobius-kuvaus. Télloin f on
konformikuvauksena bijektio, joten

f(z4) # f(z21) = 1, f(24) # f(22) = 0 ja f(24) # f(23) = o0
Nain ollen viite pétee. 0
ESIMERKKI 6.7. Lasketaan kaksoissuhteet 1,4, —1, —i] ja [0, —1, 14, 00].

(21 — 23)(22 — 24)

1,4,—1,—i] = (o = 22) (2 — 24)
(L+1)@+i) 4
(T —i)(=1+1d) 20
01400 =iz _O=) =1 _

21—z (0—(-1)) 1
LAUSE 6.8. Jos f on Mobius-kuvaus, niin
21, 22, 23, 24] = [f(21), f(22), f(23), [(24)],
jokaisella neljin eri pisteen joukolla (21, 2o, 23, 24), MiSSd 21, 22, 23, 24 € C.

TobisTus. Olkoon g yksikésitteinen Mobius-kuvaus, jolle g(f(z1)) = 1, g(f(22)) =
0 ja g(f(z3)) = oo. Télloin g o f kuvaa pisteet z; — 1, z5 — 0 ja 23 — oco. Kaksois-
suhteen madritelmén mukaan

[21, 22, 23, 24] = g © f(z4) = g(f(24)) = [f(21), [ (22), £ (23), f(24)]
patee. ]
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SEURAUS 6.9. Kaksoissuhteet [z1, 2o, 23, 24] ja [w1, we, w3, wy] ovat yhtisuuria, jos
ja vain jos on olemassa Mobius-kuvaus f jolle f(z;) = w;, kaikilla j = 1,2,3,4.

TobisTus. Olkoon f ja g Mobius-kuvauksia sekéd kaksoissuhteet [z1, 29, 23, 24] ja
[wy, wa, w3, wy] yhtasuuria. Télloin Mééritelmén 6.4 nojalla [wy, wa, w3, wy] = g(wy),
misséd g on yksikésitteinen Mobius-kuvaus, jolle g(w;) = 1, g(ws) = 0 ja g(ws3) = oo.
Olkoon f yksikésitteinen Mobius-kuvaus kuten Seurauksessa 6.3, jolle f(z;) = wj,
j =1,2,3. Lauseen 6.8 nojalla ndhd&éan, etta

9(f(24)) = [w1, we, w3, f(24)] = [21, 22, 23, 24] = W1, W2, w3, w4] = g(wy).
Koska g on bijektio, niin f(z4) = wy, joten f(z;) = w; kaikilla j = 1,2, 3, 4. K&éntéen
oletetaan, ettd on olemassa Mobius-kuvas f, jolle f(z;) = w;, kun j = 1,2,3,4 .
Lauseen 6.8 nojalla

21, 22, 23, 24] = [f(21), f(22), [(23), f(24)] = [w1, w2, w3, wy).
T&lloin kaksoissuhteet ovat yhtédsuuria. 0

Mobius-kuvauksen f : C — C esityskaava loydetiin kitevisti Lauseen 6.8 avulla,
kun tiedetdén ettd f kuvaa kolme eri pistettd z1, zo ja 23 kuvapisteiksi wq, wy ja ws.
Kun z # 21, 29, 23, funktion f(z) arvo méaaraytyy yhtalosté

(14) 21, 22, 23, 2] = [wy, wa, w3, f(2)].

ESIMERKKI 6.10. Selvitetdédn Mobius-kuvaus f, jolle f(i) = oo, f(0) = 1 ja
f(o0) = —i. Kun z # 1,0, oo kiytetddn kaavaa (14), jolloin saadaan yhtélo

[iv Oa o, Z] = [OO, 17 _i7 f(z)]a
joka sievenee, kun kiytetdin apuna yhtilod (13), muotoon
1—f(z)
—i— f(z)

Ratkaistaan yhtélosta f(z), jolloin saadaan

z+1
1) =517

—iz =

joka on haluttu Mobius-kuvaus.

6.3. Ympyrit laajennetussa kompleksitasossa. Ympyroiden Mobius-kuvaukset laa-
jennetussa kompleksitasossa ovat geometrisesta ndkokulmasta tédrkeimpid tarkaste-
lun kohteita. Tissé tulee muistaa, ettd ympyrd joukossa C on joko tavallinen ym-
pyrd kompleksitasossa, tai ympyré ddrettomyyspisteen yli, miké tarkoittaa joukkoa
K = LU{oo}, misséd L € C on suora.

MAARITELMA 6.11. Pisteiden z € C joukko, jolle pétee
(15) Alz* + B2+ Bz+ C =0, missi A,C € R ja |B]* — AC > 0,
on joko ympyrd K, kun A # 0, tai suora K = L U {oco}, kun A = 0.

Toisin sanoen jokainen kompleksitason ympyra tai suora voidaan kirjoittaa téssa
muodossa. Néin ollen kaava (15) on yleinen yhtélo ympyrille laajennetussa komplek-
sitasossa, missé piste z = co kuuluu joukkoon K, jos ja vain jos A = 0.
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LAUSE 6.12. Minkd tahansa kolmen pisteen joukon lipi kulkee yksikdsitteinen ym-
pyrd joukossa C.

TobisTus. Jos pisteet ovat samalla suoralla, voidaan niiden kautta piirtdéd suo-
ra L. Jos tdmé suora projisoidaan Riemannin pallolle, kulkee se dédrettomyyspisteen
kautta, jolloin kyseessd on ympyrda K = L U {oo}. Jos pisteet eiviit ole samalla suo-
ralla, voidaan ympyréd konstruoida kompleksitasossa samalla tavoin, kuin joukossa
R2. O

LAUSE 6.13. Mébius-kuvaukset kuvaavat ympyrdit joukosta C ympyrdiksi joukkoon
C.

TobisTus. Koska kaikkien Mobius-kuvausten yhdisteet ovat Mobius-kuvauksia,
riittdd tarkistaa, ettd ympyrén K kuvajoukko joukossa C on ympyri jokaisella alkeis-
mobiuskuvauksella. Téssa joukoilla K ja K tarkoitetaan ympyrdn keh&i. Jos f on
siirto, kierto tai dilataatio, niin f kuvaa selvéisti ympyran ympyréiksi. Néin ollen riittas
tarkastella inversiokuvausta f(z) = 271

Olkoon A|z|> + Bz + Bz 4+ C = 0 ympyrin K yhtls. Olkoon z = w™! komplek-
silukuja, joille z,w # 0. Talldin z kuuluu joukkoon K, jos ja vain jos pisteelle w™*
patee

N YT

w2 w W
Kerrotaan edellinen yht#lé puolittain luvulla ww = |wl|?, jolloin w kuuluu joukkoon,
joka on maaritelty yhtalolla

Clw|* + Bw+ Bw + A = 0,

missi C' ja A ovat reaalilukuja ja |B|? — CA = |B]* — AC > 0, joka on yhtil toiselle

ympyrille joukossa C. Olkoon téamé ympyra K C C. Piste z = 0 kuuluu joukkoon K
tasmaélleen silloin, kun C' = 0, miké pétee tdsmélleen silloin kun w = oo = (l) kuuluu

joukkoon K. Samoin piste z = oo kuuluu joukkoon K, jos ja vain jos piste w = 0 = é

kuuluu joukkoon K. T#llsin piste z € C ~on piste joukossa K tdsmilleen silloin, kun
piste w = 27! = f(z) kuuluu joukkoon K. Niin ollen joukko f(K) = K on ympyr

laajennetussa kompleksitasossa. U

ESIMERKKI 6.14. Konstruoidaan ympyréiden K = RU{oo} ja K’ = K (0, 1) kuvat
Mébius-kuvauksella f(z) = (2 +14)/(z + 1). Lauseen 6.13 avulla ndhddén, ettd joukko
f(K) on ympyr joukossa C, joka kulkee pisteiden f(1) = &£, f(0) = ija f(—1) = oo,
kautta. Ympyrad f(K) voidaan kuvata reaalifunktiolla y = —x + 1 ja sithen kuuluu
lisiksi @drettomyyspiste. Joukon K’ kuva on myds ympyri joukossa C, joka kulkee
pisteiden f(1) = % ja f(—1) = oo kautta. Koska f on konformikuvaus, niin suora

f(K") leikkaa suoraa f(K) kohtisuoraan pisteessi 11, sillé K ja K’ ovat kohtisuorassa

toisiinsa nihden pisteessi 1. Niin ollen f(K') on ympyri joukossa C, yht#lolli y = x,
johon kuuluu ddrettomyyspiste. Kuvassa 18 on havainnollistus ympyroiden K ja K’
kuvautumisesta funktiolla f.
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~®

) 1 K

Kuva 18. Ympyriat K ja K’ kuvauksella f.

6.4. Peilaus ja symmetrisyys. Téssd luvussa késitellidn ympyrdn symmetriaa
laajennetussa kompleksitasossa Mobius-kuvauksilla. Peilauskuvaukset ympyroiden suh-
teen sdilyttavit aina kulmien suuruuden, mutta kdédntdvat niiden suunnan. Naisté
kuvauksista kdytetddn myos nimitystd antimoébius-kuvaus.

MAARITELMA 6.15. Olkoon K C C ympyra. Téllsin kuvaus pg : C — C on
peilaus ympyrin K suhteen.

Olkoon ympyrd K € C siten, ettéd sen keskipiste on zq ja side r. Télloin kuvaus
pr : C — C on peilaus ympyrén K suhteen, jos ja vain jos
r? 202 + 1% — |20]?

16 — =
(16) pi(2) Zo+z_z_0 7%

jokaisella z # zp, 00, ja pr(20) = 00 ja pr(00) = zo. Geometrisesti katsottuna pg
kuvaa jokaisen pisteen z # zy, 0o yksikésitteisesti pisteeksi 2/, joka kuuluu pisteiden
z ja zo kautta kulkevalle suoralle, ja jolle pétee

|z — 202" — 20| = 7°.

HuoMAUTUS 6.16. Jos ympyrd K U {oco} on suoran L ja #érettomyyspisteen yh-
diste, miss# suoran L yhtélo on Bz+Bz+C =0, C € R, B # 0, niin peilaus ympyrin
K U {oo} suhteen on talloin
a7) O
missd pg(00) = oo. Télldin pk(z) peilaa pisteen z # oo ympyrdan K suhteen niin,
ettéd pisteiden z ja 2’ vélinen jana leikkaa kohtisuorassa ympyrad K. Viitteessé [1, s.
399] kdydaan lapi peilaus suoran suhteen tarkemmin. Kuvassa 19 on havainnollistus
pisteen z peilauksesta suoralla olevan ympyrédn K suhteen.

ESIMERKKI 6.17. Konstruoidaan pg(z) = 2z’ pisteen z avulla (Kuva 20), kun
K C C on ympyri. Piste 2/ kuvautuu ka#nteisesti ympyran reunan suhteen, jolloin
piste zy kuvautuu adrettomaéadn, ddareton kuvautuu ympyran keskipisteeksi, ja jokai-
nen reunapiste kuvautuu itselleen, sekd ympyrén sisépisteet kuvautuvat ympyréan ul-
kopuolelle ja toisinpéin.

LEMMA 6.18. Kuvauksessa px kaikki ympyrin K pisteet ovat peilauksen kiinto-
pisteitd ja px o px on identtinen kuvaus joukossa C, jolloin pi' = pr.
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Kuva 20. Peilaus
ympyrdan K suh-
teen.

Kuva 19. Peilaus
suoran K suhteen.

Tobistus. Kuvaus pg kuvaa ympyran K sisdpisteet ulkopisteiksi ja ulkopisteet
sisépisteiksi yksikésitteisesti. Se kuvaa myos reunapisteen z origon ja pisteen z kautta
kulkevalle suoralle [, jolloin se kuvautuu reunapisteeksi. Ainoa reunapiste, joka on
suoralla [, on piste z. Néin ollen reunapisteet ovat kuvauksen px kiintopisteitid. Koska
ympyréin peilaus pg kuvaa kaikki ympyréan sisédpisteet yksikésitteisesti ulkopisteiksi,
niin talléin sen kainteisfunktio pl}l kuvaa ulkopisteet takaisin samaksi sisédpisteeksi.
Samoin toiseen suuntaan. Néin ollen px (px'(2)) = 2, joten p' = pk- O

SEURAUS 6.19. Yhtdldiden (16) ja (17) nojalla nihdddn, ettd jokainen peilaus px
kuuluu muotoa
_az+b

olevien kuvausten joukkoon, missd a,b, c ja d ovat kompleksilukuja, joille ad — bc # 0.
Toisin sanoen jos f on muotoa f = go p, missi g on Mobius-kuvaus ja p on peilaus
reaaliakselilla, p(z) = Z. Ndain jokainen peilaus voidaan esittiia Mobius-kuvauksen ja
kompleksikonjugaatin avulla.

LAUSE 6.20. Jos f on Mdbius-kuvaus ja K C C on ympyrd, niin tdilloin

(19) fopx = pyir o f-
Erityisesti, jos pisteet z ja 2’ ovat symmetrisia ympyrdan K suhteen, niin talloin f(z)
ja f(2') ovat symmetrisia ympyrdn f(K) suhteen.

TopISTUS. Yhtdls (19) voidaan myds muotoilla siten, ettd g = f~topyxyo fopk
on identtinen kuvaus joukossa C. Téssi ps(k) on itsensd kddnteiskuvaus.

Mobius-kuvausten yhdisteené, jossa on parillinen méara peilauksia, g on Mobius-
kuvaus ja edelleen kaikki kuvauksen g pisteet joukossa K ovat kiintopisteitéd. Lauseen
6.1 nojalla kuvauksen g on oltava identtinen kuvaus, jolloin (19) patee. Jos pisteet z
ja 2z’ ovat symmetrisid joukon K suhteen, niin yhtdlon (19) nojalla pisteille w = f(2)
jaw' = f(Z') pitee

pr) (W) = pry (f(2) = flpr(2) = f(2) = .
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Seuraavan Lauseen yhtdlo on samankaltainen, kuin yhtalo (14) silld erolla, etta
vasemmalla esiintyy kompleksikonjugaatti ja oikealla antimdbius-kuvaus.

LAUSE 6.21. Olkoon K C C ympyrd, joka leikkaa kolmea eri pistetti 2,z ja z3.
Talloin petlaukselle pyx pdtee

<2O> [217227Z37Z] - [217327237/)K<Z)]7
missd z # 21, 22, 23.

TobisTtus. Olkoon f Moébius-kuvaus, jolle f(z1) = 1, f(z2) = 0 ja f(z3) = oc.
Talloin f(K) = R U {oo}. Jokaiselle z # z1, 29, 23 kdytetdédn kaksoissuhteen méé-
ritelméé [z, 29, 23, 2] = f(2), jolloin [z, 29, 23, pr(2)] = f(pr(z)). Jos z € K, niin
pi(z) = z ja yhtélo (20) saadaan supistettua muotoon f(z) = f(z), joka pétee, silld
téssa tapauksessa f(z) on reaaliluku. Jos z € C ei kuulu ympyrélle K, niin Lauseen
6.20 nojalla pisteiden f(z) ja f(px(2)) on oltava symmetrisid joukon RU{oo} suhteen.

Toisin sanoen f(z) = f(pk(z)). Néin ollen yhtélo (20) pétee. O

ESIMERKKI 6.22. Kuvissa 21 — 24 on kuvattu sinisen ympyrédn peilaus vihredn
ympyrin suhteen punaiseksi ympyréksi neljalld eri 1dhtojoukon ympyralla. Kuvassa
21 sininen sisdympyré peilautuu ulkopuolelle ympyriksi. Kuvassa 22 reunapiste ku-
vautuu reunapisteeksi ja kuvassa 23 origon kautta kulkeva ympyra kuvautuu suoraksi.
Kuvassa 24 ympyrit leikkaavat peilaavaa ympyrad. Méaaritelmén 6.15 nojalla ympy-
ran kuvapisteet sijaitsevat origon ja ympyréin ldhtopisteen kautta kulkevalla suoralla.

\_/
\ / 3 o /L
\ ! \ /
1\\\\ /,// \\\“ \\_/,j
N g \
\

Kuva  21. Ympyrén Kuva 22, Ympyrén
peilaus ympyréksi. peilaus ympyréksi.

Kuva 23, Ympyrén KuvAa 24, Ympyrén
peilaus suoraksi. peilaus ympyréksi.
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