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Tutkielma tarkastelee Banach-avaruuksien vektoriarvoista Bochner-integraalia. In-
tegraali médritellddn yksinkertaisille kuvauksille Lebesgue-integraalia ja avaruuden
taydellisyytta kdyttden. Tamén jélkeen tutustutaan vektoriarvoisten joukkokuvausten
eli vektorimittojen teoriaan. Lopuksi tutkitaan Banach-avaruuden Radon-Nikodym
-ominaisuutta, joka yhdistdd vektorimittojen ja Bochner-integraalin teorian seké vas-
taa kysymykseen, voidaanko annettu vektorimitta esittdd integroituvan kuvauksen
Bochner-integraalina. Avaruudet, joilla on tdmé& ominaisuus omaavat mielenkiintoisia
rakenteita sekd topologisesta ettd geometrisesta nikokulmasta.

Myohempien lukujen osalta on olennaista tuntea Banach-avaruuksien ja Lebesgue-
integraaliin liittyva perusteoria. Ensimméinen luku kéy lapi normiavaruuksien teoriaa
painottamalla lineaarikuvauksia ja listaamalla keskeisimmét tulokset, kuten Hahn-
Banach -lauseen ja sen seuraukset. Funktionaalianalyyttinen osuus paétetadn heikon
topologian méaritelméén. Viimeinen aliluku késittelee mittojen, yksinkertaisen ku-
vausten, Lebesgue-integraalien ja LP-avaruuksien aihealueet.

Toisessa luvussa késitelladn mitallisia kuvauksia ja Bochner-integraalia. Mitalliset
kuvaukset ovat niitd kuvauksia, joille integraali on hyvin mééritelty ja joille integraali
voi ylipdataédn olla olemassa. Mitallisuustyyppejéd on useampia, joista olennaisimmat
ovat p-mitallisuus ja heikko mitallisuus. Kéasitteet liittyvét ldheisesti toisiinsa Pettisin
mitallisuuslauseen kautta. Tamén jialkeen méédritellain Bochner-integraali yksinker-
taisten kuvausten integraalien Cauchy-jonon raja-arvona. Teoria alkaa perustuloksista
ja myohemmin ndhd&én, ettd integroituvuuteen riittaéd tarkastella vain reaaliarvoista
normikuvausta viittaamatta yksinkertaisiin kuvauksiin. Integraalien keskeisené tulok-
sena saadaan suljettuihin lineaarikuvauksiin liittyva Hillen lause. Lopuksi késitellaan
Bochner-LP-avaruudet ja heikosti mitallisten kuvausten Pettis-integraali.

Mittojen késitettd voidaan tarkastella myos vektoriarvoisille joukkokuvauksille, jol-
loin saadaan vektorimittojen késite. Kolmannessa luvussa tutustutaan vektorimittoi-
hin, ndiden variaatioihin seké vektorimittojen Banach-avaruuksiin. Lopuksi tutkitaan
Pettis-integraalia vektorimittana.

Viimeisessd luvussa késitellddn Radon-Nikodym -ominaisuutta. Jokainen absoluut-
tisesti jatkuva reaaliarvoinen dérellinen mitta voidaan esittdé toisen mitan suhteen
integraalina: tdmé tulos tunnetaan Radon-Nikodym -lauseena, jolle annetaan todistus.
Yleisissd Banach-avaruuksissa voidaan méaéritelld vastaava asetelma, mutta osoittau-
tuu, etté jokaisella avaruudella ei ole tata esitysominaisuutta. Luvun tavoitteena on
nayttad erilaisia ehtoja Radon-Nikodym -ominaisuudelle. Ensimméisené aloitetaan
L'-avaruuden operaattoreiden Riesz-esitettivyydestd. Tamén jilkeen siirrytdin lom-
moontuviin (eng. dentable) joukkoihin ja konveksisuuteen. Lopuksi esitetdén joitakin
Radon-Nikodym -ominaisuuden karakterisointeja, kuten Banach-arvoisten absoluutti-
sesti jatkuvien kuvausten differentioituvuus.
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Johdanto

Motivaationa vektoriarvoisen integraaliteorian kehittymiselle on toiminut reaaliarvois-
ten tulosten yleistaminen vektoriavaruuksiin; néisté keskeisia ovat differentioituvuuden
ja lineaarikuvauksen kisitteet [10]. Jalkimméinen on helpompi sisdistdi ja hyvin kon-
kreettinen: kuvaus f +— [ + J dp méirittad lineaarikuvauksen kaikkien integroituvien
funktioiden f: X — R avaruudesta reaaliluvuille. Tarkastellaan ensin reaaliarvoista
tilannetta: olkoon mitta-avaruus (R,T", u) ja f: R — B. Jos B = [0, 00), u Lebesguen
mitta ja f Lebesgue-integroituva, voidaan méaritella

/Af dp := sup { /As dp:s € ST(X),s(x) < f(x) kaikilla z € A}, (1)

missd ST(X) koostuu funktioista, jotka ovat muotoa s(x) = > %, bix, (z), kun
a; >0,AeTl,A;NA; #0 kaikille i # j ja

(z) 1, kun x € A;
xT) =
Xa 0, kun z & A;

on karakteristinen funktio. Funktion s integraali maéritelldan [, s dp == > biu(A;).
Tatéa kayttden voidaan médritella yleinen integraali kuvauksen positiivi -ja negatii-
viosilla koko avaruuteen B = R. Olkoon nyt f := (fi, f2,...,fn): R = B := R",
missd komponenttikuvaukset f;, 1 < i < n ovat integroituvia: jos asetetaan s(x) =
S bix, (@),b; = (b}, b7,...,0F) € R™ ja joukot A; ovat pareittain pistevieraat kuten
alemmin, éaadaan

/SZZbg,b?,. b}) /sld,u/SQdu, /sndu)
A —
bEx 4. (2),1 <k < n. Jos palataan taas mééritelmédn (1), voidaan

missi s, = > .o, bix
jokaista fy approk81m01da alhaaltapéin kuvauksilla s niiden positiivi -ja negatiiviosille,
jolloin voidaan asettaa

/Af:z(/Afldu,/Afgdu,---,/Afndu). )

Idea yksinkertaisilla kuvauksilla approksimointiin on vastaava mitd Salomon Bochner
kéytti alkuperdisteoksessaan [5] vuodelta 1933: jos B on normiavaruus, voidaan
médritelld kuvaukset s = > 7" | bx, (x), missd b; € B ja A; ovat pareittain pistevieraat.
Jokaiseen &érelliseen mitta-avaruuteen (X, I, ) (eli p(X) < 00) voidaan médritella

integraali
/ sdu = Zbiu(A
A i=1

Huomaa, ettd p(A) € [0,00), joten laskutoimitus b;u(A) on hyvin mééritelty vektoria-
varuudessa B. Koska yleisessd normiavaruudessa ei ole reaalilukujen jérjestysté, aiempi



approksimointi ei nyt toimi. Jos kuitenkin f = limy, sg, missd s, ovat yksinkertaisia,
Bochner kaytti hyodyksi seuraavaa kriteeriota: jos Lebesgue-integraalille on raja-arvo

MH/WV—sAMdu:O
k—oo A

niin integraalien jono ( i) 4 Sk d,u) , muodostaa Cauchy-jonon avaruudessa B. Jos siis B
on Banach-avaruus, on raja-arvo [ 1S dp = limy, i) 1 Sk dp hyvin médritelty, yksikésit-
teinen avaruuden B alkio. On edelleen suoraviivaista nayttaé integraalin lineaarisuus
ja osoittautuu, ettd tAmé mééritelmé on yhtapitdva méaaritelmien (1) ja (2) kanssa,
joten integraalista voidaan kayttad samaa merkintdd. Tapauksessa B = R" saadaan
varsin rikas teoria, johon esimerkiksi lahde [17] keskittyy, mutta tutkielman osalta
liikutaan yleisemmaéssé tilanteessa, missd B voi olla miké tahansa Banach-avaruus.

Integraalin késitettd voidaan myos tutkia mittojen nidkokulmasta. Jos A on mi-
tallinen joukko ja f: X — R integroituva, saadaan mittakuvaus A — [ 1 fdpeli
merkkimitta. Taméa analogia on ldheisesti yhteydessd myos integraalin madraamasan
normiin. Olkoon || on mitan u variaatio eli

l(4) = sup 3 (€]
A Ceny

kun Ay = {A4;}ier C T, I dérellinen, A = J; A; ja A;NA; # 0 kun i # j; toisin sanoen
otetaan supremum kaikkien joukon A &érellisten pareittain pistevieraiden mitallis-
ten ositusten yli. Nimittéin, médrittelemélld v(A) := [, f du voidaan niyttis, etté
v[(A) = [, |f| du. Yleisemmin asettamalla v kuten edelld kuvauksen f: X — B suh-
teen saadaan Banach-arvoinen additiivinen joukkokuvaus v: T' — B,v(A) = [, f du
eli vektorimitta, jolle korvaamalla itseisarvot variaatiossa avaruuden B normilla voi-
daan nayttad, ettd |v|(A) = [, || f]ls dp. Koska integroituvuuden nojalla |v](X) < oo,
jokainen integroituva kuvaus muodostaa vektorimitan, joka on rajoitetusts varioituva;
tdmaé on oleellinen tapa maéritelld vektorimitan rajoittuneisuus. On olemassa muitakin
kuin integraalien maaraamia vektorimittoja, mutta téllaisilla on merkittava rooli, joka
voidaan karakterisoida absoluuttisen jatkuvuuden avulla. Sanotaan, ettd vektorimitta
v on absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen, jos pu(A) = 0 antaa v(A) = 0p jokaiselle
A €T tassd Op on Banach-avaruuden nollavektori. Absoluuttista jatkuvuutta merki-
tddn v < p: se takaa mitan p nollamittaisten joukkojen kuvautuvan nollavektoriksi
vektorimitalle v. Vaikka absoluuttinen jatkuvuus nédyttéaé késitteend kovin heikolta,
se riittda reaalilukujen tapauksessa juurikin liittdmé&an mitat ja integraalit toisiinsa,
jos avaruus X on dérellinen. Tdmé& ominaisuus tunnetaan Radon-Nikodym -lauseena.
Lauseen yksi esityksistd on seuraavanlainen:

Olkoon (X, T, 1) mitta-avaruus, missé pu, v: I' = [0, 00) ovat dérellisid mittoja, joille
v < p. Talloin on olemassa integroituva kuvaus g: X — [0, 00) siten, etti

v(A) = /Ag du, AeTl. (3)

Nyt luonnollinen vektorimittoja ja mittoja yhdistava kysymys on, voidaanko néita
esittad edellisen lauseen oletuksin muodossa (3) myos Bochner-integraalin suhteen

2



kayttamaélld absoluuttista jatkuvuutta. Ensimméinen lisihuomio lauseen oletuksiin
on, ettd vektorimitalle v tulee vaatia yleisempi rajoittuneisuuden késite eli rajoitettu
varioituvuus |v|(X) < oco: jokainen reaaliarvoinen dérellinen mitta toteuttaa tdmén
ehdon, mutta Banach-avaruuksissa on myos mahdollista olla |v|(X) = oo, vaikka
|v(X)|| < oo. Osoittautuu, ettei néilld vastaavilla oletuksilla saada yhtésuuruutta (3)
voimaan kaikkiin avaruuksiin: yhtené vastaesimerkkiné toimii nollaan suppenevien
reaaliarvoisten jonojen avaruus cg. Ne avaruudet, joissa kaikki ehdot toteuttavat
vektorimitat ja mitat voidaan yhdistda télla tavalla toteuttavat Radon-Nikodym -
ominaisuuden ja muodostavat tutkielman keskeisen tutkimuskohteen.

Tutkielman sisélto etenee seuraavasti: ensimmaéisena lukijan on hyvé tuntea Banach-
avaruuksien ja Lebesgue-integraalin tuloksia, jotka kdyda&in ldpi Luvussa 1. Naiden
tietojen pohjalta voidaan laajentua mitallisuuteen ja Bochner-integraaleihin Luvussa
2. Tédhén liittyen todistetaan mitallisuudesta Pettisin mitallisuuslause ja integraalien
olennaisten tulosten lisdksi lineaarikuvauksiin liittyva Hillen lause. Luvun lopuksi
tutustutaan Bochner-integraalia heikompaan Pettis-integraaliin. Tamén jélkeen siirry-
tdan Lukuun 3, joka késittelee vektorimittojen teoriaa. Namé ovat mitan késitteen
yleistys vektoriarvoisina joukkokuvauksina. Térkeéissé osassa késitelladn variaation
madritelmé ja tutustutaan uudelleen Pettis-integraaliin vektorimittojen nédkokulmasta.
Lopuksi Luvussa 4 keskitytddn Radon-Nikodym -ominaisuuteen, joka yleistdd kaavaa
(3) vastaavan Radon-Nikodym -lauseen Banach-avaruuksiin; kyse on nimenomaan
ominaisuudesta, silla télle 16ytyy vastaesimerkkejéd. Luvun teoria keskittyy ominai-
suuden eri karakterisointeihin, joiden ohessa néhddén miten erilaisia avaruuksia tdmé
nédennaisesti vektorimittoihin liittyva ominaisuus yhdistaé.

Lahteista keskeisimpéna toimii J. Diestel, J.J Uhl Jr. Vector measures [10], joka on
klassikkoteos vektoriavaruuksiin liittyvéassd mitta -ja integraaliteoriassa. Tahén viita-
taan toistuvasti ldapi tutkielman ja erityisesti suurin osa haastavemmista esimerkeistéa
ovat perdisin kyseisestd ldhteestd. Muita térkeitd teoksia ovat R. A. Ryan Introduction
to Tensor Products [23] ja T. Hytonen, J. van Neerven, M. Veraar, L. Weis Analysis
in Banach Spaces [14]. Niista ensimmaéisestd hyodynnetddn vektorimittojen teoriaa ja
jalkimmaisestd mitallisuuteen seké integroituvuuteen liittyviéd tulkintoja. Molempia
kiytetdin myos Luvun 4 L'-esitettivissd olevien operaattoreiden tuloksiin. Aliluvun
4.3 geometrisisséd tuloksissa padartikkelina toimii W. J. Davis, R. R. Phelps, The
Radon-Nikodym Property and Dentable Sets in Banach Spaces [9]. Kattava Banach-
avaruuksien teos E. Hille, R. S. Phillips, Functional Analysis and Semi-Groups [13]
siséltdd Bochner-integraalien perustulokset jasennellysti, ja ndiden ohessa térkeité
klassikkoteoksia funktionaalianalyysista ovat [15] ja [27]. Adrellisulotteisen mitta -ja
integraaliteorian osalta tarkeimmét teokset ovat [1], [6], [7] ja [8]. Geometrisyyden ja
derivoituvuuden tuloksissa Aliluvussa 4.4 apuna toimii Y. Benyamini, J. Lindenstrauss,
Geometrical Nonlinear Functional Analysis: Volume 1 [4]. Mukana on lukuisia muita
ldhteitd, joista kidytetddn yhté tai useampaa tulosta. Naistad valtaosa on artikkelildh-
teitd Radon-Nikodym -ominaisuuden karakterisoinneille, joista tarkempia viittauksia
annettaan Luvussa 4.






1 Esitietoja

Bochner-integraali mééritelldédn mitta-avaruuksilta tdydellisiin normiavaruuksiin. Té-
mé luku tdsmentéd tarvittavia normiavaruuksien ja Lebesgue-integraalien késitteita,
joita tarvitaan tulevissa luvuissa. Lisdksi tutustutaan lyhyesti heikon topologian maé-
ritelmé&an.

1.1 Normiavaruudet

Aloitetaan maaritellemalld normilla varustetut vektoriavaruudet eli normiavaruudet:

Maéritelméa 1.1. (Vektoriavaruus)
Olkoon K skalaarikunta - aina R tai C. Joukon V laskutoimitukset ovat

e Yhteenlasku V x V =V, (v,w) — v + w,
e Skalaarilla kertominen K x V' — V| (A, v) — Av.

Joukkoa V| joka on varustettu ylla olevilla laskutoimituksilla kerroinkunnan K
suhteen kutsutaan vektoriavaruudeksi jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. vy + (vg + v3) = (v1 + v9) + v3 kaikilla vy, vy, v3 €V,

2. v1 + v9 = vy + vy kaikilla x,y € V|

3. on olemassa nollavektori 0 € V jolle v 4+ 0 = v kaikilla v € V|

4. jokaiselle v € V' on olemassa vastavektori —v € V jolle v + (—v) = 0,
5. a(fv) = (af)v kaikilla o, € K jav € V),

6. on olemassa neutraalialkio 1 € K jolle 1v = v kaikilla v € V/,

7. a(vy +vy) = avy + avy kaikilla a € K ja vy, v5 € V,

8. (a+ B)v =av+ afv kaikilla o, f € Kjav € V.
Kun K = R, sanotaan ettd V on reaalinen vektoriavaruus. Vastaavasti, kun K = C,
on kyseessa kompleksinen vektoriavaruus. Vektoriavaruuden alkiosta voidaan kayttad
nimitystéd vektori. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, nollavektoria ja neutraalialkiota
merkitddn vastaavasti 0 ja 1.

Vektoriavaruudet ovat suljettuja yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen
eli laskutoimitukset tuottavat jonkin avaruuden V' vektorin. Téllaiseen rakenteeseen
voidaan liittdé erdénlainen vektoreita mittaava funktio, jota kutsutaan normiksi:

Maiéritelmé 1.2. (Normiavaruus) Olkoon V' vektoriavaruus. Télloin kuvaus p: V' —
[0, 00) on normi jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. p(v) =0 jos ja vain jos v = 0,

2. p(av) = |a|p(v) kaikilla o« € K jav € V|

3. p(vi+v2) < p(v1)+p(ve) kaikilla vy, v9 € V eli normi toteuttaa kolmioepdyhtdlon.
Jos p médrada normin avaruuteen V', paria (V) p) kutsutaan normiavaruudeksi.

On tyypillistd merkitd normia || - ||y tai || - ||, jos vektoriavaruus on selvé asiayhtey-
destd. Normiavaruutta voidaan merkitd vektoriavaruutensa mukaan eli V= (V|| - ||).
Tavallisia dsrellisulotteisia normiavaruuksia ovat (R™, || - ||2) ja (C,]| ). Adreténulot-
teisista esimerkkiné voidaan antaa LP-avaruudet, kun 1 < p < oc.

Jokainen normiavaruus on metrinen avaruus:



Lemma 1.3. Normiavaruus (V|| -||) on metrinen avaruus.

Todistus. Olkoon d(x,y) = |z —y| > 0. Naytetddn, ettd d on metriikka: olkoot
x,y,z € V.
(i) Mé&aritelmén nojalla d(z,y) = 0 jos ja vain jos ||z — y|| = 0. TAmé& taas on
yhtépitavad sen kanssa, ettd x —y =0eli z = y.
(i) d(z) = |z — gl = | (~)(y — 2)]| = |y — o = d(y, z).
(iii) Normin kolmioepdyhtdls antaa ||z — y|| < ||z — z|| + ||y — z|| joten metriikalle
on d(x,y) < d(z,z)d(z,y).
O

Metriikan kautta voidaan méaéaritelld vektorijonon suppeneminen. Tamé tapahtuu
yleiselle normille vastaavasti kuin reaaliluvuilla itseisarvolle:

Maéritelmé 1.4. Normiavaruuden (V|| - ||) jono (v,)52, suppenee raja-arvoon v € V'
jos jokaiselle € > 0 on N > 1 siten, ettd ||v, — v|| < e kun n > N.

Usein on tarpeellista tietdd onko tutkittava rajaprosessi jarkevé eli suppeneeko
tdma johonkin avaruuden sisdlld olevaan raja-arvoon. Téhéan liittyen kiinnostavia
normiavaruuksia ovat sellaiset, joiden jonojen suppenemiseen riittda tarkastella vain
jonon alkioiden etéisyytta keskend#n. Téllaisia jonoja kutsutaan Cauchy-jonoiksi.

Maéritelma 1.5. (1) Normiavaruuden (V|| - ||) jono (v,)5, on Cauchy-jono, Jos
jokaiselle € > 0 16ytyy N > 1 siten, ettd

|Un, — U] < € kun n,m > N.

(2) Jos normiavaruuden V' jokainen Cauchy-jono suppenee ja raja-arvo siséltyy ava-
ruuteen, on avaruus V' tdydellinen normiavaruus eli Banach-avaruus.

Koska [|v, — v || < ||v — vp|| + || — ||, on jokainen suppeneva jono Cauchy-jono.
Toiseen suuntaan téaté ei voi olettaa yleisessd normivaruudessa, vaikka reaaliluvuilla
tyoskennellessd ominaisuus tuntuu itsestddn selvaltd. Useat normiavaruudet ovat
juurikin tarkeitéd taydellisyytenséa takia.

Esimerkki 1.6. Banach-avaruuksia ovat esimerkiksi:

e funktioavaruus C'(X,R) normilla sup,.x | - | ja LP, kun p € [1, o],

e jonoavaruudet ¢y ja ¢ normilla sup; |z;| sekd [, kun p € [1, o0],

e iirellisulotteiset avaruudet, kuten R™ Euklidisella normilla || - |2 ja C.
Ei-tdydellisid normiavaruuksia (vélilld [0, 1]):

e Vilin [0, 1] jatkuvien kuvausten avaruus C([0, 1]) normilla || f||; = fol | f|da:
Asetetaan f,: [0,1] — R ja fo =0,

0 kun € [0, 3])
fu(z) = n(x—%), kun z € (%,%Jr%]
1, kun z € [+ 1 1].



Talloin valitsemalla f: [0, 1] — R,

saadaan

If = full = / <
ERTES b+d

kun n — oo. Siten suppenevana (f,,) on Cauchy, mutta f & C([0, 1]).
Alempaan katso tarvittaessa késite "melkein kaikkialla” Mééaritelmésta 1.32:

Koska integraali ei erota funktioita nollamittaisissa joukoissa, tulee tarkistaa, etta
kuvauksella f ei ole jatkuvaa edustajaa eli jatkuvaa kuvausta g, jolle g(z) = f(x)
melkein kaikilla « € [0, 1]. Jos téllainen olisi, niin 16ytyy piste y € (0, 1) siten,

ettéd g(y) = 3. Jatkuvuuden nojalla on § € (0, 1), jolle

1 1
‘9(95)_5’ <3 eli 0 <yg(z) <1

kaikilla = € (y — d,y + 0) N[0, 1]. Mutta nyt ¢g saa muita arvoja kuin 0 tai 1
positiivimittaisessa joukossa, joten jatkuvaa edustajaa g ei ole olemassa.

e Vilin [0, 1] jatkuvasti differentioituvien kuvausten avaruus C*([0, 1]) normilla
[ flloo = sUPyefo 1f (2)]:
Jokaista suljetulla vililla jatkuvaa kuvausta voidaan approksimoida tasaisesti
(eli normissa || f||o) polynomeilla; timé tulos tunnetaan Weierstrassin lauseena.
Kuvaukselle f(z) = |z| 16ydetdaan polynomijono (py,), jolle ||f — pn|lec — 0. Siis
(pn) on Cauchy ja (p,) € C'([0,1]), mutta f & C'([0,1]).

Néytetddn vield térked perustulos Banach-avaruuksien sarjoista;

Lemma 1.7. Olkoon B Banach-avaruus. Jos sarja Y ||b;|| suppenee, niin myds sarja
i=1

> b; suppenee avaruudessa B.
i=1

Todistus. Olkoon (b;) C B jono, jolle Y ||b;|| suppenee ja asetetaan S, := >\ b;.
i=1
Olkoot n > m > 1, jolloin kolmioepayhtalo ja itseinen suppeneminen antavat

150 = Swall < 3 NBall < D Nl

joten ||S, — Sp|| — 0, kun m — oo. Siis (S,) on Cauchy-jono avaruudessa B. O

Erdéan tédrkeédn erikoistapauksen Banach-avaruuksista muodostavat téydelliset sisé-
tuloavaruudet eli Hilbert-avaruudet.



Maiaritelma 1.8. Vektoriavaruuden kuvaus (-,-): V x V' — K on sisdtulo jos se
toteuttaa seuraavat ehdot:

1. (v,v) >0 kaikilla v € V ja (v,v) = 0 jos ja vain jos v = 0,

2. (v, v9) = (vq, v1) kaikille vy, v € K|

3. (v1 + vg,v3) = (v1,v3) + (v9, v3) kaikilla vy, ve,v3 € V,

4. (awvy,ve) = afvy, vy) kaikilla a € K ja vy, v9 € K.
Paria (V) (-, -)) kutsutaan sisdtuloavaruudeksi.

Jokainen sisétulo médrdd normin |jv|| = \/(v,v); Mééritelmén 1.2 kohdat (1),(2)
seuraavat helposti, kolmioepayhtéloon (3) katso [1, s. 200-201]. Sisétuloavaruuden
tdydellisyys katsotaan siis tdmén normin suhteen. Hilbert-avaruuden geometria on
rikkaampi kuin yleisissd Banach-avaruuksissa: esimerkiksi avaruudessa R" sisétulo
miirittelee vektoreiden kulman kiisitteeseen. Muita esimerkkeji ovat C, [? ja L2.

Vektoriavaruuden laskutoimitukset siilyttava kuvaus on lineaarinen:

Maaritelmé 1.9. Olkoot V, W vektoriavaruuksia. Kuvaus L: V — W on lineaarinen,
jos kaikille x,y € V ja kaikille a € K on voimassa

(1) L(z +y) = L(x) + L(y),

(2) L(ax) = aL(z).
Jos W =K, kutsutaan edellistd kuvausta avaruuden V' reaali- tai kompleksikertoimsi-
seksi lineaarikuvaukseksi tai K-lineaarikuvakseksi. Edelleen, jos L on jatkuva, se on
K-funktionaali avaruudessa V.

Maaritelma 1.10. Lineaarikuvaus L: V' — W on rajoitettu, jos
[ Lllvw = LI = sup{|[L(z)|lw: = € X, [[z[ly <1} < oo.

Kun L = 0 niin selvasti || L|| = 0. Jos taas ||L|| = 0, niin L(z) = 0 suljetussa yk-
sikkopallossa. Koska L on lineaarinen, saadaan L(x) = ||93||L(H”£—”) = 0 kaikille x € V.
Siten normin ehto (1) on selvd. Ehdot (2) ja (3) seuraavat suoraan normin vastaavasta
madritelméstd, silld supremumim ottaminen séilyttad jarjestyksen kolmioepayhtalossé
ja sallii vakion siirtdmisen eteen. Niinpa ||L|| m&4rad normin kaikkien lineaariku-
vausten L: V' — W avaruuteen L(V,W). Erityisesti Méaritelmésta 1.10 seuraa, etté
L(V, W) on Banach-avaruus, kun W on Banach-avaruus. Jos W = K, saadaan térkeét
duaaliavaruudet:

Maiéaritelma 1.11. (Duaaliavaruus) Olkoon L(V,W) kaikkien lineaarikuvausten
avaruus L: V — W. Jos W = K, saadaan normiavaruuden V algebrallinen du-
aali V' = L(V,K). Normiavaruuden V (jatkuva) duaali V* on sen kaikkien K-
funktionaalien avaruus eli

V*:= ({L: V = K: L on lineaarinen ja jatkuva},|| - |

Vi)

Kaytetdan yleensd merkintdd v*, kun puhutaan avaruuden V* alkioista. Normille
kdytetddn myos merkitdédn || - |

V.

Huomautus 1.12. Duaaliavaruuksissa esiintyy merkintdd V* = V. Luonnollisesti
nédin ei pade alkioittain, mutta avaruuksien valilld on sopiva isometria. Tédhén palataan
Luvun 2.3 lopussa LP-avaruuksien yhteydessd (Huomautus 1.39).
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Seuraava lemma samaistaa lineaarikuvausten rajoittuneisuuden ja jatkuvuuden:

Lemma 1.13. Olkoon L:V — W lineaarikuvaus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat
yhtapitdvid:

(1) L on rajoitettu.

(2) L on jatkuva.

(3) L on jatkuva pisteessd 0.

Todistus. (1) = (2) Jos L on rajoitettu, niin rajouttuneisuuden, lineaarisuuden ja
normin méaritelmén nojalla

1 rT—y
o @ — 2wl = |2 (=), < 1
mistd saadaan siis [|L(z) — L(y)[lw < ||L||llz — yllv koska || 7= 1lv = 1.

(2) = (3) Selvisti totta.

(3) = (1) Olkoon L jatkuva nollassa. Oletetaan, ettd L ei ole rajoitettu: télloin 16ytyy
jono z,, € V siten, etté ||x,|v < 1, mutta ||L(x,)|lw — oco. Valitsemalla y,, = T
saadaan y, — 0. Talloin kuitenkin ||L(y,)||lw = ”L(m)HW =14 0= L(0),
joten L ei voi olla jatkuva nollassa. O]

Listataan seuraavaksi keskeisia tuloksia.

Lause 1.14. (Hahn-Banach K-lineaarikuvauksille) Olkoon V' vektoriavaruus, W C V
aliavaruus, L: W — K lineaarinen funktionaali ja p: V — [0,00) seminormi. Jos
kaikille x € W on voimassa |L(x)| < p(z), on olemassa lineaarinen funktionaali
K:V — K siten, ettd

(1) |K(z)| < p(x) kaikilla z € V ja

(2) K(x) = L(x) kaikilla v € W.

Todistus. [27,s. 102-103 & 105-106]. [l

Seurauksena saadaan Hahn-Banach normiavaruuden V funktionaaleille L: V — K
seké toinen hyodyllinen sovellus:

Seuraus 1.15. (Hahn-Banach K-funktionaaleille) Olkoon V' normiavaruus, W C
V' aliavaruus ja L: W — K lineaarinen funktionaali. Tdlloin on olemassa jatkuva
lineaarinen funktionaali K:V — K

(D) [[K]| = [IL]] ja

(2) K(x) = L(x) kaikilla x € W.

Todistus. Asetetaan p(x) = ||L]|||x|lv. Talléin p on (semi)normi. Lisiksi |L(z)| <
| L|||lz|lv = p(x) kaikille x € W, joten Lauseen 1.14 nojalla on jatkokuvaus K, jolle
K(z) = L(z) kaikilla x € W ja |K(z)| < p(z) kaikille z € V. Niinpé funktionaalin K
jatkuvuus seuraa normin jatkuvuudesta. Liséksi

IK| < sup p(z)=|L]|

llzllv<1

ja toisaalta, koska K on jatke kuvaukselle L, tdytyy olla || K| > ||L|| (koska normin
maksimoivia vektoreita on enemmén). Néin ollen ||K|| = ||L]|. O
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Seuraus 1.16. Olkoon V' normiavaruus. Jokaisellev € V\{0} on olemassa lineaarinen
funktionaali K,: V — K siten, etti ||K,| =1 ja K,(v) = ||v].

Todistus. Olkoon v € V ja (v) = {Av : A € K}. Asetetaan L,: (v) — K, L,(\v) =
Av]|v. Selvésti ||L,|| =1 ja L, on lineaarinen. Seurauksen 1.15 nojalla loytyy jatke-
funktionaali K,: V — K siten, ettéd | K,|| = || L,]| = 1 ja K,(v) = L,(1v) = ||v]]y. O

Lause 1.17. Olkoot V' normiavaruus ja W Banach-avaruus. Jos L: V. — W on
rajoitettu lineaarikuvaus, niin on olemassa yksikdsitteinen jatkokuvaus L': 'V — W,
jolle || L[| = || L{].

Todistus. [15, s. 75]. O

Lause 1.18. (Suljetun graafin lause) Olkoot VW Banach-avaruuksia, f: V — W
lineaarikuvaus ja kuvauksen f graafi Gy = {(v, f(v)) : x € V} CV x W suljettu
normin ||(v, w)||vxw = ||v||v + ||w|lw suhteen. Tdalldin f on jatkuva.

Todistus. [15, s. 395]. O

Lause 1.19. (Rieszin esityslause Hilbert-avaruuksille) Olkoon L: H — K lineaarinen
funktionaali, missd H on Hilbert-avaruus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen xg € H
siten, ettd L(x) = (x,zo) ja [|L|| = [|zo|ln-

Todistus. Olemassaolo ja yksikésitteisyys 16ytyvét [1, s. 204-205]. Normin yhtésuuruu-
teen saadaan Cauchy-Schwarz-epayhtélosta

| L(x)] = [(z,z0)] < [lz[l|zoll eli [ L]} < {loll,
ja toisaalta
0 < [|lzol|* = (o, z0) = [L(@o)| < [ILl[|zoll eli IZ]| > [|ol.
m

Kaydasn lopuksi lapi separoituvuuteen ja kompaktisuuteen liittyvia kasitteitd seka
naihin liittyvat tdrkedt lemmat.

Maaritelméa 1.20. Olkoon A C V.

(1) Avaruus V on separoituva, jos se siséiltdd numeroituvan tihedn osajoukon.

(2) Joukko A on kompakti, jos sen jokaisella jonolla on suppeneva osajono.

(3) A on tdysin rajoitettu, jos jokaiselle € > 0 on pisteet z1,...,z,, € A siten, ettd

AC ", B(x,e).

Lemma 1.21. Olkoon (B, || - ||) separoituva Banach-avaruus ja (by,) sen numeroituva
tihed osajoukko. Tdlloin loytyy (b:) C B*, jolle b%(b,) = ||bull, |05\ = 1, kun n > 1
ja ||b|| = sup,, |65 (b)| kaikille b € B.
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Todistus. Olkoon (b,) oletuksen antama tihed joukko. Seurauksen 1.16 nojalla 16yde-
tadn jono (b%) C B* siten, ettd b%(b,) = ||bn|| ja ||b% ]| 5+ = 1. Nyt [b%(b)| < ||b%||5<]|0]| =
161l joten sup, [65(5)] < 1B

Toiseen suuntaan olkoon b € B\ {0}. Separoituvuuden nojalla 16ytyy jono (ng)
siten, ettd kh_)rgo bn, = H_ZH Erityisesti |0}, (b, )| = 1, joten lineaarisuus antaa

)= 1 = o () = 2| = P ) = 0
:%WHnMQmwﬁw%

— 0

B*

— b,

‘ ol

kun k& — oo. Télloin klim by, (b)] = ||b]|, joten sup,, [b},(b)] > [|b]]. O
—00

Lemma 1.22. Tdysin rajoitettu avaruus V on separoituva.

Todistus Koska V' on taysin ra301tettu voidaan jokaiselle n > 1 wvalita pisteet
A ) € V siten, ettd V = ure p B(ay, +). Asettamalla E, := {f, .., 2}
Saadaan E U~ E,, joka on numeroituva.

Olkoon € > 0. Jos x € V, valitaan n, jolle % < e. Talléin 16ytyy piste 2 € £, C B

siten, ettd z € B(x}, L) C B(al,¢) eli ||z — a7 <e. O

Lemma 1.23. Olkoon B Banach-avaruus.
(i) Jos A on kompakti, niin A on tdysin rajoitettu.
(11) Jos A on tdaysin rajoitettu, niin joukot A ja A ovat kompakteja.

Todistus. [15, s. 34-35]. O

1.2 Heikko topologia

Tutustutaan lyhyesti heikkoon topologiaan, jonka késitteitd tarvitaan duaalien yh-
teydesséa. Erityisesti heikkoja kompaktisuusominaisuuksia tarvitaan Luvuissa 3 ja
4.

Maaritellddn ensin heikko suppeneminen ja heikko topologia normiavaruudessa.

Maéésritelméa 1.24. Normiavaruuden V' jono (v,) suppenee heikosti vektoriin v, jos
v*(v,) — v*(v) kaikille v* € V*.

Maaritelmé 1.25. Olkoon V' normiavaruus. Talloin heikko topologia avaruudessa V'
maaritelladn algebrallisen duaalin V'’ karkeimpana topologiana, jossa jokainen f € V'
on jatkuva.

Heikossa topologiassa voidaan mééritelld ominaisuudet kuten jatkuvuus, separoitu-
vuus, suljetut joukot ja niin edelleen. Lineaarikuvausten kompaktisuusteoriassa esiintyy
usein suljettu yksikkopallo. Tama ei kuitenkaan ole déretonulotteisissa normiavaruuk-
sissa kompakti; katso [15, s. 39]. Siksi tarvitaan vastaavaa heikkoa ominaisuutta eli
heikkoa kompaktisuutta:
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Madritelméa 1.26. (Heikko kompaktisuus)
(1) E CV on heikosti kompakti, jos E on kompakti heikossa topologiassa.
(2) E on suhteellisen (heikosti) kompakti, jos sulkeuma E on (heikosti) kompakti.
(3) Olkoon V, W normiavaruuksia. Jatkuva lineaarikuvaus 7: V' — W on (heikosti)
kompakti, jos kuvajoukko T'(F) C W on suhteellisen (heikosti) kompakti joukko
jokaisella rajoitetulla E' C V; toisin sanoen 7'(E) on (heikosti) kompakti kaikille
rajoitetuille E.

Lineaarikuvauksen kompaktisuutta tarkastellessa voidaan rajoittua suljettuun yk-
sikkopalloon:

Lemma 1.27. T: V. — W on heikosti kompakti jos ja vain jos T'(Bs(0,1)) on heikosti
kompakti, missi Bs(0,1) :={v: ||v]| <1} CV on suljettu yksikkopallo.

Todistus. Voidaan nayttiaé tulos heikon kompaktisuuden sijasta kompaktisuudelle. Jos
T on kompakti, on T'(Bs(0,1)) selvisti kompakti oletuksen nojalla.

Oletetaan nyt, ettd T'(Bs(0,1)) on kompakti. Koska 7' on lineaarinen, saadaan
T(Bs(0,7)) = rT(Bs(0,1)) kaikille » > 0 ja edelleen T'(Bs(0,7)) = rT(Bs(0,1))
on kompakti oletuksen nojalla. Jos A on rajoitettu, 16ytyy r > 0 siten, ettd A C
Bs(0,7). Nyt T(A) C T(Bs(0,7)) ja erityisesti T(A) C T(Bs(0,r)). Koska kompaktien
joukkojen suljetut osajoukot ovat kompakteja, saadaan véite. O

Myohemmin tarvitaan myos duaaliavaruuden heikkoa topologiaa, johon voidaan
maaritella duaalin V* heikot ominaisuudet aivan kuten normiavaruudelle V.

Maéritelmé 1.28. (Heikko™ -topologia) Normiavaruuden duaalin V* heikko topologia
on karkein topologia, jossa kuvaukset V,,: V' — K V,(f) := f(v), ovat jatkuvia kaikille
v € V. Topologiasta kiytetddn nimitysta heikko™ -topologia (luetaan “heikko tahti
topologia”).

Esimerkki 1.29. Jono (v,)* € V* suppenee vektoriin v* heikko* -topologiassa, jos
vl (v) — v*(v) jokaiselle v € V.

1.3 Lebesgue-integraali

Madéritelladn mitta-avaruudet, mitalliset kuvaukset, yksinkertaiset funktiot ja Lebesgue-
integraalit:

Maaritelma 1.30. Olkoon X joukko ja I' € X kokoelma joukkoja. Kokoelma I' on
joukon X o-algebra (sigma-algebra), jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1. perl,

2. Jos A €T, niin A° € T; téssd A° on joukon A komplementtijoukko,

3. Jos {A,}22, C T on numeroituva kokoelma joukkoja, niin |J A4, €T
n=1
Kuvaus p: I' = [0, 00) on mitta, jos

L p(0) =0,
2. jokaiselle numeroituvalle kokoelmalle {4, }22, C T, missd 4; N A; = () aina, kun

i # 7, on voimassa ,u( U An> = > 1(Ay).
n=1 n=1
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Paria (X, I') sanotaan mitalliseksi avaruudeksija kolmikkoa (X, T", i) mitta-avaruudeksi.
Joukkoja A € I' kutsutaan mitallisiksz.

Esimerkiksi joukon A osajoukkojen kokoelma eli potenssijoukko P(A4) = 24 on o-
algebra. Téarkeéd o-algebra avaruudessa R (tai missé tahansa topologisessa avaruudessa
Y) on Borel-joukkojen kokoelma B(R) eli pienin o-algebra, joka siséltdd avaruuden R
avoimet joukot. Tata kdyttden voidaan madritelld mitalliset reaaliarvoiset kuvaukset.

Maiaritelma 1.31. Olkoon (X, I, ) mitta-avaruus ja f: X — R. Télloin f on
mitallinen, jos f~(C) € I kaikille C' € B(R).
Yhtapitavia ehtoja ovat:

e f71(C) €T kaikille avoimille C' € B(R)
o f7!([—00,a)) €T kaikille a € R.

e on olemassa jono yksinkertaisia funktioita (s,)5°; (katso Maaritelmé 1.33) siten,
ettd lim s,(z) = f(x) kaikille x € X.
n—oo

Mitallisten kuvausten rajakuvaukset ovat edelleen mitallisia; toisin sanoen, jos (f,)
on jono mitallisia kuvauksia, joille f,(x) — f(z) kaikille z € X, on f mitallinen.
Méaritellddn seuraavaksi ominaisuuden melkein kaikkialla -voimassaolo:

Maéritelméa 1.32. Olkoon P(z) jokin ominaisuus, joka riippuu muuttujasta x. Sano-
taan, ettd ominaisuus P(x) on voimassa (u-)melkein kaikkialla joukossa A, jos P(z) on
voimassa kaikilla z € A\ E, missd F € I' on jokin nollamittainen joukko eli u(E) = 0.
Yleensi sanotaan lyhyemmin, ettd P on voimassa (u-)m.k. joukossa A.

Mitoista voidaan siirtyéd integraaleihin. Maéaritelladan ensin téarkea funktioluokka:

Maisritelméa 1.33. Olkoon A € P(X). Joukon A karakteristinen funktio tai indikaat-
torifunktio méaaritellaan kuvauksena

1, kinxe A

0, kunx & A. 4)

XA:A—>{07]‘}7 XA(x): {

Yksinkertainen funktio on kuvaus s: A — R, s(z) = >~ a;x, (x), missin > 1jaa; € R
i=1

sekid A = J_| A; ovat erillisié eli
(i) A; ovat pareittain pistevieraita eli A; N A; = () aina, kun ¢ # j.
(ii) Vakiolle a; on a; # a; kaikille i # j.

Joukon A yksinkertaisten funktioiden kokoelmaa merkitain S(A); jos rajoitutaan

vain ei-negatiivisiin kuvaksiin eli a; > 0, merkitdan ST (A).

Huomautus 1.34. Yksinkertaisissa funktioissa joukkojen ja/tai vakioiden ei tarvitse
olla erillisid. Téassa tapauksessa integraaleille tulee nayttédé, ettd ne eivét riipu esi-
tyksestd. Tamé taas seuraa siité, ettd téllaiselle kuvaukselle l0ydetdén aina edellista
médritelméd vastaava pistevieras esitys:
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Olkoon s(x) = >~ a;x,,, (¥), missé a; ja A; eiviit tarvitse olla erillisid. Funktio s saa
i=1

adrellisen monta erillistd arvoa a; € R, missid 1 < i < N jollekin N > 1. Asettamalla
Al = s71{(a}}) saadaan mitalliset joukot, jotka ovat pareittain pistevieraita alkukuvan
médritelmin nojalla. Edelleen vastaaville joukoille A on [JI¥, A} = A. Tésté scuraa,

etti s(z) = SN, a;x ,, (r), joka vastaa nyt Médritelmén 1.33 esitysta.
Maégritelma 1.35. (Lebesgue-integraali) Olkoon (X, T, 1) mitta-avaruus ja A € T.

1. Olkoon s € ST(A), missé osituksen joukot ovat mitallisia. Yksinkertaisen funk-
tion s integraali joukossa A on luku

n

/As dp = Z%M(Az‘ NA) e [0,o00].

i=1

Funktio s on integroituva, jos [ xS dp < oo - tdmé on yhtépitdvid sen kanssa,
ettd u(A;) < oo kaikille a; # 0. Integraalin arvo ei riipu myoskadn funktion s
esityksestd, kuten Huomautuksessa 1.34 néhtiin.

2. Olkoon ei-negatiivinen funktio f: X — [0, o] mitallinen. Funktion f Lebesgue-
integraali joukossa A on luku

/fd,u = sup{/sdu:séS*(X),s(x) < f(x) kaikillaxeA}.
A A

Funktio f on integroituva, jos | x [ dp < oo.
3. Olkoon funktio f: X — R ja f*, f~ sen positiivi- ja negatiiviosat
fT(z) = max{0, f(x)}, f (r) = max{0,—f(z)}.

Jos ainakin toisella osista on dérellinen integraali, maaritellaan Lebesque-integraali

/AfdM:/Af+dM—/Afd,u€[—oo,oo].

Jos molemmat ovat dérellisid joukossa X, on f integroituva eli [ + fdu < oo.
Yhtéapitavésti riittas niyttad, ettéd [, |f| du < oo, koska |f| = fT 4 f~.

Jos f on integroituva joukossa A C X, merkitdin f € L1(A) = L1(A; p); riippuvuus
mitasta p on yleensé selvéd, joten tavallisesti kiytetddn ensimmaéistd merkintaé.

Lukijalta oletetaan integraalien (ja mittojen) perusominaisuuksien hallinta. Maini-
taan alla kuitenkin additiivisuusominaisuus, jota hyddynnetddn myohemmin Radon-
Nikodym -lauseen todistuksessa Luvussa 4.

Lemma 1.36. Olkoon (X,T, 1) mitta-avaruus ja f € L1(A).
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(i) Pareittain pistevieraille joukoille (A;) C T, joille A = J;2, Ai, on voimassa

/Ui’OlAifd'u:i:/Afd,u.

(i) Jos fr,: A —[0,00],m > 1 on jono mitallisia funktioita, niin

Aifnduziéfndu-

Todistus. Katso [7, s. 341] kohdat (ii) ja (iii). O
Lebesgue-integraalille on keskeiset suppenemislauseet:

Lause 1.37. (i) (Monotoninen konvergenssi) Olkoot A € T" ja f,,: A — [0, 00] kasvava
jono funktioita eli fi(z) < fo(z) < -+ kaikilla x € X jan > 1. Tdlloin

n—o0

lim fn dp = / lim f, du.
A n—oo

(i) (Fatoun lemma) Olkoot A € T ja f,: A — [0,00],n > 1, jono mitallisia funktioita.
Télloin
/ liminf f,, dp < hm 1nf/ fn dp.
A

n—oo

(iii) (Dominoitu konvergenssi) Olkoot A € T ja f,: A — R jono mitallisia funktioita,
joille lim,, o, fn(z) = f(x) m.k. x € A. Jos on olemassa g € L'(A) siten, etti
|fn(@)] < g(x) m.k. z € A niin

ti [ g - /fdu

Todistus. Katso [1, s. 57-58, 61-62]. O
Kéydaan lopuksi lyhyesti lapi LP-avaruudet: olkoon p € [1,00) ja
LP(A) = LP(Asu) = {f A — R mitallinen : / |fIP du < oo}
A
Méarittelemélla ekvivalenssirelaatio f ~ ¢ jos ja vain jos f = g m.k. joukossa A,

saadaan ekvilenssiluokat [f]. Télloin jokainen kuvaus f voidaan samaistaa ekvivalens-
siluokkansa kanssa mitan g suhteen eli saadaan ekvivalenssiluokkien avaruus

)/ ~:={[f]: feLrA}

Néiden avulla voidaan méaéaritella
()= {in e @y~ il = ([ 177 dn)” < o0},
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Téssé || - ||, on normi: kolmioepéyhtilo seuraa Minkowskin epayhtélostd 1.38 (i),
lineaarisuus antaa |af|, = |a|||f|l, ja ekvivalenssiluokkien médritelmésta seuraa
| fll, = 0 jos ja vain jos f =0 mk. z € A.

Tapauksessa p = 0o, saadaan

L®(A) = {[f]: Ifllc =inf{a: |f(z) <amk. z € A} < co}.

Avaruudet LP ovat Banach-avaruuksia kaikille 1 < p < oco: tdmé néytetidédn yleisem-
min Banach-arvoisille kuvauksille seuraavassa Luvussa 2.
LP-avaruuksissa on hyodylliset perusepéayhtalot:

Lemma 1.38. Olkoot p,q € [1, o0].
(1) Minkowskin epayhtalo: jos f,g € LP(A), niin f + g € LP(A) ja

1+ gllp < [1fllp + llgllp,

(2) Holderin epéyhtalo: jos f € LP(A),g € LI(A), missi % +é =1, niin || fg|: €
LP(A) ja
1 glly < [1fllp + llgllq-

Todistus. [8, s. 93-95]. O

Jos | B| on joukon B alkioiden méiri, niin valitsemalla T' = 2N ja

B|, kun |B| <
M(B):{| [ kun |B

oo, kun |B| = o0,

1
saadaan [P(A) = [P(A,K)-avaruudet, missd ||f]|, = (ZIGA\f(w)V’)p. Normi on
jarkevéd méaritellda vain kuvauksille f, jotka eroavat nollasta numeroituvassa joukossa.
Tallin S := > _, f(xz) € K on olemassa, jos jokaiselle € > 0 on &érellinen joukko

A’ C Asiten, ettd [S =3 . f (x)’ < e. Erikoistapauksena saadaan jonoavaruudet

[P(N), misséd normi on muotoa ||f||, = (Zf; |fi|p>;. Avaruudet [P(A) voivat olla

hyvinkin erilaisia joukolle A: esimerkiksi [?(R) ei ole separoituva, vaikka [?(N) on;
tdahan palataan Luvun 2 Esimerkissa 2.10.

Huomautus 1.39. (Normiavaruuksien V' ja V* isometrisyys)

Metrisissé avaruuksissa kahden avaruuden V' ja W rakenteen siilyttidva kuvausta
kutsutaan isometriaksi. Normiavaruuksien vélinen kuvaus 7': V' — W on isometria,
jos se on lineaarinen bijektio ja ||z||v = ||T(z)||w kaikille z € V. Télloin merkitdin
V =2 W ja avaruuksien sanotaan olevan isometriset.

Jos H on Hilbert-avaruus ja x € H, voidaan asettaa lineaarinen funktionaali h* € H*,
hi(y) := (y,x) kaikille y € H. Toisaalta Rieszin esityslauseen 1.19 nojalla jokaiselle
L' € H* 16ytyy yksikésitteinen z, € H, jolle L'(y) = (y,zr) ja ||L|| = ||z a-
Niinpé saadaan T: H — H*, T(x) := (-,x) ja T™': H* — H,T"'(h*) = xp €li T on
isometria. Jokainen h € H voidaan samaistaa isometrian 7" kautta toiseen alkioon
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h € H* eli H= H*. Yleisesti kirjallisuudessa avaruuksille V, W kédytetdan samaistusta
V* =W jos ja vain jos V* = W.

[sometrian konstruointi onnistuu usein luonnollisesti ja duaalin alkiot ovat (isomet-
risesti) samankaltaisia kuin alkuperiisessd avaruudessa. Joskus duaali on kuitenkin
hyvin erilainen. Esimerkiksi LP( X, R)-avaruuksille saadaan (L?)* = L9, kun 1 < p < oo
ja i+ é = 1, mutta tapauksessa p,q € {1, 00} syntyy jo suurta eroa duaalin ndhden:
(LY)* = L™ vain o-aérellsille mitoille ja toiseen suuntaan saadaan vield erikoisempi
duaali (L>)* = B(X,I'), missé jalkimmé&inen siséltda kaikki rajoitetut, dérellisesti
additiiviset mitat v € (X,I"), jotka ovat mitan p suhteen absoluuttisesti jatkuvia.
Avaruuden normina toimii variaatio |v|(X), jota kiydéain tarkemmin lapi Luvussa 3.
Duaalin (L')* todistus ei-o-dérellisen vastaesimerkin kanssa 15ytyvit lihteestd [8, s.
138-140] ja [11, s. 296] sisdltdéd tapauksen (L™)*.
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2 Integrointi Banach-avaruuksissa

Madéritelldédn mitallisuus ja Bochner-integroituvuus Banach-kuvauksille. Naihin liittyen
osoitetaan Pettisin mitallisuuslause ja Hillen lause. Lisdksi yleistetadn LP(X, B; u)-
avaruuksien teoria Banach-kuvauksille ja tutustutaan heikon integraaliin késitteeseen.

Téasté eteenpdin - myos Luvuissa 4 ja 5 - kidytetddn seuraavia merkintoja kunnes
toisin mainitaan:

e B on Banach-avaruus. Normia merkitéaén || - ||, kun sekaannuksen vaaraa ei ole.
e (X,T', i) on ddrellinen mitta-avaruus eli p(X) < oco.
e Avaruuden B kerroinkuntana on K = R.

Useimmat mééritelmét voidaan yleistdd suoraviivaisesti tapaukseen R = C ja joissakin
todistuksissa esiintyykin kerroinkunta K, mutta teorian yhtenevén esityksen kannalta
valitaan oletukseksi reaaliluvut. Vastaavasti monissa tuloksissa dérellismitallisuus on
mahdollista korvata o-ddrellisyydella.

2.1 Mitallisuus

Banach-avaruuten voidaan maééritelld yksinkertaiset kuvaukset vastaavasti kuten
Maéaritelméassd 1.33. Korvataan nyt vain luvut a; € R vektoreilla b; € B, jolloin
saadaan funktio s: X — B,

sle) = 3" b, (@)

Yksinkertaisten kuvausten joukkoa merkitaan S(X, B) tai S(X), jos B ei muutu
asiayhteydessi. Vastaavasti funktion s integraali on vektori

/ sdu = Zbi,u(Xi NA) e B.
X i=1

Huomautuksen 1.34 nojalla integraali ei riipu funktion s esityksesta. Méaaritelmésta
seuraa, ettd integraali yhtyy Lebesgue-integraalin kaikille s € S(X, B), kun B = R.

Bochner-integraalin idea on samankaltainen kuin Lebesgue-integraalissa: jos kuvaus-
ta voidaan approksimoida yksinkertaisten kuvausten avulla, myos ndiden vastaavat
integraalit halutaan suppenevan jirkevéin raja-arvoon [ f. Kuten reaaliarvoisille
kuvauksille, integraaliteoria alkaa mitallisuuden késitteesta.

Maéritelma 2.1. Olkoon f: X — B.
(i) Kuvaus f on p-mitallinen, jos 16ytyy jono (s,) C S(X) siten, ettd

lim ||f(z) — sp(2)]| =0 mk. z € X.
n—oo
(ii) Kuvaus f on vahvasti mitallinen, jos (i) on voimassa kaikille x € X.

(iii) Kuvaus f on T-mitallinen, jos f~1(C) € T jokaiselle C' € B(B), missi B(B) on
Borelin o-algebra avaruudessa B.
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(iv) Jos b*f: X — K on p-mitallinen jokaiselle b* € B*, on f heikosti mitallinen.

Integraalia varten halutaan approksimaatio mahdollisimman monelle kuvaukselle
yksinkertaisilla kuvauksilla, joten (i) antaa kdytédnnollisimmén mitallisuuskésitteen;
integraalissa ei vélitetd nollamittaisista joukoista eli ehto (ii) on usein liian rajoittava.
Toisaalta mitallisten kuvausten alkukuvien haluttaisiin olevan mitallisia, joten (iii) on
hyodyllinen. Heikko mitallisuus taas liittyy vahvasti py-mitallisuuteen (Lause 2.4).

e Jatkossa mitallisuudesta puhuttaessa viitataan ensisijaisesti Maéritelman
2.1 (i) p-mitallisuuteen. Termié p-mitallisuus esiintyy silti ajoittain, mutta muista
mitallisuustyypeistd kidytetddn aina niiden omia nimityksié.

Osoitetaan ensin mitallisuuden séilyminen laskutoimituksissa:

Lemma 2.2. (i) Jos f,g: X — B ovat mitallisia ja a € R, niin af + g on mitallinen.
(ii) Jos f: X — B ja ¢: X — R ovat mitallisia niin ¢f: X — B on mitallinen.

(iii) Jos f: X — B mitallinen ja g: B — R jatkuva, niin go f: X — R on mitallinen.
Erityisesti normi ||f||: X — R on mitallinen.

Todistus. (i) Jos fn, g, ovat yksinkertaisia, my6s af, + g, on, joten
l(af +9) = (afa+g)l < lalllf = full +llg — gull = 0 mk. 2 € X.

(ii) Jos fn: X — B, ¢,: X — R on yksinkertaisia, niin ¢, f,: X — B on yksinkertai-
nen ja m.k. x € X on voimassa

Koska || fnl] < 1+ ||f]] riittdvin suurelle n, saadaan edelld ¢, f, — ¢f m.k. v € X.

(iii) Jos f,, on yksinkertainen niin g(f,): X — R on mitallinen reaaliarvoinen kuvaus.
Téllaisten kuvausten raja-arvo on mitallinen ja koska jatkuvuus antaa g(f,) — g(f)
m.k. x € X, on g(f) mitallinen. ]

Huomautus 2.3. (Mitan tédydellisyys ja mitallisuus) Reaaliluvuilla on voimassa
yhtdsuuruus vahvan ja [-mitallisuuden vélilla. Yleisessé tapauksessa néin ei aina ole,
kuten myhemmin huomataan, joten mitallisten kuvausten alkukuvat eivét vélttaméatta
ole mitallisia. Lemman 2.2 tulokset yleistyvét suoraan vahvasti mitallisille kuvauksille,
joten kohdan (iii) nojalla normin || f|| alkukuvat sdilyvit I-mitallisina, jos f: X — B
on vahvasti mitallinen. Jos mitta-avaruus X on tdydellinen eli nollamittaisten joukkojen
osajoukot ovat mitallisia, voidaan vahva mitallisuus korvata mitallisuudella kaikille
g: X - R:

Jos g: X — R on mitallinen, 16ytyy yksinkertaiset g,,n > 1 siten, ettd g, — g m.k.
r € X\ C,missd C € I, u(C) = 0. Mééarittelemélla h,, = g,,h = g joukossa X \ C'
ja h, = g, = 0 joukossa C' saadaan uudet kuvaukset, missé h,, ovat yksinkertaisia
ja h, — h koko joukossa X. Siis h on vahvasti mitallinen eli my6s I'-mitallinen. Nyt
jokaiselle U € B(R) saadaan

g U) = (F@) U (g )\ O () g W)
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Téssd h~'(U) on mitallinen vahvan mitallisuuden nojalla. Lisiksi g~1(U) \ h~1(U) ja
R~ (U) \ g~ 1(U) siséltyvit nollamittaiseen joukkoon {h # g}, joten ne ovat mitan
tiydellisyyden nojalla mitallisia. Siis g~(U) on mitallinen kaikille U ja avaruudessa
R siis I'-mitallisena vahvasti mitallinen.

Jokainen mitta-avaruus voidaan taydellistda. Siksi edellisen péaattelyn nojalla ku-
vauksille f: X — R, erityisesti normille || - ||, voidaan olettaa alkukuvien mitallisuus.
Alla on esitetty tdydellistiminen, jonka todistus 16ytyy ldahteesta [7, s. 138]:

Jokainen mitta-avaruus (X, I", ) voidaan tdydellistdéd: on olemassa mitta-avaruus
(X,T,v) siten, etti v(A) = p(A) kaikille A € T ja ehdot v(A) = 0,C C A takaavat,
ettd C € T.

Lemman 2.2 kohdan (iii) todistuksessa kdytettyd mitallisten kuvausten rajaku-
vauksen mitallisuutta ei voida yleistdé suoraan Banach-avaruuteen B. Tamé saadaan
kuitenkin seuraavan mitallisuuslauseen seurauksena, joka karakterisoi mitallisuuden ja
heikon mitallisuuden separoituvuuden avulla:

Lause 2.4. (Pettisin mitallisuuslause) Kuvaus f: X — B on mitallinen jos ja vain
jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
(i) f on melkein separoituva-arvoinen eli on olemassa C' € ' ja numeroituva E C B
siten, ettd u(C) =0 ja fF(X\C)CE.
(ii) f on heikosti mitallinen.

Huomautus 2.5. Separoituvan metrisen avaruuden aliavaruus on separoituva, katso
[11, s. 21, Theorem 12]. Lauseen 2.4 nojalla téssé tapauksessa mitallisuus ja heikko
mitallisuus ovat yhtipitivid ominaisuuksia; valitaan vain joukoksi C' = ().

Ennen lauseen todistusta tarvitaan tédrked aputulos, joka tunnettaan kirjallisuudessa
Egorovin lauseena. Pohjana toimii reaaliarvoinen versio [6, s. 110], joka laajentuu
suoraviivaisesti myos vektoriarvoisille kuvauksille, kun itseisarvo korvataan normilla.
Téssé normiavaruuden B ei tarvitse olla taydellinen.

Lemma 2.6. (Egorov) Olkoon u(X) < oo ja fn: X — B mitallisia siten, ettd
lim, o0 fu(z) =: f(2) on olemassa m.k. v € X. Tdlloin jokaiselle € > 0 loytyy joukko
X. €T, jolle (X \ X.) < e ja f, — [ tasaisesti joukossa X. eli

Jlim sup || £() = fa(z)ll = 0.

Todistus. Naytetdan tulos yksinkertaisille f,,. Yleiseen tapaukseen tarvitaan mital-
listen kuvausten raja-arvon f mitallisuus: tdmé saadaan Pettisin mitallisuuslauseen
Seurauksena 2.7, joka vaatii kuitenkin Egorovin lauseen tuloksen yksinkertaisille f,,.

Olkoon siis (f,) € S(X), joille f, — f m.k. joukossa X. Siis f on mitallinen.
Asetetetaan joukot

1
xp=({rex: ~ i@l < =}
P (e X e - sl <
kaikille n,m > 1. Joukot ovat mitallisia: || f — f;|| on mitallinen reaaliarvoinen kuvaus

eli voidaan olettaa, ettd se on I'-mitallinen. Liséksi kiinnitetylle m ja jokaiselle z € X
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saadaan ||f — f;|| < - jostakin indeksistd N ldhtien eli z € X" kaikille n > N. Tésté
seuraa, ettd X = Jo—, X

Olkoon € > 0. Koska p on &érellinen, saadaan mitan ylhaélta jatkuvuudesta ja
tiedosta f; — f m.k. z € X, ettd

lim p(X \ X™) = (ﬂX\Xm> ~0.

n—o0

Siten jokaiselle m 16ytyy K, > N > 1 siten, ettd p(X \ X]" ) < £27™. Asetetaan
X, o=y X, jolloin X, € T' ja subadditiivisuudesta seuraa

Mg

XA\ X = Jx\xg)) < ZMX\Xm <e

m=1 m=1

Jokaiselle m saadaan | f — fi|| < + joukossa X, kaikille ¢ > ki, joten f, — f
tasaisesti téssé joukossa. O

Palataan nyt Lauseeseen 2.4. Todistuksen rakenne mukailee 1dhdetté [10, s. 42].

Lauseen 2.4 todistus. Oletetaan, ettd f on mitallinen.

(i) Loytyy jono yksinkertaisia kuvauksia f;: X — B siten, ettd f; — f mk. z € X.
Lemma 2.6 antaa jokaiselle n > 1 joukot C, € I', joille u(X \ C,) < % ja fi = f
tasaisesti joukossa C,.

Olkoon ¢ > 0 jay € f(C,). Olkoon = € C, siten, ettd f(x) = y. Tasaisesta
suppenemisesta saadaan, ettd ||f(z) — fi(z)]| < ¢ kaikille x € C,, kaikille i > N > 1.
Koska fy(C,) on yksinkertaisille kuvauksille &érellinen, voidaan kirjoittaa fy(C,,) =
{cl,...,cN}, missi m > 1. Siten

1f (@) = 'l = I1f(2) = fw(@)ll <&

jollakin 1 < k < m. Mutta télléin y = f(z) € B(cl,e) C Ui, B(cy,e). Niinpd
f(C,) on tdysin rajoitettu eli Lemman 1.22 nojalla separoituva. Télldisten joukkojen
yhdisteend (J)~, f(C,) on edelleen separoituva. Asettamalla C = (0_ (X \ Cy)
saadaan

F(X\C) = (X\ﬂX\c) (Uc):[;f(m

Siis f(X \ C) on separoituva ja p(C) < u(X \ C,,) kaikilla n > 1, joten p(C) = 0.

(ii) Olkoon b* € B*. Jatkuvuuden nojalla b*f,, — b*f m.k. joukossa X. Jos f, €
S(X, B), lineaarisuudesta seuraa b*(f,) € S(X,R). Siis b*f on mitallinen kaikille
b* € B*, joten f on heikosti mitallinen.

Oletetaan sitten, ettd ehdot (i) ja (ii) ovat voimassa. Olkoon C' € T' joukko, jolle
u(C) = 0 ja (b,) joukon f(X \ C) numeroituva tihed osajoukko. Lemman 1.21
nojalla voidaan valita jono (b}) C B* siten, ettd b’ (b,) = ||b.|lB, ||b5]s = 1 ja
|f(@)||lg = sup,, |bi(f(x))| kaikille z € X \ C. Heikon mitallisuuden nojalla b f
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on mitallinen kaikille n > 1 ja koska C' on nollamittainen, on || f||z on mitallinen.
Kiinnitetylle N saadaan edelleen, ettd (b,) \ {by} on numeroituva ja tihed joukossa
F(X\ C)\ {bn}. Siten edellinen voidaan toistaa kuvakselle f — by eli kuvaukset
gn(x) = || f(x) — by||p ovat mitallisia.

Olkoon £ > 0. Asetetaan C,, := {x € X : g,(x) < e}. Voidaan olettaa, ettd g,
on normin alkukuvana I-mitallinen, jolloin C,, € T". Olkoon D,, := C,, \ Unm_:l1 Chn.
Méaritelladn kuvaus g: X — B,

b,, kunz € D,
g(x) =

0, muulloin.

Koska joukot D, ovat pistevieraita, on g hyvin méaritelty. Jos x € D,, jollakin n, niin
|f(x) —g(2)||lp = || f(z) — bu||p < e. Jos taas « € D,, kaikilla n > 1, ei pistetta f(z)
voida approksimoida tiheélld joukolla (b,). Télloin x € C, mutta C' on nollamittainen.
Siten ||g — fllp < € m.k. z € X. Erityisesti kuvausta f voidaan nyt approksimoida
melkein kaikkialla tasaisesti sellaisilla kuvauksilla, joiden kuvajoukko on numeroituva
ja jotka ovat mitallisia.

Tasaisen suppenemisen nojalla voidaan valita jono g,: X — B edellisistda kuvauk-
sista siten, ettéd || f — gnllp < % m.k. z € X jokaiselle n > 1. Jokainen g, on muotoa
> bnmXe,, . » Missd joukot C,..m ovat pareittain pistevieraita ja mitallisia kaikille
n > 1. Merkitaan sy (z) = an:l bnmXc, . (7). Koska p on #érellinen, voidaan kiinni-
tetylle n valita luku &, > 1 siten, etti (U, |, Cpm) < 27" Tilloin merkitsemilli
sn = sy, saadaan p({s, # gn}) = W(Up—p, +1 Cnm) < 27" Liséksi jokaiselle N > 1
on voimassa

a7 D < (o0 2 110 (o = 03) + (U o # )

< gl 1) + u(g{si # g:})

= Zu({si # 9i}) = ZTC

joten on oltava u({s, /4 f}) = 0. Niinpa s,, — f m.k. joukossa X eli f on mitallinen.
O

Lauseessa 2.4 saatiin mitalliset kuvaukset, jotka suppenevat mitalliseen f jopa
tasaisesti. Lisaksi ndméa voidaan valita numeroituva-arvoisiksi.

Seuraus 2.7. (i) Kuvaus f: X — B on mitallinen jos ja vain on olemassa mitalliset
fn: X — B siten, ettd f, — f tasaisesti m.k. joukossa X.

(ii) Kohdassa (i) voidaan valita kuvaukset f, = > " bomX,, —, missi b, € B ja
joukot C,, ,,, € I' ovat pareittain pistevieraita. Kuvauksia f, kutsutaan numeroituva-
arvoisikss.
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Pettisin mitallisuuslause sitoo mitallisuuden ja heikon mitallisuuden toisiinsa melkein
separoituva-arvoisuudella. Lauseesta on olemassa myos versio, joka sitoo vahvan
mitallisuuden vastaavasti I'-mitallisuuteen:

Lause 2.8. Olkoon f: X — B. Seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvia:
(1) f on vahvasti mitallinen,
(2) b*f on I'-mitallinen kaikille b* € B* ja f on separoituva-arvoinen eli on nume-
roituva E C B siten, etti f(X) C E,
(3) f on I'-mitallinen ja separoituva-arvoinen.

Todistus. Katso Theorem 1.1.6 ja Corollary 1.1.10 ldhteesta [14, s. 5-7]. O

Lauseen 2.8 nojalla separoituvassa avaruudessa B vahva mitallisuus ja I'-mitallisuus
ovat yhtépitavid ehtoja. Toisaalta Huomautuksessa 2.3 B = R voidaan korvata milla
tahansa separoituvalla Banach-avaruudella, joten mitta-avaruuden téaydellisyys antaa
p-mitallisuudesta I'-mitallisuuden. Liséksi Pettisin mitallisuuslause 2.4 samaistaa
p-mitallisuuden heikkoon mitallisuuteen.

Seuraus 2.9. Olkoot X tdaydellinen mitta-avaruus ja B separoituva Banach-avaruus.
Tdlloin Mddritelman 2.1 ehdot (i) - (iv) ovat yhtdapitdvid.

Annetaan lopuksi esimerkki heikosti mitallisesta kuvauksesta, joka ei ole mitallinen.

Esimerkki 2.10. ([10, s. 43]) Olkoon t € [0, 1]. Mé&éritellddn

1, kuinz =t
ei(x) = {

0, muulloin.

Talléin {e;: t € [0,1]} on avaruuden B := [%(]0, 1]) (katso s. 16) ortonormaali kanta:

1. |les]|3 = 1, joten kokoelma on normitettu ja e; € lo([0,1])

2. (er,€5) = Do €t(@)es(z) = 0 jos ja vain jos ¢ # s, joten kokoelma on

ortogonaalinen.
Hilbert avaruus /2 on separoituva jos ja vain jos sen ortonormaali kanta on numeroituva
(|7, s. 965]). Siis avaruus ([0, 1]) ei ole separoituva.

Asetetaan f: [0,1] — 12([0,1]), f(t) = ¢; ja X = ([0,1],T, ), missé I' on Lebesguen
o-algebra ja p Lebesguen mitta. Olkoon b* € B*. Rieszin esityslause 1.19 antaa
kuvauksen g € l5([0, 1]) siten, ettd (b*f)(t) = (e, g). Koska e;(n) # 0 jos ja vain jos
n # t,on (b*f)(t) = 0 mk. 2 € [0,1]. Siten b*f on mitallinen kaikille b* eli f on
heikosti mitallinen.

Jos £ C [0,1], aiemmin tehdyn huomion nojalla f([0,1]\ E) on separoituva jos ja
vain jos [0,1] \ E on numeroituva. Jos u(F) = 0, tdmé ei ole mahdollista, joten f ei
ole melkein separoituva-arvoinen eiké siis Lauseen 2.4 nojalla mitallinen.

2.2 Bochner-integraali

Kun B = R, kiytettiin Madritelméssa 1.35 yleisen funktion f integraaliin apuna
reaalilukujen jarjestysta. Yleisessd Banach-avaruudessa korvataan tdméa raja-arvolla

24



yksinkertaisista funktioista. Jotta raja-arvo on jarkevésti méaritelty eli kuvaus f on
integroituva, riittda tutkia Lebesgue-integraalin itseistd suppenemista. Kéyttden sivun
19 yksinkertaisten kuvausten integraalia saadaan seuraava maaritelma:

Maaritelma 2.11. (Bochner-integraali) Olkoon f: X — B mitallinen. Jos on ole-
massa jono yksinkertaisia funktioita (s,) C S(A), joiden Lebesgue-integraalille on

lim / 1 — sall du =0,

n—o0

on kuvaus f Bochner-integroituva ja sen Bochner-integraali méaritellaédn vektorina

/fdu hm sn dp € B.

Bochner-integroituvien kuvausten joukkoa merkitdin £'(X, B) tai L(X, B; p).

e Voidaan sanoa, ettd f on Bochner-integroituva jonon (s,) suhteen, kun halutaan
tdsmentédd mihin jonoon viitataan. Nadytetddn hieman mychemmin, ettd jonon
valinta ei vaikuta integraalin arvoon. Integroituvuuden mééaritelmé voidaan
vaihtoehtoisesti aloittaa numeroituva-arvoisista kuvauksista 2, bixy ., [13, s.
78-79]. Myohemmin nahdéén, ettd médritelmét ovat kuitenkin yhtéapitévia.

e Kuvaus ||f — s,|| on mitallinen kaikille n > 1 (Huomautus 2.3). Siten Lebesgue-
integraali [, || f — s, du on hyvin mééritelty.

e Koska jokainen f voidaan jatkaa nollakuvauksena joukkoon X \ A, voidaan
integroida aina koko avaruuden X yli. Talloin avaruus X voidaan jattda myos
merkitsemétté ja joukon A yli integroidessa voidaan hyodyntaé karakteristista

funktiota x,:
Jraw= [ pan. [ an= [ £ dn
X A X

Edelld kaytetddn samaa merkintdé kahdelle integraalille: integroituvuutta testatessa
raja-arvossa lim,, . [ A If = snll dp kéytetddn Lebesgue-integraalia, kun taas Bochner-
integraali on raja-arvo Banach-arvoisista yksinkertaisista kuvauksista. Itseasiassa
madritelmét yhtyvat, kun B = R, joten samaa notaatiota voidaan kayttda ilman
sekaannuksen vaaraa. Niytetddn todistus ldhteeseen [6, s. 122] pohjautuen:

Lause 2.12. Olkoon f: X — R mitallinen, [ f kuvauksen Bochner-integraali ja L(f)
kuvauksen Lebesgue-integraali. Kuvaus f on Lebesgue-integroituva jos ja vain jos se
on Bochner-integroituva. Tdlldin [ f = L(f).

Todistus. Olkoon f ei-negatiivinen eli f > 0. Huomautuksen 2.3 nojalla voidaan
olettaa, ettd f on I'-mitallinen. Asetetaan

5(z) = {k:4” kun f(z) € [k4~", (k + 1)4") jak = 0,1,...,8" — 1, 5

2", kun f(z) > 2"

Talloin s, toteuttaa seuraavat ehdot:
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e s, € 5(X),

e s, < S,41: olkoon x € X. Jos f(z) € [k4™", (k+ 1)4™") =: I} jollekin k. Koska
k4" = (4k)4~ 0D ja (k+1)4" = (4k +4)4~ D rajoittumille Sn+1];, saadaan

k4=, kun f(x

(z) € [k47", (4K + 1)4= (D)
4k 4+ 1)4=+FD 0 kun f(2)

()

(z)

(4k + 1)4=( 4D (4k + 2)4~ (1)
(4k + 2)4=(+D) (4F + 3)4~(FD)
(

4~ (
4k 4 2)4=+F) " kun f(x
( 4k +3)47 D (B 4 1)47").

S
S
S
4k 4 3)4=+) kun f(x) €

[

. R [
n—i—l\]k( ) ( [
( [

Jokainen aiempi véli siis jakautuu neljdén osaan vaiheessa n + 1, kun f(x) < 2".
Néin ollen s, (z) < spy1(x).

Jos f(z) > 2", on s,(x) = 2". Vaiheesa n on 8" kappaletta osavilejd. Télloin
ensimmiiselld uudella vililla f(z) € [(4 - 8")4~ () (4. 8" + 1)4-("*+D) eli
Sny1(x) = (4-8")4~ (1) = 27 Tutkimalla jokainen uusi vili vastaavasti, antaa
f(z) € [(4-8")4~ (1) (8n+1)4~(n+1)) arvion 2" < s,41(x) < 2", Jos f(z) on
suurempaa kuin annetulla vililld, antaa méiritelmé s, (x) = 2" lopuille
pisteille f(z) > 2"*1. Niinpi téssikin tapauksessa s,(z) < sp41(2).

e s, — f:jos x € X, kuvauksen méiritelmén nojalla s, (x) ldhestyy kuvapistetti
f(z), silla pisteen f(z) siséltavén vilin mitta ldhestyy nollaa.

Oletetaan ensin, ettd f on Bochner-integroituva. Yksinkertaisille funktioille on
L(sn) = [ sy kaikilla n > 1, joten monotoninen konvergenssi antaa

lim [ s, = lim L(s,) = L(f). (6)

n—oo n—oo

Olkoon (¢,) € S(X,R) jono, jonka suhteen f on Bochner-integroituva. Lebesgue-
integraalin kolmioepayhtélostd saadaan

L(f) = LS < LS - eal) + Llen) = /f < o0,

koska L(|f — ¢,|) — 0. Erityisesti Bochner-integroituvuudesta seuraa edellisen nojalla
Lebesgue-integroituvuus. Liséksi monotoninen konvergenssi antaa

joten f on Bochner-integroituva jonon (s,) suhteen. Niinpa yhtélosta (6) seuraa, etté
[ =L0f)

Jos f on Lebesgue-integroituva, antaa (7) integroituvuuden ja yhtésuuruus inte-
graaleille seuraa yhtélosté (6).

Yleinen tapaus seuraa integraalin lineaarisuudesta positiivi -ja negatiiviosille:

L =u -t = [ [ = [
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e Kuten mitallisuudessa puhuttaessa tarkoitetaan ensisijaisesti py-mitallisuutta, inte-
graalilla tai integroituvuudella viitataan vastaavasti Bochner-integraaliin
tai Bochner-integroituvuuteen. Myohemmin tarvitaan myos heikon integraalin
kéasitettd heikosti mitallisille kuvauksille, joten samaistetaan vastaava mitallisuuden
ja integroituvuuden késite. Teoria keskittyy kuitenkin ensisijaisesti pu-mitallisiin ku-
vauksiin ja Bochner-integraaliin, joten vaikka terminologiaa integraali/integroituvuus
esiintyy Bochner- ja Lebesgue-etuliitteineen jatkossakin, Lebesgue-integraali viittaa
vain reaaliarvoisiin kuvauksiin.

Esimerkki 2.13. Olkoon f: [-1,1] \ {0} — R, f(z) = X. Konstruoidaan Lauseen

2.12 tapaan yksinkertainen funktio s vélille (0, 1]. Samaa funktiota voidaan kiyttia

myds vilille [—1,0) peilaamalla origon suhteen; merkitddn tétd s2. Méadritelemilla

fn = s} + s2 saadaan yksinkertaiset kuvaukset, joille f,, — f eli f on mitallinen.
Lisaksi kaikille n > 1 on

/ fnd,u:/ SLdqu/ sy dp =0,
[-1,1] [-1,1] [-1,1]

koska Lebesgue-integraalit kumoamat toisensa. Niinpé f[—11} fdu = 0. Nyt f ei
kuitenkaan ole Bochner-integroituva, koska f[—1,1} |f — fol du = oo kaikille n > 1.
Edelleen f[_l’l] fTduy = f[—l,l] f~du = f(O,I] % du = oo, joten f ei ole myoskadan
Lebesgue-integroituva.

Siirrytdén seuraavaksi integraaliin perusominaisuuksiin. Apuna toimii [13, s. 76-89),
joka sisdltdd suurimman osan tdmén aliluvun tuloksista. Vertaisldhteena kaytetaén
[10, I1], jossa osa todistuksista on muotoiltu selkedmmin.

Aloitetaan lineaarisuudesta ja kolmioepéayhtélosté, jotka saadaan suoraviivaisesti
médritelméstéa:

Lemma 2.14. Olkoot f,g: X — B Bochner-integroituvia ja a € R. Tdlloin integraa-
lille on seuraavat ominaisuudet:
(1) Kolmioepdyhtalo: ||f]| on integroituva ja

| [ ranf < [ 1sa
/Xaf+gd,u:a/xfd,u+/ngu.

Todistus. Molemmat seuraavat yksinkertaisille funktioille Lebesgue-integraalin vastaa-
vista tuloksista.

(1) Olkoon f integroituva jonon f, € S(X) suhteen. Kéénteinen kolmioepayhtilo ja
Lebesgue-integraalin monotonisuus antavat

(2) Lineaarisuus:

/HWFWEMMS/Wf—MMM%Q
X X
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joten || f|| on integroituva ja lim [y || full du = [y || f]l dp. TéllSin normin jatkuvuus
n—oo

ja kolmioepéyhtilo funktioille f,, € S(X) antaa

| ol = f ] = | ] < i st 1

(2) Olkoot f,, g, € S(X) siten, ettd f on integroituva jonon f, ja g jonon g, suhteen.
Kuvaus af + g on integroituva, koska

/Il(af+g)—(afn+gn)|| duélal/ T du+/ lg — gull dys — 0.
X X X

Télloin lineaarisuus yksinkertaisille kuvauksille antaa
/ af +gdp = lim / afn+ gn dp = a lim / fn dp+ lim / n dp

:a/fdp—i—/gd,u.
X X

Seuraavaksi on olennaista niyttad, ettéd integraali on hyvin méaéritelty: se suppenee
raja-arvoon avaruudessa B ja sen arvo ei riipu jonon (s, ) valinnasta.

]

Lemma 2.15. Olkoon f: X — B Bochner-integroituva jonon (s,) C S(X) suhteen

eli
lim / | f — sull dpp = 0.
n—oo X

Tdlloin <fX Sn d,u) on Cauchy-jono avaruudessa B eli raja-arvo lim fx Sp dpt on
n—oo
olemassa. Lisiksi, jos s, C S(X) on toinen jono, jonka suhteen f on integroituva,
nimn
lim Sp dp = lim s du.

n

Todistus. Osoitetaan ensin, ettéd jono on Cauchy: jos n,m > N > 1, niin lineaarisuuden
ja kolmioepayhtalon nojalla

H/ Sn d,u—/ Sm d,uH —H/(sn—sm) d,uH S/ |S$n — Sml| dpe
X X X b

< [r=saldus [ 15 =salldu o,
X X
kun N — oo, silla f on integroituva.

Yksikésitteisyys: jos f on integroituva jonojen (s,) ja (s}) suhteen, niin vastaava
arvio kuin edelld antaa

H/sndu—/s;duus/ ||f—sn||dﬂ+/ If = sLll dyu = 0,
X X X X

kun n — oo. O
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Osoitetaan seuraavaksi Bochner-integroituvuuden ja normikuvauksen Lebesgue-
integroituvuuden vélinen yhteys:

Lause 2.16. Mitallinen kuvaus f: X — B on Bochner-integroituva jos ja vain jos
/]l € LY(X,R; ) eli [ || f]l dp < 0.

Todistus. Jos f on Bochner-integroituva, myos || f|| on integroituva Lemman 2.14
nojalla. Koska Lebesgue- ja Bochner-integraalit ovat samat reaaliarvoisille kuvauksille,
on fX | f[l dp < oo.

Oletetaan nyt, ettéd f on mitallinen ja [ || f]| du < co. Seurauksen 2.7 nojalla 16ytyy
numeroituva-arvoiset (f,,) siten, etté jokaisella n>1on||f—f. <2 mk joukossa X.
Kolmioepéyhtdls antaa || f,|| < [|f]|++ mk. € X, joten [y || ful du < 0o. Kuvaukset
frn voidaan esittdd muodossa f, = Zm 1 bumXe, . pareittain pistevieraille Cy, ,, € T'.

Kiinnitetylle n merkitéaan Gf := (2,1 Crm- Koska w(X) < oo ja || fn]l integroituva,

voidaan valita m,, > 1 siten, etti

/ 1ol dpe < ).
Gy

n

Asettamalla g, := > """ by mX,,  saadaan yksinkertaiset kuvaukset, joille

(X
“()—>o,
n

_nd_ _nd n_nd_
/Xuf 9Hu</XHf £l u+/XHg full du <

kun n — oo. [
Bochner-integraalilla on reaaliarvoista integraalia vastaavia rajankayntituloksia.

Lemma 2.17. (Integraalin rajankdyntiominaisuuksia)
(1) (Dominoitu konvergenssi) Olkoot f,,: X — B integroituvia kuvauksia. Jos f, — f
mitassa p eli kaikille € > 0 on lim, oo u({z : ||f — full = €}) = 0 ja on
integroituva g: X — R, jolle ||f.|| < g m.k. x € X, niin f on integroituva,

lim fn dp = / f du kaikille A e T’
n—oo A
Kohtiin (2) ja (3): olkoon f: X — B Bochner-integroituva.

(2) Kuvauksen f integraali on jatkuva mitan pu suhteen: jokaiselle e >0 on 6 > 0,
jolle (A) < 6 antaa [, f du < e. Toisin sanoen,

hm /fd,u—()

(3) Olkoot (A,) C T jono pareittain pistevieraita joukkoja, joille A = |J7— A
Télloin
/ fdp = Z f dp,
A"L

missa Y o, H fAn f d,uH < 0.
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Todistus. (1) Dominoidun konvergenssin voimassaolo my6s mitassa suppeneville ku-
vauksille seuraa siité, ettéd jokaiselle mitassa suppenevalle jonolle 16ydetaén osajono,
joka suppenee m.k. z € X eli rajakuvaus on mitallinen. Osajonoon voidaan kayttaa
tavallista dominoitua konvergenssia. Tamén jdlkeen voidaan néyttad, ettd alkuperéi-
sen jonon tulee konvergoida samaan integraaliin. Yksityiskohdat 16ytyvit esimerkiksi
ldhteestd [6, s. 122 & 132].

Koska f, — f mitassa, myos || f — fn]| — 0 mitassa. Lisdksi ||f — f.] < 2¢ m.k.
x € X, joten reaaliarvoisen dominoidun konvergensin nojalla saadaan

i [ 1f = fulldu =0,
n—oo X

Siis f on integroituva, joten lim, o [, fn du = [, f dp kaikille A € T.
(2) Lauseen 2.16 nojalla f € L£'(X,R), joten reaaliarvoisen integraalin vastaava
ominaisuus ja normin jatkuvuus antavat

lim d H: lim H/ d Hg lim / d = 0.
Mmﬁméf | = i || [ rae < im [ e

(3) Koska 3227, [, fdu <3277, [, |Ifll diw < oo [ [If]l dp, on sarja itseisesti suppe-
neva ja siten Lemman 1.7 nojalla suppeneva. Integraalille on &&rellinen additiivisuus,
silla

AUde/L:/XXAudeMZ/X(XA+XB)fdM:/AfdM+/deM

Tasta saadaan

k
|, fn=3 sl =l s ®

Koska (X)) < 0o, saadaan limy_, . p ( Un it AZ-) = 0 eli erityisesti kohdan (1) nojalla

khﬁrgo fUi‘f:kHAi fduj < l}LI{}o fU;O=k+1Ai fll du = 0. Tulos seuraa yhtalosta (8), kun
k — oo. ]

Huomautus 2.18. Esitetddn myos seuraava tulos Seurausta 2.19 varten, joka siséltéa
kisitteen vektorimittojen variaatiosta. Tahén palataan Luvussa 3.

Olkoon f: X — B Bochner-integroituva. Merkitdén F(A) := [, f du kaikille
A eT. Talléin [F[(X) :=supy e [|[F(C)]| < 0o, missd A on joukon X pistevieras
adrellinen ositus: A = {A;}; adrelliselle I, X = J; A;, A; € T pistevieraita. Erityisesti
saadaan

|F|(A) = / | £l dp kaikille A € T
A

Seurauksena saadaan Lebesgue-integraaleilta tunnettu integraalien yksikésitteisyys-
tulos.
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Seuraus 2.19. Jos f,g: X — B ovat integroituva ja fAf dp = ngd/,L jokaiselle
Ael, niin f=g mk xeX.

Todistus. Asetetaan F(A) := [, f — g du. Téllsin F(A) = 0 kaikille A € T', joten
saadaan 0 = |F|(X) = [, ||f — gl di. Lebesgue-integraalia vastaava tulos antaa
lf — g/l = 0 m.k. joukossa X eli f =g mk. z€ X. O

Seuraava lause on téarked tulos lineaarikuvausten integroinnissa.

e Jos L: B — V on lineaarinen, on G, := {(v, L(v) : v € V} C B x V kuvauksen
L graafi. Kuvaus L on suljettu, jos graafi on suljettu joukko normin ||(b, v)||pxy =
|blls + ||v]|v suhteen. Erityisesti jatkuvat kuvaukset L ovat suljettuja.

Lause 2.20. (Hillen lause) Olkoot B,V Banach-avaruuksia, L: B — V lineaarinen
ja sulgettu. Jos f: X — B, L(f): X — V ovat Bochner-integroituvia, niin

L(/Afdﬂ> - /AL(f) dp kaikille A € T. (9)

Todistus. Seurataan todistusta [10, s. 47]: Olkoon € > 0. Valitaan Seurauksen 2.7
nojalla numeroituva-arvoiset f. = > 7 b,x 4, Missé b, € B, A, € I' ovat pareittain
pistevieraat ja 16ytyy nollamittainen joukko C; € I siten, etté

sup{[|f(z) = fe(@)]p -z € X\ Ch} < g (10)

Valitaan edelleen g. = fom:l UnmX a4, ., Missd A, ,, € I ovat pareittain pistevieraita,
U>_ Anm = An, Unm € V ja 16ytyy nollamittainen Cy € T, jolle

sup{[|L(f(2)) = g=(x)[lv : # € X'\ Ca} < g (11)

Seuraavaksi valitaan jokaiselle parille (n,m) mielivaltaiset alkiot an., € An.n ja
asetetaan F'(x) := > | f(anm)x, . (). Télléin (10) antaa

1f(z) = F(@)lls < [If(2) = (@)l + [ F(2) = fe(2)lls <& mk. z € X\ Ch.

Vastaavasti (11) antaa ||L(f(z)) — L(F(x))||v < € kaikille x € X \ Cy. Téstd saadaan

/||F||Bdu§/ ||f||Bdu+/ ||f—F||Bdu</ 111 dis + eu(X) < o
X X X X

ja [y ILf — LF|lv dp < ep(X) antaa [y [|[LF |y dp < oo.
Integraaleille on muodot

/XFd,u: Z f(anm)p(Anm) ja /XL(F> dp = Z Lf(anm)pi(Anm).  (12)

n,m=1 n,m=1
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Koska [ 4 F dp € B ja L on suljettu, on suljetun graafin lauseen 1.18 nojalla L jatkuva.
Liséiksi summat (12) suppenevat, joten rajasummien jirjestykselld ei ole vilid ja
saadaan yhtdsuuruus

L(/AF d,u) :i}iinooL<i i f(a”’m)’u(A"’m)> = l}gﬂooi i L f(anm)p(Anm)

n=1 m=1 n=1 m=1

:/AL(F) dy.

Koska edellinen on voimassa kaikille € > 0, voidaan koko tédhin asti tehty paittely
korvata jonolla &; = (1) — 0 ja valita vastaavat kuvaukset F;. Tallsin F;, L(F;) ovat
integroituvia ja numeroituva-arvoisia,

/Fz-du—>/Fd,u, /LFl-du—>/Lqu
A A A A

ja L(fyf du) = lim L( [, Fydpr) = lim [, L(F) d = [, L(f) dp.
Kuten Lauseen 2.4 todistuksessa, numeroituva-arvoiset F; voidaan korvata sopivilla
yksinkertaisilla kuvauksilla (s;) ja tulos on edelleen voimassa. Niinpa L, L(F') ovat

Bochner-integroituvia ja L(fA f d,u> = [, L(f) dp kaikilla A € T'. O

Huomautus 2.21. Bochner-integraali on mahdollista méaritelld yleisemmin lokaalisti
konvekseihin topologisiin vektoriavaruuksiin, jollaisia myos Banach-avaruudet ovat.
Tallaisissa avaruuksissa on edelleen voimassa Hahn-Banach -lause, jonka avulla ava-
ruuteen saadaan duaalirakenne. Télloin Hillen lauseen kaltainen yhtédsuuruus jokaiselle
duaalille b* riittdd mééritteleméadn yksikésitteisen integraalin Seurauksen 1.16 nojalla.
Taustaa ja integraalin sovelluksia téllaisissa avaruuksissa voi lukea ldhteesta [2].

Lauseen 2.20 avulla voidaan integroida tehokkaasti rajoitettuja lineaarikuvauksia.
Saadaan muitakin hyodyllisid tuloksia:

Seuraus 2.22. (1) Jos f,g: X — B ovat mitallisia ja kaikille b* € B* on b*f = b*g
m.k.x € X, niin f =g m.k. v € X.
(2) Olkoon f integroituva ja A € T, u(A) > 0. Tdlloin

(i) ﬁ S fdp € co(f(A)), missi

co(E) = {zn:)\zxz cx; € Eo N >0, joille zn:/\i = 1}
i=1 i=1

on joukon E konveksi verho (= pienin konveksi joukko, johon E sisdiltyy).
(i1) Olkoon C' C B on suljettu ja konveksi sekd ﬁ [ [ dp € C kaikille A. Tdllgin

f(z) e C mk x e X.

(3) Mitallinen f: X — B on integroituva jos ja vain jos on numeroituva-arvoiset f,,

joille [ IIf — full du = 0.
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Todistus. Katso kohtaan (1) [10, s. 48] ja kohtaan (2) [10, s. 48], [14, s. 20]. Kohta
(3) saadaan Lauseen 2.20 integraaliesityksestd > " 1 f(@nm)pt(Anm), kun asetetaan

fn = Zronozl f(an,m)XAn,m' []

Viimeistellain Bochner-integraalien teoria LP-avaruuksilla, jotka saadaan kuten
reaaliarvoisille kuvauksille sivulla 15. Nyt itseisarvo korvataan avaruuden B normilla.

Maéaritelméa 2.23. (LP-avaruudet) Olkoon p € [1, 00). Mééaritellaan
LP(X,B;u) = {f A — B mitallinen : / FIIP dp < oo}
A

Toisin sanoen f € LP(X, B; u) jos ja vain jos || f|| € LP(X,R; p).
Melkein kaikkialla samaistettavat kuvaukset muodostavat ekvivalenssiluokat [f],
jolloin £P(A)/ ~:={[f]: f € LP(X, B;p)}. Voidaan asettaa

2 Big) = {2 B~ = ([ 1917 dir) b an 1< p < o0 ja

L=(X) = {[f] : [ fllc =inf{a: |f(z)] <amk z € X} < oco}.

Avaruuksia LP(X, B; pu) voidaan merkitd myos LP(X, B) ja LP(X, p). Kun itseisarvo
korvataan normilla, saadaan tulokset myos yleiseen tapaukseen. Niinpéd voimassa ovat
Minkowskin ja Holderin epéayhtéalot.

(1) Minkowskin epayhtélo: jos f,g € LP(X, B) niin f + g € L?(X, B) ja

1f+ gl < L fllo + Nlgllp,
(2) Holderin epéyhtils: jos f € LP(X,B),g € LUX, B), missi  + ¢ = 1, niin
fg € L'(X, B) ja
1 fglls < [[£1lpllgllq-

Jos f € L’(X,R),g € LY(X, B), saadaan edelleen fg € L'(X, B).
LP-kuvauksia voidaan approksimoida yksinkertaisilla kuvauksilla. Seuraavaa tulosta
tullaan tarvitsemaan vain tapauksessa p = 1.

Lemma 2.24. Olkoon 1 < p < oo.

(1) S(X,B) = L*(X, B).

(2) Jokaiselle f € L>(X,B) jae > 0 loytyy s € S(X,B) sekd A € I',u(A) < ¢
siten, ettd ||S|loc < ||flloo ja

sup || f(z) = s(x)]| < oo.
zeX\A

Todistus. [14, s. 23]. O

Osoitetaan seuraavaksi LP-avaruuksien taydellisyys. Pohjana kéytetdan reaaliarvois-
ta todistusta [7, s. 886-888 & 891]; nyt itseisarvo korvataan normilla.
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Lause 2.25. LP(X, B; 1) on Banach-avaruus.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd 1 < p < oco. Olkoon (f,,) € LP(X, B) Cauchy-jono.
Valitaan osajono (k;) € R siten, ettd || fy,,, — fi:ll, < 27" kaikille ¢ > 1. Asetetaan

gn = z; ki = fralls Ja g = lim gg.

Minkowskin epayhtdlon nojalla kaikille n > 1 on

l9ally <D s = Fiullp < Y27 <D 27 =1
i=1 i=1 i=1

ja edelleen Fatou’'n lemma 1.37 (ii) antaa

[ ot die < timint [ g de <1
X n—oo X

eli [|g]l, < 1, joten g € LP(X, B). Erityisesti ||g||3 < co m.k. z € X eli g on hyvin
médritelty m.k. x € X.
Asettamalla

n

im [fio () + ) (frr (2) = ()]

i=1

fla) = lim fi,(x) =

n

saadaan kuvaus, joka suppenee avaruuden B alkioon m.k. x € X, koska kuvauksen
¢ madraama itseinen sarja suppenee Banach-avaruudessa m.k. x € X (Lemma 1.7).
Lopuissa pisteissé asetetaan f(z) = 0, jotta f on méiritelty koko avaruudessa; tamé ei
vaikuta normissa suppenemiseen. Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on haluttu raja-arvo

jonolle (f,).
Olkoon € > 0. Valitaan N > 1 siten, etté || f, — fill, < € kun n,m > N. Kiinnitté-
mélld indeksi m ja kdyttdmalld Fatoun lemmaa osajonoon (f,) saadaan

o =ty d < timint [ = Sl die = imint e, full; < 2
X 1—00 X 11— 00
Téastd seuraa ||f — fll, < e kun m > N ja Minskowskin epéyht4lo antaa

1fllp < L = Fallp + 1 fmllp < €+ [ fmllp < o0,

joten f, — f € LP(X, B).
Olkoon nyt p = 0o ja (f,) € L>®°(X) Cauchy-jono. Maaritelladn joukot

Ci=A{z € X :|[fi(x)lls > |l filloo}
ja

By = {r € X :||f;(z) = filx)lz > I fillo}-

34



Normin || - || mééritelmén nojalla kaikki joukot ovat nollamittaisia. Asetetaan

D= GC@- U D By
=1

=1

jolloin D on nollamittaisten joukkojen numeroituvana yhdisteenéd nollamittainen. Nyt
(fn) suppenee tasaisesti joukossa X \ D johonkin rajafunktioon f, koska (f,) on
Banach-avaruuden Cauchy-jono. Asetetaan f(z) = 0 kaikille z € D, jolloin f on
méédritelty koko avaruuteen X. Siis ||f — fu|lcc — 0 kun n — oo ja kuten aiemmassa
tapauksessa, suppenemisesta seuraa

[flloe < 1f = falloo + [ falloo < o0,
eli f, — f € L=(X, B). 0

Sivulla 16 todettiin, ettd (?(X, K)-avaruudet saadaan LP(X, K, p)-avaruuksista luku-
miiridmitalla, kun o-algebrana on potenssijoukko 2. Vastaava seuraa suoraviivaisesti
my6s Banach-kuvauksille.

Seuraus 2.26. Avaruus I?(X, B) on Banach-avaruus, kun 1 < p < oco.

2.3 Pettis-integraali

Esimerkissd 2.10 néhtiin, ettd myos Bochner-integraalille 16ytyy heikosti mitallisia
kuvauksia, jotka eivét ole mitallisia. Pettisin mitallisuuslause antaa ymmértéa, ettei
tallaisessa tapauksessa kuvajoukkoa voida approksimoida numeroituvalla joukolla
eli integraalia ei voida maarittda. Jos kuitenkin duaalit b* f ovat integroituvia, on
mahdollista mééritella heikompi integraali.

Aloitetaan seuraavalla méiritelmélld ja siihen liittyvélla lemmalla.

Maaritelméa 2.27. Olkoon B normiavaruus.
(i) Avaruuden B biduaali on duaalin B* duaali eli B* := (B*)*, varustettuna
normilla [|b**[| g = supyp« <1 [0*(0*)].
(ii) Olkoon Kp: B — B* Kg(z)(b*) := b*(z) kaikille b* € B*. Kuvaus Kp on
avaruuden B kanoninen upotus.
(iii) Avaruus B on refleksiivinen, jos Kp on surjektio.

Lemma 2.28. Kanoninen upotus on lineaarinen isometrinen upotus: Kg on lineaari-
nen, injektiivinen ja ||[KCp(x)|| g = ||z||p kaikille x € B.

Todistus. Jos x,y € B ja a € R on kaikille 0* € B*
Kglazx +y) = b*(ax +y) = ab*(z) + b*(y) = aKp(z) + Ks(y),
joten Kp on lineaarinen. Edelleen

1K () (0%)]

5o = ()] < [|0*][|2]]» kaikille b* € B* eli |Kp()]

B < ||7||B
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ja toisaalta Hahn-Banach-lause antaa b* € B* siten, etti ||b*]| = 1, b*(z) = ||| eli

]l = [b"(2)] = Kp(b*)| < [IKa(2)|

B**.

Néin ollen ||[Kp(z)| g~ = ||z||5. Lineaarisuus ja etiisyyden siilyttdminen antaa

1K (x) = Kp(y)]

g = [|[Kp(z —y)|5~ = |lz = yll5,
josta injektiivisyys seuraa. Siis g on isometrinen upotus. O

Huomautuksessa 1.39 puhuttiin LP(X, R)-avaruuksien duaaleista. Seuraava lemma,
josta voidaan kéayttdd myos nimeéd Rieszin esityslause, antaa reaalisessa tapauksessa
yhtasuuruuden (LP)* = L7 ja refleksiivisyyden:

Lemma 2.29. Olkoot p,q € [1,00), zl) + é =1.

(i) Kuvaus T: LP(X,R) — (LYX,R))*, T(9)(f) = [y fgdu, g € LY(X,R) on
1sometria, kun 1 < p < oo. Tapauksessa p = 1 vaaditaan lisiksi mitta-avaruuden
o-darellisyys.

(i) LP(X,R) on refleksiivinen, kun 1 < p < oo.

Todistus. [11, s. 286-290]. O

Yleisissa avaruuksissa LP(X, B) vaaditaan myos ehdon 1 < p < oo lisiksi refleksiivi-
syys avaruudelle B (katso Huomautus 4.20).

Jos heikosti mitallinen kuvaus on integroituva jokaiselle duaalilleen, seuraava lemma
lahteestd [10, s. 52] takaa heikon integraalin olemassaolon biduaalina.

Lemma 2.30. Olkoon f: X — B heikosti mitallinen ja b*f € L'(X,R) kaikille
b* € B*. Tdlldin jokaiselle A € I' on olemassa b € B**, jolle

b (b*) = /A b fdu kaikilla b* € B,

Todistus. Olkoon A € T'. Médritelliin kuvaus L: B* — LY(X,R), L(b*) := b*(fx,)-
Osoitetaan, ettd L on suljettu: olkoon (b:) C B*, jolle b — b* duaalinormissa ja
L(b) — g jollekin g € L'(X,R) L'-normissa. T&lloin 16ytyy osajono (ng) > 1, jolle
by, (fx,) — g mk z € X, mutta toisaalta b (fx,) — b*(fx,). Koska L(b*) on
nollakuvaus joukossa X \ E jokaiselle b*, saadaan b*(f) = b*(fxy. ,) + 0" (fx,) =
b*(fx,). Siis b* f = g melkein kaikkialla, joten L(b}) — L(b*). TAmé& néyttés, ettd L
on suljettu.
L on lineaarinen ja suljettu eli suljetun graafin lauseen nojalla jatkuva. Saadaan

] [vs du‘ < LG < 1Dl e 15 - < 00
A

eli b* — [, b*fdu on jatkuva ja integraalina lineaarinen. Asettamalla b (b*) :=
[, b f dp saadaan haluttu biduaali, jolle ||b%|| g« < [|L|| 5= O
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Mairitelmé 2.31. (Pettis-integraali) Jos f: X — B on heikosti mitallinen ja b* f €
LY(X,R), on f Dunford-integroituva. Kuvauksen f Dunford-integraali joukossa A
madritellidn Lemman 2.30 antamana biduaalina D4 := b € B**.

Jos jokaiselle biduaalille D4 on olemassa P4 € B siten, ettd Kp(P4) = D4 eli
b*(Pa) = [, b*f dp kaikille b* € B*, niin f on Pettis-integroituva ja

[fdMIZPA

on kuvauksen f Pettis-integraali joukossa A.

Huomautus 2.32. (1) Dunford-integraali on heikompi kuin Pettis-integraali, silla
KCp ei ole aina surjektio. Refleksiivisille avaruuksille integraalit ovat aina samat.

(2) Jos P4 ja P! ovat Pettis-integraaleja joukossa A, niin lineaarisuuden nojalla
b*(Py — Pa) = 0 kaikille b* € B*. Télloin Hahn-Banach antaa duaalin ¢ € B*, jolle
0= ¢(Pa— Py) = ||Ps — Pyl eli Py = Py . Pettis-integraali on siten yksikésitteinen.
(3) Jos f on Bochner-integroituva, niin Bochner- ja Pettis-integraali ovat yhtésuuret:
tdma seuraa Hillen lauseesta ja Seurauksesta 2.19.

Dunford-integraalien teoriaa ei késitella. Pettis-integraalit sen sijaan muodostavat
vektorimittoja, joihin palataan seuraavassa luvussa. Tarkemmin Pettis-integraalista,
sen teoriasta ja suhteesta Dunford-integraaliin voi lukea lihteesta [20].

Annetaan vield esimerkkeji Pettis-integroituvuuteen liittyen:

Esimerkki 2.33. (i) Esimerkissi 2.10 néhtiin, ettd f on heikosti mitallinen ja b*f = 0
m.k. z € [0, 1] jokaiselle b* € [?([0,1])*. Koska f ei ole mitallinen, se ei ole Bochner-
integroituva, mutta Pettis-integraali on olemassa kaikille A € I":

b*(0) = / b* f dp = 0 kaikille b* € B* eli ff dp = 0.
A
A

(ii) ([23, s. 53]) Olkoon ¢y = {(z,) C R : 2, — 0}, X = ([0,1],I", ) kuten Esimer-
kissd 2.10 ja f: [0,1] — co, f(z) = (fn(x))n = (nxln(x))n, missé I, = (=7, %],
Koska (c)* = [1(N), jokaiselle b* € (cp)* 16ytyy jono a = (a,) € Iy siten, ettd
b*(f(z)) =307 anfal(z). Nyt f on heikosti mitallinen, silld sarjat >~ | a, f,(z) ovat

00 |an|
n=1 n+1 <

Yoo |an] < oo, joten integroimisjérjestysté voidaan vaihtaa Tonellin lauseen nojalla
(katso esimerkiksi [7, s. 439]). Téastd saadaan

/Ab*f dp = /Ag:lanfn(w) dp = i/Aannxh () du

= Z aynu(ANI,) =b"(c),

n=1

yksinkertaisten kuvausten raja-arvoja. Lisdksi Y -, f[o 1 |an fr(z)] dp = >
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missi ¢ = <np(A N In)> € ¢p, koska monotonisuuden nojalla nu(A N 1,) < nu(l,) =

1

—71 — 0 ja néin ollen Pettis-integraalille on

ff dp = (nu(A N In))n.

A

Esimerkiksi A = [0, 1] antaa Pettis-integraaliksi (—=7) .

Avaruus ¢y on separoituva, joten kuvauksen f heikko mitallisuus antaa Pettisin mi-
tallisuuslauseella mitallisuuden. Kuitenkin || f(z)|| =Yo7, nx 1](95) ¢ LYX,R; ),
n+i'n

joten f ei ole Bochner-integroituva.
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3 Vektorimitat

Jos f: X — B on Bochner-integroituva, voidaan o-algebran I' joukoille asettaa kuvaus
A | 4 f du, joka ndhdddn mitan yleistyksend vektoriavaruuteen B. Osoittautuu,
etté tallaisilla joukkokuvauksilla on erittdin tédrked rooli Banach-avaruuksien teoriassa.
Tassé luvussa tutustutaan yleisemmin vektoriarvoisiin joukkokuvauksiin eli vektorimit-
toihin. Tutustutaan néiden yleiseen teoriaan muun muassa variaation késitteen kautta.
Liséksi tutkitaan tarkemmin edelld mainittuja integraalimuotoisia vektorimittoja, joita
tarvitaan Luvussa 4 késiteltdvin Radon-Nikodym -ominaisuuden yhteydessé.

3.1 Vektorimitat, variaatiot ja avaruus M(I', B)

Kuten tavallisilta mitoilta, halutaan vektorimitoilta vaatia additiivinen rakenne piste-
vieraille joukoille.

Maaritelma 3.1. Olkoon I' g-algebra jav: I' — B.

(1) v on adarellisesti additiivinen vektorimitta, jos v(AU B) = v(A) 4+ v(B) kaikille
A, BeT, joille AN B # 0.

(2) Jos u(U;'ozl An> = > v(A,;) kaikille erillisille A; € ', on v numeroituvasti

addititvinen vektorimitta tal N-vektorimitta.

Huomautus 3.2. (i) Additiivisuus antaa v(0) = v(0) + v(0) eli taytyy olla v(0) = 0.
(ii) Olkoon v numeroituvasti additiivinen. Kun B = R, kiytetddn yleensd nimitysta
merkkimitta. Kuten aiemmin, tapauksesta B = [0, co] kiiytetddn nimitysta mitta.

Esimerkki 3.3. (i) Olkoon mitallinen avaruus (N, 2Y) a := (a,) € ¢y ja médritelldin

v: 2N = o, v(A) = Y,c 4 n- Téllin v siis summaa ne jonon a alkiot, joiden indeksit

sisaltyvit joukkoon A. Edelleen v on selvisti N-vektorimitta.

(ii) Olkoon ([0, 1],I'), missé I" on vélin [0, 1] Lebesguen o-algebra. Asetetaan kuvaus

v:I'— LP([0,1], ), v(A) := x,, missd p on Lebesguen mitan rajoittuma vilille [0, 1].
Tapauksessa 1 < p < oo saadaan N-vektorimitta: ||v(A)||} = f[0,1] X% dp = p(A) ja

jokaiselle erillisille mitalliselle kokoelmalle {A;}$2, saadaan

i o(0) Sl = g o O )=t O 4) =0,

1= ]

1=n+

Tapauksessa p = oo saadaan edelld HV(Uon 1 Ai>

‘ = 1 kaikille n, jos pu(A;) > 0

kaikille 7 > 1. Niinpé talloin on voimassa vain dérellinen additiivisuus.

e Tissa luvussa vektorimitta viittaa ensisijaisesti ddrellisesti additiiviseen vektori-
mittaan. Lisdksi V viittaa kaikkien vektorimittojen v: I' — B kokoelmasta.

Maéaritelldaan hyodyllinen variaation késite, jolla voidaan tutkia vektorimitan rajoit-
tuneisuutta:
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Maaritelméa 3.4. Olkoon v: I' = B vektorimitta.
(1) Vektorimitan v wvariaatio on kuvaus |v|: I' = [0, 00|, joka mééritelladn

[v](4) = sup Lt
Aa CeAy

missd Ay on joukon A erillinen direllinen ositus: Ay = {A;}ies, I dérellinen,
A =|J; A ja A; € T pistevieraita.
(2) Semivariaatio mééritelladan kuvauksena ||v||: I' — [0, oo,

[[1(A) := sup{[b"v|(A) : b € B, [|b"]

B* S ]-}7

missé |b*v|(A) on kuvauksen b*v: I' — [0, 00) variaatio, kuten kohdassa (1).
(3) Jos |v|(X) < oo, on v rajoitetusti varioituva vektorimitta. Vastaavasti v on
rajoitetusti semivarioituva, jos ||v|||X| < oc.

Huomautus 3.5. (i) Semivariaatio médréa mitan, silld reaaliarvoisen mitan variaatiot
ovat mittoja. Variaatio puolestaan on vain dérellisesti additiivinen mitta.

(ii) Koska supy, > ccq, [°V(A)] < supy, D oca, 1075 lv(A)]] ja toisaalta Hahn-
Banachin nojalla ||[v(A)|| < ||v||(A), on aina voimassa epdyhtéloketju

[ (A < [Iv][(A) < [v(A).

Esimerkki 3.6. Kohdissa (i) ja (ii) jatketaan Esimerkin 3.3 vastaavia kohtia.

(i) Koska |v][(A) = ",calan|, on v rajoitetusti varioituva jos ja vain jos a € I'(N).

(ii) Jos p =1, vélin [0, 1] kompaktisuus reaalilukujen topologiassa antaa yhtésuu-
ruuden |v|(A) = u(A) eli myos rajoitetun varioituvuuden.
Tapauksessa p = oo joukolle A € T" valitaan erilliset A; € T’ siten, ettd A =
Uity A ja Ay = {Ar, ..., A1, U,—; A, } jokaiselle ¢ > 1. Talléin |v|(A) = oo,
joten v ei ole rajoitetusti Varioituva
Kun 1 <p < o0, on S = > | =& < 0o. Voidaan valita erilliset joukot A, € T’
siten, ettd u(A,) = 5, L ja U2y A, = [0,1], koska téllsin Y7 u(A,) =1 =
1([0, 1]). Kuitenkin

in Iy = Zu % fj

joten |v[([0, 1]) = oo, eiké v ole tassikéddn tapauksessa rajoitetusti varioituva.
(iii) Asetetaan (2V,T"), missd I siséltdid joukot, jotka ovat joko direllisiéi tai niiden
komplementti on &érellinen. Méaritellaan v: I' — R,

3I>—‘

Al, kun A on #érellinen
(4) = {‘ | (13)

—|A¢|  kun A€ on &direllinen.

Koska duaalit 0* ovat reaaliluvuille muotoa x +— ax,a € R, saadaan yhtdsuuruus
|v][(A) = |v|(A). Valitaan kokoelmat

Apo={{1}, o {n— 1}, {nn+1,.. 1}
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Télloin
WI(N)>n—1+v({n,n+1,..,})| =2(n—1) = oo,
joten v ei ole rajoitetusti varioituva tai rajoitetusti semivarioituva.

Seuraava tulos karakterisoi N-vektorimitat ja ndiden variaatiot.

Lemma 3.7. Olkoon v: I" — B rajoitetusti varioituva vektorimitta. Tdlloinv: I' — B
on N-vektorimitta jos ja vain jos |v| on mitta.

Todistus. Olkoon |v|(X) < oo. Oletetaan ensin, ettd v on N-vektorimitta. Valitaan
jono pareittain pistevieraita (A;) C T ja olkoon A joukon |J;=, A; dérellinen ositus.
Télloin saadaan

Sl =X [ (an04)] - £ [ Sveanay
—ZZII (AN A;) |I<Z|V|

i=1 AeA

ZZ” (AN A)

koska oletuksen nojalla kaksoissumma suppenee. Nyt edellinen on voimassa kaikille
osituksille A, saadaan |[v|(U; A:)) < >.2,|v|(A;). Mutta nyt |v| on &érellisesti
additiivinen ja monotoninen, joten

Z::M - y|<UA> < |y|<UA>

eli myés >, |v|(A:) < |v|(U; Ai). Niinpé |v| on &érellinen mitta.
Jos |v| on mitta, saadaan epéayhtilostd |[v(A)|| < |v|(A) my6s vektorimitan v
numeroituva additiivisuus. ]

Semivariaatiolle on seuraava esityslemma, josta saadaan sille hyddylliset arviot.

e}

missd supremum on yli kaikkien ddrellisten kokoelmien A4 ja ddrellisten joukkojen
{en :|en| < 1}
Lisdksi on voitmassa epdyhtdildt

sup{||»(A)]
Todistus. [10, s. 4]. O

Lemma 3.8. Vektorimitan semivariaatiolle on voimassa

Iv(4) = sup {| 3= e

Cnely

CAD A €T} < |v]|(A) < dsup{[|n(A")]| - AD A’ €T},

Esimerkki 3.9. Olkoot v: I' — B rajoitetusti semivarioituva vektorimitta ja s =
Yo aix,, (x) € S(X,R), missd a; € R. Asettamalla L,(s) := Y 7, a;v(4;) kaikille
i=1
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s € S(X,R) saadaan lineaarikuvaus L, : S(X,R) — B, jolle on Lemman 3.8 nojalla

arvio . i
a;
1=1 i=1

missd m = ||s||sup = sup{|s(z)| : x € X}. Jos asetetaan (S(X,R),| - ||sup) 18htoavaruu-
deksi, nihddin L, jatkuvana lineaarioperaattorina, jolle || L, || < ||v][(X). Edelleen L,
voidaan jatkaa kuvaukseksi 7,,: S(X,R) — B Lauseen 1.17 avulla, missi

< m|v[|(X),

S(X,R) := ({f: X—=>R:f= liTansn jollekin (s,) C S(X,R)}, || - Hsup)

ja [T, = || Ly||- Toisin sanocen, T,(f) =: [y fdv on yksinkertaisten kuvauksen
tasaisten rajafunktioiden f € S(X,R) integraali vektorimitan v suhteen.

Maéaritelladn seuraavaksi vektorimitan vahva ja heikko additiivisuus.

Maiaritelma 3.10. Olkoot v: I' — B vektorimitta ja A = {A;}; C I erillinen
kokoelma.

(1) Jos > 7, v(A;) suppenee jokaiselle A, on v vahvasti additivinen. Vektorimittojen
kokoelma V on tasaisesti vahvasti additiivinen, jos jokaiselle kokoelmalle A on
voimassa lim, supy, || Y .o v(A;)| = 0.

(2) Jos > 7, b*v(A;) suppenee jokaiselle b* € B* ja A, on v heikosti additiwvinen.

Vahvasti additiivisuus tarkoittaa, ettd vektorimitan numeroituvat summat sup-
penevat o-algebrassa I, vaikka v olisi vain &érellisesti additiivinen. Luonnollisesti
N-vektorimitta on aina vahvasti additiivinen ja siten heikosti additiivinen. Palataan
vahvaan ja heikkoon additiivisuuteen myohemmin Seurauksessa 3.14 ja Lauseessa 3.22.

Siirrytdéan seuraavaksi tutkimaan vektorimittojen normiavaruutta:

Masaritelma 3.11. Kaikkien N-vektorimittojen v: I' — B avaruutta semivariaatio-
normin ||v||a := ||v||(X) suhteen merkitdan M (T, B) tai M.

Mittojen avaruus muodostaa taydellisen normiavaruuden:
Lause 3.12. Avaruus M(I', B) on Banach-avaruus.

Todistus. Seurataan todistusta [23, s. 95]: olkoon (v,,) jono rajoitetusti semivarioituvia
N-vektorimittoja. Ensinnékin jokaiselle A € I" saadaan

HVn(A) - Vm(A)H < HVn - VmH(A) < HVn - Vm“/\/h

joten jono (v,(A)) on Cauchy-jono avaruudessa B. Asetetaan v(A) := lim,, v,,(A). Du-
aalien jatkuvuuden nojalla b*v(A) = lim, (b*1,)(A). Siis b*v on merkkimitta jokaisella
b* € B* ja myohemmin osoitettavan Lemman 3.20 nojalla myos v € M(T', B).
Asetetaan L, : B* — M(I',R), L,(b*) := b*v. Télloin L, on rajoitettu avaruuden
M(T,R) méiritelmén nojalla. Nyt normille saadaan ||L,, — L., [|m = ||V — Vil
joten (L, ) on Cauchy-jono lineaarikuvausten avaruudessa L(B*, M(B, ]R)) Koska
M(B,R) on Banach-avaruus ([23, s. 211-212]), myds L(B*, M(B,R)) on Banach-
avaruus ja siten (L, ) suppenee. Duaalin jatkuvuus antaa jélleen L, — L,, joten
\vn — V|| = || Ly, — Lu||am — 0, kun n,m — oo. O
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Huomautus 3.13. Koska ||[v(4)]] < |[v[(A) < ||v]|m, on vektorimitan kuvajoukko
rajoitettu. Yleisemmin rajoitetut joukot voidaan karakterisoida seuraavalla tuloksella:
23, s. 215] Olkoon K C M(T",R) rajoitettu. Seuraavat ehdot ovat yhtépitéavii:

(1) K on suhteellisen heikosti kompakti.
(2) K on tasaisesti vahvasti additiivinen.
(3) Jos (4;) C I, missi A; ovat erillisi, A;11 C A; ja A =2, A; niin pu(A;) — pu(A)
tasaisesti joukossa K.
(4) On olemassa dérellinen mitta p: I' — [0, 00) siten, ettd K on tasaisesti u-jatkuva:
jokaiselle € > 0 on 0 > 0 siten, ettd p(A) < § antaa |A\(A)| < ¢ kaikille A € K.

Huomautuksen 3.13 kohdan (4) p-jatkuvuuden késitteeseen palataan Madritelméssa
3.17 ja kohtaa (3) hyodynnetéén Lemmassa 3.18. Kohtia (1) ja (2) kidyttamalld saadaan
seuraava hyodyllinen paattely:

Olkoon v: I' — B N-vektorimitta ja K C M(I',R) rajoitettu joukko, joka sisdltaa
mitat muotoa b*r, missi b* € B* ja Hb*| g < 1. Jos (A;) C T ovat erilliset joukot, niin

S b B*<HZ

Koska ylaraja ei riipu kuvauksesta b*, on K tasaisesti vahvasti additiivinen. Edeltdvin
tuloksen kohdan (1) nojalla K on suhteellisen heikosti kompakti. Erityisesti Lauseessa
3.12 kéytetylle operaattorille L, suljettu yksikkopallo kuvautuu suhteellisen heikosti
kompaktille joukolle K, joten saadaan:

Seuraus 3.14. L,: B* — M(I',R), L,(b*) = b*v on heikosti kompakti lineaarikuvaus,
kun v: I' — B on N-vektorimitta.

)|[1167]

Operaattoria L, hyodyntden voidaan nayttié, ettd vektorimittojen kuvajoukot ovat
suhteellisen heikosti kompakteja. Tutustutaan ensin lineaarikuvauksen adjunkaattiin:

Maaritelma 3.15. [27, s. 193-194] Olkoon V, W normiavaruuksia ja lineaarinen
L:V — W. Mééritelldén kuvaus L*: W* — V* L*(w*) := w*(L(v)). Télloin kuvaus
L* on lineaarikuvaus, jota kutsutaan kuvauksen L adjunkaatiks:.

Jos L on jatkuva, myos adjunkaatti L* on jatkuva. Seurauksen 3.14 kuvaus to-
teuttaa edellisen méaaritelmén ehdot, joten voidaan asettaa jatkuva lineaarikuvaus
Ly M(I',R)* — B**. Erityisesti L} on heikosti kompakti. Nyt voidaan néyttda
seuraava kompaktisuuslemma:

Lemma 3.16. Olkoon v: I' — B N-vektorimitta. Tdlloin C = {v(A) : A €T} on
suhteellisen heikosti kompakti joukko.

Todistus. Olkoon LY Seurauksen 3.14 heikosti kompaktin kuvauksen adjunkaatti.
Talloin L} on heikosti kompakti lineaarikuvaus. Jokaiselle A € I' voidaan vali-
ta lineaarikuvaus m*: M(I',R) — R,m*(u) = u(A), jolle |m*|| = 1. Erityisesti
Lx(m*(b*v)) = m*(b*v) = b*v(A) kaikille b* € B*, joten L*(m*) = v(A). Jos Bp~(0,1)
on duaalin suljettu yksikkopallo niin C' C L} (EB**(O, 1)), missé oikeanpuoleinen jouk-
ko on suhteellisen heikosti kompakti. Saadaan siis C C L (EB**(O, 1)), joten C' on
heikosti kompaktin joukon suljettuna osajoukkona heikosti kompakti. O]
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3.2 Integraali vektorimittana

Kayd&aan seuraavaksi ldpi vektorimitan ja mitan véliset jatkuvuuskésitteet:

Maéritelméa 3.17. Olkoot v: ' — B vektorimitta, u: I' — [0, 00) dérellinen mitta ja
Ael.
(1) Vektorimitta v on p-jatkuva, jos jokaiselle e > 0 on 6 > 0 siten, ettd ehdosta
p(A) < § seuraa ||v(A)|| < e.
(2) Jos v(A) =0 aina kun u(A) = 0, on v absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen
ja merkitddn v < p.

Kuten reaaliarvoisille mitoille, méaritelmét ovat edelleen yhtapitavia:

Lemma 3.18. Olkoon v: I' — B N-vektorimitta ja p: I' — [0,00) ddrellinen mitta.
Talloin v on p-jatkuva jos ja vain jos v <K .

Todistus. Jos u(A) = 0, voidaan jokaiselle € > 0 valita sama joukko A. Siis p-jatkuvuus
antaa absoluuttisen jatkuvuuden. Vastakkaiseen suuntaan kdytetdin lihteen [23, s.
100] vasta-argumenttia: jos v ei ole p-jatkuva, l6ytyy € > 0 ja jono (A;) C I siten,
ettd p(A;) < 27 ja ||v||(A;) > |[v(A)| > e jokaiselle ¢ > 1. Asettamalla joukot

Ci=JA ja C:= ﬁci
=1

k>i

saadaan viahenevé jono, jolle mitan p ylhdaltd jatkuvuus antaa p(C) = lim; u(C;) = 0.
Nyt joukko {|b*v| : b* € Bp(0,1))} on Seurauksen 3.14 nojalla suhteellisen heikosti
kompakti avaruudessa M(I',R), joten Huomautuksen 3.13 kohta (3) antaa, ettd
|b*v|(C;) — |b*v|(C) tasaisesti joukossa Bg«(0,1)*. Téstéd seuraa, etta ||v||(C) > ¢
ja télloin Lemman 3.8 nojalla loytyy H € I') H C C siten, ettd |[|[v(H)| > @ eli
v(H) # 0. Mutta u(H) = 0 joukon C' médritelmén ja mitan g monotonisuuden nojalla,
joten v ei ole absoluuttisesti jatkuva mitan g suhteen. O

Absoluuttinen jatkuvuus on ddrimméisen tédrked ominaisuus integraalien ja vek-
torimittojen vilisessé teoriassa. Tatéd varten halutaan osoitaa, etté jokainen Pettis-
integroituva kuvaus antaa vektorimitan integraalinsa kautta. Tdhén liittyen tutustu-
taan kahteen aputulokseen, joista ensimméinen koskee heikosti suppenevia sarjoja:

Maiaritelma 3.19.
1) Sarja b, suppenee ehdottomasti, jos b,, suppenee jokaiselle jonolle (nyg).
n k “Nk
2) Sarja b, suppenee ehdottoman heikosti, jos b*(b,, ) suppenee jokaiselle
( n k k
jonolle (ny) ja b* € V*

Lemma 3.20. (Orlicz-Pettis) Olkoon (b,) C B ja S =) b, siten, etti S suppenee
ehdottoman heikosti. Talloin S suppenee ehdottomasti. Erityisesti jokainen heikosti
numeroituvasti additiivinen vektorimitta v on N-vektorimitta.

Todistus. Selitetdaan todistuksen [13, s. 61] idea; joitakin yksityiskohtia ohitetaan.
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Néytetddn ensin

lim sup Z |b*(b,)] = 0, (14)

missd B := Bp-(0,1) = {b* : ||b*]|p- < 1}: olkoon (n,) € N. Oletuksen nojalla
loytyy = € B, jolle Y, b*(by,) = b*(z) kaikilla b* € B* eli myos Y, [|b*(by, )| < oc.
Asetetaan L: B* — ['(N), L(b*) := (b*(bnk))k, jolloin L on lineaarinen suljettu kuvaus
eli suljetun graafin lause antaa, ettd L on rajoitettu. Seuraavaksi ndytetddn, ettd L
on kompakti: tatad varten valitaan pienin suljettu aliavaruus S, joka siséltdd jonon
(bn,,), jolloin myts b € S. Jokaiselle duaalin yksikkopallon jonolle (bj) voidaan ottaa
rajoittuma aliavaruuteen S, jota merkitdén (vy). Aliavaruus S on separoituva ja
voidaan nayttid, ettd pallot {b* : ||b*]| < 1} ovat jonokompakteja duaalin S* heikko™-
topologiassa. Valitaan siis suppeneva osajono (v; ), jolla on heikko raja-arvo vg € S*.
Kéayttamalla Hahn-Banach -lausetta loydetddn funktionaalin v jatkekuvaus bf, jolle
voidaan néyttad L(by ) — L(by) avaruudessa I'(N); téisté saadaan lopulta operaattorin
L kompaktisuus. Nyt B(0,1) sisiltyy johonkin kompaktiin joukkoon avaruudessa
[}(N), missi duaalien sarjat suppenevat edelleen itseisesti. Avaruudessa ['(N) heikko
suppeneminen antaa vahvan suppenemisen, josta (14) seuraa.

Jos (ng) € N, saadaan oletuksesta ), b*(b,,) = b*(x) jokaiselle b* € B*, missé x €
B. Hahn-Banach -lauseella saadaan v* € B*, jolle v* (321, by, — ) = I SN by, — x|
ja |[v*|| g~ = 1, jolloin

|30 =] = (3 -) -

missé B := Bg-(0,1). Nyt (14) antaa viitteen, kun N — oo.

0" (bny) < Y 07 (b )l < sup (67 (bay ),
=N b*eB

(o ¢]
k=N = k>N

[]

Mainitaan vield tulos, jota kidytetdan integraalioperaattorin kompaktisuuden var-
mentamiseen: tadma ei liity itsessdén vektorimittoihin, joten todistus ohitetaan.

Lemma 3.21. Olkoon f Pettis-integroituva ja I : L®(X,R) — B, K(g) := [y fg du.
Jos [ on mitallinen, K on kompakti.

Todistus. [23, s. 55]. O

Néaytetddn nyt tulos Pettis-integraaliin liittyen, joka selventdd Huomautuksen 2.18
vaitteen seké yhdistdd vektorimittojen ja integraalien késitteitd. Todistus mukailee
lahteitd [23, s. 96] ja [10, s. 47-48].

Lause 3.22. Olkoon f: X — B.
(1) Olkoon f Pettis-integroituva. Tdlloin v: T' — B,

() = [ 1 dy
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mdadaraa N-vektorimitan semivariaatiolla

o) =sup { [ 171 s e < 1)
A
ja v < p.
(2) Jos f on mitallinen ja Pettis-integroituva, {v(A) : A € '} on suhteellisen
kompakits.
(3) Jos f on Bochner-integroituva, on |v|(X) < oo ja [v|(A) = [, || f]l du.
Todistus.

(1) Pettis-integraalin médritelmé antaa

b u(A) :b*qf du) :/Ab*f dy (15)

eli b*r on numeroituvasti additiivinen jokaiselle b* € B, joten Lemman 3.20
nojalla v on N- Vektorimitta Merkkimitalle b*~ on Jordanin hajotelman (Seuraus
4.4) nojalla [b*v|(A) = [, [b* f| du, joten

Il = sup { [ 181 s 07 < 1}

Yhtalosta (15) seuraa selvésti v < p.

Jos f on mitallinen ja Pettis integroituva, antaa Lemma 3.21 operaattorin
K: L*(X,R) = B,K(g) = [, fg du kompaktisuuden. Koska K(x,) = v(A)
ja Ixalle = 1, kompaktm operaattorin méaritelméin nojalla m
kompakti ja {v(A) : A € T'} sen suljettuna osajoukkona kompakti.

Olkoon f Bochner-integroituva, A € I' ja {A4;}} ; joukon A ositus. Télloin

Z Iv(A] = Z | / fdu| < Z/ 11 = [ 171 d

joten |v|(A) < [, | f|l dp kaikille A € T ja f on rajoitetusti varioituva. Néytetéatn
viela yhtasuuruus olkoon € > 0, jolloin yksinkertaisten kuvausten tiheyden
nojalla 16ytyy s € S(A, B) siten, ettd [, || f — s|| du < 5.

Olkoon m: I' = B,m(A) := [, sdu. Olkoot yksinkertainen kuvaus muotoa

s=S" bixc, ja {Ai}jZ; joukon A ositus. Koska normien summa variaatiossa
ei pienene ositusjoukkojen médrin kasvaessa, voidaan olettaa, ettd A N C; ovat
yhdisteité osituksen {A;}™, joukoista. Néin ollen saadaan

> Im(a) = i IRZE Z IbucAn ) = [ sl du

eli variaatiolle on |m|(A) = [, ||s|| dp.
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Edelleen kéayttamalld alussa tehtyd tiheysoletusta saadaan
Sl = (Al < 3 1) = m(al =32 || [ 7= s

< [ 15 = sl du<e.
A

Koska tdhén asti tehdyt pédtelmét eivat riipu osituksesta {A4;};, voidaan tdma
valita siten, etta ’]u](A) - ||V(AZ)||‘ < 5. Télle ositukselle saadaan

) = [ st | = 1) = 3 ()|
< [Iw14) = 3 Il + | 32 A = llm(a)]
<Eifoc |
2 2

Korvaamalla s jonolla (s,) saadaan |[v|(A) — [, [[sn| du| < e, kun N > 1 on
riittavan suuri. Niinpéa kaikille A € T on

i) =t [ sl dn = [ 171 do
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4 Radon-Nikodym -ominaisuus

Bochner-integraalin ja vektorimittojen vélisestd suhteesta on jo ndhty esimerkkeja,
kuten Lauseessa 3.22. Tété teoriaa halutaan laajentaa tutkimalla, milloin vektorimit-
ta voidaan esittdd Bochner-integraalina jonkin mitan suhteen. Kédydaan ensin lapi
reaaliarvoinen tapaus, jonka jilkeen siirrytdén yleisiin Banach-avaruuksiin.

4.1 Radon-Nikodym -lause Banach-avaruuksissa

Reaaliluvuille absoluuttinen jatkuvuus riittda karakterisoimaan mittojen esittdmisen
integraaleina. Tdmé tulos tunnetaan Radon-Nikodym -lauseena:

Lause 4.1. (Radon-Nikodym) Olkoot (X,I") mitallinen avaruus, p: I' — [0, 00] o-
adrellinen mitta, v: I' — R o-ddrellinen merkkimitta ja v < p. Tdlloin on olemassa
p-mitallinen kuvaus f: X — R siten, ettd

v(A) = / fdu kaikille A € T. (16)
A

Huomautus 4.2. Lauseen oletukset voivat hieman vaihdella: esimerkiksi merkkimitta
voidaan korvata myos mitalla. Toisaalta p voi myds olla merkkimitta, ja néitd voidaan
kayttaé sekaisin eli p, v voivat olla merkkimittoja tai tavallisia mittoja. Lauseessa 4.1
kaytetty esitys on kuitenkin sopivampi yleisten Banach-avaruuksien tilanteeseen, jossa
4 on mitta.

Lauseen 4.1 todistus pohjautuu lahteisiin [6, s. 177-179] ja [7, s. 380], joista ensim-
méinen késittelee dérelliset mitat ja jalkimmaéinen o-aérellisen tapauksen. Todistusta
varten tarvitaan esitietoja, kuten mitta-avaruuden Hahnin hajotelma.

Lause 4.3. Olkoon p: T' — R merkkimitta avaruudessa (X, T'). Tdalloin on olemassa
erilliset joukot X, X €T siten, etti X = X~ UX™T ja kaikille A € T" on voimassa

W(ANX") <0 ja u(ANnX*t) >0.
Ositusta X = X+T U X~ kutsutaan Hahnin hajotelmaksi.
Todistus. Katso [6, Theorem 3.11, s. 175-176]. O

Hahnin hajotelma on yksikésitteinen nollamittaisia joukkoja lukuunottamatta, silla
mille tahansa hajotelmalle X = X+ U X~ on voimassa u(ANX") = (AN X") ja
vastaava my®s positiiviosalle. TAma johtuu siité, ettdjos A € X NXT taid € XTNX~
niin Lauseen 4.3 nojalla joukolle A on oltava yhtiaikaa ei-negatiivinen ja ei-positiivinen
mitta, siis se on nollamittainen.

Merkkimitat voidaan karakterisoida Hahnin hajotelmaa kéyttédyen, jolloin saadaan
Jordanin hajotelma:

Seuraus 4.4. Olkoon pv: I' = R numeroituvasti additisvinen mitta-avarvudessa (X, T).
Asettamalla p(A) == p(ANXT) ja u (A) =1 —pu(AN X7) kaikille A € T, missdi
X = Xt U X, saadaan mitat pt, = siten, etti u(A) = u™(A) — p=(A). Ositusta
w=put — u kutsutaan merkkimitan p Jordanin hajotelmaksi.
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Todistus. Nyt u™ ja u~ ovat mittoja, silld u saa joukoissa AN X T vain ei-negatiivisia
arvoja ja vastaavasti ei-positiivisia joukoissa ANX ™~ (ja siten —p on aina ei-negatiivista).
Naméa ovat merkkimitan rajoittumina numeroituvasti additiivisia. Koska Hahnin
hajotelma muodostaa pistevieraan osituksen, on p = u™ — ™. O

Seuraava maksimifunktion ositus on my6s hyodyllinen:

Lemma 4.5. Olkoot f;: X — R mitallisia funktioita ja g, = maxi<;<, fi(x). Tdlloin
gn on mitallinen ja jokaiselle A € T' loytyy joukot {A;}7, C T siten, etti A =J,_, A,
A; ovat pareittain pistevieraita ja g,(z) = fi(x), kun z € A;.

Todistus. Naytetddn ensin mitallisuus: tapaus n = 1 on selva. Jos n = 2, voidaan
kirjoittaa

max{ fi, fo} = %}fl - fg} + %}ﬁ +f2|.

Mitallisuus seuraa mitallisten kuvausten perustuloksista.
Kun n = 3 saadaan

max{ fi, f2, f3} = max{max{ fi, fo}, f3}

miké on tapauksen n = 2 nojalla mitallinen.
Yleisesti

max fi(z) = max{ max fi(z), fa(z)}

josta induktio antaa mitallisuuden.

Olkoon A; joukko missé g, = fi. Seuraavaksi valitaan A,, missa g, = fo ja fo # fi.
Talloin joukosta Ay poistetaan pisteet, joilla fo = fi eli A ei sisélld joukon A; pisteité.
Edelleen valitaan Az niin, ettd g, = f3 ja f3 # max{ f1, fo} eli joukko A3 ei sisélld niité
pisteitd, joissa edeltdvit kuvaukset saavuttavat saman maksimin. Yleisesti jatkamalla
joukossa A; on voimassa g, = f; ja fi # | ax fi: télloin A; ei sisélla pisteitd, joissa

edeltdavat funktiot saavuttavat saman maksimin. Niinpa joukot A; ovat pareittain
pistevieraita ja A = |J;_, A;. Lisiiksi joukot A;,1 < i < n, ovat mitallisia, silld

Ap={r € X :gn(z) = filr)} \{z € X : fi(r) = max [i(z)}

1<k<i—1

on mitallisten funktioiden alkukuvien erotuksena mitallinen. Pistevieraudesta seuraa

gn(z) = fi(z), kun = € A;. n

Lauseen 4.1 todistus. Merkkimitalle v saadaan Seurauksen 4.4 nojalla Jordanin ha-
jotelma v = vt — v~. Olkoot X, X~ Hahnin hajotelman (Lause 4.3) ositukset.
Riittaa nayttaa viite vain mitalle v > 0: jos oletetaan viite todeksi mitoille, saadaan
merkkimitalle v

o) =" ) = () = [ fedu= [ = [ (7= )

missd f,, f_ ovat mittoja vt v~ vastaavat lauseen antamat funktiot, jotka ovat
olemassa: nimittédin v7(A) = v(ANXT), v (4) = —v(AN X7) ovat absoluuttisesti
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jatkuvia mitan p suhteen, kun oletetaan v < p. Asettamalla f := f, — f_ saadaan
haluttu funktio.
Osoitetaan véite ensin &érellisille mitoille: Merkitaan

- {f e LNX,Ru): f> O,/ fdp <v(A) kaikille A € F}.
A
Adrellismitallisuuden nojalla F on ylhidltd rajoitettu eli voidaan asettaa

M:—sup{/)(fdu:fe]:}.

Ideana on nayttad, ettd F sisdltdd integraalin maksimoivan funktion f ja liséksi
v(A) = [, fdu kaikilla A € I'. Supremumin mééritelmén nojalla 16ydetéén jono
(fn) C F siten, ettd fx fn — M, kun n — oco. Asetetaan nyt g,(z) := maxi<i<, fi(x)
kaikille n > 1. Funktioille g, saadaan Lemman 4.5 nojalla ositus A = U?:l A; missa
joukot A; ovat pareittain pistevieraita mitallisia ja g,(z) = fi(x) kun x € A;. Télloin

/Ag”d“:kzi;/&g"d“ / fzdﬂ<z —u(UA) =v(A (17)

Jono (g,) on kasvava ja yhtdlon (17) nojalla g, € L'(X, R, u), silld v(X) < oo. Koska
kuvauksille f; € F on f; > 0, on g, > 0 eli g, € F. Monotoninen konvergenssi antaa
rajafunktion lim, . ¢, =: f > 0. Yhtéloketjun (17) ja monotonisen konvergenssin
nojalla myés f € LY (X, R, ). Siis f € F ja lisdiksi

/fdu—hm/gndu> hm/fnd,u

joten supremumin mééritelmén nojalla [ < fdu =

Néytetddn, ettd f antaa yhtasuuruuden Jokalselle A € I' yhtélossa (16). Asetetaan
7(A) :=v(A) — [, f du ja osoitetaan, ettid 7(A) = 0 kaikille A € I'. Nyt 7 on mitta,
koska [ 1 du < v(A) ja v, povat mittoja. Lisdksi se on absoluuttisesti jatkuva mitan
p suhteen: jos y1(A) = 0, niin v(A) = 0 oletuksen v < p nojalla ja lisiksi [, f du = 0.

Tehdéén vastaoletus 7 # 0. Méaritelladn merkkimitat 7, := 7— % w. Talloin jokaisella
7,, on Lauseen 4.3 nojalla Hahnin hajotelma X = X FUX, . Asetetaan X, := ﬂzo:l X, .
Hajotelman ja leikkausjoukon mééritelmén nojalla 7,(Xy) < 0 eli 7(Xy) < 2u(Xy)
kaikilla n > 1, joten on oltava 7(X; ) = 0. Koska oletettiin 7 # 0, on T(X+) >0
jollekin n > 1. Jokaiselle mitalliselle E C X F on jilleen hajotelman mééritelméan
nojalla 7,,(E) > 0 eli 2pu(E) < 7(E).

Madiritelladan kuvaus h(z) := f(x) + %Xﬁ (x) ja olkoon A € T'. Télloin

1 1
Jnan= [ gans s [ x @au= [ faus uanx
A A nJjy *n A n

gAfdu+T(AmX;):Afdu+<y(AmX:)—/

ANXF

f du)

:/ fdp+v(ANX,)
A\X;F

<A\ XF) + v(ANXT) = v(A)
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eli h € F. Kuitenkin p(X,") :=a > 0, joten

1
/hd,u:/fdqu—/X (@) du=M+2> M,
A A nJqg Xn n

miké on ristiriita, silld funktion f piti olla kokoelman F integraalien maksimoiva alkio.
Siten 7 = 0, joten v(A) = [, f du kaikille A € T".

Olkoot nyt v, u o-dérellisid mittoja ja v < p. Téalloin 16ydetéddn pareittain pis-
tevieraat kokoelmat {A;}°, ja {B;}32, missd X = o, A, = U2, Bi ja v(4;) <
00, u(B;) < oo kaikille i > 1 Koska kokoelmat ovat numeroituvia, myos kokoel-
ma {A; N B;}%5_., = C; on numeroituva ja toteuttaa ehdot X = [J;Z, C; seka
pu(C;) < oo, v(C;) < 0o. Asetetaan 1;(A) == pu(ANCy),vi(A) == v(ANC;) . Selvisti
v; < p; ja mitat ovat darellisia kaikille ¢ > 1. Niinpéa edellé osoitettu Radon-Nikodym
-lauseen a#rellismitallinen tulos antaa funktiot f;: X — R siten, etti

vi(A) = /Af du; kaikille A € T

Kun A €T, saadaan

) =v(Janc) = Lue :;/Aﬁ an=>" [ o

= izl/XXAmcifi d:u

Lemman 1.36 kohdan (ii) nojalla

= 1.36(id) - i
> / Xanc, i dpp = / > X, fidp = / > X, fidps
i=1 7YX X =1 A =1

eli valitsemalla kuvaukseksi mitallinen f = ., X, [i» saadaan v(A) = [ 2 fdp O

Huomautus 4.6. (i) o-dérellisyydessa kdytetddn usein mééritelmédé ilman parillista
pistevierautta. Pistevieraus on kuitekin yhtapitavasd alkuperdisen kanssa: pistevie-
rauden poisto ei muuta muita ominaisuuksia ja toisaalta valitulle kokoelmalle {A4;};
voidaan asettaa joukot By := Aj ja B; := A; \ UZ;11 Ap, kun 7 > 2; ndmaé ovat pistevie-
raita, ddrellismitallisia ja ndiden yhdistejoukko on X.

(ii) Oletus aérellismitallisuudesta on oleellinen: valitaan X = {0}, v(X) = oo, u(X) =1,
jolloin [, fdu = f(0) < oo kaikille kuvauksille, jotka on mééritelty pisteessé f(0).
(iii) Radon-Nikodym -lause on voimassa myos kompleksiluvuille C, silld v = vy + ivsy
joillekin merkkimitoille vy, 5 ja néita vastaaville kuvauksille f1, fo on f = f; +ifs.

Siirrytddn seuraavaksi yleisiin Banach-avaruuksiin. Nyt kysymys on, voidaanko
rajoitettu vektorimitta v esittdd Bochner-integraalina mitan p suhteen, jos vektorimitta
on absoluuttisesti jatkuva kyseisen mitan suhteen. Tésséd absoluuttinen jatkuvuus
annettiin Méaritelméssa 3.17 ja rajoittuneisuus ymmérretién vektorimitan rajoitettuna
variaationa |v|(X) < oco. Seuraava esimerkki kuitenkin osoittaa, ettd ndmé ehdot eivit
aina takaa olemassaoloa sopivalle kuvaukselle f: X — B:
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Esimerkki 4.7. (i) Olkoon mitta-avaruutena ([0,1],T", 1), missé I" on Lebesguen
o-algebra vililla [0,1] ja p Lebesguen mitan rajoittuma vélille [0, 1]. Jos v: ' —
LY([0,1],R; n),v(A) := x,, niin Esimerkissi 3.6 todettiin, ettd |v|(A) = u(A) kaikille
A €T eli v on rajoitetusti varioituva. Erityisesti u(A) = 0 antaa |v|(A) = 0 eli my6s
v < p. Mitan kuvajoukon sulkeuma {x4 : A € I'} ei kuitenkaan ole kompakti: voidaan

valita joukot
2n—1
2k —2 2k —1
An = [ ) )a

k=1

missd pu(A,) = % Merkitéaan vaiheen n valia k I} = [22;2, 2’; ) Talloin vali ngﬂl

siséiltyy vastaavaan viliin I jokaiselle k € {1,...,2"71} ja vilit I}, eivit leikkaa
véleja I;'. Néin ollen saadaan

on— gn—1 gn—1
1 1
_ n+1 n+1 _
”XAn o XAn+1||L1 - :“( U 13~ 1) ZN Lo 1 Z ontl 4
k=1 k=1
Joukoille A, ja A,.s saadaan vastaava: nyt vilit Ij:% I sisiltyvit viliin 17

jokaiselle k € {1, ...,2""'} kun taas vélit I}, 2 I 2 eivit leikkaa tétd vilis. Vastaavasti

4k—2 271 on—1

n n n n— 2 1
HXAn o XAn+2HL1 - “( U U Il +2) Z” 141:23 [41:22) 2" on+2 - Z
I=dk—3 k=1
Jos m > n, saadaan vilit I]"y 1= I’(’; - N), missd N € {2m==D _om=n 1} ja

ke {1,..,2" '} Vilit I y sisdltyvit kaikilla N vastaavaan véliin I} ja indekseille
N €A0,...,27" 1 — 1} on I N I["y = 0. Téstd seuraa

2n—1

i gm—n _ 2m—n—1
e, = vl = (U U ) = 25wt =27 =,
k=1 N k=1 N
= (2n7m71) . (2m7n71> _ <2n7m+mfn72) _ i

Saadaan ||x, —x, ||z = 7 kaikille n # m. Siisp4 jonolla (V(An))n ei ole suppenevaa
osajonoa, eikd kuvajoukko siten ole suhteellisen kompakti. Jos oletetaan, ettd on
Bochner-integroituva f: [0,1] — L*([0,1]), jolle v(A) = [, f du kaikille A € T, niin f
on Pettis-integroituva ja mitallinen. Lause 3.22 (ii) antaa tlléin ristiriidan.

(ii) Olkoon ([0,1],T", i) kuten kohdassa (i) ja B = ¢y. Asetetaan

vn(A) == /Asin(2"7rx) dx

ja edelleen v(A) := (v,(A))22 ;. Riemann-Lebesgue -lemma [7, s. 1028] antaa v € ¢.
Liséksi kaikille A € I' saadaan

(A < sup / |sin(2"mz)| dr < p(A),
n Ja
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joten v on rajoitetusti varioituta N-vektorimitta, jolle v < pu.

Oletetaan, ettd on olemassa Bochner-integroituva f: [0, 1] — ¢ siten, ettd v(A) =
[ [ dp kaikille A € T'. Merkitdén f = (fy, fa,...). Koska n-koordinattikuvaus f
(0, .., f,...) on jatkuva lineaarikuvaus kaikille n, on jokainen f,, mitallinen ja saadaan
yhtésuuruus v, (A) = [, fo dpp eli fo(z) = sin(2"mz) mk. z € [0,1].

Valitaan joukot C,, := {x € [0,1] : f,(x) > \/Lﬁ} Koska sin(z) > \/Lﬁ jos ja vain
jos T +21k <z < % + 27k, saadaan f,(t) > \/Li jos ja vain jos ﬁ +2rk <z <
Qn% + 27k. Koska tapauksessa n kyseisen vilin yli kuljetaan 2"~ ! kertaa, saadaan
1(Cp) = 2771 525 = 1 kaikille n. Edelleen p(limsup, C,,) > limsup, u(C,) > 1,
joten p({z € [0,1]) : f(z) € co}) < 3, miké on ristiriita. Siis sopivaa kuvausta f ei ole
olemassa.

Edelld néhtiin, ettd avaruudet L'([0,1]) ja ¢y ovat vastaesimerkkejd. Seuraava
esimerkki néyttda kuitenkin tapauksen, jossa oletukset ovat riittavét:

Esimerkki 4.8. Merkitédédn [! := [}(N). Olkoot v: I' — [! rajoitetusti varioituva
vektorimitta ja p dérellinen mitta siten, ettd v < p. Voidaan merkita v(A) = (I/n(A)>n,
missé v, : [' — R ovat merkkimittoja.

Nyt v on rajoitetusti varioituva jos ja vain jos » - |v,|(A) suppenee kaikilla
AeT:jos |v|(A) < oo, niin Y, > |vn(A)| = D2, |v(A)]| < oo kaikille dérellisille
erillisille kokoelmille A;. Niinpé edelld summausjérjestysta voidaan vaihtaa, jolloin myos
Yo [vnl(A) < oo. Vastaava toimii myds toiseen suuntaa, kun Y |v,[(A) < oo,
jolloin |v|(A) < co.

Edellisesta seuraa, etté jokainen v, on rajoitetusti varioituva ja v < p antaa v, < u
kaikille n. Lauseesta 4.1 saadaan integroituvat f,: X — R, joille v,(A) = [, fu dp.
Koska "0 [ fal dp = 307 ] (X) < 00, on > |fu(®)] < oo mk. z € X.
Asetetaan f: X — ', f(x) := (fn(x))n Koordinaattikuvaukset f — (0, ..., f, ...) ovat
mitallisia, joten f on mitallinen téllaisten summana. Lause 2.16 antaa integroituvuuden,
silld integraalin ja summan jérjestystd voidaan vaihtaa. Identtinen kuvaus Idg1) on
jatkuva lineaarikuvaus avaruudelta [! itselleen, joten Hillen lause 2.20 antaa

v(A) = (n(4)), = (/Af" du)ﬂ = /A(fn) dp = /Afdu
kaikille A € T,

Témén luvun padamadrand on esittda tuloksia, jotka takaavat Radon-Nikodym -
lausetta vastaavan ominaisuuden olemassaolon koko Banach-avaruudessa, kuten edella
Esimerkin 4.8 tapauksessa [*(N). Esitetéiéin seuraavaksi tdsmillinen mééritelmé:

Maéritelmé 4.9. (Radon-Nikodym -ominaisuus) Olkoot (X, I") mitallinen avaruus,
v: I' — B rajoitetusti varioituva N-vektorimitta, p: I' — [0, 00) dérellinen mitta ja
v < . Jos 16ytyy Bochner-integroituva f: X — B siten, ettd

y(A) = / fdu kaikilla A €T, (18)
A

on avaruudella B Radon-Nikodym -ominaisuus avaruuden (X, I") suhteen. Jos ehto on
voimassa kaikille (X, "), on avaruudella B Radon-Nikodym -ominaisuus. Kuvausta f
voidaan kutsua vektorimitan v Radon-Nikodym -derivaataksi mitan p suhteen.
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Huomautus 4.10. Koska Radon-Nikodym -ominaisuudessa on mielivaltainen avaruus
(X,T') seké sen rajoitetusti varioituva vektorimitta ja dérellinen mitta, ominaisuus
riippuu olennaisesti vain avaruudesta B. Nain ollen ominaisuudesta seuraa seké to-
pologisia, mutta myos geometrisia tuloksia. Taméan luvun tulokset liittyvét pddosin
topologisiin ominaisuuksiin, mutta Aliluvussa 4.3 ndhdédén myos geometrinen tulkinta
konvekseihin joukkoihin liittyen.

e Tiasti eteenpiin termilld vektorimitta viitataan vain N-vektorimittoihin.

Ennen varsinaiseen teoriaan siirtymistd naytetddn lemma, joka karakterisoi Radon-
Nikodym -ominaisuuden vektorimitan variaation avulla.

Lemma 4.11. Avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos jokaiselle
rajoitetusti varioituvalle vektorimitalle v: T — B on esitys v(A) = [, f d|v|, missi
lv| on vektorimitan variaatio ja f € L'(X, B;|v]).

Todistus. Oletetaan, ettd avaruudella B on Radon-Nidodym -ominaisuus. Epédyhtalosta
lv(A)]] < |v|(A) ndhdéén, ettd v < |v|. Jos siis v on rajoitetusti varioituva, niin
v(A) = [, fd|v] jollekin f € L'(X, B;v|).

Oletetaan sitten, ettd jokaiselle v, jolle |v|(X) < oo, on esitys v(A) = [, f d|v| ja
olkoon p mitta, jolle v < p. Rajoitettu varioituvuus Lemman 3.7 kanssa antaa, ettd
|v| on &érellinen mitta ja edelleen vektorimitan v esityksestd saadaan |v| < p. Radon-
Nikodym -lause antaa kuvauksen g € L'(X,R;p), jolle [v|(A) = [, g duu. Edelleen

saadaan
o) = [ rawi= [ foau

Perustellaan edellinen yhtdsuuruus: karakteristisille kuvauksille saadaan

/nﬂW=MMﬂ®=/ ng/mym
A ANC A

josta viite seuraa lineaarisuuden nojalla myos yksinkertaisille kuvauksille.

Yleinen tapaus on monimutkaisempi: jos B = R ja f ei-negatiivinen, 16ytyy u-
yksinkertaiset kuvaukset s, — f p-m.k., joille s, < s,.1. Koska p ja |v| ovat mittoja,
on oltava ¢ > 0 p-m.k. x € X. Nyt s,¢g on kasvava, s,g — fg p-m.k. ja monotonisella
konvergenssilla saadaan

/fd|u|:hm/sn d|y|:lim/sngd,u:/fgd,u, (19)
A noJa noJa A

josta nihdéin, ettd haluttu kuvaus on fg € L'(X, R; ).

Olkoon nyt B mielivaltainen Banach-avaruus. Lauseen 3.22 (iii) nojalla on |v|(A) =
Lo llfldv| eli [[f]] =1 |v|-m.k. joukossa X. Edellisen reaaliarvoisen tapauksen (19)
nojalla [, || fl dlv| = [, || fllg dp kaikille A € T'. Toisaalta |v|(A) = [, g du, joten on
Jillfllg dp = [, g dp kaikille A € T. Siis on oltava || f|lg = g p-m k. z € X ja saadaan
|f]l = 1 joukossa X \ C, missd u(C') = 0. Absoluuttinen jatkuvuus |v| < u takaa,
ettei ristiriitaa synny, jos argumentti toistetaan joukolle C: muuten voisi olla u(C') = 0,
mutta [v[(C) >0 ja [ [ fll dlv] > 0= [, [If] dp.
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Nyt voidaan soveltaa dominoitua konvergenssia: Pettisin mitallisuuslauseen 2.4
todistuksen nojalla voidaan valita p-yksinkertaiset s,, € S(X, B) siten, etté ||s,| < ||f]|
ja s, = f p-m.k. x € X. Niinpéd s,,g — fg p-m.k. joukossa X ja tulokuvaukselle on
p-m.k. voimassa ||gs,|| = |glllsall < |9/l f]l = lg] € L*(X,R; ), joten Lemman 2.17 (i)
avulla (19) antaa jilleen yhtisuuruuden. Téssékin tapauksessa fg € L'(X, B; u), joka
on haluttu Radon-Nikodym -derivaatta. O]

4.2 L'-operaattorin Riesz-esitettivyys

Koska Radon-Nikodym -ominaisuudessa halutaan tutkia Bochner-integroituvan ku-
vauksen olemassaoloa, aloitetaan teoria téllaisiin kuvauksiin liittyvistd jatkuvista
lineaarioperaattoreista.

e Jatkossa jatkuvaa lineaarioperaattoria L: L'(X,R; u) — B merkitddn 7, tai 7,(B).

Maéiritelmé 4.12. Operaattori 7, on Riesz-esitettdvissd, jos 10ytyy g € L=(X, B; p)
siten, etta

T.(f) = /X fgdu kaikille f € L'(X,R; p).

Jos B = R, 7, on aina Riesz-esitettévissd Lemman 2.29 nojalla. Yleisessé tapauksessa
osoittautuu, ettd tdmi on tdsmaélleen yhtépitdvad Radon-Nikodym -ominaisuuden
kanssa. Seuraavaan todistukseen kdytetddn apuna lihdettd [23, s. 115-116].

Lause 4.13. Avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos T, on
Riesz-esitettdvissd jokaiselle mitalle p.

Todistus. Oletetaan, ettéd 7, on Riesz-esitettdvissé jokaiselle darelliselle . Olkoon v
rajoitetusti varioituva. Koska |v| on &érellinen mitta, voidaan mééritella operaattori
T: LY X,R,|v|) — B seuraavasti:

Olkoon s € S(X, B) yksinkertainen kuvaus ja T's = [, s dv := 3" | a;u(4;). Téllsin

ITs) <D laslllv (Al < D ailvl(Ai) = /X |s] dlv]
i=1 1=1

eli |T]] < |v|(X) < oo. Lauseesta 1.17 saadaan jatkekuvaus 7,: L'(X, B;|v|) — B,
koska S(X, B) on tihed avaruudessa L'(X, B;|v|) Lemman 2.24 nojalla. Erityisesti
Toi(x,) = V(A).

Nyt 7}, on Riesz-esitettévissi oletuksen nojalla, joten 7p,(f) = [y fg d|v| jollekin
g € L>(X, B;|v]). Jokaiselle A € I' saadaan

V(A) = Tin(x,) = /X xag dl] = / g dly].

Lemmasta 4.11 seuraa, ettd avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus.
Oletetaan nyt, ettd avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus ja olkoon p
mitta. Talloin v(A) = T,(x,) médrittdé rajoitetusti varioituvan vektorimitan, jolle
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v < p: tdmé seuraa arviosta |v|(A) < ||T,||u(A). Radon-Nikodym -ominaisuus antaa
kuvauksen g € L'(X, B; ), jolle

v(A) = / g dp jokaisella A € T.
A

Néytetdédn ensin, ettd g € L>(X, B; u): koska g on mitallinen, g(X \ C') on separoi-
tuva jollekin nollamittaiselle C' € I" Pettisin mitallisuuslauseen nojalla. Jatkamalla g
nollakuvaukseksi voidaan olettaa, ettéd B on separoituva. Olkoot b, € B* Lemman 1.21

antamat normitetut duaalit. Hillen lause antaa bfv(A) = b;(ng du) = [, bhgdu,

joten kaikille n > 1 ja A € I' on Lauseen 3.22 (iii) nojalla voimassa

/Albii(g)\ dp = b |(A) < [[v[I(A) < ([Tulln(A).

Niinp4 16ytyy nollamittaiset A, € I siten, ettéd [b}g(x)| < || T.||u(X \ Ay) joukossa
X\ A,. Nyt U2, A, on nollamittainen ja ||g(z)|| = sup, [bf(g(x))|, joten saadaan
lg(@)[| < I Tallw(X) mk. 2 € X eli [lgllos < [Tl 1(X).

Nyt Holderin epéyhtdlon nojalla fg € LY'(X, B;u) jokaiselle f € LY(X,R,pu),
joten voidaan asettaa T'(f) := [, fgdp kaikille f € L'(X,R,u). Koska T = 7T,
joukossa S(X, B) ja S(X, B) on tihed avaruudessa L', approksimoimalla saadaan
T.(f) = [ fgdp kaikille f € L'(X,R, p1). Siten T, on Riesz-esitettévissi.

O

Mainitaan myds Lauseen 4.13 seuraus, joka niyttii Esimerkissd 4.8 tutkitun /*(IN)-
avaruuden keskeisen roolin Riesz-esitettdvien operaattoreiden muodostumisessa. To-
distus kuitenkin ohitetaan, silld tulokselle ei ole jatkotulosten kannalta kéayttoa.

Seuraus 4.14. Operaattori T,, on Riesz-esitettivissd jos ja vain jos on olemassa ope-
raattorit S, : LY(X,R) — I*(N) ja T,,: IY(N) — B siten, etti T, = T,(S,). Erityisesti
avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos jokaista ddrellistid mittaa
vastaavalle operaattorille T, loytyy edelld mainittu esitys.

Todistus. [23, s. 116]. O

Lauseen 4.13 sovelluksena voidaan néyttéé, ettd Radon-Nikodym -ominaisuuden
olemassaoloon riittda tutkia sen separoituvia suljettuja aliavaruuksia:

Lause 4.15. (i) Jos avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus, on sen jokaisella
suljetulla aliavaruudella £ C B Radon-Nikodym -ominaisuus.
(ii) Jos jokaisella suljetulla separoituvalla aliavaruudella E C B on Radon-Nikodym
-ominaisuus, on avaruudella B Radon-Nikodym- ominaisuus.

Ennen lauseen todistusta osoitetaan hyodyllinen lemma Riesz-esitettédvien operaat-
toreiden kuvajoukkojen suhteellisesta kompaktisuudesta:

Lemma 4.16. (i) Jos f € L'(X, B; ), niin joukko { [, f du: A € '} on suhteellisen
kompakt.

(ii) Jos T, on Riesz-esitettivissd ja p(X) < oo, on joukko {T,(x,) : A€} C B
suhteellisen kompakta.
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Todistus. Olkoon € > 0. Asetetaan yksinkertainen kuvaus s := > " | by 4> =1, jolle
|f = s|li < e. Médritellaan K. == { >0 a;bi : a; > 0,0, a;||bs|| < ||f]l +¢}. Koska
n on kiinnitetty, méaaritelldéin adrellisulotteinen aliavaruus E := (span{by, ..., b, }, ||| ),
missi |- ||z on avaruuden B indusoitu normi aliavaruuteen E. Téllsin K. C Bz (0,7),
missd B(g)(0,7) on avaruuden E suljettu pallo siteelld r = ||f||; + . Téalldin K.
on kompakti dérellisulotteisen avaruuden kompaktin joukon suljettuna osajoukkona.
Integraalille saadaan

[ sau= [ s [ (£-s - ;biummm//ff—s) A € K.+ By (0.).

missd joukkojen summaus méaritelldidn A + A" := {a+d : a € A,a’ € A’}. Kun
e — 0, saadaan { [, fdu: Ae '} C K.+ {0}, missi jalkimméinen joukko on téysin
rajoitettu. Viite seuraa, silld Banach-avaruuden téysin rajoitetut joukot ovat Lemman
1.23 nojalla suhteellisen kompakteja.

(ii) Jos 7, on Riesz-esitettévissd, saadaan kuvaus g € L>(X, B; p), jolle T,(x,) =
[, g dp. Adrellismitallisuudesta seuraa L>(X, B; ) € L*(X, B; p1) (inkluusio saadaan
Holderin epéyhtélosté vastaavasti kuten tapauksessa B = R), joten kohta (i) antaa
suhteellisen kompaktisuuden. O

Lauseen 4.15 todistus. (i) Olkoon E C B suljettu aliavaruus. Vektorialiavaruus on aina
konveksi ja Banach-avaruuden suljettuna aliavaruutena myos Banach-avaruus. Olkoon
nyt v: I' = E rajoitetusti varioituva vektorimitta ja p mitta, jolle v < u. Koska v on
my6s avaruuden B vektorimitta, on oletuksen nojalla kuvaus f € L'(X, B; i), jolle

y(A) = / f dy kaikilla A € T. (20)
A

Niinpé [, fdu € E ja koska E on vektoriavaruus, ﬁ [ fdp € E kaikille A €
[, u(A) > 0. Seurauksen 2.22 (2) nojalla f(z) € F mk. z € X, joten f € LY(X, E; ).
Nyt yhtdsuuruus (20) on edelleen voimassa, joten myos aliavaruudella £ on Radon-
Nikodym -ominaisuus.

(ii) Olkoon (A,) CTI' ja & C I pienin o-algebra, joka siséltdd joukot A,. Koska &
tuotetaan numeroituvasta kokoelmasta (A,), on L} := Ll((X ,E),R; u) separoituva;
katso esimerkiksi [8, s. 102].

Olkoon 7, mielivaltainen. Jos T on operaattorin 7, rajoittuma avaruuteen L}, on
jatkuvuuden nojalla T'(L}) myos separoituva ja edelleen suljettu aliavaruus Banach-
avaruudelle B, siis Banach-avaruus. Oletuksen nojalla avaruudella 7'(L}) on Radon-
Nikodym -ominaisuus eli Lauseesta 4.13 seuraa operaattorin 7' Riesz-esitettavyys. Nyt
Lemma 4.16 (ii) antaa joukon {T'(x,): A € £} = {T.(x,) : A € £} suhteellisen kom-
paktisuuden. Siten jokaiselle jonolle 7,(x,, ) on suppeneneva osajono, mistéd seuraa
myos joukon {7,(x,) : A € I'} subteellinen kompaktisuus. Lineaarisuuden nojalla
tdméa voidaan laajentaa yksinkertaisille kuvauksille ja edelleen Lemmasta 2.24 kaikille
f € L'(X, B; u). Kuvajoukko 7,(L'(X, B; 1)) on siis suhteellisen kompakti ja koska
kompaktit joukot ovat tdysin rajoitettuja Lemman 1.23 nojalla, on sulkeuma Lemman
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1.22 nojalla separoituva. Nyt 7,(L'(X, B; ;1)) on separoituva seké suljettuna aliavaruu-
tena Banach-avaruus ja oletuksesta seuraa, ettd 7,: L'(X, B; u) — T, (L' (X, B; i) on
Riesz-esitetttavissd. Mutta tama tarkoittaa, ettd 7, on Riesz-esitettévissd avaruudelle
B, joten Lause 4.13 antaa Radon-Nikodym -ominaisuuden. O]

Sanotaan, ettd B on separoituva duaaliavaruus, jos B on separoituva ja on Banach-
avaruus M, jolle M* = B. Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos B on separoituva, myos M
on separoituva. Todistukseen tarvitaan aputulos, joka esitetddn kohtana (i); Seuraus
1.16 saadaan tdmén erikoistapauksena F = {0}.

Lemma 4.17. (i) Jos E C B on aito suljettu aliavaruus ja x € B\ E, loytyy b* € B*,
jolle b*|, = 0, ||b*||g» =1 ja b*(z) = d, missi d = infyep ||z — 2|
(ii) Jos B* on separoituva, myds B on separoituva.

Todistus. Léhteina kohtiin (i) ja (ii) toimivat vastaavasti [12, s. 159] ja [14, s. 522].
(i) Olkoot z € B\ E ja d = inf ¢ || — 2'||. Mééritelladan kuvaus

f: E+ Kz, fly+ax):=ad,y € E,a € K.

Koska aliavaruus M on suljettu, on d > 0. Talloin f(z) = d ja f|g = 0. Jos a # 0,
saadaan |f(y + az)| = |a|d < |a|||? + z|| = ||y + az|. Hahn-Banach -lausetta 1.14
voidaan soveltaa normiin p(z) = ||z|| ja saadaan jatkekuvaus F': B — K, jolle edelleen
F(z) =dja F|g = 0. Kuvaus F' on jatkuva normin jatkuvuuden ja monotonisuuden
|F'(z)] < p(x) nojalla. Vastaava epayhtalo antaa || F||g- < || f|l5+ ja jatkekuvaukselle
on aina || F|| g« > || f|| s+, joten ||F||g~ = || f||5+. Koska vektori y ei vaikuta kuvauksen
f arvoon, voidaan normi maksimoida suljetussa yksikkopallossa alkioilla ax. Mutta
talloin selviisti || f||g- = 1, joten F' € B* on haluttu jatkuva lineaarikuvaus.

(ii) Valitaan separoituvuuden nojalla jono (b)) C B*, jolle ||b%|| g+ = 1 kaikilla n >
1 ja joka on tihed yksikkopallon reunalla eli joukossa {b* € B* : ||b*||p- = 1}.
Duaalinormin mééritelmén nojalla 16ytyy (b,) =: D C B, joille ||b,|| = 1 ja |b%(b,)| > 3

Lineaarikombinaatioiden joukko L := { o qnb, :m €N, g, € Q,b, € D} on tihed

avaruudessa B: jos niin ei ole, on £ aito suljettu aliavaruus. Kohdan (i) nojalla voidaan
valita y* € B*, jolle ||y*||p = 1 ja y*(b,) = 0 kaikille n > 1. Koska (b)) on tihed
yvksikképallon reunalla, voidaan valita N > 1, jolle [by — y*|lp+ < 1. Tdmé antaa
ristiriidan, silla

1
bNH < —.

< [ (bn)] = [0 (bn) = 57 (bn)] = (b = y*) (bw)| < [[by — ¥ 5

B*

l\DIr—\

Siten £ = B. Lisiksi £ on numeroituva, silli

c-U U U {Zan)

m2>1 (bp)™ ,CD (‘h)z 1, CQ  n=1
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Niytet#ifin lopuksi L'-operaattorien osalta lihteeseen [14, s. 53-54] perustuva lause,
jonka avulla saadaan konkreettisia esimerkkeji Radon-Nikodym -ominaisuuden omaa-
vista topologisista avaruuksista.

Lause 4.18. Seuraavilla avaruuksilla on Radon-Nikodym -ominaisuus:
(1) Separoituvat duaaliavaruudet.
(2) Refleksiiviset avaruudet.

Todistus. (1) Olkoon B separoituva ja M Banach-avaruus, jolle M* = B. Jos operaat-
tori T: L'(X,R; u) — M* on lineaarinen, voidaan jokaiselle m € M asettaa edelleen
lineaarioperaattori

T LNX,R; 1) = R, T(f) = T(f)(m).

m|. Koska L'(X,R)* = L®(X,R), loytyy

T}, on rajoitettu, silla || 15,1y < [|T|ar
yksikésitteinen g, € L*(X,R; u), jolle

To(f) = / fgmdu aikille f € L' (X Rip) ja [lgmlle < [ Tlhe-llml.  (21)
X

Lemman 4.17 nojalla avaruus M on separoituva, joten voidaan valita tihed jono
(m;) € M. Olkoon m € M := {Zfil gm; : ¢ € Q,m; € (my)yen}. Jokaisella f
saadaan lineaarikuvaus muuttujan m suhteen, joten

T($) = T ) = S aTon(0) = [ i (22)

Yhtilsiti (21) ja (22) vertaamalla saadaan g, () = S°~ | ¢igm, () mk. z € X. Koska
M on numeroituva (silla (m;); on numeroituva), l6ytyy nollamittainen A C X siten,
ettd g () = 2N | Gigm, () kaikille z € X \ A ja m € M. Nyt kuvaus g(z): M — R
voidaan jatkaa Hahn-Banach -lauseella lineaariseksi jatkuvaksi kuvaukseksi koko
avaruuteen M m.k. x € X, toisin sanoen saadaan kuvaukset m — g,,(zr) € M* m.k.
z € X. Yhtélon (21) nojalla kuvauksen g(z) normille on arvio ||g(x)||ar < [|T||ar+ eli
g(x) on rajoitettu m.k. z € X.

Néytetddn seuraavaksi mitallisuus: olkoon z € X \ A. Selviisti M on tihed ava-
ruudessa M, joten itseasiassa kuvaus g(x) on muotoa g,(z) = > °, ¢igm,(x) kaikille
m € M. Tésté seuraa, ettd g(z) on raja-arvo yksinkertaisista kuvauksista, siis mitalli-
nen. Koska tdmé on voimassa melkein kaikille z, on x + g(z) heikko*-mitallinen eli
duaaliavaruudessa heikosti mitallinen. Mutta M* on separoituva, joten tdmé on Petti-
sin mitallisuuslauseen nojalla yhtépitavad mitallisuuden kanssa. Siis ||glloc < [|77]|as+,
joten g € L>®(X, M*;u). Nyt T on Riesz-esitettavissd kuvauksen g suhteen, silla
jokaiselle m € M on

To(f) = /X £ (2)gm(z) dpz).

Lauseesta 4.13 seuraa, ettd avaruudella M* on Radon-Nikodym -ominaisuus.
(2) Olkoon B on refleksiivinen ja 2 C B suljettu separoituva aliavaruus. Naytetaan
ensin, ettd F on refleksiivinen: jos x** € E** médiritellidn kuvaus F € B** siten,
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ettd F(b*) = ™ (b*|g); tAmé on hyvin mééritelty jatkuva lineaarikuvaus. Avaruuden
B refleksiivisyys antaa vektorin b € B, jolle Kg(b) = F. Jos b ¢ E, niin E on aito
aliavaruus ja oletuksen nojalla suljettu. Lemma 4.17 (i) antaa kuvauksen g € B*
siten, ettd g(b) = 1 ja g = 0 avaruudessa E. Téstd seuraa ristiriita, silla 0 = **(0) =
2" (9lg) = F(9) = Kp(b)(g) = g(b) = 1. Siis b € E.

Vield tulee nayttdd Kg(b) = x**. Olkoon e* € E* ja b* € B* kuvauksen e* Hahn-
Banach -lauseen jatkokuvaus. Télloin saadaan

Ke(b)(e®) = e*(b) = b"(b) = Kp(b)(b") = F(b*) = 2™ (b*|z) = b™(e).

Palataan varsinaiseen todistukseen: E on refleksiivinen eli £ = (E*)*. Siten E on
separoituva duaaliavaruus, joten kohta (1) antaa Radon-Nikodym -ominaisuuden eli
jokaisella suljetulla separoituvalla aliavaruudella on tdmé& ominaisuus. Viite seuraa
Lauseesta 4.15. ]

Kootaan seuraavaan esimerkkiin tyypillisié refleksiivisid avaruuksia, joilla on Lauseen
4.18 nojalla Radon-Nikodym -ominaisuus.

Esimerkki 4.19. (i) Olkoon B &éirellisulotteinen. Dimensiolauseen nojalla saadaan
dim(Im(Kp)) + dim(Ker(Kp)) = dim(B). Koska Kp on injektio ja dim(B) =
dim(B*) = dim(B**), on dim(Im(Kp)) = dim(B**"). Siis Im(Kg) = B**, silla &a-
rellinen aliavaruus, jolla on sama ulottuvuus, on oltava avaruus itse. Siten g on
surjektio eli B on refleksiivinen.
(i) LP(X,R; p)-avaruudet, 1 < p < oo ovat refleksiivisid (Lemma 2.29).
(iii) Jos B on Hilbert-avaruus, dualille f € B* saadaan Rieszin esityslauseesta 1.19
yksikésitteinen by € B, jolle f(b) = (b, by) 5. Voidaan méaaritelld sisdtulo avaruuteen
B* muodossa (f,g)p+ := (bf,by)p. Lisiksi duaali on aina tdydellinen, joten B* on
Hilbert-avaruus.

Jos nyt F' € B*, niin Rieszin esityslause antaa yksikésitteisen fp € B*, jolle
F(f) = ([, fr)p- kaikilla f € B*. Lisiiksi jokaiselle duaalille saadaan aiempi esitys.
Télloin kanoninen upotus on surjektio, silld

Ko (be)(f) = f(bsr) = bgr bp) 5 = {fr, f) e = ([, fr)pe = F(f).

Huomautus 4.20. Yleisisséd LP-avaruuksissa Radon-Nikodym -ominaisuus avaruudes-
sa B on yhtapitdvad seuraavien tulosten kanssa:

(1) LP(X,B;pu) =LYX,B*;u), kun 1 <p < oojag= 1%.

(2) Avaruudella LP(X, B),1 < p < oo, on Radon-Nikodym -ominaisuus.

Edelleen LP(X, B; 1) on refleksiivinen jos ja vain jos molemmat B ja LP(X,R; u) ovat
refleksiivisia. Toisin sanoen, LP(X, B; u1) refleksiivinen jos ja vain jos B on refleksiivinen
jal <p < oo.

Todistukset ovat melko raskaita: esimerkiksi tyypilliset todistukset kohtaan (2) kéyt-
tavéat joko stokastisia menetelmid, kuten martingaaleja ([10, s. 140-141]) tai operaatto-
riteoriaa sekd LP-avaruuden ehdottomia kantoja ([24]). LP-avaruuksien aihealueisiin ei
tutustuta enempéé, joten todistukset ohitetaan. Muista mainituista ominaisuuksista

voi katsoa tarkemmin [10, s. 98-100].

61



4.3 Lommoontuvat joukot

Tutustutaan rajoitettujen joukkojen konveksisuuteen, jonka avulla voidaan havain-
nollistaa Radon-Nikodym -ominaisuutta geometrisena ominaisuutena. Keskeisena
kéisitteend on joukon lommoontuvuus (dentability).

Maaritelméa 4.21. (i) Joukko A on konwveksi, jos tx + (1 — t)y € A kaikille z,y € A
jate0,1].

(ii) Pisteitd = ja y yhdistédvié janaa merkitdéan J[z, y|; toisin sanoen A on konveksi, jos
J[z,y] C A kaikille z,y € A. Lisdksi merkitddn J(x,y), jos kumpikaan péétepisteista
ei kuulu janalle ja J[z,y), jos vain paitepiste z kuuluu janalle.

Esitetaan seuraavaksi luvun keskeiset maaritelméat.

Maéiritelmé 4.22. (Lommoontuvat joukot)
(1) co(A) = {Z?:l N s € AN >0, joille D N = 1} on joukon A konveksi

verho ja o(A) := {221 Nt xp € AN >0, joille Y- N = 1} o-konveksi verho.
(2) Jos jokaiselle € > 0 loytyy x € A siten, ettéd
(i) z € (A\ B(z,¢)), on A lommoontuva;
(i) © € o(A\ B(z,¢€)), on A o-lommoontuva.
Téssé co viittaa joukon sulkeumaan ja B suljettuun palloon.

Esimerkki 4.23. [10, s. 135]: Suljettu yksikkopallo B(0, 1) avaruudessa L*>([0, 1]) on
o-lommoontuva, mutta ei lommoontuva: merkitiin B> := B(0, 1). Olkoon kuvaukselle
h = X, esitys b =377 a;hi, missi [|hille < 1,0 <a; <1ja )" a; = 1. Tillsin
on oltava h; = h m.k. z € [0, 1] jokaiselle i > 1 eli selvéisti h & o (A \ B(h,¢)) kaikille
e > 0. Niinpd B* on o-lommoontuva.

Néytetddn seuraavaksi, ettei B> ole lommoontuva. Olkoon f € B> ja ¢ > 0.
Jaetaan todistus kahteen osaan:
o||f|lo > &: jokaiselle luvulle k > 1 voidaan valita pareittain pistevieraat {A;}¥, C T
siten, ettd || fx, [l > €. Asetaan nyt f; := f— fx, , jolloin || f — fillw = [[f x4, [lc > €
allf-3r, T fillso < 111 f|lo- Néiisté seuraa, etté kuvaukset f; eivit sisélly suljettuun
palloon B(f,¢), mutta niiden konvekseilla kombinaatioilla voidaan approksimoida
kuvausta f. Kun € € (0,1), myés B(f,e) N B> # 0, jolloin f € co(B> \ B(f,¢)).
o[ fllo <& < 3:saadaan ||f £ 2ex, , — fllo = 2¢. Asetetaan kuvaukset fi == f +
26X o J2 7= — 28Xy, Jolloin || filloo < 3 < 1,i=1,2. Niinpé fi, f» € B> \ B(f,e)
ja f = 3fi+ 3/fo, joten f € co(B>\ B(f,¢)). Koska f € B> ja B> on suljettu,
saadaan edelleen f € ¢o(B> \ B(f,¢)).

Molemmissa tapauksissa l0ydettiin €, jolle ehto ei pade. Siis B> ei ole lommoontuva.

Seuraavaa lemma siséltdd Lauseen 4.25 todistukseen tarvittavia aputuloksia.

Lemma 4.24. (i) Jos co(A) on lommoontuva, on myds A lommoontuva.
(ii) A ei ole lommoontuva jos ja vain jos on € > 0 siten, ettd A C co(A\ B(z,¢))

jokaiselle x € A. Suljetulle ja konveksille A on A =co(A\ B(z,¢)) kaikille z € A.

(iii) Jos A on konveksi, niin int(A) = int(A); tassd int(A) on joukon A sisipisteiden
joukko.
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Todistus. Kaytetaan apuna tuloksia [21, s. 72, Proposition 2] ja [9, s. 119, Lemma 1].

(i)

(i)

Olkoon & > 0. Valitaan ¢ € co(A) siten, ettéd ¢ ¢ E = o(co(A) \ B(c, £)).
Siten ¢ € ¢o(A) \ E ja koska F on suljettu ja konveksi, E ei voi sisiltda koko
joukkoa A eli A\ E # (). Olkoon nyt a € A\ E, jolloin a € B(c, $). Niinp4
poistamalla joukosta A pallo B(a, ) saadaan erotusjoukosta joukon E osajouk-
ko; siis A\ B(a, &) C E. Erityisesti a ¢ ¢0(A\ B(a, €)). Koska a € A, seuraa viite.

Jos A ei ole lommoontuva, voidaan valita 2¢ > 0 siten, ettd jokaiselle y € A on
y € co(A\B(y,2¢)). Josz € A, jolle |[z—y|| > ¢, saadaan y € co(A\B(z,¢)). Jos
taas ||z —y|| < e, on B(z,e) C B(y,2e) jay € co(A\B(y, 2)) C co(A\B(z,¢)).
Toiseen suuntaan tulos on selvi. Jos A ei ole lommoontuva ja on suljettu seké
konveksi, saadaan A =co(A) D @o(A\ B(z,¢)), joten A =7c6(A\ B(z,¢)).

Merkitdin A = int(A) U A, missd A on reunajoukko. Olkoot a € int(A),a’ €
OA. Niytetisn, ettd jokaiselle t > 1 on a+t(a/ — a) ¢ A: jos timé on totta, niin
saadaan ||a+t(a’ —a) —d'|| = |t — 1|||a’ — a| eli erityisesti ||a +t(a’ —a)—d|| =
|a" — al|, kun ¢t = 2. Mutta nyt jokainen avoin pallo siséltdé sisdpisteen, joten
tistd seuraa a +t(a’ —a) € B(a',r) € A kaikille 7 > 0 eli int(A) ei sisilld joukon
OA pisteiti. Niinpd int(A) = int(int(A4) U DA) = int(A).

Osoitetaan nyt kaytetty tulos: tehddan vastaoletus eli 16ydetdan ¢ > 1, jolle
r = a+tla—d) e A Koska a’ € J(a,z), loytyy to € (0,1) siten, ettd
a' =tya+(1—ty)r. Niinpd x € A eli on jono (z;) C A, jolle z; — x. Sisiipisteen
méiritelmastd saadaan B := B(a,r) C int(A) jollekin r > 0. Asetetaan pallot
B; :=tyB+ (1 —ty)x; C int(A) kaikille ¢ > 1; ndiden keskipisteet ja séteet ovat
vastaavasti muotoa tya + (1 — ty)x; ja tyr. Koska

la" = (twa = (1 = o)) | = twa+ (1 = ta)z = (twa = (1 = to)z:) |
= |1 —tolllr — x| < tor,
saadaan riittévén suurelle ¢ voimaan o’ € int(A). Tadm& on ristiriita, silléd o’ on

reunapiste ja int(A) N 9A = ().
[

Siirrytdan luvun padtulokseen, joka samaistaa Radon-Nikodym -ominaisuuden ja
avaruuden rajoitetut lommoontuvat joukot.

Lause 4.25. Olkoon A # (). Seuraavat ehdot ovat yhtdipitivid:

(1)
(2)
(3)

Avaruudella B on Radon-Nikodym ominaisuus.
jokainen rajoitettu joukko A on lommoontuva.
jokainen rajoitettu joukko A on o-lommoontuva.

Huomautus 4.26. Seuraavan todistuksen Radon-Nikodym -ominaisuuteen liittyyvé
yhtésuuruus (1) < (3) ohitetaan, silld todistukset

(i)

hyédyntavit useita tuloksia, joita ei ole aiemmin esitetty ja joiden todistukset
vievat huomioita varsinaisesta tuloksesta, ja
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(ii) painottuvat konstruktio-argumentteihin, jotka ovat vahvasti topologisiin ja mit-
tateoreettisiin menetelmiin pohjautuvia, ohittaen geometrisen ndkokulman, jota
tamaé aliluku kasittelee.

Todistus sen sijaan keskityy siihen, ettd Radon-Nikodym -ominaisuus samaistaa kaikki
lommoontuvat ja o-lommoontuvat joukot rajoitetuissa avaruuksissa B. Osoitetaan siis
vain yhtésuuruus kohtien (2) ja (3) vilille.

Lauseen 4.25 todistus. Edeltdvan Huomautuksen 4.26 johdosta kohtien (1) ja (3) to-
distus ohitetaan. Selitetdan kuitenkin idea lyhyesti:

(1) — (3): tehdéén vastaoletus ja konstruoidaan sopiva vektorimitta v, joka ei toteuta
Radon-Nikodym -ominaisuutta; tdmé on vahvasti (vektori)mittateoriaa kdyttévé argu-
mentti; katso [16, Theorem 3.1].

(3) = (1): Jos v on rajoitetusti varioituva vektorimitta ja p darellinen mitta siten,

ettd v < p, joukot E,(C) := {:Eﬁg ACC/AeT, u(A) > O}, C e T, ovat rajoitet-

tuja eli oletuksen nojalla o-lommoontuvia. Myohemmin esitettévéssa Lauseessa 4.31
joukkoja E,(¢) koskeva ehto voidaan korvata joukkojen E,(C) o-lommoontuvuudella
(Huomautus 4.32). Témé& antaa Radon-Nikodym -ominaisuuden. Yksityiskohtia varten
katso [21, Theorem 2.2.].

Néytetddn nyt yhtdsuuruus kohtien (2) ja (3) vélille seuraten todistusta [9]. Suunta
(2) — (3) seuraa méadritelméstd ja (3) — (2) saadaan ndyttamalld seuraavat tulokset:
(a) Olkoon A on suljettu konveksi joukko, jonka sisépisteiden joukolle on int(A) # ()
ja A ei ole lommoontuva. Talloin 16ytyy ¢ > 0, jolle jokaisella z € A on
int(A) C co(int(A) \ B(z,¢)); erityisesti int(A) ei ole o-lommoontuva.

(b) Jos B siséltaa rajoitetun epdtyhjén joukon A, joka ei ole lommoontuva, niin se
siséltdd joukon C'| joka on suljettu, rajoitettu, konveksi, symmetrinen (¢ € C' jos
ja vain jos —c € C), int(C) # 0 ja joka ei ole lommoontuva.

Jos nimittain (a) ja (b) ovat totta, tekemélld vastaoletus saadaan, ettd B sisdltda
rajoitetun ei-lommoontuvan joukon. Kohdan (b) nojalla 16ydetaén rajoitettu, suljettu,
konveksi ja ei-lommoontuva C, jolle int(C') # ). Talloin (a) antaa, ettd int(C') on
rajoitettu, mutta ei o-lommoontuva, joten saadaan ristiriita.

Néytetadn seuraavaksi kohdat (a) ja (b):

(a) Olkoon A kuten annettu. Lemman 4.24 (i) nojalla 16ytyy ¢ > 0, jolle A =
co(A\ B(z,¢)) jokaisella z € A. Asetetaan I, := A\ B(z,¢). Talléin int(I,) =
int(A) \ B(z,¢), koska pallo on suljettu. Valitsemalla riittiviin pieni ¢ saadaan
oletuksesta int(7,) # . Kiinnitetddn nyt piste x ja asetetaan I := I, jolloin
A =co(I). Viitteen néyttimiseksi tulee siis osoittaa int(co(I)) C co(int(1)).
Osoitetaan ensin, ettéi I C int(I): jos ¢ € I, on ¢ € A ja |jc — z|| > . Olkoon
¢ € int(A) # 0. Lemman 4.24 (iii) nojalla int(4) = co(A \ B(z,¢)), joten
int(A) on konveksi ja J[c/,z) C int(A). Tallsin loytyy d € J[¢,z) N B(z,¢) ja
alemmasta etéisyysehdosta seuraa J[d, c) C int(A). Edelleen l6ytyy d' € J[d, ¢),

jolle J[d',¢) C int(A) \ B(z,e) = int(I) ja siis J[d', ] C int(I) eli ¢ € int(I).

Kayttamaélla edellistd inkluusiota saadaan

co(I) C CO(M) C co(int(1)),
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joka taas seuraa siitd, ettd C' C co(C) eli C C 20(0) ja koska ¢o(C) on konveksi,

saadaan co(C') C co(co(C)) = co(C). Edelleen konveksille joukolle C' on int(C') =
int(C) Lemman 4.24 (iii) nojalla, joten

int(¢o(I)) = int(co(I)) C int(co(int(1))) = int(co(int(1))) C co(int(I)).

Lemman 4.24 (ii) tulos voidaan yleistad suoraviivaisesti myos o-lommoontuville
joukoille. Koska co(C') C o(C') jokaiselle joukolle C, int(A) ei ole o-lommoontuva
edellisen nojalla.

(b) Symmetrisyys ei ole oleellinen ominaisuus, mutta helppo todistaa muiden ominai-
suuksien ohessa: olkoon A rajoitettu epétyhjéa joukko, joka ei ole lommoontuva.
Talloin —A = {—x : & € A} ei ole my6skéadn lommoontuva: valitaan sama €4 > 0
myos pisteille —z. Sama on totta myos joukolle A} = A U —A ja Lemman 4.24
(i) nojalla joukolle Ay = ¢o(A;). Tama siilyy joukolle A3 = Ay + B(0,1): kor-
vataan annettu €4, > 0 luvulla € + 1. Olkoon nyt C := Ajs. Jilleen Lemma
4.24 (i) antaa, ettd C ei ole lommoontuva ja séilyttédéd aiemmat ominaisuudet:
se on suljettu, symmetrinen (A;), konveksi (As), int(C) # 0 (A43) ja rajoitettu.
Aiemmin osoitettu kohta (a) antaa, ettéd int(C) ei ole o-lommoontuva.

]

Méaritelladn lopuksi lyhyesti konveksien joukkojen d&riarvopisteet, nédihin liittyva
keskeinen tulos ja annetaan esimerkki L!'-avaruuden kautta.

Maéaritelmi 4.27. Olkoon A konveksi. Jos a € A ja a &€ J(x,y) kaikille z,y € A, on
a joukon A ddrimmdinen piste.

Lemma 4.28. (Krein-Milman) Olkoon B topologinen lokaalisti konveksi Hausdorff-
vektoriavaruus. Jos A # 0 on kompakti konveksi joukko ja

E:={acA:a¢ J(x,y) kaikille v,y € A}
sen ddarimmdisten pisteiden joukko, niin E # () ja A =co(FE).
Todistus. [27, s. 362-363]. O

Huomautus 4.29. Krein-Milman -lauseessa kompaktisuus on vahva ehto darimmaéis-
ten pisteiden olemassaololle. Kompaktit joukot ovat suljettuja ja rajoitettuja, mutta
toiseen suuntaan niin ei ole, kuten #reténulotteisten avaruuksien pallot B(0, 1) osoit-
tavat. Jos kuitenkin kompaktisuus voidaan korvata télla heikommalla vaatimuksella
ainakin konvekseille joukoille, puhutaan Krein-Milman -ominaisuudesta:

e Avaruudella B on Krein-Milman -ominaisuus, jos sen jokainen suljettu rajoitettu
konveksi joukko on &ériarvopisteidensa suljettu konveksi verho.

Téahan liittyen voidaan néyttédd, ettd avaruuden B Radon-Nikodym -ominaisuus
takaa Krein-Milman -ominaisuuden ([10, s. 189-191]); se, ettd seuraako tulos myos
toiseen suuntaan, ei tiedetd. Yhtépitavid karakterisointeja kuitenkin tunnetaan. Naistéa
tyypillisin on seuraava: avaruudella B* on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos
avaruudella B* on Krein-Milman -ominaisuus ([10, s. 198]).
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Esimerkki 4.30. Esimerkissi 4.7 (i) néhtiin, ettd avaruudella L'([0, 1], R; 11), missé u
on Lebesguen mitta, ei ole Radon-Nikodym -ominaisuutta. Avaruudella ei myoskéén ole
Krein-Milman -ominaisuutta: vili [0, 1] on suljettu, rajoitettu ja konveksi reaalilukujen
topologiassa. Jos || f||1 = 1, voidaan jatkuvaan kuvaukseen f — f[O,I] | f| du soveltaa

viliarvolausetta. T#lloin on a € (0, 1), jolle f[o . | f| dpp = % ja siten my&s f[a 1 \fl dp =

b Asetetaan fi = 2fx, 0 f2 = 2, dolloin £ = Lfu+2faja 7] = il = el
Tapauksessa || f||; = 0 saadaan 0 = $f + 1(—f) ja jos 0 < ||f[1 < 1, voidaan edeltévi
argumentti toistaa ja saadaan ||fily = 5, |l f2lli < 3 ja [[f]i < 1. Niinpé suljetulla
yksikkopallolla ei ole darimmaéisid pisteita.

4.4 Muita karakterisointeja

Tutustutaan kolmeen Radon-Nikodym -ominaisuuden kanssa yhtépitdvaan tulokseen:
Lause 4.31 liittyy vektorimitan ja mitan vélisien osaméérédjoukkojen kompaktisuuteen,
Lause 4.33 mittojen itseisesti suppeneviin sarjoihin ja viimeisenéd Lause 4.38 karakteri-
soi absoluuttisesti jatkuvien kuvausten differentioituvuuden. Esitettéivit lauseet ovat
toisistaan erillisid, mutta kayttaviat aiempien lukujen tuloksia.

Aloitetaan vektorimittojen muodostamista heikosti kompakteista joukoista. Seuraa-
va tulos on ensimmaéisimpid Radon-Nikodym -ominaisuuden karakterisointeja: alkupe-
riinen todistus on periisin R. S. Phillipsiltd vuodelta 1943. Seuraava esitys ja todistus
ovat lahteestd [19].

Lause 4.31. Olkoon v: X — B wvektorimitta ja p: X — [0,00) ddgrellinen mitta.
Avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos jokaiselle rajoitetusti
varioituvalle vektorimitalle v ja ddrelliselle mitalle p, joille v < u, on voimassa
seuraava ehto:

Kaikille ¢ > 0 loytyy A. € T siten, ettd p(X \ A:) < € ja joukko

E, = {:Ei; cAC AL AT, u(A) >O}

sisdltyy johonkin heikosti kompaktiin joukkoon.

Todistus. Osoitetaan vain Radon-Nikodym -ominaisuuden riittdvyys. Valttaméatto-
myys on huomattavasti raskaampi ja kayttda heikon kompaktisuuden tuloksia, kuten
Krein-Smulian -lausetta [26]; todistus tdhén suuntaan 16ytyy [19, s. 534, Theorem 2.

Oletetaan, ettd avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus. Koska jokainen
kompakti joukko on heikosti kompakti, riittdé osoittaa, ettd E on sisdltyy kompaktiin
joukkoon. Jos v < p ja v rajoitetusti heilahteleva, on v(A) = [, fdu jollekin
f e LY X, B; u). Loydetiin s, € S(X, B), joille s, — f mk. x € X.

Olkoon € > 0. Egorovin lauseesta 2.6 saadaan joukko A. € T'; jolle u(X \ A:) < € ja
s, — [ tasaisesti joukossa A;. Erityisesti f on rajoitettu joukossa A., koska kuvaukset
s, ovat rajoitettuja. Asettamalla T'(g) := ng fgduijaT,(g) = fAs Sng du saadaan
rajoitetut lineaarioperaattorit 7', T),: L'(X, B;u) — B. Jos ||g]l; < 1, saadaan

T =Tgll = || [ o7 =sau < [ alhy sl dn < suplr = )
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eli T,, — T tasaisesti normissa ||-|| ;1 p. Jos A C A., ovat joukot T},(A) dérellisié ja kuten
Lauseen 2.4 todistuksessa, seuraa joukkojen T'(A) tdysin rajoittuneisuus. Edelleen

Lemma 1.23 antaa ndiden kompaktisuuden eli 7" on kompakti. Nyt T’ (%) = % ja

||%H1 = 1 kaikille A C A,, joten kompaktin operaattorin méaaritelmén nojalla F,

on suhteellisen kompakti ja sisiltyy kompaktiin joukkoon E,. O

Huomautus 4.32. Edelld néhtiin, ettd voidaan valita jopa kompakti joukko, johon
E, siséltyy. Niinpéa tulos voidaan esittdd myos kompaktilla oletuksella. Joukkoja E),
koskevassa ehdossa voidaan myos jattdad pois lukuun ¢ viittaaminen. T&ll6in riittaa
nayttaa, ettd jokaiselle C' € I' joukot

v(A)
1(A)

siséltyvét (heikosti) kompaktiin joukkoon. Edelleen joukkojen E, (C') kompaktisuus voi-
daan korvata o-lommoontuvuudella ([16, s. 496]) ja néitd koskeva ehto on yhtépitdvia
seuraavan kanssa.

[22]: jokaiselle A € T, jolle 0 < p(A) < oo, loytyy Cy C A ja kompakti K4 C B
siten, etté {0} & K, u(Ca) > 0 ja v(A) C cone(K 4) kaikille A C A¢, missé

E,(C) ::{ :AQO,AEF,M(A)>O}

cone(Kg) ={cx:c>0,x € Ks}
on joukon K4 kartiojoukko.

Karakterisoidaan seuraavaksi Radon-Nikodym -ominaisuus avaruuden mittojen
itseisesti suppenevien sarjojen avulla. Tulos 16ytyy ldhteestd [18, s. 80, Theorem 2.2].

Lause 4.33. Avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus jos ja vain jos jokaisella
rajoitetusti varioituvalla vektorimitalla v ja ddrelliselld mitalla p, joille v < p, on
esitys

V<A) = Z bnﬂn(A)>

missa by, € B, (pn)n: I' = [0,00) ovat mittoja, p, < p ja > oo [|billn(X) < oo.

Todistus. Olkoon v rajoitetusti varioituva vektorimitta ja p mitta siten, ettd v < p.
Oletetaan ensin Radon-Nikodym -ominaisuuden voimassaolo. Loytyy f € L'(X, B; ),
jolle v(A) = [, f dp kaikilla A € T. Integraalille on esitys [, f du = > 0" byu(ANA,)
joillekin b,, € B ja pareittain pistevieraille A,, € I', joten saadaan yhtdsuuruus

o(A) = [ Fdu= Y ba(A04) = 3 (),

missa p,(A) = u(ANA,), u, < 1 ja integraalia vastaava sarja suppenee itseisesti,
koska || f]| on integroituva.

Olkoon nyt jokaiselle vektorimitalle esitys v(A) = > 7 boun(A), missé b, € B
ja i, ovat mittoja, joille p, < psekd > 7 ||by]|vn(A) < co. Asetetaan jokaiselle n
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kuvaus f, = %’f—" eli mitan p, Radon-Nikodym -derivaatta mitan p suhteen; ndmé
ovat olemassa Radon-Nikodym -lauseen 4.1 nojalla. Edelleen saadaan

D lbafalli = Iballlfalls =Y 1balln(X) < o0,
n=1 n=1 n=1

koska || fulli = [ %—M" dp = [ dpy = pn(X); témé seuraa Lemman 4.11 todistuksesta.
Banach-avaruuden itseisesti suppenevana sarjana télld on raja-arvo f € LY(X, B; ).
Edelleen itseisesti suppenevan sarjan integroimisjérjestystd voidaan vaihtaa, joten

saadaan yhtasuuruus

_gbnﬂn(m—gbn/qfndu—[ngnfndu—éfdu.

]

Siirrytéaén lopuksi differentioituvuuden késitteeseen. Jos B = R, voidaan analyysin
peruslause ndhdd Radon-Nikodym -lauseen erikoistapauksena: olkoon f: [a,b] — R
kasvava ja oikealta jatkuva. Voidaan méadritelld Lebesgue-Stieljes -mitta

mf{Zf Fla) ACUaz, }

Jos f on edelleen absoluuttisesti jatkuva, saadaan vy < p, misséd p on Lebesguen
mitta. T&lloin Radon-Nikodym -derivaattana on melkein kaikkialla ma&ritelty deri-
vaattakuvaus f’. Erityisesti F'(b) — F(a) = v¢([a, b]) = f[a,b] [/ dp. Tama tulos loytyy
lyhyesti [7, s. 373 & s. 477] ja yksityiskohtaisemmin kyseisen ldahteen luvusta 7.
Edellinen tulos on ldheisesti yhteydessé yleisen Banach-avaruuden tilanteeseen: osoit-
tautuu, ettd Radon-Nikodym -ominaisuus on yhtépitavaa absoluuttisesti jatkuvan
kuvauksen f: [a,b] — B melkein kaikkialla differentioituvuudelle, jonka avulla jokai-
selle téllaiselle f on voimassa analyysin peruslause. Jos f ei ole absoluuttisesti jatkuva
tal B ei omaa Radon-Nikodym -ominaisuutta, voidaan silti muotoilla vastaavanlaisia
tuloksia: [25] kiyttdd analyysin peruslauseen esittdmiseen Hausdorff-mittoja.
Aloitetaan seuraavista oleellisista méadritelmisté:

Maiaritelmé 4.34. (i) Olkoon U C R avoin joukko. Kuvaus f: U — B on differen-
tioituva pisteessid x € U, jos 10ytyy jatkuva lineaarikuvaus F': R — B, jolle

) — f) ~ F

h—0 h =0

Voidaan kéayttdd myos nimitysta Fréchet-differentioituvuus.
(ii) Kuvaus f: [a,b] — B on absoluuttisesti jatkuva, jos jokaiselle € > 0 on § > 0 siten,
ettd kaikille pareittain pistevieraille vileille (a;, b;),1 < i < N, joille Z (b —a;) <6,

on voimassa S || £(b;) — fla))| < e.
(iii) Kuvauksen f heilahtelu valilld [a, b] méadritellddn

Vi(la, b)) == sup{z If(a;)) = fla;-1)||:n>la=a<ag < -+ <a,= b}.
i=1
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Jos Vi(la,b]) < oo, on f rajoitetusti heilahteleva joukossa [a, b].

Osoitetaan ensin Lebesguen differentioituvuuslauseen Banach-arvoinen versio. Reaa-
liarvoinen tulos sanoo, etti jokaiselle L'(X, R; u1)-kuvaukselle, missi p on Lebesguen
mitta, on voimassa

! / (@) — F()] dp(z) "0 mk yeR
(y,y+7)

r

eli ndille pisteille z on f(y) = lim, o [ watr) S (x) dp(x). Tulos toimii myo6s tapauksessa

yytr
I f(y_w) |f(x) — f(y)| du(z) ja yleisemmin sopiville pisteeseen y kohti suppeneville

joukoille. Tésté ja lauseen todistuksesta voi lukea l&hteesta [12, s. 98].
Lemma 4.35. Jos ju on Lebesquen mitta avaruudessa R ja f € LY(X, B; ), niin

L W@ - Wl dee) 0wk y e R
(yy+r)

”
ja edelleen ndille pisteille on f(y) = lim,_,g + f(y’yw) fy) du(z).

Todistus. [4, s. 101]: Koska f € L'(X, B;u), on f mitallinen ja Pettisin mitallisuus-
lauseen nojalla voidaan olettaa avaruuden B separoituvuus. Olkoon siis (b;) tihed
joukko. Soveltamalla Lebesguen differentioituvuuslausetta reaaliarvoisille kuvauksille
|| f(x) — b;]| saadaan melkein kaikille y € R yhtdsuuruus

7)==t~ [ @) = bl dpGe), ki > 1

07 J (yytr)

Niinpa néille luvuille y ja kaikille ¢ > 1 on voimassa

) 1
i sup - /() 1/ (@) = F)]] dp(z)

r—ot T

. 1 1
<timsup (3 [ @) = bl du(o) + 5 [ 15w) -~ bl duta)
r=0t NS (yytr) " J(yy+r)
=2[f(y) = bill.
joten viite seuraa tiheydestd. Jalkimmaéinen viite saadaan kolmioepayhtalostda. [

Seurauksena saadaan integraalifunktion differentioituvuus.

Seuraus 4.36. Olkoon p Lebesguen mitta avaruudessa R Jos f: (a,b) — B on
Bochner-integroituva ja F: [a,b] — B, F(y f[a J (x), niin F on differen-
tioituva m.k. x € (a,b) ja F' = f.

Todistus. Jos y € (a,b) ja h > 0, saadaan

tinsup | (Fy + 1) - 1) < tmsup 1 /( @ = sl )

h—0t h—0t+
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ja kun h < 0, niin vastaavasti saadaan

i sup | (P + 1) - F)|| < timsup /[ W) = Sl o)
y—h,y

h—0— h—0—

Viite seuraa Lemmasta 4.35, silla todistus saadaan vastaavasti saaduille véleille. [

Esitetadn vield tarpeellinen tulos ilman todistusta, joka karakterisoi absoluuttisesti
jatkuvat kuvaukset ja merkkimitat.

Lemma 4.37. Olkoon Fy(x) := \((—o0, x]), missd X\ on ddrellinen merkkimitta. On
olemassa bijektio \ — F\ kaikkien ddrellisten merkkimittojen kokoelman ja otkealta
jatkuvien, rajoitetusti heilahtelevien kuvausten kokoelman vdlille. Erityisesti jokai-
nen absoluuttisesti jatkuva kuvaus f voirdaan esittdi muodossa f = F, missd \ on
absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan p suhteen.

Todistus. Katso [8, s. 135-136]. O

Siirrytéén varsinaiseen tulokseen. Seuraavassa lauseessa vili [0, 1] voidaan luonnol-
lisesti korvata milld tahansa suljetulla valilli [a, b] ja merkinta Bg([0,1]) tarkoittaa
vélin [0, 1] Borel-joukkoja reaalilukujen topologian suhteen. Todistus seuraa tuloksia
[10, s. 107] ja [4, s. 112].

Lause 4.38. Avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus Borel-joukoille Bg([0,1])
Lebesquen mitan p suhteen jos ja vain jos jokainen absoluuttisesti jatkuva f: [0,1] — B
on melkein kaikkialla differentioituva.

Todistus. Olkoon mitta-avaruutena ([0, 1], Br([0, 1]), ). Merkitddn I' := Bgr([0, 1]).

Oletetaan ensin, ettd jokainen absoluuttisesti jatkuva kuvaus f on differentioituva
m.k. z € [0,1]. Ideana on kdyttdd Lemmaa 4.37 ja muodostaa mitta, jonka avulla
voidaan konstruoida rajoitetusti varioituva ja Lebesguen mitan suhteen absoluuttisesti
jatkuva vektorimitta. Olkoon nyt Vy(z) kuvauksen f heilahtelukuvaus eli

o) =sup { 3 IF(a) = fla)ll sn = L0 =ag < <o <ay =},
=1

Koska f on absoluuttisesti jatkuva, myos Vy on. Lisdksi V¢ > 0, joten Lemman 4.37
nojalla 16ytyy dérellinen mitta A: I' — [0, 00), jolle Vi(z) = A([0,2]) ja A < p.

Madaritelladn vektorimitta v: I' — B seuraavasti: jos A € I' on avoin, rationaa-
lilukujen tiheyden nojalla voidaan valita erilliset avoimet valit (a;, b;) siten, ettd
A = U2 (ai,b;). Asetetaan v(A) = > (f(b;) — f(a;)), jolloin A(A) — 0 antaa
|v(A)]| — 0. Siis v on A-jatkuva. Jos A on mielivaltainen Borel-joukko, kédytetiin
approksimaatio-ominaisuutta

AA) = inf{\(C) : C on avoin joukko, A C C'}

ja valitaan jono (A;) avoimia joukkoja, joille A C A; kaikille i, A;11 C A; ja AM(4;) —
A(A). Koska A(A, \ 4,,) — 0, kun n,m — oo, saadaan avoimien joukkojen -
jatkuvuudesta, ettd myos ||v (A, \ Ay)|| — 0. Nyt (v(A;)); on Cauchy-jono avaruudessa
B, joten raja-arvo v(A) := lim;_,, ¥(A;) on olemassa.

70



Edelleen v on hyvin mééritelty numeroituvasti additiivinen vektorimitta: jos A; € T’
ovat pareittain pistevieraita ja avoimia, on (J;—; A; = Upe(ak, bx). Koska vilit
(ax, by) ovat pistevieraita, voidaan edelleen merkita (J;2, A; = U2, U2, (@}, b%), mis-

si (U2, (af, b)) = A; ja namd vilit ovat pistevieraita. Mutta télloin v(UZ, Ai) =

Doty Doy (f(0h) = f(ah)) = 3272, v(Ai). Jos A; ovat pistevieraita Borel-joukkoja, voi-
daan jokaiselle A; valita jono avoimia vihenevié joukkoja A%, joille A(A%) "=5° X(A4;).

Talloin myos A2, A7) "= AU, Ay), joten

V<©Ai> = 11&11/(@%12) = lignio:y(flﬁl) = iy(Az)

Edelleen |v|(]0, 1]) < V¢([0,1]) < oo ja [[(A)| < A(A), joten v < A eli myds v < p.
Kéyttamélld Radon-Nikodym -ominaisuutta saadaan g € L'([0,1], B; i), jolle

) = w04 + 10 = [ gt 50)
0,z
Seuraus 4.36 antaa differentioituvuuden ja f'(z) = g(z) m.k. = € [0, 1].
Néaytetddan vastakkainen suunta: olkoon v: I' — B rajoitetusti varioituva vektorimit-
ta, jolle v < p. Asetetaan f: [0,1] — B, f(z) := v([0,z]). Télloin f on absoluuttisesti
jatkuva, silla

150 = fladll = 3 [l (s b) | < vl (U (s, b])

i=1

ja |v] < p, joka on yhtépitavid p-jatkuvuuden kanssa (Maaritelméa 3.17). Kuvaus f’
on madritelty oletuksen nojalla m.k. x € [0, 1]. Jos b* € B* ja 0 < a < b < 1, saadaan

(o) = b S0 @) = [ s

koska b* f on absoluuttisesti jatkuva ja kuvauksen b* f derivaatta on b*f' m.k. = € [0, 1]:
SOV N0t F (b)) = b flad)]] < Ib*] e S, N1 £(bs) — f(as)|| antaa absoluuttisen jatkuvuu-
den ja toisaalta derivaatan ketjusdannosta ([3, s. 6]) saadaan Db* f = (Db*(f))(Df) =
b* f', silla lineaarikuvauksen derivaatta on kuvaus itse. Niinpé reaaliarvoisena abso-
luuttisesti jatkuvana kuvauksena b* f toteuttaa analyysin peruslauseen.

Absoluuttisen jatkuvuuden nojalla darelliset joukot kuvautuvat vektorimitalle v
nolla-alkioksi, joten tulos on voimassa kaikille vileille I C [0, 1]. Tésta seuraa, etti
tulos voidaan yleistééd approksimoimalla kaikille Borel-joukoille, joten saadaan

v(A) :ff’ dp kaikille A € T
A

Koska f" on mitallinen, on télle esitys f' = > ° b;x, , missi b; € B ja A; € T
pareittain pistevieraita. Koska v on rajoitetusti varioituva, suppenee sarja itseisesti.
Edelleen || f'[] < 3772, [|billx.4,» joten [ ||f']l du < oo. Siis f” on Bochner-integroituva
ja avaruudella B on Radon-Nikodym -ominaisuus avaruuden ([0, 1],T", ) suhteen. [
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