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Tamén tutkielman tarkoituksena on esittdd todistus neuvostoliittolaisen mate-
maatikon Lev Schnirelmannin 1930-luvun alussa osoittamalle tulokselle, jonka mu-
kaan on olemassa sellainen luku S, ettéd jokainen ykkosta suurempi luonnollinen luku
voidaan esittda alkulukujen summana, jossa summattavia on korkeintaan S kappalet-
ta. Schnirelmannin lause on merkittava additiivisen lukuteorian tulos, silld sen avulla
padstiin lahemmiéksi yhtéd lukuteorian ratkaisematonta ongelmaa, Goldbachin konjek-
tuuria.

Tyon alussa osoitetaan alkulukujen tiheyteen liittyviat Mertensin lauseet, joita
tarvitaan Schnirelmannin lauseen todistamiseen. Mertensin lauseista ensimméinen
kertoo, miten lukua = pienempien alkulukujen kéénteislukujen 1/p summa kéyttay-
tyy, kun = kasvaa rajatta. Mertensin toinen lause puolestaan kertoo saman lukujen
(1 —1/p) tulolle.

Schnirelmannin lauseeseen liittyvét olennaisesti seulamenetelmit, joilla voidaan
arvioida kokoa positiivisista kokonaisluvuista koostuvalle, tietyt ehdot tayttaville
seulotulle joukolle. Yleinen ongelma, johon seuloja hyddynnetdin, on muotoa: Jos
A on dérellinen joukko positiivisia kokonaislukuja ja P aérellinen joukko alkuluku-
ja, niin kuinka paljon on sellaisia joukon A alkioita, jotka eivét ole jaollisia millaan
p € P? Seulamenetelmien yleisen idean lisdksi tyossd tutustutaan tarkemmin norja-
laisen matemaatikon Viggo Brunin kehittdméén seulaan, jota hyodyntdmalla saadaan
osoitettua muutama Schnirelmannin lauseen todistamiseen tarvittava aputulos. Namé
tulokset liittyvét siithen, kuinka monella eri tavalla luonnollinen luku voidaan esittaé
kahden alkuluvun summana.

Tyon tarkeimpié késitteitd on Schnirelmannin tiheys, jolla voidaan mitata luon-
nollisten lukujen osajoukon kokoa. Ty&ssa kdydaén lapi Schnirelmannin tiheyden omi-
naisuuksia ja osoitetaan tulos, jonka avulla voidaan arvioida Schnirelmannin tiheytta
joukkojen summalle. Liséksi osoitetaan, ettd jokainen epénegatiivisista kokonaislu-
vuista koostuva joukko A, joka sisdltdd nollan ja jonka Schnirelmannin tiheys on po-
sitiivinen, on jonkin kertaluvun kanta epénegatiivisten kokonaislukujen joukolle. Tall&
tarkoitetaan sité, ettd on olemassa luonnollinen luku A siten, ettd jokainen epénega-
tiivinen kokonaisluku voidaan esittidé sellaisena joukon A alkioiden summana, jossa
summattavia on h kappaletta. Tata tulosta hyddyntéden esitetdén lopuksi todistus
Schnirelmannin lauseelle.
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Johdanto

Additiivisen lukuteorian tyypillinen ongelma on tutkia, voidaanko jokainen riitté-
vén suuri kokonaisluku esittdé jonkin tietyn epénegatiivisista kokonaisluvuista koos-
tuvan joukon alkioiden summana. Erds merkittdva additiivisen lukuteorian tulos on
esimerkiksi Lagrangen neljdn nelion lause, jonka mukaan jokainen luonnollinen luku
voidaan esittdd neljan nelion summana. Tamén tyon tarkoituksena on todistaa erés
samankaltainen additiivisen lukuteorian tulos, Schnirelmannin lause, jonka mukaan
on olemassa sellainen luku S, ettd jokainen ykkostéd suurempi luonnollinen luku voi-
daan esittdéd alkulukujen summana, jossa summattavia on korkeintaan S kappaletta.

Schnirelmannin lause on nimetty neuvostoliittolaisen matemaatikon Lev Schnirel-
mannin (1905-1938) mukaan, silld hidn osoitti kyseisen tuloksen 1930-luvun alussa.
Tamé oli merkittdava askel kohti yhtd lukuteorian ratkaisematonta ongelmaa, Gold-
bachin konjenktuuria:

Jokainen parillinen kokonaisluku > 2 voidaan esittid kahden alkuluvun summana.

Schnirelmannin lauseeseen liittyy liheisesti myos toisen neuvostoliittolaisen matemaa-
tikon, I. M. Vinogradovin, muutamaa vuotta myohemmin osoittama tulos, jonka mu-
kaan jokainen riittdvan suuri pariton kokonaisluku voidaan esittdéd kolmen alkuluvun
summana. (2, 9]

Pieninta lukua S, jolle Schnirelmannin lauseen ominaisuus on pystytty osoitta-
maan, kutsutaan Schnirelmannin vakioksi. Vuosien saatossa monet matemaatikot
ovat saaneet Schnirelmannin vakioksi yhd pienempiéd lukuja. Esimerkiksi, vuonna
1982 Hans Riesel ja R. C. Vaughan saivat Schnirelmannin vakioksi 19, ja edelleen
vuonna 1995 ranskalainen matemaatikko Olivier Ramaré sai sen pienennettya lukuun
7. Ramaré myos osoitti, ettd jokainen parillinen kokonaisluku voidaan esittdd kor-
keintaan kuuden alkuluvun summana. Vuonna 2012 Terence Tao puolestaan onnistui
ndyttamadn, ettd jokainen pariton kokonaisluku voidaan esittdd korkeintaan viiden
alkuluvun summana. Néin ollen Schnirelmannin vakio pieneni edelleen lukuun 6. [10]

Additiivisen lukuteorian ongelmiin liittyvéat vahvasti erilaiset seulamenetelmaét.
My6s Schnirelmannin lauseen todistamiseen tarvitaan erdstd seulamenetelmad, Bru-
nin seulaa, joka on nimetty sen kehittdjan, norjalaisen matemaatikon Viggo Brunin
(1885-1978) mukaan. Seulaksi kutsutaan lukuteoriassa menetelmé, jolla voidaan ar-
vioida kokoa positiivisista kokonaisluvuista koostuvalle seulotulle joukolle, joka to-
teuttaa tietyt ehdot. Seulamenetelmien avulla on onnistuttu osoittamaan monia tu-
loksia, joilla on padsty ldhemméksi lukuteorian ratkaisemattomia ongelmia, kuten
Goldbachin konjektuuria sekd otaksumaa siitd, ettd alkulukupareja on Ad&rettomén
monta:

On olemassa ddrettomdan monta alkulukua p siten, ettd myos p + 2 on alkuluku.

1



2 JOHDANTO

Seulamenetelmilld on saatu osoitettua esimerkiksi, etta:

Jokainen rittavin suuri parillinen kokonaisluku voidaan esittid kahden sellaisen
luvun summana, joilla on korkeintaan yhdeksin alkutekijid. (Brun, 1920)

Jokainen riittdvin suuri parillinen kokonaisluku voidaan esittid joko kahden al-
kuluvun summana tai alkuluoun ja kahden alkuluvun tulon summana. (Chen, 1973)

On olemassa ddrettomdan monta lukuparia siten, ettd lukujen erotus on 2 ja
molemmilla luvuilla on korkeintaan 9 alkutekijid. (Brun, 1920)

On olemassa darettoman monta alkulukua p siten, ettd p+2 on joko alkuluku tai

kahden alkuluvun tulo. (Chen, 1973) [3, 9]

Tamén tyon ensimmaéisessé luvussa kdydaan lépi tyossa kdytettavid merkintojéa
ja muistutellaan mieleen tarvittavia esitietoja. Toisessa luvussa puolestaan tutustu-
taan tyon kannalta merkittdviin aputuloksiin, Mertensin lauseisiin. Kolmannessa lu-
vussa késitellddn seulamenetelmié, joihin tutustutaan ensin yleisesti: tarkastellaan,
mitd seulamenetelmét ovat ja mihin niitd kdytetdén, sekéd kidydaan lapi tarvittavia
merkintdja. Taman jélkeen kasitellddn tarkemmin Brunin seulaa, jonka avulla luvus-
sa 4 osoitetaan muutama Schnirelmannin lauseen todistamiseen tarvittava aputulos.
Nama tulokset liittyvét siihen, kuinka monella eri tavalla luonnollinen luku voidaan
esittdd kahden alkuluvun summana. Viimeisessé luvussa tutustutaan Schnirelmannin
tiheyden késitteeseen ja esitetédén todistus Schnirelmannin lauseelle.

Pédasiallisena lahteené téssé tyossa on kaytetty Paul Pollackin teosta Not Always
Buried Deep: A Second Course in Elementary Number Theory [9], johon luvut 3-5
pitkélti pohjautuvat. Seulamenetelmiin liittyen téarkeédné ldhteend on kiytetty myos
George Greavesin teosta Sieves in Number Theory [3]. Viimeisessé luvussa keskeising
ldhtein&d Pollackin teoksen lisdksi on hyodynnetty Alina C. Cojocarun ja M. Ram
Murtyn teosta An Introduction to Sieve Methods and their Applications [2] sekd A. Y.
Khinchinin teosta Three Pearls of Number Theory [5]. Lisda additiivisen lukuteorian
klassisista ongelmista 16ytyy muun muassa Melvyn B. Nathansonin teoksesta Additive
Number Theory. The Classical Bases [7]. Seulamenetelmié késittelevistd teoksista
mainittakoon liséksi Heini Halberstamin ja Hans-Egon Richertin teos Sieve Methods
[4].



LUKU 1
Esitietoja

Téahan lukuun on koottu tyossd kiytettdvia merkintoja sekéd tarvittavia méadri-
telmié ja aputuloksia. Luvun péédasiallisina ldhteind on kaytetty Tom M. Apostolin
teosta Introduction to Analytic Number Theory [1], Melvyn B. Nathansonin teosta
Elementary Methods in Number Theory [8] ja Heli Tuomisen luentomonistetta Luku-
teorian alkeet [11].

Merkintd Selitys

N Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}

No Epénegatiivisten kokonaislukujen joukko {0,1,2,...}

Z Kokonaislukujen joukko {...,—2,—1,0,1,2,...}

AUB Joukkojen A ja B yhdiste, AUB ={z:x € A tai z € B}
ANB Joukkojen A ja B leikkaus, ANB={z:x € Ajax € B}
alb Luku b on jaollinen luvulla a

ath Luku b ei ole jaollinen luvulla a

syt(a,b) Lukujen a ja b suurin yhteinen tekija

pyj(a,b) Lukujen a ja b pienin yhteinen jaettava

a (mod b) Luvun a jakojaannos, kun jaetaan luvulla b

#A Joukon A alkioiden lukuméaéra

| x| Suurin kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtédsuuri kuin x
[x] Pienin kokonaisluku, joka on suurempi tai yhtésuuri kuin x
{z} Luvun = desimaaliosa

1.1. Jaollisuudesta

Muistutellaan ensin mieleen muutamia jaollisuuteen liittyvid mééritelmid ja tu-
loksia, joita tyossd tarvitaan.

MAARITELMA 1.1. Olkoot a,b € Z. Luku b on jaollinen luvulla a, jos
b= ka jollain k € Z.

Té&ll6in sanotaan, ettd a on luvun b tekiji/jakaja ja ettd a jakaa luvun b. Jos b on
jaollinen luvulla a, niin merkitédén a | b. Jos b ei ole jaollinen luvulla a, niin merkitaan

atb.

MAARITELMA 1.2. Olkoot a,b € Z ja ainakin toinen luvuista erisuuri kuin nolla.
Lukujen a ja b suurin yhteinen tekiji syt(a,b) on suurin kokonaisluku, joka jakaa
molemmat luvut a ja b, toisin sanoen

syt(a,b) =max{d € Z :d | a jad | b}.
3



4 1. ESITIETOJA

MAARITELMA 1.3. Olkoot a,b € Z ja a,b # 0. Lukujen a ja b pienin yhteinen
jaettava pyj(a,b) on pienin positiivinen kokonaisluku, joka on jaollinen molemmilla
luvuilla a ja b, toisin sanoen

pyj(a,b) =min{c e N:a|cjab]|c}.
MAARITELMA 1.4. Kokonaisluvut a ja b ovat keskenddin jaottomat, jos
syt(a,b) = 1.

LEMMA 1.5. (Bézoutin lemma) Olkoot a,b € Z ja a # 0. Tdlloin on olemassa
luvut x,y € Z siten, ettd

syt(a,b) = ax + by.

TobpisTus. Loytyy Tuomisen luentomonisteesta [11]. O

1.2. Alkuluvut ja alkutekijihajotelma

Maéaritelladn seuraavaksi, mika on alkuluku, ja tarkastellaan luonnollisten lukujen
alkutekijahajotelmaa. Osoitetaan lisdksi, ettd alkulukuja on &drettémén monta.

MAARITELMA 1.6. Luonnollinen luku p > 2 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset
tekijat ovat luvut 1 ja p. Lukua 1 suurempaa luonnollista lukua, joka ei ole alkuluku,
sanotaan yhdistetyksi luvuksi.

ESIMERKKI 1.7. Luvut 2, 3, 5 ja 7 ovat alkulukuja. Luvut 4 ja 6 ovat yhdistettyja
lukuja. Ainoa parillinen alkuluku on luku 2. Luku 1 ei ole alkuluku eikd yhdistetty
luku.

LAUSE 1.8. (Eukleideen lemma) Olkoon p alkuluku ja olkoot a,b € Z. Tdlldin, jos
p|ab, niinp|a taip|b.

TobisTus. Oletuksen mukaan ab = kp jollain k € Z. Jos p | a, niin viite on
selvé. Oletetaan siis, ettd p 1 a. Koska p on alkuluku, niin nyt syt(a,p) = 1. Néin
ollen Bézoutin lemman nojalla 16ytyy luvut =,y € Z siten, etta

1 =ax + py.
Kertomalla nyt yhtélén molemmat puolet luvulla b saadaan
b = abx + bpy = kpx + bpy = (kx + by)p,
missé kx + by € Z. Siis p | b. O

LAUSE 1.9. (Aritmetiikan peruslause) Jokainen luonnollinen luku n > 1 voidaan
esittdd alkulukujen tulona. Tdllaista esitystd kutsutaan luvun n alkutekijihajotelmaksi,
ja se on tekijoiden jarjestystd vaille yksikdsitteinen.

TobisTus. Loytyy Apostolin teoksesta [1] sivulta 17. O
ESIMERKKI 1.10. Luvun 780 alkutekijéhajotelma on
780 =2%-3-5-13.

LAUSE 1.11. Alkulukuja on ddrettomdn monta.
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Tobistus. Olkoon py, ..., p, dédrellinen joukko alkulukuja. Naytetdan, etta 16ytyy
sellainen alkuluku, joka ei kuulu tdhén joukkoon. Téstd seuraa, ettd alkulukuja on
darettoman monta.

Tarkastellaan lukua

N=pipatl
Koska N > 1, niin aritmetiikan peruslauseesta seuraa, ettd luku N on jaollinen jollain
alkuluvulla p. Jos p = p; jollain ¢ = 1,... n, niin tilldin p jakaisi luvun
N—pipa=1,
mikd on mahdotonta. Néin ollen p # p; kaikillai =1,...,n. O

Téassé tyossa kirjaimella p viitataan yleisesti alkulukuihin. Merkintad P kéyte-
taan tilanteesta riippuen ilmaisemaan joko &dérellisté joukkoa alkulukuja tai kaikkien
alkulukujen joukkoa.

LAUSE 1.12. (Eulerin tulo) Olkoon P alkulukujen joukko. Tdalldin kaikilla s > 1,

TobisTus. Olkoon s > 1. Télloin summa ) -, n~° suppenee itseisesti, joten sen
termit voidaan jérjestella uudelleen mielivaltaisesti siten, ettd summa pysyy muuttu-
mattomana. Nyt

1\ 1 1 1
H 1_1? =TT ToT

pEP D 2 D3

(SN EEEE)

1 1 1 1
— 1+_S_|_TS_|_... 1+_S+Ts+"'
p by P2 P2

1
:1+Z%+Z L > $1$S+

S)aS
1< Vi G PPl i< PiPiPr

—1+1+1+1+1+
N 25 35 45§
1

ns’

[e.e]

n=1

missé toinen yhtasuuruus saadaan esittamaélla tulon jokainen termi geometrisena sum-
mana. Viimeisissd vaiheissa summan termejé jéarjestelemalld padstaan haluttuun lop-
putulokseen, silla jokainen mahdollinen alkulukujen tulo esiintyy summassa nimitté-
jéna tdsmaélleen kerran ja jokainen ykkostd suurempi luonnollinen luku voidaan esittaé
alkulukujen tulona (jirjestysté vaille) tdsmilleen yhdelld tavalla. O



6 1. ESITIETOJA

1.3. Kongruenssista

Palautetaan seuraavaksi mieleen muutamia seikkoja kongruenssiin liittyen.

MAARITELMA 1.13. Olkoon n € N ja olkoot a,b € Z. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo n,
a=b (mod n),
jos | (a — D).
HuomAavuTUs 1.14.
(1) Kongruenssin mééritelmésta seuraa, etti
a=0(mod n) < n]a.

(2) Merkinnélla a (mod b) tarkoitetaan luvun a jakojddnnostd luvulla b jaet-
taessa. Esimerkiksi 5 (mod 3) = 2.

Lause 1.15. (Kiinalainen jadnnoslause) Jos ni, no,...,n,. € N ovat pareittain
keskenddn jaottomia ja ay,as,...,a, € Z, niin kongruenssiyhtdaloryhmdlld

r = a; (modny)

T = ap (mod ny)

r = a, (modn,)

on yksikdsitteinen ratkaisu modulo N = ning ---n,. Edelleen, x =y (mod N), jos ja
vain jos x =y (mod n;) kaikilla 1 < i <.

TobisTus. Loytyy Apostolin teoksesta [1] sivuilta 117-118. O

1.4. Aritmeettinen ja multiplikatiivinen funktio

Téassé tyossé tarvitaan olennaisesti muutamia aritmeettisia funktioita, joten tar-
kastellaan niitd seuraavaksi. Méaritellidn myos, mikda on multiplikatiivinen funktio,
ja tutustutaan tarkemmin erédédseen téllaiseen funktioon, Mdobiuksen funktioon.

MAARITELMA 1.16. Aritmeettinen funktio on reaaliarvoinen kuvaus, joka on méaé-
ritelty luonnollisille luvuille.

Téassé tyossé tarvitaan seuraavia aritmeettisia funktioita:

7(x) lukua x pienempien tai yhta suurten alkulukujen lukuméaéra
w(n) luvun n erillisten alkutekijoiden lukumééra
7(n) luvun n positiivisten tekijoiden lukumé&éré.

ESIMERKKI 1.17.
(a) Lukua 12 pienemmét alkuluvut ovat luvut 2, 3, 5, 7 ja 11, joten w(12) = 5.

(b) Luvun 12 alkutekijihajotelmasta 12 = 2% - 3 niihd&én, ettd w(12) = 2.
(c¢) Luvun 12 positiiviset tekijat ovat luvut 1, 2, 3, 4, 6 ja 12, joten 7(12) = 6.

MAARITELMA 1.18. Aritmeettinen funktio f on multiplikatiivinen, jos kaikilla
keskenédén jaottomilla luonnollisilla luvuilla m ja n pétee f(mn) = f(m)f(n).
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ESIMERKKI 1.19.

(a) Funktiot f(n) =1 ja g(n) = n? ovat multiplikatiivisia, sillé
flmn) =1=1-1= f(m)f(n)
ja
g(mn) = (mn)* = m*n* = g(m)g(n)
kaikilla m,n € N.
(b) Funktio 7(n) on multiplikatiivinen. Nimittéin, jos m,n € N ovat kesken#éin
jaottomat, niin talloin luvun mn jakajat ovat muotoa d = rs, missa r jakaa
luvun m ja s jakaa luvun n. Néin ollen

T(mn)221: Z 1= Zl Zl = 7(m)7(n).

d|mn r|lm,s|n r|lm sin

ESIMERKKI 1.20. Osoitetaan, ettéd kaikilla n € N pétee
2¢() < 7(n).

RATKAISU. Olkoon n € N ja

n — pclupgz . ,pgr
luvun n alkutekijahajotelma, missé py, pa, ..., pr ovat luvun n erilliset alkutekijét ja

a; > 1 kaikilla ¢ = 1,2,...,r. Nyt siis w(n) = r. Lisdksi, koska funktio 7(n) on
multiplikatiivinen, niin
T(n) = 7(pi'ps* - pi7)

=7(Pr)T(pe") - T(B)

= (a1 +1)(ax+1)---(a, +1).
Nain ollen saadaan

7(n) = (a1 + D(ag + 1) (ap +1) > 2-2---2 = 2" =20,
r kpl

O

MAARITELMA 1.21. Olkoon n € N. Mébiuksen funktio p(n) méiritelldén seuraa-
vasti:

1, josn =1,
pu(n) =< (=1)", jos n = pips---p., missi alkuluvut p; ovat erisuuria,
0, jos p? | n jollakin alkuluvulla p.

Kokonaisluvun sanotaan olevan nelidvapaa, jos se ei ole jaollinen minkééan alkulu-
vun neliolld. Siis pu(n) # 0, jos ja vain jos luku n on neliGvapaa.

ESIMERKKI 1.22.

(a) Luvun 50 = 2 - 52 alkutekijdhajotelmasta nihdidn, ettd luku on jaollinen
alkuluvun neliolla. Siispé p(50) = 0.
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(b) Luku 14 = 2 - 7 on neliévapaa, joten p(14) = (—1)? = 1.
Mobiuksen funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

LAUSE 1.23. Mébiuksen funktio pu(n) on multiplikatiivinen, ja

1, josn =1,
D_ond) =4,
i jos n > 1.

Y

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd Mobiuksen funktio on multiplikatiivinen. Ol-
koot m,n € N keskenéédn jaottomat. Jos m =1, niin

p(mn) = p(1-n) = p(n) = 1 pu(n) = p(1)u(n) = plm)p(n).

Vastaavasti, jos n = 1. Jos ainakin toinen luvuista m ja n on jaollinen jonkin alkuluvun
neliolld, niin talloin myos tulo mn on jaollinen kyseisen alkuluvun neliolld. Néin ollen
Mébiuksen funktion mééritelmén mukaan

p(mn) =0 = p(m)u(n).

Jos taas molemmat luvuista m ja n ovat neliGvapaita siten, ettd luvulla m on r
kappaletta alkutekijoitd ja luvulla n on s kappaletta alkutekijoitd, niin myos tulo mn
on neliovapaa ja silla on r 4 s kappaletta alkutekijoitd. Néin ollen

u(mn) = (~1)** = (~1)7(~1)° = p(m)p(n).

Siispa funktio p(n) on multiplikatiivinen.
Osoitetaan sitten jalkimmaéinen véite. Jos n = 1, niin véite on selvi, silla télloin

> nld) = p(1) = 1.
d|n
Jos n > 1, niin olkoon
a1 as

n =p1 Py ,”pgr

luvun n alkutekijihajotelma, ja asetetaan

N =pips---p,.

Jos d jakaa luvun n ja p(d) # 0, niin d on nelibvapaa ja siten se jakaa myos luvun N.
Koska luku N on erillisten alkulukujen tulo, jossa kerrottavia on r kappaletta, niin
16ytyy tésmilleen (7) kappaletta sellaisia luvun N jakajia d, joille w(d) = i. Néiden
huomioiden ja binomikaavan

(1+z)" = é (Z)xk
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avulla saadaan

> uld) =) p(d)
d|n

d|N

:i > uld)

i=0 d|N
w(d)=1

DIPNCY

1.5. Iso O -notaatio

Kéaydéaan seuraavaksi lapi tyon kannalta oleellinen merkintd, "iso O -notaatio”.
Méaritelladn myos, mité tarkoittaa, etté funktiot ovat samaa kertaluokkaa tai asymp-
toottiset.

MAARITELMA 1.24. Olkoon D positiivisten reaalilukujen rajoittamaton osajouk-
ko. Olkoot lisdksi f ja g reaaliarvoisia funktioita joukolta D siten, ettd g(z) > 0
kaikilla riittdvan suurilla x. Merkitaan

f(z) =0(g(x)), kun x — oo,
tai
f(z) <g(x), kunz — oo,
jos on olemassa M > 0 ja xy € R siten, ettéd
|f(x)] < Mg(x) kaikilla z > xo.
Lukua M kutsutaan notaation implisiittiseksi vakioksi. Merkinnalla f > ¢ tarkoite-
taan samaa kuin g < f. Jos sekd f < g ettd f > g, niin merkitidén
f=y
ja sanotaan, ettd funktiot ovat samaa kertaluokkaa (engl. same order of magnitude).
Edelleen, merkinnélld O(g) tarkoitetaan mité tahansa funktiota f, jolle f = O(g).
Liséksi sanotaan, ettd funktiot f ja g ovat asymptoottiset, merkitdan
f~g,
jos
()

lim —= = 1.

w2y 9(2)
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HuomAuTUus 1.25.

(a) Usein tarkasteltaessa funktion kayttdytymistéd, kun muuttuja = kasvaa rajat-
ta, jatetddn tdma mainitsematta ja kirjoitetaan vain lyhyesti

f=0(g).

Iso O -notaatiota voidaan kayttad myos kuvaamaan funktion kiayttaytymista
ldhelld jotain reaalilukua a. Merkitaan

f(x) =0(g(x)), kunz—a,
jos on olemassa positiiviset reaaliluvut A ja M siten, etté
|f(2)] < Mg(z)
kaikilla z, joille |z — a| < A.

(b) Jos funktiot f ja g ovat asymptoottiset, niin talloin ne ovat samaa kertaluok-
kaa ja edelleen f < g.

ESIMERKKI 1.26.
(a) Koska kaikilla z > 1,

1322 — 22 + 1| < |322| + 22| + [1]
< 3z + 222 + 22

= 622,
niin 322 — 2z + 1 = O(z?).
(b) Koska
lim 21 g,
z—o0 T

niin x + 1 ~ .

(c) Osoitetaan, etta

O(fi(z)) + O(fa(z)) = O(max{ fi(z), fo(z)}), kun x — occ.

RATKAISU. Merkinnéllda O(f(x)) tarkoitetaan mita tahansa funktiota gy,
jolle on olemassa M; > 0 ja x1 € R siten, ettad

lg1(z)| < My fi(z) kaikilla x > 2.

Vastaavasti merkinnéllda O(fy(z)) tarkoitetaan mitd tahansa funktiota go,
jolle on olemassa M, > 0 ja zo € R siten, ettd

lgo(z)| < My fo(z) kaikilla x > z5.
Nyt siis kaikilla © > max{x;, 2},
91(2) + g2(2)| < My fi(z) + Mz fo(x)
< (M + Mz) max{ fi(z), fo()},

eli

O(f1(x)) + O(fa(x)) = O(max{fi(z), fa(x)})-
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(d) Kohdan (c) perusteella esimerkiksi,
O(2*) 4+ O(x) = O(z?)

o(3) o) =0 ()

1.6. Chebyshevin estimaatti

ja

Tarkastellaan luvun lopuksi Chebyshevin estimaattina tunnettuja epayhtaloita,
jotka todisti 1850-luvulla venéldinen matemaatikko P. L. Chebyshev. Kaydaan té-
td varten ensin ldpi muutama tulos, joiden avulla Chebyshevin estimaatti saadaan
johdettua.

Maéritelldén kaikille luonnollisille luvuille n ja alkuluvuille p funktio v,(n) suu-
rimpana sellaisena kokonaislukuna r, jolla p” jakaa luvun n, ts.

vp(n) == max{r > 0:p" | n}.

Tallin siis v,(n) > 1, jos ja vain jos p jakaa luvun n. Liséksi luvun n alkutekijahajo-
telma voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa

n = Hpvp(n)‘

pln

Toisaalta, koska v,(n) = 0 kaikilla alkuluvuilla p, jotka eivit jaa lukua n, niin voidaan

kirjoittaa myos
n = Hpvp(”)7
p

missé tulo otetaan kaikkien alkulukujen yli. Selvésti kaikilla luonnollisilla luvuilla m
ja n patee
vp(mn) = vy(m) + vy(n),
eli funktio v,(n) on tédydellisesti additiivinen. Esimerkiksi, koska n! =1-2-3...n,
niin
(1.1) vp(nl) = ) v,(m).
m=1

Osoitetaan, ettd funktiolle v,(n) pétee seuraava tulos:

LEMMA 1.27. Kaikilla n € N ja alkuluvwilla p pdtee

Llogn

vy(nl) = Z LJEJ .

r=1

TobisTus. Olkoon m € N, 1 < m < n jar € Ny. Jos p" jakaa luvun m, niin
p" <m <mnjar <logn/logp. Koska r on kokonaisluku, niin r < |logn/logp| ja

log nJ
log p

(1.2) vp(m) = 1.

r=1
p"|m
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Sellaisia lukua n pienempié tai yhtdsuuria luonnollisia lukuja, jotka ovat jaollisia
luvulla p", on tédsmélleen |n/p"| kappaletta. Tdmén sekd huomioiden (1.1) ja (1.2)
nojalla saadaan

n n L5 ]
vpnl) =3 wlm) =3, > 1

m=1 m=1 r=1

plm

Bl . L)

e}
r=1 m=1 r=1 p
plm

LEMMA 1.28. Katkillan € N jat € R pdtee
|nt] —n|t] € {0,1,...,n—1}.

Tobistus. Olkoon n € Njat € R. Talloin |nt] —n|t] € Z. Lisiksi, koska kaikilla
r € R ja k € 7Z pitee, etté

|z + k] =|z] +k, lz] <z ja  x—|z]<l1,
niin nyt
[nt] —nlt] = [n[t] +n{t}] —nlt]
=nlt] + [n{t}] —nlt] = [n{t}] = 0
ja
|nt] —n|t] <nt—nlt] =n(t—[t]) <n.
Néin ollen viite pétee. O

LEMMA 1.29. Kaikillan € N,
2n 22n
> —.
n/) = 2n

TobpisTus. Loytyy Nathansonin teoksesta [8] sivulta 269. O
Hyddynnetédén nyt niitd aputuloksia Chebyshevin estimaatin todistamiseen.

LAUSE 1.30. (Chebyshev) On olemassa positiiviset vakiot ¢1 ja co sekd reaaliluku
o siten, ettd

<m(z)< C27 ’

cq kaikilla © > xg.
log x ogx

TobpisTus. Tésséd tyossi tarvitaan epayhtaloistd ensimmaisté, joten kaydéaan lapi
sen todistuksen ideaa. Koko todistus 16ytyy Nathansonin teoksesta [8] sivuilta 271—
273. Vaihtoehtoinen todistus lauseelle 16ytyy muun muassa Pollackin teoksesta [9].

Viitteen osoittamiseen tarvitaan apufunktioita

6(x):=> logp ja  ¥(x):= ) logp,

p<z k<x
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joista jalkimmaisessd summataan siis kaikkien sellaisten parien (p, k) yli, joissa p on
alkuluku, & luonnollinen luku ja p* < x. Esimerkiksi,

0(10) = log2 + log 3 +log5 + log 7
ja
¥(10) = 3log2 + 2log 3 + log5 + log 7.

Selvisti patee, etté
O(z) < (x).

Lisiiksi p* < x, jos ja vain jos k < |logz/logp], joten

Zlogp Z Zl logp:ZUZgangogp

pF<z p<z \ ph<y p<z &P
k>1 k>1

< E logx = w(z)logx
p<lz

Lahdetddn nyt etsimddn alarajaa funktiolle ¢(x). Olkoon n € N ja N = (2:)
Kirjoitetaan luku N muodossa

2n)!
N— 2n\ _ (2n)! _ I, <2, 0" ol H por(@m))=2up(nl)
n (n!)?
Hngnp”p(n) p<2n

missd Lemman 1.27 nojalla

log 2n
log p
2n n
v((2)) = 2up(nl) = > Q—kJ -2 hD
1 p p
Lemmasta 1.28 seuraa, ettd [2t] — 2|t] € {0, 1} kaikilla reaaliluvuilla ¢, joten
log 2n
logp |

0 < oy{(2)) ~ 20,008 < |
Lemman 1.29 nojalla puolestaan

2271 log 2n
N H ((2n)hH)— QUpnl)< Hp long)

p<2n p<2n

joten ottamalla luonnollinen logaritmi puolittain saadaan

log 2
2nlog2 — log2n < Z {og nJ logp = ¥(2n).
p<2n o8P

Olkoon nyt = > 2 jan = |x/2]. Télloin
<z <2n+2

ja
Y(x) > 1(2n) > 2nlog2 — log 2n
> (x —2)log2 —logz = xlog2 — logx — 2log 2.
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Loydettiin siis alaraja funktiolle ¥ (x), ja siitd seuraa, etté

(1.3) lim inf £

T—r00 X

Olkoon nyt 0 < A < 1. Talloin

O(z) > Z log p

=A< p<z

Z (1 —=X)logx

=A< p<z
= (m(x) — w(x™)(1 — A log x
> (1— N n(x)logr — 2! loga,

> log 2.

v

joten
0(z) < (1-AN)7(x)logz logx
r x o
Néin ollen
0 1
timinf 25 > (1 2 o) lim ing TE)1082
r—00 €x T—00 X
Koska tdmé pétee kaikilla 0 < A < 1, niin
0 1
(1.4) tim inf 2% > Jim inf 71082
T—00 €T T—00 €T

Toisaalta taas alussa tehdystd huomiosta
0(z) < yY(x) < m(z)logx
seuraa, etta

(1.5) lim inf blz) < lim inf ¥lz) < liminf

T—00 €T T—00 x T—00 €T

Nyt kohtien (1.3), (1.4) ja (1.5) nojalla,
()logx -
x

timinf 2~ timint 2% — imine ™ > log 2,
T—00 T T—00 Xz T—00

m(x)logx

miké osoittaa Chebyshevin epayhtéloistd ensimméisen.
O

Tyossé tarvitaan myos Cauchy-Schwarzin epéayhtélod summille, joten palautetaan
se vield mieleen.

LAUSE 1.31. (Cauchy-Schwarzin epayhtild) Kaikille reaaliluvuille xy, ..., x, ja

Y1, ..., Yy pdtee
n 2 n n
(S ) = (4] ()
i=1 i=1 i=1
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TobisTUs. Huomataan, etté

SO (wiyy —w)? =YD (@Y} — 2wy + 23y))

i=1j=1 i=1j=1
n n n n n n
_ 2 2 2 2
= E Ty E y; + § T E yi —2 E TiYi E T;Y;
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

, (gﬁ) (;;ﬂ) s <Z::$y>

Koska (z;y; — z;4;)* > 0 kaikilla ¢ ja j, niin yht#lén vasen puoli on suurempaa tai
yhtéd suurta kuin nolla. Tésta seuraa, ettd

(&) <(£) (£2)






LUKU 2
Mertensin lauseet

Téassé luvussa tarkastellaan kahta tyon kannalta merkittavad aputulosta, Mer-
tensin lauseita, jotka ovat puolalaisen matemaatikon Franz Mertensin vuonna 1874
osoittamia alkulukujen tiheyteen liittyvid tuloksia. Mertensin lauseita tarvitaan lu-
vussa 4, kun osoitetaan muutama Schnirelmannin lauseen todistamiseen tarvittava
aputulos. Lahteiné téssa luvussa on kidytetty Melvyn B. Nathansonin teosta Elemen-
tary Methods in Number Theory [8] ja Paul Pollackin teosta Not Always Buried Deep:
A Second Course in Elementary Number Theory [9].

Seuraava tulos, jota tarvitaan Mertensin ensimméisen lauseen todistamiseen, on
osittaisintegroinnin vastine summille.

LAUSE 2.1. (Osittaissummaus) Olkoon f(n) aritmeettinen funktio ja
F(z) =Y f(n).
n<zx

Olkoon lisiksi g jatkuvasti derivoituva funktio valilld [1,x], missd x > 2. Tdlloin

S F(n)g(n) = F(z)g(x) - / R () dt

n<x

Tobistus. Koska f(n) = F(n) — F(n—1) ja F'(1) = f(1), niin nyt
Y f)gn) = f(g(1) + Y f(n)g(n)

n<zx 2<n<zx

= fMg() + Y (F(n) = F(n—1))g(n)

2<n<czx

= f(Mg(W)+ > Fln)gn)— > Fln—1)g(n)

2<n<zx 2<n<z

= Z F(n)g(n) — Z F(n)g(n+1)

n<x n<x—1

=F(lz))g(lz))+ > F(n)(g(n) —g(n+1))

n<zx—1

= Fo)g(lz])+ Y Fn)(g(n) = g(n+1)).

n<zx—1

Koska funktio g on jatkuvasti derivoituva vélilla [1,z], niin analyysin peruslauseen

nojalla
n+1

g(n+1) — g(n) = / J(t) dt.

n

17
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Lisaksi, koska F'(t) = F'(n) kaikilla n <t < n+ 1, niin
n+1

F(n)(g(n+ 1) — g(n)) = / F(t)g' (1) dt.

n

Naiin ollen

Edelleen, koska
/L " F(t)g(t) dt = Fa) /L " (1) dt = F(@)(g(x) — 9(|))),

]
niin

S F(n)g(n) = F(z)g(x) - / R (@) dt

n<x

O

Todistetaan nyt osittaissummausta hyodyntéden Mertensin lauseista ensimméinen,
joka kertoo, miten summa
1
>

p<zx
kayttaytyy, kun x — oo.

LAUSE 2.2. (Mertensin ensimmaéinen lause) On olemassa vakio By siten, ettd

1 1
Z—:loglogx—i—Bl—i—O( >, kun x — oo.
log

p<z

Tobistus. Kirjoitetaan

I logp 1 Dol
PO D rreri D DI O}

p<x p<x 2<n<z
missé
logp _
, JOS T =p,
0, muuten,
ja
)= —— t>1
A logt’
Olkoon |
ogp
Ft) =3 fln) = 3 222,
n<t p<t p

Talloin F(t) = 0 kaikilla ¢ < 2. Lisdksi pétee, etta
F(t) =logt+r(t), missd r(t)=0O(1).
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Perustelu télle 16ytyy esimerkiksi Nathansonin teoksesta [8, s. 276-277]. Nyt integraali

= r(t)
/2 t(logt)? o

Amd§§“20(éﬁ)

Osittaissummauskaavalla saadaan

j§§:§jfwwm

=mem—éﬁwwwﬁ

_logx +r(z) /:‘ logt + (1)
B log 5 t(logt)?

1 co1 Tor(t)
=140 dt ———dt
* (logx) +/2 tlogt +/2 t(logt)?

1
=140 (—) + loglog x — loglog 2
log x

= () 0
*L m%w“‘l Hlog 2

1
:loglogx+B1+O( ),
log x

suppenee itseisesti, ja

missé

r(t)

t(logt)?

By =1 —loglog2+/
2

Mertensin ensimmaisen lauseen mukaan siis

1
Z — ~ loglogx.
p

p<z

Lisdksi Mertensin ensimmaisesté lauseesta seuraa, etta kaikilla y > x pétee

> =y, X,

r<p<ly Py psz
1 1
(2.1) :10g10gy+B1+O(—> — (10g10g$+31+0( ))
logy IOgI'
1
= log ogy+0 , kun z — oo.
log x log x

Osoitetaan nyt tatd huomiota hyodyntden seuraava aputulos, jota tullaan tarvitse-
maan luvussa 4.
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LEMMA 2.3. Kun x — oo, nin kaikilla y > x,

I (+-5) - e (o))

z<p<y

TobisTus. Oletetaan, ettd « > 4, jolloin 2/p < 1/2 kaikilla p > z. Luonnollisen
logaritmin Taylorin sarjasta saadaan, ettd kaikilla || < 1 péitee
&t

log(l—i-t):t—5+§—z+--~:t+0(t2), kun ¢ — 0,

(13 2eo(() 3o (2)

Tédmén ja huomion (2.1) nojalla saadaan

> 1og<1—]%)=—2 > %JFO( > %)

z<p<y z<p<y z<p<y

p
1 1 1
(et o () o ()

e o

joten nyt

), kun x — oo.

-8 (log y)? log x
Nyt siis
2 2
H (1——):exp<z log(l——))
z<p<y p r<p<ly b

o (b g+ (7)) = ey (0 (w5z))

missd jalkimmaéisin yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd exp(t) = 1+ O(t) milld tahansa
rajoitetulla vililld ja tdssd O(1/logz) on rajoitettu, kun z > 2. O

Tarkastellaan sitten toista Mertensin lauseista. Se kertoo, miten tulo

()

p<z

kayttaytyy, kun x — oo.
LAUSE 2.4. (Mertensin toinen lause) On olemassa vakio C' siten, ettd

1 -C
H(l——)we ., kun x — oo.
P log x

p<w

TobisTus. Vililla —1 < x < 1 luonnolliselle logaritmille pétee

> (_1)n+1 72 3 {['4
1 ]_ = _— n = —_—— —_—— — o ..
og(l+ ) ; St =r - ot T 1 +e,
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joten

Nyt siis

p<zk=1

SN

p<z p<lzk= 2
Koska geometrisen summan avulla saadaan
= 1 1
< —
S <3y r 5D

p*’

niin summa Y- 377, (kp*) " suppenee itseisesti, sanotaan lukuun Bj. Listiksi

Bz - ZZ I S5 <

plzk= 2 p>x k= 2 p>x
eli
1
Sy h=moo(l)
X
plzxzk= 2

Nain ollen Mertensin ensimmaéisen lauseen nojalla saadaan

logH (1——) :—loglogx—Bl—i-O(@) —Bg—l—O(é)

p<lz

1
:—loglogx—Bl—Bg+O< )
log x

Ottamalla nyt eksponentti molemmin puolin saadaan

()~ =m0 (2)

p<wz

joten viite seuraa, kun C' = By + Bs.






LUKU 3

Seulamenetelmisti

Téassd luvussa tutustutaan seulamenetelmiin, joiden avulla on saatu osoitettua
monia merkittdvid lukuteorian tuloksia. Ensin késitelladn seulamenetelmié yleisesti
ja kdydadan lapi tarvittavia merkintoja. Tamén jélkeen tutustutaan tarkemmin erdé-
seen seulamenetelméén, Brunin seulaan, jonka avulla Schnirelmannin lause saadaan
todistettua. Luvun keskeisimpiné ldhteind on kdytetty George Greavesin teosta Sie-
ves in Number Theory [3] ja Paul Pollackin teosta Not Always Buried Deep: A Second
Course in Elementary Number Theory [9].

3.1. Yleistd seulamenetelmisti

Seulamenetelmistéd vanhin, ja ehké tunnetuin, on antiikin kreikkalaisen matemaa-
tikon Eratostheneen kehittdmé menetelmé, jonka avulla voidaan helposti selvittaa
kaikki lukua x pienemmit alkuluvut. Tatéa yksinkertaista menetelméé kutsutaan Fra-
tostheneen seulaksi, ja se perustuu huomioon, jonka mukaan jokainen yhdistetty luku
n < z on jaollinen jollain alkuluvulla p < /x. Lukua z pienempien alkulukujen
selvittdmiseksi riittad siis vain tietdd lukua y/z pienemmét alkuluvut. Ideana Era-
tostheneen seulassa on kirjoittaa ensin lista kaikista kokonaisluvuista valiltd [2, x], ja
tamén jialkeen kdydé yksitellen lipi alkuluvut p < /z ja yliviivata listalta kaikki lu-
vun p monikerrat. Talla tavalla jéljelle jaa tdsmaélleen lukua = pienemmét alkuluvut.
Esimerkiksi, jos # = 30, niin lukua /30 pienemmét alkuluvut, joilla seulotaan, ovat
2,3jab:

2 3 4 5 6 7 % 9 W
1112 13 14 15 16 17 18 19 20
20 2% 23 4 25 2% 1 2B 29 30

Seulonnasta jaavat jaljelle luvut 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 ja 29. Naméi ovat lukua
30 pienemmiit alkuluvut. [3]

Eratostheneen seulasta analyyttisemmén muotoilun esitti 1800-luvun alussa rans-
kalainen matemaatikko A. M. Legendre. Téalla Legendren seulaksi kutsutulla mene-
telmélld saadaan tietoa siité, kuinka paljon lukua x pienempiéd alkulukuja on. Edel-
leen kehittyneempié ja lukuteoriassa merkittéavia seulamenetelmié ovat muun muassa
Brunin seula ja Selbergin seula. [3]

Seulamenetelmien avulla voidaan siis arvioida seulotun joukon kokoa eli sité, kuin-
ka paljon alkioita on jaljella sen jélkeen, kun seulonta on tehty. Yleinen lukuteorian
ongelma, johon seulamenetelmii hyodynnetdin, on muotoa: Jos A on dérellinen jono
positiivisia kokonaislukuja ja P &érellinen joukko alkulukuja, niin kuinka paljon on
sellaisia jonon A alkioita, jotka eivét ole jaollisia millian p € P? Tarkoituksena on
siis arvioida lukua

S(A,P) :=#{a € A:syt(a, P) =1},
23
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P::Hp.

peEP
Tasséa seulontajoukon A vaaditaan olevan joukon sijasta jono, jotta seulontajoukoik-
si kdyvat myos sellaiset luonnollisten lukujen kokoelmat, joissa sama alkio esiintyy
useampaan kertaan. Téllaisia kutsutaan multijoukoiksi (engl. multiset).

Usein dérellinen joukko alkulukuja, jolla seulotaan, saadaan katkaisemalla kaikkien
alkulukujen déreton joukko jostain kohtaa z. Tutkitaan siis, kuinka paljon on sellaisia
jonon A alkioita, jotka eivét ole jaollisia milladn p € P, p < z, missd P on kaikkien
alkulukujen joukko. T&ll6in merkitaan

S(A,P,z) :=#{a € A:syt(a, P(z)) =1},

P(z) = H p.

peP
p<=z

Luvun S(A,P) arvioimiseksi tidytyy olettaa, ettd jonolla A on jokin pituus X ja
ettd tapahtumat "luku on jaollinen alkuluvulla p” ovat kutakuinkin itsenéisia ja niilla
jokaisella on todennikoisyys a(p). Télloin on luonnollista odottaa, ettd

S(A,P)~ X H (1—a(p))

peEP

missé

missé

eli
S(AP) =X [T (1 - afp) + E(X),
peP
missé virhetermi £ saadaan sitd pienemmaéksi, mitd tehokkaampaa seulaa kaytetaan.
Tehd&én edellinen vield tdsmaéallisemmin. Merkitdédn kirjaimella X siis seulonta-
joukon A kokoa, ja kdytetddn merkintdd Ay ilmaisemaan jonon A niiden alkioiden
lukumaééraé, jotka ovat jaollisia luvulla d, eli

Ag:=#{aec A:d]|a}.

Oletetaan liséksi, ettd on olemassa multiplikatiivinen funktio «, joka saa arvoja valilta
[0, 1] ja jolle kaikilla d | P(z) péatee

(3.1) Aq = Xa(d) +r(d),

missé virhetermi r(d) on pieni. Kdytdnnossa seulamenetelmii hyodynnettiessé ensin
valitaan X ja «, ja sen jalkeen mddritellidn virhetermi r(d) siten, etté (3.1) pétee.

ESIMERKKI 3.1. Olkoon A = {n € N:n <z} ja P alkulukujen joukko. T&lloin
S(A,P,z) =mn(z,2),

missa 7w(z, z) laskee niiden lukua x pienempien tai yhtasuurten luonnollisten lukujen
lukumééran, jotka eivét ole jaollisia milldén alkuluvulla p < z. Kaikilla d pétee

At

joten, jos valitaan X = z ja a(d) = 1/d, niin

w--{3).
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silld télloin (3.1) patee. Erityisesti |r(d)| < 1 kaikilla d.

3.2. Brunin seula

Seulamenetelmien juuret ulottuvat siis pitkélle antiikin aikaan, mutta modernin
seulateorian parissa merkittavaa tyotda 1900-luvun alkupuolella teki norjalainen mate-
maatikko Viggo Brun (1885-1978). Tuohon aikaan Brunin aikaansaannokset jéivét vi-
hemmalle huomiolle, mutta mychemmin niiden merkitys ymmérrettiin. Brunin kehit-
tdméaé seulaa hyddyntdmaélld saadaan todistettua Schnirelmannin lause. Tutustutaan
siis seuraavaksi Brunin seulaan. Kaikki téssd luvussa esitetyt todistukset pohjautuvat
Pollackin teokseen [9, s. 176177 ja 182-185].

Brunin seulalla on kaksi eri muotoa, joista toisella saadaan arvioitua lukua S(.A, P)
ylhédalta ja toisella alhaalta. Schnirelmannin lauseen todistamiseen hyoddynnetééin
néistd ylarajaa. Taté yldrajaa varten tarvitaan seuraavaksi késiteltdvad tulosta vuo-
rottelevista summista.

Olkoon ayq,...,a, jono reaalilukuja, jossa on n € Ny kappaletta alkioita. M&aéari-
tellaén kaikilla k € Ny funktio dx(a; ..., a,) summana kaikista sellaisista lukujen a;
tuloista, joissa on k kappaletta kerrottavia. Téllaisia tuloja on siis (Z) kappaletta.
Madéritellaan lisdksi, ettd 09 = 1 ja dp = 0 kaikilla & > n. Esimerkiksi, jos n = 2, niin

do(ar,az) =1, di(a1,az) = ar +az,  d2(a1,az) = aras
ja 0r(a1, az) = 0 kaikilla k > 2. Kyseiselle funktiolle patee seuraava tulos:

LEMMA 3.2. Olkoot 0 < aq,...,a, <1, missi n € Ny. Tdlloin erotus

n

(3.2) > (=DFoi(ar, . an) = [J(1 = ay)

j=1
on joko epdnegatiivinen tai epdposititvinen riippuen siitd, onko luku m parillinen vai
pariton.

Tobistus. Osoitetaan viite induktiolla. Jos n = 0, niin tulo

n

T:= H(l —ay)

j=1

on tyhja. Tulkitaan tyhja tulo ykkoseksi. Liséksi
D (1o =1-0+0—---£0=1.
k=0

T#lloin siis erotus (3.2) on nolla kaikilla m, joten véite patee. Tehdaén sitten induktio-
oletus eli oletetaan, ettd viite péatee kaikilla m jokaiselle sellaiselle lukujonolle, jossa
on n kappaletta alkioita ja kaikki alkiot ovat reaalilukuja valiltd [0,1]. Tutkitaan
mielivaltaista reaalilukujonoa 0 < ay,...,a,y1 < 1, jossa on siis n + 1 kappaletta
alkioita, ja osoitetaan, ettd viite patee myos télle lukujonolle kaikilla m. Osoitetaan
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siis, etta
(Z(—l)kék(al, ) - [JO - aj>>
(3.3) = W "
_ (Z(—l)k Op(ag, ..., a,) — H(l - aj))
k=0 i=1

on joko epénegatiivinen tai epépositiivinen riippuen siitéd, onko luku m parillinen vai
pariton. Jos m = 0, niin erotus (3.3) sievenee muotoon

n n+1
[T =a) -] -a)) =Tan,
j=1 i=1

joka on epénegatiivinen. Jos taas m > 0, niin erotus (3.3) voidaan kirjoittaa muodossa

m

D (=1F(0k(ar, - ans1) = k(a, .. an)) + Tani

k=1

= Z(—l)k Uny10k—1(a1, ..., an) + Tani
k=1

= Upy1 (T — 2(—1)k(5k(a1, e ,an)> .

k=0

Induktio-oletuksen nojalla tdmé& on epdnegatiivinen, kun m on parillinen, ja epépo-

sitiivinen, kun m on pariton. Néin ollen induktioperiaatteen nojalla véite on osoitet-
tu. U

Erds edellisen lemman téarkeé erikoistapaus saadaan, kun n € N ja

aL=Qy=---=a, = 1.
Talloin
[[a-a)=0-1"=0
j=1
ja

n
(5k(a1,...,an) = 5k<1771) = </{,‘)’
joten Lemmasta 3.2 seuraa, ettd summa
- n
—1)*

> (;)

k=0
on epédnegatiivinen, jos luku m on parillinen, ja epédpositiivinen, jos m on pariton.

Todistetaan nyt edellistd lemmaa ja sen erikoistapausta hyédyntden Brunin seulan
yldraja. Palautetaan tiata varten mieleen joukon osituksen méaéritelma.
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MAARITELMA 3.3. Olkoon [ epétyhjé indeksijoukko ja olkoot B;,i € I, joukon A
epatyhjid osajoukkoja. Joukot B; muodostavat joukon A osituksen, jos

iel

ja
B,NB;j =10 aina, kun i # j.
LAUSE 3.4. (Brunin seula, ylaraja) Olkoon P ddrellinen joukko alkulukuja ja
P=JP
j=1

sen ositus. Asetetaan P; 1= Hpepj p, ja oletetaan, etti a(p) < 1 kaikilla p € P. Til-
loin valitsemalla epdnegatiiviset parilliset kokonaisluvut mq, ..., m, miten tahansa,
pdtee

S(AP) < X J[(1 - alw) exp (Z

(/)
(3.4) H% 3 ww~mﬂ

dlv-"v dr
dj | Pj, w(d;) <my

Jj=1

massd kaikilla 1 < j <,

H(j) = H (1—a(p)) ja Z(j) = Z a(d;),

pEP; dj | P;

ja implisiittinen vakio et riipu lauseen parametreista.

TobisTus. Lauseen todistamiseen tarvitaan seulontafunktiota

5(n) = {1, jos syt(n, P) =1,

0, muuten.

Seulontafunktio s(n) saa siis arvon 1, jos luvulla n ei ole yhtédin alkutekijaa p € P.
Jos taas luku n on jaollinen jollain alkuluvulla p € P, niin seulontafunktio saa arvon
0. Néin ollen

(3.5) S(A,P) = s(a).
ac€A

Mébiuksen funktion ominaisuudesta (Lause 1.23) seuraa, ettd seulontafunktio s(n)
voidaan esittdd myos muodossa

(3.6) sn)= Y pd)= Y uld)
d|syt(n,P) d|n.d|P

Jalkimméinen yhtdsuuruus pétee, silld luvun syt(n, P) jakavat tdsmélleen lukujen n
ja P yhteiset tekijat. Tama esitys on tarked myohemman todistuksen kannalta. Myos
seuraavaa aputulosta tarvitaan:
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LEMMA 3.5. Olkoon n € N. Talloin erotus

Sl — Y ua)

d|n,d|P d|n,d| P
w(d)<m

on joko epdnegatitvinen tai epdposititvinen riippuen siitd, onko luku m > 0 parillinen
vai pariton.

TobisTus. Viitteen todistamiseen voidaan hyodyntad Lemman 3.2 erikoistapaus-
ta. Jos oletetaan, ettd luvulla n on tdsmélleen [ kappaletta alkutekijoitd p € P, niin
saadaan

=1, josl=0elisyt(n,P)=1,

- [
Z p(d) = Z(—l)k (k‘> >0, josl>1jam parillinen,

dlg),dIP k=0 <0, josl>1jam pariton,
ja
1, josl=0
d)=s(n)=1<¢" ’
Z p(d) (n) {O, jos 1> 1.
Taméa osoittaa véitteen. U

Oletetaan sitten, ettd P = U;Zl P; on joukon P ositus, ja asetetaan

Pj::Hp.

peP;

Nyt huomiosta (3.6), Mobiuksen funktion multiplikatiivisuudesta ja edellisen lem-
man todistuksesta seuraa, ettd valitsemalla epdnegatiiviset parilliset kokonaisluvut
mi, ..., m, miten tahansa, patee

smy= Y wd)=1] > wd)

d|n,d| P j=1dj|n,d;|P;
ST X )= 0wl pld).
jzldjln,djlpj dl ..... dr
w(dj)gmj dj‘nvdj|P]'
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Yhdistamalla tdmén huomioon (3.5) ja muistamalla luvun alussa ldpikdydyt seula-
menetelmiin liittyvat merkinndt saadaan ylédraja

SAPY<Y D pld) - pu(dy)

(]

p(dr) - - - p(dr) Agyd,

di,..., dr
dj|Pj,w(dj) <my

=X Y pld)pd) ald) - aldy)

d,..., dr
dj|Pj,w(d;) <mj

Néin ollen lukua S(A,P) rajoittaa ylhéélta

(3.7) XTI Do w@datd)+ > pldy)---pld)r(dy---dy).
jzl dJ IPJ di,..., dr
w(dj) <m; dj| Py, w(dj) <mj

Muokataan téata vield hieman, jotta yldraja saadaan samaan muotoon kuin Brunin
seulassa. Lemmasta 3.2 seuraa, etté kaikilla 1 < 7 <,

> uldy)ald;) - T 1= alp) >o0.
d; | P PEP;
w(dj) <m;
Koska «a(p) <1 kaikilla p € P;, niin
[[-ap) >0
pEPj
Néin ollen mydos
> uldj)a(d;) >0 kaikilla 1< j <.
dj | Bj

w(dj) <m;

Liséksi kaikilla 1 < j < r pétee

joten
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Jos siis asetetaan

M =T[0-at) o 7= a(dy),

niin saadaan

X[ S wdyaldy) < x ] (Hm +Zm>

j=1 d;|P; j=1

w(d;) <my
— X J[(1-aw) H (1 37/ H”’) |

peP j=1
Edelld jakaminen on jirkevad, kun oletetaan, ettd a(p) < 1 kaikilla p € P. Kun
nyt muistetaan, ettd 1 + = < exp(z) kaikilla 2, niin saadaan péatermi Brunin seu-
lassa esiintyvdadn muotoon. Lisdksi, koska |u(d)| < 1 kaikilla d, niin ylarajan (3.7)
virhetermié voidaan arvioida triviaalisti, ja ylidraja saadaan muotoon

S(A,P) <X J](1—a(p) exp (Z (Zm/ H(j)>>

peEP j=1

+0< dz |r(d1---dr)|).

L1yeeey dv‘
dj|Pj, w(d;) <my



LUKU 4

Luonnollisten lukujen esittiminen kahden alkuluvun summana

Téssé luvussa osoitetaan Brunin seulaa hyodyntéden kolme Schnirelmannin lauseen
todistamiseen tarvittavaa aputulosta. Kaikki luvussa esitetyt todistukset pohjautuvat
Paul Pollackin teokseen Not Always Buried Deep: A Second Course in Elementary
Number Theory [9, s. 185-190 ja 200].

Kéytetddan merkintad R(NV) ilmaisemaan, kuinka monella eri tavalla jérjestys huo-
mioon ottaen luonnollinen luku N voidaan esittdd kahden alkuluvun summana, toisin

Sanoen
RIN):== ) 1L

p1tp2=N

Esimerkiksi R(9) = 2, silla 9 = 2+7 = 7+2. Osoitetaan seuraavaksi kolme tarvittavaa
tulosta luvulle R(N). Néistd ensimmaéinen antaa luvulle R(NV) yldrajan.

LEMMA 4.1. Kaikille luonnollisille luvuille N > 2 pdtee

R(N)«ﬁH(H%).

pIN

Tobistus. Olkoon N > 2 luonnollinen luku. Jos N on pariton, niin viite on
selvé, silld télloin R(NV) < 2. Nimittéin, jotta kahden luonnollisen luvun summa on
pariton, on toisen luvuista oltava parillinen. Koska ainoa parillinen alkuluku on 2,
niin kahden alkuluvun summana voidaan esittdd ainoastaan ne parittomat N, jotka
ovat muotoa N = p + 2, misséa p on alkuluku.

Osoitetaan siis, ettd viite patee myos kaikille parillisille N. Olkoon P alkulukujen
joukko ja A := {n(N —n) : n € N, 1 < n < N} multijoukko eli joukko, jossa sama
alkio voi esiintyd useampaan kertaan. Talloin milla tahansa z > 0 pétee

(4.1) R(N) < 22+ S(A, P, 2).

Nimittéin, jos N =n+ (N —n) on luvun N esitys kahden alkuluvun summana, niin
talloin joko vahintddn toinen luvuista n ja N — n kuuluu vilille [2, 2] tai kummalla-
kaan luvuista n ja N — n ei ole yhtadn alkutekijaa < z. Ensimmaéisessé tapauksessa
mahdollisia lukuja n on korkeintaan 2z kappaletta, ja jalkimmaéisessd tapauksessa
mahdolliset luvut n (joille vilttamétta 2 < n < N — 2) laskee S(A, P, z).
Lahdet#én siis seuraavaksi arvioimaan lukua S(A, P, z). Téhén tarvitaan Brunin

seulaa, joten valitaan ensin seulontaparametrit. Koska A on multijoukko, niin sen
alkioiden lukuméérd on N. Olkoon siis X = N ja a(d) = v(d)/d, missi

v(d) := #{n(mod d) : n(N —n) =0 (mod d)}.

Koska 0 < v(d) < d kaikilla d, niin funktio « saa vain arvoja viélilta [0, 1]. Lisaksi
funktio v on multiplikatiivinen, joten my&s a on multiplikatiivinen kuten halutaan.

31
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Perustellaan tdmé lyhyesti. Merkitddan f(n) = n(N —n). Olkoot d; ja dy keskenéén
jaottomat sekd n; ja ns sellaiset, etté

(4.2) f(ny) =0 (mod dy) ja f(n2) =0 (mod dy).

Télloin kiinalaisen jaannoslauseen (Lause 1.15) mukaan on olemassa yksikésitteinen
luku n (0 < n < didy) siten, ettd

n =mn; (mod d) ja  m=mny (modds).
Lis#ksi kaikille kokonaislukukertoimisille polynomeille p(x) pétee, etta jos
a=b (mod c),
niin
p(a) = p(b) (mod ¢)
(ks. [1, s. 107]). Siispa télle kyseiselle n pétee

f(n)= f(n1) =0 (mod dy)
ja
f(n) = f(na) =0 (mod dy),

joten kiinalaisen jadnnoslauseen mukaan
(4.3) f(n) =0 (mod dyds).

Néin ollen jokaista yhtéloiden (4.2) ratkaisuparia (ny,ng) vastaa yksikésitteinen rat-
kaisu yhtélolle (4.3). Téstd seuraa, ettd v(didy) = v(dy)v(ds), eli funktio v on mul-
tiplikatiivinen.

Perustellaan sitten, ettéd valituilla X ja « pétee

Ay = Xa(d) +r(d), missd |r(d)| <v(d) kaikilla d|P(z).

Téssé Ag ilmaisee siis joukon A niiden alkioiden lukumééran, jotka ovat jaollisia luvul-
la d. Koska A on multijoukko, taytyy siis tutkia, kuinka monta sellaista luonnollista
lukua 1 < n < N on, joilla n(N —n) = 0 (mod d). Koska d:n perikkiisen luon-
nollisen luvun joukossa on aina tédsmélleen v(d) kappaletta ratkaisuja kongruenssille
n(N —n) =0 (mod d), niin

N
Ag ~ = v(d) = Xa(d).

Virheen arvioimiseksi ajatellaan luonnollisten lukujen jakautuvan keskenién erillisiin
paloihin siten, etté jokainen pala sisiltda tdsmélleen d peridkkéistd luonnollista lukua.
Télloin lukua N pienempien tai yhtasuurten luonnollisten lukujen joukkoon siséltyy
| N/d| ensimméisté tallaista palaa. Toisaalta luvut 1 < n < N sisdltyvat itse [N/d]
ensimmaiseen palaan. Nain ollen

o< 5]

ja siten virhetermille 7(d) pétee

Ad — E . V(d)‘ < I/(d)

(@) = |Aa— 5
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Néytetaan vield, ettd kaikilla alkuluvuilla p < N,

o 0= (o ny

Ensinnékin huomataan, ettd ainakin luvut 0 ja N (mod p) kuuluvat joukkoon
{n(mod p) : n(N —n) =0 (mod p)}.

Eukleideen lemmasta (Lause 1.8) seuraa, ettd alkuluku p < N jakaa luvun n(N —n),
jos ja vain jos p | n tai p | (N —n). Jos p | n, niin n (mod p) = 0. Jos taas p | (N —n),
niin t&alléin

N—-n=kp eli n=N-—kp
jollakin k£ € Ny. Jos nyt p | N, niin talloin my6s p | n eli n(modp) = 0. Jos taas
p1 N, niin

N=Ip+q

joillakin yksikasitteisilla [,q € N, 0 < ¢ < p. Siis

n=Ilp+q—kp=(-kp+q
joten n (modp) = ¢ # 0. Néin ollen, jos p | N, niin v(p) = #{0} = 1, jajos p{ N,
niin v(p) = #{0, ¢} = 2. Siispi kohta (4.4) seuraa. Lisiiksi huomataan, etti a(p) < 1
kaikilla alkuluvuilla p, silla N on parillinen.

Ajatellaan nyt, ettd X = N menee kohti daretontéd, kun « > 1 on lukittu. Tavoit-
teena on ensin nayttdd, ettd kun u on valittu tarpeeksi suureksi, niin

(4.5) SAP2) < X [[(1—alp), missd z:= X"
p<z
Jotta tdhdn voidaan hyodyntdd Brunin seulaa, tarvitaan joukon P N [2,z] ositus.
Otetaan kayttoon merkintéa
n = loglog X,
ja valitaan parametrit
K :=1,57 ja K;:=1,571.
Téssé olennaista on vain se, ettd 1 < K < K, mutta kdytetddn samoja parametreja
kuin Pollackin todistuksessa [9, s. 186].

Suurilla X pétee n < z = XY, joten jos valitaan pienin sellainen kokonaisluku

R, jolle

1/K

R
2/ <,

niin téalloin R > 1. Lisdksi R — oo, kun X — oco. Méaritellaén sitten
zl/Kj, kin0<j<R-1,
2j =4, kun 7 = R,
1, kun j = R+ 1,
ja ositetaan joukko P N [2, z] osajoukkoihin
Pi={peP:zi<p<z_}, 1<j<R+1

Maaéritellaan lisdksi vastaavat epédnegatiiviset parilliset kokonaisluvut my, ..., mgy1
asettamalla
m; =27 kaikilla j=1,..., R
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ja valitsemalla luvuksi mgy; pienin sellainen parillinen kokonaisluku, joka on vahin-
tadn yhta suuri kuin joukon Pgr,; alkioiden lukumaéra.

Nyt Brunin seula (Lause 3.4) antaa yldrajan luvulle S(A, P, z). Yritetdén siis tata
yldrajaa hyodyntdmalld padstd arvioon (4.5). Lahdetddn ensin arvioimaan Brunin
seulan paatermid. Kaytetdan tassd merkintoja

Z(J’) a H(J’)

ilmaisemaan samaa kuin Brunin seulassa. Muistetaan lisédksi, miten sivulla 28 maé-
riteltiin luvut P;. Edelld luku mpgy, valittiin siten, ettd sellaisia luvun Pgr; jakajia
dry1, joille w(dgy1) = mpy1 + 1, el ole olemassa. Néin ollen

(4.6) S S aldea) =0,

dry1| Pria
w(drt1) =mp41+1

eli termi S°Y/TT¥ katoaa, kun j = R + 1. Brunin seulan (3.4) pi#termin arvioimi-
seksi riittéad siis arvioida suhdetta Z(j ) / H(j), kun j = 1,2..., R. Arvioidaan ensin
nimittajas.

Huomataan, ettéd kaikilla j = 1,2,..., R — 1 pétee

N2
(logz;)* <10g 2 ) _ L
(logzj_1)? (logzl/mfl)? K2

Liséiksi, koska z%/5" < p, niin

2
R
(log zr)? _ (10gn)2 N (logzl/K> _ 1
(long_1)2 o (logzl/KRﬂ)? (IOgZI/KR71)2 K2

Siispa kaikilla j =1,2,..., R,

(log z;)? o1
(logz 1) — K2
Liséksi, koska kaikki luvuista zq, ..., zgr ovat suurempia tai yhtdsuuria kuin 7, niin

ne lahestyvit dédretonta, kun X — oo. Niin ollen huomion (4.4) sekd Lemman 2.3
nojalla suurilla X ja kaikilla 7 =1,2,..., R pétee

M7 =T[0-con= I (-a®)

(4.7)

PEP; 2j <p<zj-1
2 log 2;)* 1
(4. > T ()= (o (L)
z; <p<zj_q p (1Og zj—l) 10g Z]
1 1 1
>— (140 > .
oK ( ! <1ogn)) - K}
Arvioidaan sitten osoittajaa. Huomiosta (4.7) seuraa, etté kaikilla j = 1,2,..., R,
log z;—1 < K.

log 2;
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Tédmén ja huomion (2.1) nojalla saadaan, ettd riittavan suurilla X,

2 log z;_ 1 1
Z —:2log%+0 <2logK +0 | —— ) <2log K;.
P 1 log z; 1

0og 2z, o)
LT g2 g

Lisdksi huomataan, ettd kun tulo

77’Lj+1

> alp) =1 D ap) || D alp)

pEP; pEP; pEP;

kerrotaan auki, niin saadussa summassa jokainen termi a(d;), missé d; | P; ja w(d;) =
m; + 1, esiintyy tésmélleen (m; + 1)! kertaa. Néin ollen kaikilla 1 < j < R,

mj—i-l

() 1

2= 2 ad) <y | 2 o)

. |
dj| P (m; + 1) PEP;
(49) w(dj)=mj;+1
mj-l—l
1 Z 2 < (QIOgKl)mj+1
= (m; + 1)! P — (m;+1)!

Néin saatiin arvioitua seké osoittajaa ettd nimittdjada. Yhdistamalld nyt kohdat
(4.8) ja (4.9) keskendén sekd muistamalla huomion (4.6) ja eksponenttifunktion Tay-
lorin sarjakehitelmén saadaan, etté suurilla X pétee

R+1 . ) R 2j+1
jzl (Z(J)/ H(J)) < Kszl (2 t(;i; [_ill))!

= (2log K1)"
< K} Z % = KZexp(2log K7).
n=0 ’

Huomataan siis, ettd X [] (1 — a(p)) vakiolla kerrottuna rajoittaa ylhaéltd Brunin
seulan pédtermié. Lisidksi Mertensin ensimmaisesté lauseesta (Lause 2.2) seuraa, etta

1
Z — =< loglogz.
pSwp
Téamén ja huomion
log(1+z) ~z, kun z — 0,

nojalla milld tahansa kiintedlld v > 1 pétee

11 (1—;):exp > 1og(1—§)

2<p< Xt/u 2<p< X1/u

u2

2
= exp Z —2 | =< exp(—2loglog X'/*) = s
3 <X (log X)
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Nyt téstd ja huomiosta (4.4) seuraa, ettd

X H (I1—-a(p) >=X H (1—2>xﬁ, kun X — oo.

p< X/u 2<p< Xt/u b

N —

Néin ollen arvion
S<A7P7 Z) <X H(l - Oé(p))
p<z
saamiseksi taytyy endd vain varmistaa, ettd Brunin seulan virhetermissé esiintyvé
summa

(4.10) Yoo rldi-dpy)|

diyery dpi
d;j|Pj, w(dy) <m;

on pienempii kertaluokkaa kuin X/(log X)2. Niytetéiin, etti valitsemalla sopivasti

luku v saadaan, etti summalle (4.10) pitee << X* jollakin vakiolla A < 1.
Huomataan, ettd kaikilla d; (1 < j < R+ 1), joilla d; | P; ja w(d;) < m; pétee

d; < z;njl Liséksi siitd, milléd tavalla luku mpg; valittiin, seuraa, ettd mgr1 < 7, joten

dpyr <z = e <,

Néin ollen kaikille summassa (4.10) esiintyville virheen r(-) argumenteille d; - - - dg41

patee
R
d1 cee dR+1 S (H Z;n_Jl) T]n.

j=1

Edelleen, koska
R
mj _ ,m1, m2 mpR
H Zj-1 ] =% f1 " FR-1

i=1
mo R—1\ MR
:Zml (ZI/K) ...(Zl/K )
— sz:1mj/Kj71

_ X%(Zf’:l m;/Ki~1)

ja
7777 — (10g log X)log log X
— (elog log log X) log log X
= <(X1/ 1ogX)10g10g logX> loglog X
_ xloglog X logloglog X/ log X
niin

dl . dR+1 < X%(Z?:I mj/Kjfl)XloglogXlogloglogX/logX.

Liséksi aritmeettis-geometrisen sarjan ominaisuuksien avulla saadaan
R

m; o~ 2j 2K?
L < = =15,173....
Z Ki-1 — < 1Kj—l (K —1)2 )

j=1 j=
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Valitaan nyt luvuksi w jotain tidtd suurempaa, sanotaan u = 16. Voidaan osoittaa,
ettd jos € > 0, niin

Xlog log X log loglog X/log X < X¢©

kaikilla riittdvéan suurilla X. Néin ollen riittdvén suurilla X kaikille tuloille dy - - - dgy1
patee

dl . dR—I—l < X15’2/16.

Lisdksi funktion v multiplikatiivisuudesta, huomiosta, etta v(p) < 2 kaikilla alkulu-
vuilla p < N, ja Esimerkistd 1.20 seuraa, ettd kaikilla d, jotka jakavat luvun P(z),
patee

r( @] < v(d) = [[vlp) <22 < 7(d).

pld

Koska joukot P; ovat pareittain erillisid alkuluvuista koostuvia joukkoja ja luonnol-
lisen luvun alkutekijéhajotelma on tekijoiden jarjestysté vaille yksikésitteinen, niin
jokainen luonnollinen luku voidaan esittdd muodossa d; - - - dgyq korkeintaan yhdella
tavalla. Néin ollen summaa (4.10) rajoittaa ylhadlta

1
S o= Y Yrexsm Y Loy
nsxl5,2/16 n§X15,2/16 c|n C§X15'2/16

misséd jalkimmaéisin vaihe seuraa siitd, ettd summa

>,

n

n<zx
on asymptoottinen funktion logx kanssa (ks. [1, s. 55]). Lisiksi, koska log X <« X¢
kaikilla € > 0, niin saatiin arvioitua virhetermié kuten haluttiin.

Nyt siis Brunin seulan ja edellé tehtyjen arvioiden nojalla on saatu naytettyé, ettéa
kaikilla suurilla X pétee

SAP. X <X [ @-ap)

p<XT6
2 1
I (=5) T (3).
p< XT6 p< XT6
ptN pIN

missé yhtdsuuruus seuraa huomiosta (4.4). Edelleen huomion

(-2
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ja Mertensin toisen lauseen (Lause 2.4) avulla saadaan

s X <x [ (1_%)2 [T (1_119)

p<X16 p<X16
PIN p|N
2 1 -1
=X 1— - 1— -
[ (1-5) I ()
p<Xm p< X16
p|N

Hyodyntamélla nyt Eulerin tuloa (Lause 1.12) huomataan, etta

M) /1) -1e5)

<H(1——) 1:i%<oo,

peP n=1

silld yldrajaksi saatu sarja on yliharmoninen ja siten suppenee. Néin ollen suurilla X
patee

X 1
1/16 | | -

Kun nyt yhdistetédéin tdmé alussa tehtyyn huomioon (4.1), saadaan, etté kaikilla suu-
rilla positiivilla parillisilla luvuilla N pétee

R(N) < S(A, P, X/16) 4 2x1/16
X 1 N 1
< L) = o IL (1)
(log X)* 2o\ /) (logN)* 2L\ p

Saatiin siis osoitettua lemman viite riittdvéan suurille N. Rajoitetuille N véite on
triviaali. U

Seuraava tulos antaa alarajan summalle > R(N).

LEMMA 4.2. Kun x — oo, niin

> R(N)> ’

= (log x)?’

2

TobisTus. Hyddynnetdin viitteen todistamiseen Chebyshevin estimaattia (Lause
1.30), jonka mukaan siis pétee

m(x) >

, kun z — oo.
log
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Taman avulla saadaan

D RN =3, ) 1= ) 1z| ) 1

2

N<z N<zpi+ps=N pi+p2 <z p<x/2
x/2 2 x?

— 2))2 > > :

e/ > (1225) > f

O

Osoitetaan lopuksi vield kolmas tulos lukuun R(N) liittyen. Se antaa yldrajan

summalle Y R(N)2.

LEMMA 4.3. Kun x — oo, niin
3

Z RN log (log z)*

N<z
TobisTus. Tehdédan aluksi erds todistuksessa tarvittava huomio. Olkoon N € N

ja

N =pi'ps*---py
luvun N alkutekijéhajotelma. Olkoon lisiksi N” luvun N erillisten alkutekijéiden tulo
eli

N' = pipa--pr.
Talloin

1 1 1
10+2)-(2) (oo 2) (o) B
pN( p P D2 e e

Hyodyntamélla nyt tétd huomiota sekd Lemman 4.1 antamaa ylarajaa luvulle R(N)

saadaan
2

2 N _
2 V< 2 <1ogN>2H(”p>

N<z 2<N<z

“ doaar, 22 (045

2<N<z \p|N

x? 1
< (log x)4 Z ZE

2<N<z \d|N

Taytyy siis ndyttdd vield, ettd

> (2] <«

2<N<z \d|N
Téata varten huomataan, ettéd kaikille luonnollisille luvuille d; ja dy péatee

pyj(di, ds) > max{d,,dy} > (dldz)l/z.
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Nyt
1
N<z \d|N N<zdi|Ndy |N di,de <z N<z
d1|N,dz | N
00 2
_3
dldz< d1d2PYJ(d17d2 d1;1<d1d2 $<;d 2) <L 7.

Téasséa ylarajaan saatu sarja on yliharmoninen ja siten suppenee. Néin saatiin siis
haluttu véite todistettua. U



LUKU 5

Schnirelmannin lause

Tassa luvussa tutustutaan Schnirelmannin lauseeseen. Aluksi tarkastellaan Schni-
relmannin tiheyden kasitettd ja kaydasdn ldpi tarvittavia aputuloksia, minké jélkeen
esitetddn todistus Schnirelmannin lauseelle. Luvun pédasiallisina ldhteind on kéytet-
ty Alina C. Cojocarun ja M. Ram Murtyn teosta An Introduction to Sieve Methods
and their Applications (2], A. Y. Khinchinin teosta Three Pearls of Number Theory
[5] ja Paul Pollackin teosta Not Always Buried deep: A Second Course in Elementary
Number Theory [9].

5.1. Schnirelmannin tiheys

Tutustutaan ensin téarkeddn méaaritelméan, Schnirelmannin tiheyteen, joka on ka-
tevé tapa mitata luonnollisten lukujen osajoukon kokoa.

MAARITELMA 5.1. Joukon A C Ny Schnirelmannin tiheys o(A) on

o(A) := inf M,

neN n
missd A(n) =#{a € A:1<a<n}.

Y14 merkinnalla A(n) tarkoitetaan siis joukon A niiden alkioiden lukumé&éréé,
jotka eiviit ylitd lukua n (nollaa ei lasketa mukaan). Koska 0 < A(n) < n, niin
Schnirelmannin tiheydelle pétee 0 < o(A) < 1. Toisin kuin luonnollisen tiheyden,

tapauksessa, Schnirelmannin tiheyteen vaikuttaa merkittavésti se, sisaltadko tarkas-
teltava joukko pienid lukuja vai ei. Esimerkiksi, jos 1 ¢ A, niin A(1) = 0 ja siten
o(A) = 0. Jos joukko A sisdltdd kaikki luonnolliset luvut, niin A(n) = n kaikilla
n € N ja siten o(A) = 1. Jos taas n ¢ A jollain n € N, niin télloin A(n) <n —1 ja
sy < AW cn=t Ly
n n n

Néin ollen joukon A Schnirelmannin tiheys on 1, jos ja vain jos A siséltdd kaikki
luonnolliset luvut.

ESIMERKKI 5.2. Esimerkkejd Schnirelmannin tiheydesté:

(a) Kaikille joukoille A, jotka ovat muotoa A = {1 +r(n—1):n € N},r € N,
pétee o(A) = 1/r.
(b) Kaikille joukoille B, jotka ovat muotoa B = {bq"~! : n € N},b,q € N, piitee
o(B) = 0.
41



42 5. SCHNIRELMANNIN LAUSE

(¢) Jos 0(C) = 0 ja 1 € C, niin kaikilla ¢ > 0 on olemassa luku m siten, etta

C(m)/m < e.

Muistutellaan seuraavaksi mieleen summajoukon méaéritelmé, joka on keskeinen
Schnirelmannin lauseen késittelyssé.

MAARITELMA 5.3. Joukkojen A, B C Ny summa A + B on joukko
A+B={a+b:ac A be B}
Liséksi, jos h € N, niin asetetaan
h kpl

hA=A+---+A.

Joukon A sanotaan olevan kertaluvun h kanta joukolle Ny, jos joukko h.A sisaltiaa
kaikki epadnegatiiviset kokonaisluvut, toisin sanoen jos jokainen epdnegatiivinen koko-
naisluku voidaan esittéd sellaisena joukon A alkioiden summana, jossa summattavia
on h kappaletta. Schnirelmann huomasi, ettéd joukko, jonka Schnirelmannin tiheys on
positiivinen, on jonkin kertaluvun kanta joukolle Ny. Jotta tdmé& voidaan osoittaa,
tarkastellaan ensin hieman lisdd Schnirelmannin tiheyden ominaisuuksia.

Seuraava tulos antaa tydkalun, jonka avulla voidaan arvioida summajoukon Sch-
nirelmannin tiheyttd. Lemman todistus mukailee Khinchinin [5, s. 22-23] teoksessaan
esittdmaéd todistusta.

LEMMA 5.4. Olkoot A, B C Ny sellaisia, etti 0 € A ja 0 € B. Tdlloin
oA+ B)>oc(A)+a(B)—od(A)a(B).

Tobistus. Olkoon n € N. Kuten Schnirelmannin tiheyden mééritelmésséa, kéy-
tetddn merkintdd A(n) ilmaisemaan joukon A niiden nollasta eroavien alkioiden lu-
kumédran, jotka ovat pienempié tai yhtdasuuria kuin n, siis

An) =#{ae A:1<a<n}.

Kéytetddn merkint6ja B(n) ja (A + B)(n) ilmaisemaan vastaavia lukuja joukoille B
ja A+ B.
Joukossa AN [1,n] on A(n) kappaletta alkioita. Olkoon

0<a; <ay<---<aygm<n

nédiden alkioiden luettelo. Koska 0 € B, niin kyseiset alkiot siséltyvéit myos joukkoon
A+ B. Olkoot nyt ay ja axy1 kaksi perdkkéistd alkiota joukosta A4 N [1,n]. Naiden
vélissd on ag,1 —ar — 1 = [ kappaletta luonnollisia lukuja, jotka eivit kuulu joukkoon
A. Nama ovat luvut

ak+1,ak+2,...,ak—|—l:ak+1—1.

Osa naisté luvuista kuuluu joukkoon A + B, erityisesti ne, jotka ovat muotoa ay + r,
missa r € B. Kyseistd muotoa olevia lukuja on yhtd paljon kuin joukossa BN [1,!] on
alkioita, siis B(() kappaletta. Néin ollen joukon A kahden perékkéisen alkion vélissd
on véahintddn B(l) kappaletta luonnollisia lukuja, jotka sisdltyvét joukkoon A+ B.
Téasta seuraa, etta

(A+ B)(n) > A(n) + £B(1),
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missd summataan yli kaikkien joukon A perikkéisten alkioiden vélien. Schnirelmannin
tiheyden méaéritelmén mukaan B(l) > o(B)l, joten

(A+ B)(n) > A(n) +o(B)X 1.

Téasséd X1 kertoo niiden lukua n pienempien tai yhtdsuurten luonnollisten lukujen
lukumé&éaran, jotka eivit kuulu joukkoon A. Siis 31 = n — A(n). Néin ollen saadaan

(A+ B)(n) > A(n) + o(B)(n — A(n)) = A(n)(1 — o(B)) + o(B)n.
Jélleen Schnirelmannin tiheyden mééritelmén mukaan A(n) > o(A)n, joten
(A+ B)(n) > o(A)n(1 — o(B)) + o(B)n.
Téasta seuraa, etté
(A+ B)(n)

n
Koska n oli mielivaltainen luonnollinen luku, niin pétee

o(A+B)>o(A)+0o(B)—o(A)a(B).

>o0(A)+o(B) —o(A)a(B).

O

ESIMERKKI 5.5. Olkoon r > 1 ja olkoot Aj,..., A, C Ny sellaisia, ettd 0 € A,
kaikilla ¢ = 1, ..., 7. Osoitetaan induktiolla, etta

r

o(Ar+ -+ A) > 1= ] - a(A)).

i=1
RATKAISU. Kun r = 1, niin véite on selvé. Lisdksi edellisen lemman nojalla pétee
o(A; + Ag) > o(Ay) + 0(Az) — o(Ay) o(As),
miké voidaan kirjoittaa my6s muodossa
oA+ A3) >1—(1—0(A))(1 —o(Ay)).

Siispa viite patee myos, kun r = 2. Tehd&én sitten induktio-oletus eli oletetaan, etté
vaite patee, kun r = k. Merkitdan B = A; + --- + Ay, jolloin induktio-oletuksen

mukaan
k

oB)=c(A1+--+A) >1— H(l —a(A)).
Nyt -

O'(.Al + - +Ak+1) = U(B+Ak+1)
> 1= (1=0(B))(1—0o(Ap1))

>1— H(l — 0'<Ai)>] (1 —o(Akt1))

eli viite piatee myos, kun » = k 4 1. Néin ollen induktioperiaatteen nojalla véite on
todistettu. 0
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HuoMAuTUS 5.6. Vuonna 1942 matemaatikko Henry Mann esitti julkaisussaan
[6] summan tiheydelle vield tarkemman arvion, jonka mukaan
o(A+ B) > min{l,0(A) +a(B)}.

Talla tuloksella voisi ohittaa seuraavaksi esiteltdvan lemman kéyton.

5.2. Schnirelmannin lause

Ennen Schnirelmannin lauseen todistusta kdydééan lapi vield pari tarvittavaa apu-
tulosta. Seuraavan lemman todistus mukailee Pollackin [9, s. 197] teoksessaan esit-
tamad todistusta. Jalkimmaéiselle tulokselle esitetty todistus puolestaan pohjautuu
Cojocarun ja Murtyn teokseen [2, s. 102].

LEMMA 5.7. Olkoot A, B C Ny sellaisia, etti 0 € A, 0 € B ja o(A) + o(B) > 1.
Tdllgin A+ B = Ny. Erityisesti, jos o(A) > 3, niin 24 = Ny.

Tobistus. Koska A, B C Ny, niin myos A + B C Ny. Néytetadn, etté jokainen ei-
negatiivinen kokonaisluku kuuluu summajoukkoon A + B. Olkoon siis n € Ny. Olkoon
lisdksi

O=ap<a; <ag <---
joukon A alkioiden luettelo ja

Ozbo<b1<b2<"'
joukon B alkioiden luettelo. Tarkastellaan seuraavaa listaa, jossa kaikki luvut ovat
kokonaislukuja vélilté [0, n]:

0=ag, ar,..., aam), n=n—"bo, n —b1,..., n—Dbpw.
Téssé listassa on yhteensd (A(n) + 1) + (B(n) + 1) kappaletta lukuja. Nyt Schnirel-
mannin tiheyden méaritelmén ja oletuksen nojalla pétee
(A(n)+ 1)+ (Bn)+1) >c(An+oB)n+2>n+2>n+ 1.

Kuitenkin, vélilld [0,n] on ainoastaan n + 1 kokonaislukua. N&in ollen téytyy olla
a; = n — b; joillakin ¢ ja j, missd 0 < i < A(n) ja 0 < j < B(n). Mutta télléin
n=a; +b; € A+ B. Siispd Ny C A + B, ja néin ollen A+ B = Nj. d

LAUSE 5.8. Olkoon A C Ny sellainen, etti 0 € A ja o(A) > 0. Tdlloin mA = Ny
jollakin m € N, eli joukko A on kertaluvun m kanta joukolle Ny.

Tobistus. Esimerkissé 5.5 osoitettiin, ettd kaikilla £ € N pétee
o(kA) >1—(1—o(A)"

Koska o(A) > 0, niin 1 — 0(A) < 1. Voidaan siis valita riittdvén suuri k siten, etté

1
(1= a(A) < 5.
Talloin .
U(k‘A) Z 5,
joten edellisen lemman nojalla 2k A = Ny. Néin ollen viite pétee, kun m = 2k. U

Nyt ollaan viimein valmiita todistamaan Schnirelmannin lause. Téssé esitetty to-
distus pohjautuu Pollackin teokseen [9, s. 199-201].
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LAUSE 5.9. (Schnirelmannin lause) On olemassa luku S siten, ettd jokainen luon-
nollinen luku n > 1 voidaan esittid alkulukujen summana, jossa summattavia on
korkeintaan S kappaletta.

TobisTus. Tehddén aluksi huomio, johon palataan todistuksessa mydhemmin:
mikéli joukolla A C Ny on positiivinen alatiheys eli

A
(5.1) liminf 22 5 o,

T—00 €T

niin t&lléin joukon B = AU {0, 1} Schnirelmannin tiheys on positiivinen. Nimittéin,
koska ominaisuudesta (5.1) seuraa, ettd on olemassa og > 0 ja Ny € N siten, ettéd

A(N
% >0y kaikilla N > N,

niin joukon B Schnirelmannin tiheydelle pétee
1
o(B) > min {00, ﬁo} > 0.

Koska liséksi 0 € B, niin Lauseen 5.8 nojalla joukko B on kertaluvun m kanta joukolle
Ny, jollakin m € N. Tét4 huomiota tarvitaan myohemmin todistuksessa.

Kéytetddn taas merkintdd R(N) ilmaisemaan, kuinka monella eri tavalla luonnol-
linen luku N voidaan esittdd kahden alkuluvun summana, ja asetetaan

A:={N eN:R(N) > 0}.

Nyt luvussa 4 perusteltujen tulosten avulla saadaan joukolle A osoitettua seuraava
ominaisuus:

LAUSE 5.10. Joukolla A on positiivinen alatiheys.

Tobistus. Kirjoitetaan R(N) = R(N) - 1, jolloin Cauchy-Schwarzin epayhtélon
(Lause 1.31) sekéd Lemmojen 4.2 ja 4.3 avulla saadaan

2

i < (0] = X

N<z N<z
R(N)>0
3
i
< R(N)? 1 A(z).
= Z (N) Z <<(1ng)4 ()
N<zx N<z
R(N)>0 R(N)>0

Niin ollen z <« A(z), kun x — o0, eli toisin sanoen joukolla A on positiivinen
alatiheys. O

Asetetaan nyt B := A U {0,1}. T&ll6in, kuten alussa huomattiin, joukko B on
joukon Ny kertaluvun m kanta jollakin m € N. Néiin ollen kaikilla luonnollisilla luvuilla
n > 2 voidaan kirjoittaa

[ kpl

——N—
n—2=pr+py+---+pyp+1+1+---+1
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missd luvut p; ovat alkulukuja, k ja [ ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja ja k41 < m.
Siis
n=pi+--+px+(+2).
Koska [ 42 > 2, niin luku [ + 2 voidaan kirjoittaa summana kakkosista ja kolmosista,
missd summattavia on korkeintaan
l+2 1 m
Ty Tatisgtd
kappaletta. Néin ollen jokainen luonnollinen luku n > 2 voidaan kirjoittaa alkulukujen
summana, jossa summattavia on korkeintaan
okt D i <oms 1=
2 2 2
kappaletta. Valitaan siis S = 5m/2 + 1, ja Schnirelmannin lause seuraa. O
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