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Téssa tyossa tutkitaan Hilbertin avaruuksia, kompakteja operaattoreita
Hilbertin avaruuksissa ja sitd, miten kompaktien operaattoreiden avulla on
mahdollista muodostaa kanta Hilbertin avaruudelle. Kompakteilla operaat-
toreilla tarkoitetaan rajoitettuja lineaarikuvauksia, jotka kuvaavat jokaisen
rajoitetun jonon sellaiseksi, etta sen kuvajoukosta l6ytyy osajono, joka sup-
penee. Tavallisesti darellisulotteiselle sisatuloavaruudelle saadaan muodostet-
tua kanta Hermiten operaattoreiden avulla, mutta ddretonulotteisen Hilber-
tin avaruuden tapauksessa lahes tdysin vastaava teoria 16ytyy kompakteista
operaattoreista. Padasiassa Hilbertin avaruuden kannan 16ytamiseksi riittda
16ytdaa kompakti operaattori avaruudesta, jolloin kannan muodostavat ne
avaruuden alkiot, jotka operaattori kuvaa samaksi alkioksi jollain reaalilu-
vulla kerrottuna.

Tutkielma koostuu neljasta osasta, joista ensimmaisessa tutustutaan Hil-
bertin avaruuteen ja sen rakenteeseen, toisessa osassa tutkitaan kompakteja
operaattoreita yleisessd Hilbertin avaruudessa ja osoitetaan, ettd yleiselle
Hilbertin avaruudelle on mahdollista muodostaa kanta kompaktien ope-
raattoreiden avulla. Kolmannessa osassa maaritelladn Sobolev-avaruudet
ja tarkastellaan niiden yhteytta Hilbertin avaruuksiin ja neljannessa osassa
tutkitaan divergenssimuotoisia yhtaloita erityisesti sellaisissa avaruuksissa
jotka ovat sekéd Hilbertin avaruuksia, ettd Sobolev-avaruuksia.

Tutkielman péaatuloksena osoitetaan, ettd tiettyjen divergenssimuotois-
ten yhtaloiden ratkaisut ovat kompakteja operaattoreita ja edelleen néiden
avulla on mahdollista muodostaa koko avaruudelle kanta. Lopuksi osoite-
taan, etta talla edelld mainitulla menetelméalld on mahdollista ratkaista hel-
posti niin sanottu lampoyhtélo, joka kuvaa keskiméaraistd lammon jakau-
tumista kappaleessa tietylla ajanhetkelld.
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1. JOHDANTO

Hilbertin avaruudet eli taydelliset sisatuloavaruudet ovat 1900-luvun
alulla kehitetty yleistys euklidiselle avaruudelle. Lahtokohtaisesti Hilbertin
avaruuksien teorian avulla tutkittiin aaretonulotteisia funktioavaruuk-
sia, jotka tulivat luonnostaan tarpeeseen matematiikan ja fysiikan on-
gelmissa ja alunperin tahan tarkoitukseen néaita tiedetaan tutkineen
matemaatikot Frigyes Riesz, Erhard Schmidt ja David Hilbert, jonka
mukaan nama avaruudet ovat nimetty. Hilbert ei kuitenkaan itse ni-
mennyt naitd, vaan taman nimen naille avaruuksille maaritti vasta
vuonna 1929 David Hilbertin oppilas John von Neumann teoksessaan
rajoitetuista Hermiten operaattoreista [1].

Vaikka Hilbertin avaruudet nykyaan késitetadn yleisesti abstrakteina
aaretonulotteisina avaruuksina on niilla silti merkittavia kaytannon
sovelluksia muun muassa kvanttimekaniikassa, missa systeemin eri tiloja
voidaan tarkasti kuvata Hilbertin avaruuden alkioina [2].

Adrellisulotteisissa sisdtuloavaruuksissa jokaiselle Hermiten lineaariop-
eraattorille 10ytyy ominaisfunktioista muodostuva kanta, mutta aareton-
ulotteisille avaruuksille tama on huomattavasti monimutkaisempaa, silla
Hermiten operaattoreilla ei aina edes ole ominaisfunktioita. Tata vas-
taava teoria aaretonulotteisille Hilbertin avaruuksille tulee kompak-
teista operaattoreista, jotka kuvaavat kaikki avaruuden rajoitetut jonot
siten, etta niille 16ytyy suppenevat osajonot maaliavaruudesta. Kom-
pakteille operaattoreille samalla periaatteella ominaisfunktiot muodosta-
vat aina ortonormaalin kannan, kun kyseessa on aaretonulotteinen Hilbertin
avaruus. Tassa tutkielmassa perehdytaan Hilbertin avaruuden raken-
teeseen ja siihen, miten kompakteja operaattoreita voidaan hyodyntaa
néissa avaruuksissa. Tutkielman paatuloksena osoitetaan, etta avaruu-

den H;er,O kompaktin operaattorin ominaisfunktiot muodostavat ky-
seiselle avaruudelle kannan. Kannan avulla on mahdollista esittaa
jokainen avaruuden H}! = funktio ominaisfunktioiden muodostamana

per
sarjana, jota on monissa tapauksissa huomattavasti helpompi kasitella.



2. HILBERTIN AVARUUDET

Hilbertin avaruudet ovat erityisia vektoriavaruuksia, jossa on mah-
dollista maarittaa alkion suuruus, seka kahden alkion vélinen kulma ja
etaisyys. Lisaksi Hilbertin avaruus on aina taydellinen eli intuitiivis-
esti sen sisalta tai reunalta "ei puutu pisteita” ja jokainen Hilbertin
avaruuden jono raja-arvoineen pysyy avaruudessa.

Lahdetaan seuraavaksi liikkeelle yleisesta vektoriavaruuden magritelmasta
ja aletaan muodostaa télle rakennetta lisdaamaélla avaruuteen normi ja
sisatulo siten, etta saadaan selvyytta Hilbertin avaruuden toiminnasta
ja erityisesti talle hyvin kaytannollisesta Fréchet’'n ja Rieszin esitys-
lauseesta.

Maaritelma 2.1. Olkoon V' # () joukko, jossa on madritelty lasku-
toimitus + ja vakiolla kertominen R x V' — V, (A,v) — Av. Télléin
sanotaan, etta V' on reaalinen vektoriavaruus, jos nailla laskutoimituk-
silla toteutuu ehdot

(1) u+v = v+ u kaikilla u,v € V,

(2) (u+v)+w=u+ (v+w) kaikilla v,v,w € V,

(3) 16ytyy 0 € V, jolle 0 + u = 0 kaikilla u € V,

(4) kaikille w € V on —u € V siten, ettd u + (—u) = 0,
(5) AMu+v) = A+ Av kaikilla A € R ja u,v € V,

(6) (M + p)u = A+ pu kaikilla A, p € Rjau € V,

(7) Mpw) = (Ap)u kaikilla A, p € R jau € V ja

(8) 1u = u kaikilla u € V.

Liséksi jokaista osajoukkoa W C V, joka my0s toteuttaa vektoriavaru-
uden ehdot samoilla laskutoimituksilla kutsutaan V:n vektorialiavaru-
udeksi, jolloin siis myos W on reaalinen vektoriavaruus.

Maaritelma 2.2. Yleinen funktioavaruus vektoriavaruudelta V' vek-
toriavaruudelle W maéaritelldan

F(V, W) :={f on funktio f: V — W},
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Tapauksessa V = R" ja W = R saadaan kaikkien reaaliarvoisten funk-
tioiden joukko R™:1té eli F(R", R) jolle voidaan méaarittaa osajoukkoja
C(R") :={f € F(R",R) : f on jatkuva},
CFR™) :={f € C(R") : D*f € C(R™) V |a| < k},
C®(R™) := N°,C*(R™).
Huomautus 2.3. Kaikki edella maaritellyt avaruudet on helppo todeta
vektoriavaruuksiksi. Lisdksi on helppo tarkistaa, ettd C(R™) on aito

aliavaruus avaruudelle F(R",R) ja edelleen C*(R") on aito aliavaruus
avaruudelle C'(R") aina, kun 1 <[ < k < oo.

Maaritelma 2.4. Olkoon V' ja W vektoriavaruuksia. Kuvaus
L :V — W on lineaarinen, jos kaikille A\, u € R ja u,v € V' patee:

L(A\u + pv) = AL(u) + pL(v).
Merkitaan lineaarikuvausten joukkoa vektoriavaruudelta V' vektoriavaru-
udelle W
Lin(V, W).
Esimerkki 2.5. Matriisi on lineaarikuvaus. Olkoon L : R"™ — R™

mielivaltainen m X n-matriisi, jolloin kaikille u,v € R™ ja \,u € R
saadaan

L(Au+ pv) = ZLU (Au + pw);, ZL"” (Au+ po);)

Jj=1 Jj=1

:)\(ZLL]‘ ZL’N’L] +M ZLlj ""7ZLm7j(v)J)
j=1 J=1

= ALu+ /LLU

Yleisesti vektoriavaruudelle saadaan luotua kayttokelpoista raken-
netta maarittamalla sinne normi, jonka avulla jokaiselle vektoriavaru-
uden alkiolle voidaan maarittaa sen suuruus, eli jokainen alkio voidaan
normin avulla kuvata tietyin ehdoin reaaliluvuksi. Maaritellaan seu-
raavaksi seminormi ja normi.

Maaritelma 2.6. Olkoon V' vektoriavaruus.
Kuvaus || - || : V' — [0, 00[ on normi, jos

(1) |Jv]| =0, jos ja vain jos v =0,
(2) [|Mv]| = |Al[v]], kaikilla A € R jav € V,
(3) [Jv +w|| < ||| + ||w]], kaikilla v,w € V.



Kuvaus on seminormi, mikéli sille patevat ehdot (2) ja (3).
Vektoriavaruutta V' varustettuna normilla || - || sanotaan
normiavarvudeksi.

Huom

(I) Ehtoa (3) kutsutaan kolmioepayht&loksi.
(IT) Reaaliluvuille R tavallinen itseisarvo toteuttaa normin ehdot.

Maaritelma 2.7. Lineaarikuvaus L : V. — W on rajoitettu, jos on
olemassa M > 0 siten, etta

1Ll < M|v]|, kaikilla v € V.

Kutsutaan rajoitettuja lineaarikuvauksia operaattoreiksi ja merkitaan
rajoitettujen lineaarikuvausten avaruutta vektoriavaruudelta V' vekto-
riavaruudelle W merkinnalla

Liny(V,W).

Nyt Liny(V, W) on helppo tarkistaa vektoriavaruudeksi. Muodoste-
taan tasta normiavaruus sille maarittamalla normi kahdella yhtapitavalla
maaritelmalla ja osoitetaan, etta tama toteuttaa maaritelman 2.6 ehdot.

Maaritelma 2.8. Operaattoreille L € Lin,(V, W) voidaan maéritelld
normi asettamalla

IIL|,, := inf{M >0 : || Lvl[y,, < M |[v]|,, Vv € V}.
Kutsutaan tata operaattorinormiksi.

Lemma 2.9. Jos vektoriavaruus V # {0} ja L € Liny(V, W), pdtee

HLHop: sup ||Lv||W
llvfly=1
Todistus. Merkitdin N := |[L|[,,. Tissd voidaan olettaa N > 0,

koska muuten olisi L = 0 jolloin véite on triviaali. Maaritelman nojalla

saadaan suoraan
|| Loy,

[lolly
kaikilla v € V, [|v||,, # 0, jolloin siis

N> sup ||Lvly, . (2.1)

[vlly=1

Toisaalta kaikilla v € V', [v]|,, = 1, on

HLUHWS sup HLUHW

[lolly=1
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joten jokaiselle u € V, jolle ||ul|,, # 0,

gl K Gl W
< sup [|Lv]]
HUHV HUHV o]l =1 W

eli yhtapitavasti tasta saadaan

[1Lolly < Jvlly sup [[Lol]y, .
olly=1

Kuitenkin, koska operaattorinormin maaritelman mukaan N on infi-
mum taman epayhtalon toteuttamista luvuista saadaan

N < sup |[Lvlly, - (2.2)

[[v]ly,=1
ja lopulta yhdistamalla (2.1) ja (2.2) saadaan haluttu véite
||L||op: Sup ||LU||W

llvlly,=1

Lemma 2.10. Operaattorinormi on todellakin normi:

Todistus.
Olkoot L, K € Lin,(V,W) ja A € R

(1) 7=" Oletetaan, etta [|L|,, = 0. Télléin kaikilla v € V/
||Lv||y =0 = Lv=0= L =0.
7«<" Oletetaan L = 0, jolloin selvésti ||Lv||,; < 0 kaikilla
v eV, joten inf{M >0 ||Lv||,,, < M ||v||,,,Yv e V}=0.

(2) ALl = inf{M > 0: [IALvlly, < M|Jo]l, Vo € V}
—inf{M > 0: |\ [|Lv]lyy < M [jv]|,, Vv e V}
= inf{M > 0:|Lolly < ¥ olly Vo € V}
= |\[inf{M > 0: || Lvlly < M [olly Yo € V} = A [|L]],,

(3) Kéyttden Lemman 2.9 esitysmuotoa saadaan
IL+ Kll,, = sup [[Lv+ Kvlly,

|vlly=1

< sup |[Lolly + sup |[Kvlly = [[L]],, + [|K]],,

llvfly=1 llvlly=1

O

Nyt Liny(V, W) on normiavaruus, kun se varustetaan operaattori-
normilla. On syyta huomata, etta talle ja lahes kaikille muillekin vekto-
riavaruuksille normin voi maarittaa monin eri tavoin, mutta aarellisulotteisissa
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tapauksissa kaikki avaruuden eri normit kayttaytyvat riittavan siististi
suhteessa toisiinsa, jolloin ei ole valia mika valitaan tarkastelua varten.

Seuraavaksi olettamatta yleista vektoriavaruutta normiavaruudeksi muo-
dostetaan sille toisenlaista rakennetta sisdtulon avulla. Normista poiketen
sisatulo kuvaa kaksi vektoriavaruuden alkiota reaaliluvuksi, joka puolestaan
kertoo normin tavoin naiden alkioiden suuruuudesta, mutta myos nii-
den valisesta kulmasta.

Maaritelma 2.11. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus
(-]-): VXV — R on sisdtulo, jos:

(1) (v|v) > 0ja (v|[v) =0 <= v =0 kaikillav € V,
(2) (v|lw) = (w|v) kaikilla v,w € V,
(3) kuvaus v — (v|w) on lineaarinen kaikilla w € V.

Paria (V, (-] -)) kutsutaan sisdtuloavaruudeksi.

Esimerkki 2.12. Avaruuden R” luonnollinen sisatulo méaéaritellaan
Ty =x1Y1 +T2Y2 + ... + TpYp = inyh

missé ¢ = (21, ..., n) ja y = (Y1, v, Yn)-
Lemma 2.13. Olkoon (V,(-|-)) sisdtuloavaruus. Tdlloin kuvaus
-l = V=R, olly = V(v

maarittaa normin avaruuteen V.

Todistus.

(1) seuraa suoraan sisdtulon (1) ehdosta

(2) v — (v|w) on lineaarinen kaikilla w € V eli kun A € R pétee

1wl] = v/ (Mwlxv) = /X2 (v]v) = [A[y/(v]o) = [A]]]v]

(3) Olkoot v,w € V. Téll6in lineaarisuutta kdyttdmalla saadaan
v+ wl|* = (v+ wlv+w) = (v]v) + 2(v|w) + (w]w)
< (v|v) +2[(vw)| + (w|w) <* (v]v) + 24/ (v]v) V/(w]w) + (w]w)
Zl.||U||2+2||U||||w||+|IW|| (Hv||+||w||)
eli

[|v +wl| < [lv]] + [Jw]]

* voidaan huomata seuraavan Lauseen 2.14 todistuksesta.
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O

Edellisesta tuloksesta nahdéaan, etta jokainen sisatuloavaruus on myos
normiavaruus. Tama helpottaa huomattavasti sisatuloavaruuden tarkasteluja,
kun avaruudelle ei tarvitse erikseen maarittda normia vaan pelkastaan
sisatulon méaarittdminen riittad. Seuraavaksi otetaan muutamia tulok-
sia, joita tarvitaan, jotta sisatuloavaruus saadaan taydennettya Hilbertin
avaruudeksi.

Lause 2.14. (Cauchyn ja Schwarzin epdyhtdlo)
Olkoon (V,( - | -)) vektoriavaruus. Talldin kaikille v,w € V pdtee
epayhtalo

|(wlw)| < [[olly [[wll,

Todistus. Jos v = 0, patee triviaalisti yhtasuuruus, joten voidaan
olettaa, ettd v # 0 eli erityisesti (v|v) > 0. Olkoon ¢ € R mielivaltainen
vakio. Talloin

0 <|jw—cv]|’ = (w— cv|w — cv)
= (w|w) — 2c(w|v) + A (v|v)

josta saadaan valinnalla ¢ = (w|v) - (v|v)~! kirjoitettua tdmé epayhtalo
muotoon
(wlo)? | (w)?

= (whw) -
(vlv) — (vlv)
joka voidaan yhtapitavasti kirjoittaa muotoon

(wlv)* < (w]w)(v]v).

Tasta ottamalla neliojuuri saadaan vaite

|(wlo)] < Jolly [lwl]y -

(wlv)*

(vv)

0 < (wjw) —2

O

Lemma 2.15. Olkoon (V,( -|-)) sisdtuloavaruus. Sisdtulon indu-
soimalle normille patee kaikilla v € V' tulos

o]y = sup{|(v]w)] - w € V[[w]];, = 1}.

Todistus. Jos v = 0, vaite on triviaali, joten voidaan olettaa, etta
v # 0. Vektorin v normin nelidlle patee
/l) >
[lv]ly,

HM@z@W%ﬂMw(u

< ||v||vsup{(v|w) tw eV, ||7~U||v = 1}
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mista seuraa suoraan vaitteen toinen suunta
[vlly < sup{(v|w) : w € V. [|w]],, =1} (2.3)
Toiseen suuntaan voidaan kayttaa Cauchyn ja Schwarzin epayhtaloa,
jonka mukaan kaikille v,w € V pétee
| (wlw)] < [[v]ly [Jwlly,
eli kun [|w||,, = 1 saadaan
(v]w) < [vlfy -
Tasta seuraa vaitteen toinen suunta
sup{(v|w) : w € V. [|wl[;, = 1} < o]}, . (2.4)
Nyt yhdistdmalld (2.3) ja (2.4) saadaan viite
vl = sup{|(v]w)| : w € V. [|wl],, = 1}.
O
Maaritelma 2.16. Olkoon V normiavaruus varustettuna normilla || - ||

Jonoa {mj};?‘;l kutsutaan Cauchyn jonoksi, jos kaikille ¢ > 0 loytyy
N € N, jolle

l|zn — xml|] <€
aina, kun n,m > N.

Lause 2.17. (Bolzano ja Weierstrass)
Olkoon jono {x;}32, C R rajoitettu. Tdlloin on olemassa osajono

{75,152 C{z; 352,
joka suppenee arvoon x € R eli toisin sanottuna

klggo |xjk - SL‘| =0.

Todistus. Olkoon {z;}52, C R mielivaltainen rajoitettu jono. Koska
{z;}32, on rajoitettu on olemassa luvut a,b € R, joille a < z; < b
kaikilla j € N. Nyt ainakin yksi joukoista
b—a b—a b—a
{xj:a<xj<T}, {xj:mj:T},{xj:T<xj<b}

sisaltaa aarettoman monta alkiota. Jos se sattuu olemaan

{z; : z; = 5%} voidaan tdstd joukosta suoraan muodostaa haluttu
osajono, joka suppenee arvoon b_T“ Adreton joukko voidaan taas jakaa
samalla tavalla kolmeen osaan, jolloin jokaiselle n > 0 saadaan vali
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Ja(n),b(n)[, joka sisdltad darettomén monta jonon {x;}22, alkiota. Nyt
huomataan, etta kaikilla n > 0 patee
a(n+1) > a(n), a(n) < b ja
b(n) > b(n+ 1), b(n) > a.
Koska molemmat jonot a(n),b(n) ovat rajoitettuja, 10ytyy

A =supa(n) ja B = inlg b(n),
ne

neN
joille a(n) < b(n) eli taytyy olla B < A. Talloin kuitenkin A = B on
haluttu raja-arvo silla jokaiselle n > N € N on
| — Al < [b—al(1/2)",
@ — Bl < |b—al(1/2)"
ja osajonoksi voidaan valita mika tahansa piste jokaisesta vélin |a(n), b(n)[
iteraatiosta. a

Lemma 2.18. Jokainen Cauchyn jono {x;}52, C R suppenee R:ssd.

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd jokainen Cauchyn jono {z;}52, C R
on rajoitettu. Olkoon € > 0. Té&lloin on olemassa N € N siten, ettéa

|Tp — T < €
kaikilla n, m > N. Kolmioepayhtalolla saadaan

|Zn| = |Tm| < |2n — 2| <€

ja erityisesti valitsemalla m = N saadaan

0| = [an]| <€
eli

|z,| < e+ ||
kaikilla n > N. Siispa |z,| < max{|zi|,..., |xn_1],|zN]|,€ + 2N} joten
{xj}]?‘il on rajoitettu. Nyt Bolzanon ja Weierstrassin lause 2.17 sanoo,
ettd talla on suppeneva osajono {x;, }jo‘;l joka suppenee arvoon x € R.
Nyt on Ny, Ny € N siten, etta
€
2
aina kun k > N; ja koska {x;}22; on Cauchyn jono

‘:Ujk _:U’ <

€
Ty — x| < 3

aina kun n,m > N,. Nyt valitaan £ > Nj niin suureksi, etta jp > No
ja talloin kaikille n > N, saadaan

|l‘n—l’| < |xn_'rjk|+|xjk_x| <€
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eli {z;}%2, suppenee. O

Maaritelma 2.19. (Hilbertin avaruus)

Normiavaruutta V' varustettuna normilla || - || kutsutaan tdydelliseksi,
jos sen jokainen Cauchyn jono suppenee avaruudessa V.

Jos sisatuloavaruus V' varustettuna sen sisatulon indusoimalla normilla
on normiavaruutena taydellinen, sita kutsutaan Hilbertin avaruudeksi.

Esimerkki 2.20. Yksinkertainen Hilbertin avaruus saadaan muodostet-
tua varustamalla R™ esimerkissa 2.12 méaaritellylla luonnollisella sisatulolla.
Esimerkissa naytettiin taman todellakin olevan sisatulo ja avaruuden
taydellisyys voidaan osoittaa valitsemalla mielivaltainen Cauchyn jono
{z;}52:-
Lemmassa 2.18 osoitettiin, ettd kaikki Cauchyn jonot suppenee R:ssa
ja toisaalta jokainen jonon {x;}32, koordinaatin i suuntainen kompo-
nentti on myds Cauchyn jono, eli jokaiselle komponentille (z;); on ole-
massa y; € R siten, etta kaikilla e > 0 on NV € N joille

€

|(‘r])2_yz| < \/ﬁ

aina, kun j > N. Nyt kiyttamalla vektoria y := (y1,y2, ..., Yn) saadaan

n

ey —yll = | D 1(@s)i —wil? < Zg<€
i=1

i=1

eli R" on taydellinen normiavaruus.

Hilbertin avaruuksille erityisen kayttokelpoinen tulos on Fréchet'n
ja Rieszin esityslause, jonka mukaan jokainen Hilbertin avaruudessa
maaritelty operaattori voidaan esittaa sisatulona jonkin kiinnitetyn
avaruuden vektorin kanssa ja kaiken lisaksi viela silla tavalla, etta op-
eraattorin normi ja taman kiinnitetyn vektorin normi ovat keskenaan
yhta suuret. Téta varten maaritelladn ensiksi Hilbertin avaruudelle sen
duaali, ydin ja ortogonaalikomplementti.

Maaritelma 2.21. Olkoon H hilbertin avaruus. Maaritelladn avaruu-
den H duaali
H = Liny(H,R).

Maaritelma 2.22. Olkoon V' ja W vektoriavaruuksia ja L : V — W
lineaarikuvaus. Lineaarikuvauksen L ydin on

ker L = {x € V: L(z) = 0}.

Lemma 2.23. Olkoon V' ja W wvektoriavaruuksia ja L : V — W lin-
eaarikuwvaus. Talloin ker L on suljettu aliavaruus avaruudelle V.
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Todistus. Koska aina patee 0 € ker L, ei ker L ikina ole tyhja joukko.
Otetaan suppeneva jono (v,)>, € ker L, joka suppenee arvoon v € V.
Talloin siis v,, — v ja erityisesti, koska L on lineaarinen patee
L(v) = lim L(v,) = lim 0=0
n—oo n—oo

eli v € ker L. Siis ker L on suljettu. On helppo osoittaa, etta ker L on
vektorialiavaruus. O

Maaritelma 2.24. Olkoon H Hilbertin avaruus. Talloin osajoukon
V C H ortogonaalikomplementti on

Vt={he H:(hjv)=0 Yo eV}

Lause 2.25. (Projektiolause) Olkoon H Hilbertin avaruus ja V C H
talle aliavaruus. Tdlloin jokaiselle h € H loylyy v € V siten, eltd
avaruuden sisatulon indusotmalle normaille pdtee

I — ol = in ||~ u]
Jja

(h —v) e V*E.
Todistus. Todistus on esitetty viitteessa [0]. O

Lause 2.26. (Fréchet’n ja Rieszin esityslause) Olkoon H Hilbertin
avaruus. Tdlloin jokaiselle h' € H' on olemassa h € H siten, ettd

B (v) = (v|h).
kaikille v € H. Lisdksi [[W']],, = |[h]].

Todistus. Lemman 2.23 mukaan voidaan todeta, etta ker A’ on avaruu-
den H suljettu aliavaruus. Jos ker ' = H niin tésté seuraa, ettd h’ =
ja voidaan valita triviaalisti A = 0 ja vaite on todistettu. Voidaan siis
olettaa, ettd ker A’ on aito aliavaruus. Nyt koska ker h’ on suljettu ja
aito aliavaruus voidaan Projektiolauseen 2.25 avulla todeta

(ker V') =ker b # H,
eli tiytyy olla (ker ')+ # {0}. Nyt ytimen mééritelmén nojalla pitee
K (x) # 0 kaikilla z € ((ker b')* — {0}).
Olkoon w € ((ker h')* — {0}) ja v € H jolloin laskusta
B (W (w)v — b (v)w) = b (w)h' (v) = K (v)h' (w) =0
huomataan suoraan etta naille patee
R (w)v — h'(v)w € ker 1.
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Talloin erityisesti
0 = (W' (w)v — I (v)w|w) = B (w)(v]w) = b (v) [Jw][*

josta pienelld jirjestelylli ja jakamalla ||w||* saadaan
h/
h'(v) = <v (w)w)

[Jwl[”
kaikille v € H. Nyt vaitteessa Hilbertin avaruuden alkion A valinnalla

h/
(wgw saadaan vaite h'(v) = (v|h).

h:=

[Jwl|
Tama esitys on my0s yksikésitteinen, silla oletuksesta (z|u) = (z|v)
kaikilla z € H seuraa suoraan

0= (z]u) = (z|v) = (z]u —v)

eli u = v. Osoitetaan viela [|F[|,, = [|h[|. Lemman 2.9 mukaan

(i)l

Taméan supremumin 16ytamiseksi voidaan kayttaa lemmaa 2.15, jonka

W], = sup [P (v)] = sup

vl =1 ol =1

mukaan W (a0) ()
w w
oo | (o] )| = e = e
ol =1 [|wl| |wl|
eli vaite on todistettu. O

Nyt Hilbertin avaruudelle saatiin osoitettua merkittava tulos, joka
antaa huomattavasti tietoa Hilbertin avaruuksien rakenteesta. Jatkossa
mielivaltaisia sisatuloavaruuksia on erityisen hyodyllista osoittaa Hilbertin
avaruuksiksi, jolloin saadaan suoraan yhteys kaikkien avaruuden oper-
aattoreiden ja sisdtulojen valille. Liséksi avaruuden taydellisyys an-
taa paljon vapauksia mahdollisia raja-arvoja kasiteltaessa erityisesti
Cauchyn jonoille.
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3. KOMPAKTIT OPERAATTORIT HILBERTIN AVARUUKSISSA

Seuraavassa kappaleessa tutkitaan niin kutsuttuja kompakteja op-
eraattoreita Hilbertin avaruuksissa. Yleiset kompaktit operaattorit
maaritellaan seuraavasti

Maaritelma 3.1. Olkoot X ja Y taydellisia normiavaruuksia. Talloin
rajoitettua lineaarikuvausta eli operaattoria L : X — Y sanotaan kom-
paktiksi, jos jokaiselle rajoitetulle jonolle {xj}j?’il on olemassa osajono
{x;, 72, siten, ettd {Lxj, }3°, suppenee avaruudessa Y.

Maaritelma 3.2. Olkoon X normiavaruus. Sanotaan, etta osajoukko
Y C X on joukkona kompakti, jos sen jokaiselle avoimelle peitteelle on
olemassa darellinen osapeite.

Eli toisin sanottuna jokaiselle avoimien joukkojen kokoelmalle I/ jolle

yclJu

on olemassa aarellinen V C U siten, etta myos

vclJu

vecv

Tassa tutkielmassa edella esitettya yleista kompaktiuden maaritelméaa
kaytetaan hyvin vahén ja sen sijaan kompaktien operaattoreiden yhtey-
dessa kaytetaankin jonokompaktiutta ja jatkossa puhuttaessa kompak-
tiudesta kaytetaankin todellisuudessa jonokompaktiutta. Osoitetaan
kuitenkin seuraavassa lemmassa, ettd normiavaruuksille nama ovat ek-
vivalentteja.

Lemma 3.3. Olkoon X normiavaruus. Tdlloin X on joukkona kom-
pakti jos, ja vain jos jokaisella jonolla {x;}52, C X on olemassa sup-
PENEVA 0SAJONO.

Todistus. "="0letetaan aluksi, ettd X on joukkona kompakti eli sen
jokaiselle avoimelle peitteelle on olemassa darellinen osapeite. Olkoon
jono {x;}32; C X ja madritelldéin tdman avulla joukot

F,={x;:j>n}
ja naiden joukkojen avoimet komplementit

U, =X —F,.
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joille voidaan konstruktiosta suoraan nahda U,, C U, kun m < k.
Oletetaan, etta joukkojen F), leikkaus on tyhja eli

N9

neN

U= JX-F)=X-(F.=X

neN neN neN

eli U,, muodostaa avaruudelle avoimen peitteen. Koska X on joukkona
kompakti on olemassa aarellinen osapeite

jolloin

XCOUnk:Un

k=1

m *

josta seuraa suoraan F, = () mika on ristiriidassa joukkojen F,, kon-
struktion kanssa, joten taytyy olla

T E ﬂFn

Nyt voidaan ottaa avoimia palloja B(z, %) siten, ettd jokaisella n € N
patee

B(m,%)ﬂ{xj:jzn}%@

ja suppenevaksi osajonoksi {z;, } voidaan valita jokaisesta téllaisesta
yhdisteesta yksi piste, jolloin tama osajono suppenee kohti pistetta x.

7" QOletetaan, etta X:n jokaisella jonolla on suppeneva osajono.

Olkoon
xclJu

veu
avoin peite. Osoitetaan, ettd on olemassa vakio § € R, § > 0 siten,
etta

jokaiselle x € X 1oytyy U € U siten, etta

3.5
avoin pallo B(z,d) sisdltyy joukkoon U. (3:5)

Tata varten tehdadn antiteesi: eli tallaista lukua 6 ei ole. Talloin
jokaiselle j € N loytyy x; € X siten, etté kaikille U € U

1

Jonolle {z;}22, 16ytyy oletuksen nojalla suppeneva osajono {z;, }32,
joka suppenee pisteeseen x € X. Lisaksi avoimesta peitteesta loytyy
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U, € U, johon x sisaltyy ja koska U, on avoin joukko, on olemassa
€ > 0 siten, etta
B(z,¢) C U,.
Jonon {xzj, }3°, suppenemisen nojalla voidaan myés valita m € N, jolle
! <£ja ||z, — x| <
Gl T2 I X9
josta kuitenkin seuraa se, etta

B(x ) C B(z,¢e) C U,

T
miké on suoraan ristiriidassa antiteesin (3.6) kanssa eli ehto (3.5) taytyy

pitaa paikkaansa. Vaitteen todistamiseksi riittaa nayttaa nyt, etta talle
0 > 0 loytyy aarellinen V C X jolle

X =] B,
veY
ja taméan osoittamiseksi tehdaan viela antiteesi. Jos jokaiselle aarelliselle

V C X olisikin
X # | B(v,0)

veV
voitaisiin induktiivisesti muodostaa jono {x;}32, jolle
To € X
x1 € (X — B(x0,9))
i1 € (X — U B(,0))
mutta talle jonolle ei ole suppenevaa osajonoa, koska jokaiselle indek-
sille r,s € N, 7 # s on ||z, — x,|| > ¢ ja tdmé on ristiriidassa alku-

peraisen oletuksen kanssa. Siispa antiteesi on kumottu eli alkuperainen
vaite patee. O

Maaritelma 3.4. Olkoon X C Y normiavaruuksia. Avaruus X on
(I) jatkuvasti upotettu avaruuteen Y, jos on olemassa vakio C' > 0 jolle
kaikille z € X patee

lzlly < Cllzllx
ja
(IT) kompaktisti upotettu avaruuteen Y, jos lisiksi jokaisella rajoitetulla
jonolla {x;}22; C X on osajono, joka suppenee avaruudessa Y.

Edellisen maaritelmén nojalla on helppo huomata, etta operaattori
L : X — Y on kompakti aina, kun L(X) on kompaktisti upotettu
avaruuteen Y.
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Seuraavaksi siirrytdaan tutkimaan kompaktien operaattoreiden ominais-
arvoteoriaa, jonka avulla kompaktin operaattorin ominaisarvoista saadaan
muodostettua ortonormaaleja joukkoja ja tarvittaessa jopa kantoja aareton-
ulotteisille avaruuksille.

Maaritelma 3.5. Olkoon K : X — Y lineaarikuvaus. Talloin
kuvauksen K

(1) kuvajoukko on R(K):={y €Y :y= Kz, jollekin x € X'}
ja kertauksena
(2) ydin on ker(K) :={z € X : Kz = 0}.

Lause 3.6. Olkoon K : H — H kompakti operaattori ja [ - H — H
tdenttinen kuvaus. Tdalloin

(1) ker(I — K) on ddrellisulotteinen
Jja
(2) R(I — K) on suljettu.

Todistus. (1) Jos ker(/—K) olisikin déretonulotteinen, 10ytyisi 4areton
ortonormaali joukko

{hj}52, Cker(l — K)
ja talloin siis kaikilla j € N olisi (I — K)h; = 0 eli toisin sanottuna
Kh; = h;.
Nyt voidaan laskea
1, = Bl [* = [Pl = 2Pl ) + [l |* = 2,
aina, kun k # [ jolloin néilla ehdoilla my6s patee
K hy — Khy|| = V2.

Kuitenkin tésta seuraa ristiriita, silld nyt jonolla {Kh;}52, ei voi olla
suppenevaa osajonoa eli K ei voi olla kompakti. Siispd ker(/ — K)
taytyy olla aarellisulotteinen.

(2) Osoitetaan, ettd on olemassa vakio C' > 0 siten, ettd
||h — Kh|| > C||h|| kaikilla h € ker(I — K)*. (3.7)

Tehdédan antiteesi, jonka nojalla voidaan jokaiselle 7 € N valita alkiot
h; € ker(I — K)* siten, etté ||h;|| =1 ja ||h; — Khj|| < % eli patee

hj — Kh] — 0, (38)
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kun j — oo. Koska {h;}52, on rajoitettu ja K on kompakti 16ytyy osa-
jono {h;, }32, C {h;}52, siten, ettd Khj, — Kh, ja kun tdhdn yhdistda
havainnon (3.8) saadaan

hjk — h.
Talléin taytyy olla h € ker(I — K), joten (hj, |h) = 0 kaikilla £ € N ja
viemalld j, — oo saadaan ristiriita eli (3.7) taytyy olla totta.

Otetaan nyt suppeneva jono {u;}32, C R(I — K), jolle u; — wu.
Tiedetéén, ettd voidaan muodostaa jono {v;}32, C ker(I — K)* siten,
etta kaikilla j € N péatee yhtalo
'Uj — KUj = u]'
ja kayttamalla nyt tdlle yhtélolle aiemmin osoitettua ehtoa (3.7)
valinnalla A = v, — v; saadaan
luk — wl] = [Jve — v = K(ve —w)|| = Clog —ull].-

Talléin siis {v;};=1 suppenee arvoon v, kun v — Kv = u eli toisin sa-
nottuna R(I — K') on suljettu. O

Maaritelma 3.7. Olkoon X C Y ja operaattori L : X — Y. Sano-
taan, etta reaaliluku n on operaattorin L ominaisarvo ja 0 # w € X
on operaattorin L vastaava ominaisvektori, jos

Lw = nuw.
Merkitéén operaattorin L ominaisarvojen joukkoa o(L).

Huomautus 3.8. On helppo huomata, etta n on operaattorin L omi-
naisarvo jos, ja vain jos

ker(L —nl) # {0}.

Maaritelma 3.9. Olkoon H Hilbertin avaruus ja olkoon L : H — H
operaattori. Sanotaan, ettd L on symmetrinen, jos kaikilla u,v € H
patee

(Lulv) = (u|Lv).

Lause 3.10. Olkoon H Hilbertin avaruus, jolle on olemassa tihed ja
numeroituva osajoukko ja olkoon operaattori L : H — H symmetrinen
ja kompakti. Olkoon operaattorin L ominaisarvot \; € R ja ndita vas-
taavat vektorit 0 # w; € H. Tdlloin {w;}32, muodostaa ortonormaalin
kannan avarvuudelle H.

Todistus. Maéritelldan jono {n;}32, joka muodostuu operaattorin L
eri ominaisarvoista pois lukien 0 ja merkitaan ny = 0. Merkitaéan lisaksi

Hy = ker(L) ja H; =ker(L —n,I)
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kun j € N. Lemmasta 3.6 saadaan selville etta
0 <dimHy <oo ja 0<dimH; <oo

kaikilla 7 € N. Valitaan nyt u € Hy ja v € H;, kun k # [ jolloin siis
patee Lu = niu ja Lv = nv. Koska L on symmetrinen patee

mk(ufv) = (Lulv) = (u|Lv) = ni(ulv).
Koska oletettiin, etta n, # n; taytyy tamén yhtalon toteutumiseksi olla
(ulv) = 0. Siispé jokaiselle u € Hj, ja v € H; pétee (u|v) = 0.

Olkoon H C H pienin sellainen aliavaruus joka sisaltdad kaikki joukot
Hy, Hy, ... eli toisin sanottuna

H= {Zakuk ca € Ryug € Hy}.
k=0

Osoitetaan, etta taméa on tihed joukko avaruudessa H. Téta varten
todetaan, ettd L(H) C H ja erityisesti operaattorin L symmetrisyy-
destd seuraa, ettd jokaiselle v € H ja u € H* pitee

(Lu|v) = (u|Lv) =0

eli erityisesti L(ﬁ 4 C H'. Rajoittamalla operaattori L vain joukon
H' alkioille saadaan operaattori L = L|z. joka on my6s symmetri-
nen ja kompakti. Kun tutkitaan taman operaattorin ominaisarvoja
huomataan, ettd sen kaikki ominaisarvot ovat myos operaattorin L
ominaisarvoja eli taytyy olla

o(L) = {0}. (3.9)
Maaéritellaan seuraavaksi luvut

M := sup (Lh|h) ja m:= inf (Lh|R).

7L heH+
i IA[=1
Nyt koska kuvaus [u,v] := (Mu — Lufv) on my6s symmetrinen ja

[, 1] > 0 kaikilla v € H', huomataan, ettéi [u,v] muodostaa sisitulon
ja talloin saadaan Cauchyn ja Schwarzin epayhtalosta 2.14 tulos

|(Mu — Lulv)| < \/(Mu - [~/u|u)\/(MU — Lo|v)
kaikille u, v € H* ja erityisesti jokaiselle u € H+ on vakio C' siten, etté

HMu—[:uH < Cy/ (Mu — Lu|u) (3.10)



22
jolloin valitsemalla jono {h;}32, C H* jolle [|h;|| = 1 kaikilla j € N ja
(Lhy, hi) — M saadaan seuraus

Hth —Lhj|| =0

kun j — oo. Jos M ¢ o(L), olisi talléin kuvaus MI — L bijektio ja
talloin patisi

h; = (MI — L)™"(Mh; — Lh;) = 0
miké on selvésti ristiriidassa oletuksen ||h;|| = 1 kanssa eli taytyy olla

M € o(L). Samalla menetelmélld voidaan nayttad, ettd myos m €
o(L) ja kun tdmé havainto yhdistetddn aiemmin néytettyyn ehtoon

(3.9) todetaan, etté
kaikille v € H* on (Lulu) = 0.

Kuitenkin kun u,v € H* on naille

2(Lulv) = (L(u +v)|u + v) — (Lu|u) — (Lv|v) =0
mika on mahdollista ainoastaan jos L=0. Operaattori Loli alunperin
médritetty operaattorin L rajoittumaksi joukkoon H* eli on

H* Cker(L) c H
jolloin H+ = {0}. Tésté seuraa, etté sulkeuma
H=(Y ={0}' =H

cli H on tihed avaruudessa H. Nyt riittad valita jokaisesta aliavaruud-

esta H;, kun j = 0,1, ..., ortonormaali kanta ja vaite on todistettu.
O

Tama on yksi kompaktin ja symmetrisen operaattorin merkittavista
hyodyista aaretonulotteiselle Hilbertin avaruudelle. Nyt riittaa loytaa
avaruudesta itselleen yksi kompakti ja symmetrinen operaattori ja taman
ominaisfunktioista saadaan suoraan avaruudelle kanta. Kannan avulla
saadaan muodostettua jokainen avaruuden alkio, joka tietyilla kannoilla
on erittain kayttokelpoinen ominaisuus.
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4. SOBOLEV-AVARUUDET

Seuraavaksi médritellddn yleiselle reaaliselle funktioavaruudelle F(V, R)
rakennetta funktioiden integraalin ja derivaatan avulla. Ensiksi maaritellaan
reaalifunktion kantaja.

Maaritelméa 4.1. Funktion u € F(Q,R) kantaja on
spt(u) == {x € Q: u(x) # 0}

Tavallisesti funktion derivoituvuuteen vaaditaan funktiolta tietyn-
laista sileytté, vaikka useissa tapauksissa yksittaisissa pisteissa derivoitu-
vuuden uupuminen ei ole merkittavaa. Tata varten maaritellaan yleisempi
niin kutsuttu heikko derivaatta, joka maaritellaan klassiselle derivaatalle
tutun osittaisintegrointikaavan avulla. Ennen tata kuitenkin maaritellaan
mitallisten funktioiden joukko, joka vaaditaan heikon derivaatan oikeaop-
pista maaritelmaa varten.

Maaritelma 4.2. Olkoon V' C R™ mitallinen joukko. Merkitaan mi-
tallisten reaalifunktioiden joukkoa joukolta V' merkinnalla M (V).
Erityisesti patee M(V) < F(V,R). Mitallisten joukkojen ja funk-
tioiden ominaisuuksia ja tarkka maaritelma on esitetty tarkemmin
viitteessa [7].

Maaritelma 4.3. (Heikko derivaatta)
Olkoon V' C R™ ja funktiot u,v € M(V) siten, ettd kaikilla kompak-
teilla osajoukoilla U C V pétee

[ uwlde <o sa [ oo < o

Sanotaan, ettd v on w:n heikko derivaatta, jos kaikille ¢ € C*°(V),
joille spt(¢) on kompakti patee

/V uVeodr = — /V voda

ja merkitaan tata Du = v.

Erityisesti osittaisintegrointikaavalla on helppo todeta, etta kun klassi-
nen derivaatta on olemassa, on se myos heikko derivaatta. Jatkossa
kaytetaan tatd korvaamaan klassinen derivaatta, jolloin funktion de-
rivoituvuuteen riittaa oletus integroituvuudesta ja myos ei-siledt funk-
tiot soveltuvat tarkasteluun. Eli merkinta Du tarkoittaa samaa kuin
Vu silloin, kun jalkimmainen on olemassa. Osoitetaan seuraavaksi viela
etta heikko derivaatta on yksikasitteinen.
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Lemma 4.4. Olkoon V. C R™, U C V ja funktio uw € M(V) kuten
edellisessa maaritelmassa ja oletetaan, etta

Du=v ja Du=w.
Tdlloin on v(x) = w(x) melkein kaikilla x € V.

Todistus. Oletuksesta seuraa ettd kaikilla ¢ € C'°(V), joille spt(¢)
on kompakti, patee

/V uD¢dz = — /V vpdz ja /V uD¢dz = — /V wedz.

Néama yhdistamalld saadaan

—/Vv(bdx——/vwgbdx = /V(w—v)gzﬁdx—o

kaikilla ¢ € C>°(V), joille spt(¢) on kompakti, ja tdstd seuraa ns.
variaatiolaskennan peruslauseen [5] avulla, ettd v(z) = w(z) melkein
kaikilla x € V. O

Maaritelma 4.5. Olkoon V' C R". Maaritelldan avaruudet
LP(V) :={ue F(V,R): / |u|Pdr < oo}, missd 1 < p < oo
1%
HYV):={uec L*(V): Duec L*(V)}

Avaruutta LP(V') kutsutaan Lebesgue-avaruudeksi ja
avaruutta H'(V') Sobolev-avaruudeksi.

Avaruuden LP(V') normina kiytetaan

1
= (1)
|4

ja avaruuden H'(V') normina

s vy = \/ [ s+ [ pupas,
\%4 \%4

Maadritellaan lisaksi erityinen Lebesgue-avaruus

L>®(V) :={u e F(V,R) : esssup |u(x)| < oo}

zeV

jonka normina toimii

||l oo 1y == esssup(u(z)]).
zeV
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Maaritelma 4.6. Maaritellaan niin kutsutut kompaktikantajaiset funk-
tioavaruudet

Co* (V) :=C>*(V)n{u e F(V,R) : spt(u) on kompakti }
Hy (V) = {u € H'(V) : H{e;}52, € (C°(V) N HI(V)) se. [|6; — ull gy = O}

Maaritelma 4.7. Maaritellaan lokaali Sobolev-avaruus

H} (R") :={u e F(R",R):u e H (V) kaikille kompakteille V C R"}.

Lokaalin Sobolev-avaruuden avulla tdméan aliavaruuksina voidaan
madritella tdméan tutkielman kannalta merkittavimmat aliavaruudet
periodisille Sobolev-funktioille.

Maaritelma 4.8. Maaritellaan periodinen Sobolev-avaruus

H! ([0,1]") == {u € H. (R") : u(z+q) = u(z) kaikilla ¢ € Z" ja m.k. z € R"}

per

ja talle aliavaruus niista funktioista, joille integraali kuution yli on 0,

Hro01) = fw € B (0.7 = [ @) =0}
Esimerkki 4.9. On helppo todeta, etta funktiot Asin(27z) ja B cos(27z)
ovat avaruudessa H,, ,([0,1]) kaikilla vakioilla A, B € R.

Vastaavasti funktiot Asin(27z1) ja B cos(2mz1) ovat avaruudessa H,,.o([0, 1]")
kaikilla A, B € R jan € N.
Avaruudet H,,,., H', Hj, H,, L? ja L™ ovat kaikki normiavaruuksia,
mika on helppo tarkastaa naille maaritelman avulla. Tutkitaan seu-
raavaksi muutama tulos, joka naissa avaruuksissa patee ja naiden tu-

losten avulla osoitetaan, ettéd H,,,([0,1]") on myds Hilbertin avaruus.

Lemma 4.10. (Youngin epdyhtdlo)
Olkoot p,q € R, p,q > 1 siten, ettd ]lo + % = 1. Talloin kaikille a,b > 0
patee

al b
ab < — + —.
p q

Todistus. Jos a = 0 tai b = 0, on vaite triviaali. Voidaan siis olettaa,
ettd a,b > 0. Olkoon funktio f: RT — R,

P
f(x):x—va——xb.
p q

Taman derivaatta on

[y =t b
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jonka ainoa nollakohta ei-negatiivisista reaaliluvuista 16ytyy arvolla

© = b, Nyt tarkastelemalla funktion kulkua voidaan helposti todeta
taméan olevan funktion minimi jolloin patee

1 p
1 bp-1)P b BN br-1 be b
fa) = pory = Oy P
p q P q
I Lr_a —p)brT b
p q p q
Huomaamalla etta
1 1 1 —1
S4t=l e —=Po
rpq q P

saadaan edellinen epayhtalo kirjoitettua muotoon

L—p)brT b4 b b
(1-p) LA

flay 2 S S 0
b q q q
eli vaihtamalla z = «a toisin sanottuna kaikilla a,b > 0
P e
ab < @ + —.
p q

|

Lause 4.11. (Hélderin epdyhtdlo)
Olkoot p,q € R, p,q > 1 siten, ettd % + % = 1. Tdlloin kaikille funk-

tioille f € LP(V) ja g € LI(V') pdtee

||fg||L1(V) < HfHLP(V) HgHLq(V) :
Tata kutsutaan Holderin epdayhtaloksi.

Todistus. Olkoot
1
o = [l = ( / FlPdz)
ja
o o q 1/(1
8= 1lgl o = ( / lgl7dz) ",

Voidaan olettaa, ettd molemmat ovat aidosti positiivisia, silla muuten
olisi normin ominaisuuksien nojalla joko f = 0 tai g = 0, jolloin vaite
on triviaali. Sovelletaan Youngin epayhtaloa 4.10 luvuille

7)), o)
o s
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jonka mukaan patee
@@ _ @)l gl
N qp
josta integroimalla molemmat puolet saadaan

1 S@P, [ lar
= [ls@gia < [ L qp [ 1008,
I U T

Cpar gfr p g
Nyt yksinkertaisesti kerrotaan a3 toiselle puolelle, jolloin saadaan suo-
raan vaite

9l oy < o N9l paqry -

Lause 4.12. (Yleinen Holderin epdyhtdlo)
Olkoon p1, ...,pm € R, p1,...,pm > 1 siten, ettd

m

lel.

j=1 P

Talloin kaikille funktioille fr, € LPx(V'), k = 1,...,m pdtee

m

/ g -+t dae < T T el o -
v =t

Todistus. Voidaan helposti todistaa induktiolla kayttamalla tavallista
Holderin epayhtaloa. O

Lemma 4.13. (Lebesguen monotoninen konvergensst)
Olkoon {f;}32, C LY () jono mitallisia funktioita, joille

0< filz) < folz) < ..
kaikilla x € Q ja olkoon funktio f siten, ettd

fi(z) = (=)

kaikille x € Q, kun j — oo. Talloin patee
lim / fi(z)dx = / f(z)dz.

Todistus. Koska
0< fi(z) < fola) < ..
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on helppo todeta, etta patee

lim /Q f(2)de < /Q f(2)dz. (4.11)

Maadritelladn vakio 0 < ¢ < 1 ja karakterististen funktioiden avulla
muodostettu integroituva funktio

T
UI:ZakXAk, T eN,ag, e R, A, C Q)

k=1

siten, ettd 0 < u < f. Naiden avulla saadaan maariteltyéa joukot
={reQ: fj(x) > cu(z)}, jeN

joille maaritelman nojalla patee

U, Cc U, C ... jaselvasti Q = U U;.
j=1

Nyt u on integroituva jokaisessa joukossa Uj;, missa j € N sekd myos
joukossa (). Lisaksi jokaiselle j € N patee

/ij(l")dl” > /Uj fi(z)dx > c/Uj u(z)dz.

Viemalla j — oo ja sitten ¢ — 1 saadaan

}i_)r&/fj(a:)d;vz/u(x)dx.

Tastéd kdyttamalld oletusta f;(z) — f(x) kun j — oo saadaan

i, [ s> [ s

josta taas yhdistdmaélla tahan epayhtélo (4.11) seuraa viite
lim / fi(x)dr = / f(x
Jj—00

Usein jonojen suppenemista tutkittaessa on tarvetta kayttaa raja-
arvosta muotoa joka on varmasti aina olemassa. Tata varten kaytetaan
niin kutsuttua ylaraja-arvoa ja alaraja-arvoa, jotka tavallisesta raja-
arvosta poiketen on hyvin maaritelty kaikille jonoille ja mikali jonolla
on tavallinen raja-arvo antavat nama saman arvon.

O



29

Maaritelmé 4.14. Jonon {z;}52, alaraja-arvo on

hjrgg)lf(xj) = Jli)rgo(llggg(xk))

ja vastaavasti ylaraja-arvo on

limsup(z;) := lim (sup(xy)).
o0 J700 k>

Huomautus 4.15. On syyta huomata, etta aina patee

limsup(z;) = — liminf(—x;)
j—s00 J—0

Lemma 4.16. (Fatoun lemma)
Olkoon {Uj}f.; funktiojono mitallisia ja ei-negatitvisia funktioita ja
olkoon
u = liminf(u;).
J]—00

Tdlloin pdtee

/udmﬁlimimf/ujdx.
Q I Ja

oo

Todistus. Mairitellddn funktiojono {f,}52, siten, ettéd

fo(z) =infu;(z), neN
jzn

jolloin jokainen f,, on mitallinen ja kaikilla z € ) patee
0< fi(x) < fo(x) < .. < ful@) < up() (4.12)

ja maaritelman nojalla
lim f,(x) = u(x).
n—oo
Monotonisesta konvergenssista 4.13 seuraa, etta
lim | f.dx = / udx

ja tédhén yhdistamalla (4.12) saadaan viite
/ udr < lim inf/ ujdx.
Q Iz Ja

Seuraus 4.17. Olkoon Fatoun lemman tavoin {u;}52, funktiojono mi-
tallisia ja ei-negatiivisia funktioita ja oletetaan lisiksi, ettd on olemassa
positiivinen integroituva funktio g jolle u; < g. Tdlloin

limsup/ujda:S/limsup(uj)dx.
Q Q

Jj—00 Jj—00

O
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Todistus. Kiytetain Fatoun lemmaa jonolle {g — u;}32, jolloin
/ liminf(g — u;)dx < lim inf/(g — u;)dx
Q J7x© j—o0 Q

joka saadaan yhtapitavasti kirjoitettua integraalin lineaarisuutta kayttamalla
muotoon

/liminf(—uj)dxgliminf/ —u;dx
Q Q

j—o0 j—o00
ja talle huomautuksesta 4.15 seuraa
limsup/ujdxﬁ/limsup(uj)dx.
Jj—00 Q Q j—oo

O

Lemma 4.18. (Dominoitu konvergenssi)
Olkoon {uj};-‘;l funktiojono mitallisia funktioita, joka suppenee pis-
teittiin kohti funktiota u ja jolle on olemassa funktio v € L*(S)) siten,
etta kaikilla j € N

|uj ()] < v(x)
kaikilla x € R™. Tdlloin u € L*(Q) ja

lim ujdx—/udx.

Todistus. Koska jono {u;}32, suppenee pisteittiin kohti funktiota u
on myos |u(z)| < v(z) jolloin u € L'(Q) ja pitee

|u— ] < Jul 4 u;| < 20
kaikilla j € N ja suoraan u:n méaaritelmasta

limsup |u — u;| = 0.
Jj—00

Kayttamalla integraalin monotonisuutta ja lineaarisuutta saadaan

/udx—/ujdx /(u—uj)dx g/]u—uj|dx (4.13)
Q Q Q Q

ja koska aiemmin néytettiin funktion |u —u;| olevan funktion 2v domi-
noimana integroituva voidaan Fatoun lemman Seurausta 4.17 kdyttamalla
huomata

limsup/|u—uj|dx§/limsup|u—uj|dx:0
Q Q

Jj—o00 Jj—o0

eli taman raja-arvon taytyy olla olemassa ja se on

lim / lu — uj|dz = 0.
J—00 9]
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Lopulta yhdistamalld tahdn havainto (4.13) saadaan viite
lim [ ujdxr = / udzx.
O

Maaritelma 4.19. (1) Maéritelladn tavallinen siloittajan € C*>°(R")

n(z) = C exp (W;—l)’ kun |z] < 1,
R kun |z| > 1,

missa vakio C' valitaan siten, etta

/n n(x)dx = 1.

(2) Jokaiselle € > 0 mééritelldén

1 x
Ne := =1\ — )~
€ €
jolloin myos n, € C*°.

(3) Jokaiselle funktiolle f € L*(U) maaritellian sen siloitus
Jer=mnex [

siten, etta
fulz) = /U ne(@ — 9)f (y)dy = /B S =)y

Lemma 4.20. Olkoon U C R" ja u € H'(U). Talloin funktion u
siloitukselle u. = n. % u patee
(I) u. € C™ jokaiselle € > 0 ja
(II) ue — u HY(U):ssa kun € — 0.
Todistus. (I) Kiinnitetdén z € {z € U : dist(z,0U) > €}, missi
j €{1,...,n} ja valitaan h > 0 niin pieneksi, ettd myos
x+he; € {z € U :dist(z,0U) > €}.
Nyt loytyy avoin joukko V' CC U siten, etta

ue(x + hej) —ue(x) 1 / 1( (:L’—irhej —y) (
h == z\m\——) =10
€ Juy h € €

1 1( (x+hej—y) (
== z\m\——— ="
€ Jv h € €

&
|
<
~_
~_
=
s
QU
<

S
|
NS
~_
~_
=
s
QU
<
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Koska nyt osittaisderivaatan méaritelméan nojalla kiyttden dominoitua
konvergenssia 4.18 todetaan, etta

1 x -+ he; — T — 10
Ll (ethe—v) v\, L (z—y
h € € eax] €

tasaisesti V:ssa on talloin %ug(x) olemassa ja se on
J

%ue(:c) = /U (SZJ (z — y))u(y)dy-

Samalla menetelmaélla voidaan nayttaa, etta funktion u, mika tahansa
derivaatta D®u. on olemassa ja se on a

D%, = /U (Dne(x —y))u(y)dy

eli tasta saadaan u, € C*.

(IT) Todistus 16ytyy Lawrence C. Evansin kirjasta Partial differential
equations sivuilta 630-631. [/] O

Lemma 4.21. (Gagliardon, Nirenbergin ja Sobolevin epdyhtdlo)
Olkoot 1 < p <n ja
* np
p = .
n—p
Tdlloin on olemassa vakio C' = C(p,n) siten, ettd

||U||Lp (o.ymy = CHDUHLP ([0,1]™)
jokaiselle u € C*([0,1]™), jolle f udx = 0.

[0,1]™

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd p = 1. Funktiolle u € C'([0,1]"),
f[O,l]" udz = 0, 10ytyy aina piste xy € [0, 1]", jossa u(zo) = 0. Maarittelemalla
uusi funktio v(z) = u(z + xy) on v(0) = 0 ja jokaiselle indeksille
j=1,..n, pisteelle x € R" sekd 0 < x; < 1 todeta, etta

v(xy, ..., Tj—1,Yjs Tjgly-ees l’n)dyj
8x]

eli erityisesti v:n normllle saadaan arvio

1
:C)]ﬁ/ |Du(xy, ...y Yjy ey ) | dy;.
0

Tasta saadaan viela erityisesti

n 1 L
= <[] (/ | Du(x1, ...,yj,...,xn)\dyj) . (4.14)
j=1 N0
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Integroidaan tata arviota muuttujan x; suhteen ja kaytetdan Holderin
epayhtaloa 4.11, jotta saadaan

1 . 1 n 1 T
/ |v| =1 dx, S/ H(/ ]Du|dyj) dx;
0 0 ;1 \Jo
1 L aon 1 L
— (/ |Dv|dy1> / H (/ |Dv|dyj) dxy
0 0 jZg \Jo

1 L. n 1,1 S
< (/ |Dv|dy1> H (/ / |Dv|d$1dyj> :
0 i= \Jo Jo

Samalla menetelmélla voidaan edelleen integroida tatéa jokaisen muut-
tujan xo, ..., x, suhteen ja kayttaa Holderin epayhtaloa, jolloin lopulta
saadaan

e -
[0,1] i=1 \J0 0

n

- (/[ou yDv|d:c) o (4.15)

Tama todistaa jo vaitteen tapauksessa, jossa p = 1. Tutkitaan seu-
raavaksi tapausta 1 < p < n. Olkoon 7 > 1 ja sijoitetaan funk-

tio h := |v|7 epéyhtéloon (4.15) ja korotetaan potenssiin 2=, jolloin

saadaan

(o
[0,1]"

ja talle kun kaytetaan Holderin epayhtaloa, saadaan arvio muotoon

n-1 p=1 1
(/ |v|nwlda:) < ’y(/ |1)|(Wp_—11)pdx) (/ |DU|de> .
[0,1]" [0,1]" [0,1]"

J’de) " g/ \D|’U\7\dx:’y/ P~ Doldz
[0,1]" [0,1]"

)

(4.16)
Seuraavaksi valitaan
—1
- pln—1)
n—p
jolloin sopivasti saadaan
(y—=Dp  np .. N np .

= = a = =
p—1 n—op P n—1 n-—p P
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eli arvio (4.16) muuttuu haluttuun muotoon kun merkitdan C' =
1

1
(/ v p*dx>p gC’(/ \Dv\p)p.
[0,1]" [0,1]"

Téssé viite todistettiin funktiolle v(z) = u(x + xy), mutta koska vaki-
olla siirtdminen ei periodisessa tapauksessa vaikuta integraalin arvoon,
seuraa tasta sama vaite myos funktiolle u eli

HUHLP*([O,H”) <C HDUHLP([OJ]") )
O

Lemma 4.22. Olkoon V' avoin ja rajoitettu joukko, jolle [0,1]" C V.
Talloin on olemassa lineaarikuvaus

L:HY[0,1]") — H'(R")
siten, ettd kaikilla w € H([0,1]™)

(1) Lu = u m.k. [0,1]":ssa,
(2) spt(Lu) CV ja

(3) loytyy vakio C = C(V') siten, ettd
||Lu||H1(]R") <C ||U||H1([o,1}n)-

Todistus. Todistus 16ytyy Lawrence C. Evansin kirjasta Partial dif-
ferential equations sivuilta 254-257. [] O

Lemma 4.23. Olkoon n > 3 ja
2n
n—2

Olkoon lisiksi v € H([0,1]"). Télloin uw € LP"([0,1]") ja loytyy vakio
C = C(n) siten, ettd

*

p:

HUHLP*([O,I]") <C ||uHH1([O,1]") :

Todistus. Lemman 4.22 nojalla on olemassa lineaarikuvaus

L:HY[0,1]") = H'(R"), Lu=1u € H(R")
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siten, ettéd on rajoitettu joukko V', joka on kompaktisti upotettu joukkoon
[0, 1]™ ja
u(x) = u(x) mk x € 0,1]",
spt(a) C V ja (4.17)
]| g1 ey < C 'l 10,10y -
Kayttamalla hyvaksi funktion u siloitusta voidaan Lemman 4.20
avulla todeta, etta
on olemassa funktiot u; € C*°(R"), j € N siten, ettd L8
spt(u;) on kompakti ja u; — u avaruudessa H'(R™). (4.18)
Gagliardon, Nirenbergin ja Sobolevin epayhtélon 4.21 mukaan saadaan
epayhtalo
[|wj = [ o @ny < Cl|Duy = Dugl| 2y
kaikilla j, k& € N. Nyt koska u; suppenee avaruudessa H'(R™) patee
edellisesta epayhtalosta

u; — U avaruudessa L7 (R™). (4.19)
Koska epéyhtald 4.21 myds antaa arvion |[u]| - gy < C'|[Dujl| 12 gn)
voidaan yhdistda ehdot (4.18) ja (4.19), jolloin saadaan
1@l o @ny < ClI D] L2 gem)
ja koska ehdon (4.17) mukaan @(z) = u(z) m.k z € [0,1]" on lopulta

el o go,17m) < C 1wl go.pm)
eli vaite on todistettu. g
Lemma 4.24. (LP-normien interpolaatioepdyhtdld)
Olkoot 0 < 0 < 1, luvut 1 < s <r <t < o0, joille patee
1 40 1—4
)

T S t

ja olkoon lisiksi funktio w € L5([0,1]") N L*([0,1]™). Tdlloin u €
L7([0,1]™) ja pdtee

0 1-6
HuHLT([O,l]”) < HUHLS([O,H") HUHU([O,I]”)'

Todistus. Kayttamalla Holderin epayhtaloa 4.11 saadaan

lollyr oy = [ lobde= [l
[071]n [0,1]"
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(1—-0)r

or
< (/ ]u|9’"esrdx) (/ ]u\(l_e)%tewdx)
[0,1]" [0,1]™

o Or (179)1“
= HuHLs([o,l]n) HuHLt([o,l]n)

jota voidaan kayttaa, koska
0 1—-4
_T _|_ u — 1'
s t
O

Maaritelmé 4.25. Olkoon {u;}32, reaalinen funktiojono. Sanotaan,
etta {uj};?‘;l on tasaisesti yhtajatkuva, jos jokaiselle € > 0 on olemassa
0 > 0 siten, etta

juj(2) —u;(y)| < e
kaikilla z,y € R" ja j € N aina, kun |z — y| < J.

Lemma 4.26. (Arzelan ja Ascolin kompaktiuskriteeri)
Olkoon {u;}52, reaalinen jono funktioita joukolta [0,1]" jolle on vakio
M siten, ettd

Juj ()] < M
kaikilla j € N ja x € R™ ja olkoon {u;}32, lisiksi tasaisesti yhtdjatkuva.
Talloin on olemassa osajono

{uj fm=1 C {372,
ja jatkuva funktio u siten, ettd u;, — u tasaisesti joukossa [0, 1]" kun
m — oo.

Todistus. Osoitetaan aluksi, etta vaite patee kun n = 1. Talloin vaite
tulee muotoon, jossa funktiot {u;}32, ovat viililta [0, 1]. Tiedetdén, ettd
rationaaliluvut ovat numeroituva joukko, eli toisin sanottuna voidaan
madrittadd reaalijono {xy}72,, joka kay kaikki valin [0, 1] rationaalilu-
vut lipi. Koska oletuksen nojalla funktiot {u;}32, ovat rajoitettuja
my06s jono {u;(71)}52, on rajoitettu, jolloin Bolzanon ja Weierstrassin
lauseen 2.17 mukaan on olemassa osajono

(s Yonmt C {352,
jolle {u;, ,(x1)} suppenee. Toistamalla sama pééttely jonolla {u;,  (x2)}
saadaan muodostettua osajono

{Ujmtm=1 C {tj binm
jolle {uj;, ,(x2)} suppenee ja induktioperiaatteen omaisesti tité jatka-
malla saadaan kasa osajonoja

{u.jnL,l}’?Tj:l 2 {uj'mﬂ}’?r?:l 2
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siten, ettd jokaisella [ € N jono {u;,  }5w_; suppenee pisteisséd 1, ..., 7;.
Seuraavaksi muodostetaan diagonaalisesti osajono {u;}°; siten, ettd
sen jasen u; on t:nnen aiemmin maaritetyn osajonon t:s jasen eli toisin
sanottuna

U = ujt,t'

Nyt tdmén osajonon konstruktiosta ndhdaéan, ettd {u,}$2; suppenee
jokaisessa vilin [0, 1] rationaalipisteessa. Télloin kaikilla € > 0 ja

zr € (QN0,1]) on olemassa kokonaisluku N = N(e,xy) siten, ettd
uudelle osajonolle patee

€

| (71) — U (T1)] < 3

aina, kun n,m > N ja koska alussa oletettiin {u;}32, tasaisesti yhta-
jatkuvaksi on télle juuri kiinnitetylle € ja jokaiselle z € [0, 1] olemassa
avoin vali U, jolle x € U, siten, etta

() = u(s)] < 3

jokaiselle u; € {u;}32, ja r,s € U,. Néistd avoimista vileistd U,,z €
0, 1] saadaan muodostettua avoin peite vélille [0, 1] ja koska [0, 1] on
suljettuna ja rajoitettuna valina kompakti, on kompaktiuden maaritelman
nojalla talle olemassa aarellinen osapeite Uy, ...,U;. Nyt on olemassa
luku K € N siten, etta

jokainen avoin joukko U;,1 < j < J,

sisaltda rationaaliluvun z;, kun 1 < k < K. (4.20)

Nyt voidaan todeta, ettd jokaiselle y € [0,1] on olemassa j ja k siten,
ettd y ja z; kuuluvat samalle valille U; ja télle valitulle k:lle saadaan
lopulta

[t (y) = tm (Y)| < Jun(y) = wn(20) [+ [tn (28) = m (24) |+ [t (28) = tim (y)]
cELELE
-3 3 3
kaikilla n,m > N = max{N(e, x1),..., N(¢,xx)} eli toisin sanottuna
osajono {u;}s°, on Cauchyn jono ja Lemmassa 2.18 néytettiin, ettd
jokainen Cauchyn jono suppenee R:ssia. Siis vaite on todistettu kun
n = 1.
Yleisessd tapauksessa [0, 1]™:ssé voidaan kayttad edellisen erikoistapauk-
sen todistusta jotta saadaan ensimmaisen koordinaatin suhteen osajono
joka suppenee tasaisesti ja edelleen tasta osajono joka suppenee en-
simmaisen kahden koordinaatin suhteen ja tata jatkamalla saadaan
viite todistettua koko [0, 1]™:1le. O

= €
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Lause 4.27. (Rellich ja Kondrashov) Olkoon n > 2 ja olkoon
lisaksi

2n
n—2
Télloin avaruus H' ([0, 1]™) on kompaktisti upotettu avaruuteen LI([0,1]™)
kaikilla 1 < q < p*. Lisdksi, kun n = 2 avaruus H'([0, 1]") on kompak-
tisti upotettu avaruuteen LP([0,1]™) kaikilla p € N.

*

p:

Todistus. Olkoon 1 < ¢ < p*. Lemmasta 4.23 seuraa, etta
HY([0,1]") C L4([0,1]"), HUHLQ([O,H”) <C HUHHI([O,l]") :

Viitteen osoittamiseksi riittad siis nayttaa, etta rajoitetulle jonolle
{u;}52, € H'([0,1]") on olemassa osajono {u;,, }ro_, joka suppence
avaruudessa L7([0, 1]™).

Lemman 4.22 avulla voidaan yleisyytta menettamatta olettaa, etta:

(1) [0,1]™ voidaan vaihtaa joukkoon R™,
(2) on olemassa avoin rajoitettu joukko V' C R" siten, etta funktioille

{u;}52, pétee
U spt(u;) C V (4.21)
j=1

(3) ja lisdksi pétee
sup | |u;|[ g1y < 00 (4.22)
JEN

Olkoon € > 0 ja taméan avulla maaritellian funktioille u; siloitetut
versiot

Ue,j = Te * Uy, .7 € N:

missa 7. on Maaritelméassa 4.19 esitelty siloittaja, jolloin myos naille
funktioille pétee my0ds aiemmin todettu ehto (4.21) eli

U spt(ue ;) C V.
j=1

Osoitetaan seuraavaksi, etta

jokainen w. ; suppenee avaruudessa L(V) 193
tasaisesti kohti funktiota u;, kun € — 0. (4.23)

Taté varten todetaan, ettéd jos olisi u; € C°°(V), niin talléin

e () — () = / 0(y) (u;(z — ey) — uy(x))dy

B(0,1)
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= [, o) [ Gtute = oy

1
= —6/ 'rz(y)/ Duj(z — ety) - y dtdy
B(0,1) 0

jolloin lisaamalla itseisarvot, integroimalla ja huomaamalla, etta
uloimmassa integraalissa y € B(0, 1), saadaan arvio

[ tsta) = sl

1
ge/ n(y)/ /]Duj(x—ety)]d:cdtdy
B(0,1) 0o Jv

Se/ |Duj(z)|dz.
v

Approksimoinnin avulla edellinen arvio patee myos, kun u; € H'(V),
joten rajoitetussa joukossa V' patee

||ue,; — ujHLl(V) <€ ||DujHL1(v) < 6CHDume(v)

eli toisin sanottuna tésta ja (4.22) seuraa, ettéd jokainen u.; suppenee
avaruudessa L' (V) tasaisesti kohti funktiota u;, kun € — 0. Kuitenkin
tatd saadaan sovellettua myoOs tasaiseen suppenemiseen avaruudessa
LY(V): koska 1 < ¢ < p*, voidaan kayttdd interpolaatioepéayhtaloa
4.24 jonka mukaan

6 1-60
ey = wjill gy < Nty = willpa vy lues — wsllzes oy (4.24)

kun0 <6 <1ja % =0+ 11;9. Nyt kayttamalla Gagliardon, Nirenbergin

ja Sobolevin epayhtalod 4.21 edelliseen arvioon (4.24) saadaan lopulta

0
e, — uj”m(v) < Clue; — uj||L1(V)

josta ndhddén, ettd tasainen suppeneminen avaruudessa L?(V') seuraa
suoraan tasaisesta suppenemisesta avaruudessa L'(V) eli vaite (4.23)
on todistettu.

Seuraavaksi osoitetaan, etta

kaikille € > 0 funktioperhe {u.;}2, on L5
tasaisesti rajoitettu ja tasaisesti yhtajatkuva. (4.25)

Tassa tasainen rajoittuneisuus tarkoittaa sita, etta jokainen funktioista
voidaan rajoittaa samalla vakiolla.
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Kiinnitetdan = € R", jolloin jokaiselle u. j, 7 € N patee
s < [ e =l

C
< |1mell oo gy 1wl g1y < I

ja vastaavasti ndiden derivaatoille pétee jokaiselle uc ;, j € N

Du ()] < /B 1P = )l
C

< ||D776||L°°(Rn) ||uj||L1(v) < ent1 <0

ja ehto (4.25) seuraa néistd kahdesta. Kiinnitetdén seuraavaksi § >
0. Koska aiemmin osoitettiin (4.23) eli u.; suppenee tasaisesti kohti
funktiota u;, voidaan valita niin pieni € > 0, etta patee

<

N

e = w5l Loy (4.26)

kaikilla j € N. Koska aiemmin oletettiin, etta funktioille u; pétee
U spt(ue;) CV
j=1

voidaan kdyttdmailld alemmin osoitettua ehtoa (4.25) ja lemmmaa 4.26
16ytad osajono {uej, fme1 C {uc;}52, joka suppenee tasaisesti V:ssi.
Erityisesti tasta saadaan siis

lim sup |ue j, = e || Loy = 0
m,k—00
jolloin kuitenkin téastd ja yhtalostd (4.26) seuraa etta télle osajonolle
patee
limsup |[u,, = wj, || oy < 6. (4.27)
m,k—o00
Nyt saadaan téasta loydetysta osajonosta konstruoitua haluttu osajono
{u;,}12, siten, etté valitaan u;, :ksi se funktio osajonosta {u;, }>°_,, jolle
ehto (4.27) pétee, kun 6 = 1 ja edelleen u; on se funktio jolle timé
ehto patee, kun 6 = (' Télld tavalla saatu jono {u;}72, C {u;}32,
toteuttaa yhtalon

lim sup ||Ujl - U’ijL‘I(V) =0
l,k—o0

miké on haluttu osajono. O
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Lause 4.28. (Poincarén epdyhtdls)
Jokaiselle funktiolle u € H}, ([0,1]") pditee epdyhtilo

per,0

[l 20,17 < C HDull 2o, 1ymy -

Todistus. Jos |[ul|;2(o .y = 0 on viite triviaali eli voidaan olettaa,
etta

HUHLQ([O,l]n) # 0.

Tehddan antiteesi: jokaiselle kokonaisluvulle £ = 1,2,... on olemassa
funktio u, € H),,,([0,1]"), jolle

er,0
||u/€| |L2([0,1]n) >k ||Duk| |L2([071]n) . (428)
Maarittamalla naille normitetut versiot
U
'Uk, = —k
HukHLQ([o,un)

huomataan, etté antiteesistd (4.28) seuraa

1
k
ja lisaksi naméa funktiot ovat rajoitettuja avaruudessa H;eT’O([O, 1.
Koska Rellichin ja Kondrashovin lauseesta 4.27 seuraa, etta H' ([0, 1]")
on kompaktisti upotettu avaruuteen L?([0,1]") eli toisin sanottuna,
koska H!  .(]0,1]") on suljettu aliavaruus H' ([0, 1]™):1le 16ytyy osajono

per,0

{or, 1321 € {we}32, ja funktio v € L*([0, 1]") siten, etté

HDUK‘HLQ([O,I]”) < (4.29)

vp, = v avaruudessa L*([0,1]")

ja funktioiden vy konstruktiosta nahdéan, etta

[oll2oup = 1 ja /[ vz =0 (4.30)
1"
Nyt ehdosta (4.29) seuraa jokaiselle t = 1,...,n ja ¢ € C§°([0,1]")

/ Vo, dr = lim Up; Oz, dr = — lim Uk o, @dr = 0
[0,1]™

k:j — 00 [0’1}71 k‘j —00 [0,1]"

jolloin siis v € H'([0,1]™), missi Dv = 0 m.k. Téasta seuraa yhdessi
joukon [0, 1]™ yhtendisyyden kanssa, ettd funktion v taytyy olla vakio,
mutta ehdon (4.30) mukaan f[o o vdz =0 eli v = 0 mikd on risti-

riidassa ehdon |[v]| 72 10y = 1 kanssa. Siispd téytyy olla

||U||L2([071}n) <C ||DU’||L2([O,1}") :
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Lemma 4.29. H! ([0,1]") on Hilbertin avaruus.

per

Todistus. Koska H!,.([0,1]") c H}.([0,1]") c L*([0,1]") on kaikki

per
suljettuja aliavaruuksia, patee avaruuden taydellisyys suoraan aliavaruuk-

sille, jos se patee avaruudelle L?([0,1]"). Toisin sanottuna vaitteen
todistamiseksi riittaa nayttad, etta L2([0,1]") on Hilbertin avaruus.
T&ta varten osoitetaan aluksi, ettd L2(]0, 1]™) on sisdtuloavaruus. Taméan
avaruuden luonnollisena sisatulona toimii

(v|w) :== /[01]n v(x) - w(z)de

ja talle patevat selvasti ehdot

(1) (v|v) = /[01]n v(x)*dr >0, /[01]n v(r)’dr =0 <= v=0mk xc|0,1]"
(2) (v|w) = /[01]n v(z) - w(x)dr = /[om w(z) - v(zr)dr = (w|v)

(3) (Av1 + pvs|w) = (A () + pve(z)) - w(z)dx

[0,1]
= /\/ v1(z) - w(z)dx + u/ vo(z) - w(z)dr = Mvr|w) + p(ve|w)
[0,1]" [0,1]™
mista seuraa, ettd L2([0, 1)) on sisidtuloavaruus.

Osoitetaan viela, ettd L*([0,1]") on tdydellinen eli otetaan mielival-
tainen Cauchyn jono ja osoitetaan, etta se suppenee avaruudessa L2([0, 1]™).
Olkoon tamaé jono

{u332, < L*([0,1]")
eli talle jokaisella € > 0 on olemassa N € N siten, etta

uk — wll 2o, yny < €

kaikilla k,1 > N. Siis on olemassa jono {m;}52, C N siten, ettd pétee
Lo
Humﬁl — um].HLQ([OJ]n) < > kaikilla j > 1.

Maaritellaan seuraavaksi funktiot
( Um1 + Z Um]+1 — Um, (x))
ja

9(x) = [um, (z)] + Z ’um]+1 — Umy ()]
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seké naiden osasummat

UK(ZL‘) = Um, (1’) + Z(umj-H (ZE) - um]('r))
ja
9K () = [tm, ()| + Z [t 4 () — U, ().

Kolmioepéayhtalon nojalla Jalklmmalselle osasummalle patee
K

|’9K||L2([o,1}n) < Hum1HL2([0 ) Z Humjﬂ — Unm; } ’LQ([O,I]")

1
< [t 2o + D 55+
7j=1

Viemalla K — oo nahdaan suoraan, etta kayttamalla monotonista
konvergenssia 4.13 funktion u méarittelevad sarja suppenee pisteittain
jau € L([0,1]"). Huomataan seuraavaksi, etta

[u(z) — ug(2)]* < (max{lu(@)], |u (2)|})?
< dfu(@)]* + Jug ()|

kaikilla K € N ja talloin voidaan kayttaa dominoitua konvergenssia
4.18, jonka avulla saadaan

Humj — uHLQ([O’l]") — 0 kun j — oo.

Nyt yhdistamalla tdma tieto siithen, etta alkuperédinen jono oli Cauchyn
jono, on kaikilla € > 0 olemassa N € N siten, etta

Huj - UHL2([0,1]”) < Huj - umj”L?([o,l]n) + Hum] o uHL?([o,l]n) <€
aina, kun j,m; > N. Talloin L?([0,1]") on Hilbertin avaruus. O

Maéritelmi 4.30. Olkoon jono {h;}?2, € H!, ([0,1]"). Sanotaan,

per

ettd jono {hy}>, suppenee heikosti kohti funktiota h € H,,.([0,1]")

jos jokaiselle v € H},,.([0,1]") patee avaruuden H' ([0, 1]") luonnolliselle
sisatulolle

(U, hk) — (U, h)
ja merkitaan tata

Huomautus 4.31. On helppo todeta, ettéd aina kun h;, — h niin myos
hr — h. Lisaksi jokainen heikosti suppeneva jono on rajoitettu.



44

Lemma 4.32. Olkoon jono {h}2, C H,,,([0,1]") rajoitettu. Tdllsin
loytyy osajono {hi,}p>y C {hi}p2, ja funktio h € H,,.([0,1]") siten,
etta

hkj —h
eli toisin sanottuna jokaisella rajoitetulla jonolla on heikosti suppeneva
0sajono.

Todistus. Koska H! ([0,1]") € H'([0,1]") on heikosti suljettu ali-

per
avaruus, riittdd nayttad, ettd jokaisella avaruuden H'([0,1]") rajoite-

tulla jonolla on heikosti suppeneva osajono. Tata varten osoitetaan
aluksi, etta

avaruudella H'([0,1]") on tihe# ja numeroituva osajoukko. (4.31)

Maaritelladn jatkuva lineaarikuvaus
K : H'([0,1]") — L*([0,1]™) X ... X L*([0,1]™),
nt1

Oh Oh
K(h/) — (h, a_.ivl7 ey a_%)

joka on isometria, eli jokaiselle h € H'([0, 1]") on

|7 |H1([o,1]n) = [|[K(h)] |L2([o,1]n) X ... X L2([0,1]")

ja koska H'([0,1]") on Hilbertin avaruus on K(H'([0,1]")) suljettu
aliavaruus Hilbertin avaruudelle L*([0,1]") X ... X L*([0,1]"). Olkoon
{h;}52, € HY([0,1]") jono siten, ettéd K(h;) suppenee avaruudessa
L*([0,1]™) X ... X L*([0,1]™) pisteeseen ( fo, f1, ..., fn). Talloin siis pitee

h:
hj —>f0 ja L _>fk7 k= 1,...n
8xk

avaruudessa L?([0,1]") kun j — oco. Nyt koska kaikilla ¢ € C§°([0, 1]™)
Oh, / [ol0)
k) do — — B () =2
[ St @2 2y

ja tasta viemalla j — oo saadaan

99
fel@oledr =~ [ fo(a) 22 a)e
[0,1)" [0,1]" Lk
eli toisin sanottuna fo € H*([0,1]") ja K(fo) = (fo, f1, -+ fn)-
Seuraavaksi todetaan, ettd avaruudella L*([0, 1]") on jo olemassa tihed
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ja numeroituva aliavaruus. Koska jokaista avaruuden L*([0, 1]") funk-
tiota voi approksimoida karakteristisilla funktioilla, muodostaa suljet-
tujen rationaali-intervallien karakterististen funktioiden virittama ali-
avaruus

<{X[a1,b1]><...><[an,bn] : aj7bj € (Q N [07 1])7.] = 17 Jn}>

avaruudelle L*(]0, 1]") kannan ja talloin edelleen avaruudella
L2([0,1]™) X ... X L*([0, 1]™) on my®6s tihed ja numeroituva kanta valitse-
malla jokaiselle naista edelld esitelty aliavaruus. Koska K (H ([0, 1]))
on télle suljettu aliavaruus ja K on isometria, myds avaruudella H* ([0, 1]™)
on tihed ja numeroituva aliavaruus eli ehto (4.31) on todistettu.
Otetaan nyt jono {h;}32, C H'([0,1]") joka on rajoitettu eli on M >0
siten, etta

|y ()| < M
kaikilla 7 € N ja z € [0,1]". Koska avaruudelle H'([0,1]") on ole-
massa tihea ja numeroituva aliavaruus voidaan Fréchet’'n ja Rieszin
esityslauseesta 2.26 nahda, etta sama ominaisuus patee myos taman
duaalille (H')([0,1]™) eli voidaan ottaa duaalille tihed ja numeroituva
aliavaruus {z/, z...}. Kéyttdmalld Bolzanon ja Weierstrassin lausetta
2.17 voidaan loytaa osajono

A {hj}?;
siten, ettd ' (h;, ,) suppenee R:ssd. Samalla paattelylld jokaiselle x,
t =2, ... loytyy osajono
{h’jk,t}zoil - {hjk,tfl}zozl
jolle xj(hy;, ,) suppenee R:ssé. Erityisesti tdstd saadaan osajonot

{hjk,l}zozl 2 {h’jk,2 20:1 2
siten, ettd jokaisella [ € N jono x7.(h;, )32, suppenee kaikilla 1 <7 <.
Nyt saadaan ”diagonaalisesti” muodostettua osajono {u,,}>°_;, jolle
Uy, ON Mm:nnen aiemmin madritetyn osajonon m:s jasen eli

Uy, = h

jm,m
jolle edellisestéd konstruktiosta on helppo huomata, ettd {z} ()} ,
suppenee kaikilla 7}, & € N. Nyt mille tahansa ' € H''([0,1]") ja
kaikille € > 0 on olemassa tiheyden nojalla z/ , jolle ||z’ — 2! || < € ja
talloin
() — ()] <
12 (i) = () ||+ N, (i) = 2, () | [ (wr) = 2" (wr )|

< (2sup [[up|[ + 1)e
meN
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aina, kun k,[ > N eli toisin sanottuna {z’(u,,)}5°_, on Cauchyn jono.

Toisaalta Lemman 2.18 mukaan Cauchyn jonot suppenee R:ssi joten

lineaarikuvaus L(z’) := lim 2'(u,,) on hyvin mééritelty ja rajoitettu,
m—ro0

koska

|L(z")] < sup ||| ||2']]-
meN

Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen mukaan jokaiselle 2/ on z € H'([0,1]")
siten, etta

a'(v) = (vlz), |||, = ll«[]
kaikilla v € H'([0,1]") eli L(2') = lim 2/(u,,) = lim (up|z).
Toisin sanottuna on olemassa reaafill?lf(ou c siten, ggt?im
c:=L(z") = lim (uy,|r)
m—00

ja koska jono {u,,}>°_, oli mééritelty jonon {h}72, osajonona tdmé
todistaa vaitteen. O
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5. DIVERGENSSIMUOTOISET YHTALOT

Siirrytaan tutkimaan elliptisten osittaisdifferentiaaliyhtaloiden teo-
riaa, jossa Lebesgue- ja Sobolev-avaruudet ovat keskeisessa roolissa.

Maaritelma 5.1. Olkoon vektorikentta F' : R™ — R,

F = (Fy,..., F,) silea, eli F; € C*'(R") kaikilla 1 < j < n.
Vektorikentan F' divergenssi maaritellaan siten, etta

% + ..+ OF,

ory Oz,

Lause 5.2. (Divergenssilause) Olkoon Q@ C R" ja F : R — R"
siled vektorikentta. Talloin pdtee

/ div(F)dz = / F - #dS,
Q o0

missa N on ulospdain osoittava normaalivektor: joukon 2 reunalle.

div(F) :==

Todistus. Todistus on esitetty viitteessa [3]. O

Lemma 5.3. (1) Divergenssille pitee seuraavanlainen tulosidanta:
Olkoon ¢ : R™ — R reaalinen vektorifunktio ja F : R" — R"
siled vektorikentta. Tdlloin

div(¢pF) = D¢ - F + ¢div F.

(2) Lisdksi tastd saadaan divergenssille osittaisintegrointikaava:
Olkoon Q C R", ¢ € H}(Q) ja F : R" — R" siled vektorikenttd.
Talloin

div Fdx = di F)— Do - Fde = — Do - F
/chnv . /Q<w<¢> 6 F)ds /Q¢

Todistus. (1) Yksinkertaisella laskulla

div(¢F) =Y —8(;;? ) _ > (F @ +¢ 8%)

i=1 =
- Fy
=ZF]8¢+Z¢8 = D¢ F + ¢div F.
j=1
(2) Olkoot funktiot ¢; € CSO(Q). Niille kdyttamaélla kohtaa (1) saadaan

/ div(¢; F)da — / (Do, - F + o, div F)da
Q Q
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eli uudelleen sijoittelulla saadaan

/Q(bjdiVFda::/Qdiv(gbjF)dx—/QD@-Fdx.

Toisaalta kayttamalla ensimmaiseen integraaliin divergenssilausetta 5.2
huomataan, etta patee

/div(gzﬁjF)dx :/ ¢;F - ndS =0
Q o0

silla funktio ¢; on oletuksen nojalla nollaa joukon €2 reunalla ja tésta
saadaan funktioille ¢; € C§°(€2) osoitettua vaite

/gbjdidex:—/ngj-Fdx.
Q Q

Oletuksesta ¢ € H}(S2) seuraa ¢; — ¢ H'(Q2):ssa eli tdimé ominaisuus
séilyy rajalla myos funktiolle ¢. O

Maaritelma 5.4. Olkoon A(x) symmetrinen n x n-matriisi. TAlloin
sanotaan, etta osittaisdifferentiaaliyhtalo

— div(A(z) Du(z)) = f(x)

on elliptinen, jos on olemassa vakiot A\, A > 0 siten, etté

(1) A(z)€ - €= Ngl?
<A

(1) A=), <
kaikilla £ € R ja z € (.

Lemma 5.5. Olkoon A(x) matriisi joka toteuttaa Mddritelmdn 5.4
ehdot. Tdlloin kuvaus

(-|)a : H;er,()([()’ 1") X H;er’o([o, ") = R, (w|v) 4 = /[01]n A(z)Dw-Duvdx

midrittelee sisitulon avaruuteen H), ([0,1]").

Todistus.

(1) Suoraan mééritelmésté ja elliptisyysehdosta saadaan

(vjv)a = / A(z)Dv - Dvdx > )\/
[0,1]" 1

|Dv|?dx = X||Dvl|%, > 0.
0.1

Vaitteen toinen osa saadaan myos tasta epayhtalosta:
Jos (v|v) 4 = 0 téstd saadaan normin ominaisuuksia kayttadmalla,
ettd Dv = 0 melkein kaikkialla. Siis funktio v on vakio melkein

kaikkialla ja oletuksesta v € H,,, ,([0,1]") seuraa, etté tdméin
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vakion taytyy olla 0.
Toisaalta toinen suunta on selva, silla kun v = 0 integraali on
myos selvasti 0.
(2) Matriisin symmetrisyyden nojalla matriisin alkioille patee
a;; = aj; kaikilla 1 < ¢, 5 < n joten saadaan

(v|w)a = A(x)Dv - Dw dx = / ((Z ayi(x) Ov Ouw )+

0.1 (R Or; Ory”

n

ow Ov
+ Qi () =— dx:/ A(x)Dw - Dv dx = (wl|v
L)z, g = [ Aw (wlo).

(3) Vaite on selvé, silld integraali, gradientti, pistetulo ja matriisi
A(x) ovat kaikki lineaarisia.

O

Lemma 5.6. Olkoon f € L?([0,1]"). Talloin kuvaus

Ly: H!

per,0

([0,1]") = R, L¢(v) = f(@)o(z)de

[0,1]»

on operaattori Lemmassa 5.5 madaritellyn sisatulon indusoidun normin
suhteen.

Todistus.

Ll =| [ st

< /[01} |[f(@)v(x)|de = [[f(@)vo(@)]] 1 o,y -
Tasta saadaan Holderin 4.11 ja Poincarén 4.28 epayhtaloilla

Hf(x)v(x)HLl([O,l]") < Hf(x)HH([o,un) Hv(x)Hm([o,l]n)
<C Hf<x>HL2([O,1]") HDU(x)HLZ([O,l}”)

C
< 5y ||f(37)“L2([0,1]n) \/471]71 A(z)Dv(z) - Du(z)dz < oo

joten kuvaus on rajoitettu.
Huom: tasta seuraa nyt, etta kuvaus Ly on rajoitettu seka avaruuden
luonnollisen normin, etta Lemmassa 5.5 maaritellyn sisdtulon muo-
dostaman normin suhteen.
Lineaarisuus seuraa suoraan integraalin lineaarisuudesta. O
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Maiéritelmé 5.7. Funktion v € H,,,([0,1]") sanotaan olevan diver-
genssiyhtalon

— div(A(z) Du(z)) = f(x)
1

heikko ratkaisu, jos kaikilla v € H),,.([0, 1]") pétee

T

fz)v(z)dr = A(z)Du - Dv dz

[0,1]™ [0,1]™

Lause 5.8. Olkoon funktio f € L*([0,1]").
Talloin elliptisella yhtalolla

—div(A(z)Du(z)) = f(z), =x€]0,1]"

on olemassa yksikasitteinen ratkaisu v € H),, o([0,1]").

Todistus. Osoitetaan aluksi ratkaisun olemassaolo. Maaritellaan ku-
vaukset

Lyt Hpyero([0,1]") = R, Ly(v) = f(@)v(x)dx
[0,1]»
ja
(|)A : H;er,O([O’ 1]71) X H;er,0<[07 1]71) - R)

(wlv)a = / A(z)Dw - Dv dx.
[0,1)"

L; on Lemman 5.6 nojalla rajoitettu lineaarikuvaus ja (-|-) Lemman
5.5 nojalla sisatulo. Talloin Fréchet'n ja Rieszin esityslauseen nojalla
lineaarikuvaukselle L; on olemassa u € H',, ([0, 1]") jolle kaikilla

per,0
v e H,,o([0,1]") pitee Lg(v) = (v|u) eli

er,0

(x)v(x)dx = / A(z)Du - Dv dx

[0,1]" [0,1]™

jolloin u on yhtalon 2.1 heikko ratkaisu.

Oletetaan seuraavaksi, etta avaruuden H;ero

ratkaisee yhtalon 2.1 jolloin saadaan yhtalot

(1) f[o,un f(z)v(x)dx = f[o,1]n A(z)Duy - Dvdzx ja
(2) f[O,l}" f(z)v(z)dx = f[o,un A(xz)Duy - Dv dx

jotka vahentamalla toisistaan saadaan

([0,1]™) funktiot uy ja us

/ A(x)D(uy — ug) - Dvdx =0 Yv € H),,,([0,1]")
[0,1]»
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Jos nyt valitaan testifunktio v = (u1 —us) € H,,, ¢
elliptisyysehtoa patee

0= / A(l’)D(Ul — Ug) : D(Ul - UQ) dx > >\/ |D(U1 - U2)|2 dx
[0,1]"

[071]"

([0,1]™) ja kéytetadn

= A[D(ur — U2)Hi?([a,1]n)
jolloin normin mééritelmén nojalla taytyy olla D(u; — ug) = 0 melkein
kaikkialla. Siispa funktio u; —us on melkein kaikkialla vakio ja oletuk-
sen u(z) € Hy,, ([0, 1]") nojalla tdmén vakion taytyy olla 0 eli u; = us
melkein kaikilla = € [0, 1]". 0

Nyt siis tiedetaan, etta elliptisella yhtalolla on aina olemassa yksi-
kasitteinen ratkaisu u € H),, (([0, 1]"). Seuraava tehtava onkin niyttéa
ettd myos Du on téssa samassa avaruudessa eli toisin sanottuna u on
itse asiassa avaruudessa H. 567«?0([0, 1]™). TaAméan osoittamiseksi tarvitaan
muutama aputulos, joista ensimmaisena Cauchyn epayhtéalo.

Lemma 5.9. (Cauchyn epdyhtidls) Olkoon a,b € R. Tdllgin pdtee
epayhtalo
2 b2
b< — 4+ —.
W=F T3

Todistus. Yksinkertaisella laskulla saadaan
0 < (a—>b)*=a®—2ab+ b

— a’+1b* =2ab

2 b2

<— ab< —+ —.

2 2
O

Lause 5.10. (Cauchyn c-epdyhtdlé) Olkoon a,b > 0. Talldin

kaikilla € > 0 patee
2

b
b<ea®+—.
ab < €a —|—4€

Todistus. Kirjoitetaan tulo ab muotoon

(2¢)'72 1/2 b
ab = Wab = ((2€)'?a) <(2e)1/2)

ja kaytetaan talle Cauchyn epayhtaloa 5.9 jonka mukaan
2

((26)2q) (@31/2) <ea®+ i—e.
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Maéritelma 5.11. Olkoon u € HY,.([0,1]™). Maaritellaan

per

Dfu(a) = WEHRA D) g oy,

missé ey, € [0, 1]" on kinnen koordinaattiakselin suuntainen yksikkovektori.

Lemma 5.12. Olkoon u € H},([0,1]"). Tdllsin kaikilla
|h| > 0 on vakio C, jolle

/ | DMulda < C/ | Dul?dz,
[0,1]" (0,1]"

missi DMu := (D}, ..., D).

Todistus. Kun k € {1, ...,n} kaikilla x € [0, 1]™ pétee

' ou
u(x + hey) —u(z) = / 8—(1‘ + they)dt - h,
0 9Tk

josta saadaan

1
lu(z + heg) —u(x)| < h/ | Du(x + they)|dt.
0

Vastaavasti samalla paattelylla saadaan yhdistettya

/ | D"ul? da:<CZ/
0,1

0,1]"

_CZ/ /01] Du(r + they) Pddt.

jolloin siis myoskin patee
/ | DMulda < C/ | Dul?dz.
[0,1]" [0,1]"

Lemma 5.13. Olkoon u € L2,.([0,1]") ja oletetaan lisiksi ettd on
olemassa vakio C, jolle

/ |DMuldx < C
[0,1]"

kaikille |h| > 0. Tdlloin

1
/ | Du(x + they)|*dtdx

O

per

u€ H! ([0,1]") ja / |Dul* < C.
[0,1]™
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Todistus. Valitaan k € {1, ...,n}, funktio ® € C*([0, 1]") ja todetaan,
etta tarpeeksi pienella h patee

/m e (cm o) cp(@) o /{0 . (u(x) =E hek))(p(x)dx

eli toisin sanottuna saadaan télle ”osittaisintegrointikaava”

u(Dyd)dr = — D, ") ®da. 5.32
[ ey A (532)

(0,1]"

Nyt oletuksen
/ |D"u*dz < C, kun |h| > 0,
[0,1]"

nojalla saadaan myos
sgp || Dyl |L2([0,1]n) <
jolloin kdyttamalla lemmaa 4.32 16ytyy funktio v, € L?([0,1]") seka
jono h; — 0 siten, etta
Dl'iu — v, heikossa mielessd L*([0,1]") : ssé.

Tata heikkoa suppenemista voidaan hyodyntaa siten, etta

/ u®,, dr = lim uD" ddx
0.1 720 Jpon
= —lim D,;h"uq)dx = —/ v, ®dx
=0 S 0.1
eli a%ku = v}, heikossa mielessi. Talléin sits Du € L2 ([0, 1]") ja koska
oletuksen nojalla myos u € L2,,.([0,1]") erityisesti v € H,,.([0,1]"). O

Lause 5.14. Olkoon funktio u € H}, ([0,1]") heikko ratkaisu yhtalolle

—div(A(z)Du(x)) = f(z), =€]0,1]"
missa f € L*([0,1]") ja (A(x));; € CH([0,1]™). Tdlloin
u € M, ([0,1]")

ja on olemassa vakio C', jolle

Nl 2o,y < CUL M p2qpo,1ymy + Nl z20,m)) (5.33)

Todistus. Koska funktio u € H!, ([0, 1]") on heikko ratkaisu yhtalolle

per

—div(A(z)Du(z)) = f(z), = €][0,1]"
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on toisin sanottuna
/ A(z)Du(z) - Dv(z)dx = f(z)v(z)dz (5.34)
[0,1]™ [0,1]™
kaikilla v € H',.([0, 1]™).

per

5.0.1. Yhtdlén (5.34) vasen puoli. Kayttamalla Madritelmés 5.11
valitaan |h| > 0 riittdvan pieneksi , olkoon k£ € {1,...,n} ja valitaan

v = —D; (D).

Yhtélon (5.34) vasen puoli saadaan nyt kirjoitettua muotoon:

A(z)Du - Dvdy = — / (A(z)Du) - D(D;"(Dl'u))dx

[0,1]" [0,1]"

josta osittaisintegroimalla ja kayttamalla derivaatan lineaarisuutta

- /[0 l]n(A(a:)Du).D(D;h(pf,;u))dm: D(A(2)Du) - D(Dhu)da

[0,1]™

- /[o A+ hen)(DeDuw) - D(Diw) + (DeA(w) Du- (D(Djw))de

= / A(:B+hek)(DZDu)-(DZDu)d:H—/ (D} A(z))Du- (DI Du)dx
[0,1]»

[0,1]"
= [1 + [2

Niista kahdesta integraalista ensimmaiselle saadaan alaraja suoraan
elliptisyysehdosta

I > )\/ | DI Dul*dx. (5.35)
[o,1]

Kayttamalla hyviksi tietoa (A(z));; € C([0,1]™), on selvia, etté jokainen
A(z),;; on ylhaalté rajoitettu ja toista integraalia voidaan arvioida normin
avulla

L<C [ |DkDu|Dulds
[0,1]™

jollekin vakiolle C' > 0. Nyt saadaan Cauchyn e-epayhtaloa kayttamalla
arvio o
|I| < e/ | Dl Du*dx + — | Dul?dz.
[0,1] € Joam

2

5 saadaan edelleen kirjoitettua yldraja muotoon

A
|I5] < —/ |D,’;Du\2da:+c/ |Du|*dz. (5.36)
2 Joar 0.1]"

Valinnalla € =
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Jolloin siis koko yhtélén (5.34) vasen puoli saadaan arvioitua yhtalsilla

(5.35) ja (5.36)

/[071]71 A(z)Du(z) - Dv(z)dz > %/

[0,1]»

| D} Du|*dx — C’/ | Du|?dx
[0,1]»
(5.37)

5.0.2. Yhtdlén (5.34) oikea puoli. Arvioidaan seuraavaksi yht&lon
(5.34) oikeaa puolta seuraavasti

‘/ fudz §/ |fl|v|dx.
[0,1]» [0,1]»

Seuraavaksi todetaan, ettd Lemman 5.12 nojalla patee

/ lv2dz < C’/ | DI Du|*dx
[0,1]" [0,1]"

jota kayttamalla nyt Cauchyn e-epayhtalon kanssa antaa

/ l[v]de < e/ DipuPde+ S [ P
[0,1]™ [0,1]™

€ [071]77‘

valinnalla € = % saadaan koko yhtélon (5.34) oikea puoli arvioitua

fudx

A
< Z/ | D} Dul?*dx + C fPdx. (5.38)
[0.1]"

' [0,1]" [0,1]™

Nyt kun yhdistetdan arviot (5.37) ja (5.38) saadaan tulos
/ | D} Dul?dx < C/ (f* + |Du|?)dzx (5.39)
(0,1]" [0,1]"

kaikilla & = 1,...,n, kun |h| # 0 on riittdvin pieni. Té&std seuraa
Lemman 5.13 avulla Du € H,,,([0,1]") josta vastaavasti saadaan

u € H,.([0,1]") ja télle saadaan edellisestd yhtélostd myGs haluttu
arvio

||U||H2([o,1]n) < C( ||f||L2([0,1}n) + ||U||H1([0,1]”) ) (5.40)
O

Lause 5.15. Madaritellaan heikossa mielessa operaattor:
L:H),0,1]") = H),.,([0,1]") siten, etti kaikilla v € H),,([0,1]")

per,0 per,0

(L[u],v) = /[OHH(A(J:)Du(x)) - Du(z)dx.
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Mdaritellaan lisaksi talle kadnteisoperaattori
S:H,,o([0,1]") = Hp,,,([0,1]") siten, etti kaikille f € H,,, ([0,1]")

per,0 D

on S[f] =u e H,,,([0,1]") se funktio, joka on ratkaisee yhtdlon

(Llul,v) = f(@)v(z)de

[0,1]™

kaikilla v € H,,, (([0,1]"). Tdllsin S on kompakti operaattori.

Todistus. Lauseessa 5.8 osoitettiin, etta jokaiselle f € L*([0,1]") on
olemassa yksikésitteinen u € H!, ,([0,1]") joka ratkaisee yhtalon

per,0
(L[u],v) = (f|v), kaikilla v € H,,,([0,1]") (5.41)
kun (- |-) on luonnollinen sisitulo avaruudelle L*([0,1]"). Toisaalta

operaattorille L saadaan myos elliptisyysehtoa kayttamalla arvio
(L[u],u) = / (A(x)Du(x)) - Du(z)dz > )\/ |Du(z)[*dz (5.42)
[0,1]" [0,1]™

ja Poincaré’n epayhtélon 4.28 avulla saadaan oikeasta puolesta sopi-
valle vakiolle C; > 0

A / Du(z)?dz > C, / u(@) 2z = C ul oo
[0,1]™ [0,1]™

ja nyt tdmén avulla saadaan arviota (5.42) muokattua seuraavasti

(Llu, ) 2 Oy lful 7 o, - (5.43)

Yhdistamalla tulokset (5.41) ja (5.43) ja kdyttaméalla Cauchyn ja
Schwartzin epayhtaloa 2.14 saadaan
Ch HUH?P([O,I]") < (Llu),u) = (flu) < ||f||L2([o,1}n) HUHHl([O,l]”)'

Tata epayhtaloa sieventamaélla voidaan suoraan todeta, ettd on ole-
massa vakio Cy € R siten, etta

HuHHl([o,m) < 4 HfHLQ([O,l}”) : (5.44)
Lemman 5.14 avulla tiedetdén, ettd funktiolle u = S[f] patee

HuHH2([O,1]") < O3(Hf“L2([0,1]n) + ||uHH1([0,1]n))

josta edelleen epayhtdlon (5.44) avulla saadaan viimeinkin jollekin
vakiolle C' kirjoitettua

|l 20,170y < C Il 20,1pm) (5.45)

ja koska kayttamalla Rellichin ja Kondrashovin lausetta 4.27 derivaat-
taan Du
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huomataan, ettd HZ,.,([0,1]") on kompaktisti upotettu avaruuteen
H,,.,([0,1]") eli toisin sanottuna epayhtalon (5.45) avulla S(H,,. ([0, 1]™))
on kompaktisti upotettu avaruuteen H;GT’O([O, 1]™). Talléin operaat-

torin S taytyy olla kompakti. O

Nyt kun operaattori S on saatu osoitettua symmetriseksi ja kom-
paktisti voidaan helposti myos osoittaa, etta silla on samanlaisia om-
inaisuuksia kuin yleisella symmetriselld ja kompaktilla operaattorilla
Lauseessa 3.10.

Lause 5.16. Mdaritelldan edelleen heikossa mielessda operaattori
L:Hp,(0,1]") = H),.,([0,1]) siten, etti kaikilla v € H),,([0,1]")

(L[u],v) == /[OHH(A(x)Du(x)) - Du(z)dz,

missd A;; € C([0,1)") kaikilla i, j = (1,2...,n) ja A(x) on symmetri-
nen. Olkoot luvut \; € R ja nditd vastaavat funktiot
0 # w; € HL,.([0,1]") ne, jotka toteuttavat heikossa mielessi yhtilon

per

Lw;(z) = \jw;(x), kaikilla x € [0,1]"
Talloin kaikki L:n ominaisarvot ovat positiivisia ja {w;}32, muodostaa
ortonormaalin kannan avaruudelle H),, ([0, 1]").

Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd jokainen ominaisarvo on ja positii-
vinen. Kun A; on L:n ominaisarvo ja w; tatd ominaisarvoa vastaava
ominaisfunktio patee maaritelman nojalla

/ (A(x)Dw;(z)) - Do(w)dz = ), / w;()o(x)da
[0,1]™

[0,1]"

kaikilla v € H},,,([0,1]"). Erityisesti jos valitaan v = w; tdmé saadaan

kirjoitettua muotoon
/ (A(x)Dw,;(z)) - Dw;(z)dx = /\j/ lw;(z)[*dx. (5.46)
[0,1]" [0,1]"

Toisaalta kayttamalla elliptisyysehtoa ja Poincarén epayhtaloa yhtalon
vasempaan puoleen saadaan

/ (A(x)Dwj(x)) - Dwj(x)dz > /\/ | Dw;(z)|*dx
[0,1]"

[0,1]»

>C lw;(z)*dx >0
[0,1]"
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jollekin positiiviselle vakiolle C' jolloin tdmé yhdistettynd havaintoon
(5.46) huomataan, ettd ominaisarvo A; on positiivinen.

Kannan loytamiseksi kaytetaan Lemmassa 5.15 maériteltya operaat-
torin L ké#nteisoperaattoria S : pero([O ") — H,,,,([0,1]"), joka
on rajoitettu, lineaarinen, symmetrinen ja kompakti. Lemman 4.32
todistuksen alussa osoitettin, ettd avaruudella H'([0,1]") on tihed ja
numeroituva osajoukko ja todistuksesta nahdaan, etta tama sama om-
inaisuus on myds avaruudella H},, ;([0,1]"). Nyt vihdoin Lauseen 3.10
oletukset tayttyvat ja lauseesta saadaan operaattorin S ominaisfunk-
tioista kanta. Tama kanta muodostettiin S:n ominaisvektoreista, mutta
koska naille patee Sw = nw tasan silloin, kun Lw = %w kayvat nama

todistamaan alkuperainen vaite. O

Seuraus 5.17. Olkoon L : H),,([0,1]*) — L*([0,1]") mddritelty kuten
Lauseessa 5.16. Olkoot lisiksi sen ominaisfunktiot {w;}3°,.

Tdlloin jokainen funktio u € H,,([0,1]") voidaan esittid muodossa:

[ee]
E (u|w;)w; + ay,
=1

missd ag = f[o jn W(@)d

Todistus. Lauseen 5.16 nojalla {w;}3°; muodostaa avaruuden H
ortonormaalin kannan, joten on olemassa jono reaalilukuja {a;}2,,
joille funktion (u — ag) € H,,, o([0, 1]") esitykseksi saadaan

u—ag= Z a;wj. (5.47)
i=1

Toisaalta tutkimalla sisdtuloa yhden ominaisfunktion ja funktion w
valilla saadaan kayttamalla sisatulon lineaarisuutta

[e.o]
(u|w;) = Zawzlw] :Zal w;lw;)
1=1

ja koska Lemman 5.16 mukaan {w;}$°; on ortonormaali joukko on
(w;|lw;) = 0 aina kun ¢ # j ja (w;|w;) = 1 aina kun ¢ = j. Siis

(ulw;) = Zai(wile) = a;(w;lw;) = a;

per, 0([07 1]n)
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eli yhtalo 5.47 saadaan kirjoitettua haluttuun muotoon

u = Z(u|wz)wl + ay.

i=1

Esimerkki 5.18. Tutkitaan yhdessa ulottuvuudessa operaattoria

L:H. [0,27] = F(R,R), Lu] = — div(A(z)Du(z))

per,0
kun A(z) on yksikkématriisi I ja n = 1 eli L[u] on Laplacen ope-
raattori L[u] = —%. Télloin L:n normitetut ominaisfunktiot {w;}$2,
ilman reunaehtoa voidaan helposti selvittaa ja ne ovat ovat

2
1

wy, = L cos(E

wy, = Lsin(£x), k parillinen,
x), k pariton,

ja Lauseen 5.16 mukaan néma funktiot muodostavat avaruudelle H,,, (([0, 27])

kannan. Seurauksen 5.17 nojalla jokainen funktio v € H,,.([0,2x])
voidaan esittaa muodossa

u(x) = ag + Z(ak sin(kx) + by, cos(kx)),
k=1
missé ay = (u|sin(kx)), by, = (u| cos(kz)). Tétd kutsutaan funktion u
Fourier'n sarjaksi.

Esimerkki 5.19. Osoittautuu, ettd lammon jakautumista ajan funk-
tiona u(z,t) kuvaa n-ulotteisessa avaruudessa ns. lampoyhtélo

Su(z,t) = Au(z, t) kaikilla (z,t) € R" x (0, 00),
u(z,0) = ug(x) kaikilla x € R™,

missé ajan hetkelld ¢ = 0 mitattu limpdjakauma on ug € Hp,, o(R™).
Tama yhtalo voidaan nyt helposti ratkaista edellisten tulosten avulla.
Laplacen operaattorin ominaisfunktiot wy ja ominaisarvot \; saadaan
yhtéalostéa

—Awk = )\kwk

ja Lemman 5.16 nojalla naiden avulla saadaan funktiolle ug esitys

[e.o]

up(z) = apwy(x)
k=1

missa ap € R, k£ € N. Koska lampoyhtalossa Laplacen operaattori
ei vaikuta funktion u(z,t) aikamuuttujaan voidaan kdyttaa ratkaisuun
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edellisen sarjaesityksen motivoimana yritetta

o0

u(z,t) = Z apwy(z) AeP!

k=1
jonka sijoittaminen itse lampoyhtaloon antaa

0
— - A
tu(az,t) u(z,t)

(St -5 St

Z arpwy(z)ABePt = — Z apwy (1) AeP!
k=1 k=1

josta suoraan saadaan vakio B = —\, ja supistamalla turha vakio A
pois on lampoyhtalon ratkaisu muotoa

u(x,t) = Z arwy(x)e M.
k=1
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