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Té&ssa pro gradu -tutkielmassa esitellddn Jyvéaskylan yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitoksella luennoitavalle kurssille Lineaarinen algebra ja geometria 1
luotu STACK-tehtavikokoelma ja tyoprosessin eri vaiheita. STACK-tehtavit sovel-
tuvat ominaisuuksiensa puolesta juuri matemaattisten tehtévien tekemiseen ja niiden
avulla opiskelijoiden on mahdollista saada yksiloitya palautetta, tukea oppimisessa ja
samalla kehittédd itsendisen tyoskentelyn taitoja.

Tutkielman ensimmaéinen luku késittelee kurssia Lineaarinen algebra ja geometria
1 yleisella tasolla. Luvussa esitellidn myos lineaarialgebran erilaisia esitystapoja ja
pohditaan virhekésitysten merkitystd matematiikan oppimisessa. Toisessa luvussa pu-
reudutaan tarkemmin STACK-tehtédvien luomiseen ja ominaisuuksiin. Seuraavissa lu-
vuissa kiydddn 14pi tehtédvikokoelma aihepiireittiin: Vektorilaskentaa avaruudessa
R", Lineaarinen yhtiloryhma ja Gaussin ja Jordanin menetelmd, Vektoriavaruudet
ja niiden virittdminen, Matriisit ja viimeisend Lineaarikuvaukset. Lukujen sisallot
noudattavat likimain samaa jarjestystd kuin kurssilla ja tehtdvikokoelmaan on va-
littu tehtévid jokaisen luvun keskeisimmisté asiasisélloistéd. Jokaisen luvun aluksi esi-
tellddin matematiikkaa tehtévien taustalla, erityisesti sitd teoriaa, jota tehtédvien te-
kijankin odotetaan tietdvén. Seuraavaksi esitellddn itse tehtavid: kaikkia ei kayda
yksityiskohtaisesti ldpi vaan padpaino on niissa tehtédvissa, joiden sisdltoihin opiske-
lijoilla liittyy virhekésityksid. Kahdeksannen ja viimeisen varsinaisen luvun aiheena
on tehtavikokoelman testaaminen opiskelijoilla, erityisesti sen yhteydessé toteutettu
kysely ja saatu opiskelijapalaute. Tutkielman lopuksi on koottu vield lyhyesti ajatuk-
sia tyOprosessista.

Tehtavikokoelma luotiin syksyn 2019 aikana ja testattiin kurssin opiskelijoilla. Saatu
opiskelijapalaute oli padsaantoisesti positiivista. Tehtavit olivat opiskelijoiden mieles-
ta selkeitd ja monipuolisia, ne testasivat kurssin keskeisié asiasiséltéja ja niisté saatu
palaute tuki oppimista. Osa opiskelijoista kuitenkin koki STACK-jérjestelméan kiyton
haasteelliseksi. Opiskelijapalautteen pohjalta tehtévikokoelmaa on kehitetty ja se on
tarkoitus ottaa kayttoon osaksi seuraavan syksyn kurssia.






Sisalto

Johdanto

Luku 1.
1.1.
1.2.

Luku 2.
2.1.
2.2.

Luku 3.
3.1.
3.2.

Luku 4.

Luku 5.
5.1.
5.2.

Luku 6.
6.1.
6.2.

Luku 7.

Luku 8.
8.1.
8.2.
8.3.
8.4.

Luku 9.
Liite A.
Liite B.

Lineaarinen algebra ja geometria
Kurssin Lineaarinen algebra ja geometria 1 toteutus
Lineaarisen algebran ja geometrian oppiminen ja opetus

Itsetarkistuvat STACK-tehtavat
STACK-jarjestelmé
STACK-tehtavan tekeminen

Vektorilaskentaa avaruudessa R™
Vektoreiden perusominaisuudet
Suorat ja tasot

Lineaarinen yhtaloryhméa ja Gauss-Jordan menetelmé

Vektoriavaruudet ja niiden virittdminen
Lineaarinen riippumattomuus ja aliavaruudet
Avaruuden kanta ja dimensio

Matriisit
Matriisien perusominaisuudet
Ka&anteismatriisi ja determinantti

Lineaarikuvaukset

Tehtédviakokoelman testaaminen
Kyselyn toteuttaminen
Kyselyn tulokset
Pohdinta
Kehitysideoita

Lopuksi
Tehtaviakokoelma

Kysely

Kirjallisuutta

iii






Johdanto

Téasséd pro gradu -tutkielmassa esitelladn Jyvéskyldn yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitoksella luennoitavalle Lineaarinen algebra ja geometria 1 -kurssille
luotu STACK-tehtédvikokoelma ja tyoprosessin eri vaiheita. Tehtdvikokoelma on luo-
tu syksyn 2019 aikana ja se on testattu kurssin opiskelijoilla. Heiltd kerédtyn palaut-
teen pohjalta tehtéavikokoelmaa on kehitetty ja se on tarkoitus ottaa kidyttéon osaksi
seuraavan syksyn kurssia. Tehtévét on koottu Jyviskylédn yliopiston Moodleen, joka
on monella kurssilla kiaytossé oleva sidhkoinen oppimisympéristo.

Tehtévikokoelma on luotu Cambridgen yliopistossa kehitetylla STACK-jarjestelmalla.
STACK-tehtavien ominaisuudet soveltuvat erityisesti matemaattisten tehtavien teke-
miseen. Tehtavét ovat luonteeltaan itsetarkistuvia, eli ne antavat vastaajalle valitto-
mén palautteen ja malliratkaisun. Tehtédvistd saatu palaute riippuu annetusta vas-
tauksesta niin kutsutun vastauspuun avulla. Lisdksi tehtédviin saadaan luotua satun-
naisuutta esimerkiksi méaarittelemélla tehtavissd kaytettiville lukuarvoille vaihtelu-
vili. Siten STACK-tehtavit ovat yksiloityja ja monipuolisia mutta silti ne sdilyvét
saman tasoisina eri vastaajien valilld. Tehtdviakokoelman ja erityisesti tehtavista saa-
tavan palautteen avulla pyritdin oikaisemaan opiskelijoiden yleisimpié virhekasityk-
sid liittyen lineaariseen algebraan ja geometriaan. STACK-tehtavit soveltuvat myos
opiskelijoiden itsendisen tyoskentelyn taitojen kehittdmiseen.

Tehtévakokoelman laatimisen apuna ja tdmén tutkielman ldhteend on kaytetty ope-
tusalan tutkimuksia, joissa on teetetty perustason lineaarisen algebran ja geometrian
tehtavia eri maiden korkeakoulujen opiskelijoilla. Kaikilla tutkimuksiin osallistuneilla
opiskelijoilla on ollut takanaan jo jonkin verran lineaarialgebran opintoja. Tehtévien
avulla on saatu tietoa opiskelijoiden yleisimmistéd virhekésityksista liittyen lineaari-
seen algebraan ja geometriaan.

Tamén tutkielman matemaattinen osa pohjautuu péadsiaantoisesti Theodore Shifri-
nin ja Malcolm R. Adamsin teokseen Linear algebra: a geometric approach. STACK-
jérjestelmén, erityisesti siind kaytettavien HTML- ja MAXIMA-kielien kédytossé ovat
olleet apuna Jyviskylén yliopiston Moodlen ohjeistukset ja Turun yliopiston Mood-
leen laatima STACK-kysymyspankki lineaarialgebran kurssille. Liséksi tdmén tut-
kielman l&hteen& on kéytetty tutkimusraportteja Itd-Suomen yliopistossa toteutetus-
ta ABACUS-projektista sekéa Helsingin yliopistossa kehitetysté tehostetun kiséllioppi-
misen menetelmasti. Kaikki STACK-tehtavit ja opiskelijoille teetetty kysely 16ytyvat
kokonaisuudessaan tutkielman liitteisté.






LUKU 1

Lineaarinen algebra ja geometria

1.1. Kurssin Lineaarinen algebra ja geometria 1 toteutus

Lineaarialgebra on yliopistomatematiikassa merkittéavéssa roolissa. Sen syvillinen
hallinta edesauttaa muiden matematiikan aihealueiden ymmértamistd, on siten avuk-
si opintojen menestyksekkéa#ssd suorittamisessa ja sen sovelluksia 16ytyy tydeldméssé
monilta eri aloilta. Juuri lineaarialgebran soveltuvuuden vuoksi se on otettu osaksi
opinto-ohjelmaa useissa matematiikan opintoja tarjoavissa korkeakouluissa. Téarkey-
destédéin huolimatta lineaarialgebra koetaan kuitenkin usein opiskelijoiden keskuudessa
hyvin haastavaksi matematiikan osa-alueeksi sen abstraktin luonteen takia. Haasta-
vuutta lisdd myos se, etté sellaisenaan lineaarialgebraa ei ennen korkeakouluopintoja
matematiikassa ole paljoakaan késitelty ja opiskelijoiden on vaikeaa muodostaa yh-
teyksid lineaarialgebran kurssien ja aikaisempien matematiikan opintojen vélilld. [12,
sivut 147-148] Osaksi lineaarialgebran opetusta valitaankin usein geometriaa juuri
téstd syystd. Geometrian avulla pystytain hahmottamaan muuten hyvin abstrakteja
lineaarialgebran késitteitd [7, sivu 491].

Lineaarialgebra on monelle opiskelijalle ensimméinen kosketus yliopistomatematiik-
kaan. Ndin on my6s Jyvéskyldn yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella,
kun ensimmaéisen vuoden opiskelijoille on tarjolla matematiikan perusopintoihin si-
saltyva kurssi Lineaarinen algebra ja geometria 1. Kurssin keskeinen asiasisilto ja
osaamistavoitteet on esitelty Jyvéskyldn yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen opetusohjelmassa [8].

e Lineaarialgebran keskeiset késitteet ja niihin liittyvat tulokset todistuksi-
neen.

e Fuklidisen avaruuden lineaarinen ja geometrinen rakenne.

e Lineaarinen yhtaléryhmaé ja sen ratkaiseminen Gaussin ja Jordanin menetel-
malld seké ratkaisujoukon analysointi.

e Lineaarinen riippumattomuus.

e Aliavaruus, kanta, dimensio ja ortogonaalisuus.

e Ortogonaaliprojektio ja Gramin ja Schmidtin ortogonalisointimenetelma.

e Matriisien laskutoimitukset ja determinantti seké niiden ominaisuudet.

e Lineaarikuvaukset ja niiden yhteys matriiseihin.

Syksyn 2019 kurssilla on aikaisempien vuosien tapaan kaksi erilaista suoritustapaa:
vilikokeet tai lopputentti. Vilikokeita jérjestetdén opintojakson aikana kaksi kappa-
letta ja niihin voi kerdtéd lisdpisteitd viikoittaisten harjoitustehtédvien avulla. Téssa
suoritustavassa arviointi perustuu seka vélikokeista ettd harjoitustehtévista saatuihin
pisteisiin. Vaihtoehtoisesti kurssin voi suorittaa pelkastdan lopputentilld, joka maéa-
rittdd sellaisenaan kurssista saadun arvosanan. [8]
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4 1. LINEAARINEN ALGEBRA JA GEOMETRIA

Harjoitustehtédvit tehdddn padsddntoisesti paperisena versiona ja niitd kaydaan la-
pi yhdessa opettajan johdolla harjoitusryhmissd. Téma menetelméa on kéytossa lahes
jokaisella matematiikan kurssilla. Tyypilliseen tapaan kurssin harjoitustehtavia ratko-
taan viikoittain, luentojen ja uuden aiheen esittelyn jalkeen. Harjoitustehtévéat koos-
tuvat seké laskennallisista tehtédvistd ettd todistustehtédvistd. Monesti laskennalliset
tehtavit ovat kuitenkin hyvin mekaanisia ja niiden ldpikdyminen harjoitusryhmissé
on aikaavievid. Jalkimmaéinen tehtédvatyyppi on monelle opiskelijalle uusi. Todistus-
tehtavit koetaan usein yliopisto-opintojen alussa haastaviksi ja tutut laskennalliset
tehtavat miellyttaviksi, silla niithin on keskitytty myos aikaisemmissa matematiikan
opinnoissa [12, sivu 149]. Lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan todistami-
nen on osana vasta matematiikan pitkédn oppiméaran syventavaa kurssia Lukuteoria ja
todistaminen (MAA11). Kyseisen kurssin tavoitteena on tutustua todistusperiaattei-
siin ja harjoitella todistamista. [14, sivu 135] Osana téta pro gradu -tutkielmaa tehdyn
STACK-tehtéviakokoelman avulla laskennallisten tehtéavien ldpikdymista voidaan au-
tomatisoida ja télloin esimerkiksi harjoitusryhmissé ajan voi kidyttad tehokkaammin.
Lineaarinen algebra ja geometria 1 on perusopintotason kurssi, joka sisdltdad todis-
tustehtavien lisdksi myos paljon mekaanisia laskutehtévia. Lisdksi kurssilla on suuri
osallistujaméaéra, joten yksiloityad ohjausta on tarjolla vihdn moniin muihin matema-
tiitkan kursseihin verrattuna, joten kurssi soveltuu hyvin STACK-tehtévikokoelman
kéayttoonottoon.

Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksella vastaaville kursseille,
joissa on isoja opiskelijaméérié, on otettu kayttoon niin sanottu tehostetun kisélliop-
pimisen menetelmé, jonka avulla pyritddn tarjoamaan suuresta opiskelijaméérasté
huolimatta myos yksiloityd ohjausta. Kurssien resursseja on suunnattu harjoitusteh-
tavien tekovaiheeseen. Opiskelijat saavat kurssin opettajalta ja ohjaajilta tukea tehté-
vien tekemiseen ja niistd annetaan viikoittain palautetta opiskelijalle kirjallisesti. Li-
siksi opiskelijat tekevit jo ennen luentoja perustason tehtévid, joiden avulla tutustu-
taan uuteen aiheeseen ja siten luennoilla ajan voi kayttaa tehokkaammin. Menetelmén
kéayttoonoton myotda monilla matematiikan kursseilla perinteisistd matematiikan har-
joitusryhmista on luovuttu kokonaan ja luentojen mééraéa on pystytty viahentdméan.
Eli vaikka opiskelijan itsenéisen tyoskentelyn mééra on tietyilla kursseilla lisdantynyt,
on sithen kéytettavissd enemmén aikaa eikéd heidan tarvitse selviytyé tehtavistdaan yk-
sin. [18, sivut 36-38] Myos STACK-tehtavid opiskelijoiden on tarkoitus tehdé kurssin
edetessd jo ennen luentoja. Niiden avulla tutustutaan uuteen aiheeseen ja vahviste-
taan peruskéasitteiden ja méaéritelmien hallintaa. STACK-tehtédvien tarkoitus ei ole siis
korvata perinteisid harjoitustehtévid vaan tdydentdd niitd ja tukea oppimista.
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1.2. Lineaarisen algebran ja geometrian oppiminen ja opetus

STACK-tehtdvid laadittaessa ldhteend on kédytetty eri opetusalan tutkimuksia,
joissa késitelladn opiskelijoiden yleisimpid virhekasityksié liittyen lineaarialgebraan.
Kuten matematiikassa yleisesti, myos tasséd tutkielmassa termilla virhekdsitys ei vii-
tata opiskelijan satunnaisesti tekeméén yksittédiseen virheeseen. Virhekasityksella tar-
koitetaan opiskelijan, yleensa toistuvasti tekeméd, vadrasta tiedosta johtuvaa virhetté,
johon vaikuttaa opiskelijan aikaisempi tieto ja omat kokemukset. Yksittiiset virheet
ovat usein seurausta siitd, ettei opiskelija ole ymmaértanyt asiaa ja tiedostaa tilanteen
todennékoisesti myos itse. Sen sijaan virhekésitysta opiskelija ei vilttaméatta edes it-
se tunnista virheelliseksi. [12, sivu 150] Virhekésitykset eivit negatiivissavytteisesta
nimestddan huolimatta ole kuitenkaan aina huono asia vaan luonnollinen osa ajatus-
prosessia ja osoitus siitd, ettd opiskelija yrittdéd soveltaa aikaisemmin omaksumaan-
sa tietoa uudessa tilanteessa. Matematiikan oppimisen kannalta keskeisessé roolissa
on juuri yhteyksien 1gytdminen eri aihealueiden vélille. [10, sivu 133] Osana tété
tutkielmaa luotu tehtédvakokoelma pyrkii huomioimaan yleisimmét virhekésitykset ja
ohjaamaan opiskelijaa oikeaan suuntaan eriyttivian palautteen avulla.

Abstrakti Algebrallinen

Lineaarialgebra

Geometrinen

Kuva 1.1. Lineaarialgebran kolme eri esitystapaa.

Lineaarialgebra voidaan jakaa kolmeen eri esitystapaan: abstrakti, algebrallinen ja
geometrinen (kuva 1.1). Abstrakteja késitteitd ovat muun muassa vektoriavaruus, ali-
avaruudet, lineaarinen verho ja virittdminen. Algebralliseen joukkoon liitetdin mat-
riisit, determinantti ja lineaarisen yhtaloryhmén ratkaiseminen. Geometriseen esitys-
tapaan kuuluvat esimerkiksi tasojen ja suorien leikkauspisteet, erityisesti avaruuksissa
R? ja R3. [12, sivu 150]. Eri esitystavat eiviit myoskiin ole toisistaan irrallisia. Esi-
merkiksi vektori voidaan néhdé algebrallisen ajattelun kautta jérjestettyné n:n reaa-
liluvun jonona, geometrisesti vektoreita kuvataan nuolina, joilla on pituus ja suunta,
ja abstraktisti ne ovat vektoriavaruuden objekteja, jolla on tietyt ominaisuudet.[6,
sivut 269-271] Kaikki kolme esitystapaa ovat hyodyllisié eri tilanteissa ja niiden yh-
disteleminen auttaa ymmértaméain lineaarialgebraa paremmin [13, sivu 72]. STACK-
tehtavissa onkin pyritty yhdisteleméén eri esitystapoja mahdollisimman paljon.



6 1. LINEAARINEN ALGEBRA JA GEOMETRIA

Monelle opiskelijalle esitystavasta toiseen siirtyminen ei kuitenkaan ole luontevaa [16,
sivu 212]. Nykyajan koulussa matematiikan opetuksessa algebra on abstraktia esi-
tystapaa enemmaén esilld [13, sivu 73|. Lineaarialgebrassa, esimerkiksi matriisin de-
terminantin laskemisessa itse ratkaisua merkityksellisempéé ja kiinnostavampaa on
saadun determinantin ominaisuudet. Lisdksi on hyva ymmértdd myos algoritmi las-
kutoimitusten taustalla. [6, sivu 267] Siirtyminen esitystavasta toiseen ja useamman
kuin yhden hallitseminen kerralla ndhd&édn hedelméllisenéd oppimisen kannalta ja tés-
sé siirtymisessd esimerkiksi teknologiaa voidaan hyodyntdad [6, sivu 270]. On selvéé,
ettd teknologia on kehittynyt nopeasti ja sen mahdollisuudet osana opetusta ovat laa-
jalti tunnettuja. Erilaisten sovellusten laaja kirjo ja niiden kéytostd osana opetusta
ja oppimista tehty véhdinen tutkimus tekevét aiheesta kuitenkin haasteellisen. [6, si-
vut 261-263] Liséksi monet sovellukset hyodyntavit ohjelmointikielid, joiden kéytto
ei ole opiskelijoille entuudestaan tuttua. [6, sivu 267|. Ei ole siis yksiselitteistd, miké
tekee tietystéd sovelluksesta tehokkaan juuri tiettyyn opetustilanteeseen tai opetetta-
vaan aiheeseen. [6, sivut 261-263] Seuraavassa luvussa pohditaan tarkemmin, miksi
juuri STACK-tehtévét soveltuvat ominaisuuksiensa puolesta osaksi lineaarialgebran
oppimista ja opetusta.



LUKU 2

Itsetarkistuvat STACK-tehtiavat

STACK-tehtaviakokoelma on luotu Jyvéskylan yliopiston Moodleen, joka on mo-
nella kurssilla kaytosséa oleva sédhkoinen oppimisympéristé. Moodlessa voi laatia teh-
tavid Cambridgen yliopistossa kehitetylla STACK-jarjestelmalld, joka soveltuu omi-
naisuuksiltaan erityisesti matemaattisten tehtédvien luomiseen. Moodlessa saa yhdel-
le kurssille rakennettua erilaista opetusmateriaalia erityyppisten kysymysten avulla
(kuva 2.1), mutta kaikki tdmén tehtavikokoelman kysymystyypit ovat nimenomaan
STACK-tehtévid ja jokaisen tehtédvén laadinnassa on hyédynnetty sen ominaisuuksia.

2.1. STACK-jarjestelmé

Monivalinta
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Veda merkki ku...
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Veda sanat tek...

Valitse lisattava kysymystyyppi
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Lyhytvastaus

B

Essee

24
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Matemaattinen...

+

Veda kohde ku..

2%2
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Yksinkertainen ...

STACK tarjoaa
matemaattisia tehtavia
Moodlen tentteihin. Ne

kayttavat symbolisen

laskennan ohjelmistoa
opiskelijoiden
vastauksien

tarkistuksessa.

Kuva 2.1. Lista erilaisista kysymystyypeisté, joita Moodlessa pysty-

taan luomaan.

STACK-jarjestelméssa on kiytossa HTML- ja MAXIMA-kielet. Kuvia ja graafeja
tehtaviin saa lisdttyd JSXGraph-kirjaston avulla. Sana STACK on lyhenne englan-
nin kielen sanoista System for Teaching and Assessment using a Computer algebra
Kernel ja tarkoittaa siis tietokonealgebrajérjestelméd, joka on luotu opettamisen ja

7




8 2. ITSETARKISTUVAT STACK-TEHTAVAT

arvioinnin avuksi. STACK-jérjestelmén taustalla toimiva MAXIMA on myos tieto-
konealgebrajarjestelmé, jonka avulla tehtédviin voidaan kirjoittaa matemaattista teks-
tid, kuten tdmaén kurssin kannalta oleellisia vektoreita, matriiseja ja yhtaloryhmia.
Myos opiskelijoiden antamat vastaukset jarjestelmé tarkistaa juuri MAXIMAN avul-
la vertaamalla syotteitd opettajan laatimiin malliratkaisuihin. [17, sivu 24| Syotteité
voidaan kayttdd myos erilaisiin matemaattisiin operaatioihin. Kuten muiden tietoko-
nealgebrajérjestelmien, myos STACK-tehtédvien etuina on, ettd niihin saadaan luotua
vaihtelua ja niiden avulla opiskelijoiden on mahdollista saada yksiloityd palautetta.
Haasteellisen niiden kéytosta tekee aika: jarjestelmén omaksuminen vaatii tyotéa niin
opettajilta kuin opiskelijoiltakin. [17, sivu 8]

Téamaé tehtdvikokoelma on laadittu kurssille Lineaarinen algebra ja geometria 1, jol-
le osallistuu vuosittain suuri mééréa sekd pédaine- ettd sivuaineopiskelijoita. T&ll6in
samantasoisten mutta samalla monipuolisten ja vaihtelua sisdltdvien sdhkoisten teh-
tdvien luominen voi olla haasteellista. Esimerkiksi joillakin kursseilla on kédytossé iso
tehtavéapankki, josta jokaiselle kurssilaiselle arvotaan tietty méaéréa tehtéavia. Talloin
vaistamaétta toiset opiskelijat saavat helpompia tehtéavia kuin toiset. Tehtévien tekemi-
nen vaikuttaa usein kurssiarvosanaan, miké ei tdméntyyppisessd satunnaistamisessa
olisi oikeudenmukaista. STACK-jérjestelméssi on kiytossa ominaisuus, jolla tehtéaviin
saa luotua satunnaisuutta ilman, ettd tehtdvén sisélto tai vaativuustaso muuttuvat
merkittavisti [17, siva 25]. Esimerkiksi tehtdvénannoissa esiintyville luvuille voidaan
médritelld vaihteluvali. Talloin on hyvin epdtodennékoista, ettd kahdella opiskelijalla
olisi tdysin sama tehtédva ja siten plagioinnin mahdollisuus pienenee. STACK-tehtéavét
eivit siltikdan vahenné yhteistyon merkitysta. Tehtdvén voi edelleen ratkaista yhdes-
sé, silld se on eri vastaajilla jotain satunnaistettua ominaisuutta lukuun ottamatta
muuten tédysin sama, mutta silti jokainen opiskelija on vastuussa myods omasta vas-
tauksestaan ja oppimisestaan.

Vaikka STACK-tehtévid ei ole tarkoitus kdydéa lapi perinteisissi matematiikan har-
joitusryhmissé, opiskelija saa jokaisesta vastauksestaan palautteen ja malliratkaisun.
Palautteesta saadaan yksiloityd niin kutsutun vastauspuun avulla, joka on STACK-
jarjestelmén merkittdvimpid ominaisuuksia. Tehtdvén laatija voi ennakoida opiskeli-
joiden "todennékoisimmaét” vadrit vastaukset ja yhdistéda niihin valmiiksi haluamansa
palautteen. Esimerkiksi téssa tehtavikokoelmassa eriyttavia palautetta on laadittu
eri opetusalan tutkimuksien avulla selvitettyjen yleisimpien virhekésitysten perus-
teella. Palautteen on tarkoitus olla eteenpéin ohjaavaa ja opiskelija voi palautteen
avulla yrittda tehtdvad vield uudelleen. Malliratkaisun opiskelija saa palautettuaan
koko tehtédvén ja se on kaikille opiskelijoille yhteinen, vastauksista riippumatta. Har-
joitustehtavissé, erityisesti niita lapikdydesséd harjoitusryhmissa, yksiloity palaute voi
jaada saamatta ja opiskelijoiden vastauksista mahdollisten virheiden huomaaminen
voi olla haastavaa. STACK-jarjestelmé tunnistaa my0s sieventdmaéttomét vastaukset.
Yksi jarjestelmén etu on myos se, ettd myos opettaja saa vélittomén palautteen opis-
kelijoiden suoriutumisesta ja voi itse maééaritelld, miten haluaa painottaa pisteytysta
eri tehtavissa.
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Toisin kuin perinteiset harjoitustehtivit, tdma STACK-tehtavapaketti ei sisélld to-
distustehtévii, joiden tekemiseen jarjestelmé ei helposti sovellu. Sen sijaan STACK-
tehtaviat keskittyvat peruskésitteiden ja méadritelmien hallintaan ja mahdollisten vir-
hekésitysten oikaisemiseen. Jokainen tehtdvikokoelman tehtdvéd on rakennettu har-
kiten siten, ettd tehtdvanannot ovat selkeitd ja loogisia ja jokaisessa tehtédvéssd on
malliratkaisun liséiksi mukana myo6s yksiloityd palautetta. Tehtdvikokoelma siséltaé
yhteensd 40 tehtévad, eli noin viidestd kymmeneen tehtévéad aihealuetta kohti. Yksi
tehtévé sisdltdd ldhes aina useamman alakohdan. Kaikki tehtédvéat on koottu liittei-
siin ja niihin viitataan tdmén tutkielman tulevissa luvuissa, eli tehtévia késiteltdessé
niiden kuvia ei ole upotettu tekstin sisdlle. Liitteissd tehtédvit ovat sellaisina, kuin
ne nakyvat opiskelijalle. Lisdksi on térkedd muistaa, ettd tdhin tutkielmaan valitut
kuvat tehtédvistd ovat satunnaisten lukujen vuoksi siis vain yksi mahdollinen versio
kyseisestd tehtavasta.

2.2. STACK-tehtiavan tekeminen

Téssé kappaleessa kidydéaan ldpi yhden STACK-tehtavan luominen esimerkin omai-
sesti. Kappaleessa keskitytdéan erityisesti jarjestelmén ominaisuuksiin ja MAXIMA-
kielen kdyttoon. Luvuissa 3-7 esitelldén tehtavit aihepiireittéin, niihin liittyvia virhe-
késityksid ja matematiikkaa niiden taustalla. Téasséd kappaleessa kerrottujen ohjeiden
lahteend on kaytetty Jyviskylan yliopiston Moodlen STACK-tehtava -ympéaristoa.

Valitaan esimerkiksi ensimméinen tehtévé, joka kisittelee vektorisummaa ja skalaa-
rimonikertaa. Tehtédva on nékyvissd kokonaisuudessaan liitteissd. Kun halutuksi teh-
tavétyypiksi on valittu STACK-tehtava (kuva 2.1), voi tehtavélle valita nimen ja ka-
tegorian, johon se kuuluu (kuva 2.2). Esimerkiksi saman kurssin kaikki tehtavat voi
tallentaa samaan kategoriaan, josta niitd voi ottaa kayttéon myos muilla kursseilla.

Lineaarinen algebra ja geometria 1

Muokataan STACK tehtavaae

Yleiset

Nykyinen kategoria Nykyinen kategoria  Saulin tehtiviat (40) @ Kiyta tita kategoriaa

Tallenna kategoriaan

Saulin tehtavat (40) s

Kysymyksen nimi o 1. Vektorit: vektorisumma, skalaarimonikerta

Kuva 2.2. STACK-tehtdavén tekeminen aloitetaan nimen ja kategorian
valinnasta.

Seuraavaksi STACK-tehtdvaan maaritelldaén muuttujat, joihin voidaan viitata teh-
tavin muissa osissa (kuva 2.3). Témén tehtdvan muuttujissa on mééritelty vektorit
u, v ja w seké skalaarit a, b ja c. Lisdksi tehtdvan muuttujissa on médritelty opettajan
vastaukset, jotka voidaan ilmoittaa jo maédriteltyjen muuttujien avulla.
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Tehtavan muuttujat e u: [rand_with_step(2,10,1), rand_with_step(-4,-1,1)]
v : [rand_with_step(-10,-5,1), rand_with_step(2,10,1)]

w : [rand_with_step(-5,-1,1), rand_with_step(1,5,1)]

Kuva 2.3. STACK-tehtdavan muuttujiin voidaan viitata tehtdvan seu-
raavissa vaiheissa.

u : [rand_with_step(2,10,1), rand_with_step(-4,-1,1)]
v : [rand_with_step(-10,-5,1), rand_with_step(2,10,1)]
w : [rand_with_step(-5,-1,1), rand_with_step(1,5,1)]

a : rand_with_prohib(-5,5, [
b : rand_with_prohib(-5,5, [
c : rand([-4,-3,-2])

-1,0,11)
-1,0,1,a])

3

tansl : utv
tans2 : a*u
tans3 : bxv
tans4 : c*w

Vektoreissa u, v ja w on maéritelty ensimméinen ja toinen komponentti erikseen.
Komento "rand_with_step(2,10,1)” tarkoittaa, ettd kyseinen komponentti arvotaan
lukujen 2 ja 10 véliltd, yhden luvun vilein. Mahdollisia lukuja ovat siis 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8,9 ja 10. Komento "rand_with_prohib(-5,5,[-1,0,1])” tarkoittaa, ettd skalaari on
arvottu lukujen -5 ja 5 vililtd, mutta kiellettyja lukuja ovat -1, 0 ja 1. T&ll6in mah-
dollisia lukuja ovat siis -5, -4, -3, -2, 2, 3, 4 ja 5. Jos lukujen mééra ei ole iso, tai ne
eiviit sijaitse lahelld toisiaan, voidaan ne mééaritelld komennolla "rand([-4,-3,-2])”, eli
kyseinen skalaari on joko luku -4, -3 tai -2. Ensimméinen opettajan vastaus "tansl”
madrittelee tehtavin ensimmaéisen kohdan vastaukseksi vektoreiden # ja v summan.
Kun tehtdvanannossa on satunnaistettuja elementtejé, ei malliratkaisu voi olla jokin
tietty luku vaan sen taytyy riippua satunnaistetuista muuttujista. Lopuksi jarjestel-
mé vertaa opiskelijoiden antamia vastauksia opettajan laatimiin malliratkaisuihin ja
siten madrittelee opiskelijan vastauksen joko oikeaksi tai vaardksi.

Seuraavaksi tehtdvaan kirjoitetaan kysymysteksti (kuva 2.4). Toisin kuin tehtévin
muuttujalista, kysymysteksti tulee nidkyviin myos opiskelijalle ja se toimii tehtavin-
antona ja vastauskenttind. Kysymystekstissd voidaan kuitenkin hyddyntéaa edellises-
sé kohdassa méériteltyjd muuttujia viittaamalla niihin komennolla "{@. .. @Q}” jossa
@-merkkien viliin asetetaan haluttu muuttuja. Jos muuttujassa on useampi kompo-
nentti, kuten vektoreissa, voidaan niihin viitata termeilla "[1]” ja ”[2]” vastaavassa
jarjestyksesséd muuttujan perassa.
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Kysymysteksti 0 o <p><strong>a)</strong> Madrita \(\bar{u}+\bar{v}\), \@\bar{u}\) ja \(b\barfv}\) kun \

(\bar{u}=({@u[1]l@}, {@u2]@})\) ja \(\bar{v}=({@v[1]@}, {@V[2]@})\) ovat avaruuden \
(\mathbb{R}*{2}\) vektoreita seka \(a={@a@}\) ja \(b={@b@}\) ovat reaalilukuja.</p>

<p>\(\bar{u} + \bar{V}\) = ([[input:ans1_1]] , [[input:ans1_2]] ) [[validation:ans1_1]]
[[validation:ans1_2]] [[feedback:prt1]]</p>

<p>\(a\bar{u}\) = ([[input:ans2_1]], [[input:ans2_2]] ) [[validation:ans2_1]]
[[validation:ans2_2]] [[feedback:prt2]]</p>

<p>\(b\bar{v}\) = ([[input:ans3_11], [[input:ans3_2]] ) [[validation:ans3_1]]
[[validation:ans3_2]] [[feedback:prt3]]</p>

<p>&nbsp;</p>
<p><strong>b)</strong> Olkoon \(\bar{w}=({@w[1]@}, {@w[2]@})\) avaruuden \

HTML-muoto s

Kuva 2.4. STACK-tehtévén kysymysteksti, joka tulee nédkyviin myos
opiskelijalle.

\ (\bar{u}=({e@u[1]@}, {eu[2]@})\)

Tehtavanannon lisdksi kysymystekstiin tulee mééritella vastauskentdt ja niihin
liittyvét syotteen tarkistuksen késittelyelementit.

<p>\(\bar{u} + \bar{v}\) = ([[input:ansi_1]] , [[input:ansl_2]] )
[[validation:ans1_1]] [[validation:ans1_2]] [[feedback:prt1]]1</p>

Vastauskenttd annetaan komennolla ”[[input:ans1]]”, jossa "ansl” viittaa opiske-
lijan antamaan ensimmaéiseen vastaukseen. Jos yhteen vastaukseen liittyy useampi
vastauskenttd, merkitddn ne alaviivan avulla. Esimerkiksi jos vastaus on vektori,
niin molemmille komponenteille voidaan méaérittdda omat vastauskentét. Komennolla
"[[validation:ans1]]” opiskelija voi tarkastella omaa vastaustaan ja komento "[[feed-
back:prt1]]” vertaa syotetta madriteltyyn malliratkaisuun ja antaa siihen liitetyn pa-
lautteen.

Tehtavain voidaan liittad grafiikkaa JSXGraph-kirjaston avulla. Kuvien avulla, erityi-
sesti interaktiivisilla tehtévilla lineaarialgebran geometrista esitystapaa voidaan yh-
distédé algebralliseen esitystapaan.

[[jsxgraph input-ref-ans4=’ans4’]]

var board = JXG.JSXGraph.initBoard(divid, {boundingbox:

[-10, 10, 10, -10], axis: true, showCopyright:false, grid: truel});
var pl = board.create(’point’, [0,0], {size: 2, color:’red’,
name:’A’, showInfobox:true, snapToGrid:true});

var vl = board.create(’line’, [[0,0],p1],{color: ’red’,
straightFirst:false, straightLast:false, lastArrow:truel});
stack_jxg.bind_point(ans4, pl);

board.update() ;

[[/jsxgraph]]
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Talla koodilla on luotu tehtavédn interaktiivinen koordinaatisto, jossa opiskelija
pystyy kuvaa muokkaamalla vastaamaan tehtdvédn neljanteen kohtaan. Koordinaa-
tiston z- ja y-akselit ovat molemmat lukujen -10 ja 10 vililla ja siind on nakyvissi
myd6s vastaamista helpottava ruudukko. Koordinaatistoon on luotu kaksi muuttujaa
“var pl” ja "var v1”. Ensimmaéinen muuttuja on mééritelty pisteeksi, jolle on annettu
koordinaatit (origo), koko, véri ja nimi. Liséksi pistettd liikuttaessa sen koordinaa-
tit tulevat ndkyviin ja se tarrautuu lihimpéin kokonaislukuun. Toinen muuttuja on
médritelty suoraksi, joka kulkee origon ja pisteen pl kautta. Myts muodostunut suora
on punainen. Suora on maédritelty siten, ettd siitd on nékyvissé vain pisteiden viliin
jaava osa, eli jana, jonka toisessa pédsséd on nuoli. Télloin suoran avulla koordinaatis-
toon saadaan luotua vektori. Opiskelijan antama syote "ans4” on sidottu pisteeseen
pl, jota liikuttelemalla opiskelija voi piirtdé koordinaatistoon vektorin, joka on suo-
raan myos tehtivin vastaus.

Seuraavaksi STACK-tehtdvadn voi madritellda pisteytyksen - paljonko on kunkin teh-
tavén oletuspisteet ja kuinka paljon niistd vihennetéddn jokaisella vaaralla vastausyri-
tykselld. Palautetta tehtéavissd on kahdenlaista: yleisté ja eriyttdvéa palautetta. Mo-
lemmissa palautteissa hyodynnetdan MAXIMA-kielté ja esimerkiksi tehtdvien muut-
tujiin viittaaminen on mahdollista. Yleinen palaute tulee opiskelijalle ndkyviin tehté-
vén viimeisen yrittdmisen jilkeen, eiké se riipu opiskelijan antamasta vastauksesta.
Sithen on hyvé kirjoittaa esimerkiksi tehtdvén malliratkaisu ja muita tédrkeitd huo-
mioita tehtévistd (kuva 2.5). Sen sijaan eriyttdvé palaute tulee ndkyviin jokaisen
vastausyrityksen jédlkeen ja on riippuvainen opiskelijan vastauksesta. Eriyttava pa-
laute mééaritelliin myohemmin vastauspuiden yhteydessa.

Yielhenipabauite @ <p-\((feultlel, {eul2le) + ([@ville}, (evi2le@l) =&nbsp;(@ul1]@] + (@vi1le), -
{@u[2]@}&nbsp:+ {@v[2]@}) = ({@tans1[1]@}{@tans1[2]@}\)&nbsp;</p>

<p><span style="line-height: 1.231;">\({@a@} \cdot ({@u[1]@},
{@u[2]@})=&nbsp;&nbsp;({C
(f@tans2[1]@}, [@tans2[2]@])\)</span></p>

@]\cdot{@u[1]@], {@a@]\cdot({@u[2]@})) =&nbsp;

\cdot ([@v[1]@},
), {@b@}\cdot{@v[2]@]) =&nbsp; -

<p><span style="line-height: 1.231;">\({¢
{@v2]@})=&nbsp;&nbsp;({@b@]\cdot({@v[1
([@tans3[1]@}, {@tans3[2]@})\).</span=</p>

HTML-muoto -

Kuva 2.5. Palautetta pystyy antamaan seké yleisesti ettd yksiloidysti.

Alussa tehtédvien mallivastaukset méaariteltiin muuttujina. Esimerkiksi "tans1” méaé-
riteltiin vektoreiden u# ja v summaksi. Seuraavaksi ndmé muuttujat pitdd yhdis-
taa opiskelijan antamiin vastauksiin. Riippuen tehtédvéstd, vastaus voi olla montaa
eri tyyppid. Téassé tehtavikokoelmassa kéytettyja vastaustyyppeja ovat algebrallinen
lauseke, matriisi, oikein/vidrin ja yksittdinen merkki. Algebrallinen lauseke on eni-
ten kéytetty tehtdvityyppi ja se soveltuu nimensd mukaisesti erilaisten lausekkeiden
syottdmiseen. Vastauskenttd voi nayttdd myos matriisilta, jolloin opiskelija voi syot-
td4 suoraan omiin ruutuihinsa jokaisen matriisin alkion. STACK-jarjestelmalld voi
luoda myo6s oikein/vadrin -kysymyksié, jolloin opiskelija valitsee oikean vaihtoehdon
pudotusvalikosta. Yksittdinen merkki soveltuu esimerkiksi sellaisiin tehtaviin, joissa
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vastaukseksi pitdd antaa oikeaa vastausta vastaava numero tai kirjain. Talloin teh-
tavan vastaus ei kérsi esimerkiksi ylimé&aréisista turhista merkeista. Tyypisté riippu-
matta, kaikille vastauksille tulee méaritelld useita eri ominaisuuksia, joita ovat muun
muassa mallivastaus, johon opiskelijan syotettd verrataan, vastauskentén pituus ja
kiytettavi syntaksi (kuva 2.6). Muita hyvid ominaisuuksia ovat muun muassa tiet-
tyjen merkkijonojen kieltdminen vastauksissa tai tehtédvéltd voi vaatia supistettua
muotoa.

Vastaus: ans1_1

Vastauksen tyyppi 2] Algebrallinen lauseke &
Mallivastaus (2} tans1[1]

Vastauskentén pituus e 4

Maxima-syntaksi (2] Kylld &

Kuva 2.6. STACK-tehtavien vastauksissa maariteltavia ominaisuuksia.

Vastauksiin liittyvit myos STACK-tehtdvien keskeinen ominaisuus, vastauspuut
(kuva 2.7).

Kysymyksen arvo 1
Automaattinen sievennys (2] Kylls +
Palautteen muuttujat (2]

Tama vastauspuu kasitellaan, jos opiskelija vastannut kenttddn ans1_1, ans1_2

Kuva 2.7. STACK-tehtéviin voidaan luoda eriyttavai palautetta vas-
tauspuun avulla.

Vastauspuiden avulla tehtédviin voidaan luoda opiskelijoiden vastauksista riippu-
vaa palautetta. Vastauspuissa voidaan kéayttdaa tehtdvin laadinnassa jo aikaisemmin
kéytettyjd muuttujia tai luoda uusia. Esimerkiksi kuvan 2.7 vastauspuu liittyy opiske-
lijan ensimmaéiseen vastaukseen (vektorin molempiin komponentteihin). Vastauspuu
luodaan solmujen avulla. Ensimmaéiseen vastaukseen liitettévéssa vastauspuussa sol-
muja on kaksi. Ensin opiskelijan vastausta "[ans]_1,ans1_2]” verrataan solmussa yksi
médriteltyyn mallivastaukseen, joka on tehtdvin oikea ratkaisu. Mikéli ndméa vas-
taukset ovat samat, opiskelija saa yhden pisteen eiké jérjestelmé siirry seuraavaan
solmuun. Opiskelija saa my0s tiedon ja palautteen oikeasta vastauksestaan. Jos taas
vastaus ei ole oikein, jirjestelmé vertaa sité seuraavan solmun mallivastaukseen. Téa-
hén kenttddn on esimerkiksi kuvassa 2.8 kirjoitettu opiskelijan mahdollisesti tekemé
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virhe. Mikéali opiskelijan vastaus on "oletettu” véaira vastaus, opiskelija saa siité eri-
tyisen palautteen, joka lukee kohdassa "Solmun 2 palaute, jos vastaus on oikein”.
(Vastaus ei siis ole tehtdvén kannalta oikein, niin kuin solmussa yksi, vaan tdmén
solmun mallivastauksen kanssa yhtapitdava vastaus.) Tamé palautekenttéd on eriytta-
misen kannalta oleellinen. Siihen voi kirjoittaa esimerkiksi vinkkeja ja ohjeita opiske-
lijalle mahdollisista virheisté ja miten tehtédvassd kannattaisi edeté, jos yrityskertoja
on jaljelld. Mikéli opiskelijan vastaus ei ole ollut kumpikaan mallivastauksista, ei teh-
tavan oikea vastaus eiké oletettu vadra vastaus, jarjestelmé siirtyy kohtaan "Solmu
2, jos vastaus on vadrin”. Koska kolmatta solmua ei vastauspuussa ole, jarjestelmé
pysédhtyy tdhén ja opiskelijan antama vastaus tulkitaan véaardksi. Eriyttavia palau-
tetta tastd vadrastd vastauksesta ei anneta, koska sitd ei ole kyseiseen vastaukseen
madritelty. Eriyttavia palautteita erilaisista vastauksista voidaan laatia miten paljon
tahansa.

Solmu 1

Vastaustesti  AlgEquiv ¢  SAns  [ansl_1.ansi 2] TAns  tansl Testin lisavalinnat Hiljainen  Kylld ¢
SRR S LD Mod = 4 | Pisteet 1 Rangaistus Seuraava [stop] 4 Vastauksentunnus prt1-1-T
Solmun 1 palaute, jos vastaus on oikein
Vi
HTML-muoto :
Solmu 1, jos vastaus on védrin Mod = & Pisteet 0 Rangaistus Seuraava Solmu2 &  Vastauksentunnus prt1-1-F
Solmun 1 palaute, jos vastaus on vaarin
Y
HTML-muoto :
Poista solmu 1
Solmu 2 + Taufs e : e
Vastaustesti  AlgEquiv 4 SAns [ansl_l.ansl 2] TAns  [u[1]+u[2], v[1]+v[Z = Testin lisivalinnat Hilainen Kylla &
SoliZfon =t isuiolke T Mod + % | Pisteet 0 Rangaistus Seuraava [stop] 4  Vastauksentunnus prt1-2-T

Solmun 2 palaute, jos vastaus on oikein <p>Olet mahdollisesti laskenut vektorin ensimmiisen ja toisen komponentin yhteen,

HTML-muoto 3
Solmu 2, jos vastaus on vaarin Mod = & Pisteet 0 Rangaistus Seuraava [stop] 4  Vastauksentunnus prt1-2-F
Solmun 2 palaute, jos vastaus on vaarin
Pz
HTML-muoto s

Poista solmu 2

Kuva 2.8. STACK-tehtdvien vastauspuut rakennetaan solmujen avulla.

a) Maaritd w + v, aujabv kun u = (4, —3) jav = (—T, 5) ovat I
avaruuden B2 vektoreita seki @ = 4 jab = 2 ovat reaalilukuja. |
u+v=(3 .2 )

Vastaus on oikein. 5|
at = (16 ,|-12 )

Vastaus on oikein.
bv =(-14 .10 )
Vastaus on oikein.

b) Olkoon @ = (—2, 3) avaruuden R? vektori. Piirri koordinaatistoon
vektori —3aw lilkuttamalla pistetts A.

Koordinaatistoa voi liikutella ja sen kokoa voi muuttaa koordinaatiston

oikeasta alakulmasta I8ytyvilld nappaimilla. = F & 1

—3iw =|[-6,-9]
Vastaus on vaarin.

Olet kertonut vektorin w ensimmaisen komponentin va3rin. Ole tarkkana
etumerkin kanssa.

Kuva 2.9. Valmis STACK-tehtavé palautteineen.
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Kuvassa 2.9 on esitetty valmis STACK-tehtévé, johon opiskelija on vastannut ja
saanut suorituksestaan palautteen. Tehtdvian a-kohdan opiskelija on ratkaissut ko-
konaan oikein ja saanut siten palautteet "Vastaus on oikein”. Tehtévén b-kohdassa
opiskelija on vastannut vaérin ja saanut vastauksestaan eriyttdvéan palautteen. Mikali
opiskelijalla on vastauskertoja jiljelld, han voi eriyttdvéan palautteen pohjalta yrittda
tehtavaa uudelleen. Jos vastaus on védrin, eiké siihen ole liitetty eriyttavad palautet-
ta, jirjestelmé ilmoittaa ainoastaan "Vastaus on vaarin”.

Muita, juuri tdmén kurssin kannalta oleellisia MAXIMA-kielen ominaisuuksia on lis-
tattu alle. Esimerkiksi muuttujien mééarittelyyn voi kdyttda ohjelmointikielelle omi-
naisia listoja.

listl : ([A,B,C,D,E])

apul : rand(listl)

list2 : delete (apul, listl);
apu2 : rand(list2)

list3 : delete (apu2, list2);
apu3 : rand(list3)

list4 : delete (apu3, list3);
apu4 : rand(list4)

listb : delete (apu4, list4);
apub : rand(listb)

Kyseistd koodia on kéaytetty esimerkiksi tehtédvan 4 c-kohdassa, jossa opiskelijan
tulee valita kuvan vektoreista A-E se, joka ei ole yksikkovektori. Kirjaimet ovat muut-
tujia, jotka on ensin listattu "list1”. Tamén jalkeen listasta on valittu satunnaisesti
yksi kirjain ensimmaiseksi apumuuttujaksi "apul”. Tamaéan apumuuttujan avulla on
nimetty tietty vektori, esimerkiksi tehtévén oikea vastaus. Tamén jélkeen loput neljéa
vektoria nimetdén lopuilla kirjaimilla satunnaisesti siten, ettd on luotu neljd uutta
listaa, joista on poistettu jo kdytosséd olevat kirjaimet. Nyt jokaiselle vastaajalle oi-
kea vastaus on satunnaisesti joko kirjain A, B, C, D tai E ja muut kirjaimet ovat
vadria vaihtoehtoja. Télloin kaikissa STACK-tehtévissa vastaustyyppien ei tarvitse
olla algebrallisia lausekkeita, vaan satunnaisuutta saadaan liitettyé esimerkiksi moni-
valintatehtéviin tai oikein/védrin -vaittdmiin. Jalkimmaéisessd oikea vastaus voidaan
médritelld toisella, hyvin tyypilliselld ohjelmointikielen rakenteella, eli ehtolauseella.

tansl : if t_1=t_2 then true else false

Téssé siis véite voi olla joko oikein tai véérin riippuen siitd, mitd ovat tehtavéis-
sé kéytettyjen muuttujien "t;” ja "ty” arvot. Kyseinen esimerkki on tehtdvin 6 a-
kohdasta, jossa tutkitaan suoran vektorimuotoista yhtélod. Satunnaisuutta saa liitet-
tyd myos tehtavien graafeihin. JSXGraph-kirjaston avulla luoduissa kuvissa voi kéyt-
taa tehtavassd médriteltyjd muuttujia. Jos esimerkiksi halutaan satunnaistaa tietty
koordinaatiston piste, mééritelladn se ensin muuttujiin, jonka jélkeen sithen voidaan
viitata myos JSXGraph-ympéristossa.
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pistel : [rand_with_step(2,10,1), rand_with_step(2,10,1)]

{#pistel#}

Lukujen ja kirjaimien lisdksi STACK-jérjestelmén avulla voidaan satunnaistaa
my6s pidempid merkkijonoja. Esimerkiksi tehtdvéssd 18 (lineaarinen riippumatto-
muus), sekd tehtdvéin a- ettd b-kohdassa annettu jalkimmaéinen joukko arvotaan kah-
desta mahdollisesta vaihtoehdosta, jolloin my0s tehtédvan vastaus muuttuu. Tehté-
véssd on luotu ensin apumuuttujiksi kaksi joukkoa, jotka koostuvat eri maarasta an-
nettuja vektoreita. Sen jéilkeen tehtavéssi kaytettavit kaksi joukkoa arvotaan naiden
vélilla. Joukot voivat olla tehtdvan molemmissa kohdissa samat tai erit.

apul : {u_1,u_2}
apu2 : {u_1,u_2,u_3,u_4}

joukkol : rand([apul,apu2])
joukko2 : rand([apul,apu2])

tansl : if joukkol=apu2 then false else true
tans2 : if joukko2=apu2 then true else false

T&amé& esimerkki on tehtédvasté, jossa ei tarvitse laskea mitddn ja on siten osoi-
tus siitd, ettd satunnaisuutta saa luotua hyvin eri tyyppisiin tehtédviin. Edelleen juuri
tdmén kurssin kannalta on oleellista, ettd muuttujiin voidaan luoda my6s matriise-
ja sekd kysymysteksteihin yhtélopareja ja -ryhmiéd. Kysymysteksteissd voi kayttaa
Latex-kielté.

matA : matrix([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1])

SO
O = O
— o O

<p>\(\begin{cases}<br />x_1 \: + 4x_2 &amp;= 5\\<br />
-x_1 \: + 2x_2 &amp;= -2\\<br />\end{cases}\)</p>

T +4(L’2 =5
—T +2ZL‘2 = -2

Luvuissa 3-7 késitellddn tarkemmin lineaarisen algebran ja geometrian sisdltoja ja
niihin liittyvid virhekésityksid. Laadittuja STACK-tehtavia pohditaan molempien ai-
heiden kannalta.



LUKU 3

Vektorilaskentaa avaruudessa R"

3.1. Vektoreiden perusominaisuudet

Avaruuden R? vektori % voidaan mééritelld eri tavoilla. Algebrallisen méiéritelmin
mukaan vektori u on kahden reaaliluvun u; ja usy jérjestetty pari @ = (uq,us), joka
vastaa tason R? pistetti. Geometrisesti vektori voidaan hahmottaa tdmin pisteen ja
origon O = (0, 0) valille.

14 = (u,us)
; . )
I

I

| U2

|

I

0=(0,0) E

(5

Kuva 3.1. Vektorin geometrinen tulkinta.

Vektorin pituutta ja suunta voidaan tulkita nuolen avulla, kuten kuvassa 3.1. Geo-
metrisesti vektorin pituus vastaa vektorin etéisyytta origosta. Vektorin suunnan maé-
ritt#s vektorin ja positiivisen z-akselin vilinen kulma. Nollavektorilla 0 ei ole pituutta
eikd suuntaa. [15, sivut 1-2]. Vektori 4 voidaan mééritelld yleisesti avaruudessa R”
seuraavasti.

MAARITELMA 3.1. Avaruuden R", kunn € N jan > 1, vektori @ on n reaaliluvun
jarjestetty joukko @ = (uy,ug, ..., uy).

Avaruuden R"™ vektorin u pituus voidaan maérittdaa algebrallisesti laskemalla

n

E 2
Uy, -

k=1

la|| = Vur? +ug? + - +up? =

Edelleen kahden avaruuden R™ vektorin « ja v vélinen etéisyys voidaan maarittaa

n

=l =/l = o)+ (12— 02 -+ (i — 02 = [ D (e = )2

Keskeisia vektoreihin liittyvia laskutoimituksia ovat vektorien yhteen- ja vahennys-
lasku seké vektorin kertominen reaaliluvulla (skalaarikertolasku).

17
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MAARITELMA 3.2. Olkoon @ = (uy,us,...,u,) ja v = (vy,vs,...,v,) avaruuden
R™ vektoreita. Talloin summavektori @ + © on médritelty siten, ettd u + v = (uy +
V1, U2 + Vo, ..., Uy —I—"Un).

MAARITELMA 3.3. Olkoon @ = (uq,us, ..., u,) avaruuden R"™ vektori ja ¢ jokin
reaaliluku. Talloin vektori tu on méadritelty siten, ettd tu = (tuq, tus, . . ., tu,).

Seka vektorisummassa etté skalaarilla kertomisessa on tarkedd huomata, ettd u+v
ja tu ovat molemmat vektoreita, eivitka reaalilukuja. Vektorin ja reaaliluvun vélisen
eron ja niille méariteltyjen laskutoimitusten tunnistaminen koetaan usein haasteelli-
seksi. [1, sivu 1] Vektoreiden peruslaskutoimituksia harjoitellaan STACK-tehtévissé 1
ja 2. Esimerkiksi negatiivisella reaaliluvulla kertomisessa geometrinen tulkinta auttaa
ymmértaméain, mitd vektorin suunnalle tapahtuu [3, sivu 3|. Negatiivisella reaali-
luvulla kertomista harjoitellaan interaktiivisen koordinaatiston avulla ensimmaéisessé
STACK-tehtévissia. Tehtavan vastauspuussa on médritelty eriyttavéd palaute jokai-
selle vastaukselle, jossa vektori on piirretty etumerkkié lukuun ottamatta oikein (kat-
so kuvan 2.9 esimerkki). My6s kahden vektorin summan geometrinen tulkinta koe-
taan usein haasteellisemmaksi kuin sen algebrallinen tulkinta, eli itse summaaminen

[19, sivu 110]. Koordinaatistosta tunnistetaan annettujen vektoreiden summavektori
STACK-tehtéavissa 3.

MAARITELMA 3.4. Avaruuden R” vektorien @ = (uy, ug, ..., u,)jat = (v1,v2, ..., ;)
vélinen pistetulo @ - v on 4 - ¥ = uqv1 + UsVy + - - - + ULV,.

Edelld on méaritelty kahden avaruuden R™ vektorin % ja v vélinen pistetulo. Erés
yleinen virhekésitys liittyen vektoreiden peruslaskutoimituksiin koskee kahden vekto-
rin vélistd pistetuloa: pistetulo saatetaan summavektorin tai skalaarilla kertomisen
tavoin ymmértda operaationa, jonka tuloksena on vektori vaikka todellisuudessa tu-
los on reaaliluku. [1, sivu 6] Jos avaruuden R"™ vektorien @ ja v vélinen pistetulo
on 0, eli w-v = ujvy + ugvy + - -+ + u,v, = 0, vektorit ovat kohtisuorassa. Kohti-
suorista avaruuden R" vektoreista kidytetddn myos nimitysta ortogonaaliset [15, sivu
20]. Vektoreiden vilistd pistetuloa ja kohtisuoruutta késitellaan STACK-tehtévissa 5.

Mikali avaruuden R™ vektorit @ ja v ovat toistensa skalaarimonikertoja, vektorit ovat
yhdensuuntaiset. [15, sivu 3]

MAARITELMA 3.5. Jos on olemassa reaaliluku ¢ # 0 siten, ettd avaruuden R"
vektoreille u ja v, u # 0 ja v # 0, patee u = tv, vektorit ovat yhdensuuntaiset.

Yhdensuuntaiset vektorit voivat olla vastakkaissuuntaiset tai samansuuntaiset.
Jos vektorit eivit ole yhdensuuntaiset, ovat ne erisuuntaiset. Avaruuden R"™ vektorin
u = (ug,us,...,u,) vastavektori on —1(a) = (—uy, —ug,...,—u,). Niiden késittei-
den méaaritelmid havainnollistetaan STACK-tehtéivéssi 3.

Esitelldéin kappaleen lopuksi vield yksikkdvektorin méiritelmi. Vektoria @, u # 0,
vastaa samansuuntainen yksikkévektori, joka saadaan kertomalla vektori u sen pituu-
den kéénteisluvulla, eli ﬁ, (katso kuva 3.2). [15, sivu 3]. Yksikkovektori médritellaan
pituutensa avulla.

MAARITELMA 3.6. Vektori u on yksikkovektori jos sen pituus on yksi, eli ||a|| = 1.
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U

[all

Kuva 3.2. Vektorin @ suuntainen yksikkovektori mééritetty yksik-
kéympyran avulla.

Myos yksikkovektoriin liittyy virhekésityksia, vaikka sen méadritelmé vaikuttaa-
kin yksinkertaiselta. Kun yksikkovektoria havainnollistetaan geometrisesti, auttaa se
médritelmén ymmaértamisessé. Esimerkiksi kuvan 3.3 vektorin @ suuntainen yksikko-
vektori tulkitaan helposti vektoriksi (1, 1). Todellisuudessahan tamén vektorin pituus
ei ole yksi, vaan v/2, eli kyseessé ei ole yksikkovektori. Muita virheellisié tulkinto-
ja vektorin @ suuntaiselle yksikkovektorille ovat vektorit (0.5,0.5), (0,1), (1,0) ja a,
eli alkuperdinen vektori sellaisenaan. [3, sivu 3] STACK-tehtévissda 4 on piirretty
koordinaatistoon joukko vektoreita, joista yksi ei ole yksikkovektori. Tehtédvéssa tar-
koituksena on erottaa tdma vektori yksikkovektoreista. Vaihtoehdot on valittu edelld
lueteltujen vektoreiden mukaisesti. Jos tehtédvéssa valitaan vastaukseksi jokin yksikko-
vektoreista, palautteessa kehotetaan tarkistamaan valitun vektorin pituus. Tehtdvéan
ja siitd saatavan palautteen avulla pyritdéan korostamaan sité, ettd yksikkovektori on
madritelty pituutensa avulla, ei koordinaattien.

2

Kuva 3.3. Tutkimuksessa [3] opiskelijoiden tuli médrittdd annetun
vektorin # suuntainen yksikkovektori piirtdmélla se koordinaatistoon.
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3.2. Suorat ja tasot

Madritelladn seuraavaksi vektoreiden @ ja v vélinen kulma 6 [15, sivu 24].

g'\‘g_-----_n =

v
Kuva 3.4. Vektorin @ ja v vélinen kulma 6.

Kuvasta 3.4 katsottuna kulmalle 6 pétee kosinin méaéritelmén nojalla, etta

Il

cosf) = —-,
]l

jossa ||@’|| on vektorin @ suunnattu pituus, joka saadaan kertomalla vektorin o pituus
jollain reaaliluvulla ¢, eli
[l

jall
Reaaliluku ¢ on valittu siten, ettd vektori u—u’ (katkoviiva) on kohtisuorassa vektorin
v kanssa. Télloin on siis oltava

~
1

cosf =

v-(u—u)=0
ja koska u' = tv, saadaan
v-u=t|o]*
Ratkaistaan téstd yhtalostéd reaaliluku t ja sijoitetaan se yhtédloon cosf = ﬁ}qu"". Saa-

daan

@

U ||~ _ _
TR

<l

[
cosf = — = —
] |z
MAARITELMA 3.7. Avaruuden R" vektoreiden @ ja v, © # 0 ja v # 0, vilinen
kulma on 6, 0 < 0 < 7 , jolle pétee

cosf = #
oyl

Vektoreiden u ja v vélisen kulman mééaritelméan avulla voidaan johtaa myos kaava

u-v = allf|v]| cos 6,

joka toimii geometrisena tulkintana vektoreiden u ja v viliselle pistetulolle. Tehté-
vikokoelman tehtévissd 8 tulee laskea kahden vektorin vélinen kulma radiaaneina,
kolmen desimaalin tarkkuudella. Vektoreiden % ja v vélisen kulman selvittdmisen li-
siiksi kiinnostava tieto on, miké on vektori o’. Sitd kutsutaan vektorin u projektioksi
vektorille ¥ ja se saadaan laskemalla edelld olevien tietojen avulla. [15, sivu 22]

|
N

U.

P?“Oj(g) (ﬂ) =

V)

9]
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STACK-tehtévissa 22 lasketaan annetun vektorin projektio toiselle vektorille kuvan
avulla. Geometrinen esitystapa auttaa késitteen ymmaéartdmisesséd ja erityisesti vas-
tauksen hahmottamisessa; myos projektio on vektori, ei reaaliluku.

Vektorin tapaan, myos suora ja taso ovat tuttuja késitteitd opiskelijoille entuudes-
taan. Lineaarialgebrassa suoralle voidaan antaa erilaisia méaritelmid. Tarkastellaan
ensin origon kautta kulkevaa suoraa a -z = 0. Vektoria a kutsutaan suoran normaali-
vektoriksi. [15, sivu 28] Jos suora ei kulje origon vaan pisteen Z, kautta, suoran yhtalo
on muotoa a - T = ¢, jossa vakiolla ¢ merkitdan pistetuloa a - zy. Kuvassa 3.5 oikealla
on pisteen Zy kautta kulkeva suoran yhtils. Piste Z; on eréds suoran piste. Siniselld
vektorilla on merkitty pisteiden Zy ja Z; erotusta ¥; — Zy. Suora koostuu siis niisté
pisteisté z, joille péatee (Z — Zy) L a. [15, sivu 29

2
8
I

<
=]

Kuva 3.5. Vasemmalla origon kautta kulkevan suoran yht&lo ja oi-
kealla pisteen zy kautta kulkeva suoran yht&lo.

Edelleen suoran yhtélé voidaan méaéaritelld normaalivektorin lisdksi myos suunta-
vektorin avulla, jolloin se on muotoa & = xy+ta, t € R. Nyt suora on niiden pisteiden
T joukko, jotka ovat vektorin a suuntaisia ja kulkevat pisteen z, kautta. Avaruu-
den R? tasot voidaan myds mééritelld normaalivektorin a avulla. [15, sivu 31] Nyt
normaalivektori on a = (ay, as, as) ja tason yhtilo saadaan muotoon

a-T=C <<= a7+ a2 + azxr3 = cC.

STACK-tehtavat 6, 7, 9 ja 10 késittelevit suoran ja tason médritelmid. Léhes jo-
kaisessa tehtédvassd yhdistyvit algebrallinen ja geometrinen esitystapa. Tehtédvissé
tarkastellaan seké normaali- ettd suuntavektorin avulla méariteltyjd suoria ja tasoja.
Suoran yhtélo tulee osata muodostaa annettujen pisteiden avulla (tehtava 9 ja 10) tai
péinvastaisesti tulee maéritelld, kulkeeko annettu suora tai taso tietyn pisteen kautta
(tehtdvit 6 ja 7). Lisdksi tehtédvin 10 b-kohdassa testataan, mité reaaliluku ¢ tarkoit-
taa normaalivektorin avulla ilmoitetussa suoran yhtéalossé. Yleisimmaét virhekasitykset
liittyen suoriin ja tasoihin koskevat niiden ratkaisujoukkoja. Naméa STACK-tehtéavét
keskittyvat kuitenkin vield méaritelmien hyvaéan hallintaan ja suorien ja tasojen omi-
naisuuksiin mennéén tarkemmin seuraavassa luvussa.






LUKU 4

Lineaarinen yhtiloryhméi ja Gauss-Jordan menetelmé

Tassd luvussa tarkastellaan erilaisia lineaarisia yhtéloryhmié, miten niita tulisi
tehokkaasti ratkaista ja mitd ominaisuuksia niiden ratkaisujoukoilla on.

MAARITELMA 4.1. Lineaarisessa yhtéaloryhméassa

a1121 + aj9xg + - - + a1y, = bl
A2121 + Q999 + + -+ + Q9T

Il
no

Am1T1 + A2l + -+ Qpp Ty, = bm

on n kappaletta muuttujia x; ja m kappaletta yhtéloitd. Luvut a;; ja b; ovat reaalilu-
kuja.

Kunkin yht&lon voi kirjoittaa myos edellisesta luvusta tutussa muodossa a-x = b.
Yhtaloryhmén ratkaisu « = (1, ..., z,) on vektori, joka toteuttaa jokaisen yht&loryh-
mén yhtélon. Yhtaloryhmén ratkaisemiseksi meilld on kéytossa kolme rivioperaatiota.
[15, sivut 36-37]

(1) Yhtéaloiden paikkoja voidaan vaihtaa keskenénsa.
(2) Yhtélon voi kertoa jollain nollasta eroavalla reaaliluvulla.
(3) Yhtéaloon voi lisété toisen yhtdlon kerrottuna jollain reaaliluvulla.

Rivioperaatiot sdilyttavéat yhtdloryhmien ratkaisut. Jotta rivioperaatioiden kaytto ei
olisi niin tyolastd, yhtédloryhmé voidaan muuntaa laajennetuksi kerroinmatriisiksi.
Rivioperaatiot ovat voimassa seké yhtéloryhmille ettéd niitd vastaaville laajennetuil-
le kerroinmatriiseille. Laajennettuun kerroinmatriisiin kirjoitetaan ainoastaan yhté-
l6ryhmén kertoimet eikd muuttujia. Alle on kirjoitettu méaéritelmén 4.1 lineaarista
yhtaloryhméi vastaava laajennettu kerroinmatriisi [15, sivu 41]

a1y a2 ... Q1 bl
921 29 ... Qon, b2
Aml @m2 - Gmn | Om,

Yhtaloryhmén ratkaisemiseksi sité vastaava laajennettu kerroinmatriisi muunnetaan
porrasmatriisiksi. Porrasmatriisissa jokaisella rivilla ensimmaéisté nollasta poikkeavaa
alkiota kutsutaan johtavaksi alkioksi. Porrasmatriisille pétee seuraavat ominaisuudet.

(1) Jokaisen rivin johtava alkio 16ytyy edellisen rivin johtavan alkion oikealta
puolelta.
(2) Mahdolliset nollarivit ovat matriisissa alimpana.

23
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Porrasmatriisi pyritdan muuntamaan edelleen redusoiduksi porrasmatriisiksi, jolle pé-
tee edellisten ehtojen liséksi seuraavat kaksi ehtoa [15, sivu 43].

(1) Johtavan alkion yldpuolella sarakkeessa on vain nollia.
(2) Jokainen johtava alkio on 1.

Algoritmia, jolla yhtaloryhmé ratkaistaan rivioperaatioita hyodyntamaélld, kutsu-
taan Gauss-Jordan menetelméksi. Vaikka rivioperaatioita voi késitelld monella eri
tavalla, jokaisella matriisilla on kuitenkin yksikésitteinen redusoitu porrasmuoto. Té-
mén aihealueen STACK-tehtédvissa 14 ja 15 pitda ratkaista annettua yhtaloryhméa
vastaava redusoitu porrasmatriisi. Lopulliseen vastaukseen tulee antaa juuri redusoitu
muoto, joka on jokaiselle vastaajalle tehtédvadn arvotuista reaaliluvuista huolimatta
yksikésitteinen, joten tehtdvinannot ovat hyvin méaériteltyja. Redusoidusta porras-
matriisista voidaan lukea yhtédloryhmén ratkaisut. Ratkaisujoukolle on kolme eri mah-
dollisuutta.

Mikali redusoitu porrasmatriisi on saatu muotoon

1 0 ... 0]ds
01 ... 0]dy
00 ... 1]d,
00 ... 0[O

yhtéloryhmén ratkaisu on yksikésitteinen ja se on luettavissa suoraan matriisista.
Tamén yhtédloryhmén ratkaisu olisi siis

T = d1
) = dg
T, =d,.

Y14 olevassa matriisissa nollariveja ei valttamétta ole alhaalla ollenkaan tai niité
saattaa olla useampia.

Jos jokin redusoidun porrasmatriisin riveistd on muotoa
(00 ... 0]d].,d#0,

tdma tarkoittaa, ettd yhtéloryhméssa on epétosi yhtilo eikd yhtaloryhmaélla siten
ole ratkaisua.

Jos ratkaisu on olemassa, eiké se ole yksikésitteinen, on téllin niitd automaattises-
ti &areton madra. Redusoidussa porrasmatriisissa on talloin mukana niin kutsuttu
vapaa muuttuja. Kyseistd muuttujaa vastaavassa sarakkeessa ei ole ollenkaan johta-
vaa alkiota. Néitéd erilaisia matriiseja ja niiden merkitystd yhtaloryhmén ratkaisun
kannalta pohditaan tehtdvisséd 13. Tehtdvéassd on annettu neljd eri matriisia, joista
yhdessd on vapaa muuttuja, yhdessd on epétosi yhtdlo ja vain yksi matriiseista on
redusoidussa muodossa. Tehtédvéssé ei ole siis tarkoituksena ratkaista yhtaloryhméa,
vaan tulkita erilaisista matriiseista niiden ominaisuuksia.
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Lineaarisen yhtéaloryhmén ratkaiseminen, ratkaisujoukon tulkitseminen ja Gaussin ja
Jordanin eliminointimenetelmén algoritmin ymmértdminen ovat lineaarialgebran kes-
keisimpié sisdltoja ja oppimistavoitteita. [6, sivut 266-267] Opiskelijan késitykseen
yhtaloryhmésté ja sen ratkaisujoukosta vaikuttaa paljon opiskelijan aikaisempi tieto
yhtélonratkaisusta [13, sivu 75].

Yhtaloryhmét, joissa on muuttujia yhta paljon kuin on yhtéaloitd, koetaan usein hel-
poimmiksi ratkaista, erityisesti jos ratkaisu on yksikésitteinen tai ratkaisua ei ole
olemassa [13, sivu 75]. Jos yhtdloryhméi ratkaistaessa jokin yhtéloistd saadaan esi-
merkiksi muotoon —1 = 4, tilanne ymmaérretdén oikeaoppisesti, ettd yhtaloryhmalla
ei olemassa t&ll6in ratkaisua. Usein kuitenkin muotoa 0 = 0 olevasta yht&losta paady-
tadn virheellisesti samaan johtopaéatokseen vaikka todellisuudessa ratkaisuja on téalléin
ddreton madra. [13, sivu 72] Tama virhekésitys on seurausta siité, ettd yhtéloryhmén
ratkaisu mielletdén yhteisten pisteiden joukoksi, eikd muoto 0 = 0 suoraan anna tiet-
tyd arvoa muuttujalle z. [13, sivu 78].

Myos ratkaisujoukkojen geometriseen tulkintaan liittyy virhekasityksia. Kuvassa 4.1
on esitetty suorien ja tasojen leikkauksia. Kahdessa ensimméisessd kuvassa on kolme
suoraa, joilla ei ole yhtdén yhteistéd leikkauspistettid ja kolmannessa kuvassa on kaksi
tasoa, joiden leikkaus on suora.

/ a
/

KuvaA 4.1. Suorien ja tasojen leikkauksia.

Yleinen virhekésitys on, ettd ensimmaéisen kuvan yhtéloryhmaéllé olisi kolme ratkai-
sua ja seké toisen ettd kolmannen kuvan yhtaloryhmillé ratkaisuja olisi kaksi. Suorien
tapauksissa on selkedd, mista virhekasitys tulee. Jotta kolmen yhtalon yhtaloryhmalla
olisi ratkaisu, tulisi sen toteuttaa kaikki yhtélot. Nyt kuvissa kahdella suoralla ker-
rallaan on yksi yhteinen piste, mutta kaikille kolmelle suoralle téllaista pistetté ei ole
olemassa kummassakaan kuvassa. Kolmannessa kuvassa tasot saatetaan ymméartéaa
virheellisesti dérellisind objekteina ja siten ratkaisujen lukuméaran katsotaan olevan
kaksi, yhteisen janan péétepisteet. Vastaavasti suoran voidaan néhd4 olevan kahden
tason yksikésitteinen ratkaisu aivan kuten kahden suoran vélinen leikkauspiste on
yksikésitteinen ratkaisu. Todellisuudessahan suora koostuu &ddrettoméstd madrasta
pisteité ja siten myo6s ratkaisuja on ddrettoméan monta. Tutkimukset, joiden pohjalta
edelld luetellut virhekésitykset on nostettu esiin, osoittavat, ettd naita virhekésityksié
esiintyy matematiikassa vield yliopistotasolla. [13, sivut 79-81]

Taméan aihealueen STACK-tehtéavissa 11 ja 12 edelld lueteltuja virhekésityksia py-
ritaan oikaisemaan. Tehtavassa 11 on asetettu koordinaatistoon kolme suoraa kuten
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kuvassa 4.1 vasemmalla. Vastauksesta "kolme ratkaisua” tehtdva antaa eriyttdvan
palautteen. Tehtévéssa 12 yhtédloparissa on muuttujien z; ja x liséksi vakio ¢. Tehté-
vén tarkoituksena on pohtia, miten vakion ¢ arvot vaikuttavat yhtéloparin ratkaisujen
méadraan. Tehtavissa ei siis riité, ettd osaa mekaanisesti ratkaista yhtaloparin.



LUKU 5

Vektoriavaruudet ja niiden virittdminen

5.1. Lineaarinen riippumattomuus ja aliavaruudet

Lineaarialgebran keskeisimpié késitteita on lineaarikombinaatio [15, sivu 11].
MAARITELMA 5.1. Olkoon oy, ..., o € R" ja ¢y, ..., ¢x € R. Vektoria
U = C1U1 + CUy + - - - + CLUg
kutsutaan vektoreiden vy, ..., v} lineaarikombinaatioksi.

Lineaarikombinaation avulla voidaan méaritelld myos vektoreiden lineaarinen riip-
pumattomuus.
MAARITELMA 5.2. Vektorit vy, ..., 0 € R™ ovat lineaarisesti riippumattomia,
jos yhtalon
11 + Uy + -+ - 4+ ¢, =0
ainoa ratkaisu on

co=c=---=¢,=0.
Muissa tapauksissa vektorit ovat lineaarisesti riippuvia, eli yhtélolle on olemassa jokin
ratkaisu siten, ettd ¢; # 0 jollain i = 1,... k.
T&mé on siis yhtapitdvad sen kanssa, ettd mitdan vektoreista vy, ..., vy ei voida

esittdd toistensa lineaarikombinaationa. Annetun vektorijoukon voidaan siis todistaa
olevan lineaarisesti riippumaton osoittamalla, ettd oletuksesta ci014covUo+- - -+ LU, =
0 seuraa ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Onkin tédrkedd huomata, ettd ¢; = ¢ = -+ =
cr = 0 on yhtalon c;vy + coUg + - -+ 4 U, = 0 ratkaisu seké lineaarisesti riippuvalle
ettd riippumattomalle vektorijoukolle, mutta jalkimmaéiselle se on ainoa ratkaisu. [4,
sivu 11]. Erityisesti avaruuden R? vektoreiden kohdalla lineaarinen riippumattomuus
voi olla helposti péédteltavissd, mutta muuten hyva tyovéline sen selvittdmiseksi on
Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmé. Avaruuden R™ vektoreille yhtdlo civ7 +
CoUy + -+ - + ¢ = 0 voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

V11 V21 Vi1
V12 V22 Vk2
al . |+e| . |+ F+a]| . | =0,
U1n Van Vkn
ja edelleen
V11 V21 ... Vi1 C1
V12 U292 ... Vi2 (&)
=0.
Vin V2 ... Vkn Cl.

27
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Tasta yhtélosta ensimméiseen matriisiin voidaan kéyttaa Gaussin ja Jordanin eli-
minointimenetelméé ja selvittdd milla vakioiden ¢, arvolla yhtélo c;vq + cotg + - -+ +
¢k = 0 on tosi. [15, sivut 145-147]

Lineaarinen riippumattomuus lukeutuu usein sellaisiin lineaarialgebran késitteisiin,
joka on helppo ymmaértaa [16, sivu 211]. Késite esiintyy usein juuri sellaisissa teh-
tivissi, joissa opiskelijat voivat mekaanisesti laskea ja esimerkiksi avaruuden R? ja
R? vektoreiden lineaarista riippuvuutta voi havainnollistaa geometrisesti. Abstraktil-
la tasolla (avaruudessa R™) vektorijoukon lineaarisen riippumattomuuden méérittele-
minen on kuitenkin haasteellisempaa ja algebralliseen tai geometriseen esitystapaan
pohjautuva méadritelmé saattaa jadda puutteelliseksi. [4, sivu 4] STACK-tehtévissé
16 ja 17 harjoitellaan lineaarikombinaation ja lineaarisen riippumattomuuden kasit-
teitd ensin laskemalla ja edelleen abstraktilla tasolla tehtavéssa 18. Tehtédvissad 16 ja
17 tutkitaan erityisesti yhtalod civp + covs + - -+ + ¢ = 0 ja sen ratkaisuja. Teh-
tévissd kaikki vektorit tunnetaan, joten vastaukset saa selville laskemalla. Sen sijaan
tehtévésséd 18 vektoreita ei ole tarkasti mééritelty ja annettujen tietojen avulla tulee
padtelld, onko vektorijoukko lineaarisesti riippuva vai riippumaton. Tehtéava 18 testaa
siis késitteiden syvéallisempéd hallintaa siind missa tehtéavét 16 ja 17 ovat laskennalli-
sia.

Lineaarialgebran eri esitystapojen vaikutus nakyy myos aliavaruuden kasitteessa.

MAARITELMA 5.3. Avaruuden R" osajoukko V on aliavaruus jos se tayttda seu-
raavat kolme ehtoa.

(1) 0 e V.
(2) Jos v € Vja ¢ € R, niin my6s cv € V.
(3) Jos v € Vjau €V, niin myoés v +u € V.

Aliavaruus on siis suljettu joukko seké skalaarikertolaskun ettéd vektorisumman
suhteen, eli molempien laskutoimitusten tulosten tulee kuulua myos kyseiseen aliava-
ruuteen [15, sivu 127]. Avaruuden R" osajoukko V osoitetaan aliavaruudeksi kaymalld
jokainen médritelmén kohdista lépi. Jos jokin ehdoista ei toteudu, kyseessé ei ole ali-
avaruus. Kyseessd ei myoskadn ole aliavaruus, jos ehdot 2 ja 3 pétevét vain tietyille
vektoreille. Pelkédn esimerkin antaminen ei siis riitd osoittamaan joukkoa aliavaruu-
deksi. Tamé onkin aliavaruuden méaaritelméén liittyva yleinen virhekésitys: ehtojen
tulee olla voimassa kaikille vektoreille v € V ja u € V. [12, sivu 158] Tdmé virhe-
késitys esiintyy myos muissa saman tyyppisissd tehtédvissa eikd rajoitu pelkastddn
lineaarialgebraan. STACK-tehtivissi 20 pitdd selvittdid, onko annettu avaruuden R2
tai R3 osajoukko aliavaruus. Tutkittavia joukkoja ovat muun muassa suorat ja tasot,
jotka voivat olla joko sanallisessa muodossa tai piirrettynéd koordinaatistoon. Vaikka
tehtavissa riittdd antaa pelkké vastaus (tosi tai epétosi), opiskelijan tulee silti kdyda
ldpi méadritelméan jokainen kohta, jotta oikeaan tulokseen on mahdollista padsta.

Aliavaruuden késitteeseen liittyvé, toinen yleinen tehtavéatyyppi on, kuuluuko tiet-
ty vektori annettuun aliavaruuteen. STACK-tehtavan 19 a-kohdassa tulee ensin sel-
vittdd, kuuluuko vektori aliavaruuteen ja b-kohdassa tehtédva on aseteltu péinvastoin
- vektori tulee maéritella siten, ettd se kuuluisi aliavaruuteen.
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MAARITELMA 5.4. Avaruuden R" vektoreiden oy, ..., v} lineaarikombinaatioiden
muodostamaa joukkoa

(01,02, ..., 0k) = {101 + U2 + -+ kU €1, ..., 0 € R}
kutsutaan vektoreiden vy, ..., U; lineaariseksi verhoksi.
Myos avaruuden R"™ vektoreiden vy, ..., Uy lineaarinen verho on aliavaruus, jolloin
vektori w kuuluu aliavaruuteen (vy, v, . . ., Uf), mikéli

C1U1 + CoUg + - -+ + CpUL, = U

joillain reaaliluvuilla ¢y, cq, ..., cx. Eli vektori @ kuuluu annettuun aliavaruuteen, jos
se voidaan esittda vektoreiden vy, ..., v, lineaarikombinaationa.

5.2. Avaruuden kanta ja dimensio

Vektoreita ¢; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ..., &, = (0,0,...,1) sanotaan
avaruuden R" standardikantavektoreiksi. Standardivektoreille on ominaista se, etté
ne ovat lineaarisesti riippumattomia, eli yhtdlon cie; + coés + - -+ + ¢,€, = 0 ainoa

ratkaisu on ¢; = ¢ = --- = ¢, = 0. Liséksi standardivektoreille on ominaista, etta
jokainen avaruuden R™ vektori voidaan ilmaista niiden lineaarikombinaationa. Eli jos
T = (x1,...,2,) € R" niin 7 = 216, +x962+" - -+2,€,. Vektorijoukkoa {€é, s, ...,€,}

sanotaan avaruuden R" standardikannaksi. [15, sivut 149-150] Tamé pééttely ei ra-
joitu ainoastaan avaruuden R"™ standardikantaan.

MAARITELMA 5.5. Vektorijoukko {1, ..., Uy} muodostaa avaruuden R™ aliava-
ruuden V kannan, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Vektorit vy, ..., U ovat lineaarisesti riippumattomia.
(2) V= {(0q,...,0).

Jokaisella avaruuden R"™ aliavaruudella V on kanta. Oleellista kannan muodosta-
misessa on siis vektoreiden lukumééra: niitd ei saa olla litkkaa (ne ovat lineaarisesti
riippumattomat) eikd toisaalta lilan vdhédn (ne virittdvit avaruuden R™ aliavaruu-
den V). [15, sivu 149] Itse asiassa mikddn avaruuden R™ vektorijoukko, jossa on vi-
hemmaén kuin n vektoria, ei riitd virittdméaéan sitd. Toisaalta jokainen avaruuden R™
vektorijoukko, jossa on n + 1 vektoria, on lineaarisesti riippuva. Néiden tulosten seu-
rauksena jokaisessa avaruuden R" kannassa tulee olla tasan n vektoria. Nyt voidaan
mééritelld aliavaruuden dimensio. [15, sivu 158]

MAARITELMA 5.6. Avaruuden R" aliavaruuden V dimensio dimV on sen kannassa
olevien vektoreiden lukumaara.

Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelm&é pystyy hyodyntadméan seké aliavaruu-
den kannan méérittelemisen ettd dimension laskemisen yhteydessd. STACK- tehtavi-
kokoelmassa niihin liittyvid harjoituksia ovat 21, 23, 24. Tehtévéassd 21 pitdd selvit-
téad, muodostavatko annetut vektorit avaruuden R? kannan. Tehtéivissd on a-, b- ja
c-kohdat, mutta vain ensimmaéisessé niistd tarvitsee kiydda Gaussin ja Jordanin elimi-
nointimenetelma lépi, jos on ymmértinyt kannan méaéritelman. Tehtdvéin b-kohdassa
on kaksi vektoria ja c-kohdassa vektoreita on neljé, eli ainoastaan tehtdvin a-kohdassa
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kolme vektoria voi muodostaa avaruuden R? kannan. Kannan ja lineaarisen riippu-
mattomuuden késitteisiin liittyy paljon erilaisia tuloksia, joiden ymméartamistéa tes-
tataan tehtédvissd 23. Tehtdvissd annetut vektorit ovat tuntemattomia, joten vas-
taukset vaativat jélleen kasitteiden syvéllistd ymmértamistd. Edelleen tehtédvan 24
a-kohdassa tulee ensin laskea annettujen vektoreiden avulla aliavaruuden dimensio
Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelméaé kayttden ja b-kohdassa vield tulkita saa-
tua vastausta.

Kun aliavaruuden V. C R™ kanta {#;, ..., U} on tiedossa, jokainen aliavaruuden
vektori Z voidaan siis kirjoittaa yksikésitteiselld tavalla muodossa

T = C1U; + CoUg + - - - +Ck1_1k,

jossa kertoimet ci,cs,...,cp ovat vektorin T koordinaatit kyseisessd kannassa. Jos
aliavaruuden V € R” kanta on ortogonaalinen, koordinaattien laskeminen helpottuu.
[15, sivu 202]

MAARITELMA 5.7. Avaruuden R" vektoreiden vy, ..., U, muodostama kanta ali-
avaruudelle V. C R" on ortogonaalinen kanta, jos v; - v; = 0 aina kun ¢ # j. Edelleen
{v1, ..., Uy} muodostaa aliavaruuden V ortonormaalin kannan, jos se on ortogonaa-
linen ja vektorit vy, ..., Uy ovat yksikkovektoreita.

Mikili vektorijoukko {1, ..., 0} muodostaa aliavaruudelle V. C R™ ortonormaalin
kannan, vektorin z koordinaatit saadaan pistetulosta

T=(Z-01)01 + (T-09)0g+ -+ (T - Uy)0y.
Koska ortogonaalisella ja ortonormaalilla kannalla on my6s muita hyodyllisid ominai-
suuksia, on hyvé tietdd, miten aliavaruuden kanta {vy, ..., U4} voidaan muuttaa orto-
gonaaliseksi ja edelleen ortonormaaliksi kannaksi. Tamé tapahtuu algoritmin avulla,
joka on nimetty Gram-Schmidt ortogonalisointimenetelmiksi. [15, sivu 203]

Olkoon nyt {v, ..., U} aliavaruuden V C R™ jokin kanta. Gram-Schmidt ortogona-
lisointimenetelmilla kannasta saadaan aliavaruuden ortogonaalinen kanta {w, ...,
wy } valitsemalla ensin v, = w;. Vektori wy saadaan vahentamélla vektorista vy sen
projektio vektorille w4, eli

vy 7 ’LI'_; ’LE'I

Kuva 5.1. Avaruuden R? vektoreiden ortogonalisointi.
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Avaruuden R? vektoreiden ortogonalisointi on esitetty kuvassa 5.1. Edelleen vek-
tori w3 saadaan vihentamalld vektorista v3 sen projektiot vektoreille wq ja ws, eli

k=1
_ _ Vg - Wy _
Wi = VU — Z sz
i=1 !
Ortogonaalisesta kannasta {w, ..., Wy} saadaan edelleen ortonormaali kertomalla
vektorit pituutensa kddnteisluvulla, eli {%, e ”g—Z”} [15, sivut 203-204]

Edell4 esitellyn algoritmin kdytto soveltuu hyvin STACK-harjoitukseksi (tehtéva 25),
silla lasku on monivaiheinen ja hyvin mekaaninen, mutta silti tdrked ymmaéartaa.
STACK-jarjestelmé tunnistaa automaattisesti mahdolliset laskuvirheet ja tunnistaa
my0s sieventaméattomat vektorin komponentit.






LUKU 6

Matriisit

6.1. Matriisien perusominaisuudet

Matriisin késite esiteltiin jo luvussa neljd, kun lineaarista yhtaloryhmaéd merkit-
tiin lyhyemmé&ssd muodossa matriisin avulla. Matriiseilla on kuitenkin myos paljon
muita ominaisuuksia.

Matriisi A = A,,x, on mxn reaaliluvun jérjestetty kaavio

ai;p ... A1np

asy ... agn
A= :

Am1  --- Qmp

jossa a;; vastaa rivin ¢ ja sarakkeen j alkiota. Matriisissa A,,x, on m rivid ja n
saraketta, erityisesti m kappaletta avaruuden R™ rivivektoreita, eli

[aﬂ am},izl,...,m
ja n kappaletta avaruuden R sarakevektoreita, eli

alj
7 =1,...,n.

Clmj

Matriisia A sanotaan neliomatriisiksi, jos sen rivien ja sarakkeiden lukumééra on sa-
ma. Nelidmatriisi on edelleen diagonaalimatriisi, jos kaikki muut kuin diagonaalilla
olevat alkiot ovat nollia, eli a;; = 0 aina kun 7 # j . Jos diagonaalilla olevat alkiot
ovat ykkosid, eli a;; = 1 aina kun ¢ = j, diagonaalimatriisia sanotaan yksikkémat-
riisiksi tai identtiseksi matriisiksi. Identtistd n x n-matriisia merkitaéan I,,. [15, sivu 81]

Tarkastellaan seuraavaksi matriisien algebrallisia ominaisuuksia. Kuten vektoreille,
myos matriiseille on mééritelty skalaarikertolasku ja summa. Olkoon A ja B m X n
-kokoisia matriiseja ja ¢ jokin reaaliluku. Talloin

caip ... CAa1p

caor ... CQanp,
cA =

Cam1 ... CQmn

33
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ja
ay ... Qi biu ... b a1 +bin ... ai, +bin
AL B a?1 a?n N b?1 b?n _ a214.—b21 agn—'l—bgn
art oo amd Lt e bond  Lamit bt oot b

Skalaarikertolasku on mééritelty kaikille matriiseille A ja reaaliluvuille ¢, mutta mat-
riisien summassa on oleellista huomata, etté se on méaéritelty vain keskenéén samanko-
koisille matriiseille. Lisdksi matriisien summalle pétee reaaliluvuillekin voimassa oleva
laskujérjestys A+ B = B+ A. [15, sivu 82] Kahden matriisin vilisté tuloa ei kuiten-
kaan lasketa samalla tavalla kuin kahden reaaliluvun vilista tuloa, aivan kuten kahden
vektorin vélinen pistetulo (kertolasku) ei anna tuloksi vektoria vaan reaaliluvun. Ol-
koon nyt matriisi A = A,,x, ja matriisi B = B,,x,. Talléin tulo AB = (AB);,x, on
matriisi. Kahden matriisin vélinen tulo AB on mééaritelty, jos matriisin A sarakkeiden
lukumé&éra vastaa matriisin B rivien lukuméardé. [15, sivu 84] Matriisin AB sarake
j saadaan kertomalla matriisi A matriisin B sarakevektorilla j siten, ettéa

anblj + -+ alnbnj

agibij + -+ + aznby;
(AB); = :

amlblj +-+ amnbnj

ja talloin matriisin AB alkio ij saadaan summana
(AB)ij = airbij + aigbaj + -+ + ainby; = Z Qi
k=1

Vaikka tulo AB olisi mééritelty, se ei tarkoita, ettd tuloa BA voitaisiin maéritella.
Néin on itse asiassa mahdollista ainoastaan, kun matriisissa A,,«, sarakkeiden luku-
madrd vastaa matriisin By, rivien lukuméédrdd ja pdinvastoin. Toisin kuin kahden
matriisin vélinen summa, matriisitulo ei ole kommutatiivinen, eli vaikka molemmat
tulot AB ja BA olisi mééiritelty, niin todennékéisesti AB # BA. [15, sivu 85]

Erityisesti matriisituloon liittyy virhekésityksid: kahden matriisin véalinen tulo ei ole
samalla tavalla kertolasku, kuten opiskelijat ovat aikaisemmin kahden reaaliluvun véli-
sen tulon ymmérténeet. [5, sivu 104] Matriisin perusominaisuuksiin ja -laskutoimituksiin
liittyvat harjoitukset soveltuvat hyvin STACK-tehtaviksi. STACK-tehtdva 26 kasit-
telee matriisin médritelméa, erityisesti sitd, milloin summa- ja tulomatriisi on mééri-
telty. Tehtévissa 27, 29 ja 30 lasketaan matriisien summaa ja tuloa. Matriisin tuloon
liittyvisséd laskuissa on huomioitu eriyttdva palaute niisséd vastauksissa, joissa tulo-
matriisi on laskettu vain kertomalla vastaavat komponentit keskendin. Tehtavéssa
29 tutkitaan matriisitulon vaihdannaisuutta: matriisi A tulee méarittaa siten, etté
AB = BA. Lisiksi tehtédvissi tulee méarittda matriisi C' siten, ettd CD = 0, mutta
matriisia C' ei voi kuitenkaan méaarittad nollamatriisiksi. Tehtévéssa pyritddn koros-
tamaan, ettd matriiseille tiedosta C'D = 0 ei voida péaételld, ettéd joko C' = 0tai D = 0
[15, sivu 85].
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Neljannessa luvussa n muuttujan ja m yhtélon lineaarista yhtaloryhméé vastasi laa-
jennettu kerroinmatriisi

a1 a12 P Q1np b1
921 22 ... QAon, b2
Aml Qm2 - Gmn | Om

Lineaarinen yht#loryhmé voidaan kirjoittaa nyt myos matriisien A, Z ja b yhtélona

ai, ... QA1n I b1
a1 ... Aon i) b2
A1 - Omnl | Tn b,

Matriisiyhtélon AZ = b ratkaisut voidaan ilmoittaa matriisiyhtdlon Az = 0 ratkaisu-
jen avulla. [15, sivu 59| Jos yhtdlon AZ = b eréds ratkaisu on vektori 4, niin yht&lon
muut ratkaisut ovat muotoa
U= Uy + 7,

missd ¥ on yhtélon Az = 0 ratkaisu. Sijoitetaan muotoa % = u; + ¥ oleva ratkaisu
matriisiyhtaloon Az = b,

Au=A(uy +0) =Au; + Av=b+0=1>
ja vastaavasti sijoitetaan muotoa ¥ = 4 — u; oleva ratkaisu matriisiyhtiloon Az = 0

Av =Alu—w) = Au— Au, =b—0b=0,
eli yhtalon AZ = b ratkaisut ovat muotoa % = @; + ja yht#lon Az = 0 ratkaisut muo-
toa v = uw — @;. [15, sivu 59] Matriisiyhtéloiden ratkaisujen riippuvuutta toisistaan
késitellidn STACK-tehtdvissd 28. Tehtdvéssd pitdd mééritelld, mitd muotoa ovat
matriisiyhtéalon Az = 0 ratkaisut yhtdlon AZ = b ratkaisujen perusteella. Vastaus-
vaihtoehtoja tehtdvissa on neljé, joissa jokaisessa vektoreille on annettu eri kertoimia.
Talloin tehtavan ratkaisemiseksi tarvitsee esimerkiksi sijoittaa eri vaihtoehdot yhté-

16ihin, kuten edelld. Tama voi kuitenkin tuntua haastavalta, silla tehtdvin vektoreita
ei ole tarkasti méaritelty.

6.2. Kainteismatriisi ja determinantti

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin n x n -kokoisia matriiseja. Annetaan ensin méé-
ritelmé kaantyvalle matriisille.

MAARITELMA 6.1. Matriisi A, on kddntyvé, jos on olemassa matriisi B, xy,
siten, etta
AB =BA=1,.

Matriisia B kutsutaan matriisin A kddnteismatriisiksi ja merkitdin B = A~L.
Nyt jos on olemassa matriisi B siten, ettd AB = I, niin yhtélén Az = b ratkaisu
on T = Bb, silla B -
Az = ABb=1b="b.
Kadnteismatriisi voidaan 16ytéaa asettamalla

[ AL ]
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jossa I, on identtinen matriisi. Jos soveltamalla Gauss-Jordan menetelméé, laajen-
nettu kerroinmatriisi saadaan muotoon

[ L[B],

matriisi A on kddntyva ja matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi. [15, sivut 104—
105] Kéanteismatriisiin liittyvid harjoituksia ovat STACK-tehtévit 31 ja 32. Tehté-
véssd 31 pohditaan ensin, miltd matriisin transpoosi ja kdédnteismatriisi ylipddtinsé
nayttavit verrattuna alkuperdiseen matriisiin ja tehtdvéasséa 32 selvitetdédn vaihe vai-
heelta, onko annettu matriisi kdéantyva.

Tarkastellaan matriisin Ayye = [CCL Z] kadnteismatriisia. Gauss-Jordan menetelmalla

a b|1l 0
c d|0 1

d b
|: 10 ad—bc ad—bc :|
c a
01 " ad—bc ad—bc

laajennettu kerroinmatriisi

saadaan muotoon

eli matriisin A kiénteismatriisi on A~ = - dibc c

_ab} ja erityisesti ad—bc # 0. Jos
jalkimmaéinen ehto ei pade, matriisi A ei ole kiddntyva. [15, sivu 105] Taméa ehto maa-
rittelee suoraan 2 x 2 -kokoiselle matriisille sen kdéantyvyyden: lukua ad — be kutsutaan
matriisin determinantiksi. Determinantti on jokaiselle neliomatriisille A ma#ritelté-
vissé oleva luku det A, joka kertoo, onko matriisi kdéntyvé. Determinantilla on myos
monia muita hyodyllisid ominaisuuksia, kuten esimerkiksi geometriassa pinta-alojen
ja tilavuuksien mééritteleminen. [15, sivu 239] Determinantti on hyvin keskeinen ké-
site lineaarialgebrassa, mutta se jad monesti opiskelijoilla ainoastaan algebralliselle
tasolle: determinantti ymmaérretddan luvuksi, joka saadaan matriisista tietyn laskutoi-
mituksen seurauksena. Determinantin mééaritelmé ja ominaisuudet jadvét usein sen
sijaan tiedostamatta, vaikka juuri ne, mekaanisen laskennan sijasta tekevét siitd hy-
vin monipuolisen ja hyodyllisen késitteen. [10, sivut 130-132] STACK-jéirjestelméin
ominaisuudet soveltuvat hyvin my6s determinanttiin liittyviin harjoituksiin. STACK-
tehtédvien avulla pystytddn laskemaan determinantteja, jolloin niiden ominaisuuksien
tunnistamiseen ja oppimisen syventdmiseen jad enemman kurssin muuta opetusaikaa.

b . . .
¢ d determinantti saadaan siis laskemalla detA = ad — be. Jos
detA # 0, niin matriisi A on kédéntyvé, miké pétee myos muille neliomatriiseille. Mat-
riisin A, «,, jolle n > 2 determinantti saadaan alimatriisien determinanttien avulla.

[15, sivu 246] Matriisin A3x3 determinantti saadaan

det A = ayydet |:CL22 azs] — appdet |:CL21 a23} + aysdet {321 a22} .
3

Matriisin AQ %9 =

a3z A33 azy as 31 (432

Determinantin laskemiseen liittyva virhekésitys on, ettd kaikkien neliomatriisien de-
terminantti olisi laskettavissa kuten 2 x 2-matriiseille. [10, siva 136] Determinan-
tin laskemista harjoitellaan STACK-tehtavéassa 33. Tehtdvan a-kohta antaa eriytté-
véan palautteen, jos 3 X 3-matriisin determinantti on ratkaistu samalla tavalla kuin
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2 X 2-matriisin determinantti, eli vihentdmalld matriisin diagonaalialkioiden tulo toi-
sistaan. Yleisid determinanttiin liittyvid virheellisia paatelmid ovat myos det A=det B
— A = B ja detA= kdetB — A = kB [10, sivu 132]. STACK-tehtédvissa 35 tulee
pohtia determinantin ominaisuuksia ja erityisesti sité, ovatko tehtdvénannon tarjoa-
mat tiedot kyseisille paatelmille riittavat.

Matriisin determinantin selvittdmiseksi voidaan hytdyntaa myos rivioperaatioita. Ol-
koon matriisi A’ neliomatriisia A rivioperaatioilla muokkaamalla saatu matriisi. T&l-
16in
(1) detA’ = - detA, jos A’ on saatu vaihtamalla matriisin A kahden rivin paikat
kesken&én.
(2) detA’ = ¢ detA, jos A’ on saatu kertomalla matriisin A rivi skalaarilla c.
(3) detA’ = detA, jos A" on saatu lisadmélla jokin matriisin A rivi toiseen riviin
kerrottuna skalaarilla.

Tamé patee sekd nelidmatriisin riveille ettd sarakkeille. [15, sivu 239] Koska deter-
minantin méaérittdminen rivioperaatioiden avulla jaa usein vahélle huomiolle, rivio-
peraatioiden ja determinantin viliseen yhteyteen liittyy myos virhekésityksia [2, sivu
2990]. Ensimmaisesséd kohdassa virheellinen johtop##tos on, ettd koska detA’ = —
detA, niin matriisin A rivien (tai sarakkeiden) paikkojen vaihdon liséksi myos mat-
riisin etumerkin tulisi vaihtua. Toisessa kohdassa taas riittéé, ettd vain yksi matriisin
riveistd (tai sarakkeista) kerrotaan skalaarilla ¢, jotta saataisiin detA” = ¢ detA, ei-
ki siis jokaista matriisin rivid (tai saraketta) tarvitse kertoa. [2, sivut 2991-2992]
Rivioperaatioiden ja determinantin vélistd yhteyttd opiskelijat pidsevét harjoittele-
maan STACK-tehtavissia 34. Tehtéavéissi tulee ensin laskea matriisin A determinant-
ti, jonka jalkeen kolmen seuraavan matriisin determinantit tulee ilmaista matriisin A
determinantin avulla. Namé& matriisit on saatu muokkaamalla matriisia A eri rivio-
peraatioilla. Matriisien yhteyttd ei ole kuitenkaan valmiiksi kerrottu, vaan se tulisi
havaita tehtévaé tehdessa.






LUKU 7
Lineaarikuvaukset

Vektoriavaruuksien vélistd funktiota kutsutaan lineaarikuvaukseksi, jos sille péatee
seuraavat ehdot.

MAARITELMA 7.1. Funktio T : R™ — R™ on lineaarikuvaus, jos kaikille vektoreille
u, v € R™ ja reaaliluvuille ¢ pétee, ettd
(1) T(u+v) = T(u) + T(v) ja
(2) T(cu) = cT'(u).

Lineaarikuvaus sailyttda seké skalaarikertolaskun ettéd vektorisumman. Annettu
funktio osoitetaan lineaarikuvaukseksi kidymaélla méasritelmén molemmat kohdat lapi
kaikille vektoreille @ ja v seké reaaliluvuille c. [15, sivut 91-92] Opiskelijat padsevét
harjoittelemaan tatd STACK-tehtavissi 36, jossa pitda interaktiivisen koordinaatis-
ton avulla luoda vektorit T'(cu+cv) ja ¢T'(u) + ¢T'(v) sekd pohtia, onko annettu funk-
tio lineaarikuvaus.

Lineaarikuvausten ja matriisien valilld on yhteys: jokaista lineaarikuvausta 7" : R® —
R™ vastaa mxn -kokoinen matriisi. Téll6in voidaan merkitd 7'(z) = Az. Matriisi A
voidaan muodostaa tutkimalla, miten lineaarikuvaus kuvaa maérittelyjoukon R™ stan-
dardikannan vektorit {éy,...,é&,}. Matriisin sarakkeet muodostuvat kuvavektoreista
a; =T(€j), j=1,2,...,n.[11, sivut 178-179] Lineaarikuvauksiin liittyvissi STACK-
tehtéavissd 37 ja 38 tarkastellaan, miké on annetun vektorin kuvavektori ja miké on
annettua lineaarikuvausta vastaava matriisi. Matriisi voi olla haastava muodostaa,
silld rivit ja sarakkeet saattavat menné usein sekaisin. Siksi esimerkiksi tehtdvian 38
a-kohdassa vastauskentté ei anna viitetta siitd, miltd vastauksen tulisi nayttdaa, vaan
se on jatetty tehtdvin tekijan itsensd pohdittavaksi. Muissa tehtdvien 37 ja 38 kohdis-
sa vastauskentét on annettu oikean muotoisiksi jo valmiiksi tehtavin helpottamiseksi.

Kun tarkastellaan yhtdldiden A7 = 0 ja AT = § ratkaisujoukkoja, voidaan méiri-
telld, onko lineaarikuvaus 7' : R™ — R™ injektio, surjektio tai bijektio. Maaritellddn
tiatd ennen vield lineaarikuvauksen 7" ytimen Ker(T") ja kuvajoukon Im(7") késitteet.
[11, sivu 175]

MAARITELMA 7.2. Olkoon funktio T : R® — R™ lineaarikuvaus. Lineaarikuvauk-
selle on médritelty ydin Ker(T)

Ker(T)={z € R": T(z) = 0,,}
ja kuvajoukko Im(7)
Im(T) ={g € R" : gy =T (z) jollakinz € R"}.
Lineaarikuvauksen ydin on siis niiden vektoreiden z € R" joukko, jotka kuvautuvat
nollavektoriksi, eli yhtdlon Az = 0 ratkaisut. Jos £ = 0 € R” on ainoa nollavektoriksi
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kuvautuva vektori, eli Ker(7)={0}, lineaarikuvaus on injektio. Edelleen lineaariku-
vauksen kuvajoukko on niiden vektoreiden y € R™ joukko, joille yhtalolla AZ = 3 on
olemassa ratkaisu. Jos kuvajoukko on koko maaliavaruus, eli Im(7") = R™, lineaari-
kuvaus on surjektio. [15, sivu 226] Edellisessd luvussa médriteltiin, ettd ainoastaan
neliomatriisi A,,x, voi olla kdantyva. T&lloin matriisia A vastaavalla lineaarikuvauk-
sella T : R™ — R" voi olla kadénteiskuvaus ainoastaan, kun matriisi A on kédéntyvé.
Erityisesti siis pétee, ettéd lineaarikuvaus voi olla bijektio ainoastaan kun n = m. Eli
toisin kuin yleensé funktioille, lineaarikuvauksille injektiivisyys ja surjektiivisuus ovat
seurausta toisistaan, kun n = m. STACK-tehtdvikokoelman viimeiset harjoitukset,
39 ja 40, kasittelevit lineaarikuvauksen injektiivisyytta ja surjektiivisuutta, erityisesti
ytimen ja kuvajoukon késitteita.



LUKU 8

Tehtavikokoelman testaaminen

8.1. Kyselyn toteuttaminen

Osana téta pro gradu -tutkielmaa toteutettiin myos kysely, joka 16ytyy kokonai-
suudessaan liitteestd B. Kysely liittyy STACK-tehtédvikokoelmaan, jota syksyn 2019
kurssin Lineaarinen algebra ja geometria 1 suorittajat paésivit testaamaan. Tehtéavé-
kokoelman tekeminen ja kyselyyn vastaaminen oli vapaachtoista. Tehtavikokoelma oli
vield testausvaiheessa, joten opiskelijat saivat kokeilla sitd vapaasti ilman, ettéd teh-
tavissd menestyminen vaikutti esimerkiksi kurssin arvosanaan. Kokeilu toteutettiin
kurssin loppupuolella. Tehtavikokoelma 16ytyi kurssin Moodle-sivuilta ja kyselyyn
pédsi vastaamaan Google Formsissa anonyymisti tehtédvien kokeilemisen jélkeen.

Kyselyn avulla opiskelijat saivat antaa mielipiteensé itse tehtavikokoelmasta ja kertoa
siitd 10ytyvistd mahdollisista virheistd. Kysymykset jaettiin kahteen péadkategoriaan:
tehtdvien rakenne ja sisdlto sekd tehtdvien tarkoitus. Molemmat kategoriat sisélsivét
vaittdmid, joihin vastattiin Likert-asteikolla (1=tdysin eri mieltd, 2=jokseenkin eri
mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mieltd, 5=t#ysin samaa mieltd).

Tehtdvien rakenne ja sisélto: Tehtavien tarkoitus:
e Tehtdvianannot olivat selkeitd e Tehtévit testasivat kurssin keskei-
e Tehtédviin vastaaminen oli tekni- sid asiasisaltoja
sesti helppoa e Tehtdvien malliratkaisut auttoi-
e Tehtévissa esiintyneet kuvat oli- vat tehtdvien ymmaértadmisessa
vat selkeitéa e Tehtévistd saatu palaute oli eteen-
e Tehtédvien tekeminen oli miellytta- péin ohjaavaa
VA

e Tehtédvat olivat monipuolisia

Liséksi kyselyn jalkimmaéisessé kategoriassa oli mukana viite tehtédvien vaativuus-
tasosta tarkoitukseensa ndhden, johon vastattiin asteikolla 1=erittéin korkea, 2=kor-
kea, 3=sopiva, 4=matala, 5=erittdin matala. Kaikkiin vaittdmiin pystyi valitsemaan
ainoastaan yhden vaihtoehdon eiké kohtia voinut jattdd myoskéddan tyhjaksi. Kyse-
lyn lopussa opiskelijoilla oli vield mahdollisuus tdydentéda vastauksiaan sanallisesti ja
myo6s tehtédvistd mahdollisesti 10ytyneitd virheita opiskelijat pystyivéit kirjoittamaan
kyseiseen vastauskenttddn. Tahdn kohtaan vastaaminen oli vapaaehtoista.

Kyselyssa haluttiin kiinnittéa erityistd huomiota siihen, onko tehtéviin vastaamisen
teknisyyden, tekemisen mielekkyyden ja tehtédvien vaativuustason valilla riippuvuut-

ta. Hypoteesina ennen kyselyn teetattéamisté oli, ettd jos opiskelija kokee tehtaviin
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vastaamisen teknisesti hankalaksi, niin télldin tehtdvien tekeminen ei ole myoskaan
miellyttdvaa. Vastaavasti jos opiskelija kokee tehtédviin vastaamisen teknisesti hanka-
laksi, niin t&lléin myos niiden vaativuustaso koetaan korkeaksi. Asetetaan siis nolla-
hypoteesit ja vaihtoehtoiset hypoteesit H; ja H, sekd testataan niitd tdmén luvun
kolmannessa kappaleessa.

Nollahypoteesi Hj, = tehtdviin vastaamisen teknisyyden ja tekemisen mielekkyyden
vélilla ei ole riippuvuutta.

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; = jos tehtdviin vastaaminen on teknisesti hankalaa, niin
talloin tehtdvien tekeminen ei ole mydskadn miellyttavas.

Nollahypoteesi Hy, = tehtéviin vastaamisen teknisyyden ja tehtédvien vaativuusta-
son vililld ei ole riippuvuutta.

Vaihtoehtoinen hypoteesi Hy = jos tehtdviin vastaaminen on teknisesti hankalaa, niin
talloin myos niiden vaativuustaso on korkea.

8.2. Kyselyn tulokset

Kurssia Lineaarinen algebra ja geometria 1 suoritti syksylla 2019 aktiivisesti noin
170 opiskelijaa, joista 91 vastasi kyselyyn ja siten kévivat lapi kaikki tehtavikokoel-
man tehtdvit. Vastausprosenttia 53,5% voidaan pitdd hyvini. Kyselyn vaittamét on
taulukoitu ja niihin on selvitetty tulosten frekvenssi, suhteellinen frekvenssi ja medi-
aani.

TAULUKKO 1. Kyselyyn  vastanneiden  mielipide  STACK-
tehtavikokoelman tehtdvanannoista (1=tdysin eri mieltd, 2=jok-
seenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mielta,
Sb=téysin samaa mielta)

Tehtavanannot olivat selkeitd Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 0 0

2 2 2,2
3 3 3,3
4 29 31,9
5 57 62,6

Md=5
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TAULUKKO 2. Kyselyyn  vastanneiden = mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelmaan vastaamisen teknisyydestd (1=tdysin eri miel-
td, 2=jokseenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa
mieltéd, 5=tdysin samaa mielti)

Tehtaviin vastaaminen oli teknisesti helppoa Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 5 5,5
2 16 17,6
3 6 6,6
4 A7 51,6
5 17 18,7
Md=4

TAULUKKO 3. Kyselyyn  vastanneiden  mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelman kuvien selkeydestéd (1=tdysin eri mieltd, 2=jokseen-
kin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mieltd, 5=téysin
samaa mielti)

Tehtévissi esiintyneet kuvat olivat selkeitd Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 0 0
2 2 2,2
3 5 5,5
4 32 35,2
5 52 57,1
Md=5

TAULUKKO 4. Kyselyyn  vastanneiden  mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelman tekemisen mielekkyydestd (1=tdysin eri miel-
td, 2=jokseenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa
mieltd, 5=téysin samaa mieltd)

Tehtévien tekeminen oli miellyttdvaa Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 8 8,8
2 20 22
3 16 17,6
4 30 32,9
5 17 18,7

Md=4
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TAULUKKO 5. Kyselyyn  vastanneiden  mielipide =~ STACK-
tehtdviakokoelman tehtévien monipuolisuudesta (1=tédysin eri mielt4,
2=jokseenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mielté,
b=téysin samaa mieltd)

Tehtéavat olivat monipuolisia Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 1 1,1
2 3 3.3
3 5 5,5
4 41 45,05
5 41 45,05
Md=4

TAULUKKO 6. Kyselyyn  vastanneiden = mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelman sisdllosta (1=tdysin eri mieltd, 2=jokseenkin
eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mieltd, H=t&ysin
samaa mielti)

Tehtévat testasivat kurssin keskeisié asiasiséltoja  Frekvenssi  Suhteellinen frekvenssi

1 0 0

2 2 2,2

3 4 4,4

4 29 31,9

5 56 61,5
Md=5

TAULUKKO 7. Kyselyyn  vastanneiden = mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelman malliratkaisuista (1=tdysin eri mieltd, 2=jok-
seenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mielta,
S=tdysin samaa mielti)

Malliratkaisut auttoivat tehtdvien ymmértdmisessid Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 0 0

2 2 2,2
3 9 9,9
4 37 40,7
5 43 47,2

Md=4
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TAULUKKO 8. Kyselyyn  vastanneiden = mielipide =~ STACK-
tehtdvikokoelman antamasta palautteesta (1=tdysin eri mielt4,
2=jokseenkin eri mieltd, 3=en osaa sanoa, 4=jokseenkin samaa mielté,
S=téysin samaa mieltd)

Tehtévistd saatu palaute oli eteenpéin ohjaavaa Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 0 0
2 4 4,4
3 8 8,8
4 37 40,7
5 42 46,1
Md=4

TAULUKKO 9. Kyselyyn  vastanneiden  mielipide =~ STACK-
tehtavikokoelman vaativuustasosta (l=erittdin korkea, 2=korkea,
3=sopiva, 4=matala, 5=erittdin matala)

Tehtéavien vaativuustaso tarkoitukseensa nahden oli Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi

1 1 1,1
2 18 19,8
3 67 73,6
4 4 4,4
5 1 1,1

Md=3
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8.3. Pohdinta

Kyselyn avulla onnistuttiin kerdaméén paljon hyvéa ja rakentavaa palautetta teh-
tavikokoelmasta. Erityisesti jdlkimmaéisen kategorian véittdmien avulla saadun pa-
lautteen mukaan tehtévit ovat tarkoituksenmukaisia (taulukot 6, 7 ja 8). Lisdksi teh-
tavien rakenteeseen ja siséltoon liittyvien vaittdmien kanssa vastaajat ovat olleet péaa-
sdantoisesti “jokseenkin samaa mieltd” tai "tdysin samaa mieltd” (taulukot 1, 3 ja 5).
Eniten vaihtelua vastauksissa nékyy sen sijaan taulukoissa 2, 4 ja 9. Nollahypoteesin
ja vaihtoehtoisten hypoteesien valintaa voidaan pitéé siis onnistuneena.

Lasketaan seuraavaksi, voidaanko nollahypoteesi hylatda. Koska kyselyyn on vastat-
tu Likert-asteikolla (vaihtoehdot 1-5), voidaan hyddyntda jérjestysasteikolle sopivaa
testausmenetelméd [9, sivu 122]. Lasketaan SPSS-ohjelman avulla Spearmanin jér-
jestyskorrelaatiokerroin tehtédvien teknisyydelle, mielekkyydelle ja vaativuustasolle.
Verrataan ensin keskenéén tehtavien teknisyytté ja tekemisen mielekkyytta.

TAULUKKO 10. Vastaamisen teknisyyden ja mielekkyyden vélinen
Spearmanin jérjestyskorrelaatio

Mielekkyys

Teknisyys Korrelaatiokerroin .H61
Sig. (2-tailed) .000

N 91

Spearmanin korrelaatiokertoimen r, arvoksi saadaan r, = 0.561, eli tehtévien vas-
taamisen teknisyyden ja tekemisen mielekkyyden vililld on kohtalaisen vahva korre-
laatio [9, sivu 123]. Eli mitd helpompaa tehtéviin on vastata teknisesti, sitd miellyt-
tavampdd niiden tekeminen on. Lisiksi p-arvoksi saadaan p(2-tailed)= 0 < 0.05, eli
tulosta voidaan pitéé tilastollisesti merkittdvand. Tama siis tukee vaihtoehtoista hy-
poteesia H; ja nollahypoteesi voidaan hylata. Tulos oli siis odotusten mukainen ja sik-
si on tarkedd ennen STACK-tehtédvien ottamista osaksi opetusta harjoitella ohjelman
kayttoda yhdesséd opiskelijoiden kanssa. Esimerkiksi MAXIMA-kielen hyva hallinta on
hyodyksi my6s opintojen myohemmésséd vaiheessa. Lisidksi matematiikan opinnoissa
yliopistossa kéytetddn paljon LaTeX ladontajirjestelméd, jossa kaytettdvin kielen
kanssa on paljon yhtéldisyyksia STACK-jarjestelmén kanssa.

Vastaavasti lasketaan SPSS-ohjelman avulla Spearmanin korrelaatiokerroin tehtévien
teknisyydelle ja vaativuustasolle.

TAULUKKO 11. Vastaamisen teknisyyden ja tehtédvien vaativuustason
valinen Spearmanin jarjestyskorrelaatio

Vaativuustaso
Teknisyys Korrelaatiokerroin .082
Sig. (2-tailed) 437

N 91
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Nyt Spearmanin korrelaatiokertoimen ry arvoksi saadaan rs = 0.082, eli tehtévien
vastaamisen teknisyyden ja vaativuustason vélilld on erittdin véhédinen korrelaatio
(kerroin l&hes nolla) [9, sivu 123]. Liséksi p-arvoksi saadaan p(2-tailed)= 0.437 > 0.05,
eli tulosta ei voida pitédd tilastollisesti merkittdvéana eiké vaihtoehtoinen hypoteesi Hy
saa tukea. Eli mikali opiskelija koki tehtaviin vastaamisen teknisesti hankalaksi, se ei
vaikuttanut siihen, miten opiskelija koki tehtédvien vaativuustason. Usein siis teknises-
ti hankalaksi koetuissa vastauksissa tehtdvien vaativuustaso koettiin silti sopivaksi.
Vaikka tulos ei vilttamatta ollut odotusten mukainen, on se silti positiivinen: ky-
selyyn vastaajat ovat siis onnistuneet arvioimaan juuri pyydetylla tavalla tehtévien
vaativuustasoa niiden tarkoitukseensa nidhden, irrallisena ominaisuutena teknisyydes-
ta.

Kyselyn loppuun opiskelijat saivat vield tdydentéi aikaisempia vastauksiaan avoimeen
vastauskenttéddn ja kertoa esimerkiksi mahdollisesti 16ytdmistédan virheistd. Kyselyn
taytti yhteensi 91 opiskelijaa, joista 42 vastasi tiahian kohtaan, eli noin 46% vastaajista
halusi tdydentéd aikaisempia vastauksiaan. Varsinaisia sisallollisid virheité tehtéavista
el noussut esiin ollenkaan.

STACK-jarjestelmén mahdollistama lukujen satunnaisuus koettiin joissain vastauk-
sissa epamiellyttéavéksi. Suurin osa néitten sanallisten vastausten antajista oli vas-
tannut olevansa "tdysin eri mieltd” tai "jokseenkin eri mieltd” kohdissa "tehtaviin
vastaaminen oli teknisesti helppoa” ja "tehtdvien tekeminen oli miellyttavaa”, mi-
ké tukee vield aikaisemmassa kappaleessa laskettua korrelaatiota. Lukujen satunnai-
suus aiheutti erityisesti kahdessa tehtédvissi ongelmia: tehtavéssi 25, jossa piti Gram-
Schmidtin ortogonalisointimenetelmad kéyttden muodostaa ortogonaalinen kanta an-
netulle aliavaruudelle ja tehtdvéssd 32, jossa tuli selvittdd annetun matriisin kdéan-
teismatriisi. Kyseiset tehtavit koettiin hankaliksi ja aikaa vieviksi.

"Varsinkin Gram-Schmidt-ortonormalisoinnissa tuli hieman drsyttdvdad numeroiden
pyorittelyd ja sinne vdliin pddsee helposti pienid laskuvirheitd.”

"Hyvid tehtdvid, osaan olisi voinut laittaa hieman pienempid/selkedmmin laskettavia
lukuja etter vastaukset olis olleet kymmenestuhannesosina tai useiden satojen luok-
kaa.”

"Matriisien lasku oli tyoldstd, silld niissd oli paljon vaikeita murtolukuja.”

Lukujen satunnaisuus ei aiheuttanut ainoastaan murtolukuihin liittyvid ongelmia,
niin kuin seuraavasta opiskelijan vastauksesta kay ilmi.

"Mielestini oli myds turhauttavaa, ettc Moodle “arpoi” eri tehtivii/arvoja eri suo-
rittagille, silld tamd vaikeutti yhteistyotd paljon. Avun pyytiminen oli vaikeaa, kun
jokaisella oli eri arvot/vektorit yms. tehtdvissa.”

Taméa opiskelijan vastaus on tdysin ymmaérrettavé: esimerkiksi laskuvirheiden pai-
kallistaminen varmasti helpottuisi, jos toisella opiskelijalla olisi tehtavissddn samat
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lukuarvot. Kuitenkin STACK-tehtéavien etuna on, etté yhteistyon merkitys tehtédvien
tekemisessa ei vahene (kuten luvussa 2 todettiin). Muita huomioita tehtiin esimerkik-
si liittyen vastauskenttien kokoon ja graafeihin.

"Vastauslaatikot olivat joidenkin tehtdvien kohdalla hieman litan ahtaat. Varsinkin
jos vastaus oli murtoluku.”

"Yhdessd graafissa oli kolme suoraa ja kysyttiin onko niitd vastaavalle yhtdloryhmdlle
ratkaisua. Suorista 2 erottui selkedsti taustasta minulle (vdirit punainen ja vihred),
mutta kolmas oli musta ja meinasi jaddd huomaamatta.”

Vaikka monessa sanallisessa palautteessa tehtédvikokoelma koettiin toimivaksi, ei se
valttamatta tarkoittanut, ettd tdménkaltaisten tehtédvien tekeminen olisi toivottavaa.

"Muuten hyvid tehtdvid mutta paperilla parempi tehdd kun moodle hylkdad pienistd-
kin virheistd muuten oikean vastauksen.”

"Tehtdvien teko toimii myds ndin, vaitkka kylld matematiikka aina on parempaa ky-
ndlld ja paperilla.”

Eniten positiivisia kommentteja kerdsivit tehtédvien malliratkaisut ja tehtédvistéd saa-
tava eriyttava palaute.

"Systeemi on sopiva melko yksinkertaisten tehtivien ratkomiseen (jollaisia ndmda teh-
tavdit mielestini olivat). Monimutkaisempien tehtivien kanssa saattaisi olla epamiel-
lyttdvampdd sddatda tietokoneella.”

"Erityisen hyvd oli, ettd sai palautetta ja malliratkaisuja!”

8.4. Kehitysideoita

Néiden palautteiden pohjalta tehtdvikokoelmaan tehtiin seuraavia muutoksia.
Tehtavien 25 ja 32, Gram-Schmidt-ortonormalisoinnissa ja k#d&nteismatriisin selvit-
tdmisesséd, annettujen lukujen vaihteluvilid tehtdavanannoissa pienennettiin. Lukujen
tarpeettoman suuri vaihteluvéli teki tehtavistéa tyolaita ratkoa ja tdmé opiskelijoiden
tekemé& huomio oli térked tehtédvien kehittdmisen kannalta. Vastauskenttien kokoa ei
tehtavissa laajennettu, silld yleensé ne koettiin pieniksi juuri niissé tehtévissé, jois-
sa vastauksessa esiintyi paljon merkkejd. Lukujen vaihteluvilida pienentamalld myos
vastauksista, erityisesti murtoluvuista tulee vihemmaén tilaa vievid. My6s muutamat
kirjoitusvirheet, joita opiskelijat olivat palautteessaan nostaneet esiin, korjattiin.

Palautteissa annettiin huomioita myos syntaksivirheistd. Esimerkiksi vektorit tulee
STACK-tehtévissd antaa muodossa [a,b] eikd (a,b). Lisiksi desimaalin erottimena
kaytetddan pistettd eikd pilkkua ja murtoluvut merkitdan vinoviivalla. Néiden huo-
mioiden pohjalta tehtdvanantoihin ei kuitenkaan lisdtty ohjeistusta, silld syntaksin
kirjoittamista olisi tehtavikokoelman kayttéonoton yhteydesséd tarkoitus harjoitella
erikseen. Néin tehtiin myos nyt ennen kokeilua, mutta harjoitus jii hyvin véhaiseksi,
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joten syntaksiin liittyva palaute on ymmaéarrettavaa.

Seuraavaksi tehtdvikokoelman laatimisen jélkeen ja siitd saadun palautteen pohjalta
olisi hyva pohtia myo6s tehtédvien pisteytystd. Arviointi ei kuitenkaan ollut osana té-
tad pro gradu -tutkielmaa ja tehtévien pisteytyksen saakin kurssin vastaava opettaja
miettid itse kuhunkin tilanteeseen sopivaksi. Lisédksi olisi edelld mainittujen muutos-
ten jalkeen mielenkiintoista testata tehtdvikokoelmaa uudestaan ja selvittda niiden
vaikutus, esimerkiksi ensi syksyné, kun uudet opiskelijat padsevit tekeméin tehta-
vid ja harjoittelemaan jarjestelmén kayttod. Myos nyt syntaksin harjoittelemiseen
olisi voinut varata enemmaén aikaa, jolloin tehtdvikokoelman testaaminen olisi ollut
opiskelijoille mielekkasdmpad. Toisaalta tdhén ei ollut perusteltua ryhtya, sillda opiske-
lijoilla olisi kulunut aikaa sellaisen taidon opettelemiseen, jota ei (ainakaan vield) ole
vaadittu kurssin oppimistavoitteissa.

Kyselya voi pitdd onnistuneena, silld se osoitti, ettd tehtédvid on laadittu harkiten
ja perustellusti. Toisaalta opiskelijoiden huomiot, erityisesti lukuarvojen vaihteluvé-
lin pienentdminen tietyissa tehtédvissd, olivat erittédin tarkeitd tehtédvakokoelman ke-
hittdmisen kannalta.






LUKU 9

Lopuksi

Tamén pro gradu -tutkielman tekeminen on ollut minulle tyéntdyteinen mutta
sitdkin opettavaisempi prosessi. Tutkielman teko on vaatinut monipuolisesti eri ai-
healueiden soveltamista: lineaarisen algebran ja geometrian teorian tuntemista, ope-
tusalan tutkimuksiin perehtymisté seké tietoteknisten taitojen ja tilastollisten mene-
telmien kayttod. Tutkielmassa siis yhdistyy hyvin aikaisemmat yliopisto-opintoni ja
kulunut syksy antaa paljon eviita tulevaa tydeldméad ja matematiikan opettajan uraa
varten.

On ollut hienoa péa#std mukaan vaikuttamaan Jyvéskyldn yliopiston matematiikan
ja tilastotieteen laitoksen opetustychon ja kehittdmédn uutta opetusmateriaalia seka
sen kdyttoonoton myotd uutta opetustyylid. Ainakin Helsingin ja Itd-Suomen yli-
opistossa tehdyt vastaavanlaiset kokeilut, tehostetun kisdllioppimisen menetelmé ja
ABACUS-projekti, ovat kerdnneet opiskelijoilta positiivista palautetta. Myos tdméan
tutkielman yhteydessé toteutetun kyselyn perusteella opiskelijoiden suhtautuminen
STACK-tehtéviin oli pddsdantoisesti positiivinen.

Haluan kiittdd ohjaajaani Tuomo Akkistd tiiviistd yhteistyostd koko syksyn ajalta.
Erityisesti tehtavien laadinnassa ja niiden testausvaiheessa ohjauksesta oli suuri apu.
Kiitos ennen kaikkea koko tdmén graduprojektin mahdollistamisesta.

Toivotan kaikille tuleville kurssin Lineaarinen algebra ja geometria 1 opiskelijoille

menestystd kurssin suorittamiseen - toivottavasti STACK-tehtédvistd on apua uuden
oppimisessa ja oivaltamisessa.
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LIITE A

Tehtavikokoelma

a) M33riti & + v, aijabv kun @ = (4, —-3) ja® = (-7, 5) ovat
avaruuden IR vektoreita seki a = 4 ja b = 2 ovat reaalilukuja.

b) Olkoon i = (—2, 3) avaruuden R? vektori. Piirré koordinaatistoon
vektori —3w liikuttamalla pistettsd A.

Koordinaatistoa voi liikutella ja sen kokoa voi muuttaa koordinaatiston
olkeasta alakulmasta 18ytyvilld nippaimilla.

-0 F & LT
o= |

Lukitsen vastaukseni

1. Tehtava: vektorisumma, skalaarimonikerta

Olkoota = (2, —1) ., » = (—4, 2) ja @ avaruuden R? vektoreita.

Olkoot lisiksi @ = 4, b = 3 ja ¢ reaalilukuja.

a) Madrit3 vektori @ siten, etts lause ai + bo + @ = 0 on tosi.
w=[ |
b) Méirita reaaliluku ¢ siten, ettd lause u = cv on tosi.

Lukitsen vastaukseni

2. Tehtéava: vektoriyhtélon ratkaisu
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Olkoot u, v, wy, Wy ja wy avaruuden R? vektoreita (katso kuva). Olkoot & — (5) 2) jap = (4’ _4) avaruuden B2 vektoreita.

Ovatko vektoreihin liittyvat vaittamat oikein vai vaarin?

a) Laske vektorin i pituus.

=l ]
Wi
W3 _ _
b) Laske vektorin & etiisyys vektorista ¥.
5
: la-si-[ ]
) Mika kuvan vektoreista A — E ei ole yksikkdvektori?
5 i (Anna vastaukseksi iso kirjain.)
. L]
Wal
—5
3
= e 2
_ o o A C
a) Vektori a0, on vektoreiden  ja ¥ summavektori & + . 1
Eivastattu = B
-3 -2 it 1 2 3
E
_ _ D
b) Vektori wr, on vektorin u vastavektori. -1
Eivastattu = Py
¢} Vektori wy on yhdensuuntainen vektorin @ kanssa. =
- 0 + & -
Eivastattu = 1

Lukitsen vastaukseni

Lukitsen vastaukseni

4. Tehtéava: yksikkovektori,

3. Tehtévé: vastavektori, yh- vektorin pituus, vektoreiden
densuuntaisuus vilinen etéisyys

Olkoot @ = (3, —2) ja ¥ = (—4, —4) avaruuden B? vektoreita.

a) Maarit3 pistetulot % - v ja —4u - 3v. D
—gu-30=] B A c

b) Mika kuvan vektoreista A — E on kohtisuorassa vektorin u kanssa?

-5 5
(Anna vastaukseksi iso kirjain.)

I:I E

) Marit vektorin w ensimmainen komponentti w, siten, ett3 vektorit v ja
w = (wy,5) ovat ortogonaaliset.

w1=|:| -0+« LT -

Lukitsen vastaukseni

5. Tehtéava: pistetulo, kohtisuoruus, ortogonaalisuus
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Ovatko seuraavat suoraan = (—3,9) + (3, 4) liittyvit
vaittamdt oikein vai vadrin?

a) Piste (—6, 5) kuuluu suoralle.

Ei vastattu +
Olkoot @ = (6, 2) ja b = (4, —3) avaruuden R? vektoreita, jotka
mairaivit yhdess3 origon kanssa kolmion /A QAB.

b) Suora on vektorin (—3, 9) suuntainen.

Ei vastattu # 10
c) Suora kulkee pisteen (3, 4) kautta.
5
Ei vastattu +
a
Lukitsen vastaukseni -0 & s L
b
6. Tehtédvéa: suoran vektorimuotoinen yh-
s7ee 5
talo
O|k00t{1,4,2)-(1:1,2:2,$3]:2]3 (—2,—8,2]'(I1,1‘2,1{3):—4 -10 ot
avaruuden B3 tasoja.
a) M33rita kolmion kelmannen sivun A B pituus.
a) Onko véite tosi vai epdtosi?
’ ’ laBi-[
Taso (1,4,2) - (zy,2q,z3) = 2 kulkee pisteen p = (0, —1,1) kautta.
Ei vastattu = b) Kuinka suuri on vektoreiden a ja b valinen kulma 67

(Anna vastaus radiaaneina kolmen desimaalin tarkkuudella.)

b) Mik3 alla olevista vaihtoehdoista kuvaa tasojen
(1;4)2) " (31132133) — 213 (_2} _8:2) . (£1)m2)m3) =—4
leikkausta? Lukitsen vastaukseni

1. Suora
8. Tehtavi: kolmio ja vektorien vilinen

2. Tyhja joukko
kulma

3. Taso

(Anna vastaukseksi leikkausta vastaava numero.)

[ ]

Lukitsen vastaukseni

7. Tehtédva: tasot
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a) Mik4 kuvan vektoreista A — Eon suoran 72y + 924 = —8 1o
normaalivektori? C A E
(Anna vastaukseksi iso kirjain.)
5
b) M33rits sen suoran yhtils, joka kulkee pisteen p = (1, 2) kautta ja jonka
normaalivektori on a = (—3,1).
{Anna vastaus ilman sulkeita sievennetyssd muodossa.) g >
-10 -5 5 10
[ Joutl =]
c) Mik3 on suorien 6z + 2z = 10 ja —6x; + 2x5 = 6 leikkauspiste P? -5
P( | )
Lukitsen vastaukseni B
-10 o+ —1
9. Tehtava: suoran normaalivektori
a) Mik3 kuvassa olevista suorista A — €' vastaa suoran yht3l53 b) M3arit3 reaaliluku ¢ siten, etta suoran yhtals (1, —%) (z1,T3) =¢
9 7
(;: 1) (z1,22) = —;? vastaa kuvassa olevaa suoraa.
(Anna vastaukseksi iso kirjain.) = I:I
A ry
A (8
5 5

= =%

o ¢« 1T

Lukitsen vastaukseni

10. Tehtava: suoran yhtélo ja kuvaaja

o+ ¢« LT =
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a) Mik3 alla olevista yhtildpareista 1 — 4 on lineaarinen?

1}{2031—4:,;2 =-5 2){331 +4. /7 =14

—2zz; = —15 13z, + 19z, = —11

3) 3z, + 222 =6 4){—211 + 8z, =10
—13z,—Tzy, =13 2z + 3z, =17

(Anna vastaukseksi oikeaa yhtéléparia vastaava numero.)

L]

b) Kuinka monta ratkaisua kuvassa olevalla yhtildryhmalli on?

10

-0+ o«

Yhtaléryhmalld on |:| ratkaisua.

Lukitsen vastaukseni

11. Tehtava: lineaarinen yh-

taloryhma

Tarkastellaan seuraavia matriiseja:

AEENEA L

1) 1050 2)001
1 17 3

[0 0 0

[1 2 4 3 [ 2 0 4

3) 3 o 4o 2 6

4 1 -3 |3 2 0

Yhdista matriisia vastaava numero oikeaan vaittimaan.

Jokaiseen matriisiin sopii vain yksi vaittama ja joukossa on myds

yksi ylimaardinen matriisi.

Tarkastellaan alla olevaa yhtdloparia:

(t—1)z; +22, =5
Ty +txy =6

Ovatko alla olevat viittdmat koskien reaalilukua £ oikein vai vaarin?

a) On olemassa reaaliluku t siten, ettd yhtiloparilla ei ole yht33n
ratkaisua.

-

Ei vastattu =

b) On olemassa reaaliluku £ siten, etta yhtiloparilla on 3rettéman
monta ratkaisua.

Eivastattu &

) On olemassa reaaliluku £ siten, etté yhtéloparin ratkaisu on
yksikasitteinen.

Ei vastattu =

Lukitsen vastaukseni

12. Tehtéava: yhtaloryhmén
ratkaisujen lukuméaara

a) Mik3 yhtilryhmistd on redusoidun porrasmatriisin muodossa?

[ ]

b) Miss3 yhtildryhmassd on epitosi yhtila?

[ ]

c) Missd yhtiloryhmiss3 on vapaa muuttuja?

[ ]

Lukitsen vastaukseni

13. Tehtéava: yhtaloryhmé ja matriisi

57
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Tarkastellaan alla olevaa yhtaloryhmaa:

—21:1 + 42!2 —21'3 =—8
— 4z, 8z, =4
—4r;, —4zy —10z; =2

a) Taydenn3 yhtil&ryhma3s vastaava kerroinmatriisi.

b) Ratkaise yhtdlryhm33 vastaava redusoitu porrasmatriisi.

c) Montako ratkaisua yht3l6ryhmalld on? Mikili ratkaisuja on
Adrettmin monta, kirjoita vastaukseksi in f.

[ ]

Lukitsen vastaukseni

14. Tehtavéa: redusoitu por-
rasmatriisi, aareton maara
ratkaisuja

a) Kuinka monella eri tavalla avaruuden B2 nollavektori 0
voidaan esitt3 vektoreiden u; = (4, 3) jauy = (—3,6)
lineaarikombinaationa?

Eli kuinka monella eri tavalla reaaliluvut @ ja b voidaan valita,
eftd yht3ld aw, + b, = 0on tosi?

1. Yhtalolle 16ytyy O ratkaisua.
2. Yhtalélle 16ytyy 1 ratkaisu.
3. Yhtildlle 16ytyy co monta ratkaisua.

(Anna vastaukseksi oikeaa vaitetts vastaava numero.)

[ ]

b) Mi3rit3 reaaliluvut ¢ ja d siten, ettd vektori w = (2, —2)
voidaan esitt34 vektoreiden v; = (4, 2) javy = (—3,4)
lineaarikombinaationa, eli 0 = cv; + dvs.

[ ]
]

Lukitsen vastaukseni

=
d

16. Tehtava: lineaarikombinaatiot

Tarkastellaan alla olevaa yhtaléryhmaa:

—242:1 + 8.7..'2 —322?3 =40
2z, + 6z; =—6
16z, —8zs =16

a) Taydenn3 yht3lGryhmas vastaava kerroinmatriisi.

b) Ratkaise yhtdloryhm33 vastaava redusoitu porrasmatriisi.

c) Montako ratkaisua yht3ldryhmalld on? Mikili ratkaisuja on
Adrettémin monta, kirjoita vastaukseksi in f.

[ ]

Lukitsen vastaukseni

15. Tehtéavéa: redusoitu por-
rasmatriisi, yksi ratkaisu

Tutkitaan avaruuden R® vektoreita @ = (0, —2, 8),
5= (—4,-3,0)jaw = (—4,-7,2).

a) Kumpi alla olevista viitteisti kuvaa joukkoa {u, v, w}?
1. Joukko on lineaarisesti riippuva.
2. Joukko on lineaarisesti riijppumaton.

(Anna vastaukseksi oikeaa viitetts vastaava numero.)

]

b) Miki alla olevista viittimista tilldin kuvaa yhtilod

eyt + 30 + ey = 07?

1. Yht3l6n ainoa ratkaisu on (e, €2, ¢3) = (0,0, 0).

2. Yhtalolla ei ole yhtaan ratkaisua.

3. Yht3I6113 on olemassa ratkaisu (¢, ca, c3) 7 (0,0, 0).

(Anna vastaukseksi oikeaa viitettd vastaava numero.)

|

Lukitsen vastaukseni

17.  Tehtéava:
riippumattomuus

lineaarinen
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Olkoot 1y, Ug, Ug ja uy vektoreita avaruuden R™ aliavaruudessa V.

Owatko alla olevat vaittdmat tilldin oikein vai vadrin?

a) Jos joukko {u1 , Uz, U3} on lineaarisesti riippumaton, talléin myds
joukko {ul yUs, Us, u.;} on lineaarisesti rilppumaton.

-

Ei vastattu =

b) Jos joukko {1, Uz, Uz} on lineaarisesti riippuva, talldin myds
joukko {21, us } on lineaarisesti riippuva.

-

Ei vastattu =

Lukitsen vastaukseni

18. Tehtédvé: lineaarinen riippumatto-
muus

a) Olkoot u; = (3,8, 9) jaty = (3, 8, —8) avaruuden R?
vektoreita.

Olkoon lisiksi wy, = (6, 16, —33). Kuuluuko vektori w,
aliavaruuteen (1,15 )7

1. Kylls.
2. Ei.

(Anna vastaukseksi oikea viitetti vastaava numero.)

||

b) Olkoot v; = (3,5, 2) ja vy = (—4,2, 5) avaruuden R*
vektoreita.

Olkoon lisiksi wy = (—18, ¢, 11). Mairita reaaliluku £ siten,
ettd vektori w, kuuluu aliavaruuteen (v, U).

e[

Lukitsen vastaukseni

19. Tehtava: aliavaruudet

a) Mitk3 alla olevista joukoista ovat avaruuden R2 aliavaruuksia?

Valitse kunkin joukon jilkeen tosi, jos kyseessd on aliavaruus ja valitse
epatosi, jos kyseessa ei ole aliavaruus.

1. 8 ={z = (z1,72) ER? | 3,z € Z}

-

Eivastattu +

2. (@}, missa @ = (0, 0)

Ei vastattu +

3. Kuvassa oleva suora:

10
5

-10 -5 5 10
-5
-10 L4 e e e e

Ei vastattu +

b) Mitk3 alla olevista joukoista ovat avaruuden IR® aliavaruuksia?

Walitse kunkin joukon jilkeen tosi, jos kyseessa on aliavaruus ja valitse
epatosi, jos kyseessa ei ole aliavaruus.

4. Sy ={x = (zy, T3, 33) € R® | —3z; + 3z, + 425 = 0}

a*

Ei vastattu

5. R®

Ei vastattu +

6. S5={x = (1,22, %3) ER® | Ty -T2 - 73 = 0}

Ei vastattu =

Lukitsen vastaukseni

20. Tehtédva: aliavaruudet
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Tarkastellaan avaruuden R® vektoreita

w =(2,9,0), u, =(10,0,-2),

uz = (—8,0,0), uy = (—6,18,2).

Muodostavatko valitut vektorit avaruuden R® kannan kohdissa a — ¢?

Valitse tosi, jos vektorit muodostavat avaruuden B® kannan ja valitse
epatosi, jos vektorit eivit muodosta avaruuden IR® kantaa.

a) uy, Up, Uz b} uy ; ug ©) Uy, Up, Us, Uy

Ei vastattu + Eivastattu = Eivastattu = Lukitsen vastaukseni

21. Tehtavia: kanta

Kuvassa on esitetty vektorit & ja v.

==

-0+ &« L T

M3Z3ritd vektorin & projektio vektorille v.
P =[]
Lukitsen vastaukseni

22. Tehtéava: projektio

a) Olkoon S, = {1k, . . . , Ug} avaruuden B® vektorijoukko.
Onko joukko S; tallsin lingaarisesti riippuva vai riippumaton?
1. Joukko Sy on lineaarisest riippuva.

2. Joukko S on lineaarisesti rijppumaton.

3. Ei voida paitelld annetuilla tiedoilla.

(Anna vastaukseksi oikea numero.)

[ ]

b) Olkoon {Z; , &5. . . , &7} avaruuden R™ aliavaruuden V kanta.
Olkoon lisiksi Sz = {07, 5. - - , Dz} joukko vektoreita.

Voiko myds joukko S olla aliavaruuden V kanta?

1. Joukko S5 voi olla aliavaruuden V kanta.

2. Joukko Ss ei voi olla aliavaruuden V kanta.

(Anna vastaukseksi oikea numero.)

[ ]

c) Olkoot vektorit wy, w0, . . ., wy € R™ lineaarisesti riippumattomia.
Olkoon lisiksi y € R™ siten, ettd § € (wy; - - - y Wg)-

Onko tallgin joukko Sy = {aby, . . . , Wk, Y} lineaarisesti riippuva vai
riippumaton?

1. Joukko S on lineaarisesti riippuva.
2. Joukko S5 on lineaarisesti rijppumaton.
3. Ei voida paatelld annetuilla tiedoilla.

(Anna vastaukseksi oikea numero.)

[ ]

Lukitsen vastaukseni

23. Tehtéava: johdatus dimensioon
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Olkoon U = (1, 1y, U3, ty ) avaruuden B aliavaruus, miss3
u = (—22,20,-13), u, = (4,0,13),
uz = (5,0,0), uy =(9,-10,0).

a) Maarita aliavaruuden U dimensio.

dmU=| |

b) Mik3 alla olevista viittidmist3 on oikein?
1 (uy, s, U3, Uy ) = (U, Un)

2. (g, Uz g, Ug ) = (Uy o Usy Uy)

3. (W1, Uz, Us, Uy ) = (U, Un, Us)

4. {1y, Ugs Uz Uy ) = Uz Uy)

(Anna vastaukseksi oikea numero.)

||

Lukitsen vastaukseni

24. Tehtava: dimensio

Olkoot v1,v9 ja v3 kolme avaruuden R* vektoria siten, ettd
01 = (2,0,—-1,-1),

Uy = (2,1,0,—3) ja

vz = (0,-2,0,3).

Muodosta ortogonaalinen kanta {wy, ws, w3} aliavaruudelle
V = (v1, va, U3) kiyttien vektoreita 11,03 ja vs.

Kayta Gram-Schmidt ortogonalisointimenetelmaa aloittaen
vektorista v7 ja etene sitten jarjestyksessa vektoreihin v5 ja v3.

=
-

s = (

=
]

3

Lukitsen vastaukseni

25. Tehtava: Gram-Schmidt
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5 0 5 -5 —1 8§ -—-15 12 1 5 -1
OlkootA=| 3 —2 a B=|15 -2 10|. OlkootA=|-5 -5 —12 ja B=|-8 -8 -7
12 -8 13 2 —4 -9 11 9 -9 -14 -9
Ovatko alla olevat vaittimit oikein vai vadrin? Laske:
a) Matriisi A on kooltaan 3x2. d) A + B on masritelty. A B+ A=
Ei vastattu * Ei vastattu +
b) @y, = 0. e) AB on maaritelty. b)5B — A —
Ei vastattu = Ei vastattu <
c) B on neliématriisi. f) B on madaritelty. I:ll:ll:l
c)BA =
Ei vastattu < Ei vastattu =
Lukitsen vastaukseni Lukitsen vastaukseni
26. Tehtédva: matriisin mairitelma 27. Tehtdvi: summa ja tulo

a) Kirjoita alla oleva yhtiléryhma matriisiyhtélénd Az = b. b) Olkoon nyt Az = b eras matriisiyht3lo siten, etta sen ratkaisuja ovat v ja w.

—9z; —10zy —z; = —14 Mitd muotoa ovat tillin matriisiyhtilén Az = 0 ratkaisut?
Iy —15172 + 92:3 =4 = —
1. 3
—9z, + 13z5 —_10 vt dw
2.2v—w
.v+w
L0 = (L 4,25 — 20
o =

(Anna vastaukseksi oikea numero.)

N [ ]

Lukitsen vastaukseni

28. Tehtéva: matriisiyhtédlon ratkaisut
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2 -16 -1 12
a}OIkootA:[lg 11] ja B:[m _ﬂ].

ME3ritd muuttuja x siten, ettd AB — BA.

=

|y 6 i I et
I}]()Ilcczot{'f]'_[14 7] ja D_[_22 30 |°

M3a3rits muuttuja y siten, ettd CD = 0.

y= |

c) Piteeks nyt CD = DC?
Valitse tosi, jos C' D) = DC ja valitse epitosi, jos CD # DC.

-

Ei vastattu =

Lukitsen vastaukseni

29. Tehtava: matriisien tulo

Tutkitaan matriisijoukkoa M:

a 0 b
M: 0 3-a ¢ ﬂjb)C,dER
b
L
—3 0 6 13 0 1 0
Olkoot lisiksiA=| 0 —9 —-12|, B= 0 3 a C= [{] 13
12 0 0 -39 0
Tutki, kuuluuko kohdissa @ — ¢ annetut matriisit joukkoon M.
Jos matriisi kuuluu joukkoon M, valitse tosi, ja jos ei kuulu, valitse epitosi.
a) Matriisi A. b) Matriisi 2.A. c) Matriisi BC.
Ei vastattu = Ei vastattu = Ei vastattu = Lukitsen vastaukseni

30. Tehtéava: matriisijoukko

—6
T

|

63
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13 16
2)OkootA= |8 —10| ja B:[_7 =7 —3]‘ 1. 2 0
130213 o4t Olkoon matriisi A = | 2 4 —4
0 —4 -1

Mika alla olevista tuloista 1-4 on méaritelty.
1)ATB 2)B'A 3)ATBT 4)ABT

- L Selvits, onko matriisi A kaantyv ja jos on,anna A L.
(Anna vastaukseksi oikeaa matriisia vastaava numero.)

Kirjoita ensin laajennettu kerroinmatriisi [A|T].

4 4 0
L1 1T

g O =i

Miki alla olevista matriiseista 1-4 on matriisin C' kaanteismatriisi C 1.

il 1 6 il 9 3

10 0 % W01 4 0 3 % 3/ 76

Djo 1 ol 2|2 -& —%| 34 1 o 4L %5 &
00 1 a8 0 6 -1 6 _6 _ 1 Sovella sitten Gaussin ja Jordanin menetelmad muodostamaasi matriisiin.

76 19 19 19 19 19

(Anna vastaukseksi oikeaa matriisia vastaava numero.) | || || || || || |

||

Lukitsen vastaukseni

31. Tehtavia: transpoosi ja kdédnteismat-

risi Onko matriisi A kaantyva?
1. Kylla
2.Ei
(Anna vastaukseksi oikea numero.)
-1 -13 8
a) M33ritd matriisin A = | —3 —9 T | determinantti. ‘:‘
15 1 -6
detA :I:l Edelleen, jos vastasit edelliseen kohtaan kylld, anna alle A 1.
Jos vastasit ei, sydtd vastauskenttdin nollamatriisi (kaikki alkiot nollia).
oo [ | | |
b) M3arits reaaliluku x siten, ettd matriisi B= | —8 & 0 | ei ole kdantyvi.
T 0 -7
Lukitsen vastaukseni Lukitsen vastaukseni
33. Tehtavi: determinantti 32. Tehtdvi: kidnteismatriisin selvitti-

minen
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4 2 0
a) M&aritd matriism A= |0 —1 5 | determinantti.
2 0 -1
deta=| |
0 -1 5 4 4 10 4 2
b) Olkoot liséksiB=14 2 0|, C=|0 -1 5 a D=]0 -1
2 0 -1 2 0 -1 6 0

limoita jokaisen matriisin B, C' ja I determinantti matriisin A determinantin avulla.

detB = I:l-detA
detC=|  |detA
detD = I:I-detA

Lukitsen vastaukseni

34. Tehtéavi: determinantti ja rivioperaatiot

Olkoot A ja B kidntyvid 3x3 -neliématriiseja siten, ettd detd = 6 ja detB = —4.

Mitka alla olevista kohdista voidaan annettujen tietojen perusteella laskea?

Niihin kohtiin, jotka voidaan laskea, anna vastaukseksi kyseinen determinantti.

AdetlAB)=| |  ddeA?)=| |

Niihin kohtiin, joita ei annettujen tietojen perusteella voida laskea, kirjoita vastaukseksi no.

e) det(AT) - det(A—1) = I:'

b) det{A + B) — D d) det(—A) + det(—B) = D f) det(B 1) + det(BT) = E

Lukitsen vastaukseni

35. Tehtava: determinantin ominaisuudet

65



66

A. TEHTAVAKOKOELMA

36. Tehtava: lineaarikuvauksen maaritelméa
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a) Tutki, ovatko funktiot T : B2 — R?ja S : B2 —» B3 b) Olkoon R : B® — B2 lineaarikuvaus siten, ett3

lineaarikuvauksia. 0 1
—13 7
Valitse tosi, jos kyseessd on lineaarikuvaus ja valitse epatosi, R([| 3]|) = [ 9 ] ia R(|lo])= [ 12].
jos kyseessi ei ole lineaarikuvaus. 1 3 N
r(|Z )= |t T2 m Msarits, mits on tallgin
o 4

2
Ei vastattu = R(|-3]|)= |:|
s [
3-z3 +

T, Lukitsen vastaukseni
s(2)=| =
: 3. Iy — Ta

Ei vastattu =

37. Tehtavé: lineaarikuvauksen perusominaisuudet

a) Olkoon T': B® — RQ,T(:I:] = Az lineaarikuvaus, jossa
3 2 0
&S [0 —4 4]'

Maarita, mitd on talldin

T(-3,2,00= |

b) Olkoon nyt funktio S : B2 — 3 lineaarikuvaus siten, ett3
S(zy,22) = (3- 2 + 22,2y — 3 - 29,25).

Maaritd kuvausta vastaava matriisi .

.
2 -
1

Lukitsen vastaukseni

38. Tehtéavé: lineaarikuvaus ja matriisi
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Olkoon funktio b) Onko viite tosi vai epitosi?
T:R® — R?, T(xy, T3, T3) = (21,3 + 33)

On olemassa avaruuden B2 vektori 4 = (yy, 2 ) siten, etts g & Im(T).
lineaarikuvaus.

(Eli mikaan llineaarikuvauksen T I3t6joukon alkio ei kuvaudu vektoriksi y).

a) Tarkastellaan lineaarikuvauksen T I3ht&avaruuden Eivastattu =

vektoreita

. h— == 1
a=(0,0,0), b=(0,-15-5), c¢=(1,1, 3 ) c) Onko lineaarikuvaus T injektio, surjektio, molemmat vai ei kumpaakaan?
d = (0, 2:%]: e= [01_13:1_:)1 F=(0,17,-17). 1 Ton injektio.

2. T on surjektio.

Mika alla olevista viitteitstd kuvaa lineaarikuvauksen T ydintd 3. T on bijektio.

LS 4.T ei ole injektio eiki surjektio.

- Ker_[T] i{a}_ (Anna vastaukseksi oikeaa vaitettd vastaava numero.)
2.{a.b.c.d.e.f}C Ker(T) I:l

3.(@.b,e} C Ker(T)

4.1{@,&} C Ker(T) Lukitsen vastaukseni

5. Ker(T) = {c}

6.{a,b.d e} C Ker(T)

[Anna vastaukseksi oikeaa viitetti vastaava numero.)

[ ]

39. Tehtévé: lineaarikuvauksen ydin ja kuvajoukko

a) Olkoon T : R? — B2, T(z,, 23 ) = (3z,,0) lineaarikuvaus. b) Olkoon S : B2 — B2 ja R : B? — R? lineaarikuvauksia siten, ett3 S on

Mika kuvassa olevista suorista A — C' kuvaa lingaarikuvauksen ydinta injektio ja It on surjektio.
Ker(T) ja miki sen kuvajoukkoa Im(T)? Maarita, mita on talléin

(Anna vastaukseksi iso kirjain.) dim Im{S)=I:|
I(er[T]:I:I dim Ker[R]=|:|
Im(T)ZI:l

L c) Olkoon [ : 2% — IB? lineaarikuvaus siten, ett3 sitd vastaa matriisi
4 2 0 -7
R A=]10 7 -3
-2 7 0
2 Onko lineaarikuvaus L téll6in bijektio?

Valitse tosi, jos kyseessa on bijektio ja valitse epdtosi, jos kyseessa ei ole
bijektio.

-

—4 -3 -2 =il 1 2 3 4 Ei vastattu +

Lukitsen vastaukseni

-2
-3

-4
- 1o+ & 1L =

40. Tehtava: lineaarikuvauksen sovelluksia



LIITE B

Kysely

Kysely lineaarialgebran tehtdvakokoelmasta

Kysely lineaarialgebran tehtivakokoelmasta

Kyselyn tarkoituksena on selvittda Jyvaskylan yliopistossa syksylla 2019 luennoidun Lineaarinen
algebra ja geometria 1-kurssin suorittajien mielipidetté tehtavakokoelmasta, joka on tehty osana pro
gradu -tutkielmaa.

*Pakollinen

Tehtavien rakenne ja sisalto

Tehtavanannot ja vastauskentat on pyritty tekeméan mahdollisimman selkeiksi seka helpoiksi ja
miellyttéviksi kayttaa. Tehtavissa on pyritty yhdistdmaén algebraa ja geometriaa seké valitsemaan
monipuolisesti erilaisia tehtavatyyppeja (avoimet kysymykset, oikein-vaarin-vaittdmat, monivalinnat).

1. Valitse sopivin vaihtoehto *
Merkitse vain yksi soikio rivi& kohden.

Taysineri  Jokseenkin  En osaa Jokseenkin l:z]s;z
mielta eri mielté sanoa samaa mielta dc
mieltd

Tehtavanannot olivat
selkeita

Tehtaviin
vastaaminen oli
teknisesti helppoa
Tehtavissa
esiintyneet kuvat
olivat selkeita
Tehtavien tekeminen
oli miellyttavaa
Tehtavat olivat
monipuolisia

Tehtavien tarkoitus

Tehtavien ja niistéd saadun palautteen on tarkoitus edistaa lineaarialgebran keskeisimpien sisaltjen
oppimista seka oikaista niihin liittyvia vaarinkasityksia. Tehtavat on tarkoitus olla perustason tehtavia,
jotka testaavat maaritelmien ja lauseiden ymmarrysta.

2. Valitse sopivin vaihtoehto *
Merkitse vain yksi soikio riviéd kohden.

Taysineri  Jokseenkin  En osaa Jokseenkin -sr:r);salz
mielta eri mielta sanoa samaa mielté mielta

Tehtavat testasivat
kurssin keskeisia
asiasisaltoja
Tehtavien
malliratkaisut
auttoivat tehtavan
ymmartamisessa
Tehtavista saatu
palaute oli eteenpain
ohjaavaa

https://docs.google.com/forms/d/1guEDKoFrMGopeVIg5WdebPho_98XIUy5pGiX6ueNBMc/edit
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11/28/2019 Kysely lineaarialgebran tehtavakokoelmasta

3. Tehtévien vaativuustaso tarkoitukseensa néhden oli *
Merkitse vain yksi soikio.

erittéin korkea
korkea
sopiva
matala

erittdin matala

Vapaa sana

Voi tarkentaa alle edelld antamiasi vastauksia tai antaa yleista palautetta liittyen tehtavakokoelmaan.

4.

Palvelun tarjoaa
Google Forms

https://docs.google.com/forms/d/1guEDKoFrMGopeVIg5WdebPho_98XIUy5pGiX6ueNBMc/edit

212
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