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Téssé tyossa jatkettiin aikaisemmin Jyvéskyldn yliopistossa tehtya kansainvilisté-
kin tunnustusta saanutta tutkimusta hitaasti paperissa etenevin 1+ 1-ulotteisen
palorintaman dynamiikasta ja sen yhteydestd KPZ-universaalisuusluokkaan.
Poiketen aikaisemmista tutkimuksista tyossd on tutkittu aikaisempaa pidem-
piéd polttoja, joiden avulla on parannettu palorintaman stationaarisen alueen
statistiikkaa, ja yleisesti vahélle huomiolle jadneitd rajapintojen reunailmioité.
Molemmissa tapauksissa tutkittuina suureina ovat korrelaatiofunktiosta saadut
skaalauseksponentit £ ja x sekd korkeusfluktuuaatiojakauma ja sitd kuvaavat
tunnusluvut vinous ja huipukkuus. Tyossd kaytiin lapi etenevien rajapinto-
jen perusteoriaa eli Family—Vicsek-skaalauslaki, EW-yhtélo seké yksinkertaisin
etenevié rajapintoja kuvaava KPZ-yht#lo. Myo6s kokeellinen laitteisto ja poltto-
koedatan analysointiin kaytetyt algoritmit kéytiin l&pi.

Koko poltoille tarkastellut korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktuaatiojakauma
osoittivat, ettd tarkasteltu paperinpolttodata ei vastaa KPZ-yht&lon ennustetta
kasvueksponenttia § lukuunottamatta. Kasvueksponentin kiyttidytyminen ja
aikaisemmin tehdyt tutkimukset kuitenkin viittaavat siihen, ettd eksponentin
x ja korkeusfluktuaatiojakaumien huono kiyttdytyminen johtuvat statistiikan
puutteesta.

Reunailmisita tarkasteltiin kahdelle eri leveyksiselle reunalle ja niiden tarkas-
telussa suurin huomio kiinnittyy korkeusfluktuaatiojakaumien kiyttdytymiseen,
silld paperin vastakkaisten reunojen korkeusfluktuaatiojakaumien kayttaytyminen
oli hyvin samankaltaista koko poltoille saadun korkeusfluktuaatiojakauman kans-
sa vaikka reunojen ja koko polttojen korrelaatifunktioiden vélilla oli merkittava
ero. Tama yllattava havainto tarjoaa motivaation reunailmisiden jatkotutkimuk-
selle.

Avainsanat: etenevi palorintama, reunailmiot, Family-Vicsek skaalauslaki,
Edwards-Wilkinson-yht&lo, KPZ-yhtilo



Abstract

Ik&dheimonen, Otto

The Dynamics of The Propagating Combustion Front

Master’s thesis

Department of Physics, University of Jyvaskyla, 2019, 32 pages

In this thesis the work with the dynamics of the propagating 1+ 1-dimensional
slow combustion fronts and it’s connection to KPZ universality class, which has
been done previously in University of Jyvéskyla, were continued. The studies
in this thesis differ from previous studies with longer measurements of the
combustion front which helped to get more statistics from the stationary part
of the dynamics, and the studies with widely ignored edge phenomena of the
interfaces. In both cases scaling exponents 5 and , which are obtained from the
correlation function, and the height fluctuation distribution and it’s skewness
and kurtosis were studied. In the thesis the basic theory of the propagating
interfaces were explained, i.e. Family-Vicsek scaling law, EW equation and KPZ
equation, which is the simplest equation to describe propagation of the interface,
were gone trough. The experimental set-up and algorithms used to analyse the
data were described.

The results for the bulk of the combustion fronts where correlation function
and height fluctuation distribution were studied are that exponent [ is the
only characteristics which match with the KPZ equation’s prediction. The
behaviour of the growth exponent S and the previous studies still implies that
the behaviour of the exponent x and the height fluctuation distribution can be
explained with lack of statistics.

Edge phenomena were studied with two different sizes of edges and the
unexpected result was that the behaviour of the height fluctuation distribution at
the edges were really close to the behaviour of the height fluctuation distribution
in the bulk. This behaviour was there although the behaviour of the correlation
functions differed significantly when edges and bulk were compared. This
surprising observation generates the motivation for the future studies of edge
phenomena of the propagating interfaces.

Keywords: propagating combustion front, edge phenomena,
Family—Vicsek scaling, Edwards—Wilkinson-equation, KPZ-equation
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1 Johdanto

Rajapintoja esiintyy luonnossa kaikkialla ja téstd syystéd ne ovat fysiikassa hyvin
yleisesti tarkastelun kohteena. Kun puhutaan rajapinnoista niin kuin useimmat asian
kéasittavat, eli paikallaan pysyvistéd rajapinnoista, ovat ne yleensé kaksiulotteisia pin-
toja. Tyypillinen aloittelevan fyysikon eteen tuleva esimerkki on lasin ja ilman vélinen
rajapinta. Tdmén tyon kannalta kiinnostus keskittyy kuitenkin liikkuviin rajapintoi-
hin, kuten etenevin metsépalon palorintama ja bakteerikasvuston tai syopésolukon
reunan kasvu. Namé erityyppiset etenevit rajapinnat nayttiavat samankaltaisilta,
joten on suorastaan fyysikon velvollisuus ajatella, voitaisiinko etenevien rajapintojen
fysiikkaa kuvata jonkin yleisen mallin avulla.

Téllaisia malleja ovat esimerkiksi Family—Vicsek-skaalauslaki [1], joka kuvaa
rajapinnan leveyden skaalautumista ajan ja systeemin koon funktiona, Fdwards—
Wilkinson-yhtdlo [2], joka on lineaarinen malli rajapinnan korkeuden aikakehitykselle,
sekd Edwards—Wilkinson-yhtiloé yleistava epélineaarinen KPZ-yhtdlo, jonka esittivat
Kardar, Parisi ja Zhang vuonna 1986 [3]. KPZ-yhtdlo on yksinkertaisin teoria,
joka kuvaa rajapinnan etenemistd epéjérjestdytyneessd materiaalissa. Téasté syysta
varsinkin sen 1 + 1-ulotteista (yksi spatiaalinen ulottuuvuus ja aika) tapausta on
tutkittu paljon.

Esimerkiksi KPZ-yhtdlon toimivuus 1 + 1-ulotteisessa tapauksessa on osoitettu
useilla eri kokeilla [4-7]. KPZ-yhtélon epélineaarisuuden vuoksi on sen eksakti rat-
kaisu vaikeaa ja vasta vuonna 2010 ratkaisu loytyi [8]. My6s Jyviskylidn yliopiston
fysiikan laitoksella on tehty kansainvilisesti tunnustettua tyoté etenevien rajapin-
tojen tutkimisessa. Esimerkiksi Jussi Maunuksela, Markko Myllys, Juha Merikoski,
Jussi Timonen ynnd muut [4, 5, 9] ovat osoittaneet rintaman korkeuden korrelaatioita
analysoimalla, ettd paperissa hitaasti eteneva palorintama kayttaytyy KPZ-yhtédlon
mukaisesti, sekd Lasse Miettinen ynnd muut [10] ovat tutkineet etenevén palorinta-
man korkeusfluktuaatiojakauman kiyttaytymistd. Muuta palorintaman etenemiseen
liittyvéd tutkimusta on tehty julkaisuissa [11-14].

Téassé tyosséd jatketaan Jyviskylédssd aiemmin tehdyn tutkimuksen viitoitta-
malla tielld, eli tutkitaan paperissa etenevin palorintaman yhtenevaisyyttia KPZ-
dynamiikan kanssa. Ty0ssd tarkastellaan mittauksia, joiden tarkoituksena oli saada
aikaan aikaisempaa pidempié polttoja, jotta KPZ-yhtdlon mukainen kéyttdytyminen
saataisiin paremmin esille. Ty0ssd tutkitaan my6s etenevien rajapintojen tutkimuk-
sessa vihélle huomiolle jaédneitd systeemin reunailmioGité eli téssé tapauksessa paperin
reunoilla tapahtuvaa fysiikkaa. Siis verrattuna aikaisempiin tutkimuksiin uutta téssa
tyOssd ovat pidemmét poltot, mahdollistaen paremman statistiikan stationaarisessa
alueessa, seké reunailmiciden karakterisointi. Tiettdvésti reunailmicité ei ole tutkittu
vastaaville systeemeille aiemmin. Reunailmioita tutkiessa sopivan vertailukohdan
saamiseksi on oleellista tutkia samoja suureita samoista poltoista myods kaukana
paperin reunoista.

Tyon alkuosassa tutustutaan etenevien rajapintojen teoriaan, Family-Vicsek skaa-
lauslakiin, lineaariseen Edwards-Wilkinson-yht&léon seké itse KPZ-yhtéloon. Lisaksi



esitelladn tapoja, joiden avulla voidaan selvittda kidyttaytyyko jokin fysikaalinen
systeemi KPZ-yhtdlon mukaisesti. Tamén jalkeen esitelladn kokeelliset menetelmét
seké kokeista saadun datan analysointiin kdytetyt menetelmét. Lopuksi selvitetdan
kiyttaytyyko paperissa etenevé palorintama KPZ-dynamiikan mukaisesti paperin
keskiosassa seké reunoilla.



2 Etenevien rajapintojen teoriaa

Teoriaosassa kiaydadn lapi etenevin rajapinnan perusteoriaa mukaillen Barabasin
ja Stanleyn sekd Takeuchin teoksia [15, 16]. Kyseiset teokset kuvaavat erittéin
hyvin etenevié rajapintoja ilmitné ja sen perusteoriaa, ja ovat siten hyvad luettavaa
polkunsa alkutaipaleella olevalle etenevien rajapintojen asiantuntijalle. Tarkastelun
kohteena on ideaalisesta silein kaareutumattoman rajapinnan alkutilasta ldhteva
dynamiikka, joka etenee kohti dérellisessé ajassa saavutettavaa stationaarista tilaa.

2.1 Family—Vicsek-skaalauslaki

Maéaritellddn rajapinnan pystysuuntaiseksi sijainniksi eli korkeudeksi suure h(z,t),
joka on yksiarvoinen funktio eli rajapinta ei voi kaintya itsensi alle ja se riippuu
rajapinnan poikittaissuuntaisesta paikasta x ja ajasta t. Tamén suureen avulla
voidaan méaritelld etenevan rintaman keskikorkeus

L
h(t) = % /0 W', 1) da, (2.1)

missd L on rajapinnan z-suuntainen pituus ja h(z’,t) on rintaman korkeus eli sijainti
y-suunnassa paikassa x’ ajanhetkelld t. Rajapinnan leveys on w(L,t), joka riippuu
tarkasteltavan systeemin leveydestd L ja ajasta t. Rajapinnan leveys kuvaa rajapinnan
karheutta eli sitéd kuinka paljon yksittdisen rajapinnan pisteen korkeus eroaa sen
keskikorkeudesta. Rajapinnan leveys on mééritelty sen korkeuden fluktuaatioiden
nelidllisené keskiarvona,

L
w(L,1) = ¢ = /0 (e, 1) — h(t)]” dar. (2.2)

Rajapinnan leveydelle on monissa kokeissa ja simulaatioissa [15, 17] néytetty,
ettd se kiyttaytyy seuraavien potenssilakien mukaisesti, joita yhdistettyna kutsutaan
Family—Vicsek-skaalauslaiksi [1]

t <ty
Lty ~LXf|— ) ~ ’ 2.
wltot) ~ 1% (12 {Lx S 2.3

missd f (ﬁ) on skaalausfunktio, jota tutkimalla saadaan Family—Vicsek-skaalauslain
mukaiset asymptoottiset kayttaytymiset. Yhtalo néyttiad, ettd rajapinnan leveyden
kayttaytymisestad 16ytyy kaksi eri aluetta, joita erottaa saturoitumisaika ¢, . Pal-
jon ennen saturoitumisaikaa rajapinnan leveys kiyttiytyy potenssilain w(L,t) ~ t°
mukaisesti, missé kriittistd eksponenttia  kutsutaan kasvueksponentiksi. Saturoi-
tumisajan jilkeen w asettuu L:std riippuvaan vakioarvoon wge (L) ~ LX, missd
kriittisté eksponenttia y kutsutaan karheuseksponentiksi.

Kun tarkastellaan saturoitumisaikaa t« systeemin leveyden funktiona, saadaan
yhtélostéd (2.3) riippuvuus

ty ~ L7, (2.4)



misséd eksponenttia z kutsutaan dynaamiseksi eksponentiksi. Tahén pdadytadn tar-
kastelemalla rajapinnan leveyden kiyttdytymisté saturoitumisajan ldheisyydessé.
Eksponentit y, £ ja z eivit ole riippumattomia. Tadmé& voidaan perustella ldhestymélla
saturoitumisaikaa vasemmalta puolelta, jolloin kidyttdytyminen on verrannollinen
funktioon w(ty) ~ 2. Jos lihestyminen tehd#én oikealta kiyttdytyminen on funk-

tion w(tx) ~ LX mukaista. Néistd kahdesta kiyttaytymisestd saadaan, etté ti ~ LX,
josta yhtélon (2.4) avulla saadaan eksponenteille relaatio

=X (2.5)

On huomattava, ettd yhtdlo (2.5) pétee kaikille systeemeille, jotka noudattavat
Family—Vicsek-skaalauslakia (2.3).

2.2 Lineaarinen teoria

Aloitetaan rajapinnan kasvun teorian kuvailu muodostamalla tasapainotilassa (¢t >
ty ) olevaa rajapintaa kuvaava mahdollisimman yksinkertainen differentiaaliyht&lo
tarkastelemalla sen asymptoottista kiyttadytymisté ja kdyttamalla systeemin sym-
metriaehtoja. T&téd varten rajapinta, jonka korkeus, samaan tapaan kuin luvussa 2.1,
on h(x,t), missd x on paikkavektori, jonka ansiosta useampiulotteiset tapaukset ovat
my6s sallittuja. Rajapinnan korkeus on siis yksiarvoinen funktio ja siiné ei néin ollen
saa olla kohtia, jossa rintama on kadntynyt itsensé pédlle. Rajapinnan korkeuden
avulla ilmaistuna oletetaan rajapinnan etenemisté kuvaavan yhtélon eli kasvuyhtélon
olevan muotoa

oh(x,t

@1) _ G wot) + (e ), (2.6
missd G(h,x,t) on funktio, joka riippuu rajapinnan korkeudesta, paikasta ja ajasta,
ja n(x,t) on kohinatermi. Etsitdén funktion G(h,x,t) muotoa ongelmasta l5ytyvien
symmetriachtojen avulla [15]:

(i) Aikatranslaatioinvarianssi. Kasvuyhtélon pitédé olla riippumaton siitd miten
ajan nollakohta on mééaritelty, eli systeemin pitéé olla invariantti muunnoksessa
t — t + 0t. Téasta syystéd funktiossa G ei voi olla eksplisiittistd aikariippuvuutta.

(ii) Translaatioinvarianssi rajapinnan kasvusuunnassa. Rajapinnan kasvun ei pidd
riippua siitd mihin A = 0 on mééaritelty eli kasvuyhtdlon tulee olla invariantti
muunnoksessa h — dh. Téstd syystd G ei voi riippua suoraan h:sta, joten G
muodostuu jostain kombinaatiosta h:n derivaattoja (Vh, V2h, ... V"h).

(iii) Translaatioinvarianssi kohtisuoraan rajapinnan kasvusuuntaa vasten. Yhtalossi
ja ndin ollen funktiossa G ei saa olla suoraa riippuvuutta paikkavektorista x eli
systeemin pitéé olla invariantti muunnoksessa * — @ + dz.



(iv) Pyérdhdys- ja peilaussymmetria suhteessa kasvusuuntaan . TAméa symmetria
johtaa siihen, ettei G:ssi voi olla parittomia korkeuden derivaattoja, kuten
esimerkiksi Vh ja V (V2h).

(v) Ylos-alas-symmetria h:lle. Téstd syysta rajapinnan fluktuaatiot ovat saman-
kaltaisia rintaman korkeuden keskiarvon suhteen riippumatta fluktuaatioiden
suunnasta, eli h — —h. Siten funktio G ei voi riippua Vh:n parillisista potens-
seista kuten (Vh)? tai (Vh)*. On myos hyvi huomata, ettéd ylos-alas-symmetria
liittyy vahvasti tasapainotilaan, jossa h fluktuoi tietyn keskiarvon ympaérilld ja
on hyvin oletettavaa, ettei ko. symmetria péde tasapainotilasta poikkeutetulle
systeemille.

Niitd symmetriachtoja kiayttamailld saadaan differentiaaliyhtélolle muoto

M) _ (928) + (V40) + -+ (V) + (V2R)(TR) + ..

ot
+ (V1) (VR + (e, t), (2.7)

missé n, k ja j ovat positiivisia kokonaislukuja.

Koska kiinnostuksena on systeemin stationaarinen tila, voidaan tarkastella sen
asymptoottista kidyttaytymisté eli rajoja t — oo ja x — o0, jolloin pystytadn yhtaloa
sieventamédn. Talla hydrodynaamisella rajalla, jolla systeemin skaalausominaisuudet
korostuvat, pienemmaén asteen derivaatat ovat tdrkedmmaésséd asemassa kuin korkean
asteen derivaatat. Téastd syysté téatéd tarkastelua vasten kaikki paitsi pienimmén asteen
derivaatta voidaan jattda yhtélostd pois. Néin saamme aikaan Edwards—Wilkinson-
yhtdlon (EW-yhtilo) [2]

Oh(x,t)
ot

mikd ndyttdd muusta yhteydestéd tutulta diffuusioyhtélolté, johon on lisédtty kohina 7.
Vakiota v kutsutaan pintajinnitykseksi, koska yleensi diffuusiotermi V2h tasoittaa
h:n vaihteluita, kuten kuvista la ja 1b kéy ilmi. Yhtdlon (2.8) viimeinen termi eli
kohinatermi n(x, t) kuvaa sattumanvaraisia fluktuaatiota. Palorintaman tapauksessa
kohinatermi kuvaa epéjarjestaytynyttd materiaa, jossa rajapinta etenee. Yleensa n
valitaan niin, ettd kohinan korrelaatiot ovat delta-piikittyneitéd ja sen keskiarvo on

(n(x, 1)) = 0. (2.9)

Korrelaatiot parametrisoidaan seuraavasti:

— VV%h + (1), (2.8)

(n(zx, t)n(x’,t")) = 2D6%x — a')o(t — t'), (2.10)

missd D on vakio, §(x — «’) ja §(t — t') Diracin delta-funktioita ja d rajapinnan
ulottuvuus. EW-yhtélon (2.8) mukaisen rajapinnan keskinopeus on nolla:

v—/<g}tl>ddac—0. (2.11)



Keskiméérin tasaisesti etenevé rintama saadaan aikaan lisddmaélla EW-yhtaloon
vakionopeustermi v, jolloin saadaan

E)hg’;’ﬂ = v+ vV2h +n(z, t). (2.12)
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(b) Lineaarisen termin aiheuttama aikakehitys eli h(x,t-+6t) = h(x,t)+vV2hdt. Kuvassa katkoviiva
on rintaman korkeus alkuhetkelld eli h(z,t) ja yhtendinen viiva h(z,t + §t), mistd ndhdédin, ettd
lineaarinen termi tasoittaa rajapinnan korkeusfluktuaatiota.
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(c) Epélineaarisen termin aiheuttama aikakehitys eli h(x,t + 0t) = h(z,t) + 3(Vh)>t. Kuvassa
katkoviiva on rintaman korkeus alkuhetkelld eli h(z,t) ja yhtendinen viiva h(z,t + §t), mistd
nahdain, etta epélineaarinen termi aiheuttaa rajapintaan sen lateraalisuuntaisen kasvun.

Kuva 1. Havainnollistus KPZ-yht#lon lineaarisen ja epélineaarisen termin vaikutuksesta
rajapinnan etenemiseen.

Koska EW-yhtélo on lineaarinen, onnistuu sen eksakti ratkaiseminen ja kriit-
tisten eksponenttien arvojen 19ytadminen tekemélld yht&loon (2.8) Fourier-muunnos
liikkemé&araavaruuteen, jolloin saadaan

n(k,w)

vk? —iw’

h(k,w) = (2.13)



missé 7(k,w) on kohinatermin 7n(«, t) Fourier-muunnos. Muunnetulle kohinalle pétee
(n(k,w)) =0. (2.14)

ja
(n(k,w)n(k,w)) = 2D5%k — k)5 (w — o). (2.15)

Yhtélostd (2.13) saadaan rintaman korkeuden korrelaatiofunktioksi

by (n(k,w)n(k,w))
((k, w)h(K',w')) = (vk? —iw) (VK'2 —iw')’ (2.16)

josta jonkinmoisen laskemisen [18] ja takaisinmuunnoksen jilkeen paikka-avaruuteen
saadaan

(h(, t)h(x ') = D x| f <”|t_t/’> : (2.17)

2 ‘w—w”Q

misséd f(u) on laskuista saatu skaalausfunktio, jolle pétee f(u) — vakio, kun u —
oo ja f(u) — u® 92 kun v — 0. Vertaamalla yhtilod (2.17) Family Vicsek-
skaalausrelaatioon (2.3) saadaan EW-yhtilolle skaalauseksponenttien arvoksi

X:257d, ﬁ:%d ja z=2. (2.18)
Yksiulotteisessa tapauksessa skaalauseksponentit saavat EW-yhtélolle arvot y = 1/2,
B =1/4ja z=2. On myos hyvd huomata, etté vakionopeuden v lisidminen ei muuta
korkeuden h korrelaatioita eiké siksi muuta skaalauseksponettien arvoja, vaikka se
rikkookin ylos-alas-symmetrian.

Havainnollisuuden vuoksi tarkastellaan seuraavaksi diskreettia RD-mallia (Ran-
dom Deposit -malli), johon on sallittu rajapinnan relaksoituminen ja joka kdyttéytyy
asymptoottisesti EW-yhtélon mukaan. RD-mallia on havainnollistettu kuvassa 2.
Satunnaisesti pudotetut partikkelit putoavat yhté saraketta pitkin kunnes ne osuvat
rajapintaan ja néin ollen kasvattavat rajapinnan korkeutta kyseisessd kohdassa. Raja-
pinnan relaksoituminen tuodaan malliin siten, ettd pudonneen partikkelin annetaan
diffusoitua rajapintaa pitkin, kunnes se on pééssyt korkeuden lokaalin minimiin. Ky-
seinen prosessi aiheuttaa korrelaatioita vierekkiisten rajapinnan korkeuksien viilille,
minké johdosta koko rajapinta on korreloitunut. Kun systeemin annetaan kehittya
ajassa tarpeeksi kauan, korrelaatiot aiheuttavat rajapinnan saturoitumisen samaan
tapaan kuin Family—Viksec-skaalauslain yhteydessa.

2.3 Kardar—Parisi—Zhang (KPZ)-yhtilo

Lineaarisen luonteensa vuoksi edellisen luvun EW-yhtilo (2.8) on lilan yksinkertai-
nen kuvaamaan yleisesti rajapinnan etenemisen ilmi6itd. Ta4ma johtuu siité, ettéa
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Kuva 2. Edwards—Wilkinson-yht&lon mukaisesti kayttaytyva RD-malli rajapinnan re-
laksoitumisella. Mallissa satunnaisesti pudotetut partikkelit matkustavat pudottuaan
rajapinnan mukana kunnes 16ytévét lokaalin miniimin.

EW-yhtédlon mukainen rintama pyrkii eteneméén suoraan rintaman korkeuden suun-
taisesti, eli h-akselin suuntaan, huolimatta diffuusion ja kohinatermin aiheuttamasta
héirinnasti. Yleisesti fysikaaliset rajapinnat pyrkivit eteneméin ennemmin raja-
pinnan lokaalin normaalin n suunnassa kuin h-akselin suuntaan. Liséksi etenevét
rajapinnat eivit tavallisesti vastaa tasapainotilaa, joten luvun 2.2 ehto (v) ei ole
voimassa. Téstd syystd EW-yhtidlod on yleistettava.

Otetaan yleistyksen lahtokohdaksi edellinen huomio siité, ettd fysikaaliset raja-
pinnat yleensé etenevit lokaalin rajapinnan normaalin suuntaan. T&ll6in rajapinnan
korkeuden kasvulle dh h-akselin suuntaan saadaan yhden aika-askeleen dt aikana
Pythagoraan lauseella (kuva 3)

5h = [(vot)® + (06t Vh)2]"? = vit [1 + (VR)?]2. (2.19)
Jos |Vh| < 1, kehittdmélld edellinen yhtéls (2.19) Vh:n suhteen saadaan
Oh(z,t) v 9

Tarkastelu viittaisi siihen, ettd lisaimilli epilineaarinen (Vh)? termi EW-yht#loon
saadaan kuvattua rajapintoja, jossa kasvu tapahtuu lokaalin pinnan normaalin
suuntaan. Tastd rohkaistuneena lisdtédin edelld oleva termi EW-yhtéloon, jolloin
saadaan stokastinen epélineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtilo

Oh(x,t)

ot
missd A on vakio. TAmé& yhtdlo tunnetaan KPZ-yhtdlona [3] kehittédjiensd Karda-
rin, Parisin ja Zhangin mukaan. KPZ-yht&lo on yksinkertaisin yhtdlé kuvaamaan

A
= vV2h + 5(Vh)2 +n(x, t), (2.21)
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Kuva 3. Lokaalin normaalin suuntainen rintaman kasvu 1 + 1-ulotteisessa tilanteessa, josta
saadaan KPZ-yhtédlon epélineaarinen termi.

rajapinnan etenemistéd epéjérjestyneessd materiaalissa. Useat kokeelliset tulokset
osoittavat KPZ- yhtdlon toimivuuden [4-7]. Yhtdlon ensimméinen ja viimeinen termi
ovat diffuusio ja kohinatermi kuten luvussa 2.2. Kohinatermi kiyttaytyy yhtéiloiden
(2.9) ja (2.10) mukaisesti. Juuri lisétty epélineaarinen termi on ns. kasvutermi, joka
on verrannollinen A:n. Epélineaarinen termi kuvaa rintaman kasvua pinnan lokaalin
normaalin suuntaan, kuten edelléd olevista perusteluista kéy ilmi. Kuvien la ja 1c
avulla on havainnollistettu epélineaarisen termin vaikutusta rajapinnan etenemiseen.
Voidaan myos havaita, ettd KPZ-yhtélolle patevit samat symmetriachdot kuin EW-
yhtélolle lukuun ottamatta viimeisté eli viidettd ehtoa (luku: 2.2). Toisin sanoen
epélineaarisen termin lisdédminen aiheutti ylds-alas-symmetrian rikkoutumisen, eli
KPZ-yhtilo ei ole invariantti muunnoksessa h — —h. On myos hyva huomata, etté
EW-yhtélostéd poiketen KPZ-yhtélon antama rajapinnan keskiméérdinen nopeus on
epilineaarisen termin ansioista nollasta poikkeava eli

A L
v:z/‘ﬂm«vm%. (2.22)
0
Niin ollen KPZ-yhtdlon mukainen rajapinta etenee ilman ulkopuolista ajavaa voimaa,
joka EW-yht#lon (2.12) tapauksessa on vakionopeus v.

KPZ-yhtdlon mukaiset skaalauseksponentit saadaan 1 4 1-ulotteiselle systeemille
Fokker—Planck-yhtélon ja fluktuaatio-dissipaatio-teoreeman avulla. Otetaan aluksi
tarkasteluun yksinkertainen Langevin-yhtilé muotoa [19]

oh
— = G(h) +n(t), (2.23)
ot
missé kohinan korrelaatiot ovat (n(t)n(t')) = 2DJ§(t — t’). Y14 olevalle Langevin-
yhtélolle saadaan Fokker—Planck-yhtédlo méarittelemélld todennékoisyys 11 sille, etté



systeemin rajapinnan korkeus on h ajanhetkelld ¢:

oll 0 0’11

— =—— G+ D—. 2.24

T o5 (G + D—ps (2.24)
T&hén erikoistapaukseen verrattuna KPZ-yhtdlon tarkastelu on monimutkaisempaa,
koska korkeus h riippuu paikkavektorista ax. Téstéd syystéd Fokker—Planck-yhtalo
sisdltdsd jatkuvia muuttujia, jotka on parametrisoitu «:ll4. Néin ollen joudumme
integroimaan Fokker—Planck-yht#lon ndiden muuttujien yli [19]

o a0 g 0211
Kun G(h) korvataan KPZ-yht#lod (2.21) vastaavalla muodolla, saadaan
o a0 9, A 5 . 0711

Tasséd vaiheessa ei ole selvdd onko yhtalolla (2.26) stationaarista ratkaisua, mut-
ta 1 + l-ulotteisessa tilanteessa eli kun d = 1 voidaan todeta helpohkosti, etté

todennékoisyysjakauma
v [Oh\?

on stationaarinen ratkaisu yhtélolle (2.26). Tamé onnistuu vain, kun d = 1. KPZ-
yhtélon mukainen karheuseksponentti y saadaan huomaamalla, ettd yhtdlo (2.27)
on myos ratkaisu EW-yhtélolle (2.8). Koska kummankin yhtdlon mukaisilla rajapin-
noilla on sama stationaarinen todennékoisyysjakauma, on niilld myos oltava sama
karheuseksponentti. Siis 1 + 1-ulotteiselle KPZ-yhtélolle
1

X =5 (2.28)
Eksponentti z saadaan skaalaamalla KPZ-yhtdlod korkeuden (h — bXh) ja ajan
(t — b®t) suhteen seki kohinaisen Burgers-yhtilon avulla saadusta tiedosta, etté
KPZ-yhtélon epélineaarinen osa on invariantti tietyissé skaalamuunnoksissa [15].
Niisté saadaan skaalausrelaatio

X+ z=2, (2.29)

joten 1 + 1-ulotteiselle KPZ-yhtélolle
z=_. (2.30)
Lopuksi néistd saadaan yhtdlon (2.5) avulla kasvueksponentiksi

B=-. (2.31)



Kuva 4. KPZ-yhtélon mukainen BD-malli, jossa ldhimmé&t naapurit tarttuvat toisiinsa.
Mallissa satunnaisesti pudotetut partikkelit tarttuvat joko alla olevaan tai ensimmaéiseen
viereiseen partikkeliin.

Luvussa 2.2 kéytiin havainnollisuuden vuoksi lapi EW-yht&lon mukaisesti kiyttaytyva
RD-malli. Kdydédin nyt ldpi KPZ-yhtélon mukainen BD-malli (Ballistic Deposition-
malli). RD-mallista poiketen BD-mallissa satunnaisesti pudotetut partikkelit tart-
tuvat joko alla olevaan tai ensimmaéiseen viereiseen partikkeliin (kuva 4). Tarttumi-
sehdon johdosta tapahtuu rajapinnan etenemistd myds sivusuunnassa, miké vastaa
hydrodynaamisella rajalla KPZ-yhtélon (Vh)2-termis.

Rajapinnan etenemisen universaalisuusluokkaa (esim. EW- tai KPZ-universaalisuusluokat)
kuvaavat kriittiset eksponentit saadaan myos tarkastelemalla rajapinnan korkeuden
korrelaatioita mésrittelemélla korrelaatiofunktio

Cy(r,t) = ([0h(2',¥') — Sh(@' +r,t' + 1)|7) 1 s (2.32)
miss# 6h(x,t) = h(z,t) — h(t) on rajapinnan korkeuden fluktuaatio, (*) rintaman
korkeuden keskiarvo systeemin leveyden yli ja % on keskiarvo yli kaikkien konfiguraa-
tioiden. Liséksi ¢ € N. Kun korrelaatiofunktiota (2.32) tarkastellaan erikseen paikan
ja ajan suhteen, voidaan 10ytéd Family—Vicsek-skaalauslakia vastaavat potenssilain
mukaiset kdyttdytymiset (eri skaalausfunktion avulla) [20, 21]

Cq(r,0) = ([6h(a') = 6h(x' +7)]7) s ~ r?X (2.33)

ja

Cy(0,1) = ([0h(t') — Sh(t +t)]T), ~ 117, (2.34)

missd KPZ-yhtdlon mukaisesti kdyttaytyvalle systeemille eksponentit y ja 8 ovat
kuten yhtéloissd (2.28) ja (2.31). Yhtéloiden (2.33) ja (2.34) avulla voidaan selvitt&déd
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KPZ-yhtalon mukaista kayttaytymista fysikaalisesta systeemistd usein tarkemmin
kuin tarkastelemalla rajapinnan leveytta w.
Korrelaatioiden luonnetta voidaan tutkia myo6s korkeusfluktuaatiojakauman

h(ac, tz) — h(:(}, tl) — (tg — tl)@
i ( (t2 —t1)1/34, )

= F, (2.35)

avulla, missé ¥ on rajapinnan keskinopeus ja A, on systeemistd riippuva vakio.
F, on jakaumafunktio, jonka muoto riippuu systeemin globaalista geometriasta ja
systeemin alkutilasta. Korkeusfluktaatiojakauma saadaan tarkastelemalla tiettyjen
satunnaismatriisiensamblejen suurimpia ominaisarvoja. KPZ-dynamiikan mukaisille
systeemeille korkeusfluktuaatiojakauman ratkaisu 16ytyy julkaisusta [22]. Kyseisessé
julkaisussa jakauma Fj on laskettu kolmelle eri systeemin alkutilalle. Jos systee-
min rajapinta on kaareutunut, korkeusfluktuaatiojakauma F, on GUE (Gaussian
unitary ensemble). Tasaiselle rajapinnalle korkeusfluktuaatiojakauma F; on muo-
toa GOE (Gaussian orthogonal ensemble) ja viimeisené systeemin stationarisessa
tilassa korkeusfluktuaatiojakauma Fjy on Baik-Rains-jakauma. Koska téssé tyossa
kiinnostuksena on palorintaman kayttdytyminen stationaarisessa alueessa, on tarkas-
telun kohteena Fy-jakauma. Taulukosta 1 16ytyy kaikkien kolmen ratkaisun antamat
tunnusluvut vinous ja huipukkuus. Yhtélo (2.35) voidaan kirjoittaa myds muotoon

h(z,t + 6t) — h(z,t) — 6tv Sh(z,5t) — 6tTY\
( Ay (68)1/3 ) =P (W) = P(0h), (2.36)

missé 0h(x,dt) = h(x,t — 0t) — h(x,t) on rajapinnan korkeuden muutos paikassa z
aikavalilla ét.

Taulukko 1. Teoriasta saadut korkeusfluktuaatiojakauman tunnusluvut KPZ-yhtalon
mukaisesti kayttaytyville systeemille

‘ Kaareutunut (F3) Suora (F7) Stationaarinen (Fp)
vinous 0,22 0,29 0,36
huipukkuus 0,09 0,17 0,29
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3 Koelaitteisto ja kokeet

Verrattuna aikaisemmin tehtyihin polttokokeisiin [4, 5] télla kertaa haluttiin saada
enemmén dataa palorintaman stationaarisesta vaiheesta. Téstd syysté julkaisussa [5]
kuvattua koejérjestelméi, eli ympéristosté eristettyé polttokammiota, jossa pystyttiin
kontrolloimaan sisédén ja ulos menevéd ilmavirtaa, oli kehitettédva niin, ettd paperia
pystyttiin syottamadn laitteistoon ajan kuluessa. Ongelma ratkaistiin asentamalla
polttokammioon tulostimen paperinkuljetuslaitteisto, jonka avulla paperia pystyttiin
syottamadn. Lisdksi poltettavat paperiarkit vaihdettiin paperirulliin, jotta paperiarkin
pituus ei olisi rajoittavana tekijéné.

Kokeet suoritettiin kisitteleméilld paperi kaliumnitraatilla (KNO3), jotta paperin
palamisen aikainen hapensaanti rajoittuu niin, ettd palorintama etenee kytemalla.
Kaliumnitraatin kdyton haasteista kerrotaan julkaisussa [5]. Syottolaitteeseen asetettu
paperi sytytettiin hehkulangan avulla ja syottolaitteiston avulla paperia syttettiin
kammioon siten, ettd palava rintama pysyi suurinpiirtein paikoillaan. Paperin polton
ajan palorintamasta otettiin kuvia jérjestelméikameralla viiden sekunnin vilein.

Niin toteutetut kokeet suoritettiin 16 kertaa. Ndiden polttojen pituudet vaihtelivat
101:stéd kuvasta 795 kuvaan, eli 505 sekunnista 3975:n sekuntiin. Polttojen pituuden
rajoittavaksi tekijiksi osoittautui syottolaitteiston epdvarmuus, silla jonkin ajan
kuluttua syottolaitteisto syotti paperia vinosti ja poltto jouduttiin lopettamaan
aiemmin kuin oli tarkoitus.
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4 Data-analyysi

4.1 Palorintaman tunnistaminen kuvista

Kuva 5. Ylimpén rajattu osuus palorintamasta otetusta kuvasta. Keskella Canny-
algoritmilla tunnistetut rintaman reunat ja alimpana saatujen rintaman korkeusarvojen
avulla piirretty kuvaaja. Ylimméssa kuvassa palorintamassa nékyvat mustat alueet ovat
kohtia, joissa palamisesta aiheutunut tuhka on ké&ntynyt rintaman péille.

Mitatusta datasta palorintamat tunnistettiin Haskellilla tehdyn ohjelman avulla,
jossa reunojen tunnistus perustui Canny-algoritmiin [23]. Ennen varsinaista tun-
nistusta tehtiin rintamille niin sanottu karkea tunnistus, jossa kuvat muutettiin
harmaasévykuviksi, poistaen samalla kohinaa kontrastin alarajan avulla, ja rajattiin
niin, ettd niistd 16ytyi vain palorintaman kannalta olennainen data, kuten kuvasta
5 voidaan huomata. Talla tavoin poistettiin mahdollisia virheldhteité, joita saat-
toi esiintyéd kuvan reuna-alueilla. Liséksi kyseinen toimenpide nopeutti varsinaista
rintamantunnistusta.

Karkean esitunnistuksen ja Canny-algoritmilla tehdyn tunnistuksen jéalkeen
l6ydetyistd rintaman reunoista kerédttiin palorintaman alareunan korkeuskoordi-
naatit vektoriin, joka néin ollen sisélsi yhden kuvan palorintaman korkeuden koor-
dinaatit kuvan alareunan suhteen kuvan jokaiselle x-suuntaiselle pikselille. Yhden
kuvan tunnistuksessa tapahtuvia asioita havainnollistaa kuva 5. Samaan tapaan
tunnistettiin kaikki muutkin polttoon kuuluvat kuvat, jolloin saaduista vektoreista
syntyy my X n, matriisi P/, missi n; on poltosta otettujen kuvien méiri ja n, on
kuvan z-suuntainen resoluutio eli pikselien lukumééri. Matriisi P’ alkio p; ; siséltdd
palorintaman korkeuden arvon kyseisen kuvan alareunan suhteen paikassa x;.

4.2 Palorintamadatan esikésittely

Edellisessé luvussa tunnistetut palorintaman korkeusmatriisit P’ sisiltédvit palo-
rintaman suhteelliset korkeudet eli rintaman korkeuden kuvan alareunasta laskien.
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Kuva 6. Toisen polton rintamat. Vasemmalla kuvista tunnistettu rintaman raakadata.
Keskelld rintama, josta on poistettu y-suuntainen vinous ja oikealla rintama, josta on
poistettu vinous seké sivusuuntainen ajautuminen

Rintamien absoluuttiset korkeudet saadaan paperissa olevien kalibraatiopisteiden
avulla, jotka kohdistamalla saadaan selville rintaman etenemismatka kahden kuvan
aikana. Kutsutaan néin saatua matriisia P:ksi, joka on n; X n, matriisiin, missa
ng on poltosta otettujen kuvien mééri ja n, on kuvan z-suuntainen resoluutio eli
pikselien lukuméédrd. Matriisin alkio p(, ) pitdd sisédllddn palorintaman absoluuttisen
korkeuden arvon pikselille x ajanhetkell4 t.

Tunnistettuissa palorintamissa voidaan huomata monenkaltaisia ongelmia. Pol-
tojen rintamat eivét ole suoria, vaan ne ovat vinoutuneet ja poltoissa on myos si-
vusuuntaista ajautumista. Lisdksi rintamista 16ytyy paljon tunnistamattomia kohtia.
Namaé asiat voidaan huomata kuvan 6 oikeasta reunasta.

Palorintamien vinous johtuu kahdesta seikasta: mahdollisesta paperin sytytyksen
epatarkkuudesta johtuvasta lahtoasetelmia muokkaavasta vinoudesta, jonka oletetaan
pysyvéan vakiona koko polton ajan, tai paperin sy6tossé tapahtuvasta virheestéd, minka
johdosta palorintaman vinous muuttuu ajan kuluessa. Paperin sy6tén epdvarmuudesta
johtuu myo6s rintamien sivusuuntainen ajautuminen, silld samalla kun sy6ton virheet
vinouttavat rintamaa ne myos ajavat paperia sivusuunnassa.

Pasdasiassa palorintaman tunnistamattomat kohdat johtuvat polton tuotteena
syntyvan tuhkan k&dntymisestd palavan palorintaman ja kameran véliin, jolloin
otettu kuva jaa siltd kohdalta tummaksi eikd rintaman tunnistaminen onnistu.
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(a) Kolmannen polton rintamat.
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(b) Kahdeksannen polton rintamat.

Kuva 7. Kolmannen ja kahdeksannen polton rintamat. Vasemmalla kuvista tunnistettu
rintaman raakadata. Keskelld rintama, josta on poistettu y-suuntainen vinous ja oikealla
rintama, josta on poistettu vinous seké sivusuuntainen ajautuminen
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Tunnistamattomat kohdat voitaisiin poistaa datasta interpoloimalla, mutta tdmé& on
jatetty tekemétta, koska interpoloiduilla kohdilla saattaisi olla vaaristava vaikutus
rintaman kayttdytymiseen. Interpoloinnin sijaan tunnistamattomat kohdat on jétetty
kokonaan laskujen ulkopuolelle.

Palorintaman vinous poistetaan sovittamalla suora jokaiseen palorintamaan
eli jokaiseen matriisin P riville. Sovitetusta suorasta vahennetddn rintaman x-
suuntaisen keskikohdan korkeus, jolloin saadaan rivin jokaiselle pikselille siirtymé,
jonka vihentédminen alkuperéisestd rintamasta poistaa siiné olleen vinouden. Téssé
oletetaan, ettd rintaman z-suuntainen keskikohdan korkeus pysyy ldhimpéné oikeaa
rintaman korkeuden arvoa kullakin ajanhetkelld ¢ (kuvat 6, 7a, 7b ja 8).

Sivusuuntainen ajautuminen poistetaan etsimélld rintaman vasen reuna. Tamé&
tehdéén etsimélld palorintamadatasta eli matriisin P jokaiselta riviltd vasemmasta
reunasta ldhtien rivin ensimmaéinen sarake, joka siséltdd numeerisen arvon. Néin
saadaan vektori d, joka pitdd sisdlldén rintaman vasemman reunan z-indeksien arvot.
Kuten kuvan 7a keskimmaéisen kuvan vasemmasta reunasta voidaan huomata, vek-
torista d loytyy paikka paikoin rintaman sisdén tyontyvid piikkejé, eli kohtia joissa
paperin tunnistettu reuna on paljon sisempéné verrattuna ympéaroivain reunaan.
Namaé piikit johtuvat tilanteista, joissa palorintaman reunalla tuhkan palanen on
kédntynyt rintaman péélle ja néin ollen estdd ndkoyhteyden palavaan rintamaan, jol-
loin rintaman reuna on jddnyt tunnistamatta. Ndmé& piikit poistetaan Matlabin funk-
tiolla medfilt1. Tamén jélkeen jokaista matriisin P rivid permutoidaan vastapaivain
vektorin d verran, jolloin palorintamien sivusuuntainen ajautuminen hiviai (kuvat
6,7a,7b ja 8). Palorintamien oikaisun johdosta tapahtuneen virheen takia polton
vasemmasta reunasta menetetdin muutaman kymmenen pikselin verran dataa, lisdksi
muutamia matriisin P:n rivejd permutoidaan liikaa, koska kaikkia rintaman reunassa
olevia piikkejé ei saada poistettua medfilt!-funktiolla.

4.3 Stationaarisen alueen selvittiminen

Mitattujen palorintamien mukainen stationaarinen alue saadaan selville laskemal-
la yhtélon (2.2) avulla rintamien leveyden aikakehitys matriiseille P. Yksittdisten
polttojen rintaman leveys kayttédytyy niin kohinaisesti, ettéd jarkevia tuloksia sille
saadaan vasta, kun rintaman leveys keskiarvoistetaan kaikkien polttojen yli. Saadusta
kuvaajasta (kuva 9) voidaan méérittdé palorintaman etenemisen stationaarisen tilan
alkukohta t,. Rintaman leveyden skaalautumisen avulla voitaisiin my6s méaérittasa
eksponentit y ja 5. Tamé ei kuitenkaan ole mielekéisté datan kohinaisuuden vuoksi,
joten rintaman leveydesté tarkastellaan vain stationaarisen tilan alkamisen ajankoh-
taa.

4.4 Korrelaatiofunktioiden G(r) ja C(t) laskeminen

Mitatusta palorintamadatasta halutaan laskea yhtaloiden (2.33) ja (2.34) mukai-
set korrelaatiot. Korrelaatiofunktioiden laskua yksinkertaistetaan kiinnittadmalla
yhtéloiden parametri ¢ = 2. Tdma voidaan tehdé, koska korrelaatiofunktiot kayt-
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Kuva 8. Neljadnnentoista polton rintamat. Vasemmalla kuvista tunnistettu rintaman
raakadata. Keskelld rintama, josta on poistettu y-suuntainen vinous ja oikealla rintama,
josta poistettu vinous seké sivusuuntainen ajautuminen

taytyvit asymptoottisesti kuten 79X ja t9%, joten eksponenttien y ja S arvojen
médrittdmiseen riittdd yksi ¢:n arvo. Paperin palorintaman kayttdytyminen kertoi-
men ¢ eri arvoilla on néytetty julkaisuissa [5, 24]. Télloin saadaan yhtilst (2.33) ja
(2.34) muotoon

G(r) = Co(r,0) = ([8h(z") — Sh(x' +r)]?), ~ r2X (4.1)

ja

C(t) = C2(0,t) = ([6h(t)) — Sh(t' 4+ 1)]*), ~ 27, (4.2)

missé 6h(z,t) = h(z,t) — h(t) on rajapinnan korkeuden fluktuaatiot kohdassa x
ajan hetkelld ¢, (x) rintaman korkeuden keskiarvo systeemin leveyden yli ja * on
keskiarvo yli kaikkien konfiguraatioiden. Korrelaatiolaskuille yhteisié tietoja ovat
palorintaman korkeusdata eli matriisi P (ks. luku 4.2), suhdeluku sille kuinka paljon
kokonaisaikaskaalasta otetaan kdyttoon ja saturoituneen alueen alun méarittava
ajanhetki 1.

Yhtélon (4.1) mukaisia paikkakorrelaatioita kuvaavaa G(r):44 laskettaessa korre-
laatiot lasketaan vain kymmenen pikselin vilein. Niin saadaan vihennettyé lasken-
taan tarvittavaa aikaa. Saturoitunut alue selvitetéién ennen korrelaatioiden laskemista
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rintamanleveyden avulla luvussa 4.3 esitetylld tavalla. Yhtdlon (4.2) mukaisia aikakor-
relaatioita C'(t) laskettaessa korrelaatiot lasketaan kaikilla A¢:n arvoilla. Kaikki kor-
relaatiot lasketaan saturoituneessa alueessa, koska aiemmissa julkaisuissa on késitelty
transientti dynamiikka ja tésséd tyOssé on pidennetty nimenomaan stationaarista
vaihetta.

4.5 Korkeusfluktuaatiojakauman laskeminen

Yht#lon (2.35) mukaisen korkeusfluktuaatiojakauman laskemiseen tarvitaan yht&lon
(2.1) mukainen rintaman keskikorkeus h, saturoituneen alueen alkuaika eli t., korien
(engl. bins), joihin saadut korkeusfluktuaatioiden arvot laitetaan, lukumé&éra, seké
tarkasteltavien rintamien reunoilta poistettavan osion prosentuaalinen osuus pe.
Korkeusfluktuaatiojakauman laskennassa tarkastelun kohteena olevasta palorintaman
korkeusdatasta eli matriisista P valitaan vain saturoitu alue (luku 4.3), poistetaan
parametrin p. mukaiset reunat seké valitaan datasta joka kymmenennen pikselin
rintaman korkeuden arvo.

Parametrina annetuista rintaman keskikorkeuksista lasketaan rintaman keskimaé-
ridinen etenemisnopeus eli

U= <;Lt+1 — Bt>, (4.3)

missé hy on rintaman keskikorkeus ajanhetkelld ¢. Téamin lisiksi mésritelldsin sallitut
ajan muutokset At. Suurin tarkasteltu ajan muutos At;q: = 0.5 ng, missi n; on
luvussa 4.2 mééaritelty polton kuvien lukuméaara. Naistéd 1ahtokohdista voidaan laskea
palorintaman korkeusfluktuaation Py, arvot yhtdlon (2.36) mukaisesti jokaiselle At.
Niin saadut korkeusfluktuaation arvot jaetaan ennaltamédrityn suuruisiin koreihin,
jotta saadaan todennikoisyysjakauma korkeusfluktaatiolle. Korien suuruus saadaan
jakamalla parametrina annettu korien lukumééra polton leveydelld. Lopuksi saatu
jakauma normitetaan, jolloin saadaan

h(t2) — h(ty) —o(ta —t1)\ P!
r ( Ay(tg — t1)V/3 ) TS lyin P (4.4)

missé P’ on normittamaton korkeusfluktuaatiojakauma, t1 ja to ovat jotkin ajanhetket
seké lp;p, on yhden korin leveys.
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5 Tuloksia ja pohdintaa

5.1 Rintaman leveys ja stationaarinen alue

Luvun 4.3 mukaisesti laskettu kaikkien polttojen yli keskiarvoistettu rintaman leveys
w on esitetty kuvassa 9. Kuvasta havaitaan, ettd palorintaman stationaarinen vaihe
alkaan noin 450 sekunnin kohdalla eli tx = 450s. Parametrin ¢y méirittdminen on
vaikeaa sikiili, ettd jos mielivaltaisen pitkien polttojen mittaaminen olisi mahdollista,
aina n#htéisiin suurempia ja suurempia hetkellisid w:n fluktuaatioita. Tassd valittu
tx:m arvo vastaa selkedd kvantitatiivista muutosta w(t):ssd. Saatu kuvaaja rintaman
leveydestéd on hyvin kohinainen. Tésté syystd eksponenttien y ja S médrittdminen
rintaman leveydestd Family—Vicsek-skaalauslain avulla ei ole mielekéstd. Témén tyon
tarkoituksiin onneksi riittd4 stationaarisen alueen alkuajankohdan ¢, selvittdminen.
Kun rintaman leveyden kiyttiytymistd verrataan aikaisemmassa kokeessa [4] esiin-
tyvain kuvajaan rintaman leveydesté, rintaman leveyden kdyttdytyminen on hyvin
samankaltaista. Toisaalta julkaisun [4] kuvaajassa rintaman leveys niyttiéd satu-
roituvan 100 sekunnin kohdalla toisin kun uusissa mittauksissa, vaikka mitattujen
rintamien leveydet ovatkin suurin piirtein samat. Ero saattaa osittain johtua pol-
tettujen papereiden kaliumnitraatikonsentraation eroista, silli KNOs:lla on suora
vaikutus palorintaman hapen saantiin ja néin ollen rintaman etenemisnopeuteen ja
rintaman leveyteen.
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Kuva 9. Kaikkien polttojen yli keskiarvoistettu rajapinnan leveys w.
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5.2 Yksittdisten polttojen korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktuaa-
tiojakaumat

Tyossé tarkasteltiin palorintaman etenemisen korkeuskorrelaatioita stationaarisessa
alueessa, eli etsittiin yhtéloiden (2.33) ja (2.34) mukaista kdyttaytymistd, kun x = %
ja B = % Liséksi tutkittiin yhtélon (4.4) mukaisia korkeusfluktuaatiojakaumia niin
ikd#n stationaarisessa alueessa. Korkeusfluktuaatiojakaumista tarkasteltiin niiden
vinoutta ja huipukkuutta.

Korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktuaatiojakaumat laskettiin jokaiselle poltolle
erikseen, jotta n&htéisiin kuinka paljon poltot eroavat toisistaan ja voiko jo yk-
sittdisestd poltosta 10ytda KPZ-yhtdalon mukaiseen kdyttaytymiseen viittaavia tun-
nuslukuja. Téssd tarkastelussa huomattiin, ettd poltot ovat hyvin yksil6llisia. Tarkas-
tellaan esimerkinomaisesti huonoiten ja parhaiten kéyttdytyvid polttoja katsottaessa
paikka- ja aikakorrelaatioita sekd korkeusfluktuaatiojakaumia. Tunnistetut rintamat
néille poltoille 16ytyvét kuvista 6, 7a, 7b ja 8.

Korrelaatioiden osalta (yhtdlot (2.34) ja (2.33)) parhaiten yksittéisistd mittauk-
sista kiyttaytyy kahdeksas poltto ja huonoiten kolmas poltto, kuten kuvista 11a ja
11b voidaan havaita.

10° .
102 ¢ E
107§ 1
§
<y
100 ¢ 3
108 ¢ 3
O F) jakauma 2. poltto
O Fy jakauma 14. poltto
Teoreettinen Fj, jakauma
10-10 | L | L |
-20 -15 -10 -5 0 5 10

Sh [mm/s!/9]

Kuva 10. Toisen ja 14. polton korkeusfluktuaatiojakaumat. Toinen poltto on korkeusfluk-
tuaatiojakaumaa katsottaessa paras ja 14. poltto huonoin.

Yksittéisille poltoille lasketut paikkakorrelaatiot (yhtdlo (2.33)) ovat kaikille
poltoille muodoltaan hyvin samankaltaisia. Suurimmat erot polttojen vililld tulevat
suurilla korrelaatiopituuksilla, joilla kdyrien jyrkkyys eroaa eniten. Mikéén yksittdinen

poltto ei kiyttadydy kovin hyvin teorian osoittaman karheusekponentin x = % mukaan.
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(a) Kolmannen ja viidennen polton aikakorrelaatiofunktiot (C(t)). Kolmas poltto on korrelaatioi-
ta katsottaessa huonoin, kahdeksas poltto paras.
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(b) Kolmannen ja viidennen polton paikkakorrelaatiofunktiot (G(r)). Kolmas poltto on korrelaa-
tioita katsottaessa huonoin, kahdeksas poltto paras.

Kuva 11. Kolmannen ja viidennen polton aika- ja paikkakorrelaatiot.
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Parhaiten ja huonoiten teorian mukaan kéyttaytyvén polton vélisen eron voi néhda
kuvasta 11b. Aikakorrelaatioita katsottaessa kahdeksannen polton korrelaatifunktio
on hyvin lihelld KPZ-yhtélon mukaista kasvueksponentin arvoa 5 = % On hyva
huomata, etté aikakorrelaatiota katsottaessa useampikin poltto on ldhellda KPZ-
yhtélon mukaista kiyttaytymistd. Kolmannen polton aikakorrelaatiofunktio eroaa
eniten kasvueksponentin mukaisesta ennusteesta.

Korrelaatiofunktioiden kéyttdytymisestd poiketen yksittédisten polttojen korkeus-
fluktuaatiojakaumia (yht&lo (2.35)) tarkasteltaessa huomataan, ettd parhaiten teorian
mukaista fp jakaumaa noudattaa toiselle poltolle laskettu korkeusflukutaatiojakauma
ja huonoiten 14. polton korkeusfluktuaatiojakauma. Kuten kuvasta 10 ndhd&én, 14.
polton jakauman olevan todella kaukana teoreettisesta fy kdyrdstd, mutta toisen
polton jakauma niyttdd noudattavan teoreettista jakaumaa 10~2:sta suuremmilla
todennikoisyyksilld. Toisen polton jakauman huipulle (P(6h) > 5 % 1073) saadaan
huipukkuudeksi 1, 50 ja vinoudeksi 0, 24, misséd saatu vinouden arvo on tutkimuksen
aikana saaduista arvoista lahimpénd teorian mukaista arvoa 0, 36.

Kolmannen polton huonoja korrelaatiofunktion arvoja, varsinkin aikakorrelaatioi-
ta, voi selittda kuvasta 7a havaittava palorintaman keskikohdan jélkeen jaaminen
polton loppuvaiheilla. Toisaalta samankaltainen ilmié on havaittavissa toisessa pol-
tossa (kuva 6), joka antaa parhaimman korkeusfluktuaatiojakauman yksittéisille
poltoille. Neljdnnentoista polton palorintamissa on paljon tunnistamattomia koh-
tia (kuva 8). Tama4 statistiikan repaleisuus osaltaan selittdd miksi kyseisen polton
korkeusfluktuaatiojakauma on huonoiten yhteensopiva teorian kanssa.

5.3 Keskiarvoistetut korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktuaatiojakau-
ma

Todellisemman kuvan palorintaman etenemisen kuuluvuudesta KPZ-universaalisuus-
luokkaan antavat polttojen yli keskiarvoistetut korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktu-
aatiojakaumat. Tarkastellaan ensiksi keskiarvoistettuja korrelaatiofunktioita.

Keskiarvoistettuja korrelaatiofunktioita laskettaessa keskiarvoistus tehtiin kaik-
kien polttojen yli, joissa on yli 250 kuvaa. Tamé rajoitus tehtiin, koska haluttiin
tarkastella vain stationaarista aluetta ja, kuten luvussa 5.1 todettiin, stationaarinen
alue alkaa vasta noin 90 kuvan jilkeen. Tésté syystd 250 kuvan ja siitd lyhemmisséa
poltoissa stationaarisen alueen statistiikka jai todella vihéiseksi.

Néin keskiarvoistetulle paikkakorrelaatiolle (2.33) voidaan kuvasta 12a huomata,
ettd keskiarvoistuksenkaan jélkeen paikkakorrelaatiofunktiot eivéit kidyttdydy teorian
mukaisen karheuseksponentin y = % mukaisesti. TAmé& on kohtalaisen odotettu tulos,
kun tarkastellaan kuvan 11b parhaimman ja huonoimman polton G(r):n vélistd
eroavaisuutta, miké on suhteellisen pieni. Keskiarvoistetun aikakorrelaatiofunktion
(2.34) osalta KPZ-yht#lén mukainen kéyttéytyminen 8 = £ on ilmeisté (kuva 12b).

Aikaisempiin kokeisiin [4, 5] verrattuna saadut tulokset ovat paikkakorrelaatoiden
osalta huonompia, sillé aikaisemmat kokeet antavat vahvaa néyttoa sille, ettd etenevan
palorintaman paikkakorrelaatiot kayttaytyvat KPZ-yhtalon mukaisen karheusekspo-
nentin y = 1/2 mukaan. Téssé tyossi KPZ-yhtdlon mukaista kdyttdytymistd paikka-
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(a) Keskiarvoistettu paikkakorrelaatiofunktio G(r)
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(b) Keskiarvoistettu aikakorrelaatiofunktio C'(¢).

Kuva 12. Polttojen, joissa on yli 250 kuvaa, yli keskiarvoistetut paikka- ja aikakorrelaa-

tiofunktiot.
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korrelaatioille ei saatu esille. Aikakorrelaatioiden osalta palorintaman kayttaytyminen
on nyt hyvin samankaltaista kuin aikaisemmissa kokeissa, miké osaltaan vahvistaa
paperissa etenevan palorintaman kuulumista KPZ-universaalisuusluokkaan. Juuri
eksponentti § erottaa KPZ-yhtédlon EW-yhtélosté, kun taas x on niille molemmille
sama.

Korkeusfluktuaatiojakaumaa laskettaessa keskiarvoistus tehtiin kaikkien 16 pol-
ton yli. Niin saatiin kuvan 13 mukainen korkeufluktuaatiojakauma. Jakauma niyttaa
seuraavaan hyvin teoreettista Fy jakaumaa kun fluktuaatioiden todennékdisyys on
yli 1073 eli pystysuunnassa lihes kolme dekadia. Kun tarkastellaan jakaumasta las-
kettavia tunnuslukuja vinoutta ja huipukkuutta, huomataan kuitenkin, ettd y-akselin
logaritminen asteikko hieman kaunistelee tuloksia. Korkeusfluktuaatiojakauman hui-
pusta eli alueesta, jossa P(dh) > 1073, lasketut arvot vinoudelle ja huipukkuudel-
le loytyvat taulukosta 2. Niaistéd arvoista voidaan huomata, ettd vaikka kuvaaja
nayttadkin noudattavan Fy jakaumaa, tunnusluvut vinous ja huipukkuus eivét vas-
taa Fy jakaumasta saatuja arvoja. Tamé tulos on ristiriidassa aikaisemmin tehdyn
tutkimuksen [10] kanssa, jossa jakauman vinoudelle saatiin arvo 0,32, miké on paljon
ldhempéné teoreettista Fp-jakauman arvoa 0,36. Lisdksi téssd tyossd saadun kor-
keusfluktaatiojakauman hannét ulottuvat paljon leveimmaiille kuin aikaisemmassa
tutkimuksessa. Tamé johtunee yksinkertaisesti siitd, ettid téssé tyossd analysoidut
mittaukset olivat pidempié, minké seurauksena suurien fluktuaatioiden esiintyminen
tulee todennéikoisemmiiksi. Toinen ero tyohon [10] ndhden on siiné tehty vyoryjen
(avalanche) poisto datasta.
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Kuva 13. Keskiarvoistettu korkeusfluktuaatiojakauma. Keskiarvoistukseen on kdytetty
kaikkia polttoja.
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Taulukko 2. Kaikkien polttojen yli keskiarvoistettujen korkeusfluktuaatioiden huippua
(P(6h) > 5%1073) ja stationaarista aluetta vastaavan teoreettisen Fy jakauman tunnusluvut.

‘ keskiarvo  Fj
vinous 0,60 0,36
huipukkuus 1,87 0,29

5.4 Reunailmiot

Reunailmio6ita tarkasteltiin korrelaatiofunktioiden ja korkeusfluktuaatiojakauman
avulla. Néiden suureiden tarkastelu tehtiin 250 pikselin ja 500 pikselin kokoisille
raunakaistaleille. Koska kuvissa palorintaman leveys on noin 4500 pikselid, on pie-
nempi reuna noin 1/18 rintaman leveydesté ja suurempi reuna 1/9 rintaman koko
leveydesta.

Reunoilla palorintama ei etene KPZ-yhtélon mukaisesti, vaikka parhaassa tapauk-
sessa systeemissd voisi esiintyd nimenomaan KPZ-yhtélolle tyypillisid reunailmi6ita.
Téamén voi todeta korrelaatiofunktioiden osalta kuvista 14a ja 14b, joissa on paikka-
ja aikakorrelaatiofunktioiden kiyttdytyminen keskiarvoistettuna kaikkien polttojen
yli joiden pituus on yli 250 kuvaa kummallekin palorintaman reunalle, reunojen
ollessa 250 pikselid ja 500 pikselié. Paikkakorrelaatioille G(r) voidaan huomata, ettd
reunan koon muuttaminen ei juurikaan vaikuta korrelaatiofunktion muotoon. Sen si-
jaan erikokoisten reunojen korrelaatiofunktioiden viliset erot havaitaan vastakkaisten
reunojen vililld. Reunojen viliset erot voivat osaltaan selittyéd rintamien sivusuuntai-
sen ajautumisen poistossa tapahtuvasta palorintaman reunapikselien tunnistuksen
virheesté, mink& johdosta vasemmasta reunasta leikkautuu pahimmillaan muutamia
kymmenié pikseleitéd pois.

Aikakorrelaatioita C(t) tarkasteltaessa huomataan myos pieni ero vasemman ja
oikean reunan véalilld mutta suurempi ero syntyy nyt erikokoisten reunojen korrelaatio-
funktioiden viilille. Kuvasta 14b voidaan huomata, etti kapeampi reuna (250 pikselii)
kéyttaytyy hieman huonommin verrattuna KPZ-yhtdlon mukaiseen kiyttdytymiseen
kuin levedmpi reuna (500 pikselid). Tama selittyy sillé, ettéd levedimpi reuna sisiltéé jo
niin paljon KPZ-yhtélon mukaisesti kdyttaytyvad, niin sanottua normaalia rintamaa,
ettd reunailmididen vaikutus alkaa kadota keskiarvoistuksessa nakyvista.

Korkeusfluktuaatiojakaumien tarkastelu reunoille paljastaa, etté paperin eri reu-
nat kayttiaytyvit hyvin samankaltaisesti. Samaan tapaan myos reunan koon muutta-
minen ei juurikaan vaikuta jakaumaan. Eroa 16ytyy vain jakauman h&nnissé, joissa
suuremmalla reunalla on pidemmét hdnndt. Himméstyttidvin asia reunojen korkeus-
fluktuaatioiden kayttdytymisessd on se miten ldhelld jakaumat ndyttaviat olevan
teoreettista Fp-jakaumaa ja samalla myos koko poltolle laskettua korkeusfluktuaatio-
jakaumaa. Tunnuslukujen tarkastelu (taulukko 3) kuitenkin paljastaa, ettd reunat
eivit kayttaydy teorian antaman Fy jakauman mukaisesti. Kuitenkin reunoille las-
ketut jakauman vinouden arvot ovat hyvin ldhelld koko poltoille laskettua vinoutta
(taulukko 2). Huipukkuuden osalta reunojen kéytds eroaa hieman enemmén koko
polton kiyttaytymisestd mutta arvot ovat siltikin kohtalaisen ldhella toisiaan.
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(a) Keskiarvoistettu paikkakorrelaatiofunktio G(r) laskettuna palorintaman reunoille. Kuvassa
on esitetty kaksi eri reunan leveytti: 250 pikselid (sininen ja vihred) sekéd 500 pikselid (violetti ja
musta).
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(b) Keskiarvoistettu aikakorrelaatiofunktio C(t) laskettuna palorintaman reunoille.

Kuva 14. Kuvissa on esitetty korrelaatiofunktioiden kayttaytyminen kahdelle eri reunan
leveydelle: 250 pikselid (sininen ja vihred) sekd 500 pikselid (violetti ja musta).
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Reunojen ja koko polttojen korkeusfluktuaatiojakaumien samankaltaisuus on
mielenkiintoinen tulos myos siind mielessé, ettd korkeusfluktuaatiojakauma kytkeytyy
aikakorrelaatiofunktioon ja aikakorrelaatioita tarkasteltaessa huomattiin suuri ero
reuna-alueen ja koko polton vililla.

Taulukko 3. Kaikkien polttojen reunojen yli keskiarvoistettujen korkeusfluktuaatioiden
huippua (P(6h) > 4 % 1073) ja stationaarista aluetta vastaavan teoreettisen Fy jakauman
tunnusluvut.

250 pikselid 500 pikselid
vasen reuna oikea reuna vasen reuna oikea reuna  Fj
vinous 0.66 0.64 0.66 0.66 0,36
huipukkuus 2.07 2.04 2.05 1.98 0,29
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Kuva 15. Keskiarvoistettu korkeusfluktuaatiojakaumat 250 pikselin (sininen ja virhed) ja
500 (violetti ja musta) pikselin reunoille. Keskiarvoistukseen on kiytetty kaikkia polttoja.
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6 Johtopiitokset

Koko poltoille tarkastellut korrelaatiofunktiot ja korkeusfluktuaatiojakauma osoit-
tavat, ettéd tyOssé tarkasteltu paperinpolttodata ei vastaa KPZ-yhtélon ennusteita,
kasvueskponenttia 5 lukuun ottamatta (kuvat 12a, 12b ja 13). Kasvueksponentin
kdyttaytyminen ja paperin poltolle aikaisemmin tehdyt tutkimukset [4, 5, 10] kui-
tenkin viittaavat siihen, ettd kasvueksponentin y ja korkeusfluktuaatiojakauman
kéyttaytyminen johtuu ongelmista mittausdatan laadusta ja sitd kautta statistii-
kan puutteesta. Yksittéisten kokeellisten polttojen ongelmia olivat rintaman péaélle
kddntyneen tuhkan aiheuttamat tunnistamattomat kohdat, palorintamissa oleva
globaali vinous seké polton aikana tapahtuva sivusuuntainen ajautuminen. Néisté
vinous ja sivusuuntainen ajautuminen saadaan poistettua, mutta tunnistamattomat
palorintaman kohdat huonontavat huomattavasti statistiikkaa.

Reunailmioité tarkasteltiin 250 pikselin ja 500 pikselin reunoille. Néissé tarkas-
teluissa korrelaatiofunktioiden G(r) ja C(t) kdyttidytyminen oli kauempana KPZ-
yhtalon mukaisesta kayttidytymisestd kuin koko polttojen tapauksessa. Huomion
saaduissa tuloksissa herétti se, ettd suurimmat erot G(r)-funktion kdyttdytymisessé
l6ytyivat paperin vasemman ja oikean reunan véliltd sen sijaan, etté eroa olisi ollut eri
kokoisissa reunoissa. Aikakorrelaatiofunktion tapauksessa ero 16ytyi erikokoisten reu-
nojen vililtd oikean ja vasemman reunan kiyttaytymisen ollessa hyvin samankaltaisia.
Reunailmitiden tarkastelussa mielenkiintoisin ilmié kuitenkin 16ytyi korkeusfluktuaa-
tiojakaumien kayttaytymisesté, silld niiden kidyttdytyminen vasemmalle ja oikealle
reunalle seké erikokoisilla reunocilla oli hyvin samankaltaista kuin koko poltoille laske-
tulle korkeusfluktuaatiojakaumalle (vertaa taulukko 2 ja 3). Téma yllattava havainto
tarjoaa motivaation reunailmididen jatkotutkimukselle.

Jatkotutkimuksessa voitaisiin tarkastella tarkemmin korrelaatioiden ja korkeus-
fluktuaatioiden muutosta reunan leveyden muuttuessa. Liséksi olisi hyva selvittéis,
miten pitkélle paperin sisddn reunailmiot ulottuvat ja riippuuko tdmé alue polton
leveydesté. Jos téllaisiin tutkimuksiin ryhdytéén, olisi hyva kehittéda koelaitteistoa
ainakin siten, ettd sivusuuntainen ajautuminen saataisiin poistettua jo mittausvai-
heessa, ja timén jilkeen tehdé lisimittauksia statistiikan parantamiseksi. Aiemmissa
tutkimuksissa [10] havaittujen vyoryjen, joita KPZ-yht&lo ei sisilld, poistamiseksi
voitaisiin kehittda tekodlyyn perustuva tunnistus, kun aiemmin ilmeisimmaét vyoryt
on poistettu datasta silmadmaéariisesti. Muuten data-analyysia voisi kehittidé etsimé&lla
kriteeri, jolla poltoista saataisiin karsittua pahimmat alueet, missé rintamissa esiintyy
tunnistamattomia kohtia. Jos koejarjestelméé kehittamalla ei pystyté poistamaan
kokonaan sivusuuntaista ajautumista olisi sen poistamista dataa analysoitaessa hyva
jatkokehittad, silla nykyinen tapa aiheuttaa pientd vairistyméiid vasempaan reu-
naan siirtdmélla joitakin rintamia liikaa ja joitakin liian vdhan. Tama voi aiheuttaa
ongelmia pienempien reunakaistaleiden analysoinnissa.
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