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Tamén tutkielman tarkoituksena on néyttaé, kuinka kokonaislukujen lukuteoriaa voi-
daan yleistad kokonaislukujen kompleksisille laajennuksille. Liséksi halutaan osoittaa,
ettéd tilannetta voidaan tarkastella toisestakin suunnasta eli siitd, kuinka kokonaislu-
kujen lukuteorian tuloksia voidaan todistaa kompleksilukujen avulla. Kokonaisluku-
jen kompleksisista laajennuksista erityisen kiinnostuneita tutkielmassa ollaan Gaus-
sin, Hurwitzin ja Eisensteinin kokonaisluvuista.

Tutkielman alussa esitellddan perusteellisesti Gaussin kokonaisluvut, jotka ovat téarkein
tutkielmassa kaytettiavistd kokonaislukujen laajennuksista. Gaussin kokonaisluvuil-
le ndytetdédn ensin niiden algebrallisia ominaisuuksia, minkéa jélkeen siirrytdéan lu-
kuteoreettisiin ominaisuuksiin. Osoittautuu, ettd monet kokonaislukujen lukuteorian
kéasitteet ja tulokset, kuten alkuluvut, Eukleideen algoritmi, aritmetiikan peruslause
ja Bézout’n lemma, voidaan yleistdd Gaussin kokonaisluvuille.

Tamén jalkeen vaihdetaan tarkastelusuuntaa. Tutustutaan kokonaislukujen lukuteo-
rian tuloksiin ja niiden todistamiseen kokonaislukujen kompleksilaajennusten avulla.
Ensimmaisend annetaan tulos luonnollisen luvun esittdmisestd kahden nelién sum-
mana. Tuloksen todistuksessa hyddynnetdén Gaussin kokonaislukuja. Tdmén jalkeen
esitellddn toinen kokonaislukujen kompleksisista laajennuksista, Hurwitzin kokonais-
luvut. Niiden avulla todistetaan tulos luonnollisen luvun esittdmisestd neljan nelion
summana. Kolmantena todistettavana lukuteorian tuloksena esitelldédn erds tapaus
Fermat’'n suuresta lauseesta. Todistusta varten perehdytédan Eisensteinin kokonaislu-
kuihin, jotka ovat viimeinen tutkielmassa esiteltévistd kokonaislukujen laajennuksis-
ta.

Lopuksi kootaan yhteen tutkielmassa kaytetyt kokonaislukujen laajennukset niiden
geometrisen tulkinnan kautta. Samalla kéasitellaén lyhyesti tavallisten kokonaislukujen
ja niiden kompleksisten laajennusten ulottuvuuksien méaaraé ja esitelladn erés sithen
liittyva toistaiseksi ratkaisematon ongelma.



Sisalto

Johdanto
Luku 1. Algebraa Gaussin kokonaisluvuille
1.1. Gaussin kokonaislukujen perusominaisuuksia
1.2.  Euklidisuus ja normi N
Luku 2. Lukuteoriaa Gaussin kokonaisluvuille
2.1.  Gaussin kokonaislukujen jaollisuus, yksikot ja liittolaiset
2.2.  Gaussin alkuluvut ja alkutekijiesitys
2.3. Suurin yhteinen tekiji, aritmetiikan peruslause ja Bézout’n lemma
Luku 3. Nelididen summat
3.1.  Yleisté nelididen summista
3.2.  Luonnollinen luku kahden nelion summana
3.3.  Luonnollinen luku neljén nelion summana
Luku 4. Fermat’n suuri lause
4.1. Yleista Eisensteinin kokonaisluvuista
4.2. FErés tapaus Fermat’'n suuresta lauseesta
Luku 5. Kokonaislukujen laajennusten geometrista tulkintaa
5.1.  Gaussin kokonaislukujen geometrista tulkintaa
5.2. Eisensteinin kokonaislukujen geometrista tulkintaa
5.3. Hurwitzin kokonaislukujen geometrista tulkintaa

Lahteet

ii

12
12
15
18

22
22
23
29

33
33
35

40
41
42
43

45



Johdanto

Téasséd tutkielmassa tarkastellaan sekd kompleksilukujen lukuteoriaa ettd kokonais-
lukujen lukuteoriaa kompleksilukuja apuna kédyttden. Tutkielman yhtend tavoittee-
na on nayttda useiden lukuteorian tulosten yleistyminen tavallisten kokonaislukujen
kompleksisille laajennuksille. Toisena tavoitteena on nayttas lukijalle, kuinka lukuteo-
rian tuloksia voidaan todistaa suhteellisen yksinkertaisesti kokonaislukujen komplek-
sisten laajennusten avulla.

Kokonaislukujen laajennuksia tunnetaan useita, mutta téssé tutkielmassa keskitytaan
Gaussin, Hurwitzin ja Eisensteinin kokonaislukuina tunnettuihin kompleksisiin laa-
jennuksiin. Néistd eniten syvennytddn Gaussin kokonaislukuihin, jotka ovat muo-
toa z = a + ib olevia kompleksilukuja, missid a ja b ovat kokonaislukuja ja ¢ ima-
ginddriyksikko. Gaussin kokonaislukuihin liittyviin késitteisiin annetaan tarkat maa-
ritelmét ja tuloksiin huolelliset perustelut. Oleellisesti samoin voitaisiin tehdd myos
Hurwitzin ja Eisensteinin kokonaisluvuille, joten toiston vilttdmiseksi nédiden pe-
rustulosten todistukset sivuutetaan tutkielmassa. Padtulosten todistusten kannalta
tarkeimmét madritelmét, tulokset tai mahdolliset eroavaisuudet kuitenkin esitelldén
niillekin.

Ensimmaéisessé luvussa tutustutaan Gaussin kokonaislukuihin ja tarkastellaan niita
erityisesti algebran nakokulmasta. Aluksi nédytetdéan niiden perusominaisuuksia, ku-
ten hyvin mééaritellyt laskutoimitukset 4 ja x. Tamén jéilkeen néytetéddn, ettd Gaus-
sin kokonaisluvut muodostavat vaihdannaisen renkaan ja kokonaisalueen. Liséksi esi-
telladn tutkielman kannalta hyvin tdrked kuvaus, normi NV, ja sille ndytetddin muuta-
mia hyodyllisid ominaisuuksia. Normin N avulla perustellaan luvun lopuksi Gaussin
kokonaislukujen renkaan Euklidisuus.

Toisessa luvussa keskitytddn tarkastelemaan Gaussin kokonaislukujen lukuteoriaa.
Aluksi mééritellidn Gaussin kokonaisluvuille lukuteorian peruskésitteet, kuten jaol-
lisuus ja yksikot. Tdmén jidlkeen annetaan médritelmét liittolaisille, Gaussin alku-
luvuille ja Gaussin alkutekijaesitykselle. Luvussa esitelliin Eukleideen algoritmi ja
kuinka suurin yhteinen tekija 16ydetdén sen avulla. Liséksi ndytetddn lukuteoriasta
tuttujen tulosten yleistyminen esimerkiksi Eukleideen lemmalle, aritmetiikan perus-
lauseelle ja Bézout'n lemmalle. Normi /N osoittautuu téssikin luvussa hyodylliseksi,
silld monissa luvun todistuksissa hyodynnetéaén sité.

Kolmannessa luvussa tehddédn tarkastelundkékulman muutos eli tutkitaan, kuinka
tavallisen lukuteorian tuloksia voidaan todistaa kompleksiluvuilla. Luvussa keski-
tytddn neliosummiin liittyviin tuloksiin ja annetaan tarkat todistukset luonnollisen
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JOHDANTO 2

luvun esittdmisestd kahden nelion summana seké neljan nelion summana. Naista en-
simmaéisend mainitussa todistuksessa hyodynnetddn tutuksi tulleita Gaussin koko-
naislukuja. Tamén jalkeen annetaan Gaussin alkulukujen karakterisointi, jonka to-
distuksessa apuna kiytetdan kahden nelion summaan liittyvéda tulosta. Seuraavaksi
esitellddn Hurwitzin kokonaisluvut, jotka ovat kokonaislukujen neliulotteinen laajen-
nus kvaternioiden avulla. Hurwitzin kokonaislukuja hyodennetdén neljan nelion sum-
maan liittyvéan tuloksen todistuksessa. Kyseinen tulos tunnetaan myos Lagrangen
neljan nelion lauseena.

Neljannessa luvussa esitellddn Fermat'n suuri lause, jota voidaan pitdd yhtend kuu-
luisimmista tuloksista koko matematiikan historiassa. Lauseen mukaan yhtalolla

ei ole positiivisia kokonaislukuratkaisuja, kun n on suurempaa kuin 2. Lauseen muo-
toilu on yksinkertainen, mutta sen todistaminen kesti yli 300 vuotta, kunnes se 1990-
luvulla lopulta ratkaistiin. Luvussa esitellddn Eisensteinin kokonaisluvut, jotka ovat
kokonaislukujen kaksiulotteinen kompleksinen laajennus. Eisensteinin kokonaisluku-
jen avulla annetaan todistus Fermat'n suuren lauseen tapauksessa, jossa n = 3.

Viidennessa ja tutkielman péadttavissa luvussa kuvataan kiytettyjen kokonaislukujen
laajennuksien geometrista puolta. Ne on koottu yhteen paikkaan, jotta niiden toisiin-
sa vertaaminen olisi helpompaa. Suositeltavaa on kuitenkin vilkaista alalukuja sité
mukaa, kun jokin kokonaislukujen laajennuksista esitellddn. Luvussa tarkastellaan,
kuinka Eisensteinin, Hurwitzin ja Gaussin kokonaisluvut voidaan jarjestdd normin N
avulla osittaiseen suuruusjéarjestykseen. Lisiksi Gaussin kokonaislukujen yhteydessa
kasitelladn lyhyesti Gaussin vallihautaongelmaa, joka on kiintoisa Gaussin alkulukui-
hin liittyvéd pulma ja toistaiseksi ratkaisematon.

Tutkielman lukijalle oletetaan olevan tuttuja tavallisten kokonaislukujen ja komplek-
silukujen ominaisuudet ja laskusdénnot. Lukuteorian perusteiden ja yleisimpien tu-
losten tunteminen on myo6s eduksi. Algebran mééritelmistd ja tuloksista on hyva
olla pohjatietoa, mutta niistd tutkielman kannalta tarkeimmét kerrataan. Liséksi
kongruenssit ja niiden laskusddnnot oletetaan tutuiksi.

Merkinnoissé, méaritelmissé ja tulosten nimityksissa pyritdan kayttaméaan kompleksi-
lukujen ja tavallisten kokonaislukujen puolelta tuttuja vastineita. Esimerkiksi Gaussin
kokonaislukuja merkitdan kirjaimilla z ja w. Tavalliselle alkuluvulle kiytetddn mer-
kintad p ja Gaussin alkuluvulle merkintéda p. Liséksi lukijan on syyta kiinnittdé huo-
mio siihen, ettd Eisensteinin kokonaislukujen yhteydesséa kirjaimella p on téysin eri
merkitys. Pelkélld kokonaisluvulla tai alkuluvulla viitataan aina joukon Z alkioon,
mutta joissakin tilanteissa sekaannusten vélttdmiseksi saatetaan kéayttdd samasta
asiasta myo6s ilmaisua tavallinen kokonaisluku tai tavallinen alkuluku. Muut mer-
kinnét ja ilmaisut esitellddn tutkielman aikana.

Tutkielman paéldhteind on hyodynnetty W. A. Coppelin teosta Number Theory: An
Introduction to Mathematics [2], G. H. Hardyn ja E. M. Wrightin teosta An Intro-
duction to the Theory of Numbers [6] ja G. Everestin ja T. Wardin teosta An Int-
roduction to Number Theory [4]. Liséksi ensimméisessé luvussa on kdytetty apuna
P. Koskelan luentomonistetta Algebra 1: Renkaat ja kunnat [8]. Matematiikan his-
toriasta kiinnostuneelle lukijalle voi lampimaésti suositella tutustumista J. Stillwellin
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teokseen Mathematics and its History [11] ja erityisesti Fermat’'n suuresta lauseesta
kiinnostuneelle A. D. Aczelin teosta Fermat’s Last Theorem: Unlocking the Secret of
an Ancient Mathematical Problem [1].



LUKU 1

Algebraa Gaussin kokonaisluvuille

Tassa luvussa tutustutaan Gaussin kokonaislukuihin ja tarkastellaan niitd algebran
niakokulmasta. Gaussin kokonaisluvut ovat saaneet nimensa saksalaisen Carl Friedrich
Gaussin (1777-1855) mukaan. Han oli ensimmaéinen matemaatikko, joka tutki kyseisia
lukuja ja todisti niiden perusominaisuuksia.

1.1. Gaussin kokonaislukujen perusominaisuuksia

Annetaan ensin Gaussin kokonaislukujen tarkka mééritelma ja tarkastellaan sitten,
millaisia perusominaisuuksia ne toteuttavat.

MAARITELMA 1.1. Kompleksilukua z, joka on muotoa z = a + b, missi a,b € Z,
kutsutaan Gaussin kokonaisluvuksi. Kaikkien Gaussin kokonaislukujen muodostamaa
joukkoa merkitaan symbolilla Z[i].

HuomAuTUs 1.2. Mééritelmén 1.1 pohjalta on syytd huomata, ettd kaikki Gaussin
kokonaisluvut ovat kompleksilukuja, mutta kaikki kompleksiluvut eivit ole Gaussin
kokonaislukuja (vertaa Z[i] = {a +ib | a,b € Z} ja C = {a +ib | a,b € R}). Lisdksi
havaitaan, ettd ne Gaussin kokonaisluvut, joissa b = 0, ovat itse asiassa tavallisia
kokonaislukuja.

My6hemmin téssé luvussa tullaan kdyttaméaian Gaussin kokonaisluvun kompleksikon-
jugaattia. Téssd vaiheessa esitellddn vain lyhyesti erds siihen liittyva tulos.

LAUSE 1.3. Jos z = a + ib on Gaussin kokonaisluku, niin myds sen kompleksikonju-
gaatti Z = a — ib on Gaussin kokonaisluku.

Tobistus. Olkoon z = a + b miké tahansa Gaussin kokonaisluku. Sen komplek-
sikonjugaatti on z = a — ib ja nyt

z=a—ib=a+ (=1)ib=a+i(-1)b=a+i(-D).

Koska b on kokonaisluku, niin my6s —b on kokonaisluku. Siten kompleksikonjugaatti

z on Gaussin kokonaisluku.
O

Huomautuksen 1.2 perusteella lienee selvia, ettéd tavalliset kokonaisluvut ovat Gaus-
sin kokonaislukujen osajoukko. Gaussin kokonaislukujen joukko on siis yksi esimerkki
tavallisten kokonaislukujen laajennuksista. Kyseisen tiedon pohjalta on houkuttele-
vaa ajatella, ettd tavallisiin kokonaislukuihin liittyvid tuloksia ja perusominaisuuksia
voitaisiin laajentaa koskemaan kaikkia Gaussin kokonaislukuja. N&in voidaan todella
tehdi, esimerkkeind mainittakoon tésséd vaiheessa algebran puolelta laskutoimitukset
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1.1. GAUSSIN KOKONAISLUKUJEN PERUSOMINAISUUKSIA 5

+ ja X, seké lukuteorian puolelta alkulukujen ja yksikésitteisen alkutekijéesityksen
olemassaolo. Perustellaan tdssé vaiheessa vain dsken mainitut laskutoimitukset. Lu-
kuteoreettisiin ominaisuuksiin syvennytéin tarkemmin seuraavassa luvussa.

LAUSE 1.4. Olkoot z1, zo Gaussin kokonaislukuja. Tdlloin myds nitden summa z1 + 2o
ja tulo zy X z5 ovat Gaussin kokonaislukuja.

Tobistus. Olkoot z; = a; +1iby ja 25 = a1 +1iby mitéd tahansa Gaussin kokonaislu-
kuja. Koska z1, zo ovat Gaussin kokonaislukuja, niin tiedetdén, ettd ai, as, by, by € Z.
Nyt

21+ 29 = (a1 +2b1) + (CZQ +Zb2) =a; + as +Zb1 + Zbg
= (a1 + ag) +i(by + bs)
ja
Z1%9 = (Cll + ibl)(ag + Zbg) = aias + Cblibg + iblag + Zbllbg
= (a1a2 — blbg) + i(ale + blag).
Koska aq,as, by, by ovat kokonaislukuja, niin myos a; + as, by + be, ja ajas — biby
ja ai1bs + bias ovat kokonaislukuja. Siten luvut z; 4+ 29 ja 2125 todella ovat Gaussin

kokonaislukuja.
O

Laskutoimitukset + ja x ovat hyvin méériteltyja Lauseen 1.4 perusteella. Se luo pe-
rustan sille, miksi Gaussin kokonaisluvuista puhuttaessa on luontevaa ajatella Gaussin
kokonaislukujen muodostamaa joukkoa renkaana. Palautetaan kuitenkin ensin mie-
leen, mité renkaalla tarkoitetaan.

MAARITELMA 1.5. Epétyhja joukko R on rengas, jos se on varustettu kahdella las-
kutoimituksella (merk. 4, X), jotka toteuttavat seuraavat ehdot kaikilla a,b,c € R:
(Da+(b+c)=(a+b)+c (liitdnnaisyys)

(2)a+b=b+a (vaihdannaisuus)

(3) On olemassa Op siten, ettd a+0g = a = Og+a kaikilla a € R. (neutraalialkio)
(4) Jokaisella a € R yhtélolla a + x = Og on ratkaisu x € R. (vastaluku)

(

(6)ax (b+c)=axb+axc (osittelulaki)

(

)
)
)
5)ax (bxc)=(axb)xc (liitdnnaisyys)
)
)

7) On olemassa 1 siten, ettd a x 1 = a = 1 X a kaikilla a € R. (neutraalialkio)

Perustellaan seuraavaksi, miksi Gaussin kokonaislukujen joukko todella muodostaa
renkaan. Naytetaén siis, ettd Gaussin kokonaislukujen joukko toteuttaa Madritelméan
1.5. Merkitaéan kyseistd rengasta jatkossa entuudestaan tutulla symbolilla Z[i].

LAUSE 1.6. Gaussin kokonaislukujen joukko on rengas.
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TobisTus. Gaussin kokonaislukujen joukko on selvésti epétyhjé ja Lauseen 1.4
perusteella se on varustettu laskutoimituksilla + ja x. Riittda siis nayttaa, ettd eh-
dot (1) — (7) ovat voimassa. Olkoot z; = aj + iby, 20 = as + ibe, 23 = az + ibs Gaussin
kokonaislukuja.

(1) Néytetddn ensin yhteenlaskun liitdnnéisyys:
21+ (29 + 23) = ay + iby + (ag + a3 + i(by + b3))
= a1 + by + as + tby + ag + ib3 = (a1 + ag + i(by + ba)) + a3 + ibs
= (21+22) + 23

(2) Néaytetddn seuraavaksi yhteenlaskun vaihdannaisuus:

21+22:a1+(12+’i(b1+b2):a2+a1+’i(bg+b1)222+21

(3) Gaussin kokonaisluvuissa nolla on luku 0z;; = 0 4 @0, koska sille pétee, ettd

214+ 0z = a1 +04+i(by +0) = ay +1iby = 2
ja

z1=a; +1iby =0+ a; +i(0+by) = Oz + 2
kaikilla 2z € Z[i].

(4) Jokaisella z; € Z yhtalolld 2y + & = Oz on ratkaisu « € Z[i]. Téma ratkaisu
on x = —ay + i(—by), silla

2+ =ay+ (—a1) +i(by + (=b1)) = 04 i0 = Ogp.

(5) Osoitetaan kertolaskun liitdnnéisyys:
21 X (22 X 23) = (a1 + iby)((azas — babs) + i(agbs + baas))
= ay(agaz — babs) + ayi(agbs + baag) + iby(asaz — babs) + ibyi(azbs + baas)
= ayaza3 — a1bobs + i(a1asbs + arbras) + i(azasby — bibobs) + i*agbibs + i*byboas
= a1a2a3 — a1bobs + i%asbibs 4 i*biboas + i(aiaghs + ajasby + asaszby — bybybs)
= ayagas — asbyby + i%a1bybs 4 i2agbbs + i(aiasby + azasby + ajaghs — bibybs)
= ayagag — bibyas + i(arasbs + asasby) + i(ajagbs — bibobs) + i2aibybs + i%agb by
= (a1az — biby)ag + i(a1by + agby)ag + (ayas — byby)ibs + i(ai1by + asby))ibs)
= ((a1ag — byby) + i(a1bs + bras))(as + ibs) = (21 X 22) X 23

(6) Perustellaan sitten osittelulaki:
21 X (22 + 23) = (a1 +iby)(az + az + i(by + bs))
= (a1(ag + ag +i(by + b3)) + by (ag + az + i(by + b3))
= (ayas + ayas + i(aiby + aibs)) + ibrag + ibrag + i*(byby + bibs)
= ayaz + ajaz + ia1be + ia1bs) + ibyas + ibyag — biby — bybs
= (arag — b1by) + i(a1by + brag) + (a1az — bibs) + i(a1bs + bras)
=2z1 X 29+ 21 X 23
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(7) Gaussin kokonaisluvuissa ykkonen on luku 1z = 1 + 04, koska sille pétee, ettd
z21 X 12[1] = (Gl'l—bl O)+Z(&10+b11) :al—i—z’bl =21

ja
21:a1+ib1:(1'@1—0'b1>+i(0'a1+1'b1) :1Z[z] X 21

kaikilla 2z € Z[i].

Ehdot (1)-(7) ovat siten voimassa Gaussin kokonaisluvuille. Siispd Gaussin kokonais-
luvut todella muodostavat renkaan.
O

Kokonaislukujen joukossa merkitdén usein a x b = ab. Kéytetédan jatkossa samaa ly-
hennysté z; X z9 = 2129 my6s Gaussin kokonaisluvuille. Renkaan Maéritelméssa 1.5
vaaditaan yhteenlaskun vaihdannaisuus, mutta sitd ei vaadita kertolaskulta. Vaih-
dannaisuus voi olla voimassa my0s kertolaskulle. Télloin puhutaan vaihdannaisesta
renkaasta.

MAARITELMA 1.7. Rengas R on vaithdannainen, jos laskutoimitus x on vaihdannai-
nen, toisin sanoen jos kaikille a,b € R patee, etta

ab = ba.
Esimerkiksi tavallisten kokonaislukujen rengas Z on vaihdannainen rengas. Naytetaan
seuraavaksi, ettd myos Gaussin kokonaisluvut muodostavat vaihdannaisen renkaan.
LAUSE 1.8. Gaussin kokonaislukujen rengas on vaihdannainen.
Tobistus. Olkoot z,w € Z[i] ja osoitetaan, ettd télloin zw = wz. Koska luvut
z,w ovat Gaussin kokonaislukuja, niin tiedetédén, ettd ne ovat muotoa
Z:Cl1+ib1 ja w:a2+ib2,
missi aq, as, by, by € Z. Nyt hyddyntamallda kokonaislukujen laskusidéntojé saadaan
2w = (arag — biby) + i(a1by + braz) = (azay — baby) + i(agby + baay) = we.
O
Gaussin kokonaislukujen rengas muodostaa itse asiassa kokonaisalueen. Ennen tamén
perustelua palautellaan mieleen, mitd kokonaisalueella ylipdatadn tarkoitetaan.

MAARITELMA 1.9. Vaihdannainen rengas R, jossa Or # 1g, on kokonaisalue, jos
kaikilla a,b € R ehdosta ab = Or seuraa, ettd a = Or tai b = Op.

LAuse 1.10. Gaussin kokonaislukujen rengas on kokonaisalue.

TobisTus. Rengas Z[i] on jo nédytetty vaihdannaiseksi. Lisiksi

Nyt tdytyy nayttad, ettd jos Gaussin kokonaisluvuille z = a; 4+ ib; ja w = ay + iby on
voimassa, ettd zw = Oz, niin télloin 2z = Oz tai w = Ogp.
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Tiedetddn, ettd zw = (a1as —b1by) +1i(a1ba +b1az) = 0410 = Ozp). Témén perusteella
saadaan yhtalot

arag — biby =0 ja aiby + bias = 0.

Oletetaan ensin, ettd a; # 0. Talloin ensimméinen yhtilo saadaan muotoon

_ by

a1

a2

ja sijoittamalla se jalkimmaéiseen yht&loon saadaan

bib
a1b2 + bl% = 0.
1

Kertomalla tétéa puolittain luvulla a, ja ottamalla yhteiseksi tekijéksi luku b, saadaan

Tulon nollasdsnnén nojalla a?+b? = 0 tai by = 0. Koska alussa oletettiin, ettd a; # 0,
niin a? + 2 > 0 kaikilla a1, b, € Z. Niin ollen by, = 0 ja koska ay = %, niin myos
ay = 0. Tdmai tarkoittaa, ettd w = Oz.

Tutkitaan vield tilanne, jossa a; = 0. Talloin yhtéloiksi saadaan
—blbg =0 ja b1a2 = 0.

Tulon nollasdénnolla ensimmaisesta yhtéalosta saadaan by = 0 tai by = 0 ja jalkimmaisesta
puolestaan b; = 0 tai az = 0. Jos nyt b; = 0, niin 2z = Oz.
Jos taas by # 0, niin on oltava by = 0 ja ap = 0, eli w = Ogy.

Siispé kaikille Gaussin kokonaisluvuille ehdosta zw = 0z todella seuraa, ettd z = Oz
tai w = OZ[i}-
O

Mikali oletetaan kunnan ja alirenkaan késitteet tunnetuiksi, Gaussin kokonaislukujen
rengas voitaisiin perustella kokonaisalueeksi myos seuraavalla paattelylla. Muistetaan
aluksi, ettd kompleksilukujen rengas C on kunta ja ettd kunnat ovat aina kokonais-
alueita. Tiedetddn myo0s, ettd Gaussin kokonaislukujen rengas on renkaan C alirengas.
Koska kokonaisalueen alirenkaat ovat kokonaisalueita, niin renkaan Z[i] on oltava
kokonaisalue.

Téssd vaiheessa on myo6s hyvé tarkastella sitd, onko rengas Z[i] kunta. Jotta se olisi,
jokaiselle nollasta eroavalle Gaussin kokonaisluvulle z yhtalolla

Zr = ]'ZM

olisi olemassa ratkaisu renkaassa Z[i]. Kyseisesta ratkaisusta kdytetddn yleisesti ni-
mitystd kidnteisluku ja sitd merkitiin symbolilla 27! Kidnteisluku on olemassa ren-
kaassa Z[i] kuitenkin vain luvuille 1, —1,4 ja —i, joten rengas Z|i] ei ole kunta.
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1.2. Euklidisuus ja normi N

Gaussin kokonaislukujen renkaassa on voimassa tavallisten kokonaislukujen lukuteo-
rian puolelta tuttu Eukleideen algoritmi. Tdmé& luo perustan monille muille luku-
teoriasta tutuille ominaisuuksille ja tuloksille, minka vuoksi Eukleideen algoritmin
olemassaolo on syytd perustella tarkasti. Halutaan siis ndyttdd, ettd rengas Z[i] on
Euklidinen.

MAARITELMA 1.11. Kokonaisalue R on Euklidinen, jos on olemassa kuvaus
d : R — N U {0} niin, ettd mille tahansa a,b € R, a # 0, on olemassa ¢,r € R siten,
etta

b=qa+r ja 6(r)<d(a).

Gaussin kokonaisluvuille Madritelmén 1.11 mukainen kuvaus tunnetaan normina N.
Tutustutaan seuraavaksi sithen lahemmin ja todistetaan renkaan Z[i] Euklidisuus
vasta sen jilkeen.

MAARITELMA 1.12. Gaussin kokonaisluvuille z = a+41ib normiks: kutsutaan kuvausta
N : Z[i] - NU {0},
N(z) = 22 = a® + b*.

Normi N madritellaén siis Gaussin kokonaisluvun ja sen kompleksikonjugaatin tulona.
Gaussin kokonaisluvun kompleksikonjugaatin tiedetddn Lauseen 1.3 perusteella ole-
van Gaussin kokonaisluku, joten edelleen Lauseen 1.4 perusteella normi N on Gaus-
sin kokonaisluku. Kyseinen havainto ei ole kuitenkaan jatkon kannalta merkittava.
Merkittéava ominaisuus sen sijaan on se, ettd normi N kiinnittdéd jokaiseen Gaussin
kokonaislukuun ei-negatiivisen kokonaisluvun.

LEMMA 1.13. Olkoon kuvaus N normi ja z € Z[i|. Tdalloin
(1) N(z) € Z kaikilla z € Z]i].
(ii) N(z) > 0 kaikilla z € Z[i]. Erityisesti N(z) =0 jos ja vain jos z = Ogp).

TobisTtus. Olkoon z = a+1b, missd a, b € Z, miké tahansa Gaussin kokonaisluku.
(i) Koska a,b € Z, niin a?,b* € Z, ja edelleen a® + b € Z. Koska a? + b*> = N(z), niin
N(z) € Z kaikilla z € Z[i].
(ii) Tiedetadn, ettei mink&én kokonaisluvun neli6 ole negatiivinen eli a?>0jab®>>0.
Siten N(z) = a*+b* > 0+ 0 = 0 kaikilla z € Z[d].

Néytetadn vield, ettd N(z) = 0 jos ja vain jos z = Ozp;). Oletetaan ensin, ettd N(z) = 0.
Toisaalta tiedetéiin, ettd N(z) = a® + b2 Siispd a® + b* = 0 eli a> = —b%. Yhtilo on
totta vain silloin kun a = 0 ja b = 0. Siten z = a +ib = 0 + i0 = Ogy;.

Oletaan sitten, ettd z = Ozp). Télloin N(z) = 02 + 0% = 0.

O

Jatkossa tullaan huomaamaan, ettd normi N toteuttaa monia hyodyllisia tuloksia.
Tamén vuoksi se onkin tédrked apuvéline monissa sovelluksissa ja tutkielman edetessé
sitd hyodynnetédén useita kertoja. Esitellddn seuraavaksi yksi aputulos, jota tarvitaan,
kun néytetadn, ettd Gaussin kokonaislukujen rengas on Euklidinen.
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LEMMA 1.14. Olkoot kuvaus N normi ja z,w € Z[i]. Tdlloin

N(zw) = N(z2)N(w).

Tobistus. Olkoot z = ay + ib; ja w = ag + iby. Nyt

N(zw) = N((a1ag — biby) + i(arby + braz)) = (ayaz — bibs)* + (a1by + bray)?
= (a1as)® — 2a1asb1by + (b1ba)* + (a1b2)? + 2aya9b1by + (aghy)?
= a1%as” + b12by® 4 a1 ?by? + a’b? = ai?(ax? + by%) + b % (ag”® + bo?)
= (a1 + b1%)(as® + by®) = N(2)N(w).

Nyt voidaan nayttiad, ettd normi N toteuttaa Maéritelméan 1.11 ehdot eli todistaa,
ettd rengas Z[i| on Euklidinen.

LAUSE 1.15. Gaussin kokonaislukujen rengas on Fuklidinen.

TobisTus. Gaussin kokonaislukujen rengas on jo perusteltu kokonaisalueeksi.
Riittdd ndyttad, ettd mille tahansa a,b € Zli], a # 0, on olemassa ¢, 7 € Zl[i] niin,
ettd

b=ga+7 ja N(7) < N(a).

Hyddynnetddn lukua ba™! = p + si, missd p,s € Q. Useimmissa tapauksissa timi
ei ole Gaussin kokonaisluku, silld kadnteisluku a=! on harvoin Gaussin kokonaisluku.
Sopivalla valinnalla luvun ba=! = p + si avulla voidaan kuitenkin 16ytdd luku, joka
on varmasti Gaussin kokonaisluku. Tamé onnistuu ottamalla luvun ba~! kertoimien
p ja s laheltd kokonaisluvut ja valitsemalla ndmé halutun luvun kertoimiksi. Valitaan
siis luvut «, 8 € 7Z siten, etté

. 1
Ip—af < ja |8—ﬂ|§§.

N | —

Olkoon nyt ¢ = o + fi kyseinen Gaussin kokonaisluku ja valitaan tarvittava toinen
luku niin, ettd 7 = b — (a + pi)a. Koska o, 5 € Z ja a,b € Z][i], niin myo6s luku 7
on Gaussin kokonaisluku, kuten halutaan. Pienelld muokkauksella luvun 7 valinnasta
nahdéaén helposti, ettd ensimmaéinen ehto

b=qga+r
todella pétee. Téaytyy siis endé osoittaa, ettd myos jalkimmaéinen ehto

N(7) < N(a)
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on voimassa dsken tehdyilla valinnoilla. Tamé& onnistuu mekaanisella pyorittelylla
Lemmaa 1.14 hyodyntéen:

N(7)=N(b— (a+ pi)a) = N(b— aa — [ia)

N(ba 'a — aa — Bia) = N((ba™' — a — Bi)a)

N((ba™ — a — Bi))N(a) = N((p+ si — @ — )) N(a)
N((p—a+(s = B)i))N(a) = ((p — @)* + (s — B)*)N(a)

— (p = +Is = AN < (347 ) Na

%N(a) < N(a).

Siispd myos jalkimmaéainen ehto pétee.
O

Nyt on néytetty, ettd rengas Z[i] on Euklidinen. Seuraavassa luvussa tarkastellaan
ladhemmin Eukleideen algoritmia ja muita lukuteorian tuloksia Gaussin kokonaislu-
vuille.



LUKU 2

Lukuteoriaa Gaussin kokonaisluvuille

Téssé luvussa tarkastellaan Gaussin kokonaislukujen lukuteoreettisia ominaisuuksia.
Lahdetaén liikkeelle lukuteorian perusteista Gaussin kokonaisluvuille ja syvennytéén
sitten Eukleideen algoritmiin ja lukuteorian tuloksiin, jotka se mahdollistaa Gaussin
kokonaisluvuille. Téllaisia ovat esimerkiksi suurimman yhteisen tekijan 16ytdminen,
Bézout'n lemma ja aritmetiikan peruslause.

2.1. Gaussin kokonaislukujen jaollisuus, yksikot ja liittolaiset

Aloitetaan lukuteorian perusominaisuuksista ja siité, miltd ne ndyttavat Gaussin ko-
konaisluvuille.

MAARITELMA 2.1. Gaussin kokonaisluku z on jaollinen Gaussin kokonaisluvulla w,
w # 0, jos on olemassa Gaussin kokonaisluku £ siten, ettd z = kw. Télloin lukua w
kutsutaan luvun z jakajakst.

Jaollisuudella tarkoitetaan siis Gaussin kokonaislukujen joukossa samaa kuin tavallis-
ten kokonaislukujen joukossa. Siten on luontevaa kayttdd samaa merkintéé: jos luku
w jakaa luvun z, niin se voidaan lyhentéa kirjoittamalla w | z. My6s seuraava tavalli-
sille kokonaisluvuille tuttu jaollisuusominaisuus yleistyy koskemaan kaikkia Gaussin
kokonaislukuja.

LAUSE 2.2. Olkoot zy, z9, 23 € Z[i]. Jos z1 | zo ja 2o | 23, niin 21 | z3.

TobisTus. Koska z; | 25, niin on olemassa k € Z[i] siten, ettd zo = kz;. Vastaa-
vasti tiedetéén, ettd on olemassa [ € Z[i] siten, ettd z3 = [z5. Nyt
23 = lzg = lkzy = mzy,

missd m = (k. Luvut [ ja k ovat Gaussin kokonaislukuja, joten Lauseen 1.4 nojalla
my6s luku m on Gaussin kokonaisluku. Siispé z; | z3.

n

Renkaan Z[i| Euklidiseksi perustelussa niytettiin, ettd mille tahansa a, b € Z[i], a # 0,
on olemassa ¢, 7 € Z[i] niin, etta

b=ga+7 ja N(7) < N(a).
Tamé voidaan nyt purkaa auki sanalliseen muotoon esimerkiksi seuraavalla tavalla.
Kun luku b jaetaan luvulla a, saadaan ¢ kokonaista ja jakojainnos 7. Kuten kokonais-

lukujen joukossakin, my6s Gaussin kokonaislukujen joukossa Eukleideen algoritmissa
jakojadnnoksen 7 tulee olla pienempi kuin luku a. Téstd normi N pitdd huolen, silla

12
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sen avulla voidaan kuvata Gaussin kokonaislukujen suuruutta, mita kéasitellddn tar-
kemmin luvussa 5. Algoritmia on siten luontevaa jatkaa eli seuraavaksi jaettaisiin
luku a jakojadnnokselld 7. Tahén palataan edempéna.

Edellisesséd luvussa todettiin jo, ettd alkulukujen méaritelmé yleistyy Gaussin ko-
konaisluvuille. Ennen alkulukujen luontevaa maéérittelyd tutustaan kuitenkin vield
Gaussin kokonaislukujen yksikoihin ja liittolaisiin.

MAARITELMA 2.3. Gaussin kokonaisluku on yksikkd, jos se jakaa luvun 1.

Lauseessa 2.5 osoitetaan, ettd Méaaritelmén 2.3 toteuttavia lukuja ovat luvut —1, 1, ¢
ja —1. Gaussin kokonaislukujen joukossa on siten nelja yksikkod. Tavallisten kokonais-
lukujen joukossa yksikoitd ovat vain luvut —1 ja 1. Tarkastellaan seuraavaksi Gaussin
kokonaislukujen yksikoiden ja normin NN vilistd yhteytta.

LAUSE 2.4. Gaussin kokonaisluku 1 on yksikki renkaassa Z[i] jos ja vain jos
N(p) =1.

TobpisTus. Olkoon Gaussin kokonaisluku g yksikko. Siispé luku p jakaa luvun 1
eli | 1. On siis olemassa k € Z[¢] niin, ettd 1 = k. Nyt
N(1) = N(kp) = N()N ().
Toisaalta N (1) = 1? 4+ 0% = 1, joten
NN () = 1.
Luvut N (k) ja N(u) ovat kokonaislukuja, joten ne ovat myos Gaussin kokonaislukuja.
Néin ollen N(u) | 1. Toisaalta Lemman 1.13 perusteella tiedetdén, ettd normin N

arvot ovat positiivisia kokonaislukuja. Luku 1 on ainut positiivinen kokonaisluku,
joka jakaa luvun 1, joten on oltava N(u) = 1.

Néytetéadn viela véitteen toinen suunta. Olkoon N(u) = 1 ja merkitddn p = a + ib.
Télloin saadaan

1=N(u) =a*+b =a®>— (1) =a® —i*b* = a* — (ib)* = (a — ib)(a + ib).
Luvut a —ib ja a + ib ovat Gaussin kokonaislukuja, joten nihdéén, ettd a +ib | 1 eli
p | 1. Siispé p on yksikko.
O

Nyt voidaan helposti perustella, miksi jo mainitut luvut —1, 1, 7 ja —i todella ovat
Gaussin kokonaislukujen joukon yksikot.

LAUSE 2.5. Renkaassa Z[i| yksikoiti ovat luvut —1, 1, i ja —i.

TobpisTus. Olkoon Gaussin kokonaisluku p = a + ib yksikko. Siispa Lauseen 2.4
perusteella N(p) = 1. Kun yhdistetdan tdméi tieto normin N Maéritelmédn 1.12,
saadaan yhtalo

a?+ b =1,
misséd luvut a ja b ovat kokonaislukuja. Yhtdlon mahdolliset kokonaislukuratkaisut
ovat joko
a==x1 ja b=0 tai a=0 ja b=+l
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Ratkaisuja on siten nelja ja ne ovat luvut —1, 1, ¢ ja —1.

U

Yksikoiden avulla voidaan méaaritella aikaisemmin mainitut liittolaiset Gaussin koko-
naisluvuille.

MAARITELMA 2.6. Olkoot z € Z[i] miké tahansa ja p € Z[i] jokin yksikoistéd. Télloin
sanotaan, ettd luku pz on liittoutunut luvun z kanssa. Luvun z litttolaisia ovat luvut
z, 12, —Z ja —iz.

Yksikot ja liittolaiset ovat Gaussin kokonaislukujen triviaaleja jakajia. Jokaisella
Gaussin kokonaisluvulla z, joka ei ole yksikkd, on siis yhteenséd kahdeksan triviaalia
jakajaa, luvut —1, 1, 4, —1, z, —z, 1z ja —iz. Tavallisella kokonaisluvulla £ triviaaleja
jakajia on vain nelja, luvut —1, 1, k ja —k.

LAUSE 2.7. Olkoot z1,zy € Z[i], ja p1, ue € Z[i] mitkd tahansa yksikot. Jos z1 | za,
nan zy 1y | zaps.

TobpisTus. Koska 21 | 29, niin on olemassa k € Z[i| siten, ettd zo = kz;. Liséksi
tiedetédén, ettd on olemassa [, m € Z[i], niin ettd 1 = luy ja 1 = mpuq. Nyt

29 = kzy = 1kzy = lpunkzy = Ukpizy = muolkp 21.
Toisaalta zo = 129 = mpusgzs, joten saadaan yhtalo
mptazy = mipiglkp 2.
Taméa voidaan kirjoittaa yhtapitavasti muodossa
m(poze — palkpnzr) = Ogp).
Rengas Z[i] on kokonaisalue, joten nyt
m = Oz tai pazo — palkpyzr = Ozp).

Vaihtoehto m = 0Ogzj; ei ole mahdollinen, koska tall6in luku g ei olisi yksikko. Siten
on oltava ppzo — palkpyz1 = Ozp ja téstd saadaan yhtélo

Hazo = ,u2lk5,u12’1-
Gaussin kokonaislukujen tulona pslk € Z[i], joten uyz1 | pozs.

4

Tiedetédén siis, ettd mikali Gaussin kokonaisluku z; jakaa Gaussin kokonaisluvun zs,
niin talléin luvun z; miké tahansa liittolainen jakaa minké& tahansa luvun z, liittolai-
sen.
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2.2. Gaussin alkuluvut ja alkutekijiesitys

Madéritelldan seuraavaksi alkuluvut Gaussin kokonaislukujen joukossa. Kaytetdan naista
jatkossa nimitystd Gaussin alkuluvut. Madritelmé poikkeaa hieman siitd, mihin ta-
vallisten kokonaislukujen keskuudessa ollaan totuttu.

MAARITELMA 2.8. Olkoon p € Zli], p # 0, p # 1. Luku p on Gaussin alkuluku, jos se
on jaollinen vain liittolaisillaan ja yksikoilla.

HuomAuTUs 2.9. My6s Gaussin alkuluvun liittolaiset ovat selvisti Gaussin alkulu-
kuja.

Vastaavalla tavalla voidaan mééritelld myos tavallisten kokonaislukujen alkuluvut.
Joukon Z alkulukujen tuntemuksella saadaan hyva pohja joukon Z[i] alkuluvuille.
Seuraava lause on térked, silld se luo normin N avulla yhteyden joukkojen Z ja Z[i]
alkulukujen vélille. Sen avulla voidaan esimerkiksi helposti nayttia tietyissa tapauk-
sissa, onko jokin luku Gaussin alkuluku.

LAUSE 2.10. Jos normi N kuvaa Gaussin kokonaisluvun z alkuluvuksi, niin luku z on
Gaussin alkuluku.

TobpisTus. Oletetaan, ettd N(z) = p, missid z € Z[i] ja p € Z on alkuluku
joukossa Z. Oletetaan liséksi, ettd z = 2129. Nyt Lemman 1.14 avulla

p=N(z) = N(z129) = N(z1)N(22).
Koska p on alkuluku, niin joko
N(z)=1 tai N(z) = 1.

Siten Lauseen 2.4 nojalla jompi kumpi luvuista z; ja z on yksikko. Liséksi ndhdéén,
ettd luvuista z; ja 2o se, joka ei ole yksikko, on liittolainen luvulle z = z12,. Siispé
luku z on Gaussin alkuluku.

0

Katsotaan seuraavaksi esimerkkejé, joissa naytetdan Lauseen 2.10 avulla, ettd Gaussin
kokonaisluku on Gaussin alkuluku.

ESIMERKKI 2.11. (a) Tarkastellaan lukua z = 2 4 ¢ € Z[¢]. T4llsin
N(z) = N(2+41i) =2 +1% =5.

Koska luku 5 on alkuluku joukossa Z, Lauseen 2.10 nojalla luku 2 + ¢ on Gaussin
alkuluku.

(b) Naytetédén, ettd luku z = 3 + 2i € Z[i] on Gaussin alkuluku. Nyt
N(z)=N(3+2i)=3>+22=9+4=13.

Koska luku 13 on alkuluku joukossa Z, Lauseen 2.10 perusteella luku 3+2: on Gaussin
alkuluku.
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Matemaattisesti mielenkiintoista on se, kuinka alkuluvut vastaavat toisiaan joukoissa
Z ja Zli]. Jos jokin tavallinen kokonaisluku on alkuluku joukossa Z[i], niin se on alku-
luku myos joukossa Z. Joukon Z alkuluvut sen sijaan eivit valttamétta ole alkulukuja
joukossa Z[i|. Esimerkiksi luku 5 on alkuluku joukossa Z, mutta 5 = (2 + i)(2 — i),
joten se ei ole Gaussin alkuluku. Vastaavasti luku 2 on alkuluku joukossa Z, mutta
2= (1+14)(1—1), joten se ei ole alkuluku joukossa Z[i].

Erityisen mielenkiintoisen normista N tekisi se, ettd se kuvaisi alkuluvun alkuluvuksi.
Jotta nain olisi, tulisi Lauseen 2.10 olla voimassa ka#nteiseen suuntaan. Tiedosta, etta
luku p € Z[i] on alkuluku joukossa Z[i], tulisi siis seurata, ettd luku N(p) € Z on
alkuluku joukossa Z. Néin ei kuitenkaan aina ole, silld esimerkiksi luku 3 on Gaussin
alkuluku ja N(3) = 3%+ 0*> = 9, mutta luku 9 ei ole alkuluku. Luku 3 perustellaan
Gaussin alkuluvuksi Esimerkissd 3.1. Liséksi tarkka karakterisointi kaikille Gaussin
alkuluvuille annetaan Lauseessa 3.12.

Tutustutaan vield erddseen aputulokseen ennen kuin mééritellaan alkutekijdesitys
Gaussin kokonaisluvuille.

LEMMA 2.12. Mikd tahansa Gaussin kokonaisluku, joka ei ole nolla tai yksikks, on
jaollinen jollain Gaussin alkuluvulla.

TobisTus. Olkoon Gaussin kokonaisluku z miké tahansa siten, ettd z # Oz ja
z ei ole yksikko. Jos luku z on Gaussin alkuluku, niin véite on selva.

Oletaan sitten, ettd luku z ei ole Gaussin alkuluku. T&ll6in se voidaan kirjoittaa
muodossa

< = Ywq,
missd luvut y; ja w; ovat nollasta eroavia Gaussin kokonaislukuja niin, ettei kum-

pikaan ole yksikko tai luvun z liittolainen. Lemman 1.13 ja Lauseen 2.4 perusteella
tiedetdan, etta talloin

N(y)>1  ja N(wy) > 1.
Lisdksi Lemman 1.14 perusteella

N(z) = N(y1w1) = N(y1)N(w1),
joten voidaan kirjoittaa seuraavasti

1< N(y1) < N(y1)N(wi) = N(2).

Jos luku y; on Gaussin alkuluku, niin viite on selvd. Oletetaan siis, ettd y; ei ole
Gaussin alkuluku, jolloin se voidaan edelleen kirjoittaa muodossa

Y1 = YaWa,

missé yo, wo € Z[i] ja ya, ws # Oz). Liséksi voidaan olettaa, ettei kumpikaan luvuista
Yo ja wy ole yksikko tai luvun y; liittolainen. Nyt siis

N(yg) >1 ja N<UJ2) > 1
ja edelleen saadaan

1 < N(y2) < N(y2)N(w2) = N(y2wz) = N ().
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Oletetaan taas, ettd luku yo ei ole Gaussin alkuluku ja jatketaan prosessia samalla
tavalla kuin edelld. Télloin saadaan Gaussin kokonaisluvut ys, y4, ... ja niille patee

N(z) > N(y1) > N(y2) > N(y3) > N(ys) > ... > 1.

Lukujono N (z), N(y1), N(y2), N(ys3), N(vy4), ... on siten aidosti viheneva ja lisiksi se
koostuu positiivisista kokonaisluvuista. Se ei siis voi pienentyé rajatta ja véistdméatta
nyt jollain n € N luku N(y,) on alkuluku ja t&lléin Lauseen 2.10 nojalla luku vy,
Gaussin alkuluku. Koska nyt
£ =W = YWy =+ = YpWp * + - Wally,
on luku z jaollinen Gaussin alkuluvulla.
O

ESIMERKKI 2.13. Tutkitaan Gaussin kokonaislukua —2+ 247 ja annetaan jokin Gaus-
sin alkuluku z siten, ettéd z | (—2+244). Olkoon z = 2+ 5i € Z[i]. Luku z jakaa luvun
—2 + 244, silla

—2+ 24i = (4 4 20)(2 + 5i),

missd 4 + 2i € Z[i]. Liséksi voidaan huomata, etta
N(2+5i) =22 +5>=4+25=29.

Tiedetdén, ettd luku 29 on alkuluku, joten Lauseen 2.10 nojalla luku z = 2 4 57 on
Gaussin alkuluku.

Askeisessi esimerkissid Gaussin kokonaisluku kirjoitettiin tulomuodossa, jossa on aina-
kin yksi Gaussin alkuluku. Kun Gaussin kokonaisluku kirjoitetaan pelkéstddan Gaussin
alkulukujen tulona, saadaan Gaussin kokonaisluvun alkutekijéesitys. Kyseinen alku-
tekijdesitys vastaa oleellisesti kokonaisluvuille tuttua alkutekijéesitysta.

LAUSE 2.14. Jokainen Gaussin kokonaisluku, joka ei ole nolla tai yksikko, voidaan
kirjoittaa Gaussin alkulukujen tulona.

TobisTtus. Olkoon luku z jokin Gaussin kokonaisluku siten, ettei se ole nolla tai
yksikko. Nyt Lemman 2.12 perusteella on olemassa Gaussin alkuluku p; niin, etta
2= P17,
missé z1 € Z[i] ja nyt N(z1) < N(z). Jos luku z; on yksikko, niin véite on selva.
Jos luku z; ei ole yksikkd, voidaan edelleen Lemman 2.12 perusteella kirjoittaa
21 = P272,

missé py on Gaussin alkuluku ja zo € Z[i]. Lisdksi N(z9) < N(z1). Jos nyt luku 23 on
yksikko, niin véite on selvé, koska talloin z = pypozs.

Mikali luku 29 ei ole yksikko, jatketaan prosessia vastaavalla tavalla. Saadaan luvut
R34 R4y vy JOllle

N(z) > N(z1) > N(2z2) > N(z3) > N(z4) > ....
Télloin lukujono N(2), N(z1), N(22), N(z3), N(z4), ... on aidosti viheneva ja se koos-
tuu positiivisista kokonaisluvuista. Sille on siis olemassa jokin alaraja ja siten myos

jollekin n € N pétee
N(z,) = 1.
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Lauseen 2.4 perusteella luku z, on yksikko ja talloin luku z voidaan kirjoittaa alku-
lukujen tulona seuraavasti

2= pP1P2" " Pnin-
O
ESIMERKKI 2.15. Tutkitaan taas Gaussin kokonaislukua —2 + 247 = (4 + 2i)(2 + 51)
ja esitetddn se télla kertaa pelkéstdan Gaussin alkulukujen tulona.
Lauseen 2.10 perusteella ei tiedetd, onko luku 4 + 2¢ Gaussin alkuluku, silla
N4+2i)=4+2"=16+4=20
eikéd luku 20 ole alkuluku. Huomataan kuitenkin, etta
442i=22+14) = (1401 —19)(2+1).
Néaytetddn vield, ettd saatu muoto koostuu Gaussin alkuluvuista. Nyt
N1+ =1*+(£1)*=2 ja N2+i)=2"+1*=5.

Koska luvut 2 ja 5 ovat alkulukuja, niin luvut 1 + 4, 1 — ¢ ja 2 + ¢ ovat Gaussin
alkulukuja. Siispé luvun —2 + 244 alkutekijéesitys on

—2424i = (1401 —2)(2+17)(2+ 5i).
2.3. Suurin yhteinen tekiji, aritmetiikan peruslause ja Bézout’n lemma

Vastaavasti kuin kokonaisluvuille, alkutekijéesitys on oleellisesti yksikésitteinen myos
Gaussin kokonaisluvuille. Kyseinen tulos on aritmetiikan peruslause Gaussin koko-
naisluvuille ja se vastaa kokonaisluvuille tuttua aritmetiikan peruslausetta. Ennen
sen todistamista tarvitaan muutama aputulos. Tarkastellaan ensin, mitd Gaussin ko-
konaislukujen suurimmalla yhteiselld tekijalla tarkoitetaan.

MAARITELMA 2.16. Jos Gaussin kokonaisluku ¢ on yhteinen jakaja luvuille z,w €
Z[i] ja jokainen lukujen z ja w yhteinen jakaja on jakaja myo6s luvulle ¢, niin lukua
¢ kutsutaan lukujen z ja w suurimmaksi yhteiseksi tekijikst ja téalloin merkitdan

(z,w) = (.

Gaussin kokonaislukujen 2 ja w, z,w # Oz, suurin yhteinen tekijé 16ydetddn Euklei-
deen algoritmin avulla seuraavasti. Tiedetdén, ettd on olemassa ¢, € Z[i] siten,
etta
Z2=qw+r ja N(r) < N(w).
Jos nyt r; # Oz, niin jatketaan edelleen, jolloin on olemassa o, 79 € Z[i] siten, etté
W = @or1 + 7o ja N(ry) < N(rq).
Oletaan taas, ettéd ro # Oz, jolloin saadaan luvut gs,rs € Z[i] siten, ettd
T = Q3T+ 73 ja N(r3) < N(rg).

Jos edelleen luku r3 # Oz, jatketaan vastaavalla tavalla. Saadaan aidosti vihenevi
lukujono N(w), N(r1), N(ra), N(r3) ..., joka koostuu ei-negatiivisista kokonaisluvuis-
ta. Siten on olemassa n € N, jolle

N(?“n+1) - O
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Lemman 1.13 perusteella 7,41 = Oz;). Télloin Eukleideen algoritmin viimeiset vaiheet
ovat seuraavat
Tn—2 = qnTn—1 + Tn

ja

n—1 = Qn+1Tn + 'n+1 = Qn+1Tn-
Néytetdan vield, ettd Fukleideen algoritmin viimeisesséd vaiheessa saatu luku r, on
lukujen z ja w suurin yhteinen tekija. Olkoon luku ¢ lukujen z ja w yhteinen jakaja.
Koska nyt ¢ | z ja ¢ | w, saadaan algoritmin ensimméisen vaiheen perusteella, etté
¢ | r1. Téalloin toisesta vaiheesta saadaan ¢ | 7, jolloin edelleen kolmannesta vaiheesta
saadaan ( | r3. Jatkamalla vastaavasti, saadaan lopulta, ettd ¢ | 7.

Toisaalta, kun ldhdetdén liikkeelle algoritmin viimeisestd rivistd, ndhdaan, ettd r, |
rn_1. Siten toiseksi viimeisen rivin perusteella r, | r, 2 ja edelleen 7, | r,_3. Néin
jatkamalla algoritmin toisen ja ensimméisen rivin perusteella ndhddan, etta r, | w
ja ry, | z. Siispa luku 7, on lukujen z ja w yhteinen jakaja. Siten luku r, todella on
suurin yhteinen tekija luvuille z ja w. Lisdksi voidaan huomata, ettd myos luvun r,
liittolaiset ovat suurimpia yhteisia tekijoitd luvuille z ja w. Suurin yhteinen tekija
ei siten ole tdysin yksikésitteinen, mutta liittolaisia lukuunottamatta se on. Liséksi
suurimmalle yhteiselle tekijille patevat seuraavat tulokset.

LEMMA 2.17. Olkoot 7y, z,w € Z[i]. Jos v | z ja v | w, niin v | (z,w).
TobisTus. Oletusten nojalla ndhdédén helposti, ettd v on lukujen z ja w yhteinen
jakaja. Jos nyt v = (z,w), niin véite on selva.

Jos v # (z,w), niin merkitdén lukujen z ja w suurinta yhteista tekijaa luvulla ¢. Nyt
suurimman yhteisen tekijin méaaritelmén nojalla « | ¢, joten talloinkin viite pétee.

O
LEMMA 2.18. Olkoot z,v,w € Z[i]. Jos (z,v) =1 ja v | zw, niin v | w.
TobisTtus. Kéaytetddn todistuksessa apuna Eukleideen algoritmia luvuille 2 ja w.
Oletuksen nojalla r, = 1. Kerrotaan jokainen algoritmin rivi luvulla w.
ZW = 10w + rw

VW = @ W + rowW
TW = @3row + r3w

Tn—oW = @pTp1W + W
Tpn—1W = qn1W
Télloin saadaan Eukleideen algoritmi luvuille zw ja vw. Téstd ndhdaén, etta

(zw, vw) = w.

Oletuksen nojalla tiedetéén, ettd v | zw. Lisdksi selvésti pétee, ettd v | vw. Nyt
Lemman 2.17 nojalla v | (zw, vw). Siten todella v | w.

U

Eukleideen lemmana tunnettu lukuteorian tulos yleistyy Gaussin kokonaisluvuille.
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LAUSE 2.19. Jos p on Gaussin alkuluku, joka jakaa luvun of € Z[i], niin luku p jokaa
luvun o tai S.

TobisTus. Oletuksen nojalla p | af. Jos p | a, niin viite on selvé.

Jos taas p { a, niin (p,a) = 1. Koska nyt p | af ja (p,«) = 1, Lemman 2.18 nojalla
p | B. Siten véite patee téssikin tapauksessa.

O

Nyt voidaan viimein todistaa aritmetiikan peruslause Gaussin kokonaisluvuille.

a1 a2

LAUSE 2.20. Gaussin kokonaisluvun alkutekijiesitys z = pi'p5* - - - pon Gaussin alku-
lukujen py, pa, ... pn tulona on yksikdsitteinen lukuun ottamatta Gaussin alkulukujen
gdrjestystd, yksikoitd ja liittolaisia.

TobisTus. Naytetadn alkutekijdesityksen yksikésitteisyys. Olkoot

z=piips e pin = BB By
Gaussin kokonaisluvun z alkutekijédesityksid. Nahdédan, ettd kaikille ¢ = 1,...,n on
voimassa, etta
Pi | 6 o bk-
Eukleideen lemmasta eli Lauseesta 2. 19 seuraa, ettd kaikille luvuille p;, missd siis
1 = 1,...,n, pitee, ettd luku p; jakaa luvun ﬁ 7 tai jonkun sen liittolaisen jollain
j=1,. k: Kayttamélla Eukleideen lemmaa uudelleen saadaan, ettd luku p; jakaa

luvun Bj tai sen liittolaisen. Aritmetiikan peruslauseen muotoilun perusteella voidaan
yksinkertaisuuden vuoksi olettaa, ettd p; | 5;. Koska luvut p; ja f; ovat Gaussin
alkulukuja, niin nyt saadaan, ettd kaikille ¢ = 1,...,n on olemassa [3; siten, ettd
pi = B, missd j =1,... k.

Vastaavasti ndhdééan, etta kaikille j = 1,..., k patee,
Bi | pips® - pis

joten luku f; jakaa luvun p{* tai jonkun sen liittolaisen jollain ¢ = 1,...,n. Edelleen
B; jakaa luvun p; tai sen liittolaisen jollain ¢ = 1,...,n. Tehd&én jélleen yksinkertai-
suuden vuoksi oletus, ettd 3; | p;. Nahdédén taas, ettéd kaikille j = 1,..., k tdytyy olla
olemassa p; siten, ettd 3; = p;, missd ¢ = 1,...,n.

Siten taytyy olla n = k, joten jérjestystd vaihtamalla voidaan olettaa, ettd p; = f;
kaikilla ¢ = 1,...,n. Alkutekijdesitykset ndyttavat nyt seuraavalta
b b n
PrpSE - P = prpst e Pl
Taytyy vield nayttaa, ettd kaikille © = 1,...,n patee, ettd a; = b;, jotta alkute-
kijéesitys olisi yksikésittéiinen. Oletetaan, ettd nédin ei ole, eli nyt joko a; < b; tai
b; > a; jollakin + =1, .

Jos a; > b;, niin alkutekuaesﬁykset voidaan jakaa luvulla pl . Talloin saadaan

a1 a2 an __ b1 bo bi—1 bir1

pUpsE e pli Tt = phple o i gl phe

Nyt saadusta yhtélostd ndhdéddn, ettd vasen puoli on jaollinen luvulla p;, mutta
yhtélon oikea puoli ei ole. Tamé on mahdotonta. Vastaavaan ristiriitaan paadytaan
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myos kun b; > a;, mutta talléin yhtélo jaetaan puolittain luvulla pi*. Siispa téytyy
olla a; = b; kaikille + = 1,...,n. Siten alkutekijéesitys todella on yksikésitteinen.

O

Eukleideen algoritmin avulla voidaan néyttéad, ettd Bézout’n lemmana tunnettu tu-
los pétee myts Gaussin kokonaisluvuille. Siiné esiintyva yhtélo, jossa kahden Gaussin
kokonaisluvun yhteinen tekija on ilmoitettu kahden Gaussin kokonaisluvun lineaari-
kombinaationa, tunnetaan Bézout'n yhtéalona.

LAUSE 2.21. Olkoot z,w € Zli] siten, etti (z,w) = ¢. Talloin olemassa «, 5 € 7Z][i]
niin, etti ( = az + fw.

TobisTtus. Kéytetddn apuna Eukleideen algoritmia ja ldhdetéén liikkeelle toiseksi
viimeisesté vaiheesta. Nyt siis ( = r,, joten
Thn—2 = qnTn-1 + C
Toisaalta tdmé voidaan kirjoittaa yhtépitavasti muodossa
C =Th—2 —qnTn-1-
Pidetédan tata yhtaloa pohjana, kun hyodynnetddan Eukleideen algoritmia takaisinpéin.
Otetaan siis seuraavaksi avuksi algoritmin kolmanneksi viimeinen rivi
Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn—1.
Ratkaistaan siitd luku r,_; eli
Tn—1=Tn-3 — qn-1Tn—2
ja sijoitetaan tdmé aikaisempaan yhtdloon. Saadaan
C =Tn—2 — qn(rn—fi - Qn—lrn—2)-
Jérjestelemélld téatd uudelleen, saadaan yhtélo muotoon
C=(1+ quGn-1)Tn—2 — GnTn—3-
Merkitadn nyt aq = 1+ ¢,q,—1 ja 81 = —q,. Talloin siis
¢ =012+ Birn_3.
Téasté voidaan nyt ndhda, ettd hyodyntamaéalla Eukleideen algoritmin edellisté rivié ja
jarjestelemalld termejd uudelleen, saadaan i:nnen rivin yhtélosta eliminoitua luku ;.

Téalloin yhtéalo koostuu luvuista r;_o ja r;_1 ja sama prosessi voidaan toistaa luvulle
Ti—1.

Koska indeksi ¢ ei pienene rajatta, padstddn toistojen jédlkeen lopulta tilanteeseen,
jossa tehd&én viimeinen sijoitus r; = z — gyw. Ottamalla yhteiseksi tekijaksi luvut z
ja w sekd merkitsemallé niille saadut kokonaislukukertoimet luvuilla « ja § saadaan
yhtélé muotoon

( = az+ Pw.
Nyt ollaan siis lo0ydetty Gaussin kokonaisluvut « ja 3, joille Bézout'n yhtalo todella
péatee.

O



LUKU 3

Nelioiden summat

Tassé luvussa tarkastellaan luonnollisten lukujen esittdmisté nelividen summina. Vaih-
detaan siis tarkastelundkokulmaa eli lidhdetdéan tutkimaan lukuteorian tuloksia ta-
vallisille luvuille ja hyodynnetdén todistuksissa kokonaislukujen kompleksisia laajen-
nuksia. Aluksi kdytetdan jo tutuksi tulleita Gaussin kokonaislukuja ja sen jilkeen
hyodynnetdaan Hurwitzin kokonaislukuja.

3.1. Yleista nelididen summista

Edellisesséa luvussa esiteltiin Gaussin alkuluvuksi todistamiselle helppo keino Lauseen
2.10 avulla. Luku 3 on kuitenkin hyvéa esimerkki Gaussin kokonaisluvusta, jota ei voida
perustella Gaussin alkuluvuksi kyseiselld tavalla. Esitelladn seuraavaksi toinen tapa,
miten jokin Gaussin kokonaisluku voidaan néayttid Gaussin alkuluvuksi.

ESIMERKKI 3.1. Halutaan ndyttéd4, ettd luku 3 on Gaussin alkuluku. Koska N(3) =9
ja luku 9 ei ole alkuluku joukossa Z, niin Lausetta 2.10 ei voida kayttéda. Kirjoitetaan
aluksi luku 3 kahden Gaussin kokonaisluvun tulona eli olkoot a, b, ¢, d € Z siten, etta

3 = (a+ib)(c+id).
Jos nyt tarkastellaan luvun 3 normia, niin
9= N(3)=N((a+ib)(c+id)) = N(a+ib)N(c+id) = (a® + b*)(c* + d?).

Kun luku 9 esitetédén positiivisten kokonaislukujen avulla vaihtoehtoja on kaksi:
9=3x3=1x9. Ensimmaéisen vaihtoehdon perusteella

A+ =3 ja F+d*=3.
Koska lukua 3 ei voida esittdd kahden kokonaisluvun nelién summana, ensimméinen
vaihtoehto ei ole mahdollinen. Siten jélkimmaéisen vaihtoehdon on oltava voimassa.

Téasté saadaan, ettéd luvuista a + ¢b ja ¢ + i¢d toisen on oltava yksikkd ja toisen luvun
3 liittolainen. Siten luku 3 todella on Gaussin alkuluku.

Askeisessi esimerkissé tyydyttiin vain toteamaan, ettei lukua 3 voida esittéé kahden
kokonaisluvun nelién summana. Joissakin tapauksissa tdma kuitenkin on mahdollista,
kuten seuraavassa esimerkissd ndhd&éan.

ESIMERKKI 3.2. (a) Luku 5 voidaan esittda kahden nelion summana, silld
F=1+4=1"+2%
(b) Vastaavasti luku 4050 voidaan esittdd kahden nelion summana, silli

4050 = 81 + 3969 = 9% + 632.
22
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Seuraavassa alaluvussa tarkastellaan asiaa lahemmin. Halutaan siis selvittda, milloin
jokin luonnollinen luku voidaan esittdd kahden nelion summana. Témén jalkeen tu-
tustutaan siihen, milloin luonnollinen luku voidaan esittdd neljan nelion summana.
My6s kolmen nelion summalle on olemassa oma tuloksensa, mikd tunnetaan nimell&
Legendren kolmen nelién lause ranskalaisen matemaatikon Adrien-Marie Legendren
(1752-1833) mukaan. Téssé tutkielmassa kyseinen tulos ja sen todistus ohitetaan [2,
VII: Proposition 41].

3.2. Luonnollinen luku kahden nelion summana

Tuloksen luonnollisen luvun esittdmisestd kahden nelion summana esitti ensimmaéisen
kerran ranskalaissyntyinen Albert Girard (1595-1632) vuonna 1625. Ranskalainen
Pierre de Fermat (1601-1665) véitti todistaneensa sen, mutta ensimméinen julkais-
tu todistus on sveitsildiseltd matemaatikolta Leonhard Eulerilta (1707-1783) vuo-
delta 1754. Ennen kyseisen tuloksen esittelyéd ja todistusta tutustutaan hieman ne-
lionjédnnoksiin ja nelionepajadnnoksiin.

MAARITELMA 3.3. Olkoot p alkuluku ja a kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla
p. Luku a on nelionjidnnds luvulle p, jos on olemassa kokonaisluku c siten, ettd

=a (mod p).

Muussa tapauksessa sanotaan, etté luku a on nelionepdjidnnds luvulle p.

Maéritelmén 3.3 mukaan siis luku a on nelionjddnnos luvulle p jos ja vain jos se on
nelié kunnassa Z,. Katsotaan tdstd muutama esimerkki.

ESIMERKKI 3.4. (a) Luku 2 on neliénjiinnds luvulle 7, koska 32 = 9 = 2 (mod 7).
Luku 2 on siis nelio kunnassa Z-.

X 7
(b) Luku 3 on neli6 kunnassa Z,; ja siten nelionjédénnos luvulle 11, silla

52=25=3 (mod 11).
(c¢) Luku 3 on neliénepajaannos luvulle 5, koska ei ole olemassa lukua ¢ siten, etta

kongruenssi ¢ = 3 (mod 5) olisi tosi. Koska tarkastellaan rengasta Zs, riittid tarkas-
tella tilanteet luvuille 0, 1, 2, 3 ja 4.

0°=0#3 (mod5)
1?=1#3 (mod 5)
22 =4#3 (mod 5)
3¥=9=4#3 (mod5)
42=16=1#3 (mod5)
Jos luku p on suuri, niin &dskeisen kaltainen kaikkien vaihtoehtojen kokeilu ei ole kovin
mielekestd. Suurena apuna voidaan hyodyntdd Eulerin kriteeriné tunnettua tulosta.

Eulerin kriteerin todistuksessa hyodynnetddan Fermat'n pientéd lausetta, joka nayttaa
seuraavalta.
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LAUSE 3.5. Olkoon p alkuluku ja olkoon a € N mikd tahansa luku, jolle a % 0
(mod p). Tdlloin
a?'=1 (mod p).

Fermat’'n pieni lause oletetaan tunnetuksi, joten sen todistus ohitetaan, katso esi-
merkiksi [2, II: Corollary 26]. Siirrytdén suoraan Eulerin kriteeriin, joka on peréisin
FEulerin omista papereista vuodelta 1748.

LAUSE 3.6. Olkoot p pariton alkuluku ja a kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla
p. Jos luku a on nelionjdadinnds luvulle p, niin

T =1 (mod p).
Jos luku a on nelionepdjddinnds luvulle p, niin

p—1

a?z =-1 (mod p).

ToDpISTUS. Jos a on nelitnjiinnds luvulle p, niin @ = ¢ (mod p) jollekin koko-
naisluvulle c¢. Fermat'n pienté lausetta hyodyntamélld saadaan

p—1

az = (cz)p%1 =c1'=1 (mod p).

Jos nyt a ei ole neliGjaannos luvulle p, niin a'T # 1 (mod p) (ks. [2, II: Proposition
28]). Fermat'n pienen lauseen mukaan a?~! = 1 (mod p) eli ' — 1 = kp jollakin
k € Z. Toisaalta tiedetédén, etta

@ —1=("T —1)(a"T +1).
Nyt siis ainakin toinen tulontekijéista on jaollinen luvulla p. Koska a'T Z 1 (mod p),
on luvun a"= + 1 oltava jaollinen luvulla p. Siispa todella

a? =-1 (mod p).
O

Eulerin kriteeri antaa yksinkertaisen tavan tutkia, onko annettu luku nelionjaannos
jollekin tietylle luvulle.
ESIMERKKI 3.7. Tutkitaan Fulerin kriteerin avulla Esimerkin 3.4 tilanteita.
(a) Koska 22 =23 =8 =1 (mod 7), luku 2 on nelidnjisnnss luvulle 7.
(b) Vastaavasti nahdéén luvun 3 olevan neliénjaannos luvulle 11, silla

11-1

377 =3=243=1 (mod 11).
(¢) Luku 3 on epénelionjiénnés luvulle 5, koska 3° =9 = —1 (mod 5).

Fulerin kriteeristd seuraa oheinen hyodyllinen tulos.

SEURAUS 3.8. Jos luku p on pariton alkuluku, niin luku —1 on
(1) nelionjidannds luvulle p, jos p =1 (mod 4).

(11) nelionepdjiinnds luvulle p, jos p =3 (mod 4).
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TobisTus. (i) Koska p =1 (mod 4), on olemassa k € Z siten, ettd p — 1 = 4k.
Nyt
(-D)F = (-1* =1 (mod p)
eli luku —1 todella on nelionjadnnos luvulle p.
(ii) Tiedetddn, ettd on olemassa | € Z siten, ettd p — 3 = 41. Télloin saadaan
= ()T =(-12"'= -1 (mod p).

Siispd luku —1 on nelionepéjaannos luvulle p.

p—3+2
2

U

Nyt voidaan antaa tdsméllinen tulos luonnollisen luvun esittdmiselle kahden nelion
summana. Tuloksen todistuksen lopussa hyodynnetdén Gaussin kokonaislukuja.

LAUSE 3.9. Luonnollinen luku n voidaan esittid kahden nelién summana jos ja vain
jos sen alkutekijiesityksessi ei ole alkulukua p = 3 (mod 4) korotettuna parittomaan
potenssiin.

TobisTus. Naytetadn aluksi véitteen ensimmaéinen suunta. Oletetaan, ettd luku
n voidaan esittdd kahden nelion summana eli n = 22 + y? joillekin kokonaisluvuille z
ja y. Olkoon lisdksi luku p luvun n alkutekijdesityksessa esiintyvé alkuluku siten, etté
se on muotoa p = 3 (mod 4). Téaytyy siis ndyttéad, ettd alkutekijdesityksessd luvun p
potenssi on parillinen. Luku n = 22 + 42 on jaollinen luvulla p, joten tiedetéin, etté

seuraava kongruenssi pétee

7 = —y* (mod p).

Seurauksen 3.8 perusteella tiedetdan, ettd luku —1 on nelionepéjaannos luvulle p eli
se ei ole nelid kunnassa Z,. Jos nyt oletetaan, ettd y # 0z, , niin sille on olemassa
kddnteisluku y~! € Z,,. Kertomalla nyt luvulla (y~1)? dskeistd kongruenssia, saadaan

(zy ')*=—-1 (mod p),

eli luku —1 olisi neli6, miké on ristiriita. Vastaava pééttely voidaan toteuttaa luvulle
x, kun kerrotaan kongruenssi ensin luvulla —1

—2?=y* (mod p)
ja sitten luvulla (z7)?, kun oletetaan, etté = # 0z,. Saadaan siis
—1=(yz™")* (mod p),
miké aiheuttaa ristiriidan. Kun yhdistetdan dskeiset, saadaan kongruenssi
v’ =2"=0 (mod p).

Téastd nahdédan, ettd luku p jakaa molemmat luvut x ja y, kun muistetaan, ettd p on
alkuluku. Edelleen luvut 22 ja y? ovat jaollisia luvulla p?. Siispé p? jakaa myos luvun

n =22+ y? Nyt S5 LEeLja
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Nyt ollaan siis niytetty, ettd kun luku n = 22 + y? on jaollinen luvulla p, niin tésté
seuraa, ettd n on jaollinen myds luvulla p?. Kun #skeistéi pidttelyi toistetaan tarvit-
tava méard, induktiolla seuraa, ettd luvun p potenssi on parillinen luvun n alkute-
kijaesityksessé.

Perustellaan sitten véitteen toinen suunta eli halutaan nayttaa, ettd luku n voidaan
esittdd kahden nelion summana. Kirjoitetaan luku n muodossa

n = gm?,
missé luku g on neliovapaa eli sen alkutekijéesityksessé ei ole mitdéan tekijasd enempéaé
kuin yksi. Alkuluvut muotoa p = 3 (mod 4) ovat tekijoité luvulle m?. Luvun ¢ ainoat
mahdolliset tekijiat ovat luku 2 ja alkuluvut muotoa p =1 (mod 4).

Tehd&dén seuraava huomio olettaen, ettd luvut a, b, ¢, d ovat kokonaislukuja:
(a®> +0*)(* + d%) = a*c® + a®d* + b + V*d?
= (ac)® + (bd)* + (ad)* + (bc)?
= (ac)? + 2abed + (bd)? + (ad)? — 2abed + (be)?
= (ac + bd)* + (ad — be)?.
Saadusta yhtélostéa
(3.1) (a® + b*)(? + d*) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

ndhdéan, ettd jokainen tulo, jonka tekijéat koostuvat kahden nelion summista, voidaan
esittdd uudelleen jérjestelemélld kahden nelion summana. Tamén huomion ansiosta
riittdd todistuksessa alkulukuihin keskittyminen, silld jos luku n on yhdistetty lu-
ku, niin alkutekijéesityksen avulla se saadaan uudelleen jarjestelemélla muunnettua
kahden nelion summaksi. Liséksi, koska

m*=0+m?* ja 2=12+12

dskeisestd huomiosta seuraa, ettd luku n on esitettdvissid kahden nelion summana,
jos jokainen alkuluku p =1 (mod 4) on esitettidvissid kahden nelion summa. Tadmén
ndyttdminen onnistuu hyddyntamaélla sopivasti Gaussin kokonaislukuja ja normia N.

Olkoon siis luku p miké tahansa alkuluku muotoa p =1 (mod 4). Néytetédén, ettd p
on esitettivissd kahden nelion summana valitsemalla Gaussin kokonaisluku z = a4+ b
niin, ettd N(z) = p. Seurauksen 3.8 perusteella on olemassa ¢ € Z siten, etti

> =—-1 (mod p).

Valitaan nyt o = ¢ + i € Z[i] ja lasketaan sille normi. Saadaan
N)=aa=c+1*=c+1.

Luku p jakaa luvun N(«) tavallisten kokonaislukujen joukossa ja siten myos Gaussin
kokonaislukujen joukossa. Sen sijaan o ja & eivit ole jaollisia luvulla p renkaassa
Zli]. Jos niin olisi, niin luvut ap™! = § + %i ja ap™! = ﬁ — %i kuuluisivat Gaussin
kokonaislukuihin. Tamé& olisi mahdollista vain jos p~! olisi yksikko, ja néin ei ole.

Luku p ei voi olla Gaussin alkuluku, silld muutoin Eukleideen lemman nojalla p jakaa
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ainakin toisen luvuista « tai a. Luku p voidaan siis kirjoittaa muodossa p = zy, missé
kumpikaan luvuista z ja y ei ole yksikko. Siten N(z) > 1 ja N(z) > 1. Nyt

N(2)N(y) = N(p) = p* + 0> = p*,
joten N(z) =p = N(y). Jos z = a + ib, niin
p=N(2) =a*+ b
Luku p voidaan siten esittdd kahden nelion summana. Siispd myos luku n voidaan
esittdd kahden nelion summana.

O

Nyt kun tiedetddn sdénto, milloin luonnollinen luku voidaan esittdd kahden nelion
summana, palataan tarkastelemaan aikaisempia esimerkkeja #skeisen tuloksen nako-
kulmasta.

ESIMERKKI 3.10. (a) Lukua 3 ei voida esittéé kahden nelion summana. Tamé johtuu
siité, ettda luku 3 on alkuluku, joka on muotoa p =3 (mod 4).

(b) Luku 5 voidaan esittéé kahden nelion summana, koska se on alkuluku, joka on
muotoa p = 1 (mod 4) eiké siten sisdlld ollenkaan p = 3 (mod 4) muotoa olevaa
tekijas.

(c) Luvun 4050 alkutekijéesitys on 4050 = 2-5%-3%. Huomataan, etti luku 3 on ainut

tekiji muotoa p = 3 (mod 4). Lisdksi se on korotettu parilliseen potenssiin, joten
luku 4050 voidaan esittdd kahden nelion summana.

Jos luonnollinen luku on pieni, on usein helppo péételléd, kuinka se esitetdédn kahden
nelion summana. Jos suora pééttely ei onnistu, voidaan summaesitys johtaa alkute-
kijéesityksestd seuraavalla tavalla.

EsIMERKKI 3.11. Tutkitaan lukua 39 690. Sen alkutekijéesitys on
39690 =2-3*-5- 7%

Lauseen 3.9 perusteella tiedetdén, ettd se on mahdollista esittédd kahden nelion sum-
mana. Muokataan alkutekijéesitystd niin, ettéd esitetdédn kahden nelion summana ne
tekijat, jotka pystytddn. Saadaan

234577 =(12+1%)-3*- (1+2°) -7

Jérjestelladn seuraavaksi termeja ja hyodynnetdédn Lauseen 3.9 todistuksessa saatua
yhtéloa (3.1) jolloin

(1241334 (1428 -7?=3"7. (17 +1%) - (1+2%)
=327 ((1-14+1-22*+(1-2-1-1)%).
Lopuksi sievennetéén dsken saatua lauseketta, kunnes padadytéadan haluttuun muotoon
(3272 ((1-14+1-2+(1-2—1-1)%) =63*- (32 +1%) = 189? + 63%.
Néin ollen luku 39690 voidaan esittdd kahden nelion summana seuraavasti

39690 = 63° + 1892.
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Lauseen 3.9 todistuksessa hyddynnettiin tavallisten kokonaislukujen puolelta tuttua
tulosta alkulukujen karakterisoinnista. Vastaavan kaltainen karakterisointi voidaan
antaa nyt myos Gaussin alkuluvuille.

LAUSE 3.12. Gaussin alkulukuja p on kolmea eri muotoa:

(i) p=1+1i

(ii) p=a+1ib ja p' = a —ib, missi p = a* + b* on alkuluku ja p =1 (mod 4)
(111) p = p, missa p on alkuluku ja p =3 (mod 4)

ja kaikki ndiden liittolaiset.

TobpisTus. Olkoon z mika tahansa Gaussin alkuluku. Talloin
N(z) =zz=n,

missd luku n on tavallinen positiivinen kokonaisluku. Koska n = 2z, luku z jakaa
luvun n. Téasta seuraa, ettd z jakaa jonkun luvun n alkutekijoistd p € Z. Tamén
huomion perusteella tiedetéén siis, etté jokaiselle Gaussin alkuluvulle z voidaan 16ytéia
alkuluku p siten, etté z | p.

Jokainen Gaussin alkuluku on siis jonkun tavallisen alkuluvun tekija Gaussin koko-
naislukujen joukossa. Kun tiedetdén kaikki alkulukujen tekijat Gaussin kokonaislu-
kujen joukossa, tiedetddn myos kaikki Gaussin alkuluvut. Lahdetédédn etsimasan alku-
tekijoitd kahdessa osassa riippuen siitéd, voidaanko alkuluku p esittdd kahden nelion
summana vai ei.

Jos alkuluku p on kahden nelién summa eli p = a?+b%, niin p = (a+1b)(a—ib). Téstd
muodosta ndhdéén, ettd p ei voi olla Gaussin alkuluku. Voidaan kuitenkin huomata,
etta

N(a £ib) = a® +b* = p,

joten Lauseen 2.10 nojalla luvut a + b ja a — ib ovat Gaussin alkulukuja. Koska
p = a? + b? on alkuluku, tiedetiifin Lauseen 3.9 perusteella, ettd joko

p=2 tai  p=1 (mod4).

Josp=2=12+4+1% = (1+14)(1 —4), niin luvut 1+ ja 1 — i ovat Gaussin alkulukuja.
Koska luku 1—1 on liittolainen luvulle 1+, saadaan molemmat vaihtoehdot muodosta
1 + ¢ eli kohdasta (i).

Kun p =1 (mod 4) ja p = a® + b?, luvut muotoa a + ib ja a — ib seki kaikki niiden
liittolaiset ovat Gaussin alkulukuja. Téma vastaa kohtaa (ii).

Nyt aritmetiikan peruslause Gaussin kokonaisluvuille sanoo, ettd kummassakin ta-
pauksessa saadut alkutekijdesitykset ovat yksikésitteisid. Siispa olemme nyt l6yténeet
kaikki alkulukutekijit Gaussin kokonaislukujen joukossa niille alkuluvuille p, jotka
voidaan esittdd kahden nelion summana.

Jos taas p on alkuluku, jota ei voida esittdéd kahden nelion summana, niin Lauseen 3.9
perusteella sen on oltava muotoa p = 3 (mod 4). Talléin luvun p on oltava Gaussin
alkuluku. Tamé voidaan perusteella antiteesin kautta. Oletetaan siis, ettd p ei ole
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Gaussin alkuluku. Siispé se voidaan kirjoittaa muodossa p = zw, missd kumpikaan
tekijoistd z ja w ei ole yksikko. Nyt siis

p* = N(p) = N(zw) = N(2)N(w).
Koska N(z) > 1 ja N(w) > 1, saadaan N(z) = p. Jos nyt z = a + ib, niin
p=N(2)=ad*+ b
eli alkuluku p olisikin kahden nelion summa. Tadmé& on kuitenkin ristiriita alkuoletuk-

sen kanssa. Siispd p on Gaussin alkuluku eiké silld siten ole muita alkutekijoitd kuin
itsensd ja liittolaisensa. Tamé& vastaa kohtaa (iii).

Nyt ollaan 16ydetty kaikki alkulukujen tekijat Gaussin kokonaislukujen joukossa. Si-
ten ollaan kayty lapi myos kaikki Gaussin alkuluvut ja todettu niiden vastaavan aina
jotain kohtien (i)-(iii) muotoiluista tai niiden liittolaisista.

l

Gaussin alkulukujen karakterisoinnin perusteella ndhdéén, ettd tavallisista alkulu-
vuista Gaussin alkulukuja ovat vain ne, jotka ovat muotoa p = 3 (mod 4). Alkuluvut
p=2jap=1 (mod 4) eivat siis ole Gaussin alkulukuja, mutta niille voidaan 16yt&a
alkutekijéesitys normin N avulla.

3.3. Luonnollinen luku neljin nelion summana

Keskitytaan seuraavaksi tapaukseen, jossa halutaan esittdd luonnollinen luku neljan
nelion summana. Ilmenee, ettd tdméa on mahdollista itse asiassa kaikille luonnolli-
sille luvuille. Tuloksen luonnollisen luvun esittdmisestéd neljin nelion summana on
alunperin esittanyt ranskalainen matemaatikko Claude Gaspard Bachet (1581-1638)
vuonna 1621. Ensimméinen todistus kyseiselle tulokselle on kuitenkin vasta vuodel-
ta 1770 italialaiselta matemaatikolta Joseph-Louis Lagrangelta, minkad vuoksi tulos
tunnetaan myds nimelld Lagrangen neljéan nelion lause. Tiedetéddn, ettd Eulerkin oli
yrittdnyt todistaa sitd useita vuosia siind kuitenkaan onnistumatta. Lagrangen anta-
massa todistuksessa on kuitenkin nékyvissd Fulerin ideoita.

Ennen varsinaista tuloksen esittelyé ja sen todistusta tutustutaan hieman kvaternioi-
hin ja Hurwitzin kokonaislukuihin. Kvaternioiden avulla voidaan mééritellda Hurwitzin
kokonaisluvut, joita hyodynnetdin Lagrangen neljan nelion lauseen todistuksessa.

MAARITELMA 3.13. Olkoot ag, a1, as ja as reaalilukuja. Lisdksi olkoot 7, j ja k
imaginadrisia siten, etta

PP =g2 =k =—1, ij =k = —ji, jk=i=—kj ja  ki=j=—ik.

T&alloin a on kvaternio, jos se on muotoa a = ag + a1t + asj + ask.

Kvaterniot keksi irlantilainen matemaatikko William Rowan Hamilton (1805-1865)
vuonna 1843. Ne vastaavat oleellisesti kompleksilukuja, mutta ulottuvuuksien méaéra
kasvaa. Kaikkien kvaternioiden joukkoa merkitdan Hamiltonin kunniaksi tunnuksella
H. Monet laskutoimitukset ja ominaisuudet, jotka on méaritelty kompleksiluvuille,
toteutuvat myos kvaternioille. Téllaisia ovat esimerkiksi yhteenlasku ja kertolasku
sekd konjugaatti a = ag — a1t —asj —ask € H. Yhteenlaskulla on samat ominaisuudet
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kuin kompleksiluvuillakin, mutta kvaternioiden kertolaskulle vaihdannaisuus ei pade
yleisesti.

Kompleksilukujen joukosta voitiin erottaa tavallisia kokonaislukuja vastaavat Gaus-
sin kokonaisluvut. Vastaavasti voidaan kvaternioiden joukosta erottaa Hurwitzin ko-
konaisluvut, joiden mééaritelméssa hyodynnetdéan tavallisten kokonaislukujen liséksi
puolikokonaislukuja.

MAARITELMA 3.14. Olkoon n kokonaisluku. Jos m = n+ %, eli luku m on parittoman
kokonaisluvun puolikas, niin sanotaan, luku m on puolikokonaisluku.

MAARITELMA 3.15. Kvaterniota «a, joka on muotoa o = ag + 17 + aaj + azk, missi
kaikki luvut ag, aq, ag ja as ovat joko kokonaislukuja tai puolikokonaislukuja, kutsu-
taan Hurwitzin kokonaisluvuksi. Kaikkien Hurwitzin kokonaislukujen muodostamaa
joukkoa merkitdin symbolilla H.

Hurwitzin kokonaisluvut ovat saaneet nimensi saksalaiselta matemaatikolta Adolf
Hurwitzilta (1859-1919). Niista kdytetddn usein myds nimitystd Hurwitzin kvater-
niot. Monet Gaussin kokonaisluvuille tutut ominaisuudet toteutuvat Hurwitzin koko-
naisluvuille. Esimerkiksi jos « ja 3 ovat Hurwitzin kokonaislukuja, niin

aeH, atpeH ja af € H.

Kuten Gaussin kokonaisluvut, myts Hurwitzin kokonaisluvut muodostavat renkaan.
Toisin kuin Gaussin kokonaislukujen rengas, Hurwitzin kokonaislukujen rengas ei ole
vaihdannainen. Tamaé johtuu siitéd, ettd kertolasku ei ole yleisesti vaihdannainen kva-
ternioille eikd siten myoskiddn Hurwitzin kokonaisluvuille. Gaussin kokonaislukujen
tavoin Hurwitzin kokonaisluvuille voidaan mééaritella normi N.

MAARITELMA 3.16. Hurwitzin kokonaisluvuille normiksi kutsutaan kuvausta
N :H — NU{0},

N(a) = aa = af +af + a3 + aj.

Gaussin kokonaislukujen puolelta tutut normin N ominaisuudet péatevit Hurwitzin
kokonaisluvuille. Jos «, 8 € H, niin N(af) = N(a)N(f). Lisdksi N(«) > 0 pétee
kaikille Hurwitzin kokonaisluvuille ja N(«) = 0 jos ja vain jos a = 0.

Monet Gaussin kokonaisluvuille ndytetyt lukuteorian tulokset ovat voimassa Hurwitzin
kokonaisluvuille. Yksikot mééritellain Hurwitzin kokonaisluvuille oleellisesti samoin
ja niiden yhteys normiin N on sama: Hurwitzin kokonaisluku a on yksikkd jos ja
vain jos N(«) = 1. Liséksi voidaan ndyttad, ettd Eukleideen algoritmi on mééritelty
Hurwitzin kokonaisluvuille, ja kuten Gaussin kokonaisluvuillekin, sen avulla voidaan
méarittda suurin yhteinen tekija. Perustelut sivuutetaan, koska ne noudattavat oleel-
lisesti samaa kaavaa kuin Gaussin kokonaisluvuille. Téarkeédéd on kuitenkin huomata,
ettd koska kertolasku ei ole yleisesti vaihdannainen, niin esimerkiksi jakajan ja siten
my0s suurimman yhteisen tekijin méaéritelmét poikkeavat hieman aikaisemmasta.

MAARITELMA 3.17. Olkoot «, 3,7 € H. Jos v = af3, niin
(a) luku o on vasemmanpuoleinen jakaja luvulle 7.

(b) luku 8 on oikeanpuoleinen jakaja luvulle 7.
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Nyt voidaan siirtyd Lagrangen neljan nelion lauseeseen ja sen todistamiseen.

LAuse 3.18. Jokainen luonnollinen luku n voidaan esittdd neljan nelion summana.

TobisTus. Olkoon positiivinen kokonaisluku n neljan nelion summa eli
n:ag%—a%%—ag—%a%,
missé ay, aq, g, a3 € Z. Talloin n = ad, misséd a = ag + a1i + asj + ask € H. Koska
Hurwitzin kokonaisluvuille pétee, ettd tulon normi on yhtéa suurta kuin normien tulo,
miké tahansa neljan nelion summista koostuva tulo on edelleen neljén nelion summa.

Lauseen todistamiseksi riittaé siis ndyttdd, ettd mikéa tahansa alkuluku p on neljan
nelién summa.

Aloitetaan ndyttamaélla, ettd on olemassa kokonaisluvut a ja b niin, etti

a> +b*=—1 (mod p).
Jos p = 2, niin kongruenssi patee, kun valitaan a = 1 ja b = 0.
Jos p =1 (mod 4), niin Seurauksen 3.8 perusteella tiedetéén, ettd luku —1 on ne-
lisnjainnos luvulle p. On siis olemassa kokonaisluku a siten, ettd a* = —1 (mod p)
ja nyt voidaan taas valita, ettd b = 0.
Jos p on muotoa p = 3 (mod 4), niin olkoon ¢ pienin positiivinen nelidnepdjaannos
luvulle p. Talloin ¢ > 2 ja ¢ — 1 on nelionjadnnos luvulle luvulle p eli on olemassa
a € 7 siten, etté

a>=c—1 (mod p).

Seurauksen 3.8 nojalla luku —1 on nelionepéjainnos. Nyt Eulerin kriteerin pohjalta
tiedetddn, etté

p—1 p—1

cz =—-1 (mod p) ja (=1) = =-1 (mod p).

Edelleen Eulerin kriteerida hyodyntamaélld saadaan, ettd luvun —c on oltava nelion-
jaannos, silla
(0T = (-1)T T = (-1)(-1) =1 (mod p).
On siis olemassa kokonaisluku b siten, etté
b = —c (mod p).

Nyt kongruenssien laskusidantoja kayttamalla ndhdaén, etté tassékin tapauksessa on
16ydetty kokonaisluvut a ja b siten, etté

A+t =c—1+(—c)=-1 (mod p).

Olkoon nyt ao = 1+ ai + bj € H. Téalloin
N(a) =aa =1+a*+ b

Koska a* + 0 = —1 (mod p), luku p jakaa luvun N(«a) tavallisten kokonaislukujen
joukossa ja siten my6s Hurwitzin kokonaislukujen joukossa. Luku p ei ole yksikko,
joten ap~! & H ja ap~t ¢ H. Siispi luku p ei jaa kumpaakaan luvuista o tai a.

Olkoon nyt v = (p, «), eli luku v on suurin yhteinen oikeanpuoleinen tekija luvuille
p ja a. T&lloin on siis olemassa [ € H siten, etta

p=p7.
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Jos nyt luku S on yksikko, niin luku p olisi oikeanpuoleinen jakaja luvulle « ja siten
my6s luvulle o, miké ei pidé paikkaansa. Siispé luku £ ei ole yksikké ja siten N (5) > 1.

Selvésti ndhdéaan, ettd luku va on yhteinen oikea jakaja luvuille pa ja aa. Bézout'n
yhtélosta luvulle v ndhdéadn, etté itse asiassa
ya = (pa, aq),.
Koska p on tavallinen kokonaisluku, on silld kerrottaessa kertolasku vaihdannainen eli
PO = ap.
Liséiksi tiedetdén, ettd luku p jakaa luvun aq. Siispa luku p on oikea jakaja luvulle
~va. Luku p ei jaa lukua @, joten luku ~ ei voi olla yksikko ja siten N(7y) > 1. Nyt siis

N(B)N(v) = N(p) = p*,
joten taytyy olla, ettd N(5) = N(v) = p.
Olkoon luku v muotoa v = ¢g + 17 + coJ + c3k € H. Talloin
G+ +a+da=N07)=p
Jos nyt luvut ¢, c1, ¢o ja c3 ovat kokonaislukuja, niin luku p todella voidaan esittéda
neljan nelion summana. Jos ne taas eivéit ole kokonaislukuja, tdytyy niiden kaikkien
olla puolikokonaislukuja Hurwitzin kokonaislukujen méaéritelmén nojalla. Ne voidaan
siis kirjoittaa muodossa
C; = le + €,
missd d; € Z ja e; = :I:%, kun ¢ = 0,1, 2,3. Olkoot talloin luvut 0 ja ¢ Hurwitzin
kokonaislukuja siten, etta
5:d0+d1i+d2j+d3k ja €:€0+€1i+€2j+63]{3.

Nyt v =26+ ¢ ja N(g) = (£3)* + (£3)* + (£1)* + (£1)? = 1. Valitaan seuraavaksi
luku 6 siten, etta
0=ve=(20+e)e=20e+1€H.

Talloin luku 0 voidaan kirjoittaa muodossa 0 = to+ t1i + toj + t3k, missa luvut tg, tq,
to ja t3 ovat kokonaislukuja. Nyt siis

th+ 1+t +15=N(0) = N(ye) = N(y)N(E) = N(7) = p

eli luku p voidaan todella esittdé neljan nelion summana. Siispé jokainen luonnollinen
luku voidaan esittdé neljan nelion summana.

O

Katsotaan seuraavaksi muutama esimerkki luonnollisen luvun esittdmisestd neljan
nelion summana.
ESIMERKKI 3.19. (a) Luku 15 neljén nelion summana néyttéd seuraavalta

15=141444+9=1241%2+224+ 32

(b) Luku 290 voidaan esittdd neljan nelion summana esimerkiksi seuraavasti
290 = 9 + 36 + 49 4 196 = 3° + 6> + 7° + 14°.



LUKU 4

Fermat’n suuri lause

Fermat'n suuresta lauseesta on tullut kenties yksi matematiikan kuuluisimmista lau-
seista. Lauseen mukaan ei ole olemassa positiivisia kokonaislukuja z, y ja z, jotka
toteuttaisivat yhtalon

xn + yn — ZTL’
missd n on lukua 2 suurempi luonnollinen luku. Lause on perdisin Fermat’lta it-
seltddn, kun hén sen vuonna 1637 kirjoitti Diofantoksen Arithmetica-teoksen margi-
naaliin. Hén kirjoitti latinaksi sen yhteyteen myos kuuluisaksi tulleen lauseen ” Cuius
rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non caperet”eli
suomennettuna ”Olen keksinyt véittamaélle ihmeellisen todistuksen, mutta marginaa-
lissa ei riitd sille tilaa”. Erityistd tdstad tekee, ettd lause on pystytty todistamaan
kovista yrityksistd huolimatta kaikille luonnollisille luvuille n vasta yli 300 vuoden
paasta.
Kyseinen todistus on brittildiseltd matemaatikolta Andrew Wilesilta (1953-). Hén
esitti sen ensimmadisen kerran vuonna 1993, mutta sitd tarkastaessa l6ydettiin yksi
virhe. Wiles sai virheen korjattua vuotta myohemmin eli vuonna 1994, miké ratkaisi
viimein yli 350-vuotisen ongelman. Wilesin todistus [13] on hyvin vaativa ja yli sata
sivua pitkd, minkd vuoksi Fermat'n suuren lauseen taydellinen todistus ohitetaan
tassé tutkielmassa. Todistuksen synnysté ja sen vaiheista voi lukea Aczelin teoksesta
Fermat’s Last Theorem: Unlocking the Secret of an Ancient Mathematical Problem
[1].
Yksittéisia osia lauseesta on kuitenkin onnistuttu todistamaan jo paljon aikaisem-
min. Esimerkiksi Fermat itse osasi todistaa ainakin tapaukset, joissa n = 3 ja n = 4.
Liséksi hén oli tehnyt havainnon, ettd mikéli ratkaisu 16ytyisi jollekin luvulle n > 2,
niin ratkaisu l0ytyisi myos luvun n monikerroille. Huomion ansiosta lauseesta riitti
endd tarkastella tapauksia, joissa n on pariton alkuluku. Eulerinkin tiedetdén osan-
neen perustella tapaukset n = 3 ja n = 4. Kun Fermat'n kuuluisasta marginaalikir-
joituksesta oli kulunut 200 vuotta, parittomista alkulukueksponenteista oli todistettu
vasta tapaukset, joissan =3, n=5jan =7 [1,s. 44-45].

Tamén luvun péadlause on Fermat'n suuren lauseen tapaus, jossa n = 3. Sille anne-
taan todistus kokonaislukujen kompleksisen laajennuksen kautta, kuten edellisessékin
luvussa tehtiin.

4.1. Yleista Eisensteinin kokonaisluvuista

Téamén luvun padlauseen todistuksessa hyodynnetddn Eisensteinin kokonaislukuja.
Ne ovat saaneet nimensi saksalaiselta matemaatikolta Gotthold Eisensteinilta (1823
1852).
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MAARITELMA 4.1. Kompleksilukua z, joka on muotoa z = (a — g) + % —3 =a+ pb,
missd a,b € Z ja
V31

p= — on ykkosen kuutiojuuri,

kutsutaan Eisensteinin kokonaisluvuksi. Kaikkien Eisensteinin kokonaislukujen muo-
dostamaa joukkoa merkitddn symbolilla £.

Monet Gaussin kokonaislukujen ominaisuudet péatevét Eisensteinin kokonaisluvuille.
Téllaisia ovat muun muassa normi N ja Eukleideen algoritmi sekd useat jaollisuu-
oleellisesti samalla tavalla kuin Gaussin kokonaisluvuille, joten ne sivuutetaan. Téssa
vaiheessa on kuitenkin hyvd huomata, ettd Eisensteinin kokonaislukujen normi N
nédyttid hieman erilaiselta eivitka yksikotkadn ole tdysin samat kuin Gaussin koko-
naisluvuilla.

MAARITELMA 4.2. Eisensteinin kokonaisluvuille o = a + pb normiksi kutsutaan ku-
vausta N : £ — N U {0},

b\’ b\’
N —aa=(a-3) +3(3) —@ -
LEMMA 4.3. FEisensteinin kokonaisluvuille yksikditd ovat luvut £1, £p ja £p*.

iV/3—1
2

TobisTus. Tiedetédédn, ettd p = a + pb € £, missd p =
vain jos N(u) = 1. Néin ollen tiedetddn, etta

, on yksikko jos ja

1=N(u)=N(a+pb) = (a—g)2+3(g)2.

Téata sieventamalld saadaan
(2a — b)* + 3b* = 4.
Saadun yhtélon ratkaisemiseksi ratkaistaan ensin Diofantoksen yhtélo
? + 3y = 4.
Mahdolliset kokonaislukuratkaisut télle ovat

y=0 ja x==£2 tal y==1 ja z==l1.

Jos y =0 jaxz =242 niin b =0 ja a = £1. Yksikoksi saadaan télloin luvut —1 ja 1.

Jos y = +1, niin b = £1. Jos b = —1, niin a = —1 tai a = 0. Yksikoiksi saadaan siis
luvut —1 — p ja —p.

Jos taas b =1, niin a = 0 tai a = 1. Yksikoiksi saadaan télléin p ja 1 + p.
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Toisaalta nyt —1 — p = p* ja 1+ p = —p?, silld

2
2_(@ 3—1) 3220341 —2(14iV3)  —1-iV3

P 2 1 i 2
C—2—0iV34+1 —(2+iV3-1) 2 iV3-1
B 2 B 2 2 2
=—p— 1
Siispi Eisensteinin kokonaislukujen yksikét todella ovat 1, 4p ja 4=p%. 0

4.2. Eras tapaus Fermat’n suuresta lauseesta

Siirrytdan nyt luvun paatulokseen eli Fermat’'n suuren lauseeseen ja sen todistukseen,
kun n = 3.

LAUSE 4.4. Luonnollisten lukujen joukossa ei ole ratkaisua yhtdlolle

2?4yt =20

Tobistus. Todistetaan viite antiteesin avulla eli tehdaén oletus, etta kyseiselle
yhtélolle on ainakin yksi ratkaisu luonnollisille luvuille x, y ja z. Valitaan mahdollisista
ratkaisuista se, joille |xyz| on pienin. Siispd luvuilla z, y ja z ei ole yhteisid tekijoité
kesken&dn eli

(l‘,y) = (:L",Z) = (y,Z) = 1.
Jos luku 3 ei jaa tuloa xyz, niin se ei jaa mitdan luvuista x, y ja z. Siten

r = =41, y = +1, z=+1 (mod 3).
Kongruenssin méiritelmén mukaan on olemassa k € Z siten, ettd x 1 = 3k. Télloin
(o +1)* = 3k,

joten edelleen

2? + 327 + 3z £ 1 = (3k)*.
Ottamalla yhteinen tekija saadaan

2* £ 3x(x £ 1) £ 1 =9(3k%).

Tehdéén sitten sijoitus = & 1 = 3k, jolloin

o £ 32(3k) £ 1 = 9(3k%).
Kun nyt jérjestetddn termit uudelleen ja otetaan luku 9 yhteiseksi tekijéksi yhtalon
oikealle puolelle, saadaan

7® =41 (mod 9).
Samat vaiheet voidaan tehdd luvuille y ja z, joten
3 =41, Y =41, 2 =41 (mod 9).

T#amé taas aiheuttaa ristiriidan alkuperiisen yht#lon 22 413° = 22 kanssa, koska télloin

2=+’ =2"=41 (mod 9) tai  0=a2"+y*=2"=41 (mod 9).
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Siispé voidaan olettaa, ettd luku 3 jakaa tulon zyz. Téstd seuraa, ettd luku 3 jakaa
jonkun luvuista z, y tai z. Yhtéls 22 + v = 23 on oleellisesti sama kuin yht#lo

2 +yP 427 =0,
mistd ndhdadn yhtalon symmetrisyys. Yksinkertaisuuden vuoksi voidaan nyt olettaa,
ettd luku 3 jakaa luvun z eli

z2=0 (mod 3).
Tisté seuraa, ettd 22 +y> = 0 (mod 3), silld muuten alkuperiinen yhtilo ei olisi voi-

massa. Koska = £ 0 (mod 3) jay Z 0 (mod 3) ja = seké y ovat keskendén jaottomat,
voidaan olettaa lisdksi, ettéd

r=1 (mod3) ja y=-1 (mod3).
On siis olemassa k,l € Z siten, ettd x = 3k + 1 ja y = 3l — 1 Néin ollen
2 —ay+ =Bk + 12— Bk+1)(31—1)+ (3l —1)?
=9k* + 6k + 1 — 9kl + 3k — 31 + 1 4+ 91* — 61 + 1
=9k +k— Kkl —1+1*) +3.
Tisté nidhdddn, ettd 22 — 2y + y* = 3 (mod 9).

Jos luvuilla z + vy ja 22 — zy + y? on yhteinen jakaja p, niin luku p jakaa myos luvun
3zy, silla

(z+y)?— (2" —ay+y°) =2>+ 2oy +y° — 2° + 2y — y* = 3ay.
Kumpikaan luvuista = ja y ei ole kolmella jaollinen, joten tiedosta 3 | 3zy voidaan
paatelld, etta talloin p = 3. Taméa on helppo varmistaa aikaisempien kohtien perus-
teella, silla

r+y=3k+1+3l—1=3(k+1)
ja
2=y + 1t =9k kKl 1+ +3=33F(+k—kl—1+1>+1).
Tiedetdédn, ettd z = 0 (mod 3), joten on olemassa m € Z niin, ettd z = 3m. Tésté
saadaan, etté

23 = (3m)® = 27m3,
Siispé 23 = 0 (mod 27). Toisaalta
(x+y)(@* —ay +y%) = 2° — 2®y + 2y’ + 2%y — a2y’ +y°
S B g
joten
(z+y)(@* —zy+y*)=2"=0 (mod 27).
Téstd nihddin, ettd luku (z + y)(2? — 2y + y?) on muotoa
(z +y)(2? — 2y +9?) = 27Tn = 3°n,
missd n € Z. Toisaalta aikaisemman perusteella tiedetéédn, etta
3 (x+y) 3| @ —2y+y?)  ja 92’ —ay+yt
Luvut x + y ja 22 — zy + y? voidaan siis kirjoittaa muodossa

t+y=93 ja  2?—ay+y? =30,
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missd a,b € Z ja luku b ei ole jaollinen luvulla 3. Nyt siis

2= (z+y)(2* — 2y +y?) = 9a® - 36 = 27a°b* = (3ab)®.

Z

Siispéd z = 3ab eli a = .

Tarkastellaan seuraavaksi lukua 22 — zy + 2. Se voidaan kirjoittaa Eisenteinin koko-
naislukujen avulla muodossa 22 — zy + y? = (x + yp)(x + yp?), missi p = “/gT_l
ykkosen kuutiojuuri, silla

(z +yp)(a +yp*) = (x +yp)(z +y(—p—1)) = (z +yp)(z —yp —y)

= 2® —ayp —xy +xyp — y*p’ —y’p
=2 —ay+y}(—p’ —p) =" —ay +y (1 +p—p)
= :Ey+y2.

Valitaan A =1 — p € £. Téllsin (1 + p)A? = 3, silld

L+pA=1+p)(1—p?=1+p(1—p)1-)p)

=(1-pP)1-p)=010+p+1)(1-p)
=@2+p(1-p =2-20+p—p°
=2—p+p+1=3.

Nyt siis luku A jakaa luvun 3, silld (1 4+ p)A2 =3jap+1€E.

on

Tiedetédén, ettd x = 1 (mod 3) jay = —1 (mod 3), joten saadaan
r+y=1-1=0 (mod3) ja z—2y=1—-2-(—-1)=0 (mod 3).

Koska A | 3, luku A jakaa myos luvut x 4+ y ja  — 2y. Lisédksi

rt+yp=x+y(l—AN) =z+y—yA
ja

vty =ac+y(—p—-1)=2—ylp+1)=z—-y(l-XA+1)
=r—y2—-N)=z—-2y+y\

joten nyt nidhddin, ettd luku A on yhteinen tekijé luvuille z + yp ja = + yp?. Itse

asiassa voidaan néyttédd, ettd luku A on suurin yhteinen tekija luvuille x + yp ja
x + yp?. Kaikille kokonaisluvuille m ja n pitee, ettd

(m +n+np)(z +yp*) — (n+mp+np)(x +yp)
=mx + my,o2 + nx + nyp2 +nrp +ny —nr —nyp — mMrp — myp2 —nrp — nyp2
=mz(1 = p) +ny(l — p) = (mz + ny)\.
Koska (z,y) = 1, voidaan Bézout’'n lemman nojalla valita luvut m ja n siten, ettd
ma +ny = 1. Siispé luku ) todella on suurin yhteinen tekiji luvuille x +yp ja z +yp?.

Tiedetiin, etté (14 p)A? = 3. Koska —p? = 1+ p, voidaan yhtlo kirjoittaa muodossa
(—p*)A\? = 3. Kertomalla titd luvulla —p ja muistamalla, ettid luku p on ykkosen
kuutiojuuri, nihdésin, ettd \2 = —3p. Lisiksi tiedetéiin Lemmasta 4.3, ettd luku p on
Eisensteinin kokonaislukujen yksikko. Siten yhtélosta

(z +yp)(z + yp?) =2 —xy + y* = 3b°
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ja luvun b yksikasitteisestd Eisensteinin alkutekijaesityksesté, saadaan yhtalo
x+yp = elc+dp),

missé luvut ¢ ja d ovat kokonaislukuja ja € on yksikko. Tiedetédédn, ettd A jakaa luvun
x + yp ja sieventdmaélld saadaan

t4+yp _xz—zptaptyp x(l—p)+tplz+y) zA  —3p(r+y)

A A A A 3\
\2 A ’
— +%:x—@:x—/\%:x—3a3/\.

Liséksi
(c+dp)® = & + 3c*dp + 3c(dp)* + (dp)® = ¢ + 3c2dp + 3ed*(—p — 1) + d°
= c® +3c%dp — 3cd®p — 3cd* + d* = & + 3cd(c — d)p — 3cd® + d°
=c* — 3ed® + d* + 3cd(c — d)p.
Niiden avulla yhtdls x + yp = eA(c + dp)® saadaan muotoon
z —3a*\ = (¢ — 3cd® + d® + 3cd(c — d)p).

Jarjestetddn nyt yhtalo siten, ettd oikealla puolella on kaikki termit, joista loytyy
kertoimena luku 3, ja vasemmalla puolella on termit, joissa sité ei ole. Néin saadaan
yht&lé muotoon

z—e(c+d*) =3(a*\ + e(ed(c — d)p — cd?)).
Koska z =1 (mod 3), ndhdddn tésta, etté
e(+d*) =1 (mod 3).

Lemman 4.3 nojalla Fisensteinin kokonaislukujen joukossa yksikoitd ovat luvut +1,
+p ja £p?. Siten saadusta yhtdlostd nihdiin, ettd ¢ = £1. Vaihtamalla tarvittaessa
lukujen c ja d merkit, voidaan olettaa, ettd ¢ = 1. Nyt saadaan siis, ettéd

z— (& +d°) = 3(a’\ + (cd(c — d)p — cd?)).
Koska x,¢,d € Z, luku x — (¢ + d®) on kokonaisluku. Siispd my6s luvun
a*X + (cd(c — d)p — cd?) = a® — a®p + cd(c — d)p — cd?
on oltava kokonaisluku. Huomataan, ettd tdméa on totta vain, kun
a® = cd(c — d).
Jos luvuilla ¢ ja d on yhteinen tekijé, niin siitd seuraisi, ettd myos luvuilla = ja y olisi
yhteinen tekijd. Tama on kuitenkin ristiriita, joten (c,d) = 1. Tasté taas seuraa, ettd
(c,ce—d)=(d,c—d)=1.

On siis oltava kokonaisluvut z1, y; ja z; siten, etté

c=23, d=1y? ja c—d=1}.
Nyt 22 +yl=c—d+d=c=2}ja

((c = d)cd)s

— ‘(a3)%

z
|z13y121] = = |a| = ‘% < |zayl.
T&amaé on kuitenkin ristiriita, silla kokonaisluvut x, y ja z valittiin todistuksen alussa
siten, etté yhtilo 2% + y® = 23 on voimassa ja |zxy| on pienin mahdollinen.
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U

Asken nihty todistus ja kolmannessa luvussa nihtyjen nelididen summiin liittyvien
lauseiden (Lause 3.9 ja Lause 3.18) todistukset ovat hyvid esimerkkejé siité, kuin-
ka luonnollisille luvuille pystytdén néyttdméin jokin ominaisuus, kun laajennetaan
tavallisten kokonaislukujen joukkoa. Seuraavassa luvussa tarkastellaan lyhyesti tut-
kielmassa kéaytettyja laajennuksia niiden geometrisen tulkinnan kautta.



LUKU 5

Kokonaislukujen laajennusten geometrista tulkintaa

Tasséd luvussa tarkastellaan ldhemmin Gaussin, Eisensteinin ja Hurwitzin kokonais-
lukujen geometrista tulkintaa. Kuten aikaisemmin on jo huomattu, kokonaisluku-
jen laajennukset tarjoavat kiatevin apuvilineen lukuteorian tulosten todistamisessa.
Niiden kéayttoon liittyy kuitenkin ongelmia, joita pelkilld kokonaisluvuilla ei esiinny.
Tasta esimerkkind mainittakoon lukujen asettaminen suuruusjarjestykseen. Kuten ai-
kaisemmin on mainittu, timé voidaan ratkaista normin N avulla.

Kerrataan kuitenkin ensin hieman tavallisten kokonaislukujen ominaisuuksia. Kuvas-
sa 5.1 on esitetty itseisarvoltaan pienimmit kokonaisluvut ja siitéd voidaan nihdé, etta
kokonaisluvut ovat pisteitd reaalilukusuoralla. Luku 0 on esitetty kuvassa keltaisella,
yksikot punaisella ja loput sinisella.

Kuva 5.1. Kokonaisluvut ovat pisteitd reaalilukusuoralla.

Kokonaislukujen joukko on hyvinjérjestetty eli esimerkiksi kahden eri luvun suuruutta
voidaan helposti verrata. Jos esimerkiksi tarkastellaan lukuja —6 ja 4, niin ndhdéaén,
etta

—6 < 4.

Jos taas halutaan verrata niiden etaisyytta luvusta 0, onnistuu tdmé itseisarvon avul-
la. Talloin

|—6/=6 ja |4 =4
ja koska 4 < 6, ndhdadn, ettd luku 4 on ldhempéana lukua 0. Suuruusjirjestys antaa
mahdollisuuden esimerkiksi siihen, ettd kokonaisluvun alkutekijéesityksessa tekijat
voidaan helposti jéarjestéa.

Lisédksi on syytd huomioida, etté tavallisia kokonaislukuja tarkasteltaessa liikutaan yh-
desséd ulottuvuudessa. Tdmén ansiosta esimerkiksi kokonaislukujen alkuluvuille voi-
daan nayttdd melko vaivatta eréis alkulukuihin liittyva tulos. Jos reaalilukusuoraa
pitkin lahdetdéin kidvelemédn kuvittelemalla alkuluvut askelkiviksi ja ottamalla askel-
mitalle jokin tietty yldraja, niin huomattaisiin, ettd kévely tulisi pddatokseen jossain
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vaiheessa, kun kiellettiisiin samalle askelkivelle uudelleen astuminen. Askeinen al-
kulukukévely tarkoittaa siis sitd, ettd alkulukujen viélissd on olemassa mielivaltaisen
suuria viélejé.

Léhdetdan seuraavaksi tarkastelemaan kokonaislukujen laajennuksia ja aloitetaan
Gaussin kokonaisluvuista.

5.1. Gaussin kokonaislukujen geometrista tulkintaa

Gaussin kokonaisluvut ovat esimerkki kokonaislukujen kaksiulotteisesta laajennuk-
sesta. Kuvasta 5.2 ndhddén, ettd Gaussin kokonaisluvut ovat pisteitd reaaliakselin
ja imaginddriakselin méédraaméssé tasossa. Luku Oz on merkitty keltaisella, yksikot
punaisella ja loput siniselld. Gaussin kokonaislukuja edustavat pisteet ovat kokonais-
lukujen méadrdédmien suorien leikkauspisteité.

Kuva 5.2. Gaussin kokonaisluvut ovat pisteitd kompleksitasossa.

Kuvassa 5.2 nidkyvét Gaussin kokonaislukujen pisteet ovat itse asiassa ” pienimmaét” jou-
kosta Z[i]. Tarkastellaan seuraavaksi, mitd Gaussin kokonaislukujen pienuudella tai
suuruudella oikeastaan tarkoitetaankaan. Jos esimerkiksi tarkasteltaisiin Gaussin ko-
konaislukuja 5+3¢ ja —4—42, niin suoraan lukuja vertaamalla on niitd hankala asettaa
suuruusjarjestykseen kuten dsken kokonaisluvuille helposti tehtiin.

Néytetddn seuraavaksi, ettd Gaussin kokonaislukujen normi N antaa ratkaisun télle
ongelmalle. Aluksi voidaan huomata normin N vastaavan tason R? normin nelidté.
On siten luontevaa ajatella normin N kertovan Gaussin kokonaisluvun etéisyydesté
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lukuun Ogp;. Liséksi tiedetddn, ettd normi N liittdd jokaiseen Gaussin kokonais-
lukuun jonkin ei-negatiivisen kokonaisluvun. Kokonaislukujen joukko taas on hy-
vinjarjestetty, joten normin N avulla voidaan Gaussin kokonaisluvut jarjestda erdén-
laiseen suuruusjérjestykseen. Esimerkiksi dskeisille luvuille

N(B+3i)=5"+3"=25+9=34
ja
N(—4 —4i) = (—4)" + (-4)* = 16 + 16 = 32.
Koska nyt 32 < 34, voidaan luvut 5 + 37 ja —4 — 47 jérjestdd seuraavasti:
—4 — 44 < 5+ 34,

missd merkilla < tarkoitetaan nyt oleellisesti samaa kuin kokonaislukujen joukossa.
Asken esitetylld tavalla Gaussin alkuluvut voidaan jérjestdd Gaussin alkutekijéesi-
tyksessd. On kuitenkin syytd huomioida, ettei normin N arvot ole yksikésitteiset
eli Gaussin kokonaislukujen normit voivat olla yhtd suuret. Esimerkissd 2.15 saatiin
luvun —2 + 247 Gaussin alkutekijéesitykseksi

24241 = (1+i)(1 —0)(2+14)(2 + 5i).
Tassé tekijoiden 1+ ja 1 — ¢ normin arvot ovat yhtéd suuret, silld

N(l+i)=1"+1>=2 ja N(1—-i)=1"+(-1)>=2.

Aikaisemmin todettiin ikuisesti jatkuvan alkulukukévelyn olevan mahdoton koko-
naislukujen alkuluvuille, kun valitaan jokin kiinted yldaraja askelpituudelle. Gaussin
alkuluvuille vastaava tilanne on toistaiseksi ratkaisematon ongelma. Sen esitti en-
simmaéisend yhdysvaltalainen matemaatikko Basil Gordon (1931-2012) vuonna 1962.
Kokonaisluvuille yhdessé ulottuvuudessa liitkkuminen teki ongelmasta helpon ratkais-
ta. Gaussin kokonaisluvuilla sen sijaan liikutaan kahdessa ulottuvuudessa, miké tekee
ongelmasta huomattavasti haastavamman.

Tah&n mennessd on pystytty ndyttdmaédn, ettd Gaussin kokonaislukujen tasossa on
olemassa mielivaltaisen suuria kiekkoja, joissa ei esiinny Gaussin alkulukuja. Tamé
ei kuitenkaan ole este alkulukukévelylle, silla este voi olla mahdollista kiertda. Ongel-
man yksi ratkaisutapa on osoittaa, ettd on olemassa mielivaltaisen leved rinki, joka
ympéaroi kavelyn ldhtopistetta ja jossa ei ole Gaussin alkulukuja. Jos téllainen rinki
on olemassa, niin askelkivien méaaré on rajallinen ja talloin alkulukukévelya ei voida
jatkaa ikuisesti. Rinki voidaan ajatella erdénlaisena vallihautana, mink& vuoksi ongel-
ma tunnetaan my6s Gaussin vallihautaongelmana. Aiheesta voi lukea liséd Gethnerin
ja kumppaneiden artikkelista A Stroll Through Gaussian primes [5].

5.2. Eisensteinin kokonaislukujen geometrista tulkintaa

Tarkastellaan seuraavaksi Eisensteinin kokonaislukuja. Ne ovat toinen hyva esimerkki
kokonaislukujen kaksiulotteisesta laajennuksesta. Kuvasta 5.3 ndhdéén, ettd myos Ei-
sensteinin kokonaisluvut ovat pisteité tasossa, jonka muodostavat reaaliakseli ja ima-
ginddriakseli. Kuvassa luku O¢ on esitetty keltaisella, yksikot punaisella ja loput sini-
selld. Térked ero Gaussin kokonaislukuihin on hilassa, joka molemmille lukujoukoille
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rakentuu hieman eri tavalla. Gaussin kokonaisluvut muodostavat nelichilan, mutta FEi-
sensteinin kokonaisluvut muodostavat heksagonaalisen hilan, mistd kaytetdan myos
nimitystéa kolmiohila.

\

Kuva 5.3. Eisensteinin kokonaisluvut ovat pisteitd kompleksitasossa.

Ero hilarakenteessa johtuu Gaussin ja Eisensteinin kokonaislukujen méérittelysta.
Gaussin kokonaisluvut méériteltiin kompleksilukuina z, jotka ovat muotoa

z=a+1b,

missé a,b € Z. Reaaliakseli ja imagindériakseli leikkaavat toisensa 90 asteen kul-
massa, minké vuoksi hilarakenteeseenkin muodostuu 90 asteen kulmat. Eisensteinin
kokonaisluvut taas mééariteltiin kompleksilukuina z, jotka ovat muotoa

2z = a + pb,

missé a,b € Z ja p = “/ET’l Nyt luvun p méadrittelystd voidaan huomata, etti se
muodostaa 120 asteen kulman reaaliakselin kanssa. Siten hilarakennekin koostuu 120
asteen kulmista.

Eisensteinin kokonaisluvut voidaan jérjestdd samaan tapaan suuruusjérjestykseen
kuin Gaussin kokonaisluvut, silld myos jokaiselle Eisensteinin kokonaisluvuille nor-
mi NV kiinnittda jonkin ei-negatiisen kokonaisluvun, jolle suuruuden vertailu onnistuu
helposti.

5.3. Hurwitzin kokonaislukujen geometrista tulkintaa

Hurwitzin kokonaisluvut ovat esimerkki kokonaislukujen neliulotteisesta laajennuk-
sesta, minké vuoksi niiden esittdminen kuvana on hankalaa. Neliulotteisen avaruuden
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niille muodostavat reaaliakseli ja imaginaariakselit ¢, 7 ja k. Ndiden akselien kokonais-
lukujen ja puolikokonaislukujen méaédrdmien suorien leikkauspisteet ovat Hurwitzin
kokonaislukuja.

Hurwitzin kokonaislukujen normi N kiinnittda jokaiseen Hurwitzin kokonaislukuun
ei-negatiivisen kokonaisluvun, joten myos Hurwitzin kokonaisluvuilla osittaiseen suu-
ruusjarjestykseen asettaminen on mahdollista.
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