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Tama tutkielma kisittelee reaalisen ja kompleksisen tieintegraalin kaytosta
tasossa. Niiden integraalien madritelmat perustuvat tien kisitteeseen: ku-
vaus v = (a, ) : [a,b] — R? on tie, jos komponenttikuvaukset o ja 3 ovat
paloittain jatkuvasti derivoituvia vililla [a, b] (padtepisteissa toispuoleises-
ti). Kun annettuna on jatkuva vektorikenttd F' : R? — R?, niin kentin F'
reaalinen tieintegraali yli tien v on

/ Fy(t)) /() dt, (0.1)

missd Riemann-integraalilla tarkoitetaan summaa integraaleista yli niiden
vélin [a, b] osavilien, joilla 7/ = (o, f') on jatkuva, ja symboli - merkitsee
pistetuloa. Analogisesti, kun annettuna on jatkuva funktio f : C — C, niin
funktion f kompleksinen tieintegraali yli tien v on

/ 1) - (2) dt, (0.2)

missd - merkitsee kompleksista tuloa. Integraaleja (0.1) ja (0.2) tutkitaan
erityisesti siiné erikoistapauksessa, jossa tie v on niin sanotusti suljettu, eli
v(a) = ~y(b). Liséksi integroitavalta kuvaukselta on aihetta vaatia enemmén
kuin pelkké jatkuvuus: oletetaan, ettd funktiolle f on olemassa kompleksi-
nen derivaatta

o EER = 1)
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kaikille pisteille z jossakin avoimessa joukossa D (johon tien kuvajoukko si-
saltyy). Talloin f on kompleksisesti derivoituva joukossa D, eli analyyttinen.
Vastaavasti vektorikentdltd F' = (u,v) vaaditaan, ettéd osittaisderivaatat
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ovat jatkuvia jossakin avoimessa joukossa D. Liséksi oletetaan, etté joukos-
sa D pitee
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Talloin F' on lokaalisti integroituva. Analyyttisyyden ja lokaalin integroitu-
vuuden méaritelmat luovat pohjan Cauchyn lauseen neljélle versiolle. Ku-
kin néistd lauseista antaa ehdot, joiden vallitessa seké analyyttisen funktion

kompleksinen tieintegraali ettd lokaalisti integroituvan vektorikentdn reaa-
linen tieintegraali yli suljetun tien ovat arvoltaan 0.



Cauchyn lauseen ensimméinen versio olettaa, ettd tien kuvajoukko mia-
rittelee vyshykkeen (eli "siistin” tason osajoukon). Jos vythyke on edelleen
“riittdvan siisti”, voidaan soveltaa Greenin lausetta. Tamé taktiikka kui-
tenkin vaatii pintaintegraalien késittelyd, mikd johtaa melko syvéllisiin ja
raskaisiin laskuihin (jotka kirjallisuudessa yleensi sivuutetaan enemmén tai
vihemmaén tasmallisilld perusteluilla). Toinen versio asettaa topologiset eh-
dot, joiden vallitessa lokaalisti integroituvalle kentélle F' = (u,v) voidaan
konstruoida potentiaalifunktio, eli funktio g, jolle pétee
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Kiy ilmi, ettd potentiaalifunktion olemassaolo johtaa reaalisen tieintegraa-
lin hévidmiseen (yli suljetun tien). Analogisesti, jos analyyttiselle funktiol-
le on olemassa primitiivi (eli kompleksinen antiderivaatta), niin vastaava
kompleksinen tieintegraali havidd. Potentiaalifunktion ja primitiivin vali-
sid yhteyksid saadaan esiin karakterisoimalla analyyttisyys Cauchyn ja Rie-
mannin yhtdloiden avulla. Kyseisten yhtaloiden mukaan analyyttiselle funk-
tiolle f = u + v pétee

ou Ov _ Ou ov

Cauchyn lauseen kolmas versio laajentaa edeltdjéinsd sanomaa olettamalla,
ettd integroitava kuvaus on lokaalisti integroituva tai analyyttinen yhdest:
yhtendisessd (eli "reidttoméssd”) joukossa. Télloin suljetun tien kuvajouk-
ko voidaan kutistaa jatkuvalla kuvauksella yksittiiseksi pisteeksi, eikd té-
mé muunnos vaikuta tieintegraalien arvoihin. Lopuksi lauseen neljés versio
osoittaa tieintegraalien (lineaarikombinaatioiden) hividvin, jos tie (teiden
lineaarikombinaatio) ei "kierrd” yhtékadn pistettd, jossa annettu kuvaus ei
ole lokaalisti integroituva tai analyyttinen. Lause yleistdd edeltdvien versioi-
den sanoman yhdistamalld potentiaaliteorian kierrosluvun kisitteeseen.
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JOHDANTO

Kirjallisuudessa ilmaisulla Cauchyn lause on tapana viitata lauseeseen, jo-
ka antaa ehdot analyyttisen (eli avoimessa joukossa kompleksisesti derivoi-
tuvan) funktion f : C — C kompleksisen tieintegraalin hévidmiselle, kun
integraali lasketaan suljetun tien yli. Lauseesta on erilaisia (ja eritasoisia)
versioita, ja kukin niistd vastaa seuraavaan kysymykseen:

Milli ehdoilla analyyttisen funktion kompleksinen tieintegraali yli suljetun
tien hdvida?

(0.3)

Cauchyn lause kisittelee kompleksimuuttujan kompleksiarvoisia funktioita,
joten epamédraisesti puhuen kyseessd on "kompleksinen” ilmi6. Kay kuiten-
kin ilmi, ettd lokaalisti integroituvien vektorikenttien reaaliset tieintegraa-
lit kayttaytyvat lahestulkoon analogisesti, kun niitd verrataan analyyttisten
funktioiden kompleksisiin tieintegraaleihin. Onkin aihetta esittdd myos seu-
raava kysymys:

Milld ehdoilla lokaalisti integroituvan vektorikentdin reaalinen tieintegraali

yli suljetun tien hdvidd?
(0.4)

Reaali— ja kompleksianalyysi on tapana pitda kirjallisuudessa toisistaan eril-
144n, joten ongelmia (0.3) ja (0.4) ei kovinkaan usein késitelld rinnakkain.
Niiden ratkaisut voidaan esittdé yllattavan “topologisessa” muodossa tutki-
malla, miten tien kuvajoukko suhtautuu niihin pisteisiin, joissa integroitava
kuvaus ei ole (valttdmétta) analyyttinen tai lokaalisti integroituva. Tassd
tutkielmassa Cauchyn lauseesta muotoillaan nelja versiota (5.11, 6.13, 7.15
seki 9.1), jotka tarjoavat erilaisia vastauksia kysymyksiin (0.3) ja (0.4). Li-
siksi esitystapa on siind mielessd "nouseva”, etta jokainen versio on seuraa-
jansa erikoistapaus.

Motivaatiota tarjoaa seuraava enteilevd esimerkki: asetetaan tie
v(t) := (10 cos®(t)cos(4t), 10 sin(t)cos(6t)) kaikille t € [0, 27].

Kuvassa 1 on esitetty tien v kuvajoukko (eli sen jailki) seki piste (1,1) =
1 + 7. Méiritelladan kompleksimuuttujan funktio

22

fz) = ———
kaikille z € C\ {1 + i}. Voidaan osoittaa, ettd f on méirittelyjoukossaan
analyyttinen, joten haviddko kompleksinen tieintegraali f7 fdz? Kay ilmi,
ettd integraalin hévidminen on yhteydessd jéljen ([0, 27]) seki "ongelma-
kohdan” 1 + ¢ véliseen suhteeseen. Kyseinen suhde on téssd esimerkkita-
pauksessa hiukan vaikeaselkoinen, koska tien 7 jéilki "menee solmuun” —
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Kuva 1. Tien 7 kuvajoukko (punainen viiva) sekd mustalla
symbolilla merkitty piste 1 + 7.

asiaa on syytd tutkia yleisemmin, kuten téssd tekstissd tehdain. Esitys on
siind mielessi perusteellinen, ettd ensimmaiset neljd kappaletta rakentavat
olennaiset méaritelmét ja tulokset aina kompleksilukujen méaaritelméasta al-
kaen. Edelleen kappaleissa 5-9 paneudutaan integraalien havidmiseen, eli
kysymyksiin (0.3) ja (0.4).



1. KOMPLEKSILUVUISTA JA VEKTORIKENTISTA

Maaritelma 1.1. Maaritellddn laskutoimitus - reaalisille tasovektoreille
asettamalla

(z,y) - (a,b) = (va — yb, b + ya) kaikille (x,y), (a,b) € R?. (1.1)

Laskutoimitus - on kompleksinen tulo. Kompleksisella tulolla varustettu re-
aalinen taso C := (R?,-) on kompleksilukujen joukko.

Joukolle C saadaan vaihtoehtoinen méaritelmé asettamalla luku 7 ehdolla
i? = —1. Lukua 7 kutsutaan imaginaariyksikiksi. Sovitaan, ettid i kiyt-
taytyy reaalisen tulon, summan ja erotuksen kannalta reaaliluvun tavoin.

Téten, kun z,y,a,b € R, saadaan reaalisella tulolla esitys

x4+ iy)(a + ib) = xa + ixb + iya + i*yb
( )

1.2
= za + izb + iya — yb = xa — yb + i(xb + ya). (1.2)

Vertaamalla yhtéloitd (1.1) ja (1.2) nahdéén, ettd luku = + yi voidaan sa-
maistaa vektoriin (z,y) € R% Kannattaa erityisesti huomata, etti nyt reaa-
liluvulle x pétee x = z+1i0 = (x,0), joten R C C. Liséksi i = 0+4il = (0,1)
ja 0 = 0+1i0 = (0,0). Toisinaan joukkoa {(0,s)|s € R} C C kutsu-
taan imaginaariakseliksi (tai y-akseliksi) ja joukkoa R reaaliakseliksi (tai
x-akselikst).

Huomautus 1.2. Ensinndkin, kompleksisen tulon symboli - on tapana jattaa
merkitseméttd. Toisekseen, kompleksinen tulo on helppo sekoittaa tasovek-
toreiden pistetuloon, joten tissa suhteessa on oltava tarkkana. Kolmanneksi,
kun kirjoitetaan x 4 iy € C, niin samalla oletetaan (ellei toisin mainita),
ettd z,y € R.

Listataan kompleksilukujen perusominaisuuksia ja niihin liittyvid méaritel-
mid. Olkoot tatd varten z =x + 1y € Cjaw =a+1 € C.

1) Luvun z normi on |z| := /22 + y?, eli tuttu kaksiulotteinen euklidi-
nen normi.

2) Luvun z kompleksikonjugaatti on luku z := x — iy.
3)Kun z # 0, niin luvun z kddnteisluku on 271 := %/|z|>. Miéritelma
on jarkevi, koska

1 _ 72 _ @ty —idy) 2’4y’

zz :W: 22 1 y? :xz—i—yQil'

4) Kun z # 0, niin asetetaan w/z := wz~1.

5) Erds kompleksilukujen tidrkeimmistd ominaisuuksista on Fulerin kaava,



jonka mukaan
e = e = e"(cos(y) + isin(y)). (1.3)

Muistetaan sini— ja kosinifunktioiden summakaavat: kaikille s, € R piitee

cos(s + t) = cos(s)cos(t) — sin(s)sin(t), seka

sin(s 4+ t) = cos(s)sin(t) + sin(s)cos(t).

Niiden kaavojen avulla on helppo osoittaa todeksi laskusaanto

Jos z # 0, niin luku z on siis tasovektori, joka ei ole nollavektori. Taten on
olemassa luku 6 € R siten, etti

z = |z|(cos(#) + isin(0)) = |z|e™.

Lukua 6 kutsutaan luvun z napakulmaksi. Visuaalisesti ottaen napakulma
madritetddn suhteessa positiiviseen reaaliakseliin siten, ettd kiertosuunta
vastapdivadn on positiivinen ja kiertosuunta myo6tdpdividn negatiivinen.
Tésmaélleen yksi luvun z napakulmista on vililla [0,27) — téatd napakul-
maa kutsutaan luvun z argumentiksi ja merkitdan Arg(z). Esimerkiksi lu-
vulla i = (0, 1) on napakulmat 7/2, —37/2 sekd 377 /2, mutta Arg(i) = m/2.

Kun € on luvun z napakulma ja ¢ luvun w napakulma, saadaan

2w = |z||w|e?e™® = |z||w|e’ .

Téssd ndhdédn kompleksilukujen kaunein ominaisuus: visuaalisesti ottaen
luvun z kertominen luvulla w tarkoittaa vektorin z skaalaamista kertoimella
|w| ja rotaatiota kulmalla ¢ (luvun ¢ etumerkki mééra rotaation suunnan).
Esimerkki: —2i - i = 2. Koska Arg(i) = 7/2 ja Arg(—2i) = 37/2, niin tulo
—2¢ -7 pyorittad vektoria i = (0, 1) kulman 37 /2 verran vastapéivain, jolloin
paadytaan positiiviselle reaaliakselille. Lisdksi ¢ skaalataan kertoimella 2.

Rotaatio ja skaalaus ovat lineaarisia operaatioita, joten voidaan paitella,
ettd kompleksinen tulo on esitettdvissd matriisitulona. Néin todellakin on:

. — X
wz = pr — qy + i(qr + py) = [5 pq] M

missa matriisi



vastaa lukua w. Huomaa, etti jokaiselle luvulle w € C on téllainen matrii-
siesitys. Kompleksilukujen perusominaisuuksia 16ytyy helposti my6s kirjal-
lisuudesta; katso esimerkiksi [1, s.3-12].

X ok ok

Miéritelmé 1.3. Olkoon D C R2%. Kuvausta f : D — R? kutsutaan vekto-
rikentdksi tai lyhyemmin kentdksi. f voidaan kirjoittaa muotoon f = (u,v),
missd u,v : D — R ovat kentdn f komponenttikuvaukset tai lyhyemmin
komponentit.

Jos téssd f on lineaarikuvaus, niin kaikille v1,v9 € D ja a,b € R pétee
flavy 4+ bvy) = af(vy) + bf(ve). Toisaalta, jos f ei ole lineaarikuvaus, voi-
daan tutkia missd médrin se "muistuttaa lineaarikuvausta lahietaisyydelta”.
Helpommin visualisoitava analogia on derivoituvan funktion g : R — R kéy-
t0s: koska g derivoituu pisteessd x € R, niin funktion g kiytosta pisteen x
ymparistossd voidaan approksimoida lineaarisella funktiolla, eli graafisesti
ottaen funktion g graafin tangenttisuoralla. Tdm4 idea laajennetaan tasos-
ta tasoon suuntautuvalle vektorikentille seuraavasti:

Miéritelma 1.4. Olkoon D C R? avoin, f : D — R? kuvaus sekéi a € D.
Sanotaan, ettd f on differentioituva pisteessé a, jos on olemassa lineaariku-
vaus L : D — R? siten, ettd

@t ) = fla) - L(h)]

h—0, heR? |h|
(katso esimerkiksi |2, 5.125]).

=0 (1.4)

Huomaa, ettd yhtdlossd (1.4) merkintd L(h) tarkoittaa vektorin h kuvaa-
mista kuvauksella L, joten L(h) on itsekin tasovektori. M&&ritelma voi olla
hiukan vaikeaselkoinen, mutta idea on siini, etta riittavan lahelld pistetti
a kenttd f kdyttaytyy lineaarikuvauksen L tavoin. Nimittdin, kun f on dif-
ferentioituva pisteessi a, niin voidaan méaaritelld

e(h) := fla+h) = f(a) = L(h),

missd h # 0, ja vaaditaan a+ h € D. Nyt differentioituvuuden maéritelmén
perusteella €(h)/|h| — 0, kun A — 0, ja voidaan kirjoittaa erityisen hyodyl-
linen esitys

fla+h) = L(h) + f(a) + €(h). (1.5)

Yhtélosta (1.5) ndhdédén differentioituvuuden heuristinen merkitys: kun |hl
on pieni luku, f kiyttdytyy pisteen a ympéristossd B(a, |h|) "melkein” kuin
lineaarikuvaus L kiekossa B(0, |h|). Huomaa kuitenkin, ettd virhefunktion
€(h) on ldhestyttdvd origoa "nopeammin” kuin h, eli ¢(h)/|h|] — 0, kun
h — 0. Erityisesti tdmén rajankdynnin on toteuduttava riippumatta siité,
miten h lahestyy origoa.



Voidaan osoittaa, ettd jos kenttd f = (u,v) on differentioituva pisteessé
a € D C R? niin yhtéls (1.4) toteutuu lineaarikuvaukselle

L, = {%Z(a) 2—;(@} |

a(a) 5(a)

missa siis vektori a on annettu kentan f komponenttikuvausten osittaisde-
rivaatoille (katso [2, $.126, lause 16]). Téta lineaarikuvauksen L, esitystd
kutsutaan kentidn f Jacobin matriisiksi pisteessd a. Enteilevind kysymyk-
seni esitettikoon seuraavaa: milld ehdolla matriisi L, on kompleksiluvun
matriisiesitys?

Huomautus 1.5. Vektorikentan differentioituvuudelle pisteessé a riittaa, et-
td kentdn komponenttien osittaisderivaatat ovat jatkuvia jossakin pisteen
a avoimessa ympéristossa (|2, s.127, lause 9]). Derivaattojen jatkuvuus ei
kuitenkaan ole valttdm&ton ominaisuus — siis differentioituvuus takaa kom-
ponenttien osittaisderivaattojen olemassaolon, mutta ei niiden jatkuvuutta.

Tésméllisyyden nimissi asetetaan seuraava médritelma:

Mairitelma 1.6. Olkoon D C C. Kuvausta f : D — C on tapana kutsua
funktioksi. f voidaan kirjoittaa muotoon f = u+iv, missd u,v : D — R ovat
funktion f komponenttikuvaukset tai lyhyemmin komponentit. Funktion f
parametrin symbolina on tapana kiyttaa kirjainta z.

Téten, asiayhteydesta riippuen, tasosta tasoon suuntautuvaa kuvausta voi-
daan kutsua joko funktioksi tai vektorikentiksi. Myohemmin tarkastellaan
erityisesti sellaisia kenttid ja funktioita, joiden komponenttikuvausten osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia. Tdten on aihetta asettaa seuraava maaritelma:

Miaéritelmd 1.7. Olkoon D C C avoin ja f = (u,v) =u+iw : D — C
kuvaus. Sanotaan, ettd f on C'-funktio tai C'-kenttd, jos komponenttien u
ja v osittaisderivaatat

Ju Ou Ov selci ov

Ox’ Oy’ Ox dy
ovat olemassa ja jatkuvia joukossa D. Jos U C C on suljettu, niin sanotaan,
ettd f on C'-funktio (tai C'-kenttd) joukossa U, jos on olemassa avoin
joukko E siten, ettd U C E, ja f on C'-funktio (tai C''-kentti) joukossa E.

2. TIE

Pidetddn mielessé, ettd kompleksilukujen joukko on vain reaalinen taso va-
rustettuna kompleksisella tulolla — tdten monet maéritelmat annetaan jou-
kossa C. Erityisesti on muistettava, ettd nyt reaaliluvuista voidaan puhua
tason pisteind; esimerkiksi 1 = (1,0) € C.

Aloitetaan asettamalla useita tarvittavia madritelmid, joskin varoituksen
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sana on tarpeen: kirjallisuudessa tdmén aihepiirin késitteistoé voi olla hyvin-
kin sekavaa, koska eri kirjoittajat méaérittelevit asioita eri tavoin (ja saat-
tavat tdstd huolimatta kiyttdad samoja kisitteitd).

Miaritelmd 2.1. Olkoon 7 : [a,b] — C jatkuva kuvaus (pisteissd a ja b
toispuoleisesti). Talloin kuvausta v kutsutaan poluksi. Piste v(a) on polun
v alkupiste, ja piste v(b) puolestaan polun ~y padatepiste. v voidaan esittad
muodossa v = a + i = (a, §), missd funktiot «, 5 : [a,b] — R ovat polun
v komponenttikuvaukset tai lyhyemmin komponentit. Jos v(a) = ~(b), niin
sanotaan, ettd kuvaus v on suljettu. Kuvajoukko ~y([a,b]) on kuvauksen ~
jalki, jota merkitddn ([a, b]) =: v*.

Miaritelmi 2.2. Olkoon v = a +if3 : [a,b] — C polku. Jos funktiot « ja
[ ovat jatkuvasti derivoituvia vélilla [a, b] (pisteissd a ja b toispuoleisesti),
niin kuvaus v on siled tie. Tallin kuvauksen ~ derivaatta on

V() = /(1) +if'(t)

kaikille ¢ € [a,b] (kun ¢t = a tai t = b, merkinnailld o/ (t) ja B'(t) tarkoitetaan
toispuoleisia derivaattoja).

Koska ~/(t) on jdljen +* tangenttivektori pisteessd ¢, niin voisi kuvitella,
ettd siledin tien tangentti ei "kidnny dkkijyrkésti”. Néin ei kuitenkaan valt-
taméitti ole: asetetaan esimerkiksi v(¢) := (¢%,¢3) kaikille ¢ € [—1, 1]. Télloin
v (t) = (2t,3t?), eli erityisesti 7/(t) = 0 pisteessi ¢t = 0. Kuten kuvasta 2
ndhdadn, jalki v* piikittyy origoon, eli visuaalisesti ottaen tangenttivektori
vaihtaa origossa yllattden suuntaansa. Téstd huolimatta +' on kuitenkin jat-
kuva. Edelleen polun jilki voi olla hyvinkin kaoottinen, koska siltd ei vaa-
dita (edes) tangenttivektorin olemassaoloa yhdessikdin méaarittelyvilinsa
pisteessa.

Esimerkki 2.3. Tutkitaan kuvausta v : [0,27] — C, v(t) = re, missi
r > 0. Eulerin kaavan (1.3) mukaan (t) = re® = rcos(t) + irsin(t), joten
kuvauksen v komponentit ovat «(t) = rcos(t) sekid [(t) = rsin(t). Selviisti
namé funktiot ovat jatkuvasti derivoituvia vélilld [0, 27], joten 7 on siled
tie (ja tédten myos polku). Kun parametri ¢ kidy lapi vélin [0, 27] luvut,
muodostuu jiljeksi v* r-séteinen origokeskinen ympyra.

Esimerkki 2.4. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva funktio. Tll6in voidaan
médritelld polku §(t) = (¢, f(t)) kaikille ¢ € [a, b], jolloin §* on funktion f
graafi yli vilin [a, b]. Adriesimerkki saadaan valitsemalla funktioksi f Weier-
strassin ei-missddn derivoituva funktio, jolloin polulle § ei ole derivaattaa
yvhdessikdan vilin [a, b] pisteessa.

Miéritelmd 2.5. Olkoot zp,z; € C. Polkua v : [0,1] — C, v(¢) = (1 —
t)zo+tz, kutsutaan janaksi (pisteestd zo pisteeseen z1). Nimitys on mielekis,
koska tapauksessa zg # z; jilki v* on geometrinen jana.

Kannattaa huomata, ettd janan t — (1—t)zo+tz; derivaatta on 23—z € C,
miké on helppo ndhdi siledn tien derivaatan maéaaritelmén avulla.
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Kuva 2. Sileéin tien « : [—1,1] — C, v(t) = (#*,1®) kéiytos
origon ldheisyydessa.

Esimerkki 2.6. Olkoot 7,9 : [0,1] — C, y(t) =t ja d(t) = 1+1it. Nyt jéljet
~v* ja 0" ovat janoja. Olennaista on se, ettd polun v padtepiste 1 on polun ¢
alkupiste. Maaritelldén polku & : [0,2] — C asettamalla

¢, kun ¢ € [0, 1],
K(t) = {1~|—7j(t— 1), kunt € [1,2].

Nyt k* = 4*Ud*. Huomaa kuvauksen x méaérittelyn idea: kun ¢ € [1,2], niin
t "skaalataan” vélille [0, 1] kiyttdmalla kuvausta ¢ — (¢t —1). Tadma skaalaus
on tarpeen, jotta x saadaan méaariteltya yksittiiselle suljetulle vilille. Lisaksi
huomaa, etté vililla [0, 1] on £'(t) = 1, kun taas vililld [1, 2] pétee £/(t) = i.
Téten kuvauksella  ei ole derivaattaa (mééritelmén 2.2 mielessi) pisteessi
1, mikd on visuaalisesti ottaen perin selvdid: kyseisessd pisteessd jilki x*
tekee "dkkijyrkin kddnnoksen”, eli tangenttia ei ole olemassa. Néin ollen s
ei ole siled tie.

Esimerkissad 2.6 janat v ja 0 “yhdistettiin” poluksi x. Formalisoidaan tdma
yhdistdmisen idea seuraavasti:

Maé&ritelmi 2.7. Olkoot v : [a,b] — C ja ¢ : [c,d] — C polkuja siten, etti
v(b) = d(c). Polkujen v ja & yhdistetty polku (tai lyhyemmin yhdiste) on
k=7%06:[0,2] = C, jolle

_ Y(t(b—a)+a), kunt € [0, 1],
w(t) = {5((25— 1)(d—c¢)+¢), kunt € [1,2].

Yleisesti, olkoon annettuna polut v; : [a;,b;] = C, j € {1,2,3,...,n}. Ole-
tetaan, ettd v;(b;) = vj41(a;+1) kaikille 5 € {1,2,3,...,n — 1}. Jokaiselle
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J €41,2,3,...,n} madritelldan x;(t) = ~v,;((t —j + 1)(b; — a;) + a;) kaikille
t € [j—1,j]. Asetetaan polku x : [0,n] = D, k(t) := k;(t), kunt € [j—1, j],
kaikille j € {1,2,3,...,n}. Sanotaan, ettd x on polkujen v, s, ..., Vn yhdis-
tetly polku (tai yhdiste), ja kiytetadn merkintdd k = ~y; %y % « - - % ,.

Maéritelmén 2.7 symbolismi on sekavaa, mutta idea on perin yksinkertai-
nen: kun kuvaukselle k = v % § annetaan ¢ € [0, 1], niin ¢ skaalataan vélille
la, b]. Téma skaalaus on médritelmén olennaisin osuus, ja se lienee helpointa
ajatella suhteiden tai prosenttiosuuksien kautta: koska ¢ on vililla [0, 1], niin
t on jokin prosenttiosuus vélin [0, 1] pituudesta 1. Tdten ¢ voidaan skaalata
vilille [a, b] etsimélld luku r € [a, b], jolle pituuksien suhde (r — a)/(b — a)
on yhté suuri kuin luku ¢. Yhtélon ¢t = (r — a)/(b — a) ratkaisu (muuttujan
r suhteen) on r = t(b — a) + a, ja tdsmilleen tdmé ratkaisu annetaan ku-
vaukselle v polun ~ x § méaaritelméssd. Nain voidaan tehdi, koska r € [0, 1].

Entd kun t € [1,2]7 Nyt toimitaan samoin kuten edelld, mutta ensin t
on skaalattava vilille [0, 1]. Td&m& onnistuu kuvauksella ¢ — (¢t — 1), ku-
ten esimerkissd 2.6. Yleisesti, kun yhdistettivia polkuja on n kappaletta,
niin yhdisteen x méaérittelyvili on [0,n]. Kun ¢ valitaan joltain osavililta
7 —1,7], 7 € {1,2,...,n}, niin ¢ on jilleen skaalattava vilille [0, 1] kuvauk-
sellat — (t— (5 —1)).

Erés yhdistetyn polun ikivyys on siiné, ettd sen méérittelyvili on aina muo-
toa [0,n], n € N. Periaatteessa ongelmasta pafstain eroon médritelméalla
jalleen uusi skaalaus (katso 2.10), mutta sitd ennen asetetaan tien mééritel-
ma:

Miaritelmd 2.8. Olkoon v = o+ if : [a,b] — C kuvaus. Oletetaan, etté
on olemassa (nousevassa jarjestyksessd) pisteet aq,as, ...,a, € (a,b) siten,
ettd funktioiden « ja [ derivaatat ovat jatkuvia kullakin osavalill [a;, a;41],
J € {1,2,....,n — 1} (péétepisteissi a; ja b; derivaatat ovat toispuoleisesti
jatkuvia). Lisdksi oletetaan, ettd o ja 5’ ovat jatkuvia myos vileilld [a, a;]
sekd [a,, b] (padtepisteissd toispuoleisesti). Téll6in sanotaan, ettd -y on tie.
Kun t € [a,b] \ {a4, ..., a, }, niin tien v derivaatta on

V() = () +if'(1),
misséd v/ (a) ja 7/ (b) viittaavat toispuoleisiin derivaattoihin.

Koska tien v derivaatta on epdjatkuva darellisen monessa tien maarittelyvi-
lin sisédpisteessi, niin jalki v* on visuaalisesti ottaen "paloittain siled” (katso
kuva 3 ja vertaa sitd kuvaan 2). Huomaa, etté tie v : [a,b] — C on sileiden
teiden yhdiste skaalattuna vilille [a, b]. Lang kiyttaa tatd ideaa tien mééri-
telméssddn (|1, s.88]), joskin esitys on hiukan epadméérdinen (Langin ajatus
sileiden teiden yhdistdmisestd jad melko heuristiseksi). Sen sijaan Conway
(|3, s.45-46]) puhuu kuvauksesta, joka on piecewise differentiable path, ja
kyseessd on tédsmélleen sama olio kuin mééritelméssd 2.8 (Conway sisél-
lyttdad derivaatan jatkuvuuden ominaisuuteen differentiable — kuten lukija
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huomaa, kisitteiston kanssa menee helposti hermot). Seuraavassa pari kiin-
nostavaa esimerkkis aiheesta:

Kuva 3. Tien v derivaatta on epéjatkuva pisteiden a, b, ¢ ja d alkukuvissa.

Esimerkki 2.9. Olkoon

zsin(l/x), kunx € [—1,1] \ {0},
fle) = {O, kun x = 0.

Asetetaan y(t) = (t, f(t)) kaikille ¢ € [—1,1]. Onko ~ tie? Eipi ole, mika
johtuu sen kiytoksestéd pisteessd (0,0). Kun h € (0, 1], niin

f(O+h)— f(0) _ hsin(1/h)
h h

— sin(1/h),

joten erotusosamaédrille ei ole oikeanpuoleista (saati vasemmanpuoleista)
raja-arvoa, kun h — 0. Siis f (ja téten ~) ei derivoidu toispuoleisesti pis-
teessd 0, joten 7y ei ole tie. Toisaalta v on polku, koska f on jatkuva vililla
0, 1]. M&aritelldén vield funktio g asettamalla

B x* sin(1/x), kunz € [-1,1]\ {0},
9(w) = 0 kun z = 0.

Nyt g on derivoituva myds origossa, koska

h? sin(1/h)

. = hsin(1/h) — 0,

kun h — 0. Derivaatta ¢’ ei kuitenkaan ole jatkuva origossa, koska

%((EQ sin(1/x)) = 2wxsin(1/z) — cos(1/x),
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eikd talld lausekkeella ole toispuoleisia raja-arvoja, kun x — 0. Téten kuvaus
t— (t,g(t)), t € [—1,1], ei ole tie.

Maéritelmd 2.10. Olkoon 7 : [a,b] — C polku ja p : [¢,d] — [a,b] valilld
¢, d] jatkuvasti derivoituva funktio, jolle pétee p(c) = a ja p(d) = b. Maéari-
telldén 0 : [c, d] — C asettamalla §(t) := v(p(t)) kaikille ¢ € [c, d]. Sanotaan,
ettd polku 6 on polun v parametrisaatio, ja p on parametrifunktio. Lisdksi
sanotaan, ettd vy on parametrisoitu vdlille [c, d].

Parametrifunktiolta vaaditaan jatkuva derivoituvuus siksi, ettd timéa omi-
naisuus tulee olemaan hyddyllinen tieintegraalien késittelyssd (esimerkiksi
lauseessa 3.5). Itse asiassa pelkké paloittainen jatkuva derivoituvuus riittéi-
si, mutta jatkuvan derivoituvuuden vaatimus ei ole mitenkiédn kohtuuton,
kuten tullaan ndkemé&én (funktiosta (2.1)). Huomaa myds, ettd parametri-
funktio on méiritelménséi seurauksena surjektio.

Esimerkki 2.11. Olkoon v(t) = €' kaikille ¢ € [0, 27]. Asetetaan jatkuvasti
derivoituva funktio p : [0, 1] — [0, 27], jolle p(t) = 27t. Nyt voidaan mééri-
telld polku §(t) = v(p(t)) = €™, jolloin § on polun ~y parametrisaatio. Huo-
maa, ettd toisaalta v on polun ¢ parametrisaatio, koska y(t) = 6(p~1(t)),
missi p~! : [0,27] — [0,1], p~!(¢) = /2. Téssé kiivi niin onnekkaasti, etti
p on bijektio, vaikka méiritelmé 2.10 ei tdtd ominaisuutta vaadi.

Parametrifunktion avulla polkujen yhdiste voidaan skaalata mille tahansa
vilille [a,b] (kdyttaméalld funktiota p(t) = n(t — a)/(b — a), joka skaalaa
pisteen ¢ € [a, b] vilille [0, n]). Itse asiassa miké tahansa polku v : [a,b] — C
voidaan parametrisoida mielivaltaiselle vilille [c, d] jatkuvasti derivoituvalla

funktiolla
r—c
o) == -a)+a (21)

joka siis kuvaa vilille [a,b] (huomaa, ettid p on jopa bijektio). Nimetaén
muutamia polun erikoistapauksia:

Miaritelmd 2.12. Olkoon 7 : [a,b] — C suljettu polku siten, ettd rajoit-
tuma |, on injektio. Talloin sanotaan, ettd v on Jordanin polku, ja +*
on Jordanin kdyrd. Jordanin kiyrilauseen mukaan +* jakaa tason C yhteen
rajoitettuun ja yhteen rajoittamattomaan avoimeen osajoukkoon. Rajoitet-
tua osajoukkoa kutsutaan polun v sisdpuoleksi, ja merkitadn I(v). Lisdksi,
jos v on suljettu tie siten, ettd rajoittuma |, on injektio, niin sanotaan,
ettd v on Jordanin tie.

Huomaa, ettd Jordanin polut ja tiet oletetaan suljetuiksi, minka lisiksi Jor-
danin polun sisdpuoli /() on avoin. Kirjallisuudessa esiintyy myos késite
Jordan are, joka on injektiivinen polku; katso esimerkiksi [4, s.26].

Erés (heuristinen) polun ominaisuus on sen "piirtosuunta”. Esimerkiksi pol-
ku t — e’ t € [0, 2], piirtié origokeskisen ympyrin vastapiiviin, kun taas
polku t — e~ t € [0, 27], piirtdid saman ympyrin myotipéiviin — siis ym-
pyran piirtosuunnan voi ainakin téssa tapauksessa kadntad vastakkaiseksi.
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Jos kyseessé ei ole suljettu polku, niin piirtosuunnan kidntdminen tarkoit-
taa alku— ja paitepisteiden roolien vaihtamista. Pohditaan asiaa formaalisti:
olkoon 7 : [a,b] — C polku, ja valitaan piste t € [a,b]. Nyt halutaan 16ytaa
luku s € [a, ] siten, ettd sen etdisyys luvusta b on yhtd suuri kuin luvun ¢
etdisyys luvusta a, eli b—s = t—a, misté ratkaistaan s = a+b—t. Kun ¢ kiy
lapi vélin [a, b] luvut "aloittaen” pisteestd a, niin s = s(t) aloittaa pisteesta
b. Sovitaan taltd pohjalta seuraavaa:

Misritelmd 2.13. Olkoon v : [a,b] — C polku. Asetetaan kuvaus &

la,b] — C, jolle
S(t) :=~(a+b—t).
Sanotaan, etti <7 on polun v vastakkainen polku.

Ajatus polun ”piirtosuunnasta” on erityisen merkittdvid, kun kyseessd on
Jordanin tie. Téalloin suunta voidaan karakterisoida sen suhteen, millainen
vhteys tien derivaatalla ja tien sisdpuolella on. Heuristisesti puhuen ase-
tetaan, ettd tien suunta on "positiivinen”, jos sisdpuoli on tien tangentin
vasemmalla puolella, ja "negatiivinen”, jos sisdpuoli on tangentin oikealla
puolella.

Ilmi6én formaalia muotoilua voi pohtia seuraavasti: oletetaan, ettd Jordanin
tien «y sisdpuoli on jiljen +* tangenttivektorin vasemmalla puolella (tdssi
on oletettava, etti tangenttivektori ei ole 0). Visuaalisesti ajatellen on olta-
va niin, ettd kun tangenttia pyoritetdén kulman /2 verran vastapiivién,
osoittaa se tien sisdpuolen suuntaan. Luvussa 1 todettiin, ettd vektorin ro-
taatio vastapédivadn kulmalla 7/2 vastaa vektorin (eli kompleksiluvun) ker-
tomista luvulla ¢. Edelleen "tien sisdpuolen suuntaan osoittaminen” voidaan
madritella siten, ettd kun pyoritetty tangenttivektori skaalataan riittavan
lyhyeksi, sen karakterisoima piste on tien sisipuolella. Siis tien sisdpuoli on
tangentin vasemmalla puolella pisteessi t € (a,b), jos v on derivoituva pis-
teesséd t, 7/(t) # 0, ja on olemassa luku e > 0, jolle v(t) + eiy/(t) € I(y).
Téllainen luku € > 0 on varmasti olemassa, koska I(7) on avoin. Vastaavas-
ti, jos tien sisdpuoli on tangentin oikealla puolella, niin tangentin rotaatio
kulmalla 7/2 my6tapédivién osoittaa sisdpuolen suuntaan. Taltd pohjalta
asetetaan seuraavaa:

Maiédritelmd 2.14. Olkoon v = («, ) : [a,b] — C Jordanin tie sekd A =
{t € (a,b)|¥(t) € C\{0}}. Sanotaan, etti tie vy on positivisesti suunnistettu,
jos jokaiselle t € A on olemassa € > 0 siten, etti

Y(t) + eiy'(t) € (7).
Edelleen sanotaan, ettd tie v on negatiitivisesti suunnistettu, jos jokaiselle
t € A on olemassa € > 0 siten, etté

Y(t) —eiy'(t) € 1(7).

Voisi olettaa, ettd tien piirtosuunnan kdantdminen kiddntdisi myos suunnis-
tuksen — néin todella on:
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Lause 2.15. Olkoon v = (o, ) : [a,b] — C Jordanin tie. Jos v on positii-
wisesti suunnistettu, niin >y on negatitvisesti suunnistettu. Edelleen, jos
on negativisests suunnistettu, nwn <7 on positiivisests suunnistettu.

Todistus. Olkoon A = {t € (a,b) | v'(t) € C\ {0}}. Oletetaan ensin,
ettd v on positiivisesti suunnistettu. Kiinnitetddn ¢ € (a,b) siten, ettd
v(a+b—t) € C\ {0}. On osoitettava, ettd on olemassa luku ¢ > 0,
jolle pétee

() — @iy (t) € 1(7).
Tama yhtalo on auki kirjoitettuna
y(a+b—1t)+ iy (a+b—1t) € I(v).

Koska t € (a,b), niin a < a+b—1t < b, eli erityisesti a + b —1t € A.
Téaten, koska v on positiivisesti suunnistettu, etsityn luvun €; olemassaolo
seuraa suoraan méiaritelméastd 2.14. Viitteen kiddnteinen suunta todistetaan
vastaavasti. ]

3. TIEINTEGRAALI

Jos lukija on huolissaan tien kasitteeseen liittyvien merkintdjen sekavuuk-
sista ja niiden vaikutuksesta tieintegraaleihin, niin huoli on turha: kay il-
mi, ettd tieintegroinnissa olennaista on tien topologinen kdytds. Muiste-
taan, ettd kun (x,y),(a,b) € R? niin pistetulo on laskutoimitus -, jolle
(x,y) - (a,b) = xa + yb. Huomaa, ettd samaa symbolia - kiytetddn myos
kompleksiselle tulolle.

Asetetaan nyt reaalisen tieintegraalin médritelmé (vilkaise |5, $.395-398];
kannattaa tutustua myos kolmiulotteiseen tilanteeseen ldhteessi [2, $.282
288-289)).

Miiritelma 3.1. Olkoon D C R? avoin, f = (u,v) : D — R? jatkuva vek-
torikenttd sekd v = («, B) : [a,b] — D tie. Olkoot nousevassa jirjestyksessi
ai, as, ..., a,—1 ne valin (a,b) pisteet, joissa ' ei ole jatkuva. Lisdksi merki-
tdan ag := a seki a, := b, jolloin v on jatkuvasti derivoituva kullakin valilla
laj,aj11], 7 € {0,1,...,n — 1} (pédtepisteissd toispuoleisesti). Asetetaan

[roas=3 [ sy o (3.

missé - on pistetulon symboli, ja jokaisen vélin [a;, a;11] pddtepisteissd t = a;
ja t = a;41 merkintd /(¢) symboloi toispuoleista derivaattaa. Sanotaan, et-
té fvf -dS on kentin f reaalinen tieintegraali yli tien ~y. Lisdksi otetaan
kiytt6on merkinnét

L udz = nz:; / jj“ w(y(8))o! (1) dt
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seka
/ vdy =) / v(y(1)) 8 (t)dt,
v j=0 v %

jolloin saadaan esitys

/f-d§:/udx+/vdy.
2 8! 8!

Huomaa, etté sileiille tielle 7 yht&lon (3.1) summassa on vain yksi termi.
Kiinnité lisdksi huomiota yhtdlon (3.1) vasemmanpuoleiseen merkintiin:
reaalisessa tieintegraalissa on symboli ds, jonka heuristinen rooli on sama
kuin Riemann-integraalin differentiaalin vastaava. Nimittéin, ds viittaa tien
v derivaatan ja parametrin t differentiaalin tuloon, eli olioon +/(¢)dt. Koska
~" on jéljen ~* tangenttivektori, niin ds on "infinitesimaalinen tangenttivek-
tori”.

Esimerkki 3.2. Olkoon v : [0, 7] — R? ~(t) = (cos(t),sin(t)) seki f(z,y) =
(z,1 — y) kaikille (z,y) € R? (huomaa, ettd v* on puoliympyri). Suoraan
laskemalla saadaan

/f~d§—/ﬂ(cos() | — sin(t)) - (—sin(t), cos(t))dt

= /sm ) + 2cos(t)sin(t)dt (3.2)

Toisaalta, nyt 5 (t) = (cos(m — t), sin(x — t)) = (—cos(t),sin(t)) joten

/ fedi= / "(cos(t), 1 — sin(1)) - (sin(t), cos(t))dt
5 0

™

_ / " sin(t) — 2eos(t)sin(t)dt = —cos(?)

0

Esimerkissd 3.2 kdvi niin, ettd tieintegraalit yli tien ja sen vastakkaisen
tien olivat vastakkaismerkkisid. Kyseessi ei ole sattuma, kuten seuraavasta
lauseesta nahdain.

Lause 3.3. Olkoon D C R? avoin, f : D — R? jatkuva vektorikenttd sekd
v : |a,b] = D tie. Talldin

/Vf-ds*:—/?f-ds?
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Todistus. Merkitadn f = (u,v). Suoralla laskulla saadaan

=— [ flala+b—1) (= (a+b—1))dt
_ fwm+w—¢»-vm+w—wmr—Aﬂﬂvv»-vvx—w>

b
_ ﬂ%ﬂ%f@ﬂrszwﬁ

missd kolmannella rivilla kiytettiin muuttujanvaihtoa r := a 4+ b — t. O

Esimerkki 3.4. Olkoon « : [0,7] — R? ~(t) = (cos(t),sin(t)) sekd ¢ :
0,1] = R?, 6(¢) = (cos(mt),sin(7t)). Huomataan, ettéd jatkuvasti derivoitu-
valle funktiolle p(t) = =t, t € [0, 1], pétee §(t) = v(p(t)) kaikille ¢ € [0, 1].
Téaten ¢ on tien v parametrisaatio. Esimerkissa 3.2 ndhtiin, ettd

/(x,l—y)-d§:—2.
gl

Toisaalta

/5 (2.1 — y) - d5 = /0 (cos(t), 1 — sin(xt)) - (—msin(rt), meos(xt))dt

/ wsin(mt) 4 2wcos(wt)sin(wt)dt
0

1
= —2.
0

(mt)

Cos(mf)

Eipa ole sattumaa tdmékain ilmio, kuten ndhdidn seuraavasta lauseesta.
Nyt paastadn hyodyntdaméan parametrifunktiolta vaadittavaa jatkuvaa de-
rivoituvuutta (katso myos |1, s.95]).

Lause 3.5. Olkoon D C R? avoin, 7 : [a,b] — D tie sekdi p : [c,d] — [a, ]
jatkuvasti derivoituva funktio, jolle pdtee p(c) = a ja p(d) = b. Asetetaan
d:le,d] — D, 6(t) .= ~v(p(t)). Jos f on jatkuva vektorikenttd joukossa D,

nn
/yf-ds*:/é_f-dsf (3.4)

Todistus. Olkoot a; < ag < ... < a,_1 ne vilin (a,b) pisteet, joissa 7 ei ole
jatkuva. Merkitaédn vield ag = a ja a,, = b. Liséksi olkoot pisteet ¢, cq, ..., ¢,
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siten, ettd p(c;) = a; kullekin j € {0,1,...,n}. Nyt saadaan

.Af@eEi/%wawawﬁ=§i/%7wmm»vwwwww

— rp(civ1) ) nol pajp ,
=Y [ t0m) i =Y [ t0m)
=0 Ple) j=0 V%
Y
misséd kiytettiin muuttujanvaihtoa r = p(t). O

Lauseesta 3.5 saadaan intuitiivisesti selva seuraus:

Seuraus 3.6. Olkoon D C R? avoin seki~y : [a,b] — D, § : [c,d] — D teitd,
joille y(b) = d(c). Olkoon lisiksi r teiden ~y ja § yhdiste, eli k : [0,2] — D,
k="y%0. Jos [ on jatkuva vektorikenttd joukossa D, niin

/ﬁf-d§:/f-d§+/5f-d§.

Edelleen, jos annettuna on tiet v; : [a;,b;] — D, j € {1,2,...,n}, joille
K =71 % Yo % - - -k 7y, on mddritelty, niin

/Kf-ds*:jz;/%f-dsf

Todistus. Todistetaan kahden tien yhdistettd koskeva viite. Merkitéén p(t)
t(b— a) + a kaikille ¢ € [0, 1] sekd q(t) = (t — 1)(d — ¢) + ¢ kaikille ¢ € [1, 2].
Nyt tie A(t) := v(p(t)) on tien 7 parametrisaatio, ja B(t) := §(q(t)) tien §
parametrisaatio. Méaaritelmén 2.7 ja lauseen 3.5 perusteella

/ﬁf-d§’:/Af~d§—|—/Bf~d§:/wf-d§’+/5f-d§.

Yleinen tapaus saadaan todistettua vastaavalla paattelylla. Il

Tulokset 3.3, 3.5 ja 3.6 helpottavat tieintegrointia huomattavasti: tien suun-
nistus vaikuttaa ainoastaan integraalin etumerkkiin, parametrisaation valin-
nalla ei ole merkitysta ja integraali yli yhdistetyn tien on summa integraa-
leista yli yhdistettyjen teiden.

k) 3k ok
Ennen kompleksisen tieintegraalin méaritelméa on maériteltéva reaalimuut-
tujan kompleksiarvoisen funktion integraali (katso [1, s.94-95]):

Maaritelma 3.7. Olkoon I C R vili sekd f : I — C funktio. Nyt siis f
voidaan kirjoittaa siis muodossa f = u + v, missa u,v : I — R. Jos u ja v
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ovat Riemann-integroituvia, niin asetetaan

/If(x)dx = /Iu(x)dx+i/lv(x)dx.

Kuten seuraava méairitelmé paljastaa, reaalisen ja kompleksisen tieintegraa-
lin ero tulee olemaan kahden laskutoimituksen vililla:

Maaritelma 3.8. Olkoon D C C avoin ja f = u+iv : D — C jatkuva
funktio. Olkoot lisiksi v = v+ : [a,b] — D tie sekii nousevassa jérjestyk-
sessd ay, ag, ..., a,_1 ne vilin (a, b) pisteet, joissa 7 ei ole jatkuva. Merkitain
vield ag := a ja a, := b. Asetetaan nyt

[raz=30 [ oo (35

missé - on kompleksisen tulon symboli, ja jokaisen vilin [a;, aj41] paétepis-
teissd ¢ = a; ja t = a;41 merkintd ~/(¢) symboloi toispuoleista derivaattaa.
Sanotaan, ettd fv fdz on kentin f kompleksinen tieintegraali yli tien ~ (huo-
maa, ettd nyt merkintd ds on korvattu merkinnalla dz — kyseessd on vain
tapa erottaa integraalit toisistaan).

Huomautus 3.9. Esimerkiksi Conway (|3, s.63|, mééritelma 1.12) mé&rit-
telee myGs kompleksisen polkuintegraalin (Conwayn olettaa, ettd polku on
"darellisesti heilahteleva”, eli rectifiable). Tieintegraalin késite tullaan yleis-
tdmadn poluille myos tésséd tekstissd, mutta vasta luvussa 7.

Reaalisen ja kompleksisen tieintegraalin vililld on seuraava yhteys:

Seuraus 3.10. Olkoon D C C avoin, f = u+ 1w : D — C jatkuva funktio
seki v =a+if: D — C siled tie. Tdlloin

/ fdz = / (u(y (1)) + i (£)) (e () + i (6))dt

- / u(y (1) (t) — v(3(£)F (B)dt

a

i / u(y (1))l (£) — (1) B (E)dt

:/v(u,—v)-d§’+i/7(v7u)-d§

Huomaa, ettd seuraus 3.10 yleistyy véalittomasti tielle v. Ndin ndhdéaan, et-
td kompleksisen tieintegraalin komponentit ovat tiettyjen vektorikenttien
reaalisia tieintegraaleja. Taten monet reaalisiin tieintegraaleihin liittyneet
lauseet patevit myos kompleksisille tieintegraaleille, mika kirjataan ylos suo-
rana seurauksena:
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Seuraus 3.11. Olkoon D C C avoin, f : D — C jatkuva funktio sekd ku-
vaukset 7y : [a,b] — D, 6 : [¢,d] — D teitd. Ensinndkin,

/fdz_ /fdz

Toisekseen, jos 0 on tien vy parametrisaatio, niin

Afdz:/5fdz.

Kolmanneksi, jos v * d on mddritelty, niin

l*dfdz:lfdz+/6fdz,

ja tamd ilmid yleistyy darellisen monen tien yhdisteelle.

Rudin tiivistdda kompleksisen tieintegraalin ominaisuudet ytimekkaasti; lu-
kaise |6, .217-219|.

Esimerkki 3.12. Olkoon v : [0,27] — C, y(¢) = €" seki f : C — C funktio
f(z) =7z, eli f(x,y) =2 — dy. Suoraan laskemalla saadaan

/fdz = /0 ﬂ(cos(t) —isin(t))(—sin(t) + icos(t))dt

21 27
= / Odt + Z/ 1dt = 2mi.
0 0

Johdannon kysymyksissd pohdittiin milloin analyyttisen funktion tai lokaa-
listi integroituvan vektorikentédn tieintegraali yli suljetun tien havida. Ta-
hén ei (tietenkddn) osata sanoa toistaiseksi mitdén, koska kaksi méadritelmas
puuttuu — niihin paneudutaan seuraavassa luvussa. Asetetaan nyt erds toi-
nen madritelma, joka johtaa intuitiivisesti mielekkddseen lemmaan:

Miaaritelmi 3.13. Olkoon v : [a,b] — C tie seki a; < as < ... < ap_1
ne vilin (a, b) pisteet, joissa 7 ei ole jatkuva. Lisdksi merkitdén ag := a ja
a, := b. Talloin tien v pituus on

Z / T )t (3.6)

Huomaa, ettd yhtdlossi (3.6) funktio ¢ — |7/(t)] on oletetusti jatkuva kulla-
kin valilld [a;, aj41] (luonnollisesti v/(¢) symboloi tien toispuoleista derivaat-
taa pisteissd ¢ = a; sekd t = a;1). Téten L(7y) on reaalinen, eli toisin sanoen
tien pituus on aina direllinen. Polun pituutta ei kannata yrittdd maaritelld
vastaavasti, koska lopputulos ei ole vilttamatta reaaliluku — heuristisesti
ottaen polusta saadaan ddrettomén pitkd pakottamalla se "heilumaan” riit-
tavin innokkaasti (polun jilki on jatkuvuuden perusteella rajoitettu joukko,
joten sen jilki ei voi "kadota horisonttiin”).



22

Lemma 3.14. Olkoon D C C avoin, f : D — C jatkuva funktio sekd
v : |a,b] = D tie. Tdlldin pitee

L fdz

missd M = max ;c[q) |f(v())].

< ML(v),

Todistus. Koska v on jatkuva, niin v* on kompakti. Edelleen, koska |f| on
jatkuva joukossa v* (eli |f| on jatkuva avoimessa joukossa D, johon ~* si-
saltyy), niin vditteen luku M on olemassa. Olkoot jilleen nousevassa jarjes-
tyksessd ai, as, ..., a,—1 ne vilin (a,b) pisteet, joissa 7' ei ole jatkuva, sekd
ap = a ja a, = b. Nyt paatelladn

ag+1 a‘J+1
m%- ﬁ<z/ )l ()
nolopajn
<uy [ ol =),
j=0 "%

ja asia on selvd (katso [1, s.100, lause 2.3]). Vastaava ilmid pétee myos
jatkuvalle vektorikentélle, kun tieintegraali on reaalinen. ]

4. ANALYYTTISYYS

Miéritelma 4.1. Olkoon D C R? avoin ja f = (u,v) : D — R? vektori-
kenttd. Sanotaan, ettdi f on lokaalisti integroituva, jos f on C'-kenttd, ja
lisdksi patee

ov  Ou
e 8_y (4.1)

Jos U on suljettu joukko, niin sanotaan, ettd f on lokaalisti integroituva
joukossa U, jos f on lokaalisti integroituva avoimessa joukossa F, jolle U C
E.

Asetetaan nyt kaksi erittidin térkedd maaritelmas:
Maaritelmi 4.2. Olkoon D C Cja f = u+iv : D — C funktio. Olete-

taan, ettd raja-arvo

flz+h) - f(2)

h—0, heC h

(4.2)

on olemassa pisteessd z € D (ja kuuluu joukkoon C). Talloin merkitdén

&)= Lpe) = i JEXNZTE)

h%O heC h

ja sanotaan, ettd f on kompleksisesti derivoituva tai lyhyemmin derivoituva
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pisteessi z. Luku f’(z) on funktion f (kompleksinen) derivaatta pisteessd
2.

Maaritelma 4.2 muistuttaa reaalisen derivaatan vastaavaa, mutta vaatii
enemmén: erotusosamadirissi (4.2) luku h on kompleksiluku. Téaten se voi
ldhestya nollaa "mielivaltaisesti”. Seuraavaksi késitteellistetdan funktiot, jot-
ka ovat derivoituvia avoimessa joukossa:

Maéaritelmi 4.3. Olkoon D C C avoin ja f = u+iv : D — C funktio. Jos
f on derivoituva jokaisessa pisteessd z € D ja funktio z — f’(z) on jatkuva
joukossa D, niin sanotaan, ettd f on analyyttinen joukossa D. Edelleen
sanotaan, ettd f on analyyttinen pisteessi z € C, jos f on analyyttinen
jossakin pisteen z avoimessa ympéristossé. Liséiksi, jos U C C on suljettu,
niin sanotaan, ettd f on analyyttinen joukossa U, jos f on analyyttinen
avoimessa joukossa E C C, jolle U C E.

Huomautus 4.4. Huomaa, ettd analyyttisyyden mééritelméa vaatii derivaat-
tafunktion f’ jatkuvuuden. Voidaan kuitenkin osoittaa (ei mitenkéién eri-
tyisen vaivattomasti), etti timé vaatimus on turha: derivaatan jatkuvuus
avoimessa joukossa D seuraa siitd, ettd erotusosaméérd (4.2) on olemas-
sa kaikille z € D. Itse asiassa analyyttinen funktio on jopa airettOomésti
derivoituva (eli silld on kaikkien kertalukujen derivaatat), mikd on perin
hammastyttavia. Tama ilmié voidaan todistaa osoittamalla, ettd analyyt-
tinen funktio on esitettavissa lokaalisti potenssisarjana. Kun potenssisarjaa
derivoidaan "termeittiin”, saadaan alati korkeamman kertaluvun derivaat-
toja (katso [1, s.128, lause 7.3 seki .72, lause 5.1]). Jatkuvuusoletus sisél-
lytetadn méadritelméin 4.3 siksi, ettd se helpottaa analyyttisten funktioiden
kisittelyd huomattavasti.

Huomautus 4.5. Langin teoksessa [1]| esiintyy kéisite holomorphic function,
jolla tarkoitetaan edelld maériteltyd analyyttistd funktiota. Lang tarkoit-
taa ilmaisulla analytic function funktiota, joka on esitettivissad lokaalisti
potenssisarjana. Kuten huomautuksesta 4.4 ilmenee, holomorfisuus ja ana-
lyyttisyys tarkoittavat tasmélleen samaa ilmiotd (mink& Lang toteaa itsekin
painokkaasti; katso |1, s.129]). Vastaavasti toimii Kodaira; katso [4, s.11].
Kasitteistoon liittyy téllaista lievdd sekavuutta, joten tarkkuutta vaaditaan.

Huomautus 4.6. Olkoon I C R avoin joukko sekid f : I — R reaalisesti de-
rivoituva funktio. T&ll6in reaalinen derivaatta f’ ei ole vilttaméatta jatkuva
joukossa I, kuten ndhtiin esimerkissé 2.9.

Esimerkki 4.7. Olkoon f(z) = 2? kaikille z € C. Tllsin

flz+h)—f(z)  (2+h)*—2* 22+2zh+h*—2*

h B h B h
=2z4+h— 2z, kunh — 0.
Siis f’(z) = 2z joukossa C. Koska f’ on selvésti jatkuva, on f analyyttinen
joukossa C.

On sangen helppoa 16ytad funktio, joka ei derivoidu missédin:
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Esimerkki 4.8. Olkoon f(z) = z. Talléin

h B h R

flz4+h)—f(z) Z+h—-% E

Jos h # 0 on reaaliluku, niin h/h = 1. Toisaalta, jos h on muotoa h = is,
s € R\ {0}, niin h/h = —is/(is) = —1. Eli hiukan epétismillisesti sanoen
erotusosaméadrilld on eri raja-arvot, kun A ldhestyy nollaa reaaliakselia ja
imaginaariaskelia pitkin. Téaten f ei ole derivoituva pisteessd z € C.

Otetaan vield kolmas esimerkki, joka muistuttaa derivoituvuuden ja ana-
lyyttisyyden erosta:
Esimerkki 4.9. Olkoon f(z) = z% Nyt

fz+h) —f(z) (E+h)(E+h)—2z h°+2zh h __h

h - h =T T T ER

Esimerkissi 4.8 havaittiin, etti osaméirilld h/h ei ole raja-arvoa, kun b — 0
tasossa. Téten ainoa piste jossa f voi olla derivoituva, on z = 0. Téssa

. . e e .. 72
pisteessi erotusosaméira on siis A /h. Nyt
2
Wl Jhl?

| Ikl

h =|h| = 0, kun h — 0.

Téten f on derivoituva pisteessd z = 0, ja f'(0) = 0. Toisaalta f ei ole
analyyttinen pisteessd 0, koska f ei ole derivoituva yhdessikiin pisteen 0
avoimessa ymparistossa.

Kompleksisella derivaatalla on samanlaisia ominaisuuksia kuin reaalisella-
kin, miké ilmenee seuraavasta lauseesta.

Lause 4.10. Olkoot D, E C C avoimia joukkoja sekd f : D — C, g: D — C
ja h : E — D funktioita. Jos f on kompleksisesti derivoituva pisteessd
z € D, on f jatkuva pisteessd z. Lisdksi, niissd mddrittelyjoukkojensa pis-
teissd z, joissa f, g ja h ovat kompleksisesti derivoituvia, pdtevit yhtdildt

1) (af +bg)(2) =af'(z) +bg'(2) kaikille a,b € C,
(f9)'(2) = f'(2)9(2) + g'(2) f(2),

(1/1)(2) = =f'(2)/ f(2)* kun f(z) #0

(

goh)(z) = (g o h)(2)l'(2).
Todistus. Katso [1, s.27-30]. O

(\V]

3

)
)
)
4)

Esimerkki 4.11. Lauseen 4.10 avulla on helppo [6ytdd polynomifunktion
derivointisddnto: asetetaan kaikille z € C

f(Z) = anzn + an_lzn_l 4+ ...+ a1z —+ Qg,

missd n € N ja kertoimet a,,...,ay ovat kompleksilukuja. Kayttamalla
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lauseen 4.10 yht#loa 2) induktiivisesti saadaan £ 2" = nz""!, jolloin kaavan

dz
1) mukaan
f(2) =na, 2"+ (n— 1Dan_12"" 2+ (n — 2)a,_22" 2 + ... +a;.
Liséiksi, koska f’ on selvésti jatkuva, niin f on analyyttinen koko tasossa.

Erotusosaméérin (4.2) kdyttdminen voi olla tyoldstd, mikd motivoi etsi-
méan helppokiyttoisempié tapoja analyyttisyyden selvittimiseksi. Seuraa-
va lause, jota jatkossa tullaan soveltamaan useaan otteeseen, paljastaa funk-
tion derivoituvuuden ja komponenttikuvausten vilisen yhteyden.

Lause 4.12. Olkoon D C C avoin ja f = u+ v : D — C analyyttinen
funktio. Tallin f toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtalét

— seki — = ——. (4.3)

Lisdksi pdtee

Todistus. Olkoon z = (x,y) € D sekd h # 0 reaaliluku. Nyt

f(z+h)— f(2) u(z + h) —u(z) v(z+h)—v(z)

Hm 3 = Jm 3 + lim

i Mt hy) —u@y) e v(@thy) — (@ y) (4.5)
h—0 h h—0

B ou Ov

= %(z) + zg(z)

Olkoon sitten h muotoa h = is, s € R\ {0}. Télloin 1/h = —i/s, joten
saadaan

i JETN ZIE) g wlz ) mulz)

h—0 s—0 S s—0

v(z+h) —v(z)

— —4 lim U({L‘,y—f—S) _ U(I7y) + lim U($7y+8) _ U(ZE,y)

s—0 S s—0 S

Ou ov
—Za—y(z) + a—y(z)-

(4.6)

Vertaamalla kaavoja (4.5) ja (4.6) ndhdddn valittomasti, ettd
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ou ov . Ov B ou
%(2) = a—y(Z) seké %(Z) = —a—y(Z),

joten yhtalot (4.3) pitevit joukossa D. Edelleen viitteen kaava (4.4) seuraa
siitd, ettd yhtildiden (4.5) ja (4.6) raja-arvot ovat f'(z). O

Lausetta 4.12 voidaan soveltaa esimerkiksi funktioon f(z) =%z = x — iy, ja
heti huomataan, ettd toinen yhtéldista (4.3) saa jarjettomén muodon 1 =
—1. Téten f ei ole derivoituva missadn, kuten jo esimerkissi 4.8 todettiin
(kiiyttamalla samaa tarkastelua kuin lauseen 4.12 todistuksessa). Toisaalta,
esimerkin 4.9 funktiolle f(z) = z? saadaan esitys f(z,y) = 2> — y* — 2xyi.
Soveltamalla yht&loita (4.3) tdhén funktioon saadaan yhtélot —2y = 2y se-
ki 2x = —2z, joiden ainoa ratkaisu on z = (x,y) = (0,0). Ei mitenki&n
yllittévii, koska tunnetusti f(z) = 22 on derivoituva ainoastaan origossa.

Seuraus 4.13. Olkoon D C C avoin ja f = u+ v : D — C analyyttinen
funktio. Tdlloin kentat (u, —v) ja (v,u) ovat lokaalisti integroituvia.

Todistus. Cauchyn ja Riemannin yhtélot (4.3) antavat lokaalin integroitu-
vuuden vaatiman ominaisuuden (4.1) molemmille véitteen kentille. Edelleen
vhtédlo (4.4) takaa, ettd funktioiden u ja v osittaisderivaatat ovat jatkuvia
(koska mééritelmén 4.3 mukaan f’ on jatkuva, kun f on analyyttinen). [

Vertaamalla seurausta 4.13 seuraukseen 3.10 ndhdéén, ettd lokaali integroi-
tuvuus ja analyyttisyys liittyvét toisiinsa mielekkéélla tavalla tieintegroin-
nin kannalta. Toinen kaunis yhteys saadaan differentioituvuuden ja analyyt-
tisyyden vélille: maaritelmén 1.4 jalkeisessd kommentissa todettiin, ettd ta-
son pisteessa a differentioituvaan vektorikenttddn f = (u,v) liittyy Jacobin
matriisi

Jos f on derivoituva pisteessé a, saa L, yhtdldiden (4.3) nojalla muodon

{ o (@) %Z(a)} |

~%(a) Pi(a)

Lo =

joka on derivaatan f'(a) = 2%(a) — ig—;j(a) matriisiesitys. Huomaa siis, et-
td kompleksinen derivoituvuus johtaa differentioituvuuteen, koska L, (h)
voidaan esittdd kompleksilukujen tulona. Kéédnteinen implikaatio ei toteu-
du: esimerkiksi kuvaus f(z,y) := (x,0) = = on differentioituva, mutta ei

kompleksisesti derivoituva.

Differentioituvuuden avulla saadaan osoitettua lauseen 4.12 kiénteinen vas-
tine:

Lause 4.14. Olkoon D C C avoin ja f = u +iv : D — C C-funktio, joka
toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtalot (4.3). Talldin f on analyyttinen.
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Todistus. Koska f on C'-funktio, funktioiden u ja v reaaliset osittaisderi-
vaatat ovat jatkuvia joukossa D. Téten riittdd osoittaa, ettd f on derivoitu-
va, jolloin derivaatan f’ jatkuvuus (ja titen myos funktion f analyyttisyys)
seuraa yhtdlostd (4.4). Nyt huomautuksen 1.5 (eli ldhteen |2, 5.127, lause
9]) mukaan f on differentioituva joukossa D. Sovelletaan yhtaloa (1.5): kun
|h| > 0 on riittdvén pieni, on olemassa funktio € siten, ettd e(h)/|h| — 0,
kun A — 0. Lisdksi voidaan kirjoittaa

fla+h) = Lo(h) + f(a) + €(h),

missé L, on kuvauksen f Jacobin matriisi pisteessi a. Koska €(h)/|h| — 0,
kun h — 0, niin my6s €(h)/h — 0, kun h — 0 (missé siis h ja €(h) on tul-
kittu kompleksiluvuiksi). Lisdksi yhtaloiden (4.3) nojalla

L) = | 5@ - g -

missé - on kompleksinen tulo. Niin ollen

fla+h)—fla) Ou

9u 4y = Ou ou Ou
h = o Z@y

(@) + c()/h = G (@) = i @),

kun h — 0, joten f on derivoituva pisteessi a. Samalla néhtiin, ettd f'(a)

%(a) - ig—Z(a), mikd todistettiin jo lauseessa 4.12.

o

Lauseen 4.14 ilmi6 voidaan todistaa eri tavoilla; katso esimerkiksi (yksiu-
lotteista) véliarvolausetta hyodyntiava Conwayn esitys [3, s.41-42|. Lang
kily asiat ldpi menemitta yksityiskohtiin; katso [1, s.31-33|. Yhdistamaél-
14 lauseet 4.12 ja 4.14 saadaan analyyttisyys karakterisoitua kauniisti:

Seuraus 4.15. Olkoon D € C avoin ja f : D — C C'-funktio. Tilloin f
on analyyttinen jos ja vain jos [ toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtdlot

(4.3).
Seurauksen 4.15 valossa on aihetta mainita Loomanin ja Menchoffin lause:

Olkoon D C C on avoin ja f = u+iv : D — C jatkuva funktio, jonka
komponenteilla u ja v on reaaliset osittaisderivaatat joukossa D. Talloin f
votdaan esittida lokaalisti potenssisarjana joukossa D jos ja vain jos [ to-
teuttaa Cauchyn ja Riemannin yhtdldt joukossa D.

Téamai ilmi6 todistetaan esimerkiksi ldhteessd |7, s.48, lause 1|. Kuten huo-
mautuksessa 4.4 todettiin, funktion lokaalin potenssisarjaesityksen olemas-
saolo on yhtdpitavda analyyttisyyden kanssa.

Esimerkki 4.16. Olkoon f(z) = e* = **% kaikille z € C. Télléin f(z) =
u(z) + iv(z) = e cos(y) + ie"sin(y), joten heti nihddin, ettd f toteuttaa
Cauchyn ja Riemannin yhtilot (4.3). Edelleen lauseen 4.12 nojalla f'(z2) =
e*cos(y) —i[—e"sin(y)] = e?, eli eksponenttifunktio f on itsensi derivaatta.
Koska f’ on jatkuva, on f analyyttinen joukossa C.
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Kay ilmi, ettd lokaalisti integroituvien kenttien reaalisilla tieintegraaleilla
on "taipumuksena” olla tiesti riippumattomia (joten seurausten 4.13 ja 3.10
nojalla vastaava taipumus on my0s analyyttisten funktioiden kompleksisilla,
tieintegraaleilla). Viihdyttévé esimerkki aiheesta:

Esimerkki 4.17. Asetetaan f(x,y) := (zy?, 2%y) kaikille (x,y) € R% Nyt

d(zy?) d(x%y)
By T o

Liséksi kentdn f komponenttikuvausten osittaisderivaatat ovat kaikkialla
jatkuvia, joten f on lokaalisti integroituva koko tasossa. Méiritellddn tie
v :10,2] = R2, () = (t,t — %), jolloin ~* on funktion t — t — t* graafi yli
vilin [0, 2] (katso kuva 4). Suoralla laskulla saadaan

/f‘ds”z/U f(v(t))~7’(t)dt=/0 ([t — 122, 2t — 7)) - (1,1 — 2t)dt
= /2(3155 — 5t* +2t%)dt = <%t6 — "+ %t‘*)

0

2
= 8.
0

(4.7)
Miiritelliéin seuraavaksi tie d; : [0, 507] — R? asettamalla
01(t) = (t cos(t),tsin(t/3)).
Joukko & niikyy kuvassa 5. Nyt 6;(0) = 0 ja §,(507) = (507, 25v/37). Talti
pohjalta asetetaan tie d, : [507, 517] — R2, jolle

S5lm —t
T

5 (t) = (2,-2) + (50m — 2,25V/3m + 2).

Tien d, méadritelma voi olla hiukan sekava, mutta sen “toimintaperiaattee-
na” on vain erotusvektorin (507, 25v/37) — (2, —2) skaalaaminen siten, etti
jalki 03 on jana pisteestd (507, 254/3) pisteeseen (2, —2). Olennaista on se,
ettd nyt tien 0, péitepiste on tien dy alkupiste, joten voidaan muodostaa
yvhdiste k := d; % d5. Jilki k* on esitetty kuvassa 5. Huomaa, ettd nyt teilld
v ja k on samat alku- ja pidtepisteet. Seurauksen 3.6 nojalla

/f-d§: fods+ | f-ds
K 01

02

Huumori on totta kai siiné, ettd namé integraalit ovat auki kirjoitettuina
erittain epéaselvid (kehotan lukijaa kokeilemaan laskuja kynén ja paperin
kanssa). Tietotekniikan avulla laskeminen onnistuu, ja saadaan

/Hf-ds*:&

Vaikka tie x on hyvinkin "kaoottinen” verrattuna tiehen v, ovat kentdn f
tieintegraalit teiden yli samanarvoiset. Nyt lauseen 3.6 nojalla yhdisteelle
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Kuva 4. Tien « jalki on paraabelin osajoukko.

150

Kuva 5. Tien k jalki muodostuu "vidnnetysta spiraalista” oy
(punainen viiva), sekii janasta 65 (sininen viiva).

N =K % <7 saadaan

Af'd§=Lf~d§—/f~d§:0.

Tamaé ei tietenkddn ole sattumaa, kuten tullaan huomaamaan.

29
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5. GREENIN LAUSE

Tésséd kappaleessa annetaan ensimmaéiset vastaukset johdannon kysmyksiin
(0.3) ja (0.4). Aloitetaan méaritelmilla:

Maaritelma 5.1. Olkoon D C C epétyhja, avoin ja yhtendinen joukko.
Talloin sanotaan, ettd D on alue. Oletetaan, ettd on olemassa Jordanin tie
v : la,b] — C siten, ettd v* C dD. Merkitdan A = {t € (a,b) | ¥'(t) €
C\ {0}}. Jos jokaiselle t € A on olemassa € > 0 siten, etta

v(t) + e/ (t) € D,

niin sanotaan, etti v on suunnistettu positiivisesti suhteessa alueeseen D.

Miéritelmi 5.2. Olkoon E alue ja D := E alueen F sulkeuma. Oletetaan,
ettd on olemassa Jordanin tiet v; : [a;,b;] — R?, j € {1,2,...,n}, joilla on
seuraavat ominaisuudet:

1) 7 A = 2, knj £k
2) kullekin j € {1,2,...,n} joukko {t € [a;,b;] | vj(t) = 0} on &arellinen;

n
3) U v; = 0D, missd kukin tie v; on suunnistettu
j=1

positiivisesti suhteessa alueeseen E.

Télloin sanotaan, ettd D on wydhyke. Lisdksi, kun f on jatkuva vektori-
kenttd joukossa D, niin kentdn f (reuna)integraali yli joukon D reunan on

n

f-ds = f-ds.

Jos edelld n = 1, niin sanotaan, ettd 7; on joukon D reunatie.

Vydhykkeen kiisite antaa tdsmaéllisen merkityksen ajatukselle “joukon reu-
naa pitkin integroimisesta”. Huomaa, ettd vyohykkeen reuna sisialtiid vain
adrellisen médran "jyrkkia kddnnoksia” (eli pisteita ¢, joissa jollekin j pétee
7;j(t) = 0 tai 7}(t) ei ole olemassa). Esimerkiksi kahden sisikkéisen ympy-
ran muodostaman “donitsin” sulkeuma on vyohyke, koska ympyrét voidaan
esittid sopivasti suunnistettujen teiden jélkini (sisemmén ympyran on “piir-
ryttava myotapaiviaian”). On syytd nimetd kaksi vyohykkeen erikoistapausta:

Maéaritelma 5.3. Olkoot f, g : [a,b] — R jatkuvasti derivoituvia funktioi-
ta, joille f(t) < g¢(t) kaikille t € (a,b). Liséksi oletetaan, ettd f on joko
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injektio tai vakiokuvaus, ja edelleen myds g on joko injektio tai vakioku-
vaus. Talloin vyohykkeité

Dy:={(z,y) eR’|a<a <b, flx) <y<g(a)}

ja
Dy = {(z,y) eR*|a <y <b, fly) <z <gly)}

kutsutaan yksinkertaisiksi vyohykkeiksi (katso kuva 6).

Huomautus 5.4. On helppo nidhda, ettd méaaritelman 5.3 joukot D; ja Do
todellakin ovat vyohykkeitd: esimerkiksi joukon D, tapauksessa asetetaan
janat 11 (t) := (a, f(a) + tlg(a) — f(a)]), 72(t) == (b, f(b) + t[g(b) — f(b)])
kaikille ¢ € [0, 1] (huomaa, ettd nédiden janojen kuvajoukot ovat voivat olla
vksioitd). Edelleen asetetaan 01(t) := (¢, f(t)) sekd do(t) := (¢, g(t)) kaikille

€ [a,b]. Jos f(a) # g(a) sekd f(b) # g(b), niin joukon D; reunaticksi
kelpaa yhdiste £ 1= &; * Yo * 0 * 37. Jos fla) = g(a) (tai f(b) = g(b)),
niin tien x madritteleviistd yhdisteestd poistetaan %7 (tai 72) muuttamatta
muiden yhdistettdvien teiden jarjestysta.

Seuraavaksi todistetaan Greenin lause yksinkertaiselle vyohykkeelle.

Lause 5.5. Olkoon D yksinkertainen vyohyke sekd f = (u,v) Ct-vektorikentti
joukossa D. Talloin pdtee

de ds—// (%—a—?) dA. (5.1)

Todistus. Oletetaan, ettd D voidaan esittdd médritelmén 5.3 joukkona Dy,
missid f ja g ovat injektioita (tapaukset, joissa ainakin toinen funktiois-
ta on vakiokuvaus, todistetaan vastaavalla tavalla). Oletetaan vield, etti
f(a) # g(a) seka f(b) # g(b), ja olkoot &1, da, 71,72 ja k kuten huomautuk-
sessa H.4. Talloin Fubinin lauseen nojalla

[ s - - / / %ty =~ /ab(u(x,g(fc))—U(Lf(x)))dx

:_/a w(w, gz ))d:c—l—/abu(x,f(a:))d;z:.
(5.2)

Oletetaan nyt, ettd f(b) < g(a), kuten kuvassa 6 (toiset kaksi vaihtoehtoista
tapausta todistetaan vastaavasti).

Koska funktiot g ja f ovat jatkuvia injektioita suljetulla valill4, ovat ne myo6s
surjektioita. Téten on olemassa kidnteisfunktiot g~ : [g(a), g(b)] — [a,b] ja
f~t:[f(a), f(b)] = [a,b]. Niin ollen saadaan
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y=g(x)

y=f(x)

Kuva 6

// A= / / —d:z:dy+/ /—d:vdy

g(b) g(a)
+/f v(b,y)dy—/f v(a,y)dy.

(0) (a)

Olkoon x kuten huomautuksessa 5.4. Viitteen reunaintegraalille on

f-d§:/f-d§:/uda:+/vdy,
oD K K K

(5.3)

(5.4)
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missa
/udw=/udm+/ udm+/ ud:v—i—/ udzx
g n 72 % i (5.5)
:/udx+/udx—/udx—/ udz.
o1 Y2 02 Y1
Ensinnékin
b
/udaf:/ u(t, f(t))dt, seki /udx:O:/ ud. (5.6)
! a 72 Y1
Lisaksi

b
/ udr = / u(t, g(t))dt. (5.7)
09 a
Yhdistamilla yhtdlot (5.5), (5.6) ja (5.7) saadaan

/H udz = / bu(t, F(t))dt — / bu(t, g(t))dt. (5.8)

Vertaamalla kaavoja (5.8) sekéd (5.2) todetaan, ettd

_ / /D g—ZdA: / ud. (5.9)

Toimitaan vastaavasti funktion v suhteen. Ensinnikin

/Udy:/ vdy+/ vdy—/ vdy—/ vdy. (5.10)
K o1 Y2 2 Y1

Nyt saadaan

[ vy = [ otb o)+ tlav) — r0a) — F)
g(b)

(5.11)
— [ oty
f(®)
missd kdytettiin muuttujanvaihtoa y = f(b) + t[g(b) — f(b)]. Lisaksi
[ vty = [ o f@) + tlta) - F@)(gta) - Fla)i
" ° (5.12)

g(a)
= / v(a,y)dy.
f(a)

Tielle §; on parametrisaatio €,(t) := (f7'(¢),t), t € [f(a), f(b)], joten
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lauseen 3.5 nojalla

f(b)
dy = [ vdy = v(fH(¢), t)dt. 5.13
/51vy / y /f(a) (F (), ) (5.13)

Vastaavasti tielle d, on parametrisaatio ex(t) := (g7 (¢),t), t € [g(a), g(b)],

joten
9(b)
/vdy:/vdy:/ v(g H(t), t)dt. (5.14)
52 €2 g(a)

Yhdistamaélla yhtélot (5.10), (5.11), (5.12), (5.13) sekd (5.14) saadaan

f(®) 9(b)
/vdy—/ )dt+/ v(b,y)dy
f(a) f(®)

g(a)
— v(g7L(t), t)dt — v(a,y)dy.
/g(a) (g7 (1), )it /f(a) (a,9)dy

Vertaamalla kaavoja (5.15) ja (5.3) ndhdadn, etté

/ %A= /dy. (5.16)

Viitteen yhtdlo (5.1) seuraa yhdistamalld yhtélot (5.9) ja (5.16). Todis-
tus suoritetaan vastaavalla tavalla, jos D on esitettdvissd méaritelmén 5.3
joukkona Dy (katso |2, s.346-348| sekd |8, s.406-413]). O

(5.15)

Verrataan nyt yhtélod (5.1) lokaalin integroituvuuden mééritelmadn 4.1.
Koska lokaalisti integroituvalle vektorikentélle f = (u,v) pétee

ov  Ou

ox Oy’
niin lauseesta 5.5 saadaan valiton seuraus:

Seuraus 5.6. Olkoon D yksinkertainen vychyke seki f = (u,v) lokaalisti
integroituva vektorikenttd joukossa D. Tdlloin pdtee

/ f-ds=0. (5.17)
oD

Seuraus 5.6 olisi aihetta yleistdd monimutkaisemmille vyohykkeille, jolloin
saataisiin melko kattavat vastaukset johdannon kysymyksiin (0.3) ja (0.4).
Ikdva kylld yhtélo (5.1) on hyvinkin hankala kisiteltévd, kun vyohykkeen
kiytosta ei rajoiteta riittavisti. Toisaalta, jos vyohyke on siisti”, niin se voi
olla jaettavissa ddrelliseen madrdin yksinkertaisia vyohykkeitd. Kuvassa 7
esitellian tdman tekniikan idea: oletetaan, ettd vyohykkeen D reuna muo-
dostuu teiden v ja ¢ jiljistd. Etsitddn ne tason pisteet, joissa vyohykkeen
reuna “kadntyy”. Niihin kddnnospisteisiin asetetaan vaaka— ja pystysuuntai-
sia janoja, jotka jakavat vyohykkeen yksinkertaisiin vyohykkeisiin.
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Jos lisdksi f = (u,v) on lokaalisti integroituva kenttd vythykkeessd D, niin

KuvA 7. Teiden v ja ¢ jiljet rajaavat vyohykkeen, joka on
edelleen jaettu yksinkertaisiin vyohykkeisiin. Jakoon voidaan
kiyttad myos vaakasuuntaisia janoja.

seurauksen 5.6 nojalla kentin f integraali yli kunkin yksinkertaisen vyohyk-
keen reunan on 0. Toisaalta, kun tieintegraaleja lasketaan jakoon kiytettyja
janoja pitkin (jotka eivit sisélly teiden v ja ¢ jélkiin), niin janaintegraalit
kumoavat toisensa vastakkaissuuntaisina. Téaten jiljelle jid ainoastaan ken-
tdn f integraali yli vyShykkeen D reunan, joten kyseisen integraalin arvo
on 0. Téssé jakoperiaatteessa on kuitenkin (kddnnospisteiden médrittelyn
liséiksi) erds ongelma: kd#innospisteité voi olla ddrettomaisti. Pieni pohdinta
paljastaa, ettd téllainen tilanne johtaa suuriin vaikeuksiin.

Lahestytddn aihetta erilaisesta suunnasta: koska suorakulmiot ovat yksin-
kertaisia vyohykkeitd, niin voisi kuvitella, ettd yhtdlo (5.1) toteutuu myds
“suorakulmiota muistuttaville” vyohykkeille. Ndin todellakin on, jos vyohyke
voidaan esittdd sopivan kuvauksen I' kuvana suorakulmiosta (katso Buckin
selvitys aiheesta: [8, 5.410, lause 7]). Toisaalta ilmitn yleistdmisen kanssa al-
kavat jalleen ongelmat: milld ehdoilla mielivaltainen vyohyke voidaan jakaa
tallaisiin "muokattuihin suorakulmioihin”? Té&ssd kohtaa on syyta tukeutua
kirjallisuuteen: Kodaira todistaa ([4, s.80-99|), ettd jokainen vyGhyke on
jaettavissa erdédnlaisiin “muokattuihin suorakulmioihin”, kunhan muunnok-
selle T asetetaan sopivat ominaisuudet (jotka eroavat merkittévisti Buckin
esityksesti). Otetaan tiaten kiyttoon Kodairan médritelmén mukainen solu
(katso [4, s.77, madritelma 2.4|):

Maéaritelmd 5.7. Asetetaan suorakulmio K = {(¢,s) € C|a <t < 5,0 <
s < 1}. Olkoon T' : K — C jatkuva kuvaus, jolle osittaisderivaatat
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or or . o o
os’ ot 1 dsot ~ otos

ovat jatkuvia. Joukko I'(K') on solu, jos kuvaus I' toteuttaa seuraavat eh-
dot:

1) I'(K) on suljettu, I'(Int(K)) = Int(I'(K)) ja reuna OI'(K') voidaan esit-
tad Jordanin tien v : [c,d] — C jilkend, jolle 7/(t) = 0 &dérellisen monessa
pisteessé t € [c, d].

2) Merkitddn Ly = {(t,0) |a < t < b}, Ly = {(b,s) |0 < s < 1},
Ly = {(t,1) |a <t < b} ja Ly = {(a,s) |0 < s < 1}. Nyt kullekin
J € {1,2,3,4} pétee, ettd kuva I'(K;) on joko yksi6 tai esitettévissd siledn
injektiivisen tien v; : [c;, d;] — C jélkend, jolle 7}(t) # 0 kaikille t € [c;, d;].
3) Poistetaan joukosta K ne osajoukot Kj, j € {1,2,3,4}, joille I'(K;) on
vksio. Merkitdédn jaljelle jadavaa joukkoa symbolilla K’. Talloin rajoittuma
[': K" — I'(K') on injektio, jolle pitee

or or
Im (g(t, S)E(z@s)) >0

kaikille (¢,s) € K'.
4) Kun s € [0, 1] on kiinte&, niin kuvaus ¢ — I'(¢, s) on joko vakiokuvaus tai
or

pitee 5-(t,s) # 0 kaikille ¢ € [a, b]. Vastaavasti, kun ¢t € [a, b] on kiinted, niin

kuvaus s — I'(t, s) on joko vakiokuvaus tai 2L (¢, s) # 0 kaikille s € [0, 1].

Maéaritelma 5.8. Olkoon D C C suljettu ja yhtendinen. Oletetaan, etté
on olemassa solut Ky, Ko, ..., K,, siten, ettd joukolle D patevit seuraavat
ehdot:

1) Kun j # [, niin Int(K;) N Int(K;) = @.

2)D =K, UKyU..UK,.

3)Kun j # [ ja K; N K; # @, niin joukko K; N K; on joko yksid tai
esitettdvissa siledn injektiivisen tien v : [a,b] — C jélkené, jolle ~/(t) # 0
kaikille ¢ € [a, b].

Nyt sanotaan, ettd H := {K, Ky, ..., K,,} on joukon D solujako (katso [4,
5.80]).

Lause 5.9. Olkoon D wvyéhyke. Talldin joukolle D on olemassa solujako.

Todistus. Ei todisteta tdssi. Viite vaikuttaa intuitiivisesti triviaalilta, mut-
ta tdsmaéllinen todistus on kauniisti sanottuna tyolés; katso [4, s.80-99]. O

Lauseen 5.9 perusteella olisi mielekéistd yleistédd yhtdlo (5.1) solulle. Ikéivéi
kylla solun méaritelméan liittyva muunnos I ei ole "riittévén siisti”: differen-
tiointia ja muunnoksen soveltamista ei voida kisitelld vaihdannaisina. Toi-
saalta, koska téssi tutkielmassa tutkitaan tieintegraalien hidvidmistd, niin
yhtélé (5.1) on tavoitteen kannalta turhankin raskas tyokalu. Todistetaan
sen sijasta kaava (5.17) solulle D kdyttamélla perin yllattavaa todistustek-
niikkaa. Esitys noudattaa Kodairan vastaavaa (katso [4, s.42, lause 1.14|),
joskin Kodaira késittelee tdssi yhteydessid analyyttisen funktion kompleksi-
sia tieintegraaleja.
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Lause 5.10. Olkoon D solu sekd f = (u,v) lokaalisti integroituva vektori-
kenttd joukossa D. Tédlléin pitee

f-ds=0.
oD

Todistus. Olkoon I = (A, B) mééritelmén 5.7 mukainen kuvaus, jolle I'(K') =
D (missd my6s suorakulmio K on kuten médritelméssi 5.7). Asetetaan kul-
lekin s € [0, 1]

vs(t) :=T'(¢, s) kaikille ¢ € [a, b], (5.18)

jolloin solun mééaritelmén nojalla kukin ~, on tie (huomaa, ettd -, ottaa
vastaan suorakulmioon K sisdltyvan vaakasuuntaisen janan ja “taivuttaa”
sen jaljeksi 47 — kun kaikki téllaiset "vidnnetyt janat” yhdistetdan, muo-
dostuu vydhyke D). Vastaavasti kullekin ¢ € [a, b] médritellddn tie

7' (s) := T'(t, s) kaikille s € [0, 1]. (5.19)

Titen solun D reunatie on yhdistetty tie r := v * 7° % * %, ja ndin ollen

. f.dg= Lf - d3. (5.20)

Tutkitaan derivaattaa

missd on otettu kiyttéon lyhennetyt merkinnét

0A  0A 0B 0B
:=I(ts), = := —(t,s)sekd — = —(t,s).
(t,5), S = (s seldi o= 2 (1)
Yhtélossa (5.21) derivointi voidaan "siirtdé integraalin sisddn”. Tamé joh-
tuu siitd, ettd yhtalon oikeanpuoleinen integrandi on muuttujan s suhteen
jatkuvasti osittaisderivoituva (miki edelleen seuraa kuvauksen I' mééritel-
méstd seki kentdn f lokaalista integroituvuudesta). Téten

%/%f.dg’: /ab% <(u(F),U(F))' (%%—f)) dt. (5.22)

Tarvittava s-osittaisderivaatta saadaan laskettua kiyttamailla derivoinnin
tulosdantoid seki ketjusdantoa:

% ((u(r>,v<F>> | (%_?’ 88_?»

92 A 028

=ul)g5, TV <F)6ta
8A ou 0B 0A ov 0A  Ov OB 0B
[ + o, a5 ] ot " [%@)a*a—y(”& o

(5.23)
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missd jilleen 24 = 24(¢ s) sekd 98 = 9B(¢t,s). Kasitellidin analogisesti

derivaattaa
5 (wm.emy - (52.97)),

jolloin saadaan

% ((u(r),v(m | (%_f’%_f»

92A 9°B
asor "W asa
du A Ou,_  OB]OA [dv,  9A Ov . 9B] OB
gu 02 | O 051 04 | 0v 04 00,y OB 05
+[8x( ot Ty )815] 8s+[8x< ot o,V | o5

= (D) (5.24)

Verrataan nyt yhtaloitd (5.23) sekd (5.24). Tunnetusti

QPA  PA 0B 0°B
otds  0sot o Dtds  9sot

Lisiksi, koska f on lokaalisti integroituva, niin 2% = %. Taten yhtédlossa

Jy
(5.24) voidaan kirjoittaa

ou, 0B Ov,_ . 0B L Ov, 0A Ou,_ 0A
r = — se = T

8_y( )E—%( )at a g(r)g—a—y( )E'

Télloin nahdéén, ettd yhtéloiden (5.23) ja (5.24) oikeanpuoleisten summien
termit ovat samat. Nain ollen

2 (- (5.57)) - 5 (wm.emy- (52.52)).

Nyt voidaan péitelld (5.25)
%/%f-dg:/ab% ((u(F),v(F))- (%,%—f)) dt
= /:% ((u(r),v(r)) : (g—’j, %—f» dt (5.26)
= (00 5)) - - (b) = F(T(a,5) - G (ars).
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Yhtéloketjun (5.26) vasemman— ja oikeanpuoleisimmat termit voidaan in-
tegroida muuttujan s suhteen yli vilin [0, 1]. T&ll6in saadaan

[ £eas= [ geds= [ 0005 Go05) = FT0,) - Golans)is

S
:/ f-d§—/ f-ds.
'Yb ,ya

(5.27)
Jarjestelemalld kaavan (5.27) termejd huomataan, etté
0:/ f~d§+/ f-d§—/ f-d§—/ f-ds
"0 7t 71 v (528)
= /f - d§ = f.ds,
K oD
ja vaite on silld todistettu. O

Lauseista 5.9 sekd 5.10 seuraa, ettd vyohykkeessd lokaalisti integroituvan
vektorikentén integraali yli kyseisen vyohykkeen reunan hévidd. Tamékin
ilmio vaikuttaa intuitiivisesti selvaltd: kun vyohyke jaetaan soluihin, inte-
graalit solujen reunojen yli kumoavat toisiaan, kunnes jiljelle jaad integraali
yli vyohykkeen reunan. Hyodynnetddn jalleen Kodairan esitysta, jotta saa-
daan muotoiltua Cauchyn lauseen ensimméiinen versio. Se antaa ensimmai-
set vastaukset johdannon kysymyksiin (0.3) ja (0.4):

Seuraus 5.11 (Cauchyn lause, ensimméinen versio). Olkoon D wvydhyke.
Jos F' on lokaalisti integroituva kenttd joukossa D, niin

/ F-ds=0. (5.29)
oD

Lisdksi, jos f on analyyttinen funktio joukossa D, niin

. fdz = 0. (5.30)

Todistus. Merkitaan F' = (u,v) ja f = p + iq. Lauseen 5.9 nojalla on ole-
massa joukon D solujako {Si, ..., S,}. Kodairan esityksen [4, s.101, lauseen
2.2 todistus| alkuosan seké lauseen 5.10 nojalla

F.-ds= / F.-ds=0, 5.31
/aD ; 9S; (5:31)

eli (5.29) pétee. Edelleen, koska f on analyyttinen, niin seurauksen 4.13
nojalla kentit (p, —q) ja (q,p) ovat lokaalisti integroituvia. Tédten yhtilon
(5.29) seké seurauksen 3.10 avulla saadaan

fdzz/ (p,—Q)-d§+i/ (q,p) - ds=0.
oD oD oD
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Tietenkddn kaikki suljetut tiet eivit méadrittele vyohykkeitd — esimerkissé
4.17 asetettu tie N ei (ainakaan kuvien perusteella) ole vyohykkeen reuna-
tie, ja silti siihen liitetty tieintegraali havidd. Téllaisten yleisempien teiden
tarkastelu vaatii muutamia topologisia tyokaluja, joita ihmetellddn seuraa-
vissa luvuissa. Vilkaistaan vield erdstd kiinnostavaa "kompleksianalyyttista”
lausetta, joka on mainio esimerkki Cauchyn lauseen soveltamisesta:

Lause 5.12. Olkoon D C C awvoin, v : [a,b] — D positiivisesti suunnis-
tettu Jordanin tie sekd f funktio joukossa D. Oletetaan, etti on olemassa
avoin kiekko B(a,r) C () siten, ettd f on analyyttinen funktio joukossa
D\ B(a,r). Merkitiin 6(t) = a + re" kaikille t € [0,2n]. Tdlloin pitee

Lfdz:/éfdz.

Todistus. Olkoon E tason suljettu osajoukko, jonka reuna on v* U §*. Nyt

E on vyohyke, koska sen reuna voidaan esitda teiden v ja o jalkien yhdis-
teend, ja nama tiet ovat positiivisesti suunnistettuja suhteessa joukkoon F.
Oletetusti f on analyyttinen joukossa F (eli oletetusti f on analyyttinen
jossakin avoimessa joukossa, johon E sisdltyy). Tdten seurauksen 5.11 pe-

rusteella
/fdz+/ fdz=0,
~ s

Afdz:—/gfdz:/éfdz. 0

Lauseen 5.12 olettama tilanne on visualisoitu kuvassa 8. Nyt siis analyytti-
sen funktion f integraali yli kiekon B(a,r) reunatien § on sama luku, kuin
funktion f integraali yli tien v — olkoonkin, ettd jalki 4* voi olla erittdin
“kaoottinen”. Huomaa, ettd funktion f mahdolliset epdanalyyttisyyspisteet
on eristetty kiekkoon B(a,r). Jos kyseisten pisteiden joukko on tyhjé, niin
funktion f integraali yli teiden 7 ja § on 0 (seurauksen 5.11 nojalla).

misté edelleen seuraa

6. POTENTIAALI JA PRIMITIIVI

Miiritelma 6.1. Olkoon D C R? avoin sekd f = (u,v) : D — R? vektori-
kenttd. Oletetaan, ettd on olemassa funktio g : D — R, jolle pétee

99
oz

0
=u seki 99 V.

By:

Télloin sanotaan, ettd g on kentén f potentiaali(funktio).
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Kuva 8

Maaritelm3 6.2. Olkoon D C C avoin sekdl f : D — C funktio. Oletetaan,
ettd on olemassa funktio g : D — C, jolle pétee

g =1
Télloin sanotaan, ettd g on funktion f primitiive.

Primitiivin ja potentiaalin vilinen yhteys kdy ilmi seuraavasta lauseesta.

Lause 6.3. Olkoon D C C avoin ja f =u+iw: D — C seki g = ¢+ 1 :
D — C funktioita siten, ettd [ on jatkuva. Talloin ¢ = f jos ja vain jos ¢
on kentdn (u, —v) potentiaali ja 1 puolestaan kentin (v,u) potentiaali.

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd ¢’ = f. Nyt siis g on kompleksisesti derivoi-
tuva, minki lisdksi sen derivaatta f on jatkuva. Taten g on analyyttinen,
joten lauseen 4.12 nojalla

op 09 O Oy
A A G e 6.1
9= Bz Z@y oy + e (6.1)
Oletetusti ¢’ = f = u+iv, joten vertaamalla tita tietoa yhtaloon (6.1) saa-
daan

oo o . 19L0) oY
=—=—"gekd —v= =

= = =L =——"\ 2
“ or 0Oy oy ox (62)

Téten madritelmén 6.1 nojalla ¢ on kentén (u, —v) potentiaali ja 1) on ken-
tan (v, u) potentiaali, kuten haluttiin osoittaa.
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Oletetaan sitten kiéntéen, ettd yhtdlot (6.2) toteutuvat. Nyt on siis osoi-
tettava, ettd funktiolle g = ¢ + i) patee ¢ = f. Yhtéloista (6.2) nidhdain
valittomaésti, ettd g toteuttaa Cauchyn ja Riemannin yht#lét joukossa D.
Liséksi, koska f on jatkuva, niin u ja v ovat jatkuvia, mistd edelleen yhté-
16iden (6.2) nojalla seuraa, ettd g on C'-funktio. Téten lauseen 4.14 perus-
teella g on analyyttinen, mistd lauseen 4.12 avulla saadaan

i

Huomaa, ettd lauseessa 6.3 oletettiin funktion f jatkuvuus. Néin siksi, ettd
analyyttisyyden méiritelmé 4.3 vaatii kompleksisen derivoituvuuden lisidksi
derivaattafunktion jatkuvuuden. Toisaalta, kuten huomautuksessa 4.4 to-
dettiin, tdmé jatkuvuusoletus on itse asiassa turha: yhtalosta ¢’ = f seuraa
funktion f jatkuvuus (ja paljon enemmén: yhtilo implikoi funktioille f ja
g kaikkien kertalukujen kompleksiset derivaatat).

Lause 6.4. Olkoon D C C avoin sekd vy : [a,b] — D tie. Lisiksi olkoon
f = (u,v) = u+iv : D — C jatkuva kuvaus. Jos g on kuvauksen f
potentiaalifunktio, niin

[ £+ 5= 9208 - g2(a)). (63)
v
Lisdksi, jos h on kuvauksen f primitiivi, niin

[ #dz=h60) - hr(a)). (6.4)

Todistus. Oletetaan aluksi, etta v on siled tie. Kun (z,y) € v*, niin z = a(t)
jay = p(t) jollekin ¢ € [a,b]. Téten ketjusddnnon mukaan

(999) ) = 9((a(0). BO) = 5250 + 555

_ %a’(t) + g_Zﬁ’(t) = u(z,y)o/(t) +v(z,y)B'(t)
= u(y () (t) + v(y(t) 5 (t)

kaikille ¢ € [a,b]. Tdmén tiedon ja analyysin peruslauseen avulla saadaan

b b
/fﬁe/dwmwvmﬁzfwwwww+wﬂmmmﬁ
g . ; (6.5)

:/kwmwmﬁzgww»—mwmy

a

Merkitédén h = ¢ + i1p. Nyt seurauksen 3.10, lauseen 6.3 sekd kaavan (6.5)
perusteella
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/vfdz:/v(u,—v)'d§+iL(v,u)'d§

= ¢(7(0)) = ¢(v(a)) + il (v(b)) = ¢ (7(a))]
= h(v(b)) = h(7(a)).

Oletetaan sitten, ettd v on tie. Olkoot nousevassa jirjestyksessa aq, as, ..., a,
ne vilin (a,b) pisteet, joissa 7' ei ole jatkuva, ja merkitién vield ag := a
sekd any1 = b. Nyt kukin rajoittuma v; := v|(a;.0;5.), J € {0,1,2,...,n},
on siled tie, minka lisiksi patee v;(a;) = v;-1(a;) kaikille j € {1,2,...,n}.
Téten yhtélon (6.5) nojalla

(6.6)

JEREED S RRUEED SHCHORVRFICNON)

= g(%(an+1)) — 9(0(ao)) = g(v(b)) — g(v(a)).

Jalleen seurauksesta 3.10 seki lauseesta 6.3 saadaan
/ fs = — hx(a)),

ja véite on todistettu (Lang todistaa osan téstd ilmidsté; katso [1, s.243|
sekd [1, 5.96-97]). O

Osoitetaan vield, ettd alueessa potentiaali ja primitiivi ovat vakioita vaille
yksikésitteisia.

Lause 6.5. Olkoon D C C alue ja f = (u,v) = u+iv : D — C jatkuva
kuwvaus. Jos g ja h ovat kuvauksen f potentiaaleja, niin g — h on vakio.

Vastaavasti, jos G ja H ovat kuvauksen [ primitiwveja, niin G — H on
vakio.

Todistus. Koska

@—u—% sekd @—v— oh
oxr Ox oy oy’
niin funktiolle P := g — h pétee
or 0= oP
or Oy
Nyt siis P on vakiokentén (0,0) = (g—i,%—};) potentiaali. Valitaan pisteet

20,2 € D, ja olkoon 7 : [a,b] — D tie, jolle v(a) = 2o ja v(b) = 2. Télléin
lauseen 6.4 nojalla

oo [ (2.2 a5 o) e

eli erityisesti P(z) = P(z). Koska pisteet z, 2y valittiin mielivaltaisesti jou-
kosta D, on P vakiofunktio. Nyt primitiivejd koskeva viite voidaan johtaa
lauseen 6.3 avulla. Toisaalta potentiaaleihin sovellettu taktiikka toimii yhta
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hyvin: olkoon S := G — H, jolloin 8" =G — H' = f'— f' = 0. Nyt S on
vakiofunktion 0 primitiivi, joten lauseen 6.4 nojalla

0= /S’dz = S(z) — S(20),
Y
mistd jilleen padtelldsn, ettd S on vakiofunktio. U

Otetaan ylos suoraviivainen joskin erittdin merkittdva seuraus:

Seuraus 6.6. Olkoon D C C avoin seki f = (u,v) = u+iv: D — C
jatkuva kuvaus. Olkoon lisdksi 7y : [a,b] — D suljettu tie. Jos kuvaukselle f
on potentiaali, niin

/f-d§: 0. (6.7)

Lisdksi, jos kuvaukselle f on primitiivi, niin

/fdz = 0. (6.8)

Todistus. Koska suljetun tien méiritelmén nojalla v(b) = v(a), niin ilmiét
seuraavat vilittomasti lauseesta 6.4. U

Seuraus 6.6 paljastaa syyn esimerkissd 4.17 havaittuun ilmioon: koska ken-
tille f(z,y) = (zy?, 2*y) on potentiaali (z,y) — x?y*/2 (koko tasossa), niin
reaalinen tieintegraali yli suljetun tien N hividi. Téaten herda olennainen ky-
symys: miten annetun kuvauksen primitiivi tai potentiaali yleisesti ottaen
loydetaan? Milld ehdoilla se ylipadtdan voidaan 16ytaa? Sitd ei valttamat-
td ole olemassa, kuten seuraava yksinkertainen (joskin ddrimmaéisen térked)
esimerkki osoittaa.

Esimerkki 6.7. Olkoon ~(t) = e = (cos(t), sin(t)) kaikille ¢ € [0, 27]. Tut-
kitaan kenttaa

On helppo todeta, ettd F' on lokaalisti integroituva kentté joukossa C\ {0}.
Suoralla laskulla havaitaan, etta

/F~d§:...:27r,
.

joten seurauksen 6.6 nojalla kentédlle F' ei voi olla potentiaalia joukossa
C\ {0}. Asetetaan sitten funktio f(z) = 1/z, joka on analyyttinen joukossa
C\ {0}. Huomataan, ettd

Lz T —y
2 |22 a2y’ a2 492 )

Merkitdéin v = z/(2? + y?) ja v = —y/(2? + y?), jolloin (v,u) = F. Nyt
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lauseen 6.3 nojalla funktiolle f ei voi olla primitiivid joukossa C\ {0}, kos-
ka primitiivin olemassaolosta seuraisi potentiaali kentélle F'. Toki voidaan

myés laskea
/fdz = ... = 2mi,
”

ja seuraus 6.6 takaa jilleen, ettd primitiivid ei ole olemassa (joukossa C \
{0}). Kannattaa kuitenkin huomata, etta kentélle (u, —v) itse asiassa on po-
tentiaali; nimittdin funktio (z,y) — log\/x? + y2. Téstd johtuen integraalin
fv fdz reaaliosa hiviii.

Olettaen, ettd potentiaali tai primitiivi on olemassa, niin sen konstruk-
tiossa kannattaa ottaa mallia yksiulotteisesta tilanteesta: tunnetusti, jos
f :[a,b] — R on reaalimuuttujan jatkuva funktio, niin sen reaaliseksi pri-
mitiiviksi kelpaa integraalifunktio z — [ f(s)ds. My®s tasossa kenttéi (tai
funktiota) voidaan integroida (tietéd pitkin) jostakin vakiopisteestd muuttu-
jaan z, mutta ongelma on siiné, ettd integraalin arvo voi olla riippuvainen
tiestd. Téstd johtuen on syytd hyodyntdd mahdollisimman "yksinkertaisia”
teitd, eli janoja. Nyt on kuitenkin otettava huomioon, ettd annettu kentté
f voi olla lokaalisti integroituva sellaisessa joukossa, joka ei sisilla kaikkia
pisteidensd vilisid janoja. Téten tarkastelu rajoitetaan (toistaiseksi) tilan-
teeseen, jossa f on lokaalisti integroituva niin sanotusti tdhtimdisessd jou-
kossa:

Maéiritelmi 6.8. Olkoon D C C avoin joukko. Oletetaan, ettd on olemassa,
piste zo € D siten, ettd jokaiselle z € D péatee

z0(1 —t) +tz € D kaikille ¢ € [0, 1].

Télloin sanotaan, ettd D on tdhtimdinen.

Toisin sanoen tahtimaiselld joukolla D on vihintddn yksi "keskipiste”, jo-
ka voidaan yhdistdé janalla mihin tahansa joukon toiseen pisteeseen siten,
ettd kyseinen jana siséltyy joukkoon D. Huomaa myds, ettd tdhtiméinen
joukko on oletetusti avoin. Kuten seuraava lause osoittaa, téllaiseen jouk-
koon on verrattain helppoa konstruoida potentiaalifunktio. Témén jilkeen
vastaava ilmio analyyttiselle funktiolle ja sen primitiiville saadaan lauseesta,
6.3, joskin myos vaihtoehtoisia taktiikoita tarjotaan (katso lause 6.10 seké
huomautus 6.11).

Lause 6.9. Olkoon f = (u,v) lokaalisti integroituva vektorikenttd tihtimdi-
sessd joukossa D. Tdlloin kentdille f on olemassa potentiaali.

Todistus. Olkoon zy = (a,b) € D siten, ettd jokaiselle z € D pitee

2(1 —t) +tz € D kaikille ¢ € [0,1].
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Kiinnitetddn z = (z,y) € D, ja médritelladn
Y(t) := 20(1 — t) + tz kaikille ¢ € [0, 1],

jolloin ~ on jana joukossa D. Médritelldin funktion g arvo pisteessé z seu-

raavasti:
= /f -ds. (6.9)
¥

Osoitetaan, ettd ¢ on funktion f potentiaali, eli etti %(w,y) = u(z,y) ja
99

52(2,y) = v(z, y). Tutkitaan ensin erotusosamaérad

g(x +h,y) —g(z,y)
. .

Oletetaan, ettd h > 0 (tapaus h < 0 késitellddn vastaavasti) ja mééritellain
jana n(t) := zo(1 — t) + t(z + h,y) kaikille ¢ € [0, 1]. Nyt funktion g mé&éri-
telmén (6.9) mukaan

ot hy) = [ 105
"
Liséksi méadritelldan jana (Zg) := (z + th,y) kaikille ¢ € [0, 1]. Koska h > 0,
niin yhdistetty tie & := % 6 % mirittelee suljetun kolmion K := I(k) C

D (jos h < 0, niin miéritellisn & := v % 8 * % ). Nyt K on vydhyke (sen
reunatie on Ii) joten lauseen 5.5 (tai seurauksen 5.11) nojalla

fods= [ f-ds=o. (6.10)
Jora=
:/ﬁf-ds*:/nf-ds*—/af-da?—/vf-dsﬁ,

misté edelleen saadaan

/6f~d§:/7f-d§—Lf-d§ (6.11)

Yhtilon (6.11) nojalla

Né&in ollen

g(x+h,y)—g(x,y)—/nf-d§—/yf-ds*—/gﬁdé’. (6.12)

Tieintegraalin maaritelman mukaan

1 1
/f - ds = / u(z + th,y)hdt = h/ u(z + th,y)dt,
§ 0 0
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mistd yhtdlon (6.12) avulla saadaan esitys

g(z + h, ?J})l —g(z,y) _ /01 w(z + th,y)dt. (6.13)

Kirjoitetaan

/0 u(x+th,y)dt:/0 u(w,y)dt—i—/o (u(z +th,y) —u(x,y))dt. (6.14)

f on lokaalisti integroituvana kenttdnd myos jatkuva joukossa D, eli eri-
tyisesti u on jatkuva pisteessi z = (z,y). Tédten, kun ¢ > 0 on kiin-
nitetty, on olemassa d > 0 siten, ettd |u(x + h,y) — u(z,y)] < € kun
|(z + h,y) — (z,y)] = |h| < J. Olkoon siis h < 4, jolloin myés th < 0,
kun ¢ € [0,1]. Téten yhtélon (6.14) oikeanpuoleisimmalle integraalille saa-
daan arvio

/0 (u(z +th,y) — u(x,y))dt‘ < /0 |u(x + th,y) — u(z,y)|dt <e, (6.15)

mistd seuraa
1

h_)l(1)7rr}1>0 i (u(z + th,y) — u(x,y))dt = 0.

Yhdistetddn tdmé tieto yhtiloihin (6.14) sekd (6.13), jolloin saadaan

- glz+hy) —g(z,y) !
_ _ , 6.16
pim - i u(z,y)dt +0 = u(z,y) (6.16)

Tapaus h < 0 kisitelladn vastaavasti, mistd seuraa tavoiteltu kaava %(m, y) =
u(z,y). Yhtalo 22(z,y) = v(x,y) todistetaan analogisesti madrittelemlls

Oy
d(t) = (x,y + th) kaikille ¢t € [0,1] ja hyodyntdmélla tietoa funktion v
jatkuvuudesta. Niin ollen g on kentdn f potentiaalifunktio. O

Jos annettuna on tdhtiméisessi joukossa analyyttinen funktio, voidaan sen
primitiivi rakentaa kayttden lauseita 6.9 seké 6.3. Toisaalta, "kolmiointegroin-
ti” toimii myo0s téissa tapauksessa:

Lause 6.10. Olkoon D C C tdhtimdinen joukko sekd f : D — C analyytti-
nen funktio. Tdlloin funktiolle f on primitivi.

Todistus. Olkoot zy = (a,b) sekd jana v kuten lauseen 6.9 todistuksessa.
Madritellaan funktion g arvo pisteessi z = (z,y) ehdolla

g(z) == /fdz. (6.17)
v
Todistetaan, ettd ¢’ = f. Téten on tutkittava erotusosamairi

9(z+h) —9(2)
5 :
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Merkitdén h = (hq, ho), ja oletetaan, ettd hy, hy > 0 (muut tapaukset kasi-
telladn vastaavasti). Olkoot 7(t) := zo(l —t)+ t(z + h) sekd 0(t) :== z + th

kaikille ¢ € [0,1]. Nyt yhdistetty tie r := n x 5 « %Y madrittelee suljetun

kolmion K := I(k) C D. Koska K on vyShyke ja & on sen reunatie, niin
lauseen 5.5 (tai seurauksen 5.11) avulla saadaan

O—/fdz—/fdz—/fdz—/fdz
Afdz:/nfdz—[yfdz:g(erh)—g(z).

Koska ¢’ = h € C, niin kompleksisen tieintegraalin mééritelmén nojalla

1 1
/fdz:/ f(z+th)~hdt:h-/ f(z+th)dt
5 0 0
Nain ollen

(Z+h /fz—i—th

:/0 f(z)dt+/0 (f(z+th) — f(=))dt.

f on analyyttisend funktiona jatkuva pisteessd z. Taten, kun € > 0, on

olemassa d > 0 siten, ettd |f(z+th) — f(2)| <€, kun |z+th—z| = t|h| < 0.

Olkoon nyt |h| < min{é, 1}. Sovelletaan lemmaa 3.14 funktioon H(c) :=
f(e) = f(2), ¢ € D, ja tiehen ¢. T&llin saadaan

1

misti seuraa

(6.18)

() - Gz ))dt‘ < max |f(z-+th) = ()] -1 < e

te[0,1]

Na&in ollen
1

lim | (f(z+th)— f(2))dt = 0.

h—0 0

Yhdistamélld tdmé tieto yhtdloon (6.18) saadaan

gzt h) —g(z)
lim . = f(2),

h—0

missd oletetusti hq, ho > 0. Muut tapaukset todistetaan vastaavasti, misté
seuraa ¢’ = f. O

Huomautus 6.11. Edeltdvd potentiaalin (ja primitiivin) konstruktio perus-
tuu siihen, ettd lokaalisti integroituvan kentén (ja analyyttisen funktion)
tieintegraali yli kolmion reunan on 0 (yhtilo (6.10)). Tamaé tieto saadaan
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esimerkiksi lauseesta 5.5, koska suljettu kolmio on helppo jakaa yksinkertai-
siin vyOhykkeisiin. Analyyttiselle funktiolle ilmi6 voidaan todistaa myos toi-
sin: tekniikka tunnetaan nimelld, Goursatin lause. Sen ideana on jakaa kol-
mio alati pienempiin "osakolmioihin”, ja hyodyntidéd analyyttisen funktion
jatkuvuutta; katso esimerkiksi [9, s.129, lause 11.2|. Toisaalta primitiivin
(ja potentiaalin) konstruktiossa voidaan kiyttda myos suljettua suorakul-
miota, joka on niin ikddn yksinkertainen vyohyke. Goursatin lauseesta on
my6s tahén tilanteeseen sopiva versio, jonka mukaan analyyttisen funktion
kompleksinen tieintegraali yli suorakulmion reunan on 0; katso [1, s.105].

Jos esimerkiksi primitiivin konstruktiossa halutaan kiyttaa suorakulmioita,
niin voidaan toimia seuraavasti: kun f on analyyttinen avoimessa joukossa
D ja zg € D, niin asetetaan jilleen tie vy pisteestd z, pisteeseen z € D. Nyt
v ei ole vilttamitta yksittdinen jana, vaan se voi olla (korkeintaan) kah-
den janan yhdiste siten, ettd toinen janoista on vaakasuuntainen, ja toinen
pystysuuntainen. Méaritellddn funktio ¢ tuttuun tapaan yhtalolla

g(2) ::/fdz, (6.19)

ja pyritddn osoittamaan, ettd ¢’ = f. Téssé ldhestymistavassa on kuitenkin
erds ongelma: tien v jiljen on siséllyttiva joukkoon D, miki on merkittava
rajoite. Oletetaan esimerkiksi, ettd D on soikio, kuten kuvassa 9. Jos pisteen
zo etdisyys pisteestd z on liian suuri, ei tien « jalki sisilly enda joukkoon
D. Toisaalta D on tdhtiméainen, joten lauseen 6.10 konstruktio onnistuu.
Huomaa, ettd "kantikas integrointi” kuitenkin toimii esimerkiksi avoimes-
sa kiekossa, ja Lang kdyttdd nimenomaan tiata lihestymistapaa; katso [1,
s.108, lause 3.2]. Toki avoin kiekko on my6s téhtiméainen joukko, eli lauseen
6.10 mukaan avoimessa kiekossa analyyttiselle funktiolle on primitiivi. Téta
tietoa tullaan hyddyntamian luvussa 7.

Kuten edeltidvit kommentit paljastavat, potentiaalia ja primitiivid voidaan

Kuva 9. Kun soikiosta D valitaan piste zg, 16ytyy aina piste
z € D siten, ettd kuvan mukaiset "kantikkaat reitit” eivit
sisilly joukkoon D.

kisitelld useilla erilaisilla tavoilla, mutta lopputuloksen sanoma ei muutu:
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kun f on lokaalisti integroituva tai analyyttinen kuvaus riittivin “yksinker-
taisessa” joukossa D (esimerkiksi tdhtiméisessi joukossa), niin potentiaali
tai primitiivi on olemassa. Taméan ilmion avulla saadaan todistettua vah-
vempia ja syvallisempia viitteitd liittyen suljettujen tieintegraalien hivia-
miseen, misté esimerkkind viliton (ja erittdin hyodyllinen) seuraus:

Seuraus 6.12. Olkoon [ analyyttinen funktio tahtimdisessd joukossa D,
sekd zo € D. Mddritelladn

g(z) = / fdz

kaikille z € D, missd v on mielivaltainen tie pisteestd zy pisteeseen z. Tal-
loin g on funktio, jolle pditee ¢ = f.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd g on funktio (eli ettd funktion f tieinte-
graali on riippumaton valitusta tiestd ~y). Olkoot 71 ja 7, teitd pisteestd zg
pisteeseen z. Nyt yhdiste v % on suljettu tie. Lauseen 6.10 nojalla funk-
tiolle f on primitiivi joukossa D, joten edelleen seurauksen 6.6 perusteella

0= fdz:/fdz—/fdz,
71*% 7 V2

/Mfdz:/wfdz.

Niin ollen g on funktio. Olkoon h € C\{0} seki § jana pisteesti z pisteeseen
z+ h. Koska funktion g maaritelma sallii mielivaltaisen tien hyodyntdmisen,
niin

mistéd saadaan

g(z+h):/71*5fdz:/y1fdz+/6fdz,

joten edelleen voidaan kirjoittaa

g(z+h)—g(z):/Mfdz—i—/tsfdz—[/lfdz:/&fdz.

Téten lauseen 6.10 todistuksen nojalla pétee ¢’ = f. O

Seurauksen 6.12 nojalla primitiivid ei ole valttdméatontd perustaa janoihin,
koska miké tahansa tie vakiopisteestd muuttujaan kelpaa (tdhtiméaisessi jou-
kossa). Vastaava ilmio patee myos lokaalisti integroituvan vektorikentéan po-
tentiaalille. Nyt voidaan muotoilla astetta vahvempi versio Cauchyn lausees-
ta:

Seuraus 6.13 (Cauchyn lause, toinen versio). Olkoon D C C tdhtimdinen
ja f analyyttinen funktio joukossa D. Jos v : [a,b] — D on suljettu tie, niin

/fdz:O.
.
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Edelleen, jos F' on lokaalisti integroituva vektorikenttd joukossa D, niin

[Fas=o
-

Todistus. Lauseen 6.10 nojalla funktiolle f on primitiivi joukossa D, joten
seurauksen 6.6 perusteella f7 fdz = 0. Lisdksi lauseen 6.9 nojalla kentélle F’

on potentiaali joukossa D, joten jdlleen seurauksen 6.6 perusteella f7 F-ds =
0.

Vertaa seurausta 6.13 Cauchyn lauseen ensimmaiseen versioon 5.11. Siiné
missd seuraus 5.11 teki oletuksia itse tiehen ~ liittyen, Cauchyn lauseen
toinen versio olettaa joukon D olevan tdhtimdinen. Huomaa, ettd tdmén
oletuksen “topologisuudesta” huolimatta kyseessé on oletus funktion f (tai
kentin F) kilytoksestd: komplementissa CD analyyttisyys (tai lokaali in-
tegroituvuus) ei valttdméatta endd toteudu.

7. HoMOTOPIA

Seurauksen 6.13 nojalla avoimessa kiekossa analyyttisen funktion integraali
vli suljetun tien hévidd (koska avoin kiekko on tédhtiméinen joukko). Nyt
tarkastellaan tilannetta huomattavasti yleisemmallé tasolla: olkoon funktio
f analyyttinen jossakin avoimessa joukossa D, joka ei siis valttaméatta ole
tahtiméinen. Oletetaan toistaiseksi, etté

v on Jordanin tie. (7.1)

Periaatteessa nyt ei ole mitdin selvitettavad, koska Cauchyn lauseen ensim-
méisen version 5.11 nojalla f7 fdz = 0. Tama siis johtuu siitd, ettd f on

analyyttinen vyohykkeessa I(v) (eli kentdt (u, —v) ja (v,u) ovat sielld lo-
kaalisti integroituvia).

Otetaan kuitenkin huomioon, ettd lause 5.11 perustuu solujakoon (lause
5.9), jonka késitteleminen on tyoldsté. Asioita on syyta lihestyéd hiukan eri-
laisesta ndkokulmasta: nyt siis lauseen 5.11 mukaan f,y fdz =0, jos joukossa

I(7) ei ole komplementin CD pisteitii. Visuaalisesti ottaen on oltava niin,
ettd jalki v* voidaan kutistaa jatkuvalla tavalla joksikin joukon D pisteek-
si; katso kuvan 10 oikeanpuoleisin piirros. Téllainen jatkuvan muunnoksen
idea voidaan yleistdd mielivaltaisille teille visualisoimalla, miten tien (3 jal-
ki muuttuu jatkuvalla tavalla tien n jéaljeksi (kuvan 10 vasemmanpuoleisin
piirros). Kuvitellaan vield tapaus, jossa teilli [ ja n on samat alku— ja
piadtepisteet. Talloin kaikki muunnoksen "vilivaiheet” jadvat teiden jilkien
“valiin”, Namé ideat toimivat myds silloin, kun v, 8 ja n leikkaavat itsedén
(mahdollisesti muuallakin kuin alku- ja péftepisteissién), joten oletuksesta
(7.1) voidaan saman tien luopua.

Maéritelladn edelld kuvailtu jatkuva muunnos tasmaéllisesti suljetuille po-
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luille. Esitys muistuttaa solun méaaritelméssa 5.7 asetettua kuvausta I', mut-
ta oletuksia on huomattavasti vihemmén:

Maéritelma 7.1. Olkoot D alue sekd v,7n : [0,1] — D suljettuja polkuja
joukossa D. Oletetaan, ettd on olemassa jatkuva kuvaus I' : [0, 1] x [0, 1] —
D, jolle pitee

['(t,0) = ~y(t) ja T'(t,1) = n(t) kaikille ¢ € [0, 1], (7.2)
seké
['(0,s) =T'(1,s) kaikille s € [0, 1]. (7.3)

Télloin sanotaan, ettd polut v ja n ovat silmukkahomotooppiset (joukossa
D), ja kuvaus I' on polkujen v ja n vilinen homotopia. Lisdksi merkitddn
v ~p n, tai lyhyemmin v ~ 7 . Jos polku n on vakiopolku, niin sanotaan,
ettd v on nollahomotooppinen, ja merkitddn v ~p 0, tai jilleen lyhyemmin
v~ 0.

Huomautus 7.2. Maaritelmé 7.1 koskee nimenomaan suljettujen polkujen
vélistd homotopiaa, mistd johtuen on syyté puhua silmukkahomotooppisuu-
desta. Sovitaan, ettd téstedes silmukkahotooppisuuteen viitataan lyhyem-
maélld ilmaisulla homotooppisuus, mutta timén nimityksen kanssa on oltava
varovainen: esimerkiksi Narasimhan kirjoittaa homotooppisista teista (kéyt-
taen kisitettd homotopic), mutta ei oleta teiden olevan suljettuja. Sen sijaan
hén olettaa, ettd niiden alku-— ja péétepisteet ovat samat (kuten kuvan 10
keskimmaéisessé piirroksessa). Téstd luonnollisesti seuraa, etti Narasimha-
nin maéritelma itse homotopialle I' poikkeaa maaritelméan 7.1 vastaavasta
(katso [7, s.166]).

Homotopian maaritelmé 7.1 voi olla symbolisesti hiukan sekava, mutta idea
on erittdin kaunis: kun kuvaukselle I" annetaan jokin nelién [0, 1] x [0, 1] vaa-
kasuora osajana .J, sen kuvaksi muodostuu erds jilkien v* ja n* "valimuoto”.
Yhtélon (7.2) nojalla nelion alalaita kuvautuu polun ~ jaljeksi, ja ylélaita
puolestaan polun 7 jéljeksi (katso kuva 11). Edelleen yhtéls (7.3) vaatii,
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ettd jokainen néistd vilimuodoista on suljetun polun jilki, eli heuristisesti
puhuen jilked +* ei saa “katkaista”, kun se muunnetaan jiljeksi n* (kuvassa
11 joukot +*, n* ja I'(J) on valittu soikioiksi selkeyden tdhden). Huomaa,
ettd kun J = Jg := {(¢,s) | t € [0,1]}, niin lukua s (eli janaa J) vastaava
"vélimuoto” on polun T's(¢) := I'(¢, s) kuva vélista [0, 1]. Koska I' on jatkuva,
niin I'y todellakin on polku, mutta se ei vdlttdmdttd ole tie. Néin siksi, etté
kuvaukselta I' ei vaadita osittaisderivoituvuutta. Téstd seuraa, etti tiein-
tegraalin késite on yleistettava poluille (méaritelmé 7.7), jotta homotopiaa
piadstadn hyodyntamaén tieintegraalien kisittelyssa.

Kaytianndssd homotopian lausekkeen 16ytdminen voi olla hyvinkin vaike-

Kuva 11

aa. Toisaalta se on myo6s yllattdvan helppoa, kun homotopia maééritellaan
konveksiin joukkoon:

Lemma 7.3. Olkoon D C C konveksi, sekd v,n : [0,1] — D suljettuja
polkuja. Talléin v ~p n.

Todistus. Konveksin joukon mééritelmian mukaan jana L; := {(1 — s)y(t) +
sn(t) | s € [0, 1]} sisdltyy joukkoon D kaikille s € [0, 1]. Madritelladn

L(t,s) == (1 —s)y(t) + sn(t). (7.4)

Koska v ja n ovat jatkuvia, on I' selvisti jatkuva. Heti ndhddan, ettd I’
toteuttaa yhtalot (7.2) ja (7.3), joten I" on polkujen v ja n vilinen homotopia
(katso myos [1, s.118]).

O
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Tavoitteena on todistaa, ettd analyyttisen funktion tieintegraalit yli sul-
jettujen homotooppisten teiden ovat samat. Tahén liittyy erfis maininnan
arvoinen erikoistapaus, joka otetaan ylos lemmana:

Lemma 7.4. Oletetaan, etti v,n : [0,1] — D ovat sileitd ja suljettuja
teitd, missi D on alue. Lisiksi oletetaan, ettd jokaiselle t € [0,1] jana
Ly = {(1 = s)y(t) + sn(t) | s € [0,1]} sisdltyy joukkoon D. Jos f on ana-
lyyttinen funktio joukossa D, niin

Lfdz:/nfdz.

Todistus. Katso Kodairan todistus [4, s.37| (vertaa tétéd ilmiotd lauseeseen
5.12). O

Lemmassa 7.4 on huomattava, ettd tiet v ja n oletetaan sileiksi teiksi (eli
niiden derivaatat ovat jatkuvia). Tiaten myos niiden véliselld homotopialla
(7.4) on jatkuvat osittaisderivaatat. Kodaira todistaa téltd pohjalta kaavan

%/O f(F(t,s))aa—I;(t,s)dt:O. (7.5)

Tédmaéan yhtdlon sanoma on se, ettd funktion f tieintegraali on riippuma-
ton “siirrosparametrista” s (vertaa kaavaa (7.5) lauseen 5.10 todistukseen).
Vastaavaa tekniikkaa esittelee myos Conway; katso |3, 5.82-83]. Tieintegraa-
lin derivoinnissa on kuitenkin se ikdvyys, ettd periaatteessa on kaytava lapi
ylinumeroituva maird parametrin s arvoja. Lisdksi huomaa, ettd yleisesti
ottaen homotopiasta v ~p 7 ei seuraa, ettd janat L, sisiltyvait joukkoon D.
Visuaalisessa mielessi yksikin komplementin CD piste jilkien +* ja n* "vi-
lissd” sotkee kaiken, mutta se ei vilttaméatta estd homotopian olemassaoloa
(kuvittele kyseinen piste kuvan 11 soikioiden véliin).

k) ok ok

Ryhdytddn konstruoimaan ldhestymistapaa, joka hyddyntaé tietoa analyyt-
tisen funktion lokaalista primitiivisté, eli primitiivistd avoimessa kiekossa.
Kuten viittauksista ilmenee, tédssid seurataan padasiassa Langin teosta [1].
Aloitetaan peittamalld annetun polun jéalki osittain paillekkaisilla kiekoilla.

Lemma 7.5. Olkoon D avoin sekd ~ : [0,1] — D polku. Nyt on olemassa
vdlin [0, 1] jako P = {ag, ay, ...,a,} (missi ap = 0 ja a, = 1) sekd avoimien
kiekkojen kokoelma H = {By, By, ..., B,} siten, elti B € H = B C D, seki
v([aj, aj+1]) C By kaikille j € {0,1,2,...,n — 1}.

Todistus. Koska v on jatkuva, niin v* on kompakti joukko avoimessa jou-
kossa D, jolle CD on suljettu. Titen on olemassa r > 0 siten, etti jokaiselle
z € v* pitee B(z,7) NCD = @. Koska 7 on jatkuva suljetulla vililli [0, 1],
on se myos tasaisesti jatkuva. Téten on olemassa d > 0 siten, etté

|v(t) —y(s)| <r, kun |t—s| <. (7.6)
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Valitaan nyt n € N siten, ettd 1/n < 4, ja muodostetaan vilin [0, 1] jako
P={0,1/n,2/n,...,1}.

Merkitdén a; := j/n kaikille j € {0,1,2,...,n}, minké lisiksi madritellddn
kiekot B; := B(7(a; ), r) kaikille j € {0,1,2,...,n}. Luvun r valinnan perus-
teella on selvéd, ettd B; C D kaikille j € {0,1,2,...,n}. Todistetaan vielé,
ettd kullekin 7 € {0,1,2,...,n — 1} pétee

v([aj, aj+1]) C B;. (7.7)
Kun ¢ € [a;, aj41], niin [t —a;| < 1/n < 0. Téten epéyhtilsiden (7.6) nojalla
[y(a;) =) <,
joten (7.7) pétee, ja viite on todistettu (katso [1, s.110-111]). O

Huomaa, ettd lemmassa 7.5 kiekko B, = (v(a,),r) on siind mielessi "yli-
méérdinen” | ettd joukko v([a,_1,a,]) sisdltyy jo edeltividn kiekkoon B,,_;.
Téten kiekkoa B, ei olisi edes tarpeen maéritelld, mutta kirjoittajan mieles-
td ilmi6 on helpompi visualisoida, kun jokaiseen pisteeseen 7(a;) liitetdédn
kiekko — eli myds pisteeseen y(a,). Huomaa myds, ettd jos v on suljettu
tie, niin By = B,,.

Lemma 7.6. Olkoon D avoin, v : [0,1] — D polku seki f : D — C ana-
lyyttinen. Lisdksi olkoon P = {ag,as,...,a,} vdlin [0,1] jako sekd avoimet
kiekot By, By, ..., B, siten, ettd ne toteuttaval lemman 7.5 oletuksel. Kun
7 €40,1,2,,...,n — 1}, niin olkoon v; := V|4, a;,1) 5k g; funktion f pri-
mitiivi kiekossa B; (jonka olemassaolon takaa lause 6.10). Merkitidn vield
v(a;) = z; kaikille j € {0,1,2,...,n}. Tdlloin summa

—

n—

(9i(z511) — 95(25)) (7.8)

.
Il
o

et ritpu valituista primitiiveistd, jaosta P saatli kiekoista Bj, kunhan ne
toteuttavat asetetut oletukset.

Todistus. Kiinnitetdan j € {0,1,2,...,n — 1}. Olkoon D; avoin kiekko, jolle
patee y([aj, a;+1]) C Dj, sekd h; funktion f primitiivi kiekossa D;. Toisaal-
ta, oletetusti v([a;, aj41]) C Bj ja g; on funktion f primitiivi kiekossa B;.
Téten sekd g; ettd h; ovat funktion f primitiiveja joukossa B; N D;, mis-
ta lauseen 6.5 nojalla seuraa, ettd g — h on vakiofunktio joukossa B; N D;.
Téten erityisesti g(2zj+1) — h(zj11) = g(2;) — h(z;), mistd edelleen seuraa
9(zj41) —9(zj) = h(zj11) — h(z;). Siis summa (7.8) on riippumaton valituis-
ta primitiiveistd ja avoimista kiekoista.

Vield on osoitettava, ettd summa (7.8) on riippumaton valitusta jaosta P.
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Téssé riittad osoittaa, etté yksittdisen pisteen c lisidminen jakoon P ei muu-
ta summan (7.8) arvoa (yleinen tapaus kahdelle eri jaolle P ja @ seuraa,
kun jako P muunnetaan jaoksi () lisadmalld tai poistamalla yksi piste kerral-
laan). Olkoon siis ¢ € [a, b], ja asetetaan jako Q = {ao, a1, ..., ag, ¢, ax41, ..., b}.
Nyt v([ak, ax41]) C By, joten

n—1

g(2r1) — gk (1(0) + gk (¥(0) — gi(z) + D (95(z541) — ()
§=0, j#k

n—1
= gi(2e+1) — gr(z) + Z (95(z41) — 95(25))

Jj=0, j#k
n—1
=D (9i(zj41) —gi(2))-
=0
Téten véite on tosi (|1, s.112-113]). O

Lemman 7.6 avulla tieintegraalin kasite voidaan yleistda poluille:

Maiéritelmd 7.7. Olkoon D C C avoin, 7 : [0,1] — C polku joukossa D
sekii f : D — C analyyttinen funktio. Olkoot vield jako P, kiekot B; seké
primitiivit g; kuten lemmassa 7.6. Télloin maaritelldan

n—1

/ fdz = 3 (g5(z10) — 05(24). (7.9)

7=0

Jos médritelméssi 7.7 kuvaus vy on tie, niin yht&lon (7.9) summa saa muodon

n—1
> | fiz
j=0 Vi

missd kuvaukset «; ovat tien vy rajoittumia jaon P méaédrdamille osavaleille
(katso [1, s.113]). Tdten méaritelma 7.7 on jarkeva.

Miéaritelma 7.8. Olkoon D avoin sekd v, 7 : [0, 1] — D polkuja. Oletetaan,
ettéd olemassa vilin [0, 1] jako P = {ag, a1, ..., a,} (missé ag = 0 ja a, = 1)
sekd avoimien kiekkojen kokoelma H = {By, By, ..., B,} siten, etti B €
H = B C D, sekd v([a;,aj11]),n([a;, a;+1]) C B; kaikille j € {0,1,2,...,n

1}. Talloin sanotaan, ettd polut v ja n ovat ldhekkdin (joukon D suhteen).

Huomautus 7.9. Maaritelméassa 7.8 polkujen ~ ja n lihekkdisyys madray-
tyy suhteessa annettuun joukkoon D, mikd tekee ldhekkiisyyden kasittees-
td hiukan harhaanjohtavan. Oletetaan esimerkiksi, ettd v on positiivisesti
suunnistettu polku, jolle v* on ympyra (kuten kuvassa 12). Jos € > 0, niin
valitaan positiivisesti suunnistettu polku 7 siten, ettd myos n* on ympyra,
ja max{|y(t) —n(t)| | t € [0,1]} < e. Kuitenkin, kun piste ¢ valitaan kuvan
12 osoittamalla tavalla (luvun e valinnan jilkeen), niin v ja n eivdt ole la-
hekkéin suhteessa joukkoon C\ {c}. Tam4a johtuu siitd, ettd méadritelmin
7.8 mukainen kiekkojen peite siséltéisi pisteen c.
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Lemma 7.10. Olkoon D avoin seki v,n : [0,1] — D suljettuja polkuja, jot-
ka ovat lihekkdin. Jos f . D — C on analyyttinen, niin

Lfdz:/nfdz.

Todistus. Olkoot jako P sekd kiekot B; kuten madritelméssd 7.8. Merki-
tddn z; := y(a;) sekd w; := n(a;) kaikille j € {0,1,2,...,n}. Huomaa, etti
Zn = 20, Wy, = wo sekdi B, = By. Kiinnitetdén j € {0,1,2,...,n — 1}. Nyt
lauseen 6.10 nojalla funktiolle f on primitiivi g; joukossa B;. Téaten (kdyt-
tden méadritelmés 7.7) saadaan

/fdz - /de = z_: (9i(zj41) — 9i(25) = [g5(wjz1) — g5(w;)])

= i(gj(zm) — gj(wj1) = [95(25) — g5 (w;)])
s (52— s (1) — () — ()]
+ g(gj(zm) — gj(wir1) = [9;(25) — g;(wy)])
s (1) = (20 g (0) — o)

3 @5() ~ a(ar) ~ [ ge) — ggia(wpan))
" (7.10)

Huomataan aluksi, ettd zg,wg € By = B, mutta toisaalta zo,wy € B, _1,
joten zp,wy € By N By,_1. Joukossa By N B,,_; pétee (lauseen 6.5 nojalla),
ettd g,_1 — go on vakio, mistd seuraa

In-1(20) = go(20) — [gn—1(w0) — go(wo)] = 0.
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Olkoon sitten j € {0,1,2,....,n — 2}. Nyt z;,w; € Bj N Bji;. Joukossa
B; N Bji; pétee , ettd g; — g;4+1 on vakio, mista jdlleen seuraa

9i(zj+1) — Gi+1(2541) — [g5(wj41) — gjr1(wj1)] = 0.

Téten yhtéloketjun (7.10) viimeisimmén summan jokainen termi on 0, mis-

ta seuraa
/fdz—/fdz:(L
v n

ja viite on titen todistettu. Il

Nyt voidaan todistaa tavoiteltu tulos (ja vdhdn enemménkin kdyttdmalla
médritelmad 7.7).

Lause 7.11. Olkoon D C C avoin sekd v,n : [0,1] — D suljettuja polkuja,
joille pitee v ~p n. Kun f: D — C on analyyttinen funktio, niin

Lfdz—/nfdz.

Ennen todistusta pari sanaa sen ideasta: tavoitteena on késitelld homoto-
pian antamia “vélivaiheita” (kuvassa 11 katkoviivalla esitetty yksi téllainen
vélivaihe), kun 4* muunnetaan joukoksi n*. Nama villivaiheet voidaan valita
siten, ettd kahden perdkkiisen vilivaiheen etdisyys toisistaan on mielivaltai-
sen pieni. Kun etaisyys on rittdvdn pieni, vilivaiheet ovat polkujen jalkié
siten, ettd niihin liittyvat polut ovat ldhekkdin. Niin saadaan muodostet-
tua "tikapuut”, joita pitkin funktion f integraali kuljetetaan arvosta f7 fdz

arvoon fn fdz.
Todistus. Olkoon T : [0,1]*> — D polkujen ~ ja n vilinen homotopia. Ol-
koon liséiksi n € N seké vélin [0, 1] jako P = {0,1/n,2/n, ..., 1}, ja merkitdin
aj := j/n kaikille j € {0,1,2,...,n}. Mééritellddn vield kuvaukset I'; kulle-
kin j € {0,1,2,...,n} ehdolla

() =T, a)-

Koska T' on jatkuva ja [0,1]? on kompakti, niin myds kuvajoukko T'([0,1])
on kompakti. Koska 0D on suljettu, niin on olemassa luku r > 0 siten, etti
B(z,7)NCD = @ kaikille z € T'([0, 1]?). Lisiiksi " on tasaisesti jatkuva, jo-
ten edelld asetettu luku n voidaan valita niin suureksi, etta

IT(t,s) —T(t,s)] <r, kun [(t,s) = (t',s)] < 2/n. (7.11)
Merkitaan kaikille &, j € {0,1,...,n}

Rkj = F<a’k7 a’j>7
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jolloin luvun r valinnan mukaan B(z;,r) C D kaikille k,j € {0,1,...,n}.
Jaetaan neli6 [0, 1]? osajoukkoihin

k kE+1 5+ 1
k k+ } y [l Jj+

Skj = [n; n n' n } - [ak7a’k+1] X [CL]‘,CL]’+1]

kaikille k,7 € {0,1,2,...,n — 1}. Kun pisteet (¢,s) ja (¢',s") ovat neliossa
Sij» miin |(¢,8) — (¢, 8')] < v/2/n < 2/n. Téten epiyhtildiden (7.11) nojalla

I'(Skj) C€ B(zks,7) C D. (7.12)
Erityisesti kaikille k, j € {0, 1,2, ...,n—1} pétee I';([ag, ax11]), T'j+1([ar, ars1]) C

B(zj,7) , joten polut I';,I';11 ovat ldhekkdin (katso kuva 13). Téten lem-
man 7.10 avulla saadaan paateltya

/fdz: fdz = fdz = fdz=..= fdz:/fdz.

v Ty I I Iy n

Viite on silld todistettu (|3, s.83-84], [1, s.116-117]). O
> r;([0,1])

KuvA 13. Homotopia I' kuvaa nelion Sj; tason osajoukoksi,
joka voidaan rajoittaa kiekkoon B(z;,r). Kuvan neliélle Sy;
pétee k = 0.

Huomautus 7.12. Taméan luvun méaritelmissa ja ilmidissa on kasitelty ai-
noastaan vilille [0, 1] méariteltyja polkuja (mukavuussyista johtuen). Téten
madritelmid 7.1, 7.7 ja 7.8 laajennetaan sopimalla, etti yleisilla vileilla m&aa-
ritellyt polut toteuttavat annetun méaritelmén, jos niiden parametrisaatiot
vililla [0, 1] toteuttavat kyseisen mééritelmén. Huomaa liséksi, ettd ainoa
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analyyttisen funktion f ominaisuus, jota edelld hyodynnettiin, oli tieto lo-
kaalista primitiivistd (eli lause 6.10). Téaten todistetut ilmiot péatevit myos
lokaalisti integroituvan vektorikentén reaalisille tieintegraaleille, mikd nah-
dddn hyodyntdmalld tietoa kentén lokaalista potentiaalista (lause 6.9).

Huomaa, ettd lauseessa 7.11 polkujen ~ ja 7 ei siis tarvitse olla Jordanin
kiyrid: ne voivat vallan hyvin leikata itsedan muuallakin kuin alku— ja péaa-
tepisteissddn. Nyt kannattaa verrata lauseen 7.11 todistusta yhtdloon (7.5).
Homotopian ansiosta kaikkia parametrin s € [0, 1] arvoja ei tarvitse kidyda
lapi — ainoastaan arvot {0,1/n,2/n, ..., 1}, kun n on valittu riittdvin suu-
reksi. Otetaan vield ylos lauseen 7.11 viliton seuraus:

Seuraus 7.13. Olkoon D avoin, f : D — C analyyttinen funktio, F' : D —
R? lokaalisti integroituva vektorikenttd sekd v : [a,b] — D suljettu nollaho-
motooppinen tie. Tdlloin pdtee

/fdz:() ja /F-d§:0.
8! g

Nollahomotooppisuuden avulla voidaan muotoilla tismaéllinen mééritelmé
joukon "reidttomyydelle”:

Mééritelma 7.14. Olkoon D C C alue. Jos jokainen suljettu tie v : [a, b] —
D on nollahomotooppinen (joukossa D), niin sanotaan, ettd D on yhdesti
yhtendinen.

Esimerkiksi tason avoimet konveksit osajoukot ovat yhdesti yhtenéisia, ku-
ten lemmasta 7.3 ndhdain. Maéritelmésta 7.14 sité ei valttdmétta nde, mut-
ta yhdesti yhtenéisyys on erittiin syvéllinen késite. Esimerkiksi Rudin to-
distaa yhdeksdn yhtapitévaa ilmicta (|6, s.292, lause 13.11)), joista osalla ei
vaikuta olevan paljoakaan tekemistd médritelméan 7.14 kanssa (katso myds
Narasimhanin listaus |7, s.151|). Tésséd tekstissd tyydytdan seuraavaan ar-
vokkaaseen lopputulokseen, joka nimetdédn Cauchyn lauseen kolmanneksi
versioksi:

Seuraus 7.15 (Cauchyn lause, kolmas versio). Olkoon f analyyttinen funk-
tio yhdesti yhtendgisessa joukossa D C C. Jos 7y : [a,b] — D on suljettu tie,
nn fv fdz = 0. Vastaavasti, jos F on lokaalisti integroituva vektorikenttd

joukossa D, niin f7 F-ds=0.

Vertaa seurausta 7.15 Cauchyn lauseen versioihin 5.11 seké 6.13 — huomaa
erityisesti, ettd tdhtiméiiset joukot ovat yhdesti yhtenéisia. Toki nyt voidaan
esittdd looginen jatkokysymys: entéd jos D ei olekaan yhdesti yhtendinen?
T4ll6in siis jokin joukon D suljettu tie v ei ole nollahomotooppinen — mité
tieintegraalin hividmisestd voidaan tissi tilanteessa sanoa? On tdysin mah-
dollista, ettd annetun kuvauksen tieintegraali yli tien v edelleenkin haviaa,
mutta ilmion syyt voivat olla perin syvéllisia.

Cauchyn lauseen versiot ovat rajoittaneet tien v kiiytosta ndennéisesti erilai-
silla oletuksilla: v on joukkoon D sisdltyvin vyShykkeen reunatie, v* sisaltyy
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tahtiméiseen joukkoon D, tai v on nollahomotooppinen joukossa D — mité
yvhteistd niilld oletuksilla on? Yhteinen piirre on se, ettd ~ ei paédse “kier-
tamian” komplementin 0D pisteitd. Tatd viimeistd nikokulmaa tutkitaan
seuraavissa luvuissa.

8. TIEN KIERROSLUKU

Olkoon 7(t) := €' kaikille ¢ € [0, 27]. Esimerkissi 6.7 huomattiin, etti

/ % . (8.1)

Ei ole sattumaa, ettd integraalin arvo on i-kertainen 1-séteisen ympyran ke-
hén pituus. Tama ei kuitenkaan johdu siitd, ettd v* on ympyra. Nimittéin,
kun ~ on mielivaltainen Jordanin tie, jolle 0 € I(y) ja r > 0 on valittu siten,
ettd B(0,7) C I(y), niin lemman 5.12 (tai lauseen 7.11) nojalla

1 1
/—dz = / —dz = 2. (8.2)
5 % 8B(0,r) #

Lisdksi, kun merkitddn z = (z,y), niin

1 x Y L. — x .
—dz = , -dS+1 , - ds,
/Wz [/(x2+y2 x2—|—y2) /W(IQ—i—yQ x2+y2>

ja tdman integraalin reaaliosa hdviada, koska kentélle

x )
|_>

on potentiaalifunktio (x,y) — logy/22 + y? joukossa C \ {0}. Téten on ai-
hetta tutkia kentin

— Y X
F(I,y) T (x2+y27 x2+y2)

tieintegraaleja yli suljettujen teiden. Aloitetaan konstruoimalla kentille F
potentiaali joukkoon D := C\ {(z,0) | z > 0}. Yleisesti ottaen, kun z =
(x,y) € C\ {0}, niin pisteen z argumentti (eli napakulma vililla [0, 27))
saadaan madritettyd arkustangentin avulla. Jos z,y > 0, niin asetetaan

g(z) := arctan(y/x) = Arg(z).

Tamé funktio voidaan laajentaa kaikkiin tason neljanneksiin. Téssé on otet-
tava huomioon, etté arkustangentti on pariton funktio (origon suhteen), ja
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arctan(R) = (—7n/2,7/2). Merkitdan
Ny = {(z,y) €R?*| 2,y > 0},
Ny :={(z,y9) € R* |z <0,y > 0},
Nz :={(z,y) € R*|z,y < 0}, seki
Ny:={(z,y) €eR* |z >0,y <0}
Asetetaan
(0, kuny = 0,2 > 0,
arctan(y/x), kun(z,y) € Ny,
/2, kunz =0,y > 0,
arctan(y/x) +m,  kun (z,y) € No,
9(w,y) = T, kuny = 0,2 <0,
arctan(y/xz) +m,  kun (z,y) € N3,
3 /2, kunz =0,y <0
Larctan(y/z) + 2w, kun (x,y) € Ny.

On helppo nidhda, ettd g on jatkuva funktio kaikkialla paitsi positiivisel-
la reaaliakselilla: jos esimerkiksi pistettd 3 € R ldhestytddn “alatasosta”,
niin funktion g arvot lhestyvit lukua 27 # ¢(3) = 0. Tunnetusti

tan(s) =
—arctan(s) = ———
ds s2+1’

joten joukoissa Ni, No, N3 ja N4 funktion g z-osittaisderivaatta on

Jarctan(y/x) 1 -y =Y (8.3)
Ox oy a?)+ 1 22 2?42 '
ja y-osittaisderivaatta puolestaan
Qarctan(y/r) 1 1z (8.4)
oy (P/a)+1 a2ty '

Namai osittaisderivaatat kiyttdytyvit vastaavasti myos akseleilla (positii-
vista reaaliakselia lukuun ottamatta). Esimerkiksi pisteessd (0,y), y > 0,
saadaan z-osittaisderivaatalle toispuoleinen arvo

g9(h,y) —9(0,y) arctan(y/h) —m/2 1

lim = lim —
h—0, h>0 h h—0, h>0 h y’

miké voidaan osoittaa I’Hospitalin sddnnolla. Huomaa siis, ettéi

1 -y

y o 0Py

Vastaavalla tavalla ndhdéén, ettd yhtélot (8.3) ja (8.4) antavat funktion g
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osittaisderivaatat kaikkialla joukossa D = C\ {(z,0) |z > 0}, joten g = Arg
on kentdn F potentiaali (joukossa D). Lisiksi lauseen 6.3 avulla voidaan
osoittaa, ettd funktio

(x,y) .= log|(z,y)| +ig(x,y) = log|z| + iArg(2)

on funktion .

1
k’(l’,y) : ;

primitiivi joukossa D.

Huomautus 8.1. Itse asiassa, kun z = (z,y), niin /) = |z|(cos(Arg(z)) +
i sin(Arg(z))) = z. Liséksi [(z) = log(z) kaikille x > 0, eli [ on reaalisen
logaritmifunktion laajennus joukkoon C \ {0}. Koska g ei ole jatkuva po-
sitiivisella reaaliakselilla, niin erityisesti [ ei voi derivoitua (kompleksisesti)
positiivisella reaaliakselilla — téstd johtuen [ on funktion z +— 1/z primitiivi
ainoastaan joukossa D, eli tasossa, josta on poistettu kaikki epdnegatiiviset
reaaliluvut. Toisaalta, tasosta voidaan poistaa myos mikid tahansa toinen
origon sisaltdva puolisuora S, jolloin napakulma rajataan jollekin toiselle
puoliavoimelle, 27-mittaiselle vélille. Esimerkiksi, jos S = {z € R |z < 0},
niin napakulma voidaan rajata vilille (—m, 7]. Huomaa, ettd napakulma-
funktio ei ole jatkuva joukossa S. Lisédksi kullekin téllaiselle puolisuoralle S
pétee, ettd joukkoon C\ S voidaan mééritelld derivoituva kompleksinen lo-
garitmi — niin kutsuttu logaritmin haara, mistd kuvaus [ on yksi esimerkki.
Katso myos [1, s.120-121] seké |1, s.67, harjoitus 1].

X ok ok

Asetetaan nyt suljettu tie  : [0,1] — C\ {0}. Lauseen 7.5 nojalla on ole-
massa vilin [0, 1] jako P = {ay, a1, ..., a, } (missé ap = 0 ja a,, = 1) sekd avoi-
mien kiekkojen kokoelma H = {By, By, ..., B, } siten, etti B € H = 0 ¢ B,
seki y([a;, aj41]) C Bj; kaikille j € {0,1,2,...,n—1}. Kiekot B; ovat muotoa

Bj = (7(a;),7)

kullekin j € {0,1,...,n}, missd r > 0 on riittdvin pieni luku. Nyt siis
v([aj,aj41]) C By kaikille j € {0,1,2,...,n — 1}, ja kickossa B; kentélle F
on lokaali potentiaali g; (lauseen 6.9 nojalla). Itse asiassa funktio g = Arg
kelpaa kentdn F' potentiaaliksi jokaisessa kiekossa B;, joka ei leikkaa epé-
negatiivista reaaliakselia L. Koska ¢ on mééritelty arkustangentin avulla,
niin sen arvojen erotukset ovat tulkittavissa kulmien muutoksiksi. Olete-
taan esimerkiksi, ettd ByN L = @&. Nyt siis v([ag, a1]) C By. Kun merkitaén
Yo = Yljao,a1]> niin saadaan

/ F - d3 = g(v(a1)) — g(1(a0)).

o

eli tdmén integraalin arvo on vektoreiden y(ay) ja v(ap) vilinen kulma. Toi-
saalta, jos kiekko By leikkaa akselin L, niin potentiaaliksi kyseisessé kiekossa
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kelpaa jokin toinen napakulmafunktio g. Se on méiriteltiva suhteessa jouk-
koon C\ S, missé S on origon sisdltdvé puolisuora, joka ei leikkaa kiekkoa
By (yleistd madritelméd ei kdyda téssid 1dpi). Téten integraali

/F-d§
gl

voidaan esittdd summana tien v kuvapisteiden vilisten kulmien muutok-
sista. Koska v on suljettu tie, niin (intuitiivisesti ottaen) ndiden kulmien
muutosten summan on oltava luvun 27 monikerta. Ilmié on helppo visua-
lisoida esimerkiksi silloin, kun v* on origokeskinen ympyra. Toisaalta, olkoon

n(t) := (%Cos(23t/5)sin(t),cos(2t)cos(t)) (8.5)

kaikille ¢ € [0, 47]. Nyt n on suljettu tie (sen alku— ja péétepiste on 7). Ku-
vassa 14 on esitetty jélki n*, sekd piste ¢ = (12 — 8i)/100. Kiert&d&ko n pis-
teen ¢? Voidaanko téssd tapauksessa edes puhua kierrosten lukumaérasta?
Kay ilmi, ettd voidaan: jos kenttda F' “siirretddn” vakiolla ¢, niin siirretyn
kentdn integraali yli tien 7 antaa kokonaisluvun. Todistetaan tdmé ilmio
mahdollisimman yleisessa tapauksessa.

Kuva 14

Lause 8.2. Olkoon ~y suljettu tie, seki ¢ = (a,b) € C piste, joka ei kuulu
joukkoon ~v*. Lisdksi olkoot
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—y+b T—a >

1 .
J() = o= Ja F(x’y):((w—a)z—i—(y—b)Q’(x—a)2+(y—b)2

z—c
Tdlloin patee
1 1
— dz=— | F-ds 8.6
2m/f’z or )0 (8.6)
missa (1/2mi) j; fdz on kokonaisluku.

Todistus. Merkitaan z = (z,y). Huomataan, etti

1 zZz—-¢ [(r—a —y-+b
z—c Jz—c2 \Jz—c* |z =)’

missi siis |z — ¢ = (z — a)? + (y — b)%. Nyt saadaan

/deZ/(‘”_“Q, y_b2)-d§+i/(_y+2, x_a2)-d§.
T I\ EE AP

Kentalle

(2.9) < r—a y—>o )

2 —cl?" |z = cf?

on potentiaalifunktio (z,y) — log|z — ¢| joukossa C\ {c}, joten seurauksen

6.6 nojalla
—u+b _
/fdzzi/( ?“2,“7“' a2>-d§:z’/F~d§, (8.7)
N S \|z—=c]?" |z —¢| N

misti seuraa viitteen yhtilo (8.6). Vield on todistettava, ettd (1/2mi) f7 fdz
on kokonaisluku. Oletetusti v on tie, joten olkoot a,as,...,a,_1 ne vilin
(a,b) pisteet, joissa 7 ei ole jatkuva. Lisdksi merkitdén ag := a ja a, := b.
Kun t € [ay, agy1] jollekin k € {0,1,...,n — 1}, niin méadritellaén

k-1

H(t) ::Z/wJ %ds—i—/{lk 7(78;8_) cds.

J=0

Nyt H on valilld [a,b] jatkuva funktio. Lisdksi H on derivoituva kaikille
t € (a,b)\ {ai,...,a,—1}. ja niissi pisteissd pitee H'(t) = ~'(t)/(v(t) — ¢).
Téten saadaan
d
Le MO0 (1) — ) = Oy (1)  H (e (5(1) — ) = 0.
Siis funktion ¢ + e f®(y(t) — ¢) derivaatta on 0 kaikkialla vililli (a, b)
paitsi pisteissi aq,...,a,_1. Toisaalta H on jatkuva suljetulla valilla [a, b],
joten on olemassa vakio d € C siten, ettd

e 1O (t) —c)=d
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kaikille ¢ € [a, b]. Edelleen
v(t) — ¢ = def!®),

eli erityisesti
def!@ = ~y(a) — ¢ = y(b) — ¢ = def!®.

Koska ¢ ei kuulu joukkoon ~*, niin y(a) — ¢ # 0, joten on oltava d # 0.
Lisiiksi efl(®) = ¢ = 1. Siis

Téten on k € Z, jolle pitee

Toisaalta

H(b) = / ’ %ds _ L fdz,

joten (1/2mi) [ fdz = k, ja viite on todistettu ([1, s.134-135]).

Lauseen 8.2 nojalla on jirkevai asettaa seuraava maaritelma:

Maédritelmi 8.3. Olkoon D C C avoin, 7 : [a,b] — D suljettu tie seki
c € C piste, jolle ¢ € v*. Asetetaan

211 Z—cC

n(y,c) = L/ ! dz. (8.8)

Lukua n(y, ¢) kutsutaan tien v kierrosluvuksi pisteen ¢ suhteen. Jos n(y, c) =
0 kaikille ¢ € CD, niin sanotaan, ettii v on nollahomologinen (joukossa D).

Huomaa, etta lauseesta 8.2 saadaan vaihtoehtoinen tapa tien kierrosluvun
médrittelemiseksi (kyseistd tapaa kdytetdin reaalianalyysissi; katso esim.
|5, s.422-423]). Liséksi huomaa, etti kierrosluvun mééritelmén nojalla sul-
jetulle tielle v ja pisteelle ¢ & v* pétee n(v,c) = —n(?, ¢). Seuraavat kier-
rosluvun ominaisuudet tulevat olemaan hyédyksi:

Lemma 8.4. Olkoon v suljettu tie. Tdlloin kuvaus N(c) := n(y,c) on jat-
kuva joukossa C\~*. Lisdksi, jos A C (C\~*) on yhtendinen joukko, niin N
on vakiokuvaus joukossa A. Erityisesti, jos A on rajoittamaton, niin N = 0
joukossa A.

Todistus. Katso [1, s.135, lemma 1.2], [6, s.219] seké [3, s.90]. O

Nyt nollahomotooppisuuden ja nollahomologisuuden vilille saadaan seuraa-
va yvhteys:

Lemma 8.5. Olkoon v suljettu nollahomotooppinen tie avoimessa joukossa
D. Tdlloin v on nollahomologinen.
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Todistus. Kun ¢ € CD, niin funktio f(z) := 1/(z — ¢) on analyyttinen
joukossa D. Téten seurauksen 7.13 perusteella n(vy,c) = (1/2mi) f7 fdz =
0. O

Péteekod lemman 8.5 viite kddnteiseen suuntaan? Vastaus on (ehkd hiukan
yllattden) kieltava: tien nollahomologisuus ei implikoi sen nollahomotoop-
pisuutta, minkd todistaminen on sangen vaikeaa. Esimerkissa 8.7 esitelladn
heuristinen vastaesimerkki. Huomattavasti tdsmaéllisempi selvitys 16y tyy Ko-
dairan teoksesta; katso [4, s.198, esimerkki 4.5] (Kodaira hyodyntad funk-
tion analyyttiseen jatkamiseen liittyvia ilmioGita).

Kuitenkin yhdesti yhtendisyyden ja nollahomologisuuden vilill& on seuraava
ekvivalenssi:

Lause 8.6. Joukko D C C on yhdesti yhtendinen jos ja vain jos jokainen
suljettu tie 7y : [a,b] — D on nollahomologinen.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd D on yhdesti yhtendinen. Jos v on suljettu
tie joukossa D, niin tien v nollahomologisuus seuraa vilittomaésti lemmas-
ta 8.5. Kdanteistd suuntaa ei todisteta tissd, koska se on huomattavasti
vaikeampi. Ilmi6 todistetaan monivaiheisesti esimerkiksi ldhteissé [6, $.292,
lause 13.11] sekd |7, s.151, lause 1]. Katso my6s Ahlforsin esitys, joka perus-
tuu yhdesti yhtendisyyden vaihtoehtoiseen méiritelméén: [10, s.139, lause
14]. O

Esimerkki 8.7. Kuvassa 15 on esitetty suljetun tien v jélki joukossa C \
{c,d} (tien alku— ja péadtepiste on z). Aluksi v piirtdd sisemmistd ympy-
roistd alemman (vastapdivién), ja jatkaa piirtdmalla sisemmistd ympyrois-
ta ylemmén (myotapaivadan). Nain syntyy kahdeksikko. Seuraavaksi piirtyy
ulommista ympyroista ylempi (myotapédiviaan), ja lopuksi alempi (vastapéi-
vidn). Nyt esimerkiksi n(v, ¢) = 0, koska pisteen ¢ kiertdvit ympyrit ovat
vastakkaisesti suunnistettuja (jolloin siis n(v,c) = 1 — 1). Sama pétee pis-
teelle d, joten v on nollahomologinen joukossa C\ {c,d} . 7 ei kuitenkaan
ole nollahomotooppinen. Intuitiivisesti ottaen tdmé& johtuu siitd, ettd ho-
motopia ei saa "katkaista” suljetun tien jélked. Koska c ja d ovat kahdeksik-
kojen 7sisélld”, homotopian olisi valttdmatta kuvattava jokin jiljen ~* piste
komplementtiin {c, d}, miké on ristiriita (|1, s.140, kuva 5]|).

9. CAUCHYN LAUSE

Todistetaan nyt Cauchyn lauseen neljis ja viimeinen versio. Se antaa lopul-
liset vastaukset johdannon kysymyksiin (0.3) ja (0.4).

Lause 9.1 (Cauchyn lause, neljés versio). Olkoon D C C avoin, f : D — C
analyyttinen funktio, F': D — R? lokaalisti integroituva vektorikentti sekd
kuvaukset v1,7a, ..., Vm suljettuja teitd joukossa D. Oletetaan, ettd kaikille
c € UD pitee

Zn(%,c) = 0. (9.1)

Jj=1
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Kuva 15
Talloin
> | fdz=o, (9.2)
j=1"“7
sekd
> | F-ds=o. (9.3)
j=1"“7

Huomaa, ettd lause 9.1 ei puhu vain yhdesté tiestd, vaan dérellisestd méai-
ristd teitd, joiden kierroslukujen summa jokaisen joukon D komplementin
pisteen hévida. Tamé kiytos "periytyy” kuvauksille f ja F, mikd on perin
himméstyttivid — teiden ~; yhteys komplementtiin 0D takaa tieintegraa-
lien summautumisen nollaksi (vertaa ilmiota Cauchyn lauseen ensimméi-
seen versioon 5.11 sekd vyohykkeen médritelméén 5.2). Lause 9.1 voidaan
todistaa (tai ainakin perustella) kiyttden yllattavin yksinkertaista péét-
telyd, jossa hyodynnetdidn kierrosluvun geometrista merkitystd. Komplek-
sisen tieintegraalin hividminen voidaan todista myo0s “analyyttisemmilld”
tekniikoilla — esimerkiksi Conway kdyttdd niin kutsuttua Rungen lauset-
ta. Karkeasti ottaen Conway approksimoi funktiota f kiyttden kuvausta
2z P(2)/Q(2), missd @ ja P ovat polynomifunktioita siten, ettd funktion
@ nollakohdat jéiviit komplementtiin CD (katso |3, 5.202]).

Rungen lause on kuitenkin tyolds todistaa. Huomattavasti vihemmalla paa-
see Rudin, jonka menetelmi on erityisen kiinnostava: hidn osoittaa, etté
lauseen 9.1 oletuksin pétee
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f(z0)n(7, 20) = L f(z) J

9.4
2mi ),z — 2o (9-4)

kaikille zp € D \ v*. Yhtél6 (9.4) on niin kutsuttu Cauchyn globaali inte-
graalikaava. Jos yhtélé (9.4) on tosi, niin médritellddn pisteelle zo € D \ 7*
funktio F'(z) := (2 — 20) f(2). Soveltamalla yht#loa (9.4) analyyttiseen funk-
tioon F' saadaan

1 F(z
0= F(z0)n(7v, 20) = o / y Zo " 2mi /fd

mista seuraakin vaitetty yhtalo (9.2). Téaten riittéisi todistaa integraalikaa-

a (9.4), mihin Rudin kiyttdd niin kutsuttua Moreran lausetta (|6, s.235-
237]). Toisaalta kaava (9.4) saadaan myos lauseen 9.1 seurauksena — katso
esimerkiksi Langin esitys |1, s.145, lause 2.5]|.

Todistetaan nyt lause 9.1 "topologisella” taktiikalla. Merkintja on paljon,
minkd lisdksi todistuksen rakenne voi olla hankala hahmottaa: annetun
funktion analyyttisyytta kiytetddn ainoastaan lokaalin primitiivin takaami-
seen, minké jilkeen viite saadaan todistettua kierrosluvun ominaisuuksilla
(kentdn F' tapauksessa hyodynnetiéin lokaalin potentiaalin olemassaoloa).
Yksityiskohtainen todistus kiydaén lapi ainoastaan yhtalolle (9.2), koska to-
distus reaalista integraalia koskevalle viitteelle on analoginen. Merkintdjen
siistimiseksi otetaan kayttoon seuraava madritelma:

Maéritelméa 9.2. Olkoot 74, ..., 7, teitd joukossa D C C. Kun ay,...,a, €
R, niin formaalia summaa a;y; + ... + a,7y, = Z§:1 a;7y; kutsutaan ketjuksi.
Jos tiet 71, ..., 7y, ovat suljettuja, niin niiden muodostamaa ketjua kutsutaan
sykliksi. Olkoon nyt f jatkuva funktio joukossa D. Kun merkitdidn lyhyem-
min v := a;y +... + a7y, niin sanotaan, ettd funktion f integraali yli ketjun

~ on luku
/fdz = al/ fdz+ ...+ ap/ fdz.
o Y1 Tp

Jos § = b101 + ... + byd,, on ketju, jolle pétee

/ﬂk_/jm

niin kirjoitetaan § = v (mod f). Olkoon nyt ¢ € D siten, ettd c ¢ ~; kaikille
Jj€{1,2,..,p}. Jos v on sykli, niin syklin v kierrosluku pisteen ¢ suhteen on

n(v,c) == an(y,¢) + ... + apn(yy, ¢).

Koska (esimerkiksi) tielle v, pétee

Aﬁ@:—éﬁw,
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niin voidaan kirjoittaa a1y, = —a1¥1 (mod f). Jos f% fdz = 0, niin merki-
tadn v, = 0 (mod f) (katso [10, s.137-138]| ja [1, s.141-143]).

Lauseen 9.1 todistus. Merkitdén v := v +...4+7,, ja valitaan 5 : [a,b] — D,
missi siis s € {1,2,...,m} on kiinnitetty. Nyt lemman 7.5 todistuksen no-
jalla on olemassa vilin [a,b] jako P = {ag,as,...,a,}, (missd a9 = a ja
a, = b) sekii avoimien kiekkojen kokoelma H = {By, By, ..., B,} siten, etté
B € H= B C D, seki v;([aj,a;+1]) C B; kaikille j € {0,1,2,...,n — 1},

Tutkitaan kiekkoa B; kiinnitetylle j € {0,1,...,n — 1}. Koska f on ana-
lyyttinen kiekossa B;, niin lauseen 6.13 nojalla

d =0 (mod f) (9.5)

jokaiselle suljetulle tielle 6 joukossa B;. Olkoon r; vaaka— tai pystysuora
jana, tai vaakasuoran ja pystysuoran janan yhdiste siten, ettd tien x; alku-
piste on 75(a;) ja padtepiste puolestaan 74(aji1). Olkoon vield R; tien ~,
rajoittuma vélille [a;, a;4+1]. Tall6in tie R; * &; on suljettu, joten pédtellddn

0=R;*f; =R, — k; (mod f),

misti saadaan

R; = k; (mod f). (9.6)

Olkoon ks := Ko * ... ¥ k,—1. Kun edeltiva tarkastelu suoritetaan kaikille
j€4{0,1,2,....,n — 1}, saadaan

n—1 n—1

’YSZZRJ‘:ZK]‘:’{S (mOdf)

J=0 J=0

Visuaalisesti ottaen tie 7, on "korvattu kantikkaalla tielld” kg, jonka jalki
muodostuu vaaka— ja pystysuuntaisista janoista. Toistetaan tAméa padttely
kullekin indeksille s € {1,2,...,m}, ja muodostetaan ketju k := k1 +...+ Kp,.
Nyt saadaan

m

sz%zzmszm(mod f)- (9.7)

s=1

Huomataan nyt, ettii funktiolle g(z) := 1/(z — ¢), ¢ € CD, on lokaali pri-
mitiivi kaikkialla paitsi pisteessi ¢, joten yhtdlo (9.7) toteutuu myds télle
funktiolle — eli tdsmaéllisemmin

VZZ%:Z’{s:“(mOdQ)- (9.8)
s=1 s=1
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Toisaalta oletuksen (9.1) nojalla v = 0 (mod g), joten mééritelmén 9.2
mukaan

n(k,c) =0 (9.9)

kaikille ¢ € CD. Merkitdiin x* = S, kaikille s € {1,2,...,m}, jolloin kukin
S, on vaaka— tai pystysuuntaisten (geometristen) janojen yhdiste. Tayden-
netddn jokainen ndaistd janoista suoraksi. Kyseiset suorat jakavat tason C
suljettuihin suorakulmioihin A;, A,, ..., A,, seké rajoittamattomiin osajouk-
koihin. Valitaan jokaisesta suorakulmiosta A, sisdpiste z, siten, ettd z, ei
kuulu yhteenkidn jéljista ~7, ..., 7. Merkitdan

m

m, = Zn(ﬁs, 2r) = n(K, z)

s=1
kaikille € {1, 2, ..., p}. Kiinnitetd&in huomio niihin pisteisiin z,, joille m,. #
0 — téten voidaan indeksointeja muuttamatta olettaa, ettd m, # 0 kaikille
red{l,2,..,p}

Osoitetaan aluksi, ettd kukin suorakulmio A, sisiltyy joukkoon D. Suo-
rakulmion A, sisdpisteet muodostavat yhtenéisen joukon, joten lemman 8.4
nojalla kuvaus

N(c) := Z n(ks,c)

on vakio joukossa Int(A,). Téten, koska oletetusti m, # 0, niin N(c) # 0
kaikille ¢ € Int(A,). Niin ollen joukossa Int(A,) ei voi olla komplementin
CD pisteitdi (yhtdlon (9.9) nojalla). Tisté seuraa Int(A,) C D. Olkoon sit-
ten z € JA,. Jos 2z € & jollekin j € {1,2,...,m}, niin 2 € D, ja asia on
selvi. Toistaalta, jos z € w7 kaikille j € {1,2,...,m}, niin kuvauksen N jat-
kuvuuden perusteella N(z) # 0 (sillda N(c) # 0 kaikille ¢ € Int(A,)). Téten
yhtdlon (9.9) nojalla on oltava z € D, ja tidten A, C D.

Tavoitteena on todistaa yhtalo

i Kj = imrﬁflr (mod f), (9.10)
=1

r=1

missé (hiukan huolimattomalla) merkinnélld 0 A, tarkoitetaan suorakulmion
A, positiivisesti suunnistetettua reunatieti. Edelld osoitettiin, ettd kukin A,
sisdltyy joukkoon D, joten (esimerkiksi) Cauchyn lauseen kolmannen ver-
sion 7.15 nojalla 0A, = 0 (mod f) kaikille r € {1,2,...,p}. Tdten viitteen
yhtdlo (9.2) seuraa vélittomaisti yhtaloistd (9.7) ja (9.10).

Tehdaan vastaoletus:

zm:/-cj - zpjmraAr # 0 (mod f). (9.11)
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Epédyhtalon (9.11) vasemmalla puolella on muodollinen summa vaaka— ja
pystysuorista janoista. Téaten voidaan kirjoittaa

m D l
Z Kj — Zm,ﬁAr = Z hjo; (mod f), (9.12)
j=1 r=1 j=1

missd luvut hq, he, ..., h; ovat sopivia kokonaislukuja, seka tiet o4, ..., 0; vaaka—
ja pystysuuntaisia janoja. Niiden jéljet kuuluvat suorakulmioiden Ay, ..., 4,

reunoihin, minké liséksi niiden suunnistukset maaraytyvit luonnollisesti

suorakulmioiden Ay, ..., A, reunateiden suunnistuksista. Kun yhtalon (9.12)

oikean puolen summasta "irrotetaan” ensimmainen termi, saadaan esitys

m p !
Z K — ZmraAr = hyoy + Z hjo; (mod f). (9.13)
j=1 r=1

= j=2

Huomaa, ettd toki sumimasta olisi voitu irrottaa miki tahansa muukin ter-
mi h;o;. Todistetaan nyt, ettd hy = 0 (mistéd induktiivisesti padtellen kaikki
kertoimet h; ovat nollia). Voidaan (esimerkiksi) olettaa, ettd A; on se suo-
rakulmio, jonka erds sivu on oj. Olkoon lisdksi A #+ A tason osajoukko,
jonka reuna sisiltdd janan oj. Téllainen joukko A syntyi edelld tehdyssi
tason jaossa, mutta A ei vilttdmittd ole suorakulmio (katso kuva 16 —
joukon A yksi sivu on esitetty katkoviivalla, koska A voi olla rajoittama-
ton). Kirjoitetaan yhtélo (9.13) muotoon

m p l
Z Ry — Z mraAr - h10'1 = Z hjaj (mOd f) (914)
j=1 r=1 J=2

missa siis vain siirrettiin termié hio;. Oletetaan nyt, ettd suorakulmion
Ay muut kolme sivua ovat o5, 0% ja o) (merkinnét valitaan niin selkeyden
tahden). Yhtdlon (9.14) oikea puoli voidaan kirjoittaa (funktion f suhteen)
ketjuksi

l
h1(0'2—|—0'3+0'4)—|—2ﬁj0'j, (915)
7j=2

missa luvut Bj ovat sopivia kokonaislukuja — eli kyseessd ovat kertoimien /;
“korjaukset”, kun summasta irrotetaan hi-kertaisina janat 0., o3 ja o4. Itse
asiassa ainoat tarpeelliset muutokset kertoimiin ovat hy — ho — hq, hz —
hs—hy ja hy — hy—hy. Kun esityksen (9.15) hi-kertainen summa siirretaén
yhtélon (9.14) vasemmalle puolelle, termi hioy "taydentyy” reunatieksi 0A;
kerrottuna vakiolla h; (suhteessa funktioon f). N&in saadaan yhtélo

m D l
Z Kj — Z my0A, — h10A; = Z ﬁjgj (mod f). (9.16)
7j=1 r=1

= j=2

Kaava (9.16) on todistuksen olennaisin vaihe. Olkoon nyt @ jokin joukon A
sisdpiste siten, ettd se ei sisilly joukkoon ~7 U ... U ;. Muistetaan my0s,
ettd z; & (75 U ... U~k on jokin suorakulmion A; sisipiste (kuva 16).
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Oy
¢
ez
A
'01 Al A03
*3
0z
>
Kuva 16
Maaritellaan
() im
z) =
g 27i(z — 21)
ja
~ 1
9(z) = 2mi(z — a)

Huomataan, ettd yhtélo (9.16) toteutuu myos funktioille g; ja g (miké johtuu
siitd, ettd ndma funktiot ovat méaéariteltyja kussakin joukkojen xjU...UK], ja
Y U... U~} pisteessid). Kun yhtédlossd (9.16) funktio f korvataan funktiolla
g1, saadaan (lukujen my, ..., m, médritelmin avulla) yhtilo

l
my —my — hl = Z?L]/ gle (917)
=2 7

Funktion g kiytoksessd on otettava huomioon pisteen a sijainti. Oletetaan
aluksi, ettd A on tason rajoittamaton osajoukko, joka syntyi edelli muodos-
tetussa tason jaossa. Nyt lemman 8.4 nojalla pitee n(k,a) = 0. Téten, kun
yhtélossd (9.16) funktio f korvataan funktiolla g, saadaan

0-0-0=

M-

<
||
N

h; / gdz. (9.18)

J

Toisaalta on mahdollista, etti A on suorakulmio, mutta A & {A;, ..., A}
T#lloin suorakulmioiden Ay, ..., A, valinnan nojalla n(k,a) = 0. Jélleen yh-
talostd (9.16) saadaan

0—-0—0= l}j/ gdz. (9.19)

J

<
||
N

M-

Kolmannessa tapauksessa A = Ay jollekiny € {1,2,...,p}. Nyt Zgﬂzl n(k;,a) =
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m,, # 0, joten saadaan

l
my —my, —0=>Y h / gdz. (9.20)
j=2 j

Kiinnitetd4n huomio yhtéloiden (9.17), (9.18), (9.19) ja (9.20) oikeanpuolei-
siin summiin. Olennaista on se, ettd kyseiset summat eivit sisélld integraalia
yli janan o;. Funktion ¢g; méaritelmén mukaan luku

l
ZiL]/ gle
j=2 77

J

on summa suljettujen teiden kierrosluvuista suhteessa pisteeseen z;. Vas-

taavasti luku z
Sy [ gz
=2 7%

J
on summa suljettujen teiden kierrosluvuista suhteessa pisteeseen a. Koska
ndma summat eivit sisalld integraalia yli janan oy, niin summien integraalit
lasketaan sellaisten teiden yli, joiden suhteen pisteet z; ja a kuuluvat samaan
yhtendiseen tason osajoukkoon (silld ndiden pisteiden vélinen jana ei leikkaa
jalkia o3, ..., 0/). Taten lemman 8.4 perusteella

l
ilj/ gle:Z}Nlj/ gdz
93 j=2 9j

l
= J

J

Kun tdmé tieto yhdistetddn yhtaloihin (9.17), (9.18), (9.19) ja (9.20), saa-
daan

2

—hy =0, (9.21)

eli hy = 0, kuten haluttiin osoittaa. Kun tdta paattelyd sovelletaan tois-
tuvasti yhtdloon (9.12), saadaan 0 = hy = hy = ... = h;, mistd seuraakin
viliton ristiriita vastaoletuksen (9.11) kanssa. Téten yhtdlo (9.10) on tosi,
mistd seuraa véite (9.2) (katso |1, s.149-154] — Lang ei paneudu todistuk-
sessaan yksityiskohtiin, mika voi tehda siitd hiukan vaikeaselkoisen). Yhtalo
(9.3) voidaan todistaa vastaavalla péaéttelylld, kun hyodynnetdén kentén F
lokaaleja potentiaaleja (joiden olemassaolon takaa lause 6.9). |
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LOPPUSANAT

Kuten téssi tutkielmassa on kiynyt ilmi, ovat reaalinen ja kompleksinen
tieintegraali monilla tavoin yhteydessa toisiinsa. Toisaalta integraalien kéiy-
t0s on erddnlainen "tienhaara” analyyttisen funktion ja lokaalisti integroitu-
van vektorikentdn suhteessa: siind missé lokaali integroituvuus vaatii yhden
differentiaaliyht&lon (eli yhtélon (4.1)), niin analyyttisyys implikoi kaksi dif-
ferentiaaliyhtalod, eli Cauchyn ja Riemannin yhtélét. Taltd pohjalta voisi
olettaa, ettd analyyttisen funktion kiytoksessa on jokin piirre, jolle ei 10ydy
varsinaista analogiaa lokaalisti integroituvan vektorikentdn ominaisuuksista.
Néin todellakin on: kyseinen piirre on analyyttisen funktion potenssisarjae-
sitys. Nimittdin, Cauchyn integraalikaavassa (9.4) voidaan valita positiivi-
sesti suunnistettu tie «y siten, ettd v* on ympyra, minké lisaksi n(y, zo) = 1.
Talloin kaava saa muodon

f(z0) = L Malz. (9.22)

2mi ) 2 — 20

On syytd mainita, ettd yhtdlo (9.22) voidaan johtaa myos lauseesta 5.6.
Olkoon nyt s ympyran v* keskipiste. Koska kaavan tieintegraali lasketaan
kyseisen ympyrén yli, niin integraalin muuttujalle z pétee |zo — s| < |z — 5],
eli erityisesti |[2=*| < 1. Havaitaan, ettd

—S
o n
Z 20— S 1 zZ— 38
Z2—5 1—2=8 4 _ 2z

n=0 zZ—S

joten

o)

1

(20— 8)"
Z— 20

(Z _ 8)n+1 :

n=0

Sijoittamalla tdmé tieto kaavaan (9.22) saadaan f(z) esitettyd potenssisar-
jana pisteen s suhteen (kun oikeutetaan tarvittava Adrettomén summauk-
sen ja tieintegroinnin jarjestyksen vaihto). Selkei esitys téllaisista potens-
sisarjoista ja niiden ominaisuuksista 16ytyy esimerkiksi Langin teoksesta [1].

Vield pari sanaa kirjallisuudesta: tdssa tutkielmassa on nojauduttu useaan
kertaan Langin kirjaan [1] — viimeksi néin tehtiin pari rivid ylempiné. Syy
on pitkalti siind, ettd kyseinen teos on erittiin selkeésti kirjoitettu (esimer-
kiksi Priestleyn vastaavantasoinen teos [9] tuntuu paikoin hiukan sekavalta).
Jos kompleksianalyysid haluaa harrastaa astetta syvillisemmin, niin kan-
nattaa vilkaista kirjoja [4] sekd [7]. Kodaira kiy asioita ldpi erityiselld tark-
kuudella, miké luonnollisesti asettaa vaatimuksia lukijan kirsivéllisyydelle.
Narasimhanin teos vaikuttaa erittdin kattavalta — kirja sisdltdd Cauchyn
lauseen version, jota téssd tutkielmassa ei késitelty (katso |7, s.124|). Lo-
puksi on suositeltava Rudinin teosta [6], joka yhdistd& reaali- ja komplek-
sianalyysin mittateoriaan. Aihepiirien sekoittumisesta huolimatta esitys on
todella siisti ja helppolukuinen.
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Koska kuvauksiin R — R? liittyvi estetiikka vetoaa kirjoittajaan, niin ku-
vassa 17 on vield esitetty tien

() := (12 cos(t)cos(54t), 20 cos(36t)sin(t)) Vt € [0, 27]

jalki ilman koordinaattiakseleita.

v
o

Al L L

HI

Kuva 17
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