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Tassa tutkielmassa perehdytdén konformikuvauksiin liittyvéén teoriaan. Erityi-
sesti tarkastellaan konformikuvauksia eri kompleksitason alueiden vélilla. Tutkielman
yhtené padtuloksena todistetaan Riemannin kuvauslause, jonka mukaan jokaisen kah-
den yhdesti yhtendisen alueen vililla on olemassa konformikuvaus.

Konformikuvaukset ovat funktioita, jotka siilyttavat kulmien suuruudet ja suun-
nat. Konformisuus linkittyy vahvasti yhteen funktion kompleksisen derivaatan kéy-
tokseen. Tutkielmassa osoitetaan, ettd holomorfiset injektiot tai holomorfiset funktiot,
joiden derivaatta ei hivia, ovat konformikuvauksia.

Mobius-kuvaukset ovat térked konformikuvausten alaluokka. Mobius-kuvaukset
koostuvat siirroista, skaalauksista, kierroista ja inversiosta. Jotta inversiokuvaus olisi
hyvin méaritelty kaikissa kompleksitason pisteissé, tutkielmassa esitelldédn laajenne-
tun kompleksitason kasite. Laajennetun kompleksitason ja yksikkopallon reunan va-
lilld osoitetaan olevan homeomorfinen kuvaus, jolloin darettémyyspisteet ovat hyvin
médriteltyja.

Riemannin kuvauslause on olemassaolotulos, joka ei kerro miten konformikuvauk-
sen voi kdytadnnossa konstruoida. Tutkielmassa kaydéan ldpi monia esimerkkejé, mi-
ten eri alueiden vilille voidaan 16ytdda konformikuvaus. Esimerkeissd konkretisoitu-
vat konformikuvausten geometriset ominaisuudet, joissa havaitaan erityisesti Mobius-
kuvausten hyodyllisyys.

Riemannin kuvauslauseen nojalla tiedetdén, ettd on olemassa konformikuvaus
ylemmaélté puolitasolta itsedédn leikkaamattoman n—monikulmion sisukseksi. Tutkiel-
massa johdetaan intuitiivisesti miten tdmén kuvauksen voi konstruoida seké annetaan
kuvaukselle tarkka kaava, joka tunnetaan yleisemmin nimelld Schwarz-Christoffelin
kaava. Schwarz-Christoffelin kaava on monimutkainen ja sen kayttoon liittyy rajoi-
tuksia, joita pyritddn avaamaan yksinkertaisten esimerkkien kautta.

Tiedetdén, ettd mikéli alue ei ole yhdesti yhtenéinen, niin télléin ei ole olemassa
surjektiivista konformikuvausta yksikkokiekolle. Osoittautuu kuitenkin, etté tietylla
tavalla konstruoitu alue voidaan kuvata 3-valentisti ja lokaalisti konformisesti yksik-
kokiekoksi. Taméan tuloksen ovat todistaneet Victor V. Starkov ja Piotr Liczberski.
Tutkielman yhtend padtuloksena mukaillaan kyseisesté tuloksesta erikoistapaus ja an-
netaan sille todistus.
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Johdanto

Tamén tutkielman péadtavoitteena on késitelld konformikuvauksia eri alueiden va-
lilld. Georg Bernhard Riemannin (1826-1866) mukaan nimetyn Riemannin kuvaus-
lauseen nojalla tiedetddn jokaisen kahden yhdesti yhtendisen alueen vélilla olevan
konformikuvaus. Kuitenkaan Riemannin kuvauslause ei kerro mitdén siité, miten ku-
vauksen voi muodostaa. Tutkielmassa esitellddn tyokaluja ja esimerkkejd, miten yh-
desti yhtendisten alueiden vélille voidaan muodostaa konformikuvaus. Lopuksi tar-
kastellaan pintapuolisesti lokaalisti konformisia kuvauksia.

Tutkielman ensimméisesséd ja toisessa kappaleessa kisitelladn tiivistetysti tarvit-
tava kompleksianalyysin teoria Riemannin kuvauslauseen todistusta varten, minka
vuoksi monia tuloksia ei todisteta. Kasiteltdvésta teoriasta painoarvo annetaan holo-
morfisuudelle, konformisuudelle sekid Mobius-kuvauksille. Lahestymistyyli kohti Rie-
mannin kuvauslausetta noudattaa suurimmaksi osaksi Bruce P. Palkan teoksen [13]
rakennetta, mitd on tdydennetty lahteilla [6], [12] ja [15].

Tutkielman kolmannessa kappaleessa johdetaan intuitiivisesti Schwarz-Christoffel
kaavana tunnettu tulos, miké antaa kaavan sille funktiolle, joka kuvaa ylemmén puo-
litason konformisesti itsedén leikkaamattoman n—monikulmion sisukseksi. Péaaldhtei-
néd kaavan johtamisessa on kéytetty teoksia [3] ja [2]. Lisdksi tutustutaan Schwarz-
Christoffel kuvausten ominaisuuksiin sekd S-C kaavan kayttoon esimerkkien avulla.

Tutkielman kolmannen kappaleen lopussa kisitelldan konformikuvauksia tapauk-
sessa, jossa alue ei ole yhdesti yhtenédinen. Erityisesti osoitetaan, etté tietylla tavalla
konstruoitu alue voidaan kuvata 3-valentisti ja lokaalisti konformisesti yksikkokiekok-
si. Tamé annettava tulos perustuu Piotr Liczberskin ja Victor V. Starkovin mate-
maattiseen julkaisuun [8].

Tutkielmassa kaytetyt kuvat ovat kirjoittajan tekemid. Todistuksissa ja esimer-
keissé on lahdeviitteet, mikéli ne eivét ole kirjoittajan téaysin itse tekemia.



LUKU 1
Esitiedot

1.1. Kompleksiluvuista

Kompleksianalyysin kehitys sai alkunsa, kun haluttiin saada ratkaisut yleiselle
toisen asteen yhtélolle
ar® 4+ bxr +c =0,
missi a,b,c € R ja a # 0 myos tapauksessa, jossa diskriminantti

D =" — 4ac
on negatiivinen. Toisin sanoen tavoitteena oli méaarittda negatiivinen neliéjuuri. Ti-
lanteen ratkaisemiseksi méidritellddn > = —1, missd symbolia i kutsutaan imagi-

naariyksikoksi. Diskriminantin ollessa negatiivinen toisen asteen yhtéldiden ratkaisut
sisaltavét reaaliosan lisdksi imaginaariosan.

Aloitetaan maéaarittelemélld kompleksianalyysissa tarvittavat peruskésitteet liit-
tyen kompleksilukuihin, joukkoihin seké funktioihin. Tavoitteena on rakentaa tiivis-
tetysti tarvittavat perusteet Riemannin kuvauslauseen todistusta varten, minké takia
kaikkia valituloksia ei todisteta. Padkiinnostuksen aiheina ovat Riemannin kuvaus-
lauseen seuraukset ja konformikuvaukset eri alueiden vélilla.

MAARITELMA 1.1. Luku z = x + 7y on kompleksiluku, jos x ja y ovat reaalilukuja
ja i on imaginaariyksikko.

Reaalilukua Re(z) := x kutsutaan kompleksiluvun z = = + iy reaaliosaksi ja re-
aalilukua Im(z) := y kutsutaan kompleksiluvun z = = + iy imaginaariosaksi. Termi
kompleksiluku on hieman harhaanjohtava, koska kompleksiluvut ovat kaksiulotteisia
vektoreita, eikd lukuja reaalilukujen mielessé. Kompleksilukujen peruslaskutoimituk-
set pohjautuvat reaalilukujen ominaisuuksiin. Kompleksilukujen peruslaskutoimituk-
set madaritelldédn seuraavasti:

MAARITELMA 1.2. Olkoot z; = a; + tby ja 25 = as + iby kompleksilukuja. Talloin
médritellddn summa, erotus ja kertolasku seuraavasti:

21 + 22 = (a1 + az) + i(by + by)
21 — 29 = (a1 — ag) +i(by — by)
2129 = (a1ag — bybe) + i(bras + a1by).
Jos as # 0 tai by # 0, niin méaritelldén jakolasku
z1 apag+biby  biag — arby
@+ G+

Kompleksilukujen joukko méaaraa tason, jota merkitaén symbolilla C ja kutsutaan
kompleksitasoksi. Algebran termein sanottuna kompleksilukujen joukko on jarjesté-
méton kunta, mistd seuraa vaihdanta- ja liitédntélait, osittelulait sekéd kdanteisalkion,
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1.1. KOMPLEKSILUVUISTA 3

vastaluvun ja tulon neutraalialkion olemassaolo. Jarjestaméaton kunta tarkoittaa, et-
td kompleksilukuja ei voi laittaa jarjestykseen. Kompleksilukujen algebrallisia omi-
naisuuksia ei késitelld tarkemmin, oletetaan ne lukijalle tunnetuksi.

Kompleksilukuja tarkastellessa on usein hyodyllistd tarkastella kompleksitason
geometriaa:

MAARITELMA 1.3. Kompleksiluvun z = x + iy kompleksikonjugaatti on
Zi=z .

Kompleksiluvun kompleksikonjugaatti vastaa kompleksitasossa sitd vektoria, jo-
ka on peilattu reaaliakselin suhteen. Jotta voimme tehdé vertailua kompleksilukujen
vélilla, tarvitsemme jonkinlaisen mittarin kompleksiluvuille. Kompleksiluvun pituus
médritellaan kuten euklidinen normi:

MAARITELMA 1.4. Kompleksiluvun z = = + iy moduli on reaaliluku

|z| == /22 + y2.

Kompleksiluvun moduli palautuu reaalilukujen mielessd tuttuun itseisarvon ké-
sitteeseen ja antaa siis mahdollisuuden etéisyyksien vertailuun, mitd analyysin pe-
ruskiésitteet, kuten jatkuvuuden méaaritelmé tarvitsee. Kompleksiluvun moduuli tar-
koittaa kyseisen vektorin pituutta kompleksitasossa, jolloin moduli on ei-negatiivinen
reaaliluku. Usein kompleksiluvun modulia kutsutaan itseisarvoksi tai kompleksiluvun
pituudeksi.

Kompleksitasossa on hyodyllista ilmaista kompleksiluvut napakoordinaattien avul-
la, mikd antaa tyokalun kompleksilukujen kerto- ja jakolaskulle.

LAUSE 1.5. Jokainen kompleksiluku z = x + iy voidaan esittid muodossa
z = |z| [ cos() + isin(0)],
missd |z| =r >0 ja 0 € R. Mikdli 0 € (—n, |, niin esitys on yksikdsitteinen.
TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [17, s. 9].

Lauseessa 1.5 esiintyvéd kulmaa 6 kutsutaan kompleksiluvun z argumentiksi ja
merkitddn Arg(z) = 0. Mikdli kulma 6 € (—m, 7], niin argumenttia 6 kutsutaan
argumentin padhaaraksi.

Napakoordinaattiesitysten avulla saadaan maéariteltyd tyokalu kompleksilukujen
kertolaskulle, miké kertoo, ettd kertominen kompleksiluvulla skaalaa ja kiertdd an-
nettua kompleksilukua z € C:

LAUSE 1.6. Olkoon
21 = 11| cos(6) + isin(6:)] ja 29 =T cos(fs) + isin(6s)]
kompleksilukujen z1 ja zo napakoordinaattiesitykset. Tdlloin
2129 = T1T9 [cos(@l + 6y) +isin(0; + 62)}
ja jos zy # 0, niin
a_n [003(91 — 0s) +isin(6; — 92)} :
22 T2

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [17, s. 11-12]. O
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ESIMERKKI 1.7. Olkoot kompleksiluvut 21 = = + 1y ja 2z, = 1. Tall6in niiden
napakoordinaattiesitykset ovat
21 = |z] [cos(6) + isin(6)] ja 2z =1[cos (%) +isin(3)].
Kompleksilukujen z; ja 2o tulo ja osamé&iré on lauseen 1.6 nojalla
2129 = |2| [cos <9+g> +isin <9+g>} ja j—; = |2| [cos <9—g)+i sin (9—%)]
Niin ollen kompleksiluvulla 2z = ¢ kertominen vastaa kiertoa kulman 7 verran vasta-

paividn ja kompleksiluvulla ¢ jakaminen vastaa kulman 7 kiertoa mydtéapaivééan.

Napakoordinaattiesitysten avulla voidaan johtaa De Moivren kaavan nimelld tun-
nettu tulos:

LAUSE 1.8. (De Moivren kaava). Olkoot 6 € R ja z = cos(0) + isin(f). Tdalloin
pdtee
[cos(0) +isin(0)]" = cos(nf) + isin(nd)
kaikilla kokonaislukupotensseilla n € Z.

Tobistus. Todistus on suoraviivainen induktiotodistus hydodyntden trigonomet-
risid laskusdantoja, ks. [17, s. 13]. O

De Moivren kaavasta voidaan helposti johtaa tulos, joka kertoo kompleksisten
juurien kéayttaytymisesta:

LAUSE 1.9. Olkoot w = r[cos(0) + isin(6)] # 0 kompleksiluku ja n € N. Tdlloin
yhtdlélli

2" =w

on tasmdlleen n erillistd juurta, jotka ovat muotoa

0+ 2km . (04 2k
V/|w| | cos | ——— ) +isin ([ ——— ) |,
n

n
missi k=0,1,....,n — 1.

TobisTus. Kirjoitetaan napakoordinaattien avulla z = p[cos(y) + isin(y)]. Tal-
16in yhtélo 2" = w voidaan lausua De Moivren kaavan 1.8 avulla muodossa

[p(cos(7y) +isin(y))]" = p"[cos(ny) + isin(ny)] = rlcos(d) + isin(6)).

Tama on yhtépitdvada yhtdloryhmén

prt=r
{ cos(ny) + isin(ny) = cos(6) + isin(6)

kanssa. Ensimmaéisestéd yhtélostd seuraa, ettd p = {/r = {/|w|. Toinen yhtils voidaan
lausua yhtépitdvasti muodossa ny = 0 + 2km, missd k € Z. Toisin sanoen

0+ 2km
fy:—
n

)

missd k € Z. Todetaan lopuksi, etté kaikki erilliset juuret saavutetaan jo tapauksissa
k =0,...,n — 1, mik& perustuu kokonaislukujen jakoyhtaloon. 0
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Edellisen lauseen 1.9 seuraus on, ettd yhtédlon 2" = w juuret ovat jakautuneet
tasaisesti origokeskisen ja (‘/W —séteisen ympyran kehélle.

Esitelldédn seuraavaksi lause, johon on koottu kompleksilukujen hyodyllisié lasken-
nallisia ominaisuksia:

LAUSE 1.10. Olkoot z,w € C. Tdlloin pdtee
(1) Re(z) = 22

2

(2) Im(z) = 5=

(8) 2z = |z|?

(4) efel — ez+w

(5) [Re(2)] < |z|

(6) Tm(2)] < |z|

(7) |z 4+ w| < |z| + |w| (kolmioepdyhtilo)

(8) |z 4+ w| > ||z| — |w|| (kddnteinen kolmioepdyhtils)
(9) e* = e jos ja vain jos w = z + 2kmw, missd k € Z.

Tobistus. Ei todisteta, silli ominaisuudet (1-9) ovat yleisesti tunnettuja ja nii-
den todistukset ovat suoraviivaisia laskuja, ks. [17] ja [13]. O

Viimeiseksi kiyddan 1dpi logaritmin méarittelyyn liittyvid huomioita tarkastellen
kompleksisia eksponenttifunktioita. Osoittautuu, etté yhtalolla

(1.1) e’ =z,
missd z,w € C on dérettomén monta ratkaisua. Esimerkkiné olkoon yht&lo
e’ =1,
jonka ratkaisut ovat muotoa w = 2k kaikilla £ = 0, %1, .... Toisin sanoen jokainen

w on luvun 1 kompleksinen logaritmi. Jotta eksponenttiyhtélon ratkaisusta saadaan
yksikésitteinen, niin mééritelladn, ettd yhtalon

e’ =z
ratkaisu on
(1.2) w = In|z| + i Arg(z).

Muotoa (1.2) olevaa logaritmia kutsutaan logaritmin padhaaraksi ja merkitéén Log(z).
Todetaan viela, ettd edella médritelty Log(z) todella on eksponenttiyhtélon (1.1) rat-
kaisu. Lauseen 1.10 kohdan (4) avulla ja napakoordinaattiesitysten avulla saadaan

wo_ eln|z|+zArg(z) — eln|z|ezArg(z) — i Arg(z)

e |z| e = z.

Koska logaritmin pidhaara w toteuttaa yht#lon e¥ = z = €°8() niin lauseen 1.10
kohdan (9) nojalla w on muotoa

(1.3) w = Log(z) + 2kmi = In |z| + i[Arg(z) + 2k,

missd K € Z. Niin ollen jokainen muotoa (1.3) oleva kompleksiluku w on yhtélon
(1.1) ratkaisu. Tapauksessa k = 0 kompleksiluku w on logaritmin pddhaara ja kun
k € Z\ {0}, niin sanotaan, ettd w on logaritmin haara tai jokin logaritmin haaroista,
joita on ddrettomén monta. Mikéli logaritmin haaraa ei spesifioida, niin merkitdan

w = log(2).
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1.2. Joukko-oppia

Madritellddn seuraavaksi merkinnét, joita kompleksianalyysin kirjallisuudessa usein
kiytetddn. Téssd tyossd kaytettdviat merkinndt samaistetaan ldhteessd [1] olevien
merkintojen kanssa. Oletetaan, ettd zo € C ja 0 < r < oo. Télloin seuraavia joukkoja
kutsutaan nimill4 :

A(zo,r) ={2z:]z — 2| <r} avoin kiekko,

Azo,7) ={2: ]2 — 2| <71} suljettu kiekko,

0(z0,7) ={2:0< |z — 20| <7} =A(20,7) \ {20} punkteerattu kiekko,
K(zo,r)={2z:]z— 2| =71} r-séiteinen ja zo-keskinen ympyra.

Kompleksitasossa médritelladn peruskésitteet vastaamaan euklidista tasoa. Néi-
hin kéasitteisiin kuuluu esimerkiksi joukkojen ominaisuudet, kuten kompaktius, yh-
tendisyys seké avoin ja suljettu joukko. Raja-arvon késite ja jonojen suppeneminen

samaistetaan myos euklidiseen tasoon. Téarkeimmét médritelmét ja tulokset koskien
kompleksianalyysia ja Riemannin kuvauslausetta kdydadn kertauksen vuoksi lapi.

MAARITELMA 1.11. Olkoot U C C ja z € U. Piste z on joukon U sisépiste, jos on
olemassa r > 0 siten, ettd A(z,r) C U.

MAARITELMA 1.12. Joukko U C C on avoin, mikéli kaikki joukon U pisteet ovat
sisdpisteité.

LAUSE 1.13. Funktio f: U — C on jatkuva, jos ja vain jos jokaiselle avoimelle
joukolle V C C alkukuva f~'(V)={2 € U : f(z) € V} on avoin joukossa U.

TobisTus. Ei todisteta, silld tulos on yleisesti tunnettu, ks. [14, s. 26]. O

MAARITELMA 1.14. Piste 2z, on joukon U kasautumispiste, jos kaikilla e > 0 pitee,
ettd A(zp,€) NU # 0.
Ennen seuraavien lauseiden esittdmistd, otetaan kayttoon seuraava lyhenne kos-
kien dédrettomié jonoja:
(2n)neN = (2n)-
Kasautumispisteet linkittyvét joukon alkioista muodostettujen jonojen kéayttaytymi-

seen seké siithen, miten suljettu joukko voidaan karakterisoida, kuten seuraavat kaksi
tulosta osoittavat:

LAUSE 1.15. Jonolla (z,) on kasautumispiste zy € C jos ja vain jos jonolla (zy,)
on olemassa osajono (z,,) siten, ettd limy o (zn, ) = 20

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 39]. O

LAUSE 1.16. Joukko U € C on suljettu jos ja vain jos se sisdltida kaikki kasautu-
mispisteensd.

TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [14, s. 21]. O

MAARITELMA 1.17. Jono (z,) C C on Cauchy-jono, jos kaikilla € > 0 on olemassa
N = N(e) siten, ettd

|2m — 2n| <€ kaikilla m,n > N.
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Seuraavaksi todetaan, ettd metrinen avaruus (C,d), missd d on euklidinen met-
riikka, on tdydellinen metrinen avaruus. Tamé kertoo sen, ettd kaikki Cauchy-jonot
ovat suppenevia jonoja kompleksitasossa.

LAUSE 1.18. Jos jono (z,) C C on Cauchy-jono, niin se suppenee avarvudessa C,
t.s. on olemassa z € C siten, ettd
Zn —> 2.

Tobistus. Olkoon z, € C Cauchy-jono, z, = x, +1y,. Koska jono z, on Cauchy-
jono, niin t&lléin kaikilla € > 0 on olemassa N = N(e) siten, etté |z, — 2,,| < € kaikilla
m,n > N. Arviomalla ndhdaén, etté

‘xn - xm‘ = \/(xn - xm)Q < \/(xn - xm)Z + (yn - ym)2 = ’Zn - Zml <€,

Yn — Ym| = \/(yn —Ym)? < \/(xn = T)? + (Yn — Ym)? = |20 — 2m| <6,
jolloin jonot z,,y, ovat Cauchy-jonoja. Koska pari (R,d) on tdydellinen metrinen
avaruus, niin reaalijonot z,, ja y, ovat suppenevia jonoja. Né&in ollen on olemassa
reaaliluvut xg, yo, joille x,, — x¢ ja v, — yo. Talloin seuraa, ettéd z, — xo + 1Yo, miké
todistaa viitteen.

O

Kompaktit joukot nédyttelevat merkittédvaa roolia kompleksianalyysissa. Myohem-
min madritetddn funktiojonoille normaali suppeneminen, jossa kompaktiuden térkeys
tulee ilmi.

LAUSE 1.19. (Heinen ja Borelin lause). Joukko U C C on kompakti jos ja vain
jos se on suljettu ja rajoitettu.

TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [14, s. 55.] O

HuomAuTUus 1.20. Kompaktiuden yleinen karakterisaatio topologian mielessé ei
ole edelld mainittu, mutta koska kompleksitasossa etédisyydet méaritetddan euklidisen
normin avulla, niin edelld mainittu tulos on ekvivalentti yleisen kompaktiuden méaa-
ritelmén kanssa.

Kompleksianalyysissa késitellddn usein joukkoja, jotka ovat avoimia sekéd yhte-
néisid. Yhtendinen joukko mééritelladn epayhtendisyyden avulla. Epayhtendisyyden
médritelmid on useita, joista kiytdmme seuraavaa:

MAARITELMA 1.21. Kompleksitason osajoukko A on epédyhtendinen, mikéli on
olemassa avoimet joukot U ja V siten, ettd
(1) AnNUNV =10,
(2) ANU #0,
(3) ANV #£0,
(4) AcUUV.

MAARITELMA 1.22. Kompleksitason osajoukko U on yhtendinen, mikéli se ei ole
epayhtendinen.

Edellisten mééaritelmien avulla voidaan nyt méaéritelld kompleksianalyysin yksi
tarkeimmisté joukkotyypeistas:

MAARITELMA 1.23. Joukko U C C on alue, jos joukko U on avoin ja yhtenédinen.
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HuoMmAuTUs 1.24. Englanninkielisessd kompleksianalyysin kirjallisuudessa kutsu-
taan alueita sanalla domain. Téta ei kuitenkaan pida sekoittaa funktion maarittely-
joukkoon, vaikka myds sitd kutsutaan usein nimelld domain kirjallisuudessa. Komplek-
sianalyysin kirjallisuudessa on usein tapana tehdé erottelu: domain set of a function,
mikéli tarkoitetaan funktion méérittelyjoukkoa.

Todetaan seuraavaksi, ettd jatkuvat funktiot sdilyttdvit kompaktiuden ja yhte-
néisyyden:

LAUSE 1.25. Olkoon f: D — C jatkuva funktio ja olkoon C C D yhtendinen
joukko. Tdlloin kuvajoukko f(C') on yhtendinen.

TobpisTUS. Oletetaan, ettd f(C') ei ole yhtendinen. Téalloin on olemassa avoimet,
epityhjit ja pistevieraat joukot A, B siten, ettd f(C) C AU B. Joukkojen A ja B
avoimuudesta seuraa, ettd on olemassa avoimet joukot U, V siten, etta

A=fC)NU ja B=fC)NV.

Téllsin f(C) C UUV, jolloin C C f~HU)Uf (V). Koska joukot U, V ovat avoimia ja
pistevieraita, niin funktion f jatkuvuudesta seuraa lauseen 1.13 nojalla, ettd joukot
FHU) ja f~4V) ovat avoimia joukon C suhteen. Oletuksen nojalla joukko C' on
vhteniinen, joten tiytyy toisen joukoista f~1(U) ja f~1(V) olla tyhji joukko. Olkoon
tallsin f~1(U) = 0. Koska A C f~1(U), niin myds f~!(A) = 0, miki on ristiriita. [

LAUSE 1.26. Olkoon f: A — C jatkuva funktio ja olkoon C C A kompakti. Tdlloin
f(C) on kompakti.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [14, s. 54] O

1.3. Kompleksinen differentioituvuus

Seuraavaksi madritelldédn kompleksimuuttujan funktioille differentioituvuuden ké-
site. Kompleksinen differentioituvuus tai derivoituvuus on kompleksianalyysin kieh-
tovimpia ja parhaiten tunnettuja ominaisuuksia, silld kompleksisesti derivoituvien
funktioiden kayttaytyminen on hyvin ennustettavissa, kuten tutkielman myhemmaét
tulokset tulevat osoittamaan.

MAARITELMA 1.27. Olkoot U avoin joukko ja 2z, € U. Funktio f: U — C on
kompleksisesti differentioituva pisteessé zy, jos raja-arvo

po ) = F0) o h) = f(z0)

Z2—20 Z— 2p h—0 h

on olemassa. Jos edellinen raja-arvo on olemassa, niin merkitdén funktion f komplek-
sista derivaattaa pisteessi z tavanomaisella tavalla f'(z). Mikéli funktio f: U — C
on kompleksisesti differentioituva kaikilla z € U, niin télldin sanotaan, ettd f on
holomorfinen joukossa U.

On tarkedd havaita, ettd kompleksisen differentioituvuuden mééaritelméssé vaadi-
taan, ettd raja-arvon taytyy olla sama ldhestyttéessa mistéd tason suunnasta tahansa.
Néin ollen raja-arvon olemassaolo ei rajoitu vain tietyn suuntaisille kéyrille tai suo-
rille, mik& rajoittaa kompleksisesti differentioituvien funktioiden méaaria.
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Useissa kompleksinanalyysin kirjoissa, kuten [13], holomorfiset funktiot samais-
tetaan analyyttisten funktioiden kanssa. Analyyttiselld funktiolla tarkoitetaan funk-
tiota f: U — C, jolla on suppeneva potenssisarjaesitys kaikilla z € U, missd U on
avoin joukko. Osoittautuu, ettd jos funktio on holomorfinen avoimessa joukossa U,
niin se on yhtapitavid analyyttisyyden kanssa [7]. Kuitenkin mééaritelméllisesti ana-
lyyttisyys ja holomorfisuus ovat eri asiat, joten kdytédnnon nékokulmasta on téarkedé
pitéaa késitteet erillisiné.

Yksi kityttokelpoisimmista tavoista tutkia funktioiden holomorfisuutta on Cauchy-
Riemann-yhtalot:

LAuUsE 1.28. (Cauchy-Riemann-yhtalit). Olkoot U avoin joukko, funktio f: U —
C kompleksisesti derivoituva pisteessd zo € U ja f(2) = u(x,y) + iv(z,y), missd
u,v: U = R funktioita. Talloin osittaisderivaatat 0, (u) = uy, Oy(u) = uy, 05(v) = v,
ja 0y(v) = v, ovat olemassa pisteessd zy = (o, Yo) ja
uz(Z0) = vy(20)
uy(20) = —vy(20)-
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [5, s. 31]. O

Ennen seuraavaa tulosta otetaan kayttéon merkinnét koskien funktion suuntais-
derivaattoja:

MAARITELMA 1.29. Olkoot f: U — C funktio, U avoin joukko ja zy € U. Télloin
erotusosamééra lahestyttéessa pistettéd zy reaaliakselin suuntaisesti on

f(x,90) — f(wo,90)

f'(z0) = lim
T—x0 r — T
— bm u(z, yo) — u(@o, Yo) 1 lim v(@,y0) = v(wo,%0)
T—x0 T — X T—To T — o
= Uy (0, Yo) + 10 (T0, Yo)
= f:r(ZO)'

Vastaavasti jos pistettd zy ldhestytéddn imaginaariakselin suuntaisesti, niin saadaan

f/(Zo) = Uy(x(]ay()) - ’iuy(xoayo) = —ify(zo),
missé
fy(20) = uy(z0,y0) + 10y (20, Yo)-

LAUSE 1.30. Olkoon U avoin joukko. Oletetaan, etti funktiolla f: U — C, f(z) =
u + 1 on olemassa osittaisderivaatat ug,uy,, v, ja v, joukossa U. Jos kaikki osit-
tarsderivaatat ovat jatkuvia pisteessd zo € U ja jos Cauchy-Riemann-yhtdlot patevit
pisteessi zg, niin f on kompleksisesti differentioituva pisteessd zy ja

f'(20) = fa(20) = —ify(20).
TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 70-72] O

Pelkéstian Cauchy-Riemann-yhtiloiden avulla ei voi péételld, onko annettu funk-
tio kompleksisesti derivoituva. Selvennetdan tilannetta esimerkillé:
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ESIMERKKI 1.31. Onko funktio

@,Z#O
ﬂaz{o i

kompleksisesti differentioituva origossa (0,0)? Aluksi havaitaan, ettd funktio f(z) voi-
_ @
E
5037390312 : _ y3*3w2y

u(z,y) = S Jav(e,y) = 750 kuan (2,y) # (0,0). Nyt raja-arvo tarkastelulla
saadaan

daan kirjoittaa muodossa f(z)

. T&lloin funktion f reaali- ja imaginaariosat ovat

ou . u(z,0) —wu(0,0) @

PRIl R P

90, 0) = ti M09 = 0l0.0) O g

Jy y—0 y—0 y—0 Y

ov . v(x,0) —v(0,0) .0

FrAR e
_ 3

9 0,0) = tim 209 =000 _ vy

dy y—0 y—0 y—0 73

Niin ollen u,(0,0) = v,(0,0) ja u,(0,0) = —v,(0,0), joten Cauchy-Riemann-yht&lét
piltevit origossa. Toisaalta jos valitaan z = re?, missd r > 0 ja 6 € (—, 7], niin
) - JO) @ e,
2—0 22 220 '
Huomataan, ettd erotusosaméira ldahestyy origossa kohti arvoa —1, kun 6 = 7/4 ja
kohti arvoa 1, kun € = 0. Néin ollen funktio f(z) ei ole kompleksisesti differentioituva
origossa.

1.4. Polkuintegraali

Esitelldén seuraavaksi méaritelmét liittyen tieintegraalien ja polkujen késitteisiin,
seké tarvittavat tulokset edetessimme kohti Riemannin kuvauslausetta.

MAARITELMA 1.32. (1) Jatkuva kuvaus v: [a,b] — C on polku, missé piste
v(a) on polun alkupiste ja 7(b) polun loppupiste. Kuvajoukkoa merkitdin
v([a, b]) = || ja kutsutaan polun jéljeksi.

(2) Polku (t) = x(t) + iy(t), missé ¢ € [a,b], on jatkuvasti differentioituva, jos
derivaatta /(t) = a'(t) + iy/(t) on olemassa kaikilla t € [a,b], ja jos 7' on
jatkuva valilld [a, b].

(3) Polku 7y: [a,b] — C on paloittain jatkuvasti differentioituva, jos on olemassa
jako a =ty < t; < ... < t, = b siten, ettd v on jokaisella valilla [ty 1, tx],
1 < k < n, jatkuvasti differentioituva.

(4) Polku «: [a,b] — C on suljettu, jos y(a) = v(b).

Madritelladn seuraavaksi kompleksitasoon funktion f primitiivi. Maaritelma on

vastaava reaalisen vastineensa kanssa:

MAARITELMA 1.33. Olkoot U avoin joukko ja f: D — C funktio, missa U C D.

Funktio F': U — C on funktion f primitiivi joukossa U, jos F' on holomorfinen U:ssa
ja F'(z) = f(2) kaikilla z € U.



1.4. POLKUINTEGRAALI 11

Seuraava lause kertoo, ettd jos kompleksimuuttujan funktiolla on primitiivi avoi-
messa joukossa U, niin polkuintegraalin arvo riippuu vain polun péatepisteista. Mikali
polku on suljettu, niin polkuintegraalin arvo on nolla.

LAUSE 1.34. Oletetaan, etti funktio f on jatkuva avoimessa joukossa U ja, ettd
funktio F' on f:n primitiivi joukossa U. Jos polku~y: [a,b] — C on paloittain jatkuvasti
differentioituva, niin

[ )z = Fat) - Fota)
v
Erityisesti jos v on suljettu, niin fv f(z)dz =0.
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 126]. O

Seuraavaksi annetaan méadritelma kierrosluvulle. Kierrosluku n(v, z) on kokonais-
luku, joka kertoo monta kertaa paloittain jatkuvasti differentioituva polku ~ kiertaa
annetun pisteen z ympari. Mikéli kierrosluvun arvo on positiivinen, niin polku kiertaé
vastapdivad annetun pisteen ympéri. Vastaavasti kierrosluvun arvo on negatiivinen,
mikali polku kiertdd myotéapaivad annetun pisteen ympéri.

MAARITELMA 1.35. Olkoon « suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva pol-
ku ja olkoon z € C\ |v|. Talloin y:n kierrosluku pisteen z ympéri on

1 1

Nyt voidaan esitelld ns. lokaali versio Cauchyn integraalikaavasta, joka antaa kei-
non esittdd holomorfinen funktio polkuintegraalin avulla:

LAUSE 1.36. (Cauchyn integraalikaava - lokaali versio). Oletetaan, etti funktio
f on holomorfinen avoimessa kiekossa A, ja ettd polku ~v on suljettu ja paloittain
jatkuvasti differentioituva kiekossa A. Tdlloin

L[ f©)
- [ 1%y
) = o [ S e
kaikilla z € A\ |7].
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 161-162]. O

Ennen Cauchyn integraalikaavan seurausta otetaan kdyttoon merkinté:

MAARITELMA 1.37. Olkoon U avoin joukko. Funktio f: U — C, f = u+iv kuuluu
luokkaan C*(U), jos kaikki mahdolliset osittaisderivaatat fy, fy, fuws feys s foa, --- OVat
olemassa lukuun k asti ja ovat jatkuvia funktioita joukossa U.

Lokaalin Cauchyn integraalin kaavan seurauksena funktion holomorfisuudesta seu-
raa uskomaton tulos, joka korostaa kompleksisen ja reaalisen differentioituvuuden ero-
ja

SEURAUS 1.38. Olkoot U avoin joukko ja funktio f: U — C holomorfinen. Tdlloin
derivaatta f' on holomorfinen joukossa U ja f kuuluu joukkoon C*(U).

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 164]. O
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Edellinen seuraus kertoo sen, ettd holomorfisten funktioiden derivaatat ovat myos
holomorfisia. Induktiolla voidaan osoittaa, ettd jos U on avoin ja f: U — C, niin f
kuuluu joukkoon C*(U). Niin ollen holomorfiset funktiot ovat dérettomésti komplek-
sisesti derivoituvia funktioita, miké on erittdin vahva ominaisuus.

Seuraava yleisesti tunnettu tulos esitellifdn lemmana, jotta saadaan tulos holo-
morfisten funktioiden derivaattojen arvioimiseen:

LEMMA 1.39. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen avoimessa kiekossa A,
k €N, ja etti polku v on suljettu ja paloittain jatkuvasti differentioituva kiekossa A.
Talloin

k! f(©)
k() = 2
n 950 = o |
kaikilla z € A\ ||, missd k on derivaatan kertaluku.
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks [13, s. 166]. O

Edellisen lemman avulla saadaan nyt Cauchyn estimaattina tunnettu tulos, mika
antaa tyokalun funktion kompleksisten derivaattojen arvioimiseen:

LAUSE 1.40. (Cauchyn estimaatti). Oletetaan, etti funktio f on holomorfinen
avoimessa kiekossa A = A(zo,7), ja etti arvio |f(z)] < m pdtee kaikilla z € A,
missd m > 0. Talloin

‘ < k!mr

= Tt
(r — |z — 2| )

kaikilla k € N ja kaikilla z € A. Erityisesti vield

kE!m

| ¥ (20)] < el

TobisTus. Todistus mukailee 1dhdetta [13, s. 167]. Olkoon z € A. Valitaan s > 0
siten, ettd |z — 29| < s < r. Jos piste ¢ on ympyralli K = K(zg,r), niin kddnteisen
kolmioepéyhtdlon nojalla saadaan

|1(2)

(1.4) lc—2—=0|=|c—20+20— 2| > |c— 20| — |z — 20| =5— |z — 2] .

T&lloin lemman 1.39 nojalla

ol | A £(©)
ol 2mi /|C_20:S (c— z)k+t 46

B
T2 Szl e — 2|
k! m
< — d¢
21 lc—20|=s (S — ’Z — Z()| )k+1
B k! 275 - m sy klmr
21 (s—]z—zO])k—s—1 (T—’Z—Zol)kﬂ’

missé toisessa arviossa on kidytetty epdyhtéloa (1.4). Jalkimmaéinen véitteen osa seu-
raa sijoittamalla edelld saatuun arvioon piste z = z;. 0
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>

Kuva 1.1. Cauchyn estimaatin todistukseen liittyvé apukuva.

1.5. Syklit ja Cauchyn-lause

Ennen siirtymista Cauchyn-lauseena tunnettuun tulokseen, taytyy maéaritella syklin
késite. Syklilla tarkoitetaan dérellisen monen paloittain jatkuvasti derivoituvan ja sul-
jetun polun yhdistetta:

MAARITELMA 1.41. 0 = (71,72, ..., Y) on sykli, jos polut 71, ..., v, ovat suljettuja
ja paloittain jatkuvasti differentioituvia.

Huomaa, ettd syklin mééritelmé ei kerro mitéén siitd, miten polkuintegraali tai
kierrosluku on méaéritelty syklille . Néin ollen méaéritelldéin seuraavasti:

MAARITELMA 1.42. Olkoot f: A — C jatkuva funktio jao = (v1, %2, ---, Vn)
sykli joukossa A.
(1) Télloin maaritelladn, ettd polkuintegraali yli syklin ¢ on

Lf@ﬂmzlf@ﬁh+[;ﬂaﬁ+”A:&f@Mz

(2) Nyt jos z € C\ |o|, niin voidaan mééritelld syklin o kierrosluku pisteen z

suhteen
n(o, z) = L/ d
o f C— 2

(3) Erityisesti jos z € C\ |o], niin z € C\ |,| jokaiselle polulle ~,. Néin ollen
syklin kierrosluvulle pétee

n(o,z) =n(y, z) + n(y2,2) + ... + n(yn, 2).
Annetaan seuraavaksi madritelmé syklin nollahomologisuudelle:

MAARITELMA 1.43. Olkoon U avoin joukko. Sykli o on nollahomologinen joukossa
U, jos n(o,z) = 0 kaikilla z € C\ U.

Nyt voidaan esittdd kirjallisuudessa Cauchyn lauseena tunnettu tulos:

LAUSE 1.44. (Cauchyn lause). Olkoon o sykli avoimessa joukossa U. Tdlloin

Lf@ﬁ&zo

kaikille holomorfisille funktioille f: U — C jos ja vain jos o on nollahomologinen
joukossa U.

TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 188-191]. O
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Myohemmin téssd tutkielmassa esiintyvd Riemannin kuvauslause késittelee yh-
desti yhtendisid alueita. Syklin ja nollahomologisuuden méaritelmien avulla saadaan
ensimmaéinen karakterisaatio yhdesti yhtenéiselle alueelle:

MAARITELMA 1.45. Alue D on yhdesti yhtenéinen, jos kaikki syklit ovat nolloho-
mologisia alueessa D.

Seuraavaksi esitelldéin kaksi tulosta, joista ensimmé&inen antaa yhteyden holomor-
fisuuden, tieintegraalin ja logaritmin haaran olemassaolon vélilla. Jalkimma&inen tulos
antaa karakterisaation logaritmin haaran ja yhdesti yhtendisyyden vilille, mita tar-
vitaan Riemannin kuvauslauseen todistukseen.

LEMMA 1.46. Oletetaan, ettd funktio f on holomorfinen alueessa D ja f(z) # 0
kaikilla z € D. Tdlloin on olemassa logaritmin haara alueessa D jos ja vain jos

/
/ ') 0 g
+ f(2)
jokaiselle suljetulle ja paloittain jatkuvasti differentioituvalle polulle v alueessa D.

Ja jos funktio g on logaritmin haara alueessa D, niin kaikki logaritmin haarat ovat
muotoa g + 2mik, missi k € K.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 176-177]. O

LAUSE 1.47. Olkoon D alue. Oletetaan, ettd funktio f: D — C on holomorfinen
ja f(2) # 0 kaikilla z € D. Tdlloin alue D on yhdesti yhtendinen jos ja vain jos on
olemassa logaritmin haara alueessa D.

Tobistus. Todistus seuraa lahdettéd [13, s. 196-197]. Oletetaan, ettd alue D on
yhdesti yhtendinen. Oletuksen nojalla funktio f on holomorfinen ja f(z) # 0 kaikilla
z € D. Télloin Cauchyn lauseen 1.44 nojalla

[16)

¥ f(Z)

kaikilla suljetuilla ja paloittain jatkuvasti differentioituville poluilla v alueessa D.
Talloin lemman 1.46 nojalla on olemassa logaritmin haara alueessa D. Tamaé todistaa
viltteen ensimmaéisen suunnan.

Todistetaan viitteen toinen suunta. Olkoon piste z € C\ D ja funktio f: D — C
siten, ettd f(¢{) = ¢ — z. Koska funktio f on holomorfinen ja f(z) # 0 kaikilla
z € D, niin oletuksen nojalla on olemassa logaritmin haara alueessa D. Valitaan yksi
logaritmin haaroista ja olkoon se funktio g(¢) = log(¢ —z). Talloin ¢'(¢) = C—iz, jolloin
lemman 1.39 nojalla

1 1 1o,
w009 = 5 | s dc= 5 [ a0

kaikille suljetuille ja jatkuvasti differentioituville poluille v alueessa D. Koska piste
z € C\ D on mielivaltainen, niin jokainen sykli on nollahomologinen alueessa D,
jolloin alue D on yhdesti yhtenéinen. U
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1.6. Jonoperheet

Tassa kappaleessa késitelldan lyhyesti Riemannin kuvauslauseen todistukseen tar-
vittavat jonoperheitéd koskevat tulokset. Esiteltavista tuloksista Arzela-Ascolin lause,
Montelin lause, Rouchen lause ja Hurtwitzin lause ovat hyvin tunnettuja tuloksia
kompleksianalyysistd ja topologiasta. Aloitetaan méérittelemélld normaaliperheen ja
yhtdjatkuvuuden (engl. Equicontinuous) kisitteet:

MAARITELMA 1.48. (1) Olkoon F perhe jatkuvia funktioita joukossa U. Per-
he F' on normaali, jos sen jokaisella jonolla (f,,) on osajono (f,, ), joka sup-
penee tasaisesti joukon U kompakteissa osajoukoissa.

(2) Perhe FF = {f € F : f: U — C} on yhtijatkuva pisteessid zg € U, jos
kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten, ettéd |f(z) — f(z0)| < € kaikilla f € F,
kun |z — zg| < 0. Perhe F on yhtdjatkuva joukossa U, jos se on yht#jatkuva
jokaisessa joukon U pisteessi.

Seuraavaa aputulosta tarvitaan Montelin lauseena tunnetun tuloksen todistukses-
sa, mitd hyodynnetddn myShemmin Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

LEMMA 1.49. (Arzela-Ascolin lause). Olkoon U C C avoin joukko ja olkoon F
jatkuva funktioperhe joukossa U. Perhe F' on normaali joukossa U jos ja vain jos se
on yhtdajatkuva ja pisteittdim rajoitettu joukossa U.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 282-284]. O

LAUSE 1.50. (Montelin lause). Olkoon F perhe holomorfisia funktioita avoimes-
sa joukossa U. Oletetaan, ettd F on lokaalisti rajoitettu U :ssa. Tdlloin perhe F on
normaali joukossa U .

TobisTus. Todistus mukailee ldhdettd [13, s. 285]. Oletuksen nojalla perhe F
on lokaalisti rajoitettu joukossa U, joten se on my0s pisteittdin rajoitettu. Arzela-
Ascolin lauseen 1.49 nojalla riittaé osoittaa, ettd perhe F' on yhtdjatkuva joukossa U.
Olkoon piste zy € U. Valitaan r > 0 siten, ettd suljettu kiekko & = A(zg, 2r) kuuluu
joukkoon U. Oletuksen nojalla perhe F' on lokaalisti rajoitettu joukossa U, joten on
olemassa m = m(k) > 0 siten, ettd | f(¢)| < m kaikilla ¢ € K ja kaikilla f € F. Kun

z € A = A(zp,7), niin Cauchyn integraalikaavan 1.36 nojalla jokaiselle f € I pétee

"5 /<| o )z(>z<<_ - )> dC‘
- /<| i ‘
< 2_;0| c—solar IC —|zf|<|<<)|— o] &
- % |¢—z0l=2r % dC
z—2 dmrem mlz— m|2—20|:m|z—zg|‘

drr 2r—|z—z| 2 —|z—2| T 2r—vr T
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Olkoon € > 0 ja 0 = min {r, E} Jos r < £ niin saadaan arvio
m m

1£(2) — f(z0)| < mle—zl _mr
T T
Jos taas I < r, niin
1£(2) = f(z0)] < mlz =zl _m re
T T m

Talloin kaikille f € F' pétee |f(2) — f(20)] < €, kun |z — 2| < 4. Néin ollen perhe F'
on yhtéjatkuva joukossa U, silld 2y € U on mielivaltainen piste. Talloin Arzela-Ascolin
lauseen 1.49 nojalla perhe F' on normaali joukossa U. U

Jatketaan antamalla mé#aritelmét homeomorfismille ja Jordan-alueelle:

MAARITELMA 1.51. Funktio f on homeomorfisimi, jos se on jatkuva bijektio ja
kidnteiskuvaus f~! on jatkuva.

MAARITELMA 1.52. Alue D on Jordan-alue, jos sen reuna on homeomorfinen
yksikkoympyran kehén kanssa.

Seuraavaa kahta tédrkedd tulosta, Rouchen lausetta ja Hurwitzin lausetta tarvi-
taan, jotta saadaan tietoa holomorfisten funktiojonojen kayttaytymisestd kompak-
teissa osajoukoissa.

LAUSE 1.53. (Rouchen lause). Olkoon D Jordan-alue ja J = 0D. Jos funktiot f, g

ovat holomorfisia avoimessa joukossa U, jolle D C U ja epdyhtdlo

1F(z) = g(2)] < |F ()] + 9(2)|

pdtee kaikilla z € 0D, niin funktiolla f ja g on yhtd monta nollakohtaa joukossa D,
kun huomioidaan myds nollakohtien kertaluvut.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 341-342]. O
Hurwitzin lausetta varten tarvitaan kuitenkin vield seuraava aputulos:

LEMMA 1.54. Olkoot U avoin joukko ja f,: U — C holomorfisia funktioita. Jos
funktiojono (f,) suppenee joukon U kompakteissa osajoukoissa kohti funktiota f, niin
f on holomorfinen joukossa U.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [15, s. 22-23]. O

LAUSE 1.55. (Hurwitzin lause). Oletetaan, ettd funktiojono (f,) on holomorfinen
ja (fn) # 0 alueessa D kaikilla n € N. Oletetaan lisiksi, ettd (f,) — f tasaisesti
alueen D kompakteissa osajoukoissa. Tdlloin joko f # 0 tai f =0 alueessa D.

Tobistus. Todistus seuraa lihdettd [13, s. 348-349]. Lauseen 1.54 nojalla tiede-
taan, ettd funktio f on holomorfinen alueessa D. Oletetaan, ettd f(z) = 0 jollain
zp € D ja osoitetaan, ettd talloin f(z) = 0 kaikilla z € D. Oletetaankin seuraavaksi,
ettd f(z) # 0 kaikilla z € D \ {20} ja ndytetdan sen johtavan ristiriitaan. T&ll6in siis
pisteen 2y on oltava funktion f eristetty piste, jolle f(z5) = 0.

Olkoon nyt r > 0 siten, ettd suljettu kiekko A = A(z,7) C D ja f(z) # 0

kaikilla z € K = K(zp,r). Koska funktio f on jatkuva kompaktissa joukossa A, niin
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on olemassa inf{|f(z)| : z € K} = € > 0. Oletuksen nojalla tiedetéén, ettd (f,,) — f
tasaisesti joukossa K, jolloin on olemassa n € N siten, ettéa

[fn(2) = f(2)| < e < [f(2)]
kaikilla z € K. Talloin Rouchen lauseesta 1.53 seuraa, ettd funktioilla f, ja f on
yhtd monta nollakohtaa kiekossa A(zg, 7). Néin ollen funktiolla f,, on ainakin yksi
nollakohta, miké on ristiriita oletuksen kanssa. Télloin f = 0 alueessa D. U

LAUSE 1.56. Oletetaan, ettd funktiojonon (f,) funktiot f, ovat holomorfisia ja
injektioita alueessa D C C kaikilla n € N. Oletetaan lisiksi, ettd (f,) — f tasaisesti
joukon D kompakteissa osajoukoissa. Tdlloin funktio f on injektio tai vakiofunktio
alueessa D.

Topbistus. Todistus mukailee lahdettéd [13, s. 349]. Oletuksesta seuraa, ettéd funk-
tio f: D — C on holomorfinen lauseen 1.54 nojalla. Oletetaan, ettd f ei ole vakio
alueessa D. Olkoon 2y € D. Osoitetaan, ettd f(z) # f(z0), kun z # zo. Mééritelldan
funktiojono (g,) alueeseen Dy = D \ {2z} siten, ettd g,(z) = fn(2) — fu(20). Oletuk-
sen nojalla funktiojono (f,) on injektio alueessa D, joten funktiojonolla (g,) ei ole
nollakohtia alueessa Dy. Funktiojonon (g,) méérittelystd seuraa myos, ettd g, — ¢
tasaisesti alueen Dy kompakteissa osajoukoissa, missa g(z) = f(z) — f(20).

Toisaalta aiemman oletuksen nojalla f ei ole vakio alueessa D, joten funktiolla
g ei ole nollakohtia alueessa Dy. Télloin Hurwitzin lauseen 1.55 nojalla g(z) # 0
kaikilla z € Dy. Néin ollen pétee f(z) # f(20), kun z # 2. Koska piste zy € D on
mielivaltainen, niin funktio f on injektio alueessa D. O

Seuraava tulos kertoo, ettd holomorfiset funktiot, jotka eivét ole vakiofunktioita,
sailyttavat alueellisuuden.

LAUSE 1.57. (Avoimen kuvauksen lause). Olkoon D C C. Jos funktio f: D — C
on holomorfinen ja ei-vakio alueessa D, niin kuvajoukko f(D) on alue.

TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [13, s. 359-360]. O



LUKU 2
Konformikuvaukset

Kompleksianalyysin yksi tdarkeimmisté sovelluksista on konformikuvaukset. Ole-
tetaan, ettd meilld on fysikaalinen ongelma alueessa D € C, jossa sen ratkaiseminen
on mahdotonta tai approksimatiivisesti liian epéatarkkaa. Onko silti mahdollista 16y-
tda ratkaisu haluttuun ongelmaan ilman, ettéd tilanteen fysikaalisesti ominaisuudet,
kuten vektorien ja kiyrien véliset kulmat muuttuvat? Osoittautuu, ettéd jos alue D
on yhdesti yhtendinen alue, niin konformikuvaukset ovat yksi vaihtoehto ongelman
ratkaisuun.

Téssd luvussa konformikuvauksia lahestytdén ldhteiden [13], [12] ja [15] pohjal-
ta. Konformikuvauksilta halutaan, ettd ne sailyttavit kulmat seké kulmien suunnat.
Seuraavaksi méaritelldadn konformikuvaukset kahdella eri ldhestymistavalla. Aloite-
taan suoran maéaaritelméan kautta, jota varten on tarve mééritella suunnatun kulman
késite:

MAARITELMA 2.1. Olkoot pisteet z,w € C\ {0}. Tallsin 0(z,w) = Arg (%) on
suunnattu kulma pisteestd z pisteeseen w. Geometrisesti 0(z, w) tarkoittaa kulmaa
vélilta (—m, 7| siten, ettd vektoreiden z ja w vélilta valitaan pienempi muodostuneista
kahdesta kulmasta. Erityisesti jos #(z,w) > 0, niin siirrytaén vektorista z vektoriin w
vastapaivédn, ks. kuva 2.1. Vastaavasti jos #(z, w) < 0, niin siirtymé on myotapaivaan.

w z Az, w) <0

Kuva 2.1. Suunnatut kulmat vektoreiden z ja w valilla.

Edellinen méaritelmé koskee vain kompleksitason vektoreiden tai janojen vélisid
kulmia. Tarvitaan vield tapa, jolla voidaan ma#rittda suunnattu kulma kahden deri-
voituvan polun leikkauspisteessé, ks. kuva 2.2.

MAARITELMA 2.2. Olkoot polut v: [a,b] — C ja n: [¢,d] — C ei-suljettuja ja
paloittain jatkuvasti derivoituvia polkuja, joille +/(¢) # 0 kaikilla t € [a,b] ja /() # 0
kaikilla ¢ € [c, d]. Lisdksi oletetaan, ettd poluilla -, 7 on yksi yhteinen paitepiste z,

18
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) ¥(a)
A

Kuva 2.2. Suunnattu kulma polkujen ~ ja n padtepisteessi zg.

mutta muuten ovat erillisid. T&lloin madritelldan
0(A, B) = 01/ (a), ' (c)],
missd A = |y| ja B = |n]|.
Nyt voidaan antaa ensimméinen maéritelméa konformisuudelle:

MAARITELMA 2.3. Olkoot U avoin joukko, U # 0, f: U — C funktio ja zo € U.
Télloin funktio f on konforminen pisteessé 2y, jos pétee

0(A,B) =0[f(A), f(B)]
aina kun A ja B ovat mééritelmén 2.2 mukaisia polkujen kuvia.

Konformisuuden mééritelméan avulla voidaan osoittaa, ettd holomorfinen funktio
on konforminen pisteissi, joissa sen derivaatta ei hivii:

LAUSE 2.4. Olkoot U avoin joukko, U # O ja f: U — C holomorfinen funktio.
Tdlloin funktio f on konforminen pisteessi zo € U, jos f'(zo) # 0.

TobisTus. Todistus mukailee 1ahdetté [12, s. 149-150]. Olkoon « suunnattu kul-
ma polkujen v ja n valilld pisteessd zy. Osoitetaan, ettd suunnattu kulma o séilyy
kuvauksessa f. Valitaan seuraavaksi pisteet z; € || ja 23 € || siten, ettd

2 — 29 = re ja 29 — 29 = re'v2,

Toisin sanoen pisteet z; ja zo ovat etédisyyden r pédssa pisteesté z, joillakin napakul-
milla 1y, ¥y. Edellisistd napakoordinaattiesityksistd saadaan

c2 %0 Pa—1P1
—— = ,
21— 20

mistd nidhdéén, ettd suunnatulle kulmalle péatee 0([21, 20], [22, 20]) = Yo —1)1. Erityisesti
jos 7 — 0, niin 6([21, 20), [22, 20]) — «. Néin ollen voidaan kirjoittaa

T 22— 0
(2.1) a= 11_)1% Arg ( )

21 — 20
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Merkitadn seuraavaksi f(z1) = w; ja f(z2) = wsy. Talloin polkujen v ja n kuvat
leikkaavat pisteessd wy = f(zp), jonka suunnattu kulma on yhtélon (2.1) nojalla
(2.2) B =lim Arg (w)

Muokkaamalla yhtéloa (2.2) saadaan

5 ~lim Arg {f(ZZ) - f(Zo)}

f(z1) = f(=0)

f(z2)—f(20)
z2—20 [ z2—2
f(z1)=f(20) <31—20>] '

Z1—20

=lim Arg

r—0

Nyt jos r — 0, niin pisteet z; ja 2o ldhestyvat kohti pistettd zy. Néin ollen saadaan

lim f(z2) = f(=0) _ lim flz) = f(=0) _ F(z0),

r—0 29 — 2o r—0 Z1 — 20
silld oletuksen nojalla funktio f on holomorfinen pisteessi zy. Nyt koska oletettiin,
ettd f'(29) # 0, niin
£ = lim 2%
r—=0 21 — 2p
jolloin suunnattu kulma « siilyy kuvauksessa f.

:a,

O

Toinen ldhestymistapa konformisuudelle on etsié yhtépitavia ehtoja konformisuu-
den kanssa. Tamé& on usein kédytdnnollisempi tapa ldhestyd konformikuvauksia to-
distusten ja esimerkkien kannalta. Seuraavaa lausetta varten tarvitsemme Jacobin
determinantin ja diffeomorfismin késitteet.

MAARITELMA 2.5. Olkoot U avoin joukko ja funktio f: U — C on muotoa
f = u + iv. Oletetaan lisiksi, ettd f kuuluu joukkoon C'(U). Téllsin funktion f
Jacobin determinantti J on

Ug(2) ()
Ji(z) = Y
= o,e) vy(2)
Erityisesti jos funktio f on kompleksisesti derivoituva pisteessi zp € U, niin Cauchy-
Riemann yhtéaloiden 1.28 nojalla

J(20) = uz(2)vy(2) — uy(2)va(2) = Ua:(ZO)2 + uy(Z0)2 = |f,(20>|2 .
Nyt voidaan maéritelld diffeomorfismin késite:

= ua(2)0y(2) — uy(2)va(2).

MAARITELMA 2.6. Olkoon D C C alue. Funktio f: D — C on diffeomorfismi, jos

se on injektio ja kuuluu luokkaan C'(D) sekd Jacobin determinantille pitee J; # 0
kaikilla z € D.

Diffeomorfismin méédritelmésta seuraa suoraan, ettd jos f: D — C on diffeomor-
fismi, niin joko Jy > 0 tai Jy < 0 kaikilla z € D. Téaméi johtuu siité, ettd Jg: D — R
on jatkuva ja J; # 0 kaikilla z € D, jolloin jatkuvuuden nojalla kuvajoukko J¢(D)
on yhtenéinen ja J; # 0 alueessa D.

Edellisten mééaritelmien avulla saadaan lause, joka on yksi parhaimmista kon-
formisuuden karakterisaatioista, miké linkittda yhteen funktion differentioituvuuden
sekéd Jacobin determinantin konformisten funktioiden kéyttaytymiseen.
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LAUSE 2.7. Olkoot D C C alue ja funktio f: D — C diffeomorfismi. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat ekvivalentteja pisteessd zg € D:

(1) Funktio f on kompleksisesti differentioituva pisteessd 2o,
(2) Funktio f on kulman sdailyttivd kuvaus pisteessd zy ja Jy > 0,
(3) Funktio f on konforminen pisteessd zo.

Tobistus. Ei todisteta. ks. [13, s. 380-382]. O

Edellisen lauseen 2.7 tarkein seuraus tdméan tutkielman kannalta on, ettd funktio
on konforminen, mikéli se on holomorfinen ja injektio. TAmé seuraa ehdoista (1) ja (3)
ja siitéd, ettéd diffeomorfismit ovat maaritelmallisesti injektioita. Usein kirjallisuudessa
konformikuvauksia kutsutaankin holomorfisiksi injektioiksi.

Téarked seuraus myos lauseesta 2.7 on, ettd jos f ja g ovat konformikuvauksia,
niin yhdistetty kuvaus f o g on konformikuvaus. Lisdksi jos f: D — C on konfor-
mikuvaus, niin lauseen 2.4 nojalla f’(z) # 0, jolloin (f~1)(z) = % # 0. Téasta
seuraa, etti myos konformikuvauksen f kiddnteiskuvaus f~! on konforminen, miki
tekee konformikuvauksista erityisen hyodyllisid kdytdnnon ongelmien kannalta.

Seuraavaksi esitellain Mobius-kuvaukset, jotka ovat alueiden kuvautumisten ja
geometristen ominaisuuksiensa takia tarkeitd. Mobius-kuvauksia varten on tarve maa-
ritelld ddrettomyyspiste co. Lisdamalla kompleksitasoon ddrettomyyspiste oo saadaan
laajennettu kompleksitaso, jonka tavanomainen merkintd on C = C U {oo}. Laajen-
nettuun kompleksitasoon sovitaan, ettd 5 = oo, kun z # 0 ja = =0, kun 2z € C.

Laajennetun kompleksitason hyddyt tulevat parhaiten esille, kun esitellddn kési-
te Riemannin pallo [13, s. 350-352.]. Osoittautuu, ettd laajennettu kompleksitaso C
ja yksikkopallon reuna euklidisessa avaruudessa R? ovat topologisesti ekvivalentteja:
Olkoon joukko S = {(z1, 29, 23) € R?: 2]+ 23 +23 = 1} ja ajatellaan kompleksitason
pisteen olevan muotoa (x,7;) € R?. Asetetaan, etti Py = (0,0,1) ja méritellisin
funktio 7: S\ {Py} — C seuraavasti: Jokaiselle P € S, P # Fy, n(P) on se komplek-
sitason piste, jossa pisteiden Py ja P kautta kulkeva suora leikkaa kompleksitasoa.

Funktiota 7 kutsutaan steografiseksi projektioksi joukolta S\ {Fy} kompleksita-
soon C. Madritetaan seuraavaksi tarkka lauseke kuvaukselle 7(P). Mééritelméallisesti
kuvaus 7(P) on muotoa 7w(P) = Py + t(P — Fp), missé t > 0 ja P # FPy. Asettamalla
P = (x1, z9, x3) saadaan

7T(P) = P() + t(P — P()) = (0,0, ].) + t($1,$27$3) = (tI1,t$27 1 + t(l‘3 — 1)),
missé t = ﬁ > 0. Talloin jokaisella P € S\ {F} kuvaus 7(P) on muotoa

T1 ) T . )
7T( ) (1—513'3’1—3737 ) 1—$3+Z(1—l’3)

Annetulle kompleksiluvulle z = x + iy saadaan laskemalla, ettd z = 7(P), missi

p_ ( 2x 2y \2]2—1>
22+ 17 2P +17 2P+ 1

Talloin steografisella projektiolla 7 on kéénteisfunktio 7=': C — S\ {Fy}, jonka

lauseke on )
_ 2z 2y |27 —1
rl(z) = ( | | )
() 2P+ 17 2P+ 1 |27 +1
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[ |

Y

Kuva 2.3. Riemannin pallo ja steografinen projektio 7(p).

Kuvauksista 7 ja 7—! huomataan, ettéi ne ovat jatkuvia médrittelyjoukoissaan. Ha-
vaitaan myos, ettd |m(P)| — oo, kun P — Fy. Maéarittelemélla 7(F) = oo saadaan
homeomorfinen kuvaus 7: S — C.

Riemannin pallon hienous piilee siiiné, ettd laajennettu kompleksitaso voidaan
ajatella yksikkdpallon reunana, silld homeomorfismit séilyttéavit joukkojen topologiset
ominaisuudet. Myo6s ddrettomyyspiste on laskujen kannalta hyvin mééritelty, silla
kompleksitason ddrettomyyspiste kuvautuu yksikkopallon pohjoisnavalle. Tieto, etté
funktion ddrettomyyspisteet ovat hyvin maériteltyja on erityisen hyédyllinen Mébius-
kuvasten yhteydessa.

Madéritellddn seuraavaksi Mobius-kuvaukset:

MAARITELMA 2.8. Funktio f: C— @, joka on muotoa

az+b
f(Z)—m,

missi a,b,c,d € C ja ad — be # 0, kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.

Mobius-kuvaukset voidaan jakaa neljaén eri kategoriaan:
(1) f(2) =2+ b, missd be C (siirto)

(2) f(z) = az, missd a > 0 (skaalaus)
(3) f(z) = az, missé |a| =1 (kierto)
(4) f(z) =1 (inversio).

Tapauksissa 1 — 3 oletetaan, ettd funktio f ei ole identtinen kuvaus, silla se myos
toteuttaa tapaukset 1 — 3. Edellisistd méarittelyista ehké mielenkiintoisin on inversio,
sillé se vaihtaa origon ja ddrettomyspisteen paikat toisikseen. Kuitenkaan tdma ei ole
ongelma Riemannin pallon ansiosta.
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Laajenettussa kompleksitasossa konformikuvausten médritelmad taytyy laajen-
taa, silld holomorfisuus ei ole méaéritelty pisteille, joissa funktion arvot ldhestyvat
adaretonti. Téta varten esitelldén eristetyn erikoispisteen késite ja karakterisaatio na-
papisteelle:

MAARITELMA 2.9. Funktiolla f on eristetty erikoispiste zg € C, jos on olemassa
r > 0 siten, ettd funktio f on holomorfinen punkteeratussa kiekossa d(zp, ), mutta ei
ole holomorfinen kiekossa A(zg, ).

LAUSE 2.10. Olkoon funktiolla f eristetty erikoispiste zy. Erikoispiste zy on napa
jos ja vain jos lim,_,, | f(2)| = oo.
Tobistus. Ei todisteta, ks [15, s. 40]. O

MAARITELMA 2.11. Olkoon D C C alue. Funktio f:D— C on konforminen, jos
se on injektio ja holomorfinen kaikissa pisteisséd paitsi napapisteissé.

Huomaa, ettd méadritelman 2.11 injektiivisyyden nojalla on olemassa korkeintaan
yksi piste zy € D siten, ettd f(zg) = oo, jolloin konformikuvauksella f on korkeintaan
yksi napapiste alueessa D.

SEURAUS 2.12. Mébius-kuvaukset ovat konformikuvauksia, koska:

(1) Mobius-kuvaukset ovat kahden holomorfisen funktion osamddrdnd holomor-
fisia laajennetussa kompleksitasossa C paitsi napapisteissd, ja lisdksi pdtee
a(cz+d) —claz+0b)  ad—bc
f'(z) = ; = S #0
(cz+d) (cz+d)
kaikilla z € C oletuksen ad — be # 0 nojalla. A
(2) Mdobius-kuvaukset ovat injektiota, silli pisteille zy, zo € C pdtee

f(z1) = f(22)
az1+b  azm+b
cz1+d  czm+d
<= (az; + b)(cze +d) = (cz1 + d)(cze + b)
<= adz; — bezy + bezy — adzy = 0
<= (21 — 22)(ad — bc) = 0,

jolloin oletuksen ad — bc # 0 nojalla z, = z5.

Tutkitaan seuraavaksi, miten Mobius-kuvaukset kuvaavat ympyrét ja suorat komplek-

sitasossa. Tétd tietoa tullaan kdyttdméan tutkielman viimeisesséa kappaleessa.

LEMMA 2.13. Olkoot joukko S suora tai ympyrd kompleksitasossa C ja kuvaus
f(z) = % Tallon f(S)NC on suora tai ympyra.

TobisTus. Todistus mukailee ldhdettd [1, s. 153—-155]. Olkoon joukko S = K (a, )
a-keskinen ja r-siteinen ympyré seké merkitéén kuvajoukkoa f(S) = {w =1: 2z € S}.
Ympyréan S yhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa

lz—al*=7r

<~ (z—a)(z—a)=r

= 2z—az—az=1"—|a’.
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Muuttujan w avulla sanottuna ympyrén S yhtilo on
1 _
(2.3) — 22
ww o w w
Tapauksessa |a| = r yhtélo (2.3) on muotoa

l—aw—aw =

<= Re(aw) = =.

N = D

Asettamalla a = = + iy ja w = u + v, niin muuttujan w saadaan muotoon

uT — vy = o,

jolloin kuvajoukko f(.S) on suora.
Jos r # |a|, niin yht&lo (2.3) voidaan kirjoittaa muodossa

o () ()=
ww — | ———— |V — | 5 | W= —F—.
e AN Ty AT

Merkitsemalla 5 = Ia\QL—ﬁ edellinen yht&lo saadaan muotoon

T’2

2
w — = — .
| d <|a|2—r2)

Néin ollen f(S) on f—keskinen ja r—séteinen ympyra, missi r = ’Wﬁ

Wi — B — B + |B* =

jolloin

. Viimeiseksi

kaydadn ldpi tapaus, jossa joukko S on suora. Jos S on suora, niin on olemassa
a,b,c € R ja z=x+1iy € S siten, ettd

(2.4) ax + by = c.
Merkitsemélla o = a — be yhtéalon edellisen suoran yhtélén voi kirjoittaa muodossa
Re(az) = ¢
— az+az = 2c.

Talloin yhtalo palautuu ympyréan tapaukseen, jolloin aiemman osoituksen nojalla ku-
vajoukko f(.S) on joko ympyré tai suora. O

LAUSE 2.14. Olkoot funktio f Mdbius-kuvaus ja joukko S ympyrd tai suora. Tal-
loin f(S) N C on ympyrd tai suora.

TobisTus. Mobius-kuvaus on muotoa f(z) = Zjig, missé ad — be # 0. Jos ¢ =0,
niin f on yhdistelmai siirtoja, skaalauksia ja kiertoja, jolloin viite seuraa. Jos ¢ # 0,

niin funktio f voidaan kirjoittaa muodossa

f(z):az+b_1(acz+ad—ad+bc) :l[a— <ad—bc)}

cz+d ¢ cz+d cz+d
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Télloin funktio f on yhdistetty kuvaus muotoa f = f3o fy o fi, missi

fi(z) =cz+d,
fal) =1,
f(2) = % B (ad;bc)z'

Funktiot f; ja f3 ovat skaalauksia, kiertoja tai siirtoja, jolloin ne kuvaavat ympyrat

ja suorat ympyroiksi ja suoriksi. Inversiokuvaus fo = % kuvaa ympyrat ja suorat
ympyroiksi ja suoriksi lemman 2.13 nojalla. Télloin seuraa, ettd yhdistetylla funktiolla
f = fio fao f3 edelld mainittu ominaisuus. U

Kaydaan nyt lapi kaksi esimerkkié, joilla halutaan painottaa Mobius-kuvausten
geometrisia ominaisuuksia. Ensimmaéisessé esimerkissé konstruoidaan haluttu funktio,
ja toisessa esimerkissd naytetddn annetun funktion toimivuus.

ESIMERKKI 2.15. [1, s. 155—-156]. Etsitdén se konformikuvaus f, joka kuvaa puo-
likiekon A = {z € C : |z|] < 1, Im(z) > 0} ylempéén puolitasoon It = {z € C :
Im(z) > 0}. Tarkastellaan konformikuvausta f(z) = zj+1 Funktiolla f on napapiste
pisteessi zo = —1 ja se kuvaa janan [—1,1] ja puoliympyrin K = {z € K(0,1) :
Im(z) > 0} ddrettomiksi séteiksi. Funktion f konformisuuden nojalla néiden séteiden
taytyy leikata pisteessd f(1) = % ortogonaalisesti, ks. kuva 2.4. Sijoittamalla useita
pisteitd funktion f lausekkeeseen néhdéaén, ettd puolikiekon A sisédpisteet kuvautuvat

alueeksi, joita namé ddrettomat siteet rajoittavat. Nyt kuvaus

kuvaa puolikiekon A ylempéin puolitasoon ITT. Miksi? Ajatellaan tilannetta vaiheit-
tain. Mobius-kuvaus g (z) = z — 5 siirtéé kuvajoukon #érettomit suorat leikkaamaan
origossa ja Mobius-kuvaus gs(z) = iz kiertdd kuvajoukkoa kulman § = 7 verran eli
kiertdd kuvajoukon kompleksitason ensimmaéiseen neljannekseen. Viimeiseksi kuvaus
g3(z) = 2? on konforminen ensimméisessi neljinneksessi ja se kuvaa ensimmiisen
neljinneksen koko ylempéin puolitasoon IIT, miké seuraa helposti napakoordinaat-
tiesityksista. Toisin sanoen funktio g on yhdistetty kuvaus muotoa g(z) = gsogsogi0f.

Kuvaus ¢ on konformikuvausten yhdistettynéd funktiona konforminen.
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1
z+1

fz) =

=3 Jo=1

Kuva 2.4. Esimerkin 2.15 puolikieckon A kuvautuminen kuvauksella

f(2) = 71

ESIMERKKI 2.16. Etsitdén se konformikuvaus, joka kuvaa ylemmén puolitason HJ“_
avoimeksi yksikkokiekoksi A = A(0, 1). Osoitetaan, ettd Mobius-kuvaus f(z) = 2
iigﬁg; Koska z € TI", niin
y > 0, jolloin pitee arvio (y — 1)? < (y + 1)%. Téllsin edellisen arvion avulla saadaan

P4+ (y—1)2=z—iff <2+ y+1)2 =z +i],

mistd seuraa |z — i| < |z +i|. Nyt koska funktiolle f pétee
z—i _|z—id] |z+i]

z)= - S o < T =
/) 2417 |z+id] |2+

niin kuvaus f kuvaa ylemméin puolitason I yksikkokiekoksi A.

on haluttu kuvaus. Olkoon z = x + iy, jolloin f(z) =

Y

Riemannin kuvauslausetta ja seuraavaa aputulosta varten tarvitsemme tuloksen,
joka kertoo mitd muotoa ovat konformikuvaukset, jotka kuvaavat yksikkokiekon kon-
formisesti yksikkokiekoksi:

LAUSE 2.17. Funktio f: A(0,1) — C, joka kuvaa yksikkokiekon A(0, 1) konformi-
sesti itselleen, on muotoa

_ pCctz
missd 6 € R ja ¢ € C, siten, ettd |c| < 1.
Tobistus. Ei todisteta, ks. [15, s. 54-55] tai [13, s. 388-389]. O

Seuraavaksi esiteltdva aputulos on téarked osa Riemannin kuvauslauseen todistus-
ta:

LEMMA 2.18. Oletetaan, etta D C C, D # C on yhdesti yhtendinen alue. Olkoon
20 € D ja f: D — C konformikuvaus, jolle pitee f(D) C A = A(0,1), f(z) =0 ja
f'(z0) > 0. Oletetaan lisiksi, ettd f(D) # A. Tdlloin on olemassa konformikuvaus
g: D C, jolle g(D) C A, g(z0) = 0 ja ¢/(z0) > f'(0).
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TobisTus. Todistus seuraa ldhdettd [13, s. 418-419]. Merkitddn aluksi Dy =
f(D). Todistuksen idea on 16ytda sopivat apufunktiot gs, go, g1, joiden avulla haluttu
funktio g voidaan ilmaista yhdistettynd funktiona g = g3 0 g2 0 g1 o f. Aloitetaan
apufunktioiden konstruointi. Olkoon piste b € A\ Dy. Koska f(z9) = 0 € Dy, niin
talloin b # 0. Téalloin lauseen 2.17 nojalla funktio

z—0b
z) = -
91(2) 1—bz
on kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen. N&in ollen funktio ¢y
kuvaa yhdesti yhtenéisen joukon Dy C A toiseksi yhdesti yhtenéiseksi joukoksi Dy =
91(Dy) C A. Origo (0,0) = ¢1(b) & D1, koska b & Dy. Liséksi havaitaan, ettd —b =
91(0) € Dy. Nyt suoraan laskemalla ndhdéén, etta
) 1—bz+ bz — |b? 1— [b?
gi\z) = — - — )
(1 — 62)2 (1 — bz)2
jolloin ¢} (0) = 1 — |b]°. Lauseen 1.47 nojalla tiedetéiin, ettd on olemassa logaritmin
haara joukossa D;. Valitaan yksi ja merkitdén sitd kirjaimella L. Talloin erityisesti
funktio g, = exp[L(z)/2] on mééritelty joukossa D;. Funktiolle go pétee |g2(2)| =
V2| < 1 kaikille z € Dy ja funktio go(2) on injektio, silld jos g2(2) = go(w), niin z =
[92(2)]2 = [g2(w)]* = w. Tésté seuraa, ettd funktio go: Dy — Do on konformikuvaus
yhdesti yhtendiseen joukkoon Dy = go(D1) C A, Dy # A. Merkitddn ¢ = go(—b) €
Ds. Lyhyellé laskulla ndhdéén, ettd

go(—b)

11
© 2g5(—b)  2¢

Viimeisenéd maaritellddn Mobius-kuvaus g3: Dy — Djg siten, etté

_u(z—c
93(2) = 1—cz’
misséd u = expl[i - Arg(c)]. Talloin kuvajoukko D3 = g3(Ds) C A, missd D3 # A ja
piste g3(c) € Dj. Lisiksi saadaan, ettd
u(l—22) +uc(z—c)  u(l—|c/)

5(2) = 2 = 2
! (1—c2) (1—c2)

jolloin
g5(c) = ull = ’6’23 =
A= 1P) (1= 1eF)
Nyt yhdistetty kuvaus g: D — D3, g = g3 0 g2 0 g1 o f on konformikuvausten yhdis-

tettynd funktiona konformikuvaus ja liséksi g(zo) = f(z9) = 0. Osoitetaan vield, etté
funktiolle g patee haluttu ehto ¢'(z9) > f'(20). Suoraan laskemalla saadaan

9'(20) = g5(c)g5(=0)g1(0) f'(20) = (1= ) - f(20)

U 1
1— \0\2 2c




2. KONFORMIKUVAUKSET 28

g3egz°e 41

—_—

9 93

o
=)

Kuva 2.5. Lemman 2.18 todistuksessa konstruoidut kuvaukset g;, go
ja gs.

misséi on kiiytetty yhtalsiti |¢|* = |go(=b)|* = |b], 4= ﬁ ja arviota 1+ |c¢|* > 2]¢].
Niin ollen funktio ¢ toteuttaa véitteen halutut ominaisuudet. U

Edellinen lemma viimeistelee tarvittavat tulokset Riemannin kuvauslauseen todis-
tusta varten, mika on tdmén tutkielman yksi paatuloksista:

LAusk 2.19 (Riemannin kuvauslause). Oletetaan, ettd D on yhdesti yhtendi-
nen alue kompleksitasossa, D # C ja zy € D. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen
surjektiivinen konformikuvaus f: D — A(0, 1) siten, ettd f(z9) =0 ja f'(z) > 0.

TobisTus. Todistus seuraa lahdettd [13, s. 420-421]. Osoitetaan ensin kuvauksen
olemassaolo. Méaéritelldan funktioperhe F' siten, etté

F={f:D— A(0,1) : f on konformikuvaus, f(z9) = 0 ja f'(z0) > 0}.

Todistetaan lemman 2.18 nojalla avulla, ettd F' ei ole tyhja joukko. Oletetaan, etta
on olemassa r > 0 siten, ettd A(z,7) C D. Télloin Cauchyn estimaatin 1.40 nojalla
kaikille f € F' péatee

Fz0) = |F ()] < -

Téstéa seuraa, ettd joukko {f'(z0) : f € F} on rajoitettu. Téydellisyysaksiooman
nojalla on olemassa pienin mahdollinen yliaraja sup{f’(zo) : f € F'} = L. Néin ollen
jokaiselle n € N voidaan valita funktio f,, € F siten, etta

1
n

Koska funktioperhe F' on lokaalisti rajoitettu joukossa D, niin Montelin lauseen 1.50
nojalla F' on normaaliperhe. Télloin jokaisella jonolla (f,) on osajono (f,,), joka
suppenee D:n kompakteissa osajoukoissa kohti rajafunktiota f. Néin ollen

f(z0) = kll_{f)lo fu(20) =0 ja  fl(z)= ]}1_{{)10 fo(20) = L,

jolloin funktio f ei ole vakio joukossa D. Koska funktio f on holomorfinen ja ei-vakio
joukossa D, niin lauseen 1.56 nojalla f on injektio joukossa D. Liséksi koska f,, € F
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kaikilla n € N, niin f(D) C A. Avoimen kuvauslauseen 1.57 nojalla kuvajoukko f(D)
on avoin, joten f(D) C A(0,1), eli téllin f € F.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f(D) = A(0,1). Jos f(D) # A(0,1), niin lemman
2.18 nojalla on olemassa konformlkuvaus g: D — C siten, etté g "(z0) > f'(20) = L
ja g(zp) = 0. Taméa on mahdotonta, silld L on joukon {f’(zo) € F'} ylaraja. Néin

ollen f(D) = A(0,1), joten halutun konformikuvauksen f: D —> A(O 1) olemassaolo
on todistettu.

Lopuksi téytyy vield osoittaa kuvauksen yksikésitteisyys. Olkoon h: D — A(0, 1)
toinen konformikuvaus, jolle myos pitee ominaisuudet h(zg) ja h'(z9) > 0. Tarkastel-
laan funktiota ¢: A(0,1) — A(0,1), ¢ = ho f~1. T&llin funktio 1 kuvaa yksikko-
kiekon A konformisesti itselleen ja

¥(0) = ho f71(0) = h(z) = 0.

Derivaatan laskusédéntéjen nojalla

! _ g1 Py —1 P :h/[fil(z)]
W) = IR0 =
jolloin
Y ' (20)
(2.5) P'(0) = 70) > 0.

Lauseesta 2.17 seuraa télloin, ettd funktio ¢ on muotoa 1(z) = eieﬂr—;, missd 0 € R
ja luvulle ¢ € C pitee |c| < 1. Koska 1(0) = 0, niin ¥ - ¢ = 0, jolloin ¢ = 0. Niin
ollen funktio ¢ on muotoa 1(z) = € - 2. Lisiiksi arvion (2.5) nojalla ¢/'(0) > 0, jolloin
e = 1, joten funktion 1) on oltava identtinen kuvaus ¥(z) = z. T#lléin kaikilla z € D

pitee h(z) = ¢[f(2)] = f(z), mikd todistaa yksikésitteisyyden. O

Riemannin kuvauslauseesta 2.19 seuraa valittomésti, ettd jokainen yhdesti yhte-
nédinen alue voidaan kuvata yhdesti yhtenéiselle alueelle. Miksi? Jos f on konformiku-
vaus yhdesti yhtenéiseltd alueelta D avoimelle yksikkokiekolle A = A(0, 1) ja kuvaus
g on konformikuvaus yhdesti yhtenaiseltd alueelta D’ kiekolle A, niin yhdistetty ku-
vaus f o g~! kuvaa konformisesti yhdesti yhtensisen alueen D yhdesti yhteniiselle
alueelle D’.

On huomattavaa, ettd Riemannin kuvauslause 2.19 on olemassaolotulos, joka ei
kerro mitéén siitd, miten osoitetun konformikuvauksen voi kdytannossa konstruoida.
Riemannin kuvauslause ei myoskddan kerro mitédén siitd, mitd yhdesti yhtenéisten
alueiden reunalla tapahtuu, ts. miten yhdesti yhtenéisen alueen D reuna kuvautuu
loydetylla konformikuvauksella f.



LUKU 3

Konformisia ja lokaalisti konformisia kuvauksia

Riemannin kuvauslauseen 2.19 nojalla tiedetédén, ettd jokainen yhdesti yhtenéi-
nen alue voidaan kuvata konformisesti avoimeksi yksikkokiekoksi A = A(0,1). Esi-
merkin 2.16 nojalla tiedetién, ettd ylempi puolitaso ITT voidaan kuvata konformisesti
kiekkoon A kuvauksella f(z) = Zi, t.s. ylempi puolitaso IIT ja avoin yksikkokiek-
ko A ovat konformisesti ekvivalentteja. Néin ollen jos halutaan 16ytéa surjektiivinen
konformikuvaus yksikkokiekolle, niin riittdd osoittaa, ettd loydetddn surjektiivinen
konformikuvaus ylempéin puolitasoon IT*. Aloitetaan esimerkilld, jossa tutkitaan si-

nifunktion kuvautumista [6, s. 224-226]:

ESIMERKKI 3.1. Osoitetaan, ettd funktio f(z) = sin(z) kuvaa joukon D = {z €
C:z=ux+iy, —7/2 < x < w/2,y > 0} ylemmiksi puolitasoksi IT". Funktio
f(2) = sin(z) méaéaritelldén seuraavasti:

el _ gtz

2 Y
jolloin kuvaus sin(z) on konforminen joukossa D, sillid se on holomorfinen ja injektio
joukossa D. Reaalifunktioiden ominaisuuksista tiedetdén, ettd funktio f(z) = sin(z)
kuvaa janan [—m/2,7/2] janaksi [—1,1]. Tarkastellaan seuraavaksi, miten funktio f

kuvaa joukon D oikeanpuoleisen pystysuoran eli pisteet, jotka ovat muotoa /2 + it,
missd ¢ > 0. Talloin kuvapisteet ovat muotoa

sin(z) =

iT/2 | it _ p—im/2 | it

sin(m/2 +it) =

i-et—(—i)-é

21
el +et
2

Edelld olevasta muodosta ndhdaén, ettd kun parametrin ¢ arvot ovat vélilla [0, oof,
niin sin(7/24it) € [1, co[. Tésté seuraa, ettéd funktio f kuvaa joukon D oikeanpuolei-
sen pystysuoran pisteen z = (1,0) oikeanpuoleiseksi reaaliakseliksi. Vastaavalla tar-
kastelulla voidaan osoittaa, ettd joukon D vasemmanpuoleinen pystysuora eli pisteet,
jotka ovat muotoa —m/2 + it, missd ¢t > 0 kuvautuu pisteen z = (—1,0) vasemman-
puoleiseksi reaaliakseliksi.

Aikaisemmin naytettiin, ettd joukon D reuna kuvautuu reaaliakseliksi R. Tutki-
taan seuraavaksi joukon D pisteiden kuvautumista. Olkoon piste z € D, jolloin se on
muotoa z = r+iy, missi —7/2 < x < /2 jay > 0. Merkitsemalld w = sin(z) = u+iv
saadaan sinin méaaritelmasta

u = sin(z) - cosh(y) ja v =cos(x) -sinh(y), missé

30
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sin(z)

sinh(y)

-2 /2 /‘»\c-ngh{y]

Kuva 3.1. Esimerkin 3.1 joukon D vaakasuoran janan kuvautuminen
kuvauksella f(z) = sin(z).

ey + e_y . ey — e_y

cosh(y) = 5 ja sinh(y) = 5

Edellisten yhtéloiden avulla saadaan muoto

u? v?

(3-1) cosh?(y) * sinh?(y) =L

Seuraavaksi kiinnitetaan muuttuja y > 0. Télloin yhtalo (3.1) on ellipsin yhtélo. Néin
ollen vaakasuorat janat joukossa D eli pisteet z = = + iy, missd —7/2 < = < 7/2 ja
y > 0 on kiinnitetty, kuvautuvat puoliellipseiksi kuvan 3.1 mukaisesti. Kun muuttuja
y kulkee 14pi arvot |0, oo], niin yhtdlon (3.1) nojalla puoliellipsit laajenevat tayttéaen
koko ylemmin puolitason IIT.

Toinen vaihtoehto olisi ollut tarkastella joukon D pystyjanojen kuvautumista ja
havaita niiden kuvautuvan hyperbeleiksi, jotka tayttéavéit koko ylemmén puolitason
IT*. Niiden hyperbelien tiytyy funktion f konformisuuden nojalla leikata ellipsien
kaaria kohtisuorasti niisséd pisteissé, misséd joukon D vaaka- ja pystyjanat leikkaavat
toisiaan.

HuomAuTUs 3.2. Edellisen esimerkin 3.1 valossa saattaa aluksi vaikuttaa, etta
joukko D ={z€C:z=x+1iy, —7/2 <x < m/2,y > 0} on niitd harvoja joukkoja,
johon funktiota f(z) = sin(z) voidaan soveltaa, silld funktio f ei ole konforminen koko
kompleksitasossa C. Kuitenkin jokainen toisesta padstéd kiinnitetty, déreton ja avoin
suorakaiteen muotoinen suikale engl. semi-infinite strip voidaan sopivilla M6bius-
kuvauksilla, kuten siirroilla, kierroilla ja skaalauksilla kuvata konformisesti joukoksi
D. Niin ollen funktiolla f(z) = sin(z) on huomattavasti enemmén kayttémahdol-
lisuuksia. Erityisesti konformikuvausten osalta on hyvé tiedostaa ainakin muutama
perusesimerkki, silla Mobius-kuvausten avulla voidaan joukot tietyissd tapauksissa
kuvata soveltamaan néitd esimerkkejé.
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3.1. Schwarz-Christoffel kuvaukset

Téssé kappaleessa tullaan intuitiivisesti johtamaan Schwarz-Christoffelin kaavana
tunnettu tulos ldhteiden [3] ja [2] pohjalta. Vélivaiheiden ja argumenttien perustelu-
ja ei tehda tarkasti, silld paaméarané on saada kuva siitd, miksi Schwarz-Christoffel
kaava toimi. Kappaleen lopussa kédydéaan ldpi Schwarz-Christoffel kuvausten ominai-
suuksia ja esimerkkitapauksia.

Tiedetdén, ettd funktio f on konforminen, mikéli f on holomorfinen ja pétee
f'(2) # 0 koko funktion f méérittelyalueessa. Mita tapahtuu tilanteessa, jossa kon-
formisuus tulee hévidmadn tietyissad yksittéisissd pisteissd? Tutkitaan funktiota f,
jonka kompleksinen derivaatta on muotoa

(3.2) f(z)=A(z —z)™ (2 —22) ... (2 — xp) ™",
missd A € C\ {0}, ja —1 < o; < 1 kaikilla ¢ = 1,2, ..., n seki reaaliluvuille z; pétee
T < Tog < ... < ZTp.

Oletetaan lisiksi, ettd Arg(z—x;) €]—n/, 7| kaikilla i. Miten kuvaus f, jonka komplek-
sinen derivaatta on muotoa (3.2) kuvaa reaaliakselin? Napakoordinaattiesitysten no-
jalla voidaan lausua

Arg[f'(z)] = Arg(A) + aq Arg(z — x1) + ... + a,, Arg(z — x,,).
Nyt jos z € R, niin pétee

0 >
Arg(z — xy) = { 7 o
T, z < ITy.
Edelliset tiedot yhdistden saadaan, etta
[ Arg(A), z > Ty
Arg(A) + a,m, Ty < z < @y,
Arg[f'(2)] = 4 :
Arg(A) + qom + ... + a,, T, T <z <Xy
\ Arg(A) + aqm + o + ... + —00 < 2 < 1.

Néin ollen kun muuttuja z kulkee reaaliakselia vasemmalta oikealla, niin funktio f(z)
luo yhdisteen janapolkuja, jotka tekevét pisteissd x; kulman a;7 suuruisen kddnnok-
sen suhteessa edellisen janan tangenttiin néhden, ks. kuva 3.2. Miksi? Jos 7(t) on
jatkuvasti paloittain derivoituva polku, niin polun suunta pisteessd zg = 7y(ty) on
tangenttivektorin +/(tp) suunta. Jos w = f(z) on konformikuvaus, niin kuvapolun
w(t) = fly(t)] suunta pisteessd wy = f(20) on w'(t) = f'(20)7 (to). Néin ollen kuvaus
w kiertdd polun suuntaa pisteessi wy vastapdivdan argumentin Arg[f’(zo)] verran.
Koska Arg[f’(z)] on vakio jokaisella |xy_q,xg[, niin kuvaus f, jonka kompleksinen
derivaatta on muotoa (3.2), luo yhdisteen janapolkuja.

Mikali o;; > 0, niin jana kiertdd mydtapéaivadn ja vastaavasti kun a; < 0, niin jana
kiertdd vastapaivadn. Yksinkertaisesta geometriasta seuraa, ettd pisteissd z; janan
kddnnoskulman tai sisékulman g suuruus on p =7 — aym = 7(1 — ).

Mikéli funktion f kompleksinen derivaatta on muotoa (3.2), niin se on konforminen
kaikilla z € C\ {x;}, silld se on holomorfinen koko kompleksitasossa ja f'(z) = 0 vain
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YV oag<0
1

]
[}

Kuva 3.2. Esimerkki reaaliakselin kuvautumisesta kuvauksella f(z)
tapauksessa n = 3.

pisteissd x;. Erityisesti funktio f on konforminen ylemmiissd puolitasossa IIT. Néin
ollen jokaiselle z € II* voidaan kirjoittaa

9(z) = / PO e,

jolloin funktio f on muotoa f(z) = g(z)+ B, missd B € C on vakio. Télloin saadaan,
etta

(3.3) f(z)=B+A / () (C = )™ (€ — ) d,

missd A, B € C ovat vakioita. Funktiota, joka on muotoa (3.3) kutsutaan Schwarz-
Christoffel muunnokseksi.

Riemannin kuvauslauseen 2.19 nojalla tiedetdén, ettd on olemassa konformiku-
vaus ylemmaéltd puolitasolta ITT itseidin leikkaamattomaan n—monikulmion sisuk-
seksi, silld n—monikulmion sisus on ja ylempi puolitaso IIT ovat yhdesti yhten&isid
alueita. Miten kuvauksen voi kdytdnnossa konstruoida ja onko se aina eksplisiittisesti
olemassa? Lahdetddn seuraavaksi tutkitaan, miten kuvauksen konstruointi onnistuu
muokkamalla Schwarz-Christoffel muunnosta (3.3).

Olkoon P itsedén leikkaamaton suljettu n—monikulmio, jonka kérjet ovat vas-
tapaivddn jarjestettynéd jonona wi,ws, ..., w,. Jokaisen kérjen w; kohdalla tehd&in
kasnnos 6; suhteessa n—monikulmion P kérjen w; yhdistdvin sivun tangentin suh-
teen. Talloin 6; € (—m, ) ja jélleen positiivinen kulman «; arvo tarkoittaa kd&nnostéa
myOtéapaivadn ja vastaavasti kddnnos on vastapéivaan, mikali ; < 0. Kokonaiskierto
yli monikulmion P taytyy kiertosuunnan huomioon ottaen olla

(3.4) 0; + 05+ ...+ 0, = —2m.

Jotta reaaliakseli voidaan kuvata monikulmioksi P Schwarz-Christoffel muunnoksella
w = g(z), valitaan aluksi, etté pisteet z1, ..., z,_1 ovat kdrkien wy, ..., w,_; alkukuvia.
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Kuva 3.3. Esimerkki reaaliakselin kuvautumista suljetuksi viisikul-
mioksi P’.

Liséksi oletetaan, etta ddrettomyyspisteet x = +o00 ovat kulman w,, alkukuvia. T&ll6in
ailemman johdattelun nojalla funktio

(3.5) 9(2) = /0 Y6 ) — )T ()i dC

kuvaa reaaliakselin joksikin monikulmioksi P’, ks. kuva 3.3. On huomattavaa, ettd
nyt ei vilttdmatta pade P = P’. Kuitenkin kdadnnokset o;m = 6; ovat samat kérjille
g(x;), missi n = 1,2,...,n — 1. Lisdksi koska monikulmion ensimmainen ja viimeinen
sivu leikkaavat pisteissd g(d00), tdytyy kddnnoksen suuruus kérjessé w,, olla kulman
6, suuruinen, miké seuraa yhtalosta (3.4).

Nain ollen monikulmioilla P ja P’ on samat kulmat. Miten saadaan monikulmiois-
ta P ja P’ yhtenevat?

Yhtalosta (3.5) havaitaan, ettd reaaliakselin pisteet x; madrdavit karkien w; si-
jainnit. Sopivasti valitsemalla pisteet x; saadaan siis muutettua monikulmion P’ si-
vujen pituuksia, jolloin voidaan konstruoida monikulmion P kanssa yhdenmuotoinen
monikulmio P’. Tamén jdlkeen tarvitsee en#éd vain kiertdd, skaalata ja/tai siirtéé,
jotta kaavan (3.5) antama monikulmio P’ on tédsmélleen sama kuin P. Yhteenvetona
voitaisiin siis uskoa, ettd funktio

(3.6) f(2) =Ag(z)+B= A/OZ(C - ﬂfl)el/ﬂ(g - =T2)92/7r (€= $n71)9"71/ﬂ d¢ + B,

missi A, B € C ovat vakioita, kuvaa ylemmén puolitason II"™ n—monikulmion si-
sukseksi. Huomaa, ettd vakio A voidaan valita siten, ettd se skaalaa sekd kiertdd
integraalin g(z) antamaa monikulmiota P’ ja vakion B avulla saadaan haluttu siirto
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aikaiseksi. Nyt edelld saatu funktio f(z) on tédsmélleen Schwarz-Chrisftoffel kuvausten
mukaista muotoa. Annetaan vield tamé tulos kirjallisuudessa yleisemmin esiintyvassé
muodossaan:

LAUSE 3.3. (Schwarz-Christoffel kuvaus). Olkoon I itseddin leikkaamattoman n-
monikulmion P sisus, missd monikulmion P kdrjet wq, ..., w, ja sisikulmat oy 7, ..., o,
ovat jirjestyksessd kiertien vastapdivddn. Olkoon funktio f: 11T — I surjektiivinen
konformikuvaus siten, etti f(+oo) = w,. Tdlloin f on muotoa

(3.7) “a [ Tlc-wracen

missa A, B € C ovat vakioita, wy, = f(xk) ja rp_1 < xp kaikilla k=1,...,n — 1.

Tobistus. Tulosta ei todisteta, silld todistuksen vaiheiden tarkka perustelemi-
nen vaatisi useita tuloksia, jotka eivét ole tdmén tyon kannalta oleellisia. Kuitenkin
mielenkiinnon vuoksi listataan tdrkeimmaét todistuksen vaiheet, joita myds Schwarz-
Christoffel kaavan johtamisessa tarvittiin:

(1) Kuvaus f on hyvin mééritelty.
(2) Raja-arvo lim, 4., f(z) on olemassa.
(3) Kuvaus f voidaan jatkaa jatkuvasti ylemmén puolitason ITT sulkeumaan.

(4) Kuvaus f on bijektio.

Todistuksen voi lukea kokonaisuudessaan esimerkiksi lahteista [13, s. 459-460] tai
2, 5. 35-37]. O

HuomAuTuUSs 3.4. Listataan seuraavaksi huomioita Schwarz-Christoffel kuvauk-
sesta 3.7:

(1) Yleisesti kirjallisuudessa esitetty Schwarz-Christoffel kuvauksen muoto (3.7)
ilmaistaan monikulmion P sisdkulmien avulla sanottuna. Kuitenkin aikaisem-
min johdettu muoto S-C kuvaukselle (3.6) on tdsmélleen sama, silli lauseen
3.7 oletuksessa sisdkulmat ovat muotoa o, ja sisdkulmalle pétee oy = 0, — 7
missd #; on monikulmion P sivun tangentin suhteen mitattu kdannoskulma.

(2) S-C kuvauksessa (3.7) integraalin alarajaa ei tarvitse spesifioida, silld sen voi
siséllyttad vakioon B. Néin ollen kirjallisuudessa integraalin alaraja jatetédéan
yleensé kirjoittamatta.

(3) Miksi Schwarz-Christoffel kuvauksen antama kaava funktiolle f ylipaatiaan
toimii? Kuten S-C kaavan johtamisessa havaittiin, kuvauksen f konstruoin-
ti perustui siihen, ettd reaaliakseli pystyttiin kuvaamaan monikulmioksi P.
Samalla todettiin, ettd tdma kuvaus on konforminen koko ylemméssé puoli-
tasossa IT". Koska konformikuvaukset ovat homeomorfismeja, ja reaaliakselin
ollessa ylemmén puolitason IT* reuna, niin homeomorfisuudesta seuraa, etté
kuvaus f vie ylemméin puolitason II™ monikulmion P sisukseksi.
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(4) Jotta Schwarz-Christoffel kaavan antama kuvaus (3.7) voidaan konstruoi-
da, tdytyy ensin kiinnittaa karkien wy alkukuvat reaaliakselilla seka vakioi-
den A, B € C arvot. Tarkastelemalla Mobius-kuvauksia yksikkokiekolle voi-
daan itse asiassa osoittaa, ettd on vapaus valita vain kolme pistetté joukosta
R U {oco} kuvautuvan monikulmion P kérjiksi siten, ettéd valittujen pisteiden
jarjestys sdilyy [2]. Néin ollen sanotaan, ettd S-C kuvauksen vapausasteiden
lukumééra on kolme. Toisin sanoen, jos monikulmiossa P kulmia on nelja tai
enemmaén, niin S-C kuvausta ei voida eksplisiittisesti muodostaa.

(5) Tapauksessa n < 3 tiedetédén, ettd S-C kuvaus on eksplisiittisesti olemas-
sa. Kuitenkin tdma edellyttdd, ettd funktion (3.7) mukainen integraali pitaisi
pystya laskemaan. Osoittautuu, ettd tdmé ei ole aina mahdollista, silla inte-
grandi ei aina ole esitettivissi alkeisfunktioiden avulla.

Kéydéédn nyt 1api kolme esimerkkié liittyen Schwarz-Christoffel kuvauksiin. Aloite-
taan tapauksella, jossa ylempi puolitaso kuvataan konformisesti tasakylkisen kolmion
sisukseksi:

ESIMERKKI 3.5. Olkoon P kompleksitason kolmio, jonka kérjet ovat pisteissa
w; = (1,0), wy = (0,1) ja wy = (0,0) kuvan 3.4 mukaisesti. Konstruoidaan sur-
jektiivinen konformikuvaus f ylemmélta puolitasolta kolmion P sisukseen. Kolmion
P kddnnoskulmat ovat nyt ) = 0, = —37/4 ja 3 = —r /2. Valitaan, ettd x; = —1 ja
xo = 1. Talloin kaavan (3.6) nojalla kuvaus f on muotoa

f(z) =A / Z<< + 1) -1)"**d¢+ B
0
—a [ @—1)ac+B.
/O(C D)7dC+

Madritetddn seuraavaksi vakioiden A ja B arvot. Nyt siis kuvaukselle f péatee
—1

1= f(z) = f(-1) = A/ (=134 +B=Ay+B

0
ja

1

= ) = J) = A [ (G dc+ B = a0+ B

0

missi 7 = fo_l(C 2 1)7%/4d(¢. Edelliset tiedot yhdistdmilld saadaan yhtélopari

{A’H—B =1
—Avy+ B =1,
jolloin
1—1 1414
A= ! ja B = +Z.

2y 2

Niin ollen etsitty konformikuvaus f on
1—i [% 5 s 1+
= —1)7%*4
6 =5 [ -y
missi v = fo_l((z — 1)73/4d¢. Huomaa, ett# integraalilla v ei ole tarkkaa ratkaisua,
approksimatiivisesti voidaan kuitenkin arvioida v & 1,8541(1 + 9).
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= -1 ap=1 wy =0 wy =1

Kuva 3.4. Esimerkin 3.5 mukainen S-C kuvaus f kolmioksi P.

S-C kuvauksen (3.7) antamaa kaavaa konformikuvaukselle f voi soveltaa mui-
hinkin alueisiin kuin suljettujen monikulmioiden sisuksiin, minké osoittaa seuraava
esimerkki:

ESIMERKKI 3.6. Olkoon U = {z € C : |Re(2)| < 1, Im(2) > 0} alue. Konstruoi-
daan surjektiivinen konformikuvaus f: IIT — U. Nimetddn kirjet w; = —1 ja wy = 1
vastapéivadn joukon U reunaa kiertéden, kuten kuvassa 3.5. Télloin kddnnoskulmat
ovat 0; = 0y = /2. Valitaan jalleen x; = —1 ja o = 1, jolloin Schwarz-Christoffel
kaavan (3.6) nojalla

f(z) = /Z(C+ D7~ + B
_A/ 1)""2d¢ + B

ﬁ
:/m

:7 sin™'(2) + B.
Alkuehtojen f(—1) = w; = —1 ja f(1) = wy = 1 nojalla paadytaéan yhtélopariin
{—iAsin_l(—l) +B =-1
—iAsin ' (1)+ B =1,
mistd seuraa, ettd B = 0 ja A = % Néin ollen surjektiivinen konformikuvaus

f: II"™ — U on muotoa
2
f(z) = Zsin7'(2).

™
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Kuva 3.5. Esimerkin 3.6 mukainen joukko U.

Miksi S-C kaava toimi téssé esimerkissd? Tilanteen voi ajatella siten, ettd joukon
U reuna koostuu kolmiosta, jonka kérjet ovat w; = —1, wy = 1 ja kolmas kérki on
muotoa w3 = x + iy, missa |x| < 1 jay € (0,00). Kun y ldhestyy ddretonté, niin
kadnnoskulma 05 lahestyy arvoa nolla.

Huomautuksessa 3.4 mainittiin, ettd S-C kuvausta ei voida eksplisiittisesti muo-
dostaa, mikéli monikulmiossa P on nelji tai enemmén kulmia. Kuitenkin suorakai-
teen tapauksessa symmetria antaa meille mahdollisuuden kuvauksen muodostamiseen.
Seuraavaksi esiteltdva esimerkki on vain mielenkiinnon vuoksi, silla S-C kuvaukses-
ta tulee muodostumaan elliptinen integraali, jonka késittelyyn tarvittavia tietoja ei
kasitelld tassa tutkielmassa:

ESIMERKKI 3.7. Tamén esimerkin tarkemmat yksityiskohdat voi lukea lahteesta
[3, s. 18-20]. Olkoon P mielivaltainen suorakaide kompleksitasossa. Sopivilla Mébius-
kuvauksilla suorakaide P voidaan siirtdé ja kiertda siten, ettéd sen kérjet ovat muotoa
wy = —K + iK', wy, = —K, ws = K jawy, = K 4+ 1K', missi K, K’ € R, ks. kuva
3.6. Symmetrian nojalla voidaan valita 2 = —m ™2, 2y = —1, 23 = 1 ja 2, = m~ /2,
missd m on parametri, joka esittdd vapausasteiden méaraa alkukuvissa x;. Néin ollen
lauseen 3.7 nojalla kuvaus f on muotoa

miké on elliptinen integraali.

Osoittautuu, etté edellisen integraalin parametri m on yhteydessé suorakaiteen P
sivujen viéliseen suhteeseen. Huomaa, etté suorakaiteen sivujen vélisia suhteita ei voi
muuttaa Mébius-kuvauksilla. Néin ollen suorakaiteen P karkien sijainnit maaraytyvat
vain alkukuvien x; valinnoista. Kuitenkin riippuen suorakaiteen sivujen suhteista, t.s.
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Kuva 3.6. Esimerkin 3.7 alkukuvat x; ja suorakaide P.

arvojen K ja K’ yhteydestd parametriin m, voidaan elliptisten integraalien teorian
avulla saada muodostettua kuvaus f.

Lopuksi mainittakoon vield Schwarz-Christoffel kuvausten téarkeydesté. Ei ole on-
gelma, vaikka S-C kuvauksille ei 16ydetad aina tarkkaa esitysmuotoa, silla nykyédan
on olemassa tehokkaita algoritmeja ja laskentaohjelmistoja S-C kuvausten numee-
riseen ratkaisemiseen. S-C kuvausten numeeriseen ratkaisemiseen olevia algoritmeja
ovat esimerkiksi engl. Geodesic algorithm ja Circle-packing [11].

S-C kuvauksilla on geometristen ominaisuuksiensa vuoksi valtavasti kiayttokohtei-
ta kdytdnnon ongelmissa, erityisesti fysiikassa. Yksi yleisimmistd S-C kuvausten kéyt-
tokohteista on virtausmekaniikka, jossa S-C kuvauksia voidaan esimerkiksi kayttaa
tutkiessa ilmavirtaldhteiden synnyttdmia ilmavirtauksia erilaisissa kolmiulotteisissa
rakenteissa, kuten pisteméisen lahteen synnyttdméé ilmavirtausta ontossa putkessa.

3.2. Lokaalisti konformisia kuvauksia

Riemannin kuvauslauseen 2.19 nojalla tiedetédén, ettd jokainen yhdesti yhtenéi-
nen alue voidaan kuvata konformisesti avoimeksi yksikkokiekoksi A. Onko kuitenkin
mahdollista kuvata alue D yksikkokiekoksi A holomorfisesti tai konformisesti jollain
tarkkuudella? Tahén kysymykseen tullaan vastaamaan tédssé kappaleessa.

Johdantona tarkastellaan kahta esimerkkié, joissa konformisesti kuvattava alue
on rajattu erilaisten joukkojen véliin. Aloitetaan esimerkilld, jossa halutaan kuvata
konformisesti ylempi puolitaso, missd on ympyréikaaren muotoinen reikéd ylemmaéksi
puolitasoksi IT [6, s. 224]:

ESIMERKKI 3.8. Olkoot joukko K = {z € A(0,1) : Im(z) > 0} ja II"T \ K =
U avoin joukko, ks. kuva 3.8. Etsitddn se konformikuvaus f, joka kuvaa joukon U
ylemmiéksi puolitasoksi ITT. Osoitetaan, ettd kuvaus f(z) = 2 + % on haluttu kuvaus.
Merkitadn w = z + %, jolloin asettamalla z = x + iy voidaan muuttuja w kirjoittaa

muodossa
1 ) 1
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U

(—1,0) (1,0)

Kuva 3.7. Esimerkin 3.8 mukaiset joukot K ja U.

Kun z € U, niin |z| > 1. Y1ld olevan yhtélon nojalla myos pétee Im(w) > 0 jaw € ITT,
jolloin f kuvaa joukon U ylemmiiksi puolitasoksi IT*. Kuvaus f(z) = z—i—% on selvésti
holomorfinen joukossa U.

Taytyy vield osoittaa, ettd kuvaus f on injektio. Kuvauksen f kadnteiskuvaus on
f~Hz) = 2% — zw + 1. Toisen asteen yht#lolla

(3.8) Z—zw+1=0

on kaksi erillisté juurta kaikilla w € TI* \ {—2,2}. Jokaisella w € II*! toisen asteen
yhtélon (3.8) juurelle z = x + iy pitee y > 0 ja 22 +y*> > 1 tai y < 0 ja 22 +
y? < 1. Yhtélén (3.8) nojalla jokaisen kahden juuren tulo on 1, jolloin myds juurien
itseisarvojen tulo on 1. Té&lloin seuraa, ettd kummankin juuren itseisarvo ei voi olla
yli luvun 1 eikd myoskédan alle luvun 1. Néin ollen on oltava, ettd toinen juurista
sijaitsee joukossa U, jolloin kuvaus f on injektio.

Jatketaan seuraavalla esimerkilla:

ESIMERKKI 3.9. Etsitddn se surjektiivinen konformikuvaus, joka kuvaa ympyroi-
den Kl(%, %) ja Kz(ﬁ, i) valiin jadvan alueen D avoimeen yksikkokiekkoon A =
A(0, 1). Toisin sanoen kuvattava alue D on muotoa D = Z(%, %) \Z(%, }l), ks. kuva
3.8.

Olkoon funktio f(z) = £ Mébius-kuvaus. Talléin ympyrén K; pisteet (0,1), 20 =
1 ja origo kuvautuvat pisteiksi f(i) = —i, f(20) = —i — 1 ja f(0) = oo. Néin ollen
ympyran K; kuvajoukko on f(K;) = L; U oo, missié L; on pisteiden —i ja —i — 1
kautta kulkeva vaakasuora. Vastaavasti ympyran Ky kuvajoukko on f(Ks) = Ly U oo,
missé Lo on pisteiden —2¢ ja —2i — 2 kautta kulkeva vaakasuora.

Koska funktio f(z) on M&bius-kuvauksena konforminen, taytyy joukon D kuvau-
tua suorien L, ja Lo rajoittamaan suorakaiteen muotoiseen alueeseen, toisin sanoen
kuvajoukko f(D) on muotoa

f(D)={zeC:z=x+iy, —1<y< -2}

Nyt kuvaus g: f(D) — IT*, g(z) = €™ on kuvaus, joka on konforminen ja surjektio.
Miksi? Selvisti g(z) = €™ on holomorfinen alueessa f(D), mutta se on myos bijektio.
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Kuva 3.8. Esimerkin 3.9 joukon D kuvautuminen Md&bius-kuvauksella

flz)=1.

Koska jos z = x + iy, missd —1 < y < —2, niin
g(z) =™ =™ e,
jolloin —27 < Arg(z) < —m eli 0 < Arg(z) < 7. Lis#ksi pétee
9(2)| = [e™] = |e™[ >0
kaikilla z € f(D). Néin ollen kuvaus g: f(D) — II* on surjektiivinen konformiku-
vaus. En#é tarvitsee vain muodostaa yhdistetty funktio ®: D — A(0, 1) kéyttéen

kahta aikaisemmin esiintynytté kuvausta f ja g sekii kuvausta h(z) = 2, joka kuvaa

konformisesti ylemmén puolitason yksikkokiekoksi A. Néin ollen haluttu surjektiivi-
nen konformikuvaus ®: D — A(0,1) on

67r(z+%) —Z
eﬂ(Z"r%) _'_ 7/

Lokaalisti konformisia kuvauksia varten taytyy maéaéritelld seuraavat késitteet:

O(2) =

MAARITELMA 3.10. Funktio f: D — D’ on n-valentti, misséa n € N, jos jokaisella
w € D' joukko f~!(w) on epiityhji ja sisiltiiéi korkeintaan n pistetti.

Valenttius kertoo kuvauksen tarkkuudesta: mité isompi luku n on, sitd epéatarkem-
min voidaan tietédéd, miké lahtéjoukon alkio kuvautuu halutuksi kuvajoukon pisteeksi,
milld on merkitystd kdytdnnon ongelmien kannalta. Tapauksessa n = 1 kuvaus f on
bijektio.

MAARITELMA 3.11. Funktio f: D — D’ on lokaalisti biholomorfinen, jos jokaiselle

z € D on olemassa r > 0 siten, ettd f on holomorfinen ja injektio kaikilla y €
B(z,r) \ =.

Termi lokaalisti biholomorfinen on usein kidytetty matemaattisissa julkaisuissa.
Méaritelmésti seuraa, ettd jokaisen pisteen ympéristosséd funktion f injektiviisyys
takaa, ettd kompleksinen derivaatta f’ ei hdvii, jolloin voidaan myos sanoa, ettd f
on lokaalisti konforminen.
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E. Ligocka todisti julkaisussa [10], ettd jokainen avoin Riemannin pinta voidaan
kuvata lokaalisti biholomorfisesti kompleksitasolle C. Témén tutkielman kannalta kui-
tenkin mielenkiinto suuntautuu Ligockan antamaan tulokseen:

LAUSE 3.12. Olkoon D C A(0,1) alue. Oletetaan, etti on olemassa zg € OA(0, 1)
jar >0 siten, ettd
DN B(zp,r) = A(0,1) N B(zg, 7).
Tdlloin on olemassa surjektiivinen m-valentti biholomorfinen kuvaus f: D — A(0, 1),
missid m < 24.

TobisTus. Tulosta ei todisteta, ks. [10]. O

Edellinen lause kertoo, etté tietylla tavalla konstruoitu alue D C A(0, 1) voidaan
biholomorfisesti kuvata yksikkokiekolle A m—valentisti, missd m < 24. On huomat-
tavaa, etté edellisen lauseen oletuksissa alueen D C A valinta on rajoittava ja kuvaus
on pahimmillaan todella epétarkka, silla m < 24. Onko mahdollista valita alue D eri
tavalla ja onko mahdollista 16ytdd tarkempi kuvaus? Néihin kysymyksiin ovat vas-
tanneet Piotr Liczberski ja Victor V. Starkov méérittelemilld eristetyn reunaosan
késitteen:

MAARITELMA 3.13. Alueella D C C on eristetty reunaosa (engl. isolated boundary
fragment), mikali vihintd4n yksi seuraavista ehdoista on voimassa:

(1) On olemassa suljettu ja yhtendinen joukko K, joka sisdltdd enemmén kuin
yhden pisteen ja avoin joukko U siten, ettd K C U ja (0D \ K)NU = ).
(2) On olemassa Jordan-kéyra I C 9D erillisilla paétepisteilld a, b ja avoin pallo
B siten, ettd a,b € OB, I \ {a,b} C Bja (0D\I)N B = 0.
(3) On olemassa piste zg € D ja r > 0 siten, ettd (B(zo,7) \ 20) N 0D = 0.
Lisdksi ylldolevia ehtoja kutsutaan alueen D tyypin (1), (2) tai (3) eristetyiksi reu-
naosiksi, mikéli vain yksi ehdoista on voimassa.

V. Starkov ja P. Liczberski todistivat julkaisussa [9], ettd mikéali D C C on alue,
jolla on tyypin (1) tai tyypin (2) eristetty reunaosa, niin tdlléin on olemassa sur-
jektiivinen 5-valentti lokaalisti biholomorfinen kuvaus f: D — A(0, 1). Nelja vuotta
myOohemmin he onnistuivat tarkentamaan kuvauksen 3-valentiksi, mikéli alueella D
on tyypin (1) tai (2) eristetty reunaosa [8]. Tavoitteena on todistaa kyseinen Star-
kovin ja Liczberskin antama tulos tdmén tutkielman tiedoilla. Valitettavasti ei voida
todistaa tulosta koko sen yleisyydessé, silla tulos vaatii hyvin syviéllistd matematiik-
kaa, joka karkaa yli tdmén tutkielman esitiedoista ja tuloksista. Sen sijaan todistetaan
vain erikoistapaus alueesta D, jolla on tyypin (1) eristetty reunaosa. Todistus on sil-
loinkin hankala, ja sitd varten tarvitaan kaksi aputulosta, joita ei todisteta niiden
vaativuuden vuoksi:

LEMMA 3.14. Olkoon f: II} — A surjektiivinen konformikuvaus, missd
.3 -
II7 = {z e C:Im(z) > 0} (— \ g,&/&;%?} U < g,<‘/§@u]

ja olkoon joukko B} = {z € Il : |z| < r}, missir € (0, </§> on kiinnitetty. Talloin

kuvaus f voidaan jatkaa homeomorfisesti joukolta TIF U [—r, 7] joukolle AU S, missdi
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S C 0A on Jordan-kdyra siten, ettd
(=1eS=g(-rr) gJa 1F#g(=r)#gr)
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [4, §3]. O
LEMMA 3.15. Olkoot joukko

0= {Z€H+ sz > %}U{%e“:te (0,2)U (%71’,7‘[‘)}
ja funktio f(z) = % Tallgin f(Q) =TT, missi IIT = {z € C: Im(2) > 0}.
Tobistus. Tulosta ei todisteta, ks. [9, s. 142-143]. O

Nyt voidaan esitelld mukailtu versio Starkovin ja Liczberskin antamasta tulokses-
ta:

LAUSE 3.16. Olkoot A = A(0,1) ja Dy C A kompakti joukko siten, ettdc A\ Dy =
D on alue. Tadlloin on olemassa surjektiivinen 3-valentti ja lokaalisti biholomorfinen
kuvaus f: D — A.

TobisTus. Todistus mukailee ldhdetté [8]. Oletuksen nojalla tiedetéén, ettd Dy &
OA. Niin ollen on olemassa r’ > 0 siten, ettd B’ = B(—1,7") N Dy = (). Merkitéén
I ={2z€C:Im(z) > 0} jaIIf =II" \ V, missi

V= (=5 vett| u (3 Ve,

ks. kuva 3.9. Télloin joukko IT} on yhdesti yhteniinen, koska ylempi puolitaso IT+
on yhdesti yhtenéinen, jolloin erotus suunnatuista janoista V' sdilyttad yhdesti yh-
tendisyyden. Nyt Riemannin kuvauslauseen 2.19 nojalla on olemassa surjektiivinen
konformikuvaus g: I} — A.

Merkitéén seuraavaksi £ = g(B;), missd Bf = {z € II" : |z| <r}jar e (O, </§> on
kiinnitetty. Lemman 3.14 nojalla kuvaus g voidaan jatkaa homeomorfismiksi joukolta
[T U [—r,r] joukolle AU S, missd S C OA on Jordan-kiyra siten, etti

(=1leS=g([-nrr]) ja 1#g(=r)#gr).
Merkitddan myos edellista jatkettua kuvasta kirjaimella g. Oletetaan, ettéd on olemassa
r” > 0 siten, ettd B” = B(1,r")N A C E. Jos néin ei ole, niin on olemassa #éretén
jono (¢,) C A\ E, joka suppenee pisteeseen ¢ = 1. Tilléin jono (2,) = ¢ '((,),n € N
suppenee pisteeseen zo = g~ (1) € (—r,r). Toisaalta tiedetiiin, etti (z,) € I\ B,
silla jokaisella n € N (z,) € IIf pétee (z,) € IIf ja (z,) ¢ B;. Néin ollen 2z, €
ITf \ B;f, miké on ristiriita, silla I\ B N (—r,r) = 0.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd Mobius-kuvaus

z+a
0(z) = oz’ z €A,
missi a € (—1, 1) kuvaa alueen A\ B’ alueeksi AN B”.

Ideana on ndyttad, ettd kun a € (—1,1) on tarpeeksi ldhelld arvoa 1, niin ero-
tusjoukosta A\ B’ jaivi yksikkokiekon sisus voidaan kuvata haluttuun palloympi-
ristoon toisen yksikkokiekon siséille tai tarkemmin joukkoon A N B”. Tamé onnistuu,
silla Mobius-kuvauksissa sisépisteet sdilyvét sisdpisteinéd ja ulkopisteet ulkopisteiné,
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koska Mobius-kuvaukset ovat konformisina kuvauksina homeomorfisia. Néin ollen, jos
pystytdan viem#dn ympyra K (—1,r’) reaaliakselin suhteen symmetrisesti mielivaltai-
sen ldhelle pistettd (1,0), on viite ndytetty. Osoitetaan seuraavaksi, ettd néin voidaan
todella tehda.

Funktio 6(z) on hyvin mé&iritelty kaikilla z € A ja liséksi se on lauseen 2.17
mukaista muotoa. Néin ollen 6(z) kuvaa konformisesti yksikkokiekon yksikkokiekok-
si ja Mobius-kuvauksena lauseen nojalla 2.14 se kuvaa téssd tapauksessa ympyran
K(—1,r") ympyréksi, silla suoraksi kuvautuminen ei selvésti ole mahdollista. Mer-

kitdan ympyrdan K (—1,r) origoa ldhinnd olevaa pistettd s = —1 4 ¢, missd t = r’.
Havaitaan, etté
— zZ+a Z+ta
0(z) = = - =10(2),
1—az 1+az

joten kuvaus 6 on symmetrinen reaaliakselin suhteen. Koska pisteet (0,0), (—1,0) ja
(—1+t,0) ovat reaaliakselilla, taytyy niiden kuvapisteiden sijaita myos reaaliakselilla.
Tésté seuraa, ettd kuvaympyrdan 6K (—1,r")] keskipiste on reaaliakselilla ja kuvaym-
pyréan muut pisteet ovat symmetrisia reaaliakselin suhteen, erityisesti pisteet 6(—14-1)
ja 0(—1 — t) sijaitsevat reaaliakselilla.

Nyt raja-arvotarkastelulla saadaan, etté

lim 0(—1 + ) = lim ¢ T

a—1 a—1 1 —a -+ at t
Néin ollen jokaiselle € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd kaikille a € (1 — 4,1)
pétee |a — 1| < e. Koska B” = B(1,7”) on avoin, niin on olemassa r. siten, etti
B(1,r.) N B" = (). Talloin kun luvulle a pétee, ettd |a — 1| < |re — 1], niin kuvaus
0(z) kuvaa alueen A\ B’ alueeksi A N B”. Tllsin yhdistetty kuvaus ¢! o  kuvaa
alueen D konformisesti alueeksi D; siten, ettd 0D, \ OlI C B;.

Viimeiseksi tarkastellaan kuvausta

23— 32

f(Z): 2 _1°

z

Osoitetaan, ettd kuvaus f(z) on korkeintaan 3-valentti ylemmissia puolitasossa II7.
Yksi tapa ndyttdd 3-valenttius on kirjoittaa osamurtokehitelmén avulla funktio f
muotoon

23— 3z 2 z
J(z) = 22 —1 _z+z+1+z—1'

Talloin esimerkiksi reaaliluvut kuvautuvat kolme kertaa itselleen, ts. jokaiselle b € R
on olemassa t,u,v € R siten, ettd f(t) = f(u) = f(v) = b. Néin ollen kuvaus f(z) on
3-valentti.

Funktion f kompleksinen derivaatta on
) 24 +3
f (Z> - (22 . 1)27

jonka nollakohdat ovat ylemmissi puolitasossa lauseen 1.9 nojalla z; = v/3¢’% tai

2o = /3e''T. Funktio f on holomorfinen ylemmissi puolitasossa IIT ja f’ (z2) #0
kaikilla z € IIT \ {21, 22}. Téstéd seuraa, ettd funktio f on lokaalisti konforminen
ylemmissé puolitasossa ITT. Lemman 3.15 nojalla tiedetddn, ettd f(w) = IT1, missi

Q:{Z€H+Z|Z’>%}U{%eit:tE(0,%)U(%7T,7T)}CD1.
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Koska f(£2) = IT*, niin Riemannin kuvauslauseen 2.19 nojalla on olemassa sur-
jektiivinen konformikuvaus ¢: II™ — A. Niin ollen yhdistetty kuvaus ¢ o fog o6
on 3-valentti ja lokaalisti konforminen kuvaus, joka kuvaa alueen D yksikkokiekoksi

fogted(z) 7

ScCoA 97'(2)

Kuva 3.9. Lauseen 3.16 todistuksessa konstruoidut funktiot f, g ja 6 .
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