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Tiivistelméa

Tutkielman tarkoituksena on Pellin yhtdlon ratkaiseminen ja aritmetiikan
peruslauseen voimassaolon tutkiminen algebrallisten kokonaislukujen muodostamissa
renkaissa Z[v/—2], Z[v/=3], Z[/{3] ja Z[\/=5]. Aritmetiikan peruslauseella tarkoitetaan
yleisimmin positiivisten kokonaislukujen yksikésitteistd alkulukuhajotelmaa. Pellin
yhtélon ratkaisussa kédytetyt tavat kasitelld algebrallisia kokonaislukuja ovat apuna
aritmetiikan peruslauseen yleistdmisessd muihin lukuluokkiin. Tutkielmassa
tutustutaan myos ketjumurtolukujen tarjoamaan ratkaisualgoritmiin Pellin yhtélolle.
Lisédksi tutkielmassa késitellddan ideaalien teoriaa, silld jos varsinaista méaritelmén
mukaista yksikésitteista tekijoihinjakoa ei pystytd renkaalle yleistdméén, voidaan
alkutekijahajotelmaa tarkastella alkuideaalien avulla.

Tutkielmassa aloitetaan algebran ja lukuteorian kurssilla késitellyistd méaritelmista ja
edetdédn asteittain vaativampiin algebrallisiin rakenteisiin. Tutkielmassa kaytetaan
kuvia ja geometriaa algebrallisten todistusten rinnalla. Lisdksi perehdytdéan hieman
késiteltdvien aiheiden historiaan seké tietokonelaskemiseen. Tutkielman kahdessa
ensimmaisesséd luvussa kaydaan lapi tutkielman kannalta tarkeitéd tuloksia ja esitetddan
aritmetiikan peruslauseen todistus positiivisilla kokonaisluvuilla. Kolmas luku késittelee
Pellin yht&loa ja neljas luku aritmetiikan peruslauseen yleistdmistd. Viidennessd luvussa
tutkitaan yksikésitteisen tekijoihinjaon epédonnistumista ja perehdytiéin ideaaleihin.

Tuloksena saadaan yksikisitteisen tekijoihinjaon onnistuminen renkaissa Z[y/—2]
ja Z[(3]. Yksikisitteinen tekijoihinjako epdonnistuu renkaissa Z[v/—3] ja Z[v/—5].
Toisaalta renkaalle Z[v/—5] voidaan miirittiad alkutekijihajotelma kiyttien
alkuideaaleja, ja alkutekijahajotelma on yksikésitteinen.
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JOHDANTO

Algebrassa on perinteisesti tavoitteena etsid ratkaisuja yhtéloille ja kehittdd meto-
deja, joilla erilaisia yhtéloita voidaan ratkaista. Algebran yksi tunnetuimmista tut-
kimussuunnista on kokonaislukuratkaisujen etsiminen yhtéloille, mikd on myd6s yksi
klassisen lukuteorian tdrkeimmisté tutkimuskohteista. Témén tutkielman aihe sijoit-
tuu algebran ja lukuteorian vilimaastoon, mité yliopistokursseilla tarkastellaan vain
vahédn. Vaikka laskujen pohjana ovatkin kokonaisluvut, vaativat ongelmat muiden-
kin lukuluokkien, kuten esimerkiksi kompleksilukujen, mukaan ottamista. Tutkiel-
man pohjana toimii lukion pitkéstd matematiikastakin tuttu aritmetiikan peruslause.
Lukiotasolla todistus tehdéin joko luonnollisten lukujen tai kokonaislukujen joukos-
sa. Téssé tutkielmassa lahdetdédn siitd, mihin lukion kursseilla ollaan jadty ja mité
yliopiston ensimmaisilla kursseilla on esitelty. Tutkielman tavoitteena on kuitenkin
kuljettaa lukija asteittain algebrallisen lukuteorian maailmaan aloittamalla yksinker-
taisista maaritelmista ja rakenteista edeten haastavampiin tuloksiin.

Tutkielman tavoitteena on aritmetiikan peruslauseen yleistdminen tiettyjen algebral-
listen kokonaislukujen muodostamiin renkaisiin ja ratkaisun yksikésitteisyyden tut-
kiminen. Tutkielmassa kaytetddn Diofantoksen yhtéloiden ratkaisumenetelmia apuna
ja tutustutaan tarkemmin Pellin yhtélon ratkaisujen etsimiseen jakoyhtélon avulla.
Ideat, joita kidytetddn Pellin yhtdlon ratkaisussa, voidaan yhdistdd moniin muihin al-
gebrallisen lukuteorian ajatuksiin, ja niitd voidaan kayttda apuna aritmetiikan perus-
lauseen yleistyksessd. Monimutkaisemmalla tasolla algebrallisten ajatuksien hyodyn-
tdminen osoittaa, ettd aritmetiikan peruslause voidaan yleistéé tietyille algebrallisten
kokonaislukujen muodostamille renkaille. Osassa renkaista yleistys onnistuu, mutta
osassa se epdonnistuu. Epdonnistumista yritetddn korjata eri tavoin renkaasta riip-
puen, miké kuljettaakin lukijan ideaali-késitteen syntyhistoriaan ja kayttoonottoon.

Yleensa termeilld "alkuluku” ja "alkutekija” tarkoitetaan kokonaisluvun tekijia, joka
on alkuluku. Téssé tutkielmassa kutsutaan alkuluvuiksi méaritelméan mukaisia alku-
lukuja (esimerkiksi 3 ja 7). Késitettd "alkutekijd” kdytetaan tarkasteltaessa sellaisia
tekijoita, jotka eivit ole kokonaislukuja, mutta kayttaytyvéit kuten alkuluvut. Alkui-
deaalit méaritelladn luvussa 5.

Tutkielmassa ldhestytdan asioita algebrallisesta nakokulmasta, mutta sithen on py-
ritty ottamaan mukaan geometrisia piirteitd havainnollistamaan aihealueita. On to-
dettu, ettd ihmisten matematiikan oppiminen voidaan jakaa karkeasti geometriseen
ja algebralliseen oppimiseen. Osa oppii helpommin kuvien kautta, kun taas osa suo-
raviivaisemmin algebrallisella tavalla laskemalla ja kaavojen kautta. Paalahteina tut-
kielmassa on kéytetty John Stillwellin kirjaa Elements of Number Theory, Godfrey
Harold Hardyn ja Edward Maitland Wrightin kirjaa An Introduction to Theory of
Numbers sekéd John Beachyn ja William Blairin kirjaa Abstract Algebra.



1. ARITMETIIKAN PERUSTEITA

Téssé luvussa esitelladn aritmetiikan peruslauseen todistus positiivisten kokonaisluku-
jen joukossa sekd muita tarkeitd médritelmié, joita tarvitaan mychemmissé vaiheissa
tata tutkielmaa. Téssé luvussa esitelladn myos Fukleideen algoritmi ja naytetdan mi-
ten sitd voi kayttad tyokaluna tutkittaessa lukujen irrationaalisuutta. Témén luvun
tuloksissa ja todistuksissa on seurattu ldhteita [5], [6] ja [7].

Lause 1 (Hyvinjirjestysominaisuus). Jokaisella epdtyhjalli luonnollisten lukujen
osajoukolla on pienin alkio.

Todistus. Kaytetddan epésuoraa todistusta ja induktiota véitteen todistamiseksi. Ole-
tetaan, ettd joukolla A ei ole pienintéd alkiota. Talloin n = 1 € A, joten alkuaskel
toteutuu. Olkoon induktio-oletus 1,2,...,n € A ja induktioviite 1,2,...n + 1 ¢ A.
Induktio-oletuksesta seuraa, ettd 1,2,....,n € A. Jos n+1 € A, niin n + 1 olisi jou-
kon A pienin alkio, miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Tésté seuraa, etté joukolla
A ei ole pieninté alkiota ja A on tyhji joukko. Tdmé osoittaa alkuperiisen véitteen
todeksi. 0J

Lause 2 (Jakoyhtils). Olkoot a ja b > 0 kokonaislukuja. Tdalldin on olemassa ko-
konaisluvut q ja r siten, ettd

(1) a=bg+7rja0<r<b

Luvut q ja r ovat yksikdsitteiset: jos parit (q1,7m1) ja (g, 72) toteuttavat ehdon
samoilla luvuilla a ja b, niin ¢ = q2 ja r1 = 7o.

Todistus. Olkoot a,b € Z siten, ettd b > 0. Osoitetaan ensin, ettd luvut ¢ ja r ovat
olemassa. Olkoon

A={a—br:z €Z,a—bxr >0}
Voidaan todeta, ettd joukko A on epétyhji. Valitaan x = —|a| ja oletuksen mukaan
b > 1. Téalloin

a—bx =a+bla| > —la| + bla] = |a|(b—1) > 0.

Koska joukko A koostuu vain ei-negatiivisista kokonaisluvuista, se sisiltdd pienimmén
alkion (lause . Olkoon tamé pienin alkio r = a — bg € A ja r > 0. Osoitetaan, ettd
r < b tekemaélld antiteesi: Olkoon r > b ja télloin

a—bg=r2>0b,
joten siis
r=a-0b(qg+1)>0.
Nyt 7" € A ja r’ < r, koska tiedetain, ettd b > 0. Tastd seuraa ristiriita, silld r on
joukon A pienin alkio. Tamé todistaa lukujen ¢ ja r olemassaolon.

Tarkistetaan vield, ettéd yksikésitteisyys on voimassa. Oletetaan, etta
a="bq +1r1 =bgs+ 1y, kun qq,qo, 71,170 € Z ja 0 < 11,79 < b,
misté seuraa
bgy + 11 =bgy + 1
b1 — g2) =11 — 2.
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Jos q1 = @o, niin seuraisi, ettd myos r; = ro. Jos ¢1 # @9, niin g2 — ¢1| > 1, mistd
seuraisi |r; — 3| > b. Verrataan saatua tulosta alun oletukseen 0 < 7,79 < b ja
oletetaan lisdksi 7o > 71, jolloin saadaan

‘Tl—T’Ql =T9—1 <b—7"1 Sb—O:b,
missé q; = ¢o ja r; = 9. Pdddytéén ristiriitaan, miké todistaa yksikésitteisyyden. [
Maaritelma 3. Olkoot a ja b # 0 kokonaislukuja. Kun luku b jakaa luvun a, niin

a = bc, jollain ¢ € Z. Lukua b kutsutaan luvun a jakajaksi tai tekijiksi. T&lloin
merkitddn b | a. Jos b ei jaa lukua a merkitdin b 1 a.

Maiaritelma 4. Kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen tekija on suurin koko-
naisluku d, joka jakaa sekéd luvun a ettd luvun b, kun ainakin toinen luvuista a tai
b on nollasta poikkeava. Lukujen a ja b suurinta yhteisté tekijaa merkitdéan syt(a, b).
Jos

syt(a,b) =1
sanotaan, ettd luvut a ja b ovat keskenddn jaottomia.

Lause 5. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen nollasta poikkeava. Til-
loin on olemassa kokonaisluvut x ja y siten, ettd

(2) syt(a,b) = ax + by.
Todistus. Olkoon syt(a,b) = d. Merkitaan
A={ax+by:z,y €Z,ax+ by > 0}.
Valitaan a = x ja b =y, jolloin yhtélo tulee muotoon
a®+b* > 0.
Téastd ndhdéddn, ettd joukko on epatyhja joukko, joka koostuu luonnollisista luvuis-

ta. Tiedetdén, ettd joukolla A on pienin alkio (lause [I)). Merkitééin pienintd alkiota
t = azx + by (> 0). Osoitetaan, ettéd luku t tayttdd ehdon ¢ = d = syt(a, b).

Aloitetaan osoittamalla, ettéd ¢ | a. Jakoyhtélon (lause [2) nojalla on olemassa luvut
q,7 € Z ja 0 < r <tsiten, ettd a = tq + r. Jos r > 0, niin

r=a—tqg=a— (ax+by)g=a(l —xq) —blyq) € A

Nyt r < t, misté seuraa ristiriita, silld luku ¢ on joukon pienin alkio. T&ll6in siis t&y-
tyy olla r = 0 ja a = tq, jollain ¢ € Z. Saadaan t | a, mikd haluttiinkin osoittaa.
Vastaavalla paittelylla saataisiin myos ¢ | b.

Osoitetaan vield, ettd ¢ on jakajista suurin. Olkoon ¢ € Z siten, ettd ¢ | a ja ¢ | b.
Néytetadn, ettd c | t :

t =ax + by = (ck)r + (cs)y = ckx + csy = c(kx + sy), jollain k, s € Z.

Téstd huomataan, etté c | ¢, joten taytyy olla ¢ < ¢. Taméi osoittaa, ettd syt(a,b) = t,
miké todistaa véitteen. 0
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Seuraavat véitteet on helppo todistaa aiempien tulosten avulla.

Seuraus 6.
(1) Jos c|a jac|b, niin c| syt (a,b).

(2) Jos a | be ja syt (a,b) =1, niin a | c.
Todistus.

(1) Olkoon syt (a,b) = ax+by. Nyt jos ¢ | aja c| b, niin a = mc ja b = nc, joillain
n,m € Z. Talloin

ax + by = (mc)x + (ne)y = c(mx + ny),
joten viite on todistettu.
(2) Oletuksen nojalla on olemassa kokonaisluku s siten, ettd bc = as. Lauseen

nojalla on olemassa kokonaisluvut x ja y siten, ettd 1 = ax + by. Kerrotaan
yhtélon molemmat puolet luvulla ¢, mistd saadaan

¢ = cax + cby = cax + asy = a(cx + sy).

Téama todistaa, ettéd a | c.

O
Lause 7. Yhtdlolli ax + by = ¢ on kokonaislukuratkaisu (x,y), jos ja vain jos
syt(a,b) | c.
Todistus.

"=": Oletetaan, ettd yhtalolld az + by = ¢ on kokonaislukuratkaisu (z,y). Halutaan
osoittaa, ettd syt(a,b) | c. Tiedetdin, ettd syt(a,b) | a ja syt(a,b) | b, joten

syt(a,b) | ax + by = c.

7<" Oletetaan, ettd syt(a,b) | ¢, jolloin on olemassa kokonaisluku d siten, ettd ¢ =
syt (a, b)d. Lauseen [5| nojalla on olemassa kokonaisluvut z’ ja 3/ siten, etté syt(a,b) =
az’ + by'. Saadaan
¢ = (ax’ +by")d = a(z'd) + b(y'd),
ja siten yhtélolle ax + by = ¢ 16ytyy ratkaisut = = 2'd, y = 9/d.
0

1.1. Alkuluvut. Téssa luvussa madritelladn, mitd alkuluvuilla tarkoitetaan ja mil-
laisia ominaisuuksia niilld on positiivisten kokonaislukujen joukossa. Myhemméssa
vaiheessa tatd tutkielmaa huomataan, ettd myos muiden lukuluokkien alkutekijoilla
on samoja ominaisuuksia. Késitteella alkutekijé yleensé tarkoitetaan kokonaislukua,
joka on alkuluku. Téssé tutkielmassa kiytetddn késitettd alkuluku, kun puhutaan al-
kutekijasta kokonaislukujen joukossa ja késitettd alkutekija muissa lukuluokissa. Py-
sytdan kuitenkin vield hetki kokonaislukujen kasittelyssa ja maéaritelladn alkuluvut
tasmaéllisesti ennen aritmetiikan peruslauseen esittelyé.
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Maaritelma 8. Kokonaisluvun p > 1 sanotaan olevan alkuluku, jos se on jaollinen
ainoastaan luvuilla 1 ja p.

Lause 9. Olkoon p alkuluku. Jos p | ab, niin p | a tai p | b.

Todistus. Oletetaan, ettd alkuluku p jakaa luvun ab, mutta p ei jaa lukua a. Tésté
seuraa, ettd lukujen a ja p suurin yhteinen tekija on 1. Merkitadn
1 = syt(a,p) = ax + py, joillain x,y € Z.
Kertomalla molemmat puolet luvulla b saadaan
b = abx + pby.

Nyt huomataan, etté p jakaa kaikki termit yhtéalon oikealta puolelta. Oletuksen mu-
kaan p | ab, joten taytyy olla myos p | pby. Téama todistaa, ettéa p | b. O

Lemma 10. Jokainen kokonaisluku n > 1 voidaan esittid alkulukujen tulona siten,
etta

= pip2 - Pi;
missd luvut py, po, ..., p; ovat alkulukuja.
Todistus. Olkoon
A ={n>1:n eiole alkulukujen tulo}.

Tehdéa#n antiteesi ja oletetaan, ettd A ei ole tyhja joukko. Silloin joukolla A on pienin
alkio t > 0. Koska t ei voi olla alkuluku, voidaan merkitd ¢ = ab, kun a,b € Z ja
a,b > 1. Talloin ¢ on joukon A pienin alkio ja luvut a ja b ovat alkulukujen tuloja.
Merkitaan

a=pip2---Pr Jja b=qg- s
Nyt kuitenkin huomataan, ettéa
t=ab=pip2- Prq1G2- " s,
joten t voidaan esittdéd alkulukujen tulona. Téastd seuraa ristiriita, joka osoittaa alku-
peréisen véitteen todeksi. 0
Seuraus 11. Jos p on alkuluku jap | (aras - - ay), niin p jokaa ainakin yhden luvuista
Q;.

Todistus. Olkoon by = as - - - a,,. Lauseen |§] nojalla tiedetddn, ettd p | a; tai p | by ja
viite patee selvésti kun n = 2. Oletetaan, ettd p f a; ja n > 3. Jalleen kédyttdmalla
samaa lausetta saadaan, ettd p | ag tai p | by = ag - - - a,. Toistamalla operaatiota,
véite todistuu viimeistddn askeleen n — 1 jélkeen. 0

1.2. Aritmetiikan peruslause positiivisilla kokonaisluvuilla.
Lause 12. Jokainen kokonaisluku n > 1 voidaan esittid alkulukujen tulona

n = PpipP2---Pr,
joka on jarjestystdi vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Lemman [L0] mukaan jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan esittéé al-
kulukujen tulona. Osoitettavaksi jia ainoastaan yksikésitteisyys.
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Merkitaan

T = pip2P3...Ps  Ja T = q1G2G3----qs,

missé luvut p; ja g; ovat alkulukuja. Tulo on yksikésitteinen, jos s = ¢ ja lukujen g;
jarjestystéd vaihtamalla saadaan

b1 = qu, P2 =42, ... , Pr = Ps-

Muokataan luvun r ensimmaéisti esitysta:

P1P2ps3---Ds = P1(DaDs---Ds) = ¢1G2q3----Gt-

Nyt seurauksen nojalla luku p; jakaa jonkin luvuista ¢;. Jérjestystéd vaihtamalla
voidaan todeta, etté

»laq.
Oletuksen mukaan molemmat ovat alkulukuja, joten p; = ¢;. Vaihtamalla lukujen g;
jarjestysté ja jatkamalla késittelyd saadaan p; = ¢; kaikilla ¢ = 1,2, ...;4, kun s = t.

Osoitetaan vield, ettd todella s = t. Tehddan vastaoletus s # t. Oletetaan, ettd s > t.
Kun toistetaan aiempaa toimenpidetté t kertaa, jéljelle jaa

Pts1---ps = 1.

Jokainen p; jakaa luvun 1, kun ¢ > ¢ + 1. Téstd seuraa, ettd p; = 1. Paddytdan
ristiriitaan, silld luvut p; ovat alkulukuja ja luku p = 1 ei ole alkuluku. Tilanne s < ¢

voitaisiin osoittaa vastaavasti. Tamé osoittaa yksikésitteisyyden.
OJ

Seuraavasta esimerkistd huomataan, ettd yksikésitteisen tekijoihinjaon avulla voidaan
osoittaa lukujen irrationaalisuus.

Esimerkki 13. Osoitetaan, ettd v/2 on irrationaaliluku nédyttamilld, etté ei ole ole-
massa kokonaislukuja m ja n siten, ettd m? = 2n?.

Olkoot n ja m kokonaislukuja. Tutkitaan erikseen tilanteet, joissa alkulukuhajotel-
massa on parillinen tai pariton méaara alkulukuja:

m = :l:al...an :>m2:(a1...an)(al...an)
\‘,—/ N —~ J/

pariton méaéra parillinen m&ara

tai
m= 4a;---a, =m’=(ar---a,)(a1--ay).
N e’ \ /

Vv
parillinen méara parillinen méara

Vastaavanlaisella paittelylli saadaan selville, ettd myos luvun n? alkutekijoiden méi-
ré on parillinen. Kun yhtélon oikealle puolelle lisdtdén kerroin 2, yhtélon vasemmalle
puolelle tulee parillinen mééréa ja yhtalon oikealle puolelle pariton maéaara tekijoité.
Té&sta seuraa ristiriita, miké todistaa, ettd ei ole olemassa kokonaislukuja m ja n,
jotka toteuttaisivat yht#lon m? = 2n?. Yhtilo voitaisiin myos muokata muotoon

2

m2:2n2:>2:—2,
n

ja todeta ettei luku V2 ole rationaaliluku.
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1.3. Kongruenssin méaaritelmét. Méiritelladn kongruenssi, kuten se tehdéan lu-
kuteoriassa. Kongruenssit liittyvit olennaisesti jakoyhtdloon, silla jakoyhtdlon avulla
voidaan méarittaa kongruenssi kahden kokonaisluvun vélille. Toisin sanoen kongruens-
sit ovat tapa merkité jakoyhtéloa ja siihen liittyvaa jakojadnnostd. Myohemmin méa-
ritelldéin kongruenssi ideaaleille (katso [5.5.1)). Kongruenssien avulla voidaan 15ytaa
myos luvun a kddnteisalkio m kéyttden apuna tietoa syt (a,b) = ma + nb.

Maaritelma 14. Olkoot a,b,n kokonaislukuja, n > 0. Sanotaan, ettd luku a on
kongruentti luvun b kanssa modulo n, jos n jakaa luvun a — b. Merkitaéan

a=b (mod n).

Luku a on siis kongruentti luvun b kanssa modulo n, jos on olemassa k € Z siten, etta
a—b=kn.

Maéaritelméa 15. Olkoot a ja n > 0 kokonaislukuja. Luvun a jadnnoésluokkaa modulo
n merkitdan

lal, ={nk+a:keZ}

Jaannosluokka on siis niiden kokonaislukujen joukko, jotka ovat kongruentit luvun a
kanssa modulo n.

Lause 16. Olkoon p alkuluku. Jos a Z 0 (mod p), niin on olemassa luku b € 7 siten,
etta

ab=1 (mod p).
Todistus. Ehdoista p on alkuluku ja a Z 0 (mod p) seuraa, ettd syt(a,p) = 1. Nyt
lauseen [5 nojalla
ma + np = 1, joillain m,n € Z.
Toisin sanoen
ma=1 (mod p),

ja m on luvun a kéénteisalkio modulo p.
O

Sanotaan, ettd jokaisella @ # 0 (mod p) on multiplikatiivinen kdénteisalkio modulo
.
Esimerkki 17. Olkoon p = 7. Télloin

— 1:n ké&nteisalkio 1, — 2:n ké#nteisalkio 4, — 3:n kédnteisalkio 5,

— 4:n kédnteisalkio 2, — b:n kédnteisalkio 3, — 6:n kadnteisalkio 6.

1.4. Eukleideen algoritmi. Eukleideen algoritmi on térked tyokalu muihin sovel-
luksiin. Esimerkiksi tdssé tutkielmassa kiytetddn Eukleideen algoritmia Pellin yhtéalon
ratkaisujen selvittdmisessd ja myohemmin samoja ajatuksia kdytetddn aritmetiikan
peruslauseen yleistyksessd. Eukleideen algoritmin avulla saadaan etsittya kokonaislu-
vut = ja y yhtilostd az + by = syt(a,b) (kaava (2)).

Oletetaan, ettd a > b > 0. Jakamalla luku a luvulla b saadaan

a = q1b+ ro,
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jossa 0 < ry < b. Jos ry # 0, toistetaan jako uudelleen. Saadaan
b= qora + 13,
jossa 0 < r3 < 1. Jos jakojadnnos ry # 0 jatketaan prosessia ja saadaan
T2 = (373 + T'4,
jossa 0 < ry < r3 ja niin edelleen. Prosessia jatketaan niin kauan, kunnes jakojaéan-
nokseksi jaa 0. Olkoon a = rg ja b = ry. Talloin
( To = 171 + T2, (0<7’2<T1)
r =gy 13, (0 <r3 <)
To = (373 + T4, (0 <y < 7‘3)

Thn—2 = Qn-1Tn-1 1+ Tn (O <r, < rnfl)
\"'n—1 = qnTn + T4,

ja sovitaan, ettd r,,1 = 0. Tallaista "yhtédlon jarjestdmistd” kutsutaan Eukleideen
algoritmiksi, ja jakojaannos r, = syt(a,b).

Esimerkki 18. Eukleideen algoritmi luvuille 112 ja 26

112=4-26438
26=3-8+2
8§=4-2.

Saadaan syt(112,26) = 2 ja kertoimet z ja y loydetaéan laskemalla:
syt (112,26) = 2

=26—-3-8

=26—(3-(112—4-26))

=26—3-112+12-26

=13-26—3-112.
Tietokoneella saadaan laskettua helposti ja nopeasti myos vaikeampia esimerkkejé.
WxMaximan komento IGCDEX(a, b) palauttaa listan [z, y, c], jossa ¢ on lukujen suu-
rin yhteinen tekiji ja x ja y ovat kokonaislukuja, jotka toteuttavat yhtéalon ax+by = c.
Komento GCDEX toimisi téssé tilanteessa samalla tavalla, silla kasittelyssa on koko-
naisluvut. Komento GCDEX hyviksyy my6s muita lukuja, kuten esimerkiksi poly-

nomeja. Seuraavan esimerkin ensimmaisesséd vaiheessa tarkistetaan ensin yldapuolella
oleva lasku ja sen jdlkeen esitetédn kaksi esimerkkid isommilla luvuilla.

Esimerkki 19. Eukleideen algoritmi wxMaximalla

(% i1)  load("gcdex”)$
(% i2)  igedex(112,26);

(% 02) [—3, 137 2]
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(% i3)  igedex(6547,6000);
(% 03) (2117, 2310, 1]

(% i4)  igedex (1526757668, 7835626735733):
(% o4) [—1080356577169, 210505521, 1]

(% i5) -1080356577169*1526757668+210505521*7835626735733;
(% 05) 1

1.4.1. Laajennettu FEukleideen algoritm:. Laajennetussa Eukleideen algoritmis-
sa yleistetddn ajatus, jossa Eukleideen algoritmia kuljetaan "takaperin”, kuten esi-
merkissé [18 tehtiin

2=26—-3-8=26—(3-(112—4-26)) =26—3-112+12-26 =13-26 — 3 - 112.

Tavoitteena on etsid sellaiset kertoimet, joiden avulla laskeminen tietokoneella hel-
pottuu, kun jokaista vilivaihetta ei tarvitse tallettaa erikseen muistiin.

Aiemmin esitetyn perinteisen Eukleideen algoritmin (katso [1.4]) perusteella tiedetdén,
etta

'n = Syt ((l, b) ja 'n =Th—2 — Qgn—-1Tn—1 (O S Ty < Tn—l)-

Olkoot a = 1o, b = ry ja r, = s,a + t,b. Télloin
T™m = Tn—2 = qn-1Tn—1
= (Sp—2r0 + tn—2r1) = Gn-1(Sn—170 + tn_171)
= (Sn—2 = qn-15n-1)70 + (tn—2 + Gu_1tn—1)71.
Edelleen
Sp = Sn—2 — Sn—1qn—1 Ja tn = tn—2 — ln—iGn-1.
Nyt alkuarvot voidaan maéaarittaa yhtaloista
a=1ry=5Sqa+teh=so=1, t,=0.
b=ri=s1a+t10=5 =0, t;=1.
Laajennettu Eukleideen algoritmi voidaan muotoilla seuraavasti, kun alkoarvot sg, tg, $1
ja ti tiedetéddn.
(sg=1,tp =10
s1=0,t1 =1
Tm = Tn-2 = qn-1Tn—1

Sn = Sn—2 — Qn—-15pn—1

\tn =tp2— anltnfi-
Prosessia jatketaan niin kauan kunnes r,,; = 0. Témé tarkoittaa, etté silloin

syt (a,b) = syt (ro,71).... = syt (rn—2,7n-1) = syt (rn, 0) = 74,
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mikd on yksi laajennetun Eukleideen algoritmin térkeimmistd ominaisuuksista. Saa-
daan
syt (a,b) = r, = spa + t,b.

Laajennettu Eukleideen algoritmi on varsin kdyttokelpoinen tietokoneella laskettaes-
sa. Ajatukset mééritelmien taustalla ovat ldhteistd 4, s. 62-67] ja [8l s. 45-47], joista
16ytyy myo0s lisdtietoja laajennetusta Eukleideen algoritmista ja sen sovelluksista.
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2. ALGEBRALLISET LUVUT

Algebrallisten lukujen teorian kehittyminen on térkeéd vaihe rengasteorian kehitty-
misen historiassa. Siind algebrallisia lukuja (kuten esimerkiksi /2 tai i) kiytetiin
kuvastamaan kokonaislukujen ominaisuuksia. Ensimmé&inen merkittdva henkilo al-
gebrallisen lukuteorian kehityksen historiassa oli Euler. Hén 16ysi yhtélon, jolle saa-
daan kokonaislukuratkaisut kdyttden apuna irrationaali- ja imagindérilukuja. Toinen
merkittiavi henkilo oli Gauss, joka ymmaérsi tiettyjen kompleksilukujen toimivan 1&-
hes samoin kuin kokonaisluvut. Téssa luvussa méaritelladn algebralliset kokonaislu-
vut, seké esitellddn Gaussin ja Eisensteinin kokonaisluvut. Tdmén luvun maaritelméat
ja todistukset seuraavat lahteitd [1] ja [3].

Maéaritelma 20. Luku a € C on algebrallinen, jos se toteuttaa yhtalon

apd™ + a1t + ..+, = 0, jossa ag, ay, ..., a, € Z ja jokin a; # 0.

Toisin sanoen luvun sanotaan olevan algebrallinen, jos se on jonkin kokonaisluku-
kertoimisen polynomiyht#lén juuri. Esimerkiksi luku v/2 on algebrallinen, koska se
toteuttaa yhtilon 22 — 2 = 0. Jos luku ei ole algebrallinen, sanotaan sen olevan trans-
kendenttinen luku (esimerkiksi 7). Transkendenttisia lukuja ovat siis kaikki ne luvut,
jotka eivét ole algebrallisia. Luvun transkendenttisuuden selvittdmiseen ei ole tiedossa
yleistd menetelméd, mutta esimerkiksi kayttamaélla Liouvillen lausetta voidaan todis-
taa luvun 7 transkendenttisuus. Lisda transkendenttilukujen teoriasta 16ytyy lahteesta
[3, s. 205-208].

Maéaritelma 21. Luku a € C on algebrallinen kokonaisluku, jos se toteuttaa yhtélon
Q"+ ap 10"+ aqa+ ag = 0, jossa ag, ai, ..., An_1 € Z.

Algebrallinen kokonaisluku on siis sellainen kompleksiluku, joka on kokonaislukuker-
toimisen polynomin juuri ja sen korkeimman asteen termin kerroin on yksi.

Todistetaan seuraavaksi térked tulos jatkon kannalta. Todistamalla, ettd rationaa-
liluku algebrallisena kokonaislukuna kéayttaytyy kuten tavallinen kokonaisluku, hel-
potetaan monia tyoldita todistuksia.

Lause 22. Jos rationaaliluku r = z tayttid kokonaislukukertoimisen yhtdlin
2™+ Q™ 4 - 4 apx + ag = 0, missd ag, ..am_1 € Z,
nin r on tavallinen kokonaisluku.

Todistus. Oletetaan, ettd r = 3, kun s,t € Z ja syt(s,t) = 1. Sijoitetaan r yht&loon.
Muokkaamalla yhtaloa saadaan

m m—1

S S S
m —amfltm—_l—‘“—alz—@o-

Kertomalla molemmat puolet luvulla t" saadaan
S = —yy 18" — o — agst™ — agt™

= t(—ap_18™ T — - —ayst™ % — apt™ ).
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Oletuksen mukaan syt(s,t) = 1. Yhtélostd huomataan, ettd miké tahansa luvun ¢ al-
kutekija jakaa yhtélon oikean puolen, mutta ei yhtdlon vasenta puolta. Téma osoittaa,
ettd t = £1 (lause[12)). Luku r on siis tavallinen kokonaisluku. O

Algebrallisille kokonaisluvuille voidaan méaérittda yhteen-, viahennys- ja kertolasku.
Tama tieto helpottaa tilanteissa, joissa halutaan osoittaa, etté algebralliset kokonais-
luvut muodostavat renkaan.

Maaritelma 23. Jos « ja 8 ovat algebrallisia kokonaislukuja, niin my6s luvut a4+ 3,
a — [ ja af ovat algebrallisia kokonaislukuja.

Todistus [1I, s. 187]. Sivuutetaan tdsmaéllinen todistus, silld se on pitkihko, eiké se tuo
lisdtyokaluja tdaméan tutkielman kannalta oleellisten kohtien ratkaisemiseksi.

2.1. Gaussin kokonaisluvut. Gaussin kokonaisluvut ovat yksinkertaisin yleistys
perinteisille kokonaisluvuille, ja tdmé&n vuoksi niiden sanotaan olevan kokonaisluku-
jen vastineita kompleksilukujen joukossa. Luvut on nimetty saksalaisen matematii-
kon Johann Carl Friedrich Gaussin mukaan. Gauss oli ensimméinen, joka huomasi
joukolla Z[i] olevan paljon yhteisid ominaisuuksia kokonaislukujen joukon Z kanssa.
Tiedetddn myos, ettd Gaussin kokonaislukujen summa, erotus ja kertolasku kuuluvat
joukkoon Z[i]. Tété tietoa tullaan tarvitsemaan, kun todistetaan muutamia yleisia
tuloksia Gaussin kokonaisluvuille.

Gaussin kokonaisluvut ovat muotoa a+ib muotoa olevia kompleksilukuja, joissa luvut
a ja b ovat kokonaislukuja. Gaussin kokonaislukujen muodostamaa joukkoa merkitaéan

Z[i)={a+bi:a,beZ}.

Gaussin kokonaisluvut muodostavat kompleksitasoon nelidhilan, kuten huomataan
kuvasta [1l

Im

2i-2 2i-1 2i 2i+1 2i+2

o ® [ ] [ ] o

i-2 i-1 i i+1 i+2

{ ] { ] o [ ] { ]

-2 -1 0 1 2 Re
—@ L @ L @

i-2 i-1 -i i+ 1 i+2

{ ] { ] [ ] [ ] { ]

Kuva 1. Gaussin kokonaislukuja kompleksitasossa.

Gaussin kokonaisluvuille voidaan méaaritelld normi seuraavasti:
N(a+ bi) = |a + bi]* = a* + b*.
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Yksikot saadaan selvitettyd yhtélostd N(a + bi) = 1. Ainoat ratkaisut yhtélolle
a’+b*=1ovat a =%1jab=0taia=0jab= £l Yksikoitii ovat siis &1 ja =i.
Gaussin kokonaisluvun « = a + bi konjugaatti on @ = a — bi.

Osoitetaan seuraavaksi Gaussin kokonaisluvuille eras tarkea ominaisuus.

Lause 24. Kokonaisluvuille ay,as, by ja by on voirmassa
(a2 4 b2) (a3 4 b3) = (a1ay — biby)? + (aibs + bras)?.
Todistus. Lasketaan:
(a3 +b3) (a3 + b3) = (a1 — byi)(ay + byi)(ag — byi)(ay + boi)
= (a1 — b1i)(ag — bei)(ay + byt)(as + bai)
= [ayags — biby — (a1by + byas)i|[a1ag — bibs + (a1by + bras)i]
= (aag — bibo)? + (ayby + bray)?.
O

Sama identiteetti voidaan osoittaa olevan voimassa myos normille. Sanotaan, etti
normi on multiplikatiivinen, koska sille pdtee seuraava ominaisuus:

Lemma 25. Olkoot o, 5 € C. Silloin
(3) N(af) = N(a)N(B).
Todistus. Olkoot v = a + bi ja = c + di. Talloin
N(aB) = N((a+bi)(c+di))
= N((ac — bd) + (ad + be)i)
= (ac — bd)* + (ad + bc)?
= (ac)® — 2acbd + (bd)* + (ad)? + 2adbc + (be)?
= a’c® + a*d® + b*d* + b*c?
= a*(® + &%) + b*(d* + &)
— (a® + 1))( + &)
= N(a)N(B).

Normin multiplikatiivisuus voidaan esittdd my6s muodossa

|21||22| = |2122|, jossa |z| = Va? + b2.

Gaussin kokonaislukujen muodostamassa renkaassa yksikasitteinen tekijoihinjako on-
nistuu. Se voitaisiin osoittaa samalla tavalla kuin luvussa 4| tehddin renkaille Z[v/—2]
ja Z[\/(3]. Renkaan Z[i] yksikisitteisen tekijoihinjaon todistaminen sivuutetaan tés-
sé tutkielmassa, mutta tdsméllinen todistus on esitetty ldhteessa [5], s. 227] ja jako-
yhtélon geometrinen tulkinta lihteessé [II, s. 107].
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2.2. Eisensteinin kokonaisluvut. Eisensteinin luvut ovat kompleksilukuja, jotka
on nimetty saksalaisen matemaatikon Gotthold FEisensteinin mukaan. Luvut ovat
muotoa

“1+V=3 _ —1+iV3 _
= =e3 .
2 2
Eisensteinen kokonaisluvun z = a + b(s konjugaatti on Z = a + b(;. Eisensteinin

kokonaisluvut muodostavat kompleksitasoon kolmiohilan (kuva[2) toisin kuin Gaussin
kokonaisluvut muodostavat nelichilan (kuva [1).

z=a+b(3, missi a,b€Z ja (3=

Kuva 2. Eisensteinin kokonaisluvut kompleksitasossa. Kuvassa w = (5.

Eisensteinin kokonaisluvuille voidaan méaritelld normi
(4) N(a+b3) = a® — ab + b*.
Todetaan, ettd luvulle z = a + b(3 on voimassa |z|*> = N(2) :
|2 = (a+b¢s)(a + bG3)
= (a+bGs)(a + bCs)
= (a+bGs)(a +bGs)
=a’+ab(G + () + VGG

—1+i\/§—1—i\/§+b2 —14+iv3 —1-4V3

2
= b
a” +a 5 7 5

=a’—ab+ b’
Huomataan, etta
1
a’ —ab+b* = Z((Qa —b)* +3b*) >0,

joten normi on positiivinen kokonaisluku kaikilla nollasta poikkeavilla kokonaisluvuil-
la a ja b.

Jos N(a + b(3) = =1, niin luku a + b(3 on yksikko. Joukon Z[(3] yksikot ovat
41, (5, 252, Yksikoiden kérkipisteet muodostavat kuusikulmion nolla ympiérille (kat-
so kuva . Huomaa, etté

e :i<—1—;i\/§>2 :i1—2¢:1/§—3 :i(_Q)(lji\/g)

:il_;ﬁ—lzi(—gg—n.

—(1+14V3)
2

)=+
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Lemma 26. Eisensteinin kokonaisluvut ovat algebrallisia lukuja.

Todistus. Luku (3 on algebrallinen kokonaisluku, koska se toteuttaa yhtélon z3—1 = 0.
De Moivren kaavan perusteella:

G-1l=emi—1=1-1=0.
O

Renkaan mééritelmé esitetddn luvussa Eisensteinin kokonaislukujen muodosta-
malle renkaalle
Z[Gs) ={a+ b3 a,b € L}

voidaan osoittaa olevan yksikésitteinen tekijoihinjako ja se esitetédén luvussa [4]

2.3. Ryhmista. Todistuksissa esiintyvéit myos késitteet ryhmaé ja syklinen ryh-
maé, joten esitelldéin ne vield ennen Pellin yhtélon ratkaisemista. Ryhméksi sanotaan
epityhjéaa joukkoa, jolle on mééritelty laskutoimitus ja tietyt perusehdot. Syklisella
aliryhmalla tarkoitetaan yhden alkion virittdmaa ryhméé, joka koostuu annetun al-
kion kaikista kokonaislukupotensseista.

Maaritelma 27. Epatyhja joukko G varustettuna laskutoimituksella x on ryhmé,
jos kaikille a, b, c € G' on voimassa seuraavat ominaisuudet:

(1) Vaihdannaisuus: a x (bxc) = (a *b) x c.
(2) Laskutoimituksella on neutraalialkio 0: a x 0 = a.
(3) Jokaisella a € G on vasta-alkio —a: a x (—a) = 0.

Maéritelma 28. Olkoon G ryhmé, ja a € G. Talloin merkitdan
(a) ={a" :n€Z} CQG,

ja sanotaan, ettd se on alkion a virittdméa syklinen aliryhmi. Jos G = (a), jollain
a € G sanotaan, ettd G on syklinen ryhmaé.



22

3. PELLIN YHTALO

Pellin yhtélo on yksi vanhimmista ja kuuluisimmista Diofantoksen yhtéloisté, ja sen
juuret sijoittuvat Pythagoralaisten aikaan 500-luvulle eaa. Yht&lo on nimetty har-
haanjohtavasti englantilaisen matemaatikon John Pellin mukaan. Pell ei ole ratkais-
sut yhtélod, vaan sen oikea 16ytédja on toinen englantilainen matemaatikko William
Brouncker. Euler erehtyi luulemaan Brounckerin ratkaisutapaa Pellin tekeméksi, ja
tamén jalkeen yhtaloa alettiin kutsua Pellin yhtéaloksi. Lagrangen ratkaisutapa ketju-
murtolukuja hyodyntéden on peréisin 1700-luvulta.

Algebrallisten lukujen kayttaytymisessd on paljon yhteista perinteisten kokonaisluku-
jen kanssa. Pellin yhtédlo on hyvé esimerkki siitd, miten algebrallisia lukuja ja omi-
naisuuksia hyodyntamaélla voidaan 16ytaa tapa tuottaa uusia kokonaislukuratkaisuja
yhtéloille. Tassé luvussa esitelldéan tapa, jossa pienimmén kokonaislukuratkaisun avul-
la Pellin yhtélolle voidaan tuottaa ddrettémén paljon uusia ratkaisuja. Pellin yhtalon
tarkastelussa kéytetyt tavat késitelld algebrallisia kokonaislukuja toimii johdantona
seuraaville luvuille, joissa siirrytddan syvemmaélle algebrallisen lukuteorian maailmaan.
Téssé luvussa paalahteind on kaytetty lahteitéd [1] ja [2]. Ketjumurtolukuja koskevat
tulokset ovat lahteesta [4].

Maaritelma 29. Olkoot x,y,n € Z siten, ettd n ei ole nelioluku. Pellin yhtélé on
2 —ny? =1.

Nelioluvulla tarkoitetaan kokonaislukua, joka on jonkin kokonaisluvun nelié.

Tarkastellaan tilannetta, jossa n on nelisluku. Olkoon n = m? ja 22 —ny? = 1. T#ll6in

x+my = =1
r—my = *+1.

xQ—ny2:1:>x2—m2y2:1:>(m—i—my)(m—my):1:>{

Té&lloin luvut x = £1 ja y = 0 ovat ainoat luvut, jotka toteuttavat yhtalot. Toisin
sanoen: jos n on neliluku, niin Pellin yhtélolle 1oydetdéan vain triviaalit ratkaisut
(1,0) ja (—=1,0). On siis jarkevad vaatia, ettd n ei ole nelivluku.

Kuva 3. Yhtilslle x? — 4y? = 1 16ydetdén vain ratkaisut (1,0) ja (—1,0).
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Téassé luvussa pienimmallé positiivisella kokonaislukuratkaisulla tarkoitetaan sellaista
paria (xg,yo), missi xg > 0, yo > 0 ja

T + yov/n = min{z +yv/n: x>0,y > 0,2 —ny? = 1}.

3.1. Yksinkertaisin esimerkki Pellin yht#lostd: 22 — 2y? = 1. Pythagoralaiset
kiyttivit yksinkertaista esimerkkié Pellin yhtildstd apuna ymmértidkseen luvun /2
irrationaalisuuden. Esitellain tdmé tapa ennen kaikkien ratkaisujen etsimisté.

3.1.1. Approksimaatiota sivu- ja diagonaalilukujen avulla. Muinaiset kreik-
kalaiset matemaatikot huomasivat, etté jakolaskun Zﬁ avulla saadaan approksimaatio

luvulle v/2. Jos luku y; on nelién sivu, niin silloin luku z; approksimoi diagonaalia.

Olkoon x? — 2y? = 1, silloin

7 1
?:2+—2—>2, kun y; — oo.

Kreikkalaiset 10ysivét ratkaisun (z;, y;), jonka he méérittelivit seuraavasti. Yhtaloistéd
d? —2s1 =1,
2oy — 25(i 4+ 1) = —(d? - 252)
saadaan madriteltya
dy = 3,
S1 = 27
diy1 = d;i + 25,

Siy1 = dy + 8;.

Parit (dy, s1), (ds, s3)..., joissa indeksi i on pariton, toteuttavat yhtélon 22 —2y* = 1 ja
puolestaan parit (ds, $2), (d4, S4)..., joissa indeksi ¢ on parillinen, toteuttavat yhtéalon
2% — 2y?> = —1. Kun indeksi 7 on pariton, parit toteuttavat Pellin yhtdlon.

3.1.2. Ratkaisujen joukko. Pienimmén positiivisen kokonaislukuratkaisun avulla
voidaan tuottaa uusia ratkaisuja. Yht#lon 22 — 2y? = 1 pienin positiivinen kokonais-
lukuratkaisu on (3,2). Uusia ratkaisuja voidaan 16ytdé seuraavan sddnnon avulla.

Lause 30. Jos (x1,v1) ja (x2,ys) ovat yhtilin x* — 2y* = 1 ratkaisuja, niin silloin
myds (x3,ys) on ratkaisu, joka mddritelliin kaavalla

(1 + $1V2) (22 + %2V2) = 23 + y3V2.
Todistus. Muokataan yhtéloa ja eritelladn kokonais- ja irrationaaliosat:

T3 =TT + 2Y1Y2, Y3 = T1Y2 + Y1l2.
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Laskemalla voidaan osoittaa, ettd (z3,ys) todella toteuttaa yhtélon z3 — 2y2 = 1.

25— 2u5 = (1172 + 2y1y2)? — 2(21Y2 + Y172)*
= (2132)° + 4dz12251Y2 + (20192)° — 2(2132)° — 41925132 — 2(y122)°

= (a1 — 2u7) (23 — 243)
—1-1=1.

O

Tamén sddnnon avulla voidaan tuottaa uusia kokonaislukuratkaisuja Pellin yhtalol-
le, mutta se ei vield todista, etté kaikki kokonaislukuratkaisut oltaisiin 16ydetty. Olisi
mahdollista osoittaa, ettd kokonaislukuratkaisut (x,y) muodostavat yhdessé ryhmén,
silld vaatimukset neutraali- ja vasta-alkiosta ovat voimassa sekéd laskutoimituksen
voidaan osoittaa olevan kommutatiivinen ja assosiatiivinen. Pellin yhtélon ratkaisut
muodostavat ryhmén, jonka neutraalialkio on (1,0) ja vasta-alkio (z, —y). Kommu-
tatiivisuus on helppo havaita lauseen [30] kertolaskukaavasta. Assosiatiivisuuden tut-
kiminen johtaisi pitkdan laskutoimitukseen, joten se sivuutetaan.

Lause 31. Positiiviset luvut « + yv/2 muodostavat ryhmin, jossa (x,y) on yhtilon
x? — 2y* = 1 positisvinen kokonaislukuratkaisu. Ratkaisut muodostavat ddrettémdin
syklisen ryhmdan, jonka alkiot ovat luvun 3 + 2v/2 potensseja.

Todistus. Olkoot luvut muotoa x + yv/2, missé luvut x ja y ovat positiivisia koko-
naislukuja siten, ettd lukupari (z,y) on yhtdlon z? — 2y* = 1 ratkaisu. Sovelletaan
logaritmifunktiota log (ab) = log a+log b, jonka avulla ryhmén laskutoimitus saadaan
muutettua tulosta yhteenlaskuksi. Tamén tiedon nojalla voidaan todeta, ettd luvut
log (z + yv/2) muodostavat yhteenlaskulla varustetun ryhmén G.

Olkoon m = log (3 + 2v/2) ryhmiin G pienin positiivinen luku. Luku m on todella
pienin, silld luku 3 + 2v/2 on pienin muotoa = + yv/2 (x,y > 0) oleva luku, joka on
yhtdlon x? — 2y* = 1 ratkaisu. Ratkaisu (x, —y) on ratkaisun (x,y) vasta-alkio. Luvut
T — y\/§ < 1, joten my6s niiden logaritmit ovat pienempéad kuin 0.

Olkoon k miké tahansa ryhmén G alkio. Jaetaan jokin reaaliakselin véli luvun m
pituisiin osavéleihin. Jos k # mn kaikille n € 7Z, niin jollekin n € Z on

mn <k <m(n+1).

Talloin myos k& — mn kuuluu ryhméén G, silld ryhmé on varustettu yhteenlaskulla.
Talloin pétee

0<k—mn<m.
Paadytadn ristiriitaan, silld m on joukon pienin alkio. Taytyy olla k = mn. Kaytta-

mélléd logaritmin laskusdantoja saadaan

mn = nlog(3 + 2v2) = log(3 + 2v2)".
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On osoitettu, ettd kaikki yhtélon 2% — 2y? = 1 ratkaisut (z,v), joissa o + yv/2 > 0,
vastaavat luvun 3+ 2v/2 potensseja. Kaikki ratkaisut ovat siis positiivisia ja ovat joko
muotoa = + yv/2 tai —x — yv/2. Jiljelle jddneet ratkaisut (z,y) ovat negatiivisia, ja
nekin saadaan luvun 3 + 24/2 potensseista.

3.2. Yleinen Pellin yht#ls. Yleisti Pellin yhtilod 22 — ny? = 1 késiteltéessi kiy-
tetddn apuna lukuja, jotka ovat muotoa x + yy/n € Z[\/n], aivan kuten ylempéna
kiytettiin lukuja x + yv/2 yksinkertaisen Pellin yhtélon ratkaisussa.

Maiiritelmé 32. Olkoon a + by/n € R. Sanotaan, ettd a on luvun kokonaisosa ja b
irrationaaliosa.

Lause 33. Olkoon ay, by, as,bs € Z ja olkoon \/n irrationaaliluku. Jos

a; + bl\/ﬁ = asg + bz\/ﬁ,
nin a; = as ja by = bs.

Todistus. Tehdéddn vastaviite ja oletetaan, ettd by # by. Muokkaamalla yhtalod niin,
ettd vasemmalla puolella ovat kokonaisosat ja oikealla puolella irrationaaliosat, saa-
daan yht&lé muotoon

a; — ag = (bg — bl)\/ﬁ

Nyt oletuksesta by — by # 0 seuraa, etté

_al—a2
\/ﬁ_bg—bl'

Téstéa seuraa ristiriita luvun /n irrationaalisuuden kanssa. Taytyy olla b = by ja
taten myos a; = as.

O

Maaritelma 34. Olkoon n kokonaisluku, joka ei ole nelicluku. Merkitdén
ZVn) ={z+yv/n:z,y €L}
Maéritellddn normi seuraavasti

N(z +yvn) = (x —yv/n)(z + yvn) = * — ny’.
Lukua = — y/n kutsutaan luvun = + y/n konjugaattiksi joukossa Z[/n].

Algebrallisten lukujen kéytto pelkkien kokonaislukujen sijasta on ollut merkittava oi-
vallus algebran historiassa. Silloin kun normi on yksi, Pellin yhtélon ratkaisemiseksi
riittad renkaan Z[y/n] alkutekijoiden selvittdminen. Rengas on tuttu kisite algebran
kursseilta, ja sen maaritelmé 16ytyy tutkielman luvusta 4.1

Intialainen matemaatikko Brahmagupta 16ysi 600-luvulla tavan tuottaa uusia ratkai-
suja Pellin yhtélolle. Laskemalla voidaan osoittaa, ettd kyseinen multiplikatiivisuuso-
minaisuus padte seké kokonaislukukertoimiselle etta rationaalilukukertoimiselle Pellin
yhtélolle.
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Lause 35. Brahmaguptan multiplikatiivisuusominaisuus. Jos parit (z1,y1) ja
(w9,92) ovat Pellin yhtilon x* — ny? = 1 ratkaisuja ja kun
(23,y3) = (129 + NY1Y2, T1Y2 + Y1T2),
niin (r3,ys) on myos ratkaisu.

Todistus. (x1,y1) ja (r2,y2) ovat ratkaisuja. Silloin
i —nyp =1 =13 —ny
Siksi

1= 2

(27 — nyi) (@5 — ny3)

(21 — y1v/n) (@1 + y1v/n) (22 — yo/n) (22 + y2v/n)

(71 — y1v/n) (w2 — yav/n) (1 + y1v/n) (22 + y2/n)

(2122 + ny1ys — (2122 + Y122)Vnlz[z122 + nyays + (2192 + Y122) V0]
= (2122 + ngny2)” — n(z1y2 + y122)°

Esimerkki 36. Etsitdin yhtélolle 22 — 5y? = 1 uusia ratkaisuja.

Kokeilemalla huomataan, etté pienin positiivinen kokonaislukuratkaisu on (9,4). Ker-
tomalla (9,4) itselldén saadaan toinenkin ratkaisu. Jatkamalla talld tavoin saadaan
tuotettua lisié ratkaisuja yhtélolle 22 — 5% = 1.

(9-9+5-4-4,9-4+44-9) = (161,72)
(9-161+5-4-72,9-72+4-161) = (2889, 1292)
Nimi ratkaisut vastaavat 9 + 4v/5 potensseja.

Brahmaguptan multiplikatiivisuusominaisuus pétee myos rationaalikertoimisille lu-
vuille, jotka méégritelladn seuraavasti

Q[vn] = {z +yv/n: x,y € Q}, janormi N(z +yv/n) = 2% — ny”.
Lause 37. Olkoot « ja 8 renkaan Q[v/n] alkioita. Tdlldin
N(a)N(3) = N(apB).
Todistus. Olkoot av = w1 + y14/n ja 8 = x9 + yo/n. Silloin
N(a)N(B) = (a1 — nyi) (25 — nys)
= (2122 + ny1y2)” — n(T1y2 + Yy122)°
= N(ap).
0

Normin multiplikatiivisuusominaisuus voidaan ilmaista myos toisella tavalla. Jos (x1, 1)
ja (wq,y9) tiyttivit ehdot 22 — ny? = ky ja x5 — nys = ko, niin (179 + ny1y2, T1Y2 +
Y122) on yhtilon z? — ny?* = ki ky ratkaisu.
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Kolmikoiden (x1,y1, k1) ja (x2,ys, k2) avulla saadaan muodostettua uusi kolmikko
(x129 + NY1Y2, T1Y2 + Toy1, k1ks). TAmA on varsin kdyttokelpoinen tapa, silloin kun
Pellin yhtilslle on olemassa ilmeinen ratkaisu 22 — ny? = 1.

Esimerkki 38. Etsitéifin kokonaislukuratkaisu yhtilslle 2 — 92y% = 1.

Sijoittamalla z = 10 ja y = 1 saadaan, ettd 102 — 92 - 12 = 8. Muodostuu kolmikko
(10, 1,8), joka kerrottuna itselldén muodostaa toisen kolmikon. Lasketaan:

(10-10+92-1-1,10-1+1-10,8-8) = (192,20, 84),

mika tarkoittaa
1922 — 92.20% = 82,

Kun jaetaan puolittain luvulla 82, jiljelle jai

2
242 _ 92 (g) — 1,

joka muodostaa kolmikon (24, 2,1). Se on lihes kokonaisluvuista muodostuva kolmik-
ko, joten kerrotaan se vielé kertaalleen itselldédn, jolloin saadaan ainoastaan kokonais-

luvuista koostuva kolmikko

5\ 55
(242 4+ 92 (5) 24+ 5+ 2 -24,1) = (1151,120,1).

Kun z = 1151 ja y = 120, yhtilslle 16ytyy kokonaislukuratkaisu z? — 92y% = 1.

Tama on Brahmaguptan ensimmaéinen esimerkki, josta hdn on sanonut seuraavasti:
"Henkilo, joka ratkaisee tdméan ongelman vuodessa on matemaatikko.”

Esimerkeistd huomataan, ettd luvuista tulee nopeasti niin isoja, ettd niiden laskemi-
nen késin tuntuu tyolaslta. Tietokoneella uusien vastauksien tuottaminen on helppoa.
Seuraavassa esimerkissé on kiytetty wxMaximaa apuna uusien tulosten generoimises-
sa. Esimerkin kahdessa ensimméisessé vaiheessa tallennetaan Pellin yhtélo kahdella
eri tavalla.

(% i1) pellp[n](xy):=xy[1] 2-n*xy[2] 2=1;
(% ol) pell, (zy) = 2 —naryr =1
(% i2) pellLm[n](xyl, xy2):=
xy1[1]*xy2[1]+n*xy1[2]*xy2[2], xy1[1]*xy2[2]+xy1[2]*xy2[1]];
(% 02) pell,,. (xyl, zy2) =[xyl 2y2, + nayl, zy2,, xyl, xy2y + vyl y xy2,]

Nyt ollaan muodostettu kaksi hieman erilaista funktiota. Paikalle [n] sijoitetaan Pellin
yht#lén termin y? kerroin. Seuraavassa vaiheessa kiytetdin for-silmukkaa uusien vas-
tausten tuottamisessa. Kaytetdin jalkimmaistd muotoa Pellin yhtalosté ja sijoitetaan
muuttujien paikalle lukupari (3,2). Vastaukseksi tulostuu seitsemén uutta ratkaisua.
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(% i3)  (xy0:[3,2],
for j:1 thru 7 do (
xy0:pell m{2](xy0, [3,2]),
print(xy0)
)
);
[17,12]
199, 70]
[577, 408]
13363, 2378
[19601, 13860]
114243, 80782]

665857, 470832]

(% 03) done

Seuraavissa vaiheissa luvut alkavat olla jo niin isoja, etta niité olisi kovin tyolastéa las-
kea késin. Kaytetdan jélleen for-silmukkaa, mutta tarkistetaan kuitenkin ennen sil-
mukan muodostamista, etté sijoitettavat alkuarvot todella toteuttavat Pellin yhtéalon.

(% i4)  pellp[26]([51,10]);
(% o4) 1=1
Huomataan, ettd luvut toteuttavat Pellin yhtélon. Ylapuolella oleva lasku on siis sa-

ma kuin 512 — 26 - 102 = 1. Kéytetiin jilleen for-silmukkaa.

(% i5)  (xy0:[51,10],
for j:1 thru 4 do (
xy0:pell_m[26](xy0, [51,10]),

print(xy0)
)

);

(5201, 1020]
530451, 104030]
[54100801, 10610040]
[5517751251, 1082120050]
(% 0b) done

(% i6)  pellp[73]([2281249,267000));
(% 06) 1=1
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(% i7)  (xy0:[2281249,267000],
for j:1 thru 3 do (
xy0:pell_m|[73](xy0, [2281249, 267000)),
print(xy0)
)
);
[10408194000001, 1218186966000]

[47487364308614281249, 5557975596000801000]
[216661004683313632776000001, 25358252540801244373932000]

(% oT) done

3.3. Pellin yhtilon ei-triviaalit ratkaisut. Pienimmén kokonaislukuratkaisun 16y-
tdminen ei ole helppoa, eiki sille ole yksinkertaista kaavaa. [tseasiassa pienimmén ko-
konaislukuratkaisun olemassaolon todistaminen on helpompaa kuin sen 16ytdminen.
Todistuksen ideana on etsid ddrettomén monta vaihtoehtoa pienimméksi kokonaislu-
kuratkaisuksi ja osoitetaan, etté yksi niistd on oikea.

On useita tapoja todistaa Pellin yhtélon ratkaisujen olemassaolo. Téssé luvussa esite-
tdén todistus kuten Dirichlet sen teki 1840-luvulla kdyttaen kyyhkyslakkaperiaatetta.
Tama kyyhkyslakkaperiaate on saanut nimensé ajatuksesta: jos n + 1 kyyhkysté lai-
tetaan n laatikkoon, vahintddn yhdessé laatikossa taytyy olla vahintadn kaksi kyyh-
kysté. Kyyhkyslakkaperiaattesta on my6s toinen muoto: jos ddreton maara kyyhkysia
laitetaan dérelliseen médrdan laatikoita, silloin vihintd&n yhdessé laatikossa on dére-
ton madréd kyyhkysia.

Lause 39. Dirichleen approksimointilause. Olkoon \/n irrationaaliluku ja
B > 0 kokonaisluku. Tdlloin on olemassa a,b € Z siten, ettd 0 < b < B ja

1

Todistus. Olkoon B > 0 kokonaisluku. Tarkastellaan lukuja \/n, 2v/n, 3v/n, ..., (B —
1)y/n eli toisin sanoen tarkastellaan irrationaalilukuja k+/n, joissa k =1,2,..., B — 1.
Jokaiselle kertojalle k voidaan valita kokonaisluku Ay, jolle pétee

0<Ak—]€\/ﬁ<1.

Koska +/n on irrationaaliluku, luvut A — kv/n ovat kaikki lukujen 0 ja 1 vélissi.
Lukuja

0, A, — /..., Ap_1 — (B — 1)y/n, 1
on yhteensd B + 1 kappaletta valill [0, 1].

Jaetaan véli [0,1] osavileihin, joiden pituus on %. Télloin osavilejda on yhteensd B
kappaletta ja lukuja on yhteensd B + 1 kappaletta, niin kyyhkyslakkaperiaatteesta
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seuraa, ettd vahintdan kaksi lukua siséltyy yhteen pienempéén véliin. Olkoon néiden
kahden luvun erotus muotoa a — by/n, joillain a,b € Z. Luku on irrationaalinen ja

sille saadaan esitys
1

0<a—byn< 5
Toisin sanoen lukujen etéisyys toisistaan on alle %. Myds b < B, silld luku b on kahden
lukua B pienemmén positiivisen kokonaisluvun viélissa.

O

Koska Dirichleen approksimointilause pétee kaikille B > 0, voidaan valita luvut a =
ap ja b = bp siten, ettd 1oydetdén aina uusi lukupari (a, b), jolle pétee |a —by/n| < %.
Jos 0 < b < B, niin

(5) la— by/n| < %

Voidaan todeta, etta lukupareja (a,b) on ddrettémén monta.

Kyyhkyslakkaperiaatteen ddrettoméstd muodosta seuraa ajatus: jos ddreton maéadra
lukuja laitetaan dérelliseen médraan osavélejé, niin vihintddn yhdessa osaviélissd on
ddreton maara lukuja. Taman tiedon nojalla saadaan seuraukset:

Seuraus 40. Yhtilon[9 nojalla voidaan tehdd pddttely

1
a+byn <a—byn+2byn < g+2b\/ﬁ§35\/ﬁ,
ja edelleen
1
a’ —nb? < 5-31)\/5:3\/5.

Tdlloin on olemassa ddrettémdn monta kahden luvun erotusta a —by/n € Z[\/n], jolle
voidaan laskea normi, joka on pienempid kuin 3/n.

Todistus. Voidaan valita déarettomén monta lukuparia (a, b), joille pétee |[a—by/n| < %
Tamé osoittaa myos sen, ettd on olemassa ddreton méird lukuja a—by/n , joiden normi
on pienempéd kuin 3/n.

O

Seuraus 41. Olkoon o = a3 — biy/n ja B = as — bay/n positivisia lukuja. Tdalldin
kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla

(1) on olemassa luvut « ja 3, joilla on yhteinen normi N,

(2) a1 = az (mod N),

(3) bl = bQ (mod N)

Jos on olemassa ddrettéméan monta lukua a — b/n, niin on olemassa myos dérettomén
monta sellaista lukua, joilla on sama normi. T&ll6in on olemassa myos darettoméan
monta lukua a, joilla on sama kongruenssiluokka (mod N) ja ddrettomén monta
lukua b, joilla on sama kongruenssiluokka (mod N).
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Lause 42. Olkoon n on posititvinen kokonaisluku, joka ei ole neliéluku. Tédlloin Pellin
yhtdlolli x* — ny* = 1 on kokonaislukuratkaisu (a,b) # (£1,0).

Todistus. Olkoon a—by/n = %, jossa luvut a; —by/n ja as —be/n ovat erisuuria

ja positiivisia lukuja. Téalléin
a— b\/_ _ a; — bl\/ﬁ
Qa9 — bg\/ﬁ
(a1 = biv/n)(ag + byy/n)

a3 — nb3
a1ao + albz\/_ — blag\/ﬁ — blbgn
- 2 _p2
a3 — 03

a1 — nb1b2 albg — blag \/ﬁ

2 2 2 2

Aiemmin todistetusta Dirichleen approksimointilauseesta seuraa, ettd luvuilla
a1 — biy/n ja as — byy/n on yhteinen normi. Merkitiin N = a3 — nb3, jolloin saatu

yhtélo arag=nbiby 4 arbo=biaz /i yoidaan kirjoittaa muodossa
az—nbj az—nbj

a1ao — nblbg Cl,lbg — blag
N + & V.

Koska luvuilla a; — by/n ja as — bay/n on yhteinen normi, tilléin myés lukujen osa-
méirilla @ — by/n on normi 1. Tdmé& on seurausta normin multiplikatiivisuusominai-
suudesta (lause . Luvut a; — b1\/n ja as — byy/n ovat erisuuria ja positiivisia, joten
osamaird a — by/n # +1.

Viela taytyisi osoittaa, ettd luvut a ja b ovat kokonaislukuja. Osoitetaan, etté
N | ajas —nbibs ja N | ajbs — bias

eli

(6) ajag — nbibs = ajby — byas =0 (mod N).

Ensimméinen kongruenssi ajas — nbiby = a1by — bjas (mod N) pétee, koska N =
a? — nb?. Merkitiin

0=a?—nb? (mod N).
Korvataan a; ja by niitd vastaavilla arvoilla, jotka saadaan kongruensseista a; = as
(mod N) ja by = by (mod N). Kongruenssi voidaan kirjoittaa muodossa

ai1ay — nblbl = a1a9 — ’nblbg (mod N)

Kongruenssin @ toinen osa ajby — bjas =0 (mod N) seuraa tiedosta, ettd a; = ag
(mod N) ja by = by (mod N). Kongruenssin laskusddnnoista saadaan, ettd a1by =
biay (mod N), joka tarkoittaa samaa kuin a1by — bjas =0 (mod N).

OJ
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3.4. Ketjumurtoluvut ja Pellin yhtilon ratkaisu niiden avulla. Mychemmin
Euroopassa Pellin yhtélon todistustavat saivat rinnalleen yksinkertaisemman ja ele-
gantimman todistuksen ketjumurtolukujen avulla. Eurooppalaiset matemaatikot, ku-
ten esimerkiksi Brouncker, tyoskentelivéat Pellin yhtalon parissa. Téssé luvussa jatke-
taan vield siitd, mihin aiemmin ja&tiin tarkasteltaessa Pythagoralaisten tapaa tutkia
lukujen irrationaalisuutta jakoyhtédlon avulla ja yhdistetddn ndmé ajatukset ketju-
murtolukujen merkintdtapaan. Taméan luvun lauseet ja méaéritelmét seuraavat lahtei-
ta [2] ja [4.

3.4.1. Johdattelua ketjumurtolukuihin. Pythagoralaiset huomasivat luvun /2
irrationaalisuuden tutkimalla yhtiloa 22 — 2y* = 1 (katso luku [3.1.1)). He kilyttivit
apunaan Eukleideen algoritmia tutkiessaan jaksollisuutta. He kiyttiviit paria (v/2, 1),
ja tekivét havainnon, ettéd luku on irrationaalinen, jos jakoa pystytéddan jatkamaan lo-
puttomiin (katso kuva . Koska /2 on irrationaalinen, voitaisiin pilkkomista jatkaa
kuvan osoittamalla tavalla loputtomiin.

KuvA 4. Eukleiden algoritmi parilla (v/2,1).

Eukleideen algoritmin yhtélsista (luku saadaan

a T T9 1
EZ—ZQ1+—=Q1+
™ 1 7"1/7’2
1
— =q2+
() 7”2/7“3
Th— 1
= =(@p-1+
Tn—1 rnfl/rn
T'n—1
= qn-
Tn
Sijoittamalla saadaan
a n 1
p - I 1
Q2 + 1
q3 +

. 1
"+Qn—1+_

n
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Ketjumurtolukua voidaan merkitd § = [q1; g2, ..., ¢n], joka on esitys pa&ttyville ket-
jumurtoluvulle. Kaikki rationaaliluvut voidaan esittda kayttden paattyvia ketju-
murtolukuja.

Pasttyméattoman yksinkertaisen ketjumurtoluvun sanotaan olevan jaksollinen, jos on
olemassa luvut N ja k siten, etta

a, = an1r kaikilla positiivisilla kokokonaisluvuilla n > N.

Talloin esityksessé esiintyvét luvut ag, aq,... muodostavat jonon, josta jaksollisuus
voidaan huomata ja jakson pituus voidaan maarittda. Kun n ei ole nelicluku, luvun
v/n jaksollinen ketjumurtolukuesitys on

\/ﬁ = [ao;&l,ag, ...,ag,al,an].

Esityksestd voidaan havaita symmetrisyys, kun viimeinen termi jatetddn huomioi-
matta. Jakson viimeinen termi on kaksinkertainen jonon ensimmaéiseen termiin ver-
rattuna. Talloin jakson pituus olisi jonon aq, as, ..., as, ay, 2ag termien lukumééara. To-
distus on esitetty ldhteessa [4, s. 383-387].

Esimerkki 43.

(1) Luvun /2 ketjumurtolukuesitys:

1
V2=1+(V2-1)=1+
( ) 1++v2
=1+ !
L+ (1+ %)
1
=145
+1+\/§
1
+1+(1+1+1\/§)
1
=1+ .
e
=[1;2,2,2..]
= [1;2].

Ketjumurtolukuesitys on paéattyméton ja jaksollinen. Jakson pituus on 1.

(2) Luvun 3I ketjumurtolukuesitys:

LR S WU N
23 7 23 T B

Ketjumurtolukuesitys on péaattyva.
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Kuten esimerkeistd huomataan, ketjumurtolukuja on seké péaattyviad ettd paattymét-
tomid. Voitaisiin osoittaa, ettd jokainen positiivinen rationaaliluku voidaan kirjoit-
taa paattyviksi ketjumurtoluvuksi ja puolestaan jokainen positiivinen irrationaaliluku
voidaan esittda paattyméattoméané ketjumurtolukuna. Pellin yhtédlon ratkaisualgorit-
missa kédytetddn yksinkertaisia paattyméattomia ketjumurtolukuja, joten keskitytédan
vain niiden mééarittelyyn.

3.4.2. Pellin yhtdlo ketjumurtolukujen avulla. Brahmagupta 16ysi valtavan méaa-
ran ratkaisuja Pellin yhtéalolle, mutta hén ei kyennyt kuitenkaan yleistdmé&an tulos-
taan kaikille luvun n arvoille, vaan sen teki intialainen matemaatikko ja téhtitieteli-
ji Bhaskara II. Hank&én ei kuitenkaan kyennyt antamaan todistusta, joka todistaisi
syklisen menetelmén toimivan aina. 1700-luvulla Lagrange kehitti tavan, jonka avulla
Pellin yhtélolle 16ydetaéan ratkaisuja kdyttden ketjumurtolukuja.

Ketjumurtoluvut tarjoavat mielenkiintoisen tavan tarkastella Pellin yhtédlon ratkai-
suja, mutta tutkielman péétavoitteen kannalta tdma osio on sivuhaara, minké vuoksi
todistukset sivuutetaan. Téssé luvussa esitelldédn tuloksia, joiden avulla 16ydetééan ta-
pa generoida Pellin yhtélolle uusia ratkaisuja ketjumurtolukujen avulla. Lauseet ja
médritelmit seuraavat lahdettd [4] ja niiden tésmaélliset todistukset 16ytyvat [4 s.
405-406].

Lemma 44. Olkoon n luku, joka ei ole nelidluku. Irrationaaliluku +/n voidaan esittdd
padttymdttomdand ketjumurtolukuna

(7) lag; ai, as...] = ag +
a; +

1

1
CLQ‘I'—

Lause 45. Olkoot n ja a kokonaislukuja siten, ettd n > 0 ja se ei ole nelidluku.

Olkoon myds |a| < /n. Jos x* — ny?> = a niin § on yksinkertaisen ketjumurtolu-

vun konvergentti. Yksinkertaisella ketjumurtoluvulla tarkoitetaan ketjumurtoluvua,
jonka esityksessd osoittajat ovat ykkdosid.

Konvergenttilla tarkoitetaan ketjumurtoluvun osaa. Kun k& kuuluu indeksijoukoon,
voidaan konvergenttia merkité

Ok = [ao; Ay, ... ak]'
Talloin sanotaan, ettd C} on k. konvergentti.

Lause 46. Olkoon n € N siten, ettd se ei ole neliluku. Mddritellddn rekursiivisesti

P ++/n . , n— P?
:’“Q—k\/_, be = lag),  Pepr = Qs — Pr, ]anH:(Q—:H),

kun k = 0,1,2..., ag = /n ja Py ja Qy ovat kokonaislukuja. Olkoon Z—: luoun \/n
yksinkertaisen ketjumurtoluvun k. konvergentti. Tdlloin

pi — nqi = (—1)k_1Qk+1.

*) Merkinnalli lax| (ar on "lattia”) tarkoitetaan suurinta kokonaislukua z, joka toteuttaa ehdon
T < aj. Esimerkiksi L\/§J =1.

Qg
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Esimerkki 47. Madritetdsn luvun /2 ketjumurtolukuesitys kiyttien lausetta
Aloitetaan muodostamalla alkuarvot Fy, Qg,n ja by, saadaan

0 2
Po=0, n=2 Q=1 502{ ﬂfJ:

Alkuarvojen ja rekursioyhtéloiden avulla saadaan:

212 1 2
P1:11—0:1, le :17 b1: +\/_ :2
1 1
2-1° 1 2
P2:21—1:1, Q2: :1, b2: +\/_ :2
1 1
2—12 1 2
Pi=2-1-1=1, Q=""—=1, 53:{ +1\/_J:2.

Huomataan, ettd P, = P, = P3 ja Q1 = Q2 = Q3 eli jakoalgoritmi alkaa toistua
samanlaisena. Kun verrataan tité esimerkkiin 43}, huomataan esityksien olevan samat.

Saadaan
V2= 1;2].

Lause 48. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, joka ei ole nelidluku. Olkoon py/qy
luvun /n yksinkertaisen ketjumurtolukuesityksen k. konvergentti, kun k = 1,2, ...
Olkoon a jakson pituus ja 7 = 1,2, ...

(1) Jos a on parillinen, niin yhtilélld x> — ny*> = 1 on positiiviset ratkaisut x =

Dia—1 J Yja_1 ja yhtdlslli z* — ny* = —1 ei ole ratkaisuja.
(2) Jos a on pariton, niin yhtildlli > — ny* = 1 on positiviset ratkaisut v =
P2ja—1 J& Yaja—1 ja yhtdldlli 2* — ny* = —1 on ratkaisut * = paj—1)—a—1 ja

y(Qj—l)—a—l (.] = 1727 )

Lause 49. Olkoon (x1,y1) pienin positivinen ratkaisu Pellin yhtdlélle 2% — ny? = 1,
missd n on posititvinen kokonaisluku ja n et ole nelidluku. Silloin kaikki positiiviset
kokonaislukuratkaisut (zy, yx) ovat

Ty + ypv/n = (1 + vn)¥, kun k=1,2,3...

Esimerkki 50. Tarkastellaan Pellin yht#lod 22 —26y% = 1, joka esiintyi jo aiemmassa
esimerkissé. Selvitetddn luvun /26 ketjumurtolukuesitys.

V26 =5+ = [5;10].
10 +
10 + ——~
* 1
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Pienin positiivinen ratkaisu on (z1,y1) = (51, 10). Nyt saadaan tuotettua uusia rat-
kaisuja lauseen [I9] avulla seuraavasti

Ty + 1226 = (51 4 10v/26)? = 5201 + 1020v/26.
Ja esimerkiksi
x5 + y5v/26 = (51 4+ 10v/26)° = 5517751251 4 1082120050v/26.
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4. ARITMETIIKAN PERUSLAUSEEN YLEISTAMINEN TIETTYJEN
ALGEBRALLISTEN KOKONAISLUKUJEN MUODOSTAMIIN
RENKAISIIN

Aiemmassa kappaleessa esiteltiin tapa, jolla voitiin normin ja Eukleideen algoritmin
avulla tuottaa Pellin yhtélolle uusia ratkaisuja. Seuraavaksi onkin mielenkiintoista lah-
ted tutkimaan algebrallisten kokonaislukujen muodostamia renkaita. Osalle algebral-
listen kokonaislukujen muodostamille renkaille voidaan osoittaa olevan voimassa yk-
sikésitteinen alkutekijdesitys. Témé onnistuu tarkastelemalla renkaiden algebrallisia
ominaisuuksia. Pellin yhtdlod késiteltdessd tutustuttiin jo renkaaseen Z[n], jolle voi-
tiin madritelld normi

#? —ny® = (z +yvn)(z — yvn).
Téssé luvussa osoitetaan, etté yksikéasitteinen tekijéihinjako onnistuu renkaissa Z[v/—2]

ja Z[(3]. Madritelmiét ja todistukset seuraavat lihteitd [0] ja [7]. Geometristen todis-
tusten ja ajatusten takana on liahde [IJ.

4.1. Algebrallisten kokonaislukujen muodostamat renkaat. Vaikka kisitelldan
renkaita, kiytetddn silti samoja merkint6ja kuin perinteisilla kokonaisluvuilla lasket-
taessa. Olkoon R vaihdannainen rengas. Olkoot a,b € R. Sanotaan, ettd luku b on
luvun a jakaja, jos on olemassa ¢ € R siten, ettd a = gb. Kéytetdan merkintad b | a
Voidaan sanoa myds, ettd luku a on luvun b monikerta.

Maaritelma 51. Rengas R on on epétyhjé joukko varustettuna kahdella laskutoimi-
tuksella (+ ja -), jotka toteuttavat seuraavat ehdot kaikilla a,b,c € R :

(1) a+(b+c)=(a+0b)+c
Ja+b=b+a
) on olemassa O € R siten, ettd a + 0r = a = O + a kaikillaa € R
) jokaisella a € R yhtalolla a + x = O on ratkaisu x € R
) a(be) = (ab)c
) a(b+c) = ab+ acja (a+b)c = ac+ be

3
4
5
6
7) on olemassa 1p siten, ettd a - 1g = a = 1 - a kaikilla a € R.

(2
(
(
(
(
(

Maiaritelméa 52. Rengas R on vaihdannainen, jos laskutoimitus - on vaihdannainen
eli jos kaikilla a,b € R

ab = ba.

Maaritelma 53. Olkoon R vaihdannainen rengas. Alkion @ € R sanotaan olevan
kadntyvi, jos on olemassa alkio b € R siten, ettd ab = 1. Tall6in alkiota a kutsutaan
yksikoksi ja alkiota b (merkitién usein a™!) kutsutaan alkion a kifinteisalkioksi.
Nollanjakajaksi sanotaan sellaista renkaan R nollasta poikkeavaa alkiota a, jolle on
nollasta poikkeava b € R siten, ettd ab = 0. Alkioita Og ja 1 kutsutaan laskutoimi-
tuksien + ja - neutraalialkioiksi.

Maaritelma 54. Vaihdannainen rengas R, jossa Og # 1g, on kokonaisalue, jos
kaikille a,b € R

ab = Og, niin a = O tai b = Og.
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Kokonaisalue on siis vaihdannainen rengas, jolla ei ole nollanjakajia, mutta silla on
neutraalialkio.

Esimerkki 55. Osoitetaan, ettd rengas Z[v/—2] on kokonaisalue.
Olkoot «, 8 € Z[v/—2]. Oletetaan, ettd 5 # 0, joten halutaan osoittaa, ettd o = 0.

Merkitaan
o =a+bV/-2.
Nyt
af = B(a+bv—=2) = Ba+ fbv/—2 =0,
ja edelleen
Ba=pb=0=a=b=0=a=0.
Liséksi huomataan, ettéa
(e = () = i0 = 0,
kun p € Z[v/—-2] ja pa = 0. Témi osoittaa, ettd renkaalla Z[v/—2] ei ole nollanjakajia
ja se on kokonaisalue.

Lemma 56. Olkoon R vaithdannainen rengas ja a,b,c € R.
(1) Josc|bjab|a, ninc|a.
(2) Jos c| a, niin c | ab
(3) Jos c|ajacl|b, niinc| (ax+ by) kaikilla z,y € R.
Todistus. Todistetaan jokainen kohta erikseen:
(1) Jos b = cqq ja a = bg, niin a = ¢(q1g2)-
(2) Jos a = cq, niin ab = c(qb).
(3) Jos a = cqq ja b = cqq, niin ax + by = c(q1x + q2y).
U

Lause 57. Olkoot a # Og ja b kokonaisalueen R alkioita. Jos a | b ja b | a, niin a ja
b ovat assosioituja.

Todistus. Jos a = bg; ja b = aqe, niin a = bq; = aqeq,. Jaetaan puolittain alkiolla a.
Néin voidaan tehdi, silli R on kokonaisalue. Saadaan 1 = ¢oq;. Tésté seuraa, ettéd ¢

ja qo ovat yksikoité seké a ja b ovat assosioituja.
O

Maaritelma 58. Olkoon ayq, ..., a, vaihdannaisen renkaan R alkioita. Olkoon d € R
nollasta poikkeava alkio, jota kutsutaan a;:n suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi,
jos

(1) d]a; kun 1 <i<nja

(2) jos ¢ | a; kun 1 <i < n, kun ¢ € R, silloin ¢ | d.
Merkitédén d = syt(a;, a;).

Alkioita a; kutsutaan suhteellisiksi alkutekijoiksi, jos niiden suurin yhteinen tekija d
on yksikko.
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Maaritelma 59. Olkoon D kokonaisalue ja a € D.

(1) Alkiota p # 0p sanotaan jaottomaksi, jos se ei ole yksikko ja ehdosta p = ab
seuraa, ettd joko a tai b on renkaan yksikko.

(2) Alkiota p # 0p sanotaan alkutekijiksi, jos se ei ole yksikko ja ehdosta p | ab
seuraa, ettd p | a tai p | b.

Lemma 60. Olkoon D kokonaisalue. Tdlloin sen alkutekijit ovat jaottomia.

Todistus. Olkoon p € D alkutekijé siten, ettd ab = p. Talloin joko alkion a tai alkion
b taytyisi olla alkion p monikerta. Oletetaan, ettd p | a. Merkitédén a = cp ja edelleen,
ettd cpb = p. Tiedetddn, ettd D on kokonaisalue ja p alkutekijd, joten tédytyy olla
cb =1 ja b on yksikko. Tamaé osoittaa alkion p olevan jaoton.

O

Huomaa, ettd tdmé osoittaa vain alkutekijoiden jaottomuuden kokonaisalueessa. Se
ei kuitenkaan véalttamétta pade toisinpéin.

Maaritelma 61. Olkoon D kokonaisalue. Se on Eukleideen alue, jos on olemassa
funktio N : D \ {0} — N siten, ettd

(1) N(ab) > N(b) kaikilla nollasta poikkeavilla a,b € D

(2) Mille tahansa nollasta poikkeaville a,b € D on olemassa g, 7 siten, etti
a=0bqg+rja N(r)<N(b), tair =0.

Lause 62. Olkoon a Fukleideen alueen D alkio. Luku a on yksikkd jos ja vain jos

Todistus. Olkoon x € D nollasta poikkeava alkio, jolle piatee N(1) < N(1-z) = N(x).
Jos ab =1 ja a on yksikko, niin N(a) < N(ab) = N(1). Kun N(a) = N(1) ja D on
Eukleideen alue, voidaan merkitd 1 = aq + r, jossa r = 0 tai N(r) < N(a). Mutta
koska N(a) = N(1) < N(r), ainoa vaihtoehto on r = 0. TAmé osoittaa, ettd a on
yksikko jos ja vain jos N(a) = N(1). O

Maaritelma 63. Olkoon D kokonaisalue. Se on yksikésitteisen tekijoihinjaon
alue, jos

(1) jokainen nollasta poikkeava alkio a € D, joka ei ole yksikko, voidaan esittéé
kokonaisalueen D jaottomien alkioiden tulona, ja

(2) kaksi tekijoihinjakoa a = pips...pn = q1Go...q, ovat samat ja tekijit voidaan
jarjestdd uudelleen siten, ettd alkiot g; ja p; ovat assosioituja, kun p < i < n.

Osoittamalla rengas Fukleideen alueeksi osoitetaan samalla sen olevan yksikésittei-
sen tekijoihinjaon alue sekéd pédideaalialue. Todistukset vaativat luvussa [b| esitettyja
tuloksia, joten téssd vaiheessa vain oletetaan kyseiset viitteet todeksi ja tutkitaan
jakoyhtéloa seké yksikésitteistd tekijoihinjakoa algebrallisten kokonaislukujen muo-
dostamissa renkaissa Z[v/—2], Z[v/=3] ja Z|(3].
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4.2. Yksikisitteinen tekijéihinjako renkaassa Z[y/—2|. Yksikisitteinen tekijoi-
hinjako onnistuu renkaassa Z[y/—2]. Aloitetaan etsimll kaikki kokonaislukuratkaisut
Diofantoksen yhtilolle 3 = 22 4 2. Seki Diofantos ettd Fermat olivat tytskennelleet
yhtélon parissa, mutta Euler todisti sen vuonna 1770.

Tissd luvussa esitelldin kaksi erilaista lihestymistapaa tutkia renkaan Z[v/—2] teki-
joihinjakoa. Ensimmaéisessd kéytetddn geometrista tulkintaa jakoyhtéldlle ja osoite-
taan, ettd renkaalle 16ydetaén todella yksikésitteinen tekijoihinjako. Toisessa tavassa
kéytetddn tietoa, ettd Eukleideen alue on myos yksikésitteisen tekijéihinjaon alue.

Esimerkki 64. Etsitiin Diofantoksen yhtilén y® = 22 + 2 kaikki kokonaislukurat-
kaisut.

Oletetaan, ettéd yksikésitteinen tekijoihinjako on olemassa renkaassa Z[v/—2]. Merki-
taan
ZIV-=2]={a+bvV-2:a,b e Z}.

Olkoot z,y € Z, jolloin yht&lo voidaan kirjoittaa muodossa
S=2?4+2=(z—V-2)(z+V-2).
Lisdksi oletetaan, ettd (osoitetaan myShemmin todeksi)

syt(z —v=2,2 ++v—-2) = 1.

Téasté voidaan paatelld, ettd x + /—2 ja x — v/—2 ovat kuutioita, koska niiden tulo
on kuutio y3. Kun oletetaan, ettd muotoa a + byv/2 olevat luvut kiyttiaytyvit kuten
tavalliset kokonaisluvut, voidaan tehda péaéttely:

z4+vV-2=(a+b/-2)>
= a® + 3a°bv/—2 + 3ab*(—2) + b*(—2v/—2)
= a® — 6ab® + (3a®b — 2b*)v/—2.
Erottelemalla saadusta yhtélostd reaali- ja imagindériosan, saadaan yhtalot
r = a® — 6ab?,
V2 = (3ab — 2b°)V2 = 1 = b(3a® — 20%).

Huomataan, ettd ainoat kokonaisluvut, jotka toteuttavat jalkimméisen yhtéalon ovat
1 tai —1. Toisin sanoen kun b = %1, tdytyy olla myos 3a® — 2b? = 41, misti seuraa
a = +1. Sijoittamalla a = £b = + — 1 ylempéén yhtdloon saadaan x = +5 ja y = 3.
Ainut positiivinen kokonaislukuratkaisu saadaan, kun a = —1 ja b = +1. Télloin rat-
kaisu on z =5 ja y = 3.

Jakoyhtédlon geometrinen tulkinta

Yksikésitteinen tekijoihinjako ja alkutekijahajotelma ovat seurausta Eukleideen algo-
ritmin 16ytymisesta. Tutkitaan renkaan Z[v/—2] jako-ominaisuutta ensin geometrises-
ti. (Vertaa jakoyhtdloon (2)), jossa vastaava ominaisuus osoitettiin kokonaisluvuille.)
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Lause 65. Jakoyhtdlé renkaassa Z[\/—2|. Olkoot o, f # 0 € Z[\/—2]. Tallsin on
olemassa p, p € Z[\/—2], joille pdtee
a=pB+p, ja 0=<|p| <|[Bl.

Todistus. Tarkastellaan kerrannaisia p5. Kuvassal|b|on ruudukko, jonka reunimmaiset

pisteet ovat 0,5, 3v/—2 ja B(1 +/-2).

B(1+v=2)

Kuva 5. Jako-ominaisuutta renkaassa Z[v/—2]

Kuvaan |5 on merkitty piste o € Z[v/—2], joka sijaitsee ruudukossa suorakaiteen sisi-
puolella. Merkitéén pisteen « etdisyytta lahimméstd monikerrasta p/3 merkinnélla |p|.

Pythagoraan teoreeman nojalla saadaan epayhtalo

c o e 121

o < (50 + (1

_ 1812+ 2181
4
31 412
= 2JoP.

Nyt |p|? < 2|8]?, joten |p| < |B], miké todistaa lauseen.

)2

Renkaan Z[v/—2] normi on
N(a+bvV=2) = |a+ bvV=2> = (a + bv/=2)(a — bv/—2) = a® + 2b°.
Olkoon a + by/—2 € Z[v/—2]. Yksikst voidaan selvittiid normin avulla seuraavasti
N(a+ bv/—2) = a® 4+ 20> = 1, jos ja vain jos b =0 ja a = £1.
Olkoon s ja t € Z[v/—2] renkaan alkutekijoitd. Oletetaan, ettd on olemassa tekijoi-

hinjako:

y® = st.
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Koska lukuja s ja t ei voida hajottaa en#ifi pienempiin osiin, kuution y® molemmat
alkutekijéat voidaan ajatella kuutioiksi. Tekijit s ja ¢ voivat olla ainoastaan 1 tai —1.
Molemmat ovat kuutioita, joten voidaan todeta kuution suhteellisten alkutekijoiden
olevan my®os itse kuutioita.

Normin multiplikatiivisuusominaisuutta kédytettiin jo tutkittaessa Gaussin kokonais-
lukuja ja ratkaistaessa Pellin yhtdlod. Voitaisiin osoittaa, ettd jos a € Z[v/—2] ja

B € Z[\/—2] niin

N(a)N(8) = N(af).
Tésté seuraisi, jos a | § silloin my6s N(«) | N(8). Olkoon ~ lukujen « ja [ yhteinen
tekija, silloin N(v) | N(«) ja N(v) | N(B).

Viela taytyisi osoittaa, ettd syt (z — v/ —2,2 +v/—2) = 1.

Lause 66. Olkoon x,y € Z siten, etti y> = x> + 2. Tdlldin
syt (z — yv/—=2,2 +yv/—2) = 1.
Todistus. Tutkitaan yhtaloa
P =2 4+2=(x—V=-2)(z+V-2).

Tutkitaan erikseen tilanteet, joissa x on parillinen ja pariton. Oletetaan ensin, etti x
on parillinen. Olkoon k € Z. Talloin

r=2k=2"+2=4k>+2=2 (mod 4).

Toisaalta
0

y =4k +35,7€1{0,1,2,3} = y* = 4(16k> + 12jk* + 35%k) +j° =41  (mod 4).
3

Yleisesti: Jos s = syt(a,b), niin s | a ja s | b, joten on olemassa k ja [ siten, etté
a = sk jab = sl. Talloin a — b = s(k — ), joten s | a — b. Kahden alkion suurin
yhteinen tekijé jakaa siis niiden erotuksen.

Olkoon
s=syt(z —vV—-2,2++v—-2).
Talloin s |  + v/—2, joten
N(s) | N(x ++v-2) = 2> + 2.
Toisaalta s | 2¢/—2, joten
N(s)| N(2v—2) =8.

Luku N(s) jakaa siis parittoman luvun z? + 2 ja luvun 8. Siis N(s) = 1, ja s on
yksikk,
0
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Nyt ollaan osoitettu, ettd yhtélon y® = 22 + 2 ainoat ratkaisut luonnollisten lukujen
joukossa ovat x = 5 ja y = 3. Ollaan myos saatu selville renkaan Z[v/—2] yksikot ja
osoitettu, ettd kuutio y® voidaan jakaa yksikisitteisen alkutekijihajotelman nojalla

r—V=2=(a+b/=2)%

Yksikésitteinen alkutekijihajotelma seuraa renkaalla Z[v/—2| samalla tavalla jako-
ominaisuudesta kuten kokonaisluvuilla. Seuraavaksi esitetéddn suoraviivainen todistus
sille, ettéd renkaalla Z[v/—2] on yksikésitteinen alkutekijahajotelma.

Yksikisitteisen tekijoihinjaon todistaminen algebrallisesti

Esitelldan nyt algebrallisempi tapa todistaa yksikasitteisen alkutekijahajotelman ole-
massaolo osoittamalla, ettd rengas Z[v/—2] on Eukleideen alue.

Olkoot @ = a+byv/—2 ja 8 = c+dv/—2 € Z[\/—2| nollasta poikkeavia, missi a, b, ¢, d
€.

N(af) = N((a + bvV/=2)(c + dv/=2))
= N(ac — 2bd + (ad + bc)v/—2)
= (ac — 2bd + (ad + be)v/—2)(ac — 2bd — (ad + be)v/—2)
= (a+bvV=2)(c+ dvV/—2)(a — bv/=2)(c — dv/=2)
= |a+ bV =2|c + dv—2|?
= N(a)N(B) = N(B).
Olkoon N
3=
Luku § € Q[v-2], koska
a o« a+bv—2)(c—dv—-2 ac+2bd  bc— ad
B |Bf2 - \/CQ_J)F(QCP A cQ—thQ T arapY 2 V-2

Valitaan u,v € Z siten, ettd |e —u| < 3 ja |f —v| < 5. Olkoon ¢ = u + vy/=2 ja
olkoon r = v — fBq. Jos r # 0, niin

e+ fv—2, jossae, f € Q.

«

r=a—g= (5 -0
ja siten
N(r) = |B((e = u) + (f —v)V=2]"
= |B*[(e = u) + (f —v)v/=2/”
= |B81*((e —w)* +2(f —v)?)
1 1

< |ﬁ2|(1 +2- 4_1>

3
— 27
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Talloin N(r) < 3N(B) < N(8), joten on osoitettu, ettd rengas Z[/—2] on Eukleideen
alue.

Lemma 67. Luku p on renkaan Z[\/—2| alkutekijd jos ja vain jos se on jaoton.

Todistus.

"=": Osoitettu jo lemmassa [60]

"«<": Oletetaan, ettd p on jaoton ja halutaan osoittaa, ettd p on alkutekija. Olkoot
a,b € Z[v/—2]. Koska p on jaoton, tillsin se ei ole yksikko ja ehdosta p | ab seuraa,
ettéd joko a tai b on yksikko. Oletetaan, etté alkio p 1 a. Talloin riittdé osoittaa, etté b
on yksikkd. Voidaan merkité syt (a,p) = 1 tai syt (a, p) = p. Jos p on suurin yhteinen
tekija, niin luku p on alkutekijé. Nyt siis

syt (a,p) = 1.
Télloin lauseen |75 on olemassa qi, g2 € Z[v/—2] siten, etti

1 =aq + pg2 = b= (ab)g: + p(bgz) = (agi + pg2)b.

Tiedosta p | ab seuraa, ettd luvun b taytyy olla yksikko.
O

Kokonaislukujen joukossa voitaisiin osoittaa, ettéd jaoton alkio on alkualkio (Euklei-
deen lemman avulla). Renkaissa tdmé ei kuitenkaan valttdmatta péade. Y& osoitet-
tiin, ettd viite kuitenkin pitee renkaassa Z[/—2], mutta myshemmin tullaan huo-
maamaan, ettd esimerkiksi renkaalle Z[v/—5] 16ytyy jaottomat tekijit 2,3,1 + /=5
ja 1l —+/=5, mille 2 | (14 v/=5)(1 — v/=5), mutta 2 { (1 ++/=5) tai 21 (1 — v/=5).

Talloin jaoton alkio ei voi olla alkualkio joka tapauksessa.

Esimerkki 68. Tarkastellaan renkaan Z[v/—2| alkutekijoité.

Olkoon o = a + by/—2 € Z[v/—2] alkutekijé. Tiedetddn, ettd renkaalla on yksikésit-
teinen tekijéihinjako, joten voidaan kirjoittaa

(a+bv=2)(a—bV=2) = pips -+ px,

missé p; ovat alkulukuja kokonaislukujen joukossa. Jakamalla puolittain luvulla oo # 0
ja merkitsemilld p; = p saadaan p = a(c + dv/—2).

Jos
alc+dv—2)=p (p on oikea alkuluku),
niin
N(a)=p tai N(a)=7p
Jos alkuluku p ei ole jaoton renkaassa Z[v/—2], ei kumpikaan tekiji ole yksikkd, joten
N(a) > 1ja N(c+dy/—2) > 1. Tallsin N(a) = p eli luku p on tillaisessa tapauksessa
muotoa p = a? + 2b2.

Nyt ollaan tutkittu renkaan Z[v/—2] yksikasitteistd alkutekijoihinjakoa sekéd geomet-
risesti ettd algebrallisemmalla tavalla. Yksi tapa olisi voinut olla my6s samanlainen
kuin kokonaislukuja tarkasteltaessa; ensin oltaisiin voitu todeta, ettd rengas voidaan
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esittdd alkutekijoiden tulona ja sitten osoittaa alkutekijahajotelman yksikéasitteisyys
onnistuneesti (katso lemmal[L0]ja lause[12)). Tutkielman tarkoituksena ei ole niinkéén
tarjota yhta suurta lausetta jota kdyttamalla ratkaistaan kaikki esimerkit, vaan tar-
jota mahdollisimman monipuolinen ja havainnollinen kuva késiteltdvasta asia.

nistuminen renkaassa Z[/—3|.
Tutkitaan rengasta

Z[V-3] ={a+bvV=3:a,bc 7},

jolle voidaan maéritelld normi
N(a+bvV=3) = |a+bv/=3> = a® + 3V°.

Seuraavassa esimerkissd huomataan, etté yksikésitteinen tekijoihinjako ei onnistukaan
renkaassa Z[v/—3].

4=2-2=(1-v=3)(1+/-3),
jolloin N(2) = 4. Luku 4 ei ole jaollinen muotoa a? + 3b* olevilla luvuilla (lukuunot-

tamatta ykkostd). Tamé osoittaa, ettd luku 2 on renkaan Z[y/—3] alkutekija lemman
[67] nojalla, silld luku 2 on jaollinen vain luvulla 1 ja itselldén. Kuitenkin

N(1—-+v=3)=1+3=4,

joten 1 —4/—3 on alkutekijé ja samoin myos 1+ y/—3. Tamé osoittaa, ettd luvulla 4
on kaksi erilaista tekijoihinjakoa renkaassa Z[v/—3], joten yksikésitteinen tekijoihin-
jako epdonnistuu.

Vaikka yksikésitteinen tekijéihinjako ei onnistukaan renkaassa [v/—3|, on mielenkiin-
toista lahted tutkimaan rengasta

Z[Gs) = {a+bC3: a,b € Z}, jossa (3 = _1+T\/__3’

joka on "laajennus” renkaasta Z[v/—3] (katso kuva @

Luvussa[2.2]esiteltiin Eisensteinin kokonaisluvut. Korjauksen onnistuminen liittyy sii-

hen, ettéd alkion % voidaan osoittaa olevan algebrallinen kokonaisluku ja siten
se kayttaytyy kuten kokonaisluku.

Tutkitaan ensin renkaan ominaisuuksia geometrisesti kuvaamalla rengas tasoon ja
osoitetaan kuvan avulla, etta sille 16ydetdan jakoyhtalo. Tamén jélkeen esitetddn al-
gebrallisen todistuksen, joka osoittaa yksikésitteisen alkutekijahajotelman olemassao-
lon.

Jakoyhtédlon geometrinen tulkinta

Kuvasta@ huomataan renkaiden Z[v/—3] ja Z[(3] ero. Rengas Z[v/—3] voidaan tdyden-
taa siten, etté sille loydetéddn Eukleideen algoritmi ja yksikésitteisen tekijoihinjako.
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Kuva 6. Vasemmalla Z[v/—3]| ja oikealla Z[(3].

Lause 70. Jakoyhtilé renkaassa Z[(3]. Olkoon o, 5 # 0 € Z[(3]. Silloin on
olemassa p, u € Z[\/G3] siten, etti

a=pb+p ja |p| <|Bl

Todistus. Kuvassa [6] on kuvattu Z[(s] tasossa. Voidaan olettaa, ettéd jokainen tason
piste siséltyy kolmioon ja silloin kolmion etéisyys lahimmésta kérjestd on vihemmén
kuin kolmion sivun pituus. Itse asiassa sen etéisyys mistd tahansa ympéaroivien kol-
mioiden kérjistd on vihemman kuin sivun pituus. Témé voidaan osoittaa piirtamalla
ympyréa kolmion ympérille siten, ettd ympyran keskipiste on kérjessa (.

Kuva 7. Jako-ominaisuus renkaassa Z|[(3].

Etéisyys jollain alkiolla a € Z[(3] on
ol = la = upl.

Nyt kérjen « etiisyys lahimmésté kérjesta p/5 on vihemmén kuin |5|. Ta4ma osoittaa,
ettd renkaalla Z[(3] on jakoyht&lo. O
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Yksikisitteisen tekijoihinjaon todistaminen

Néytetadn, ettd Z[(3] on Eukleideen alue ja silloin on voimassa yksikésitteinen teki-
joihinjako. Kéytetddn samaa oletusta, mitd kédytettiin renkaan Z[y/—2| kasittelyssé
ja osoitetaan, etté rengas Z[(3] on Eukleideen alue.

Olkoon

—1+v=3

2l6) = 2[—

!

Luvussa [2.2 médriteltiin normi N(a + b(3) = a® — ab+ b* renkaalle Z|[(3]. Luvussa
osoitettiin myds, ettd N(a) = |a|? = aa.

Todistus. Olkoot « = a+b(3 , 5 =c+d(s#0jac,B € Z[)]

N(aB) = N((a+bG)(c+ dG))
= ((a+bGs)(c+ dCs))((a + bGs) (¢ + dCs))
= (a +b(3)(a + b()(c+ ds)(c + d(3)
= N(a)N(B).

Nyt algebrallisessa kokonaisalueessa pétee:

Oé_@+b<3

B c4dGs
_ (a+bG)(c +dgs)
(c+dG)(c+ ds)
_act bccggi—;d%’;ibd@@ (GG =1 ja G+G=-1)
ac+ beCs +ad(—1 — (3) + bd
+d?—cd
_ac—ad+bd bc — ad
2 4+d?—cd +02+d2—ch3
=e+ [,

kun

_ab+cd—ad i f— bc — ad
2+ d2—cd R+ d?—cd

Valitaan u, v € Z siten, etté |e—u| < %ja |f—v| < % Olkoot ¢ = u+v(s jar = a—[fq.
Jos r # 0, niin

«

Tza—ﬁqz/@(E—Q)
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ja siten

|
=[BP((e = w)* + (f =v)* = (e = u)(f —v))
< W(i + i + i)
~ 13

N (B) < N(B).

Taméi todistaa, ettd rengas Z[(3] on Eukleideen alue. Tulos on itseasiassa voimak-
kaampi kuin téssé tilanteessa oltaisiin tarvittu, mutta se todistaa yksikésitteisen te-
kijéihinjaon onnistumisen renkaassa Z|[(3]. O

~—~

Yksikésitteisen tekijoihinjaon onnistuminen renkaassa Z|[(3] auttaisi Diofantoksen yh-
talon o + y® = 23 ratkaisussa, silld yhtilo voitaisiin muuttaa muotoon

24y = (z+y)(z+ Gy)(z+ Cy).

Renkaan Z[(3] tekijoihinjakoa hyodyntamélld saataisiin todistettua, ettd yhtalolld
22 + 3 = 23 ei ole ratkaisuja luonnollisten lukujen joukossa. Tésté lisdd ldhteessi
[, s. 129-136].

Nyt ollaan osoitettu, etta yksikasitteinen tekijoihinjako onnistuu algebrallisten koko-
naislukujen muodostamissa renkaissa Z, Z[v/—2] ja Z[(3], seké osoitettiin, ettd yksi-
kiisitteinen tekijoihinjako ei ole voimassa renkaassa Z[v/—3|. Seuraavaksi tullaan huo-
maamaan, etti yksikisitteinen tekijoihinjako ei onnistu myoskéin renkaassa Z[/=5.
Tilannetta voidaan kuitenkin "korjata” ideaalien avulla.
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5. IDEAALI-KASITTEEN KAYTTOONOTTO

Kuten jo aiemmista esimerkeistd huomattiin, aritmetiikan peruslausetta ei voida yleis-
tdd patemidn kaikille algebrallisten kokonaislukujen muodostamille renkaille. Ren-
kaan Z[y/—3] tilanteessa rengas “korjattiiin” laajentamalla se renkaaksi Z[(3). Téssi
luvussa otetaan kayttoon késite ideaali, jonka avulla voidaan tédsmentéé ja tdydentaé
aiemmin esitettyja ajatuksia. Yksikésitteinen tekijoihinjako epédonnistuu myds ren-
kaassa Z[v/—5], ja sit# ei voida laajentaa samalla tavalla kuin rengas Z[/—3|. Richard
Dedekind on merkittavé henkild ideaalien teorian kehittdmisessd. Hén huomasi, etté
sellaisille renkaille, joissa yksikésitteinen tekijoihinjako epdonnistuu, voidaan kuiten-
kin mahdollisesti méa&rittaéd yksikasitteinen tekijoihinjako alkuideaaleilla, jotka eivit
kuitenkaan ole péadideaaleja. Luvun todistukset ja madritelméat seuraavat 1dhteita [1],
[6] ja [7]. Geometristen ideoiden taustalla on lihde [IJ.

Tassé luvussa sisdltyvyydelle eli inkluusiolle kidytetdan symbolia C. Kun A C B,
sanotaan joukon A olevan joukon B osajoukko. Jos A C B ja B C A, niin A = B.
Sisdltyvyys ei kielld mahdollisuutta, ettd joukot olisivat samoja. Toisin sanoen siis
siséltyvyyden ei tarvitse olla aitoa.

5.1. Ideaalin méaéiritelméi ja ominaisuudet.

Maéaritelma 71. Ideaali I on renkaan R epétyhji osajoukko siten, etté

(1)a € I'jab €  =a+be I
(2) a € I'jar €e R=ar € I.

Ideaalille 7 on mééaritelty yhteen- ja kertolasku. Lisdksi sille voitaisiin méadritelld myos
vahennyslasku.

Lause 72. Olkoon R vaihdannainen rengas ja ci,cs,..,c, € R ja
(8) I={rc+reco+--+rye,:ry,..,rm € RonecZ}
Tdlloin I on renkaan R ideaali ja sanotaan, ettd I on alkioiden c; virittdmd ideaals.
Todistus. Olkoon
a=r1C1 +79C + ... +10Cp € I ja b= 5101 + Soco + ... + 5,0, € 1.
Talloin
a—b=(ri—s1)c1+ ...+ (rn — sp)en €1,

joten ensimmaéinen ehto pétee.

Olkoon u € R. Liitdnnaisyydesta seuraa, ettd
ua = au = (ury)cy + (urg)ca + ... + (ury)c, € 1.
T&amé osoittaa, ettd I on renkaan ideaali. 0

Maaritelma 73. Vaihdannaisen renkaan R ideaali I on pédideaali, jos se voidaan
esittdd muodossa

I ={re;:r € R}.
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Merkitaan
I = (Cl).
Jos renkaan kaikki ideaalit pédideaaleja, niin R on padideaalialue.

Esimerkki 74. Osoitetaan, etté kaikki kokonaislukujen ideaalit ovat paidideaaleja.

Tapaus I = (0) selvi, joten oletetaan, ettd I # (0). Talloin ideaali I on epétyhji
joukko, jolla on pienin positiivinen alkio a. Ideaalille on voimassa kertolasku ja [
sisaltad kaikki alkiot ar,r € Z. Taten

(a) C I.
Jos b = 0, niin selvésti b = a0 € (a). Olkoon b € [ siten, ettd b # 0. Oletetaan,
ettd b > 0. Télloin jakoyhtélon nojalla on olemassa alkiot q,r € Z, jotka toteuttavat
yhtélon
=aq+7r ja 0<r<a.
Nyt r =b—aq € I (a,b € I), mikd seuraa médritelmésta . Oletuksesta r < a ja

tiedosta, ettd a on pienin alkio ideaalissa I, saadaan r = 0. Téten b = aq € (a) ja
I C (a), mika osoittaa, ettd I = (a).

Lause 75. Olkoon R vaihdannainen rengas ja olkoot alkiot a,b,d € R ja d # Og. Jos
dR = aR + bR = {ary + bry : 11,75 € R},

silloin syt (a, b) = d.

Todistus. Olkoon aR+ bR on pienin ideaali, joka siséltda alkiot a ja b. Oletetaan, etté

dR = aR+bR (a,b € dR). Tilloin a € aR C aR+bR = dR sekd d | a ja d | b. Olkoot
a = sc ja b= ct. Ja koska tiedetédin, ettd d € dR = aR + DR, saadaan

d = ua + vb = usc + vet = (us + vt)c = c| d.
Tamé osoittaa, ettéd syt (a,b) = d. O

Lemma 76. Olkoon D padideaalialue ja alkiot a,b € D siten, ettd a,b # 0p. Tdlldin
on olemassa alkiot s,t € D siten, ettd

syt (a,b) = as + bt.
Lisdksi alkioiden a ja b kakst suurinta yhteistd tekijid ovat assosioituja.

Todistus. Olkoot a,b # 0p. Koska D on pédideaalialue, voidaan valita ideaalin aD +
bD generoiva alkio d # 0p. Aiemman lemman nojalla d on suurin yhteinen tekija ja
se voidaan esittdd muodossa as + bt, kun s,t € R. Jos d’ on toinen suurin yhteinen
tekija, silloin d' | d ja d | d’, misté seuraa viimeinen viite. O

Lemma 77. Olkoon R rengas ja alkiot a,b € R. Tdalldin (a) C (b), jos ja vain jos
b| a.

Todistus.

"=": Oletetaan ensin (a) C (b). Oletuksesta seuraa, ettd a € (a) ja edelleen a € (b).

T4ll6in on olemassa k € R siten, ettd a = bk, joten b | a.

7<": Oletetaan nyt, ettd b | a. Olkoon ka € (a). Oletuksesta seuraa, ettd on olemassa

n € D siten, ettd a = nb. Tésté seuraa, ettd ka = knb € (b), miké osoittaa (a) C (b).
0
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Voidaan siis sanoa, ettd inkluusio tarkoittaa pédideaaleille samaa kuin ideaalien vi-
rittédvien alkioiden jaollisuus.

Esimerkki 78. Olkoon p € Z alkuluku ja ideaali (ab) C (p). Osoitetaan, ettéd silloin
myds (a) C (p) tai (b) C (p).

Esimerkissé [74] osoitettin, ettd kaikki kokonaislukujen ideaalit ovat péadideaaleja, joten
olkoot (a) = {ar : r € R} ja (b) = {br : r € R}. Oletetaan, ettd (a) ¢ (p), jolloin
osoitettavaksi jad, ettd (b) C (p). Lemman 77| nojalla tiedetééin, etta
(b) C(p)=pla
ja talloin (a) ¢ (p) = p1 a. Tiedetédén, ettd
(ab) C (p)
=p|ab
=pl|b
= (b) C (p),
joten viite on todistettu.
5.2. Eukleideen alue on yksikisitteisen tekijoihinjaon alue. Jos tiedetédén, et-
td renkaalla on voimassa Eukleideen algorimi, voidaan sen osoittaa olevan Eukleideen
alue. Téssé luvussa todistetaan, ettd jokainen Eukleideen alue on myos yksikésitteisen
tekijoihinjaon alue. Liséksi huomataan, etté jos rengas on Eukleideen alue, niin se on

my0s paiideaalialue. Tassé luvussa otetaan kiayttoon kisite alkuideaali. Alkuideaalit
ovat alkutekijoitd ideaalien joukossa kuten alkuluvut ovat kokonaislukujen joukossa.

Lause 79. Olkoon p jaoton alkio padideaalialueessa D. Jos a,b € D ja p | ab, niin
plataiplb.

Todistus. Oletetaan, ettd p | ab ja p 1 a. Silloin syt (p,a) = 1. Télléin on olemassa
q1,q2 € D, siten etta

L =pq +age

b= p(bq:) + (ab)qs.
Ja koska p | ab, tiaytyy olla p | b. O

Maaritelma 80. Ideaalia I sanotaan renkaan R aidoksi ideaaliksi, jos I # R.

Mairitelméa 81. Olkoon [ # (1) vaihdannaisen renkaan R aito ideaali. Jos ehdosta
ab € I seuraa, ettd a € [ tai b € [ kaikilla a,b € R, sanotaan ideaalin olevan renkaan
R alkuideaali. Ideaalin [ sanotaan olevan renkaan R maksimaalinen ideaali, jos
kaikilla renkaan R ideaaleilla J ehdosta I C J C R seuraa, ettd J = [ tai J = R. Jos
ideaali I = (1), kiytetddn ideaalille nimitysta yksikkodideaali.
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Lemma 82. Olkoon D pddideaalialue ja p € D siten, etti p # Op. Tdlloin p on
jaoton pddideaalialueessa D, jos ja vain jos pD on alkuideaali pddideaalialueessa D.

Todistus.

"=": Oletetaan, ettd p € D on jaoton. Jos ab € D, kun a,b € D, niin lauseen
nojalla joko a € pD tai b € pD. Téten pD on alkuideaali.

"«<": Olkoon pD C D alkuideaali. Jos p ei ole jaoton, silloin p = ab joillain alkioilla
a,b € D, jotka eivit ole yksikoitd. Koska ab € pD oletuksesta seuraa, ettd a € pD
tai b € pD ja edelleen joko p | a tai p | b. Jos p | a, niin @ = pec jollain ¢ € D ja
siten p = pcb. Saadaan, ettd cd = 1. Seuraa ristiriita oletuksen kanssa, silld b ei ole
yksikko. Jos p | b niin paddytadn samanlaiseen ristiriitaan. Taméi osoittaa, ettd pD
on alkuideaali, p # (1) ja se on silloin jaoton. O

Lemma 83. Olkoon D pddideaalialue. Oletetaan, ettd Iy C I, C ... Tdlloin I, = I,
kaikilla n > m.

Todistus. Olkoon I; C I, C ... miké tahansa nouseva ideaalien ketju ja olkoon

I = G I,.
n=1

Jos a,b € I, niin a € I; ja b € I, jollain j,k € N. Oletetaan, ettd 7 > £ ja silloin
a+bel;. Saadaan a+b € I; C I. Josr € D, niin ra € I; C I. Nyt I on ideaali
padideaalialueessa D ja I = c¢D, jollain ¢ € D. Olkoon ¢ € I, jollain m € N. Siitd
seuraa, ettd [ =c¢D C I, ja

I, = I = I, kaikilla n > m.

Lause 84. Jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaals.

Todistus. Oletetaan, ettd M on maksimaalinen ideaali siten, ettd ab € M ja a & M.
Halutaan siis osoittaa, ettd b € M. Merkitaan

Mla] ={ar+ms:r,s € R,m € M}.
Ideaali M[a] siséltdd ideaalin M ja alkion a, sekd M, a € R. Maksimaalisuuden takia
pitéd olla Mla] = D, joten 1 € M|a]. Téll6in saadaan osoitettua, etté

I =ar+ms

b= (ab)r + m(bs)

=be M, silla ab e M jam € M,

miké todistaa viitteen. [l

Nyt ollaan osoitettu, ettéd jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaali. Tama ei kui-
tenkaan tarkoita, ettd alkuideaali olisi aina maksimaalinen. Esimerkissé [74] on osoi-
tettu, ettd kaikki kokonaislukujen ideaalit ovat padideaaleja. Kuitenkin huomataan,
ettd (0) on alkuideaali, mutta se ei ole maksimaalinen. Tietyissé tilanteissa alkuide-
aali on maksimaalinen ja seuraavaksi esitetddn kyseinen tulos. Téta tietoa tullaan
tarvitsemaan renkaan Z[/—5] yksikisitteisen alkuideaalihajotelman todistuksessa.
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Lause 85. Jokainen nollasta poikkeava alkuideaali pidideaalialueessa on maksimaa-
linen.

Todistus. Olkoon P # (0) alkuideaali padideaalialueessa D. Olkoon J ideaali, jolle
piatee P C J C D. Silla D on pééaideaalialue, voidaan olettaa, ettdi P = Da ja
J = Db, jollain ab € D. Télloin a € A ja saadaan, ettd a € J. Télloin on olemassa
d € D siten, ettd a = db. Téasté seuraa, ettd db € P ja joko b € P tai d € P. Nyt jos
be P, niin P=D. Josd € P, niind=sa (s & D) jasiten P on alkion a virittdma
alkuideaali. Talloin
a = sab= 1= sb,
mikid osoittaa, ettd 1 € J ja siten S = D. O

Lause 86. Jokainen Eukleideen alue on pddideaalialue.
Todistus. Olkoon D Eukleideen alue ja ideaali I # (0) C D. Olkoon
J={N(d) eN:del,d+#0}.

Talloin J on luonnollisten lukujen joukon epétyhji osajoukko, joten joukossa J on
pienin luku (lause [1]) eli on olemassa d € I, d # 0, jolle N(d) < N(c) kaikille ¢ € 1,
¢ # 0. Osoitetaan, etté
I =dbD.

Tiedetédén, ettd d € I ja talloin myos dD C I, joten riittéé osoittaa I C dD. Olkoon
a € I ja merkitdén a = dg + r, missd r = 0 tai N(r) < N(d). Koska N(d) on
joukon pienin alkio, taytyy olla r = 0. Tall6in a = dg € dD, mika tdydentdd véitteen
todistuksen ja ollaan osoitettu, ettd I = dD. O

Lause 87. Jokainen pddideaalialue on yksikdsitteisen tekijoihinjaon alue.

Todistus. Olkoon D péaideaalialue ja olkoon d € D siten, ettd d ei ole yksikko ja se
on nollasta poikkeava. Oletetaan, ettd alkiota d ei voi kirjoittaa jaottomien alkioiden
tulona, joten d ei ole silloin jaoton. Koska d ei ole jaoton, merkitéddn d = a,b;, missé
péadideaalialueen alkiot aq, by eivit ole yksikoité.

Oletetaan ensin, ettd alkiota a; ei voi kirjoittaa jaottomien alkioiden tulona. Ole-
tuksesta seuraa, ettd by ei ole yksikko, joten saadaan dD C a;D. Jatketaan samaa
prosessia ja otetaan alkiosta a; tekija ao, jota ei voida esittdd jaottomien alkioiden
tulona. Saadaan a1 D C ayD. Jatkamalla néin saadaan

dD C alD C CL2D C ..

miké on ristiriidassa lemman [83] kanssa.

Oletetaan nyt, ettd d = p1pa- - Pn = Q1q2 * * * G, missd n < m. Toisin sanoen olete-
taan, ettd d voidaan kirjoittaa kahdella eri tavalla jaottomien alkioiden tulona. Koska
p1 on jaoton ja jakaa jonkin alkioista ¢1qs---¢q,. Voidaan sanoa, ettd p; | ¢;, jol-
lain ¢ = 1. Tiedetédédn, ettd p; ja ¢ ovat jaottomia ja jarjestysté vaihtamalla voidaan
olettaa, ettd p; | ¢;. Voidaan merkité

P2 Pn = UQ2 -+ G, Missd u on yksikko.

Jatkamalla prosessia saadaan lopulta, ettd p; ja ¢; ovat jaottomia ja p; | ¢;. 0
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Seuraus 88. Fukleideen alue on yksikdsitteisen tekijoihinjaon alue.

Yksikasitteisen

tekijéihinjaon
alue
Paaideaalialue

Eukleideen
alue

V)

i)

ZGs]

Kuva 8. Eukleideen alue on pidideaalialue ja yksikésitteisen tekijoi-
hinjaon alue.

Taytyy kuitenkin muistaa, ettd jokainen Eukleideen alue on yksikésitteisen tekijoi-
hinjaon alue, mutta jokainen yksikésitteisen tekijoihinjaonalue ei ole Eukleideen alue.

Esimerkki 89. Osoitetaan, etté yksikésitteinen tekijoihinjako epdonnistuu renkaas-

sa Z[v/—5).

Olkoon

R=ZvV-5]={a+bv-=5: a,b € Z}.
Olkoon r = a + by/=5 € R, ja mééritelliin N(r) = a? + 5b%. Jos a on kokonaisalueen
R yksikko, silloin N(r)N(r=') = N(rr=!) = 1 ja téiytyisi olla N(r) = 1. Tilléin ainoa
mahdollisuus olisi, ettd a = £1 ja b = 0 ja silloin kokonaisalueen R yksikot olisivat £1.

Tutkimalla kokonaislukua 6, huomataan etté silld on kaksi erilaista tekijoihinjakoa

6=2-3=(1++vV=5)(1—V-5).

Osoitetaan, ettd luvut 2,3,1 4+ /=5 ja 1 — +/—5 ovat jaottomia kokonaisalueessa R,

jaon alue.

Aloitetaan sill, ettd tutkitaan yht#loitd a® + 50 = 2 ja a® + 50> = 3. Huomataan,
ettd yhtalsilla ei ole kokonaislukuratkaisuja ja siten kokonaisalueella R ei ole alkioita,
joiden normi olisi 2 tai 3. Jos rs = 3, jossa r,s € R ja r,s eivit ole yksikoité, niin
N(r)N(s) = N(3) = 9. Taytyy olla N(r) > 1 ja N(s) > 1. Néistd tiedoista voidaan
paatelld, ettd N(r) = 3 ja N(s) = 3, misté seuraa ristiriita. Samalla tavalla voitaisiin
osoittaa, ettd 2 on jaoton kokonaisalueessa R.

Jos rs = 1+ /=5, missii luvut r,s € R eiviit ole yksikéitii, seuraa N(r)N(s) =
N(1++/=5) = 6. Tam4 on ristiriita, silldi N(r) = 2 tai N(r) = 3. Samalla taval-
la osoitettaisiin my6s 1 — v/—5 jaottomuus kokonaisalueessa R, joten on todistettu
Z[/—5] ei ole yksikisitteisen tekijéihinjaon alue.
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5.3. Tekijoihinjaon tutkimista renkaassa Z[/—3|. Esimerkiss#[69|osoitettiin, et-
td Z[v/—3] ei ole yksikiisitteisen tekijéihinjaon alue. Lauseista |86|ja 87| seuraa, etti se
ei ole myoskidn padideaalialue. Renkaille Z[v/—3] ja Z+/—5, joille yksikisitteinen te-
kijoihinjako epédonnistuu, voidaan 16ytéda kuitenkin tekijoihinjaot kayttden ideaaleja,
jotka eivét ole padideaaleja. Lahdetddn nyt tutkimaan jako-ominaisuutta tarkemmin
renkaissa Z[v/—3] ja Z[v/—5], joissa yksikisitteinen tekijéihinjako epdonnistuu.

Esimerkist [69 huomataan, ettd luvulle 4 voidaan 16ytai kaksi erilaista tekijoihinjakoa
4=2-2=(1+v-3)(1—-+v-3).

Tamai siis tarkoittaa, ettd tekijoihinjako ei ole yksikésitteinen. Ottamalla mukaan ide-
aalit voidaan muodostaa ideaali (2) + (1++/—3), joka on summa lukujen 2 ja 1++/—3
monikerroista.

Osoitetaan, etté
(9) 2)+(1+vV=3)={2m+ (1 +V=3)n:m,ncZ}.
Valitaan jokin ideaalin (2) + (1 4+ v/—3) mielivaltainen alkio. Merkit#in sit
2(a 4+ bV =3) + (1 + v=3)(c + dvV/—-3) a,b,c,d € 7.
Jarjestelemélld alkion termeji saadaan
20@—b—2d)+(1++v=-3)2b+c+d)=2m+ (1 +v=3)n, m,ncZ

Talloin siis

2)+ (1 +vV=3)c{2m+ (1 ++V=-3)n:m,ncZ}.
Liséksi

{2m+ (1 +V=3n:mneZ} c(2)+(1+V-3),

miké seuraa tiedosta, ettd ideaali (2) + (1++/—3) siséltdd kaikki lukujen 2 ja 1++/—3
monikertojen summat. Ta4mé osoittaa viitteen.

Kuvan @ vasemmalla puolella on merkitty siniselld ideaali (2)+ (1++/—3). Vertaamal-
la oikeaan puoleen huomataan, ettd kuviot ovat tdsmaélleen samat: molemmissa ku-
vioissa tasoon muodostuu kolmiohila. Vertaamalla kuvaan |§|, jossa on esitetty Z[v/—3]
tasossa, huomataan kuvion olevan erilainen.

Olkoon a renkaan Z[y/—3] alkio. Jos ideaali (2)+(1++/—3) olisi piiideaali, niin kaikki
renkaan Z[v/—3] alkiot kuuluisivat ideaaliin. Taytyisi siis olla (2) + (2 ++v/=3) = (a).
Kuvasta huomataan, ettéi niin ei ole, joten (2) + (1 + +/=3) ei ole renkaan Z[y/—3]
padideaali. Puolestaan jokainen renkaan Z[(3] alkio kuuluu ideaaliin (%53), joten se
on péiideaali. Kuvasta@ nihdéén, ettd ideaali (2) + (1++/—3) niyttid tdsmélleen sa-
malta tasossa kuin ideaali (%53) Luvussa [4.3| néytettiin, ettd Z[(3] on Eukleideen
alue, joten se on myos pidideaalialue. Téstd voidaan siis yhteenvetona sanoa, ettd
(2) + (1 + v/=3) C Z[/=3] ei ole piidideaali, mutta ottamalla mukaan niin sanotut
“ideaaliluvut” rengas Z[v/—3] tiydentyy renkaaksi Z[(3].
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Kuva 9. Vasemmalla (2) + (1 +v/—3) € Z[v/=3] ja oikealla (22Y=3) = Z[¢]

2

Luku %:q’ jakaa luvut 2 ja 1+ +/—3 renkaassa Z[(3] ja sen normi on 1. T#std seuraa,

etta
1++/-3
syt (2,14 vV-3) = +T

Jatkamalla tarkastelua samoin kuin luvussa [4.3] voitaisiin tutkia tekijoihinjakoa ja
osoittaa sen yksikisitteisyys. Toisin sanoen renkaalla Z[/—3] voidaan méaarittis yk-
sikésitteinen tekijoihinjako ideaalien avulla, mutta koska se tapahtuu ideaalilukujen
avulla alkuperéisen renkaan ulkopuolella. Se ei kuitenkaan ole sama asia kuin yksika-
sitteinen tekijoihinjako eli aritmetiikan peruslause.

5.4. Tekijoihinjaon tutkimista renkaassa Z[\/—5|. Renkaassa Z[v/—5| ei voida
suorittaa samanlaista korjaustoimenpidettd kuin tehtiin laajennettaessa Z[v/—3] ren-
kaaksi Z[(3]. Tama johtuu siité, ettd Z[/—5] sisdltdd jo kaikki kokonaisluvut renkaas-

ta Q[v/~5].

Esimerkissé |89 osoitettiin, ettd luvulle 6 16ydetédén kaksi tekijoihinjakoa

2-3=(14++v-5)(1—v-5).
Luvuille 2,3,1 4+ +/—5 ja 1 — /=5 voidaan laskea normit 4,9, 6,6. Huomataan, etta
ei ole olemassa sellaista lukua a + by/—5 € Z[—5], jonka normi a? + 50 olisi 2 tai
3. Voidaan todeta, ettd luvut 2,3,1 + /=5 ja 1 — /=5 ovat alkutekijoitd renkaassa
Z[\/—5]. Aloitetaan etsimélla "suurin yhteinen tekija”. Olkoon

(2) + (1+v=5),

joka on summa luvun 2 monikerroista ja luvun 1+ +/—5 monikerroista. Toteuttamalla
samanlainen laskutoimitus kuin késiteltdessé rengasta Z[v/—3], saadaan

2(a 4+ bv=5) + (1 + V=5)(c + dv—=5) € (2) + (1 + vV/=5)
ja edelleen tulos
2)+(1+vV=5)={2m+ (1 +V=5)n:m,ncZ}.

Ideaali on esitetty kuvassa . Kuvasta huomataan selkeiisti, etté siniset pallot (kuu-
luvat ideaaliin) eivit ole kohtisuorassa, kuten pisteet olisivat renkaassa Z[v/—5]. Ylei-
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Kuva 10. (2) + (1 +v/=5) C Z[v=5].

semmin sanottuna renkaan Z[v/—5| alkiot kerrottuna luvulla § muodostavat renkaan
ideaalin (). Tamé ideaali ei ole kuitenkaan p#dideaali, joten rengas Z[v/—5] ei ole
péaaideaalialue.

5.4.1. Tekijoithinjako ideaalien avulla.
Maaritelma 90. Olkoon A ja B renkaan R ideaaleja. Silloin
AB = {aiby + asby + -+ apby : k € Z,,a; € A, b; € B}.
Maaritelma 91. Jokainen P on alkuideaali, jos
ABCP=ACPtaiBCP

Lause 92. Olkoon P alkuideaali. Seuraavat kohdat ovat ekvivalentit

(1) ABCP=ACPtauiBCP.
(2) abe P=a€ P taibe P.

Todistus. Osoitetaan ensin (1) = (2):

Olkoon ab € P, joten (ab) C P, miki seuraa ideaalin ominaisuuksista. T&lloin myos
(a)(b) C P. Oletuksen mukaan (a) C P tai (b) C P ja télloin a € P tai b € P, silla
tiedetddn, ettd a € (a) ja b € (b).

Osoitetaan sitten (2) = (1):
Oletetaan, ettd AB C P ja A ¢ P. Halutaan siis osoittaa, ettd B C P. Olkoon a € A
siten, ettd a ¢ P. Talloin myos ab € P. Oletuksesta (2) seuraa, ettd a € P tai b € P.
Koska oletuksen mukaan a ¢ P, taytyy olla b € P. Tésté seuraa, etti B C P.

OJ

Laskujen lukemisen helpottamiseksi merkitiain ideaaleja seuraavasti lukupareina (o, ).
Esimerkiksi merkitd&n

(2) + (1 +vV=5) = (2,1 4+ V5).

Téamé& kannattaa huomioida vélttadkseen vaarinkasitykset seuraavassa esimerkissé.
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Esimerkki 93. Osoitetaan seuraavat alkuideaalihajotelmat
a) (2) =(2,14++v-5)(2,1++v/-5H)

Midiritelmésti [00] saadaan, etti
4=2-2€(2,1+vV=5)(2,1++v-5),
24+2V=5=2-(1++v=5) € (2,1 +v=5)(2,1+v-5),
4425 =(1+vV=5)1+V=5) € (2,1 ++v-5)(2,1++-5).
Tiedetédédn, ettéa
4,24+ 25, —4+2v/-5€ (2,1 +vV=5)(2,1 + vV-5)
ja koska yhteen- ja vdhennyslasku on voimassa, saadaan
2¢€(2,14+v=5)(2,1+v-5).

Kaikki luvun 2 monikerrat kuuluvat joukkoon (2,14 +/—5)(2,1++/—5), misté seuraa
etta

(2) C (2,14+V=5)(2,1+V-5).
Vield téytyy osoittaa toinen suunta. Jokainen alkio, joka kuuluu joukkoon (2,1 +
Vv—=5)(2,1 + v/=5) koostuu termeistd 2m ja (1 + v/—5)n. Mikd tahansa tulo 2m on
luvun 2 monikerta, joten myos jokainen alkio, joka kuuluu (2, 1++/—5)(2, 1++/=5) =
4 4+ 6 = 10, mika on luvun 2 monikerta. Tamé osoittaa, etté

(2,1+vV=5)(2,1+v=5) C (2).

b) (3) = (3, 14+ v/~=5)(3,1 —v/-5)

Kéytetddn jilleen méadritelmis [90}
9=3-3¢(3,1+vV-5)(3,1 —v-5),
6=(1++v=-5)(1—vV=5)€(3,1+V=5)(3,1-+V-5).
Ja kun tiedetéén, etté
9,6 € (3,1+v=5)(3,1 —V/=5),
niin siité seuraa
3€(3,1+vV-5)(3,1—V-5).

Koska renkaalle Z[v/—5] on méadritelty kertolasku saadaan, ettd kaikki luvun 3 moni-
kerrat siséltyvit myos joukkoon (3,1 ++/—5)(3,1 — /—5). Tésté seuraa, ettd

(3) C (3,1 4++vV=5)(3,1 —+/-5).

Osoitetaan, vield toinen suunta:

Jokainen alkio, joka kuuluu joukkoon (3,1 + v/=5)(3,1 — /=5) on termien 3m ja
(1 £ +/=5)n summa. Miki tahansa tulo 3m on luvun 3 monikerta, joten jokainen sen
alkio kuuluu myés joukkoon (1 + v/=5)(1 — /=5) = 6. Tésti seuraa, etti jokainen
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alkio, joka kuuluu (3,1 +1/—5)(3,1 —+/—5) on luvun 3 monikerta, ja télléin ollaan
osoitettu, ettéd (3,14 +/—=5)(3,1 —+/—=5) C (3).

Esimerkin nojalla luvun 6 tekijéihinjako voidaan esittdd muiden tapojen liséiksi myos
ideaalien avulla. Saadaan alkuideaalihajotelma

(6) = (2)(3) = (2,1 + V=5)*(3,1+/=5)(3,1 — v/=5).
Toisaalta myos
(6) = (14 v/=5)(1 - v=5),

koska voitaisiin osoittaa esimerkin tavoin myds, etté
(1+vV-=5)=(2,1++vV-5)(3,1++v-5)
(1-v-=5)=(2,1++v-5)(3,1 —+v-b).

Huomataan, ettd kaksi luvun 6 erilaista tekijoihinjakoa voidaan itseasiassa muodostaa
samoista alkuideaaleista. Seuraavaksi lihdetddn osoittamaan, etté alkuideaalihajotel-
ma todella on yksikésitteinen.

5.5. Alkuideaalihajotelman yksikisitteisyys. Kuten aiemmista esimerkeisté huo-
mattiin, luvulle 6 16ydetdén kaksi alkutekijihajotelmaa, joilla on kuitenkin sama al-
kuideaalihajotelma renkaassa Z[v/—5]. Tama ei vield todista yksikésitteisyytti, mut-
ta antaa vihjetta siihen suuntaan, ettd sellainen saatettaisiin 1oytaa. Tullaan osoitta-
maan, ettd yksikésitteinen alkuideaalihajotelma todella 16ytyy. Maéaritelladn kuiten-
kin sitd ennen kongruenssit ideaaleilla.

5.5.1. Kongruensst ideaaleilla.
Maaritelma 94. Olkoon [ renkaan R ideaali ja a,b € R. Talloin
a=b (modl)<a—-bel

Lause 95. Olkoon I C R renkaan R ideaali. Tdlloin
(1) a=a (mod I)
(2) Josa=0b (mod I),niinb = a (mod I)
(3) Josa=0b (mod I) jab=c (mod I),niina = ¢ (mod I)

Todistus.

(1) a —a = 0g € I, miki todistaa ensimmaéisen véitteen.
(2) Josa—be I, niinb—a=—(a—b) =0gr—(a—0b). Koska O € I ja (a—b) € I,
niin ideaalin mééaritelmén nojalla viite todistettu.
(3) Josa—beljab—ce I, niin (a—c) = (a—b)—(b—c) € I, joten viite patee.
O

Maaritelmi 96. Olkoon I renkaan R ideaali. Joukkoa
I+a={i+a:iel}={a+i:iel}=a+1

sanotaan alkion a maéaaraamaéaksi sivuluokaksi. Kaikkien sivuluokkien muodostamaa
joukkoa merkitdan R/I. Sivuluokkien joukko R/I on myos kongruenssiluokkien jouk-
ko (mod I).
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Maaritelma 97. Vaihdannainen rengas on kunta, jos se sisdltéa kaikkien alkioidensa
a # 0 kdanteisalkiot.

Lause 98. Renkaan R ideaali I on alkuideaali, jos ja vain jos joukossa R/I ei ole
nollanjakajaa. Nollanjakajat ovat (nollasta poikkeavia) kongruenssiluokkia I + a ja
I+ b, joiden tulo I 4+ ab on ideaali I, jonka luokka on 0.

Todistus.

"=": Oletetaan, ettd I on alkuideaali ja halutaan osoittaa, etté sivuluokkien joukolla
R/I ei ole nollanjakajia. Olkoon I 4+ ab = (0). T&lloin ab € I, josta seuraa, ettd myos
I'+a=(0)jal+b=(0). Tami osoittaa, ettd joukolla R/I ei ole nollanjakajia.
7<" Oletetaan, ettd joukolla R/I ei ole nollanjakajia, ja halutaan osoittaa, ettd I
on alkuideaali. Olkoon ab € I, josta seuraa I + ab = I. Kongruenssiluokkien méa-
ritelméstd saadaan (I + a)(I + b) = I ja oletuksesta, ettd joukolla R/I:1l4 ei ole
nollanjakajia seuraa I +a = I tai [ +b = I. Siis a € [ tai b € I, miké osoittaa, etta
I on alkuideaali. 0]

5.5.2. Alkuideaalihajotelman yksikdsitteisyyden todistaminen. Téssé luvus-
sa esitetddn loputkin tulokset, joiden avulla osoitetaan, ettd algebrallisten kokonaislu-
kujen muodostamalle renkaalle Z[v/—5] voidaan mirittdi alkuideaalihajotelma yk-
sikésitteisesti.

Lemma 99. Olkoon R vaihdannainen rengas (1 # 0). Tdlldin R on kunta jos ja vain
jos silld ei ole yhtddn epdtriviaalia ideaalia.

Todistus.

"=": Oletetaan, ettd R on kunta. Olkoon I mikd tahansa renkaan R ideaali. Joko
I = (0) tai on olemassa alkio a € I siten, ettd a # 0. Tarkastellaan jélkimméista
tapausta. Silli R on kunta on olemassa kiinteisalkio a~! ja siten millé tahansa r € R
pitee r = 7 -1 = r(a Ya = (ra 'a). Ideaalien miiritelméisti saadaan, etti r € I.
Tamé osoittaa, ettd I = (0) tai [ = R.

"«<": Oletetaan, ettd vaihdannaisella renkaalla R ei ole yhtdén aitoa ideaalia. Olkoon
a € R neutraalialkio. Halutaan osoittaa, etta

I={zx€R:z=ra, jollainr € R}.

Ideaali I on epétyhja joukko, silld a = a-1 € I. Olkoot ary, ary € I. Tall6in ary£ary =
a(ry + o) € I. Viela tidytyy osoittaa, ettd jos x = ar € I ja s € R, niin a(sr) € I.
Lasketaan xs = ars = a(rs). TAmé& osoittaa, ettd ylld mainittu joukko on ideaali.
Télloin taytyy olla [ = R, siten I # (0) ja 1 € R. Saadaan 1 = ra, jollain r € R.
T&amaé osoittaa, ettd r on kddntyvéa ja siten R on kunta. 0

Lemma 100. Olkoon I vaihdannaisen renkaan R ideaali. Jokaisella ideaalilla J C
R/I mddrittid ideaali 7' (J) renkaassa R ja jokaiselle ideaalille J C R, joka sisdltd
ideaalin I, voidaan mddrittida ideaali w(J) renkaassa R.

Todistus. Olkoon I C J, télloin
7(J)={a+1:a€J}.

Kaikilla alkioilla r +1 € R/I jaa+ I € wJ, saadaan (r+I)(a+ 1) =ra+ 1 € w(J),
kun ra € J. Toisaalta jos I C R/I, niin

7(J)={a€R:a+1€J}
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Josr€Rjaaen '(J),ninraen (J),jasitenra+I=(r+I)(a+I)eJ O

Lause 101. Olkoon I vaihdannaisen renkaan R aito ideaals.

(a) I on maksimaalinen ideaali, jos ja vain jos tekijarengas R/1 on kunta.
(b) I on renkaan R alkuideaali, jos ja vain jos tekijirengas R/I on kokonaisalue.

Todistus.

(a) Oletuksesta seuraa, etttd R on aito ideaali. Talloin (1) ¢ I jasiten 141 # 0+1.
Hyodyntamélld ylédpuolella todistettuja lemmoja[99] ja [100] saadaan, ettd viite
pétee ainoastaan silloin kuin ideaalien R ja [ vélilld ei ole aitoja ideaaleja.
Voidaan todeta, ettd I on maksimaalinen ideaali.

(b) 7<=” Oletetaan ettd R/I on kokonaisalue ja olkoot a,b € R siten, ettd ab € I.
T#lloin kokonaisalueessa R/I on mééritelty sivuluokkien kertolasku (a+1)(b+
I). Kaikkiin sivuluokkiin kuuluu neutraalialkio, joten on olemassa alkiot a,b
siten, etté (a+1)(b+1) = (0). Téstd seuraa, ettd jommankumman sivuluokista
(a+1) tai (b+ 1) taytyy olla nolla. T&ll6in joko a € I tai b € I, josta saadaan,
ettd ideaalin I taytyy olla alkuideaali.

"=" Oletetaan, ettd I on alkuideaali. Jos a,b € R siten, ettd (a + 1)(b+ 1) =
0+ I € R/I, niin seuraa ab € I ja edelleen a € I tai b € I. Téalléin joko
a+I=0+1taib+ I =0+ I, miki osoittaa, ettd R/I on kokonaisalue.

O

Jokainen kunta on siis kokonaisalue, mutta vélttaméatta jokainen kokonaisalue ei ole
kunta. Esitellddn vield ennen alkuideaalihajotelman yksikésitteisyyden todistamista
tarked tulos kvadraattisille kokonaisluvuille. Kvadraattisilla kokonaisluvuilla tarkoi-
tetaan muotoa
QIVd = {a+bVd:a,beQ}

olevia lukuja, joissa d on neliGvapaa. Luvun d sanotaan olevan nelidavapaa, jos eh-
dosta a? | d,a € Z seuraa, ettd a®> = 1. Joukolle Q[v/d] on voimassa laskutoimitukset
SR

Joukon QId] luvut eivit vilttdmétta ole kvadraattisia kokonaislukuja. Joukko Q[d]
on erés kvadraattisten lukujen muodostama kunta (katso méaritelméa algebralli-
set kokonaisluvut). Renkaan Q[d] kvadraattiset kokonaisluvut ovat kyseessid olevan
renkaan algebralliset kokonaisluvut.

Lause 102. Josd # 1 (mod 4), niin joukon Q[\/d] kokonaislukuja ovat a+bv/d, a,b €
Z. Jos d = 1 (mod 4), niin joukon Q[vd] kokonaislukuja ovat a + bv/d,a,b € 7 tai
a+3,b+3 €.

Todistus. Jos a 4+ bv/d € Q[v/d] on algebrallinen kokonaisluku, silloin se toteuttaa
yhtélon 22 + Ax + B = 0, A, B € 7. Tésti seuraa, ettd on olemassa yhtild, jonka
toinen ratkaisu on a — bv/d. Siten

22 + Az + B = (z — (a4 0Vd))(z — (a — bVd)) = 2% — 2az + (a* — db?).

Saadaan
A= —-2a ja B=a*—db
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miké osoittaa niiden olevan kokonaislukuja.
Tarkastellaan erikseen tilanteet, joissa 2a on parillinen tai pariton.

Olkoot 2a parillinen ja b = £ € Q. Nyt syt(k,m) = 1 ja myds syt(k?, m?) = 1.
Tiedosta a? — db* € Z saadaan, ettd myos db € Z. Voidaan tehdi padttely:

kA2
dbzzlez;»d<—> == dk?=Im? = m? | dk* = m? | d.
m
Silld syt(k?, m?) = 1, tiytyy olla m? = 1 = m = £1. Témi osoittaa, etti b € Z.

Olkoon nyt a+3 € Z, kun 2a on pariton. T#llsin (2a)? = 1 (mod 4) ja siten a*—ab® €
Z. Voidaan péaatella

(2a)> —d(2b)* =0 (mod 4) = d(2a)* = (2a)* =1 (mod 4).
Sillid (20)? = 3 (mod 4) on mahdotonta, saadaan
d=1 (mod4) ja (2b)>=1 (mod 4).
Téstd seuraa, ettd d = 1 (mod 4) ja 2b = 1 (mod 2). Téten siis b+ 1 € Z. O

Lause 103. Jos R on kokonaislukurengas imaginddrisessi kvadraattisessa kunnassa
ja A C R on ideaali, niin

AA = (k), jollain k € 7Z.

Todistus. Olkoon A = {am + fn :m,n € Z}, kun o, B € R. Télléin A = {am + Bn :
m,n € Z} ja méiritelméisté |90 seuraa

AA = {saa +tBB +uaBap : s, t,u € Z}.
Nyt a@, B3 ja @B + aff ovat renkaan R kokonaislukuja ja siten
aa, BB,aB + af € Z.
Tamén tiedon pohjalta voidaan tehdéa seuraava paittely:
syt (la®, 88,aB +af) =k, keZ.
Eukleideen algoritmista saadaan:
k= paa+qBB+r(aB+ap), p,qrcZ.
Nyt B B
ke AA= (k) C AA.
Osoitetaan vield toinen suunta. Halutaan niyttdd, ettd AA C (k). Riittdd niyttés,
ettd luku £ jakaa luvut aq, 88, a8, af. Se jakaa selvisti luvut aa ja 3. Tarkastellaan

yhtalod, jonka juuria luvut O;C—ﬁ ja %ﬁ ovat. Saadaan
k k/ k ko k7

Yhtalon kertoimien tiedetdén olevan kokonaislukuja, joten siten luvut %B ja % ovat
kvadraattisia kokonaislukuja ja renkaan R alkioita.

O



63

Lause 104. Olkoon R kokonaislukurengas imaginddarisessd kvadraattisessa kunnassa.
Jos A, B, C ovat (nollasta poikkeavia) renkaan R ideaaleja ja AC C AB, niin C' C B.

Todistus. Todistetaan lause hyddyntden lemmaa Oletetaan, ettd AC' C AB.
Kertomalla puolittain konjugaatilla A ja kayttdmalld lemmaa saadaan

(k)C C (k)B, keZ.
Ja koska tiedetéén, ettd ideaaleille B ja C' on voimassa kertolasku, seuraa (k)B = kB.

Ideaalille C' vastaavasti. Kertomalla yht#lo puolittain luvulla k~! saadaan
(k)C C (k)B=kC C kB=C C B.

Lause 105. Jos A ja B ovat renkaan R ideaaleja ja A C B, niin B | A ja
A= BC , kun C jokin ideaali.
Todistus. Tutkitaan ensin erityistilanne, missd B = (3) on pédiideaali. Nyt
ACB=AcC ()

= (3 jakaa kunkin A:n jdsenen

= A= (8){a/B:ac A}
= A= BC.

B on ideaali (f) ja myos C' = {«a/f : a € A} on renkaan R ideaali. Jaollisuuden
nojalla luku % on renkaan R alkio. Silld renkaalle R on voimassa yhteen- ja kerto-

lasku ja jokainen « on jaollinen luvulla 3, joten viite on todistettu erityistilanteessa.
Léhdetddn tutkimaan vield yleinen tilanne, kun B = () ei ole pédiideaali.

AcCc B= AB C BB

= AB C (k)
= AB = (k)C
= AB = BBC
= A= BC.
Pééttely on seurausta lauseista [I03] ja [104] O

Lause 106. Olkoon R kokonaislukurengas imaginddrisessi kvadraattisessa kunnassa.
Jokainen nollasta poikkeava ideaali A # R voidaan esittdd alkuideaalien tulona.

Todistus. Olkoon A ideaali renkaassa R. Jos A ei ole alkuideaali, se ei ole myoskaan
maksimaalinen ideaali lauseen nojalla. Siten on olemassa ideaali A C B, kun
B # R. Télloin lauseesta [L05| seuraa

A = BC, jollain ideaalilla C' C R.

Olkoon nyt B ideaali renkaassa R. Tehdédén vastaava padttely kuin ideaalille A. Saa-
daan

B = DFE, joillain ideaaleilla D, E C R.
Vastaavaa prosessia voitaisiin jatkaa, ja lopulta (dérellisen méérén jélkeen askelia)
saataisiin selville alkutekijihajotelma. Jokainen laajennus pitédd sisdllddn vahintdéan
yhden aiemmista luokista. Nollasta poikkeavalla ideaalilla I on &irellinen mééra
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kongruenssiluokkia A + r ja tiedetdan, ettd jokainen maksimaalinen ideaali on myos
alkuideaali, mika todistaa véitteen.

O

Aivan kuten aritmetiikan peruslauseessakin, yksikésitteisyys seuraa alkutekijihajo-
telman olemassaolosta. Nyt kédytossd on vain alkuideaalit alkulukujen sijasta. Yll&
osoitettiin, ettd ideaalit voidaan esittééd alkuideaalien tulona, joten jéljelld on end&
todistaa, ettd alkuideaalihajotelma on yksikésitteinen.

Lause 107. Alkuideaalihajotelma, jossa ideaalit ovat nollasta poikkeavia, on tekijoi-
den jdrjestystd vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Y114 osoitetun lauseen nojalla jokainen ideaali voidaan esittdéd alkuideaalien
tulona. Oletetaan, etté

PPy Pr=QuQa Q.
Tasta seuraa, ettd ); C P, jollain 7. Jarjestelemalld saadaan, ettd @); C P;. Télloin
taytyy olla P, = @1, silld jokainen alkuideaali on maksimaalinen. Jatketaan

Py P.=Qy Qs
Tastad saadaan @); C Ps, ja jarjestelemalld paddytadn jalleen Py = ()o. Jatkamalla

prosessia saadaan, ettd r = s ja P; = @); kaikilla 7. Tdma osoittaa yksikésitteisyyden.
OJ

Nyt ollaan osoitettu, etté rengas Z[v/—5] ei ole piiideaalialue ja tilléin sille ei voi-
da 16ytdda méadritelmén mukaista alkutekijihajotelmaa, kuten esimerkiksi renkaille
Z[V=2] ja Z|¢3] 16ydettiin. Tutkimalla renkaan Z[v/—5] ideaaleja huomataan, etti
renkaalle 10ydetdén hajotelma ideaalien avulla, mutta kuitenkaan l6ydetyn hajotel-
man ideaalit eivit ole pédideaaleja. Osoittamalla ideaalit alkuideaaleiksi voidaan to-
deta renkaalle Z[v/—5] 16ytyvin tekijoihinjako alkuideaalien avulla. Lause vii-
meistelee todistuksen ja osoittaa, ettd algebrallisten kokonaislukujen muodostamalle
renkaalle Z[/—5] 16ydetty alkuideaalihajotelma on yksikiisitteinen.

Mielenkiintoinen jatkotutkimuskohde voisi olla renkaan Z[y/—5] ideaaliluokkien sel-
vittdminen, silld nyt ollaan piisty jo hyviiin vaiheeseen renkaan Z[v/—5| ja sen yk-
sikésitteisen alkuideaalihajotelman tarkastelussa. Ideaaliluokkien selvittdmiseen tar-
vittaisiin kuitenkin enemmsin tietoa renkaan Z[/—5] ideaaleista. Aiheesta 15ytyy li-
s liahteestd [1, s. 231-233). Renkaan Z[v/—5] ideaaliluokkien tarkastelu mahdollistaa
myos muotoa 22 +5y? olevien alkutekijoiden tarkastelun, miki sai aikoinaan Fermatin
ja Eulerin ymmaélleen. Myos tistd 1oytyy lisdd samaisesta ldhteestd [, s. 233-235].
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