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Tamén tutkielman tavoitteena on esitelli Markovin ketju Monte Carlo -simulointi &dérellisessa
tila-avaruudessa ja késitelld simulointialgoritmien vertailuun liittyvad ongelmaa. Markovin ket-
ju Monte Carlo -simuloinnissa funktion odotusarvolle lasketaan approksimaatioita simuloitua
Markovin ketjua apuna kayttéden. Usein simulointi voidaan tehdd useammalla kuin yhdelld algo-
ritmilla ja halutaan selvittdd, miké algoritmi soveltuu tehtédvéan parhaiten.

Kun simulaatioaskelten mééri lidhestyy déretonta, Markovin ketju Monte Carlo -estimaatti sup-
penee melkein varmasti kohti odotusarvon oikeaa arvoa kaytetysta simulointialgoritmista riippu-
matta. Kéytdnnossd Markovin ketju Monte Carlo -simulointi tuottaa kuitenkin vain odotusar-
von approksimaation, koska mikd#n todellinen simulointi ei voi jatkua &4rettomén pitkdédn. Vain
ddrellisen monen simulaatioaskeleen kaytto aiheuttaa virheen, joka on luonteeltaan satunnainen:
virhe kuuluu tietylle vélille jollakin todennékoisyydelld. On luonnollista kysyéd, miten approksi-
maation tarkkuus riippuu simulointialgoritmista. Kaikki algoritmit antavat odotusarvolle arvion
halutulla tarkkuudella, jos simulointia jatketaan riittdvéan kauan. Jotkut algoritmit tuottavat
kuitenkin tarkkoja approksimaatioita nopeammin kuin toiset, mikd on motivaatio algoritmien
vertailulle. Ei kuitenkaan ole aivan selvdé, miten vertailu pitaisi kdytdnnossa tehdéd. Halutun
tarkkuuden saavuttamiseksi vaadittavaa aikaa on vaikea arvioida, eivitkd pelkét arviot edes ole
riittdvé perusta algoritmien vertailulle. Voi esimerkiksi kéyd& niin, ettd arvioitu alaraja algo-
ritmin P vaatimalle ajalle on pienempi kuin alaraja algoritmin @) vaatimalle ajalle, mutta silti
algoritmi () pédsee haluttuun tarkkuuteen nopeammin kuin algoritmi P. Pelkét alarajat eivét
siis kerro tarpeeksi vaadittavien aikojen todellisista arvoista. Arvioiden sijaan tarvitaan jokin
eksakti riippuvuus simulointivirheen ja algoritmin viilille.

Kriteeri, jonka suhteen algoritmien vertailu tehdéén, johdetaan Markovin ketjujen keskeisté raja-
arvolausetta kayttden. Keskeinen raja-arvolause mahdollistaa simulointivirheiden todenn#koi-
syyksien raja-arvon eksaktin laskemisen tietyssé erikoistapauksessa. Tarkastelu osoittaa, etté
algoritmien vertailemiseksi kannattaa tutkia niiden asymptoottisia variansseja: kahdesta algo-
ritmista se, jonka asymptoottinen varianssi annetulle funktiolle on pienempi, soveltuu parem-
min kyseisen funktion odotusarvon simulointiin. Kriteerin ongelmana on, etté sen soveltaminen
ei ole ihan suoraviivaista. Kéytdnnossé algoritmeista tiedetédén vain niiden siirtymétodennékoi-
syysmatriisit, joten algoritmien vertailemiseksi tdytyy selvittdd, miten asymptoottinen varians-
si riippuu siirtymétodennékoisyysmatriisista. Téssd tutkielmassa tarkastelu rajataan kadntyviin
Markovin ketjuihin, jolloin kyseinen riippuvuus voidaan selvittdd funktionaalianalyysin tuloksia
hyodyntéaen. Tamén jdlkeen vertailu onnistuu tietysséd erikoistapauksessa Peskunin jérjestysta
kédyttamaéllda. Peskunin jarjestyksen sovelluksena osoitetaan, ettd Metropolis—Hastings -algoritmi
on parempi kuin Barkerin algoritmi.
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Johdanto

Stokastiikassa ja sen sovelluksissa usein vastaan tuleva ongelma on satunnaismuuttujan odo-
tusarvon laskeminen. Aina odotusarvoa ei kaytinnossé ole mahdollista laskea suoraan satunnais-
muuttujan jakaumaa kiyttien edes tapauksessa, jossa satunnaismuuttujan tila-avaruus tiedetéén
darelliseksi. Ongelmia ilmenee, jos tila-avaruus on hyvin suuri tai jos jakauman normitusvakio-
ta ei tunneta. Téllaisissa tilanteissa on kuitenkin usein mahdollista approksimoida odotusarvoa
Markovin ketju Monte Carlo -simuloinniksi kutsuttua menetelmééd kiyttden vieldpd niin, ettd
simulointialgoritmi voidaan valita useasta eri vaihtoehdosta. Tédmén tutkielman tavoitteena on
esitellda Markovin ketju Monte Carlo -simulointi dérellisessé tila-avaruudessa seki késitelld algo-
ritmien vertailuun liittyvad ongelmaa.

Kun simulaatioaskelten mé#ari ldhestyy ddretonta, Markovin ketju Monte Carlo -estimaatti sup-
penee melkein varmasti kohti odotusarvon oikeaa arvoa kaytetysta simulointialgoritmista riippu-
matta. Kdytdnnosséa Markovin ketju Monte Carlo -simulointi tuottaa kuitenkin vain odotusar-
von approksimaation, koska mik&dn todellinen simulointi ei voi jatkua ddrettomén pitkéddn. Vain
adrellisen monen simulaatioaskeleen kiytto aiheuttaa virheen, joka on luonteeltaan satunnainen:
virhe kuuluu tietylle vilille jollakin todennikoisyydelld. On luonnollista kysy#, miten approksi-
maation tarkkuus riippuu simulointialgoritmista. Kaikki algoritmit antavat odotusarvolle arvion
halutulla tarkkuudella, jos simulointia jatketaan riittdvén kauan. Jotkut algoritmit tuottavat
kuitenkin tarkkoja approksimaatioita nopeammin kuin toiset, mikd on motivaatio algoritmien
vertailulle. Ei kuitenkaan ole aivan selvdd, miten vertailu pitéisi kiytdnnossa tehdid. Halutun
tarkkuuden saavuttamiseksi vaadittavaa aikaa on vaikea arvioida, eivitkd pelkat arviot edes ole
riittdva perusta algoritmien vertailulle. Voi esimerkiksi kdyd& niin, ettd arvioitu alaraja algo-
ritmin P vaatimalle ajalle on pienempi kuin alaraja algoritmin () vaatimalle ajalle, mutta silti
algoritmi @) péa#see haluttuun tarkkuuteen nopeammin kuin algoritmi P. Pelkét alarajat eivét
siis kerro tarpeeksi vaadittavien aikojen todellisista arvoista. Arvioiden sijaan tarvitaan jokin
eksakti riippuvuus simulointivirheen ja algoritmin vélille.

Osoittautuu, ettd tietyssa erikoistapauksessa Markovin ketjujen keskeinen raja-arvolause mah-
dollistaa simulointivirheiden todennékoisyyksien raja-arvon eksaktin méarittdmisen. Tarkaste-
lun seurauksena ndhdain, ettéd algoritmien vertailemiseksi kannattaa tutkia niiden asymptoot-
tisia variansseja: jos algoritmin P asymptoottinen varianssi funktiolle f on pienempi tai yhté
suuri kuin algoritmin ) asymptoottinen varianssi funktiolle f, niin algoritmi P on parempi
funktion f odotusarvon simulointiin kuin algoritmi @). Téllaisen vertailun tekeminen ei kuiten-
kaan ole aivan ongelmatonta. Lahtokohtaisesti simulointialgoritmeista tiedetdédn nimittdin vain
niiden siirtymétodennékoisyysmatriisit, joten téytyy selvittdd, miten algoritmin asymptoottinen
varianssi funktiolle f riippuu siirtymétodenndkoisyysmatriisista. Téssd tutkielmassa tarkastelu
rajataan kddntyviin Markovin ketjuihin, jolloin kyseinen riippuvuus voidaan selvittdd funktio-
naalianalyysin tyokaluja apuna kiyttden. Paddytadn lauseeseen, joka on sikéli ongelmallinen,
ettd tyypillisessdé Markovin ketju Monte Carlo -simuloinnin sovelluksessa kiytossi olevat tie-
dot eivit riitd algoritmien vertailuun. Ongelman ratkaisi Peter Peskun, joka keksi, miten kahden
algoritmin asymptoottisten varianssien suuruusjérjestys voidaan erikoistapauksessa péételld suo-
raan siirtyméitodennékoisyysmatriisien alkioita tutkimalla. Oletetaan, ettid algoritmeja P ja @
vastaavat siirtymétodennikoisyysmatriisit ovat kddntyvid saman invariantin jakauman suhteen.
Peskun osoitti, ettd jos algoritmia P vastaavan matriisin kaikki alkiot — diagonaalialkioita lu-
kuun ottamatta — ovat suurempia tai yhté suuria kuin algoritmia @) vastaavan matriisin alkiot,
niin algoritmin P asymptoottinen varianssi funktiolle f on pienempi tai yhtd suuri kuin algo-
ritmin ) asymptoottinen varianssi funktiolle f. Johtopéd#tts on sama kaikille funktioille, joten
téstéd seuraa, ettd algoritmi P on parempi kuin algoritmi @ minkéa tahansa funktion odotusarvon



approksimointiin. Nykyisin matriisin alkioita koskevaa ehtoa kutsutaan Peskunin jérjestykseksi.
Lauseensa sovelluksena Peskun osoitti, ettd Metropolis—Hastings -algoritmi on parempi kuin Bar-
kerin algoritmi.

Tutkielman esitietoina lukijalta edellytetdéin todennékoisyysteorian, lineaarialgebran ja funktio-
naalianalyysin perusteiden tunteminen. Markovin ketjujen tunteminen sen sijaan ei ole aivan
vilttamétonta, silld tarvittava maira teoriaa sisdltyy tutkielmaan. Kannattaa kuitenkin huoma-
ta, ettd Markovin ketjujen perusominaisuuksia kisitelldan vain liitteessi A, ja varsinainen teksti
keskittyy niihin tuloksiin, jotka tarvitaan Markovin ketju Monte Carlo -simuloinnin esittédmiseen.
Myos funktionaalianalyysistd on melko kattava liite.

Rakenteeltaan tutkielma on seuraavanlainen: Luvussa 1 méaritelldan siirtymétodennékoisyys-
matriisi ja Markovin ketju dérellisessé tila-avaruudessa. Luvussa 2 kidydéaian lapi Markovin ketju
Monte Carlo -simuloinnin esittdmiseen tarvittavia pohjatietoja. Keskeisida kiisitteitd ovat inva-
riantti jakauma ja tasainen ergodisuus. Luvussa 3 perustellaan, miksi Markovin ketju Monte
Carlo -simulointi toimii. Liséksi maaritellasin Metropolis—Hastings -algoritmi ja Barkerin algorit-
mi ja osoitetaan, ettd ne ovat kddntyvid invariantin jakaumansa suhteen. Lopuksi pohjustetaan
algoritmien vertailuun liittyvad ongelmaa. Luku 4 kisittelee siirtymétodennékoisyysmatriisien
ominaisvektoreita ja -arvoja. Taméa tarkastelu on tarpeen, jotta luvussa 5 voidaan hyodyntéa
funktionaalianalyysin tuloksia asymptoottisen varianssin tutkimiseen. Luvussa 5 tehtédvien tar-
kastelujen tuloksena saadaan lause, joka kertoo, miten asymptoottinen varianssi riippuu simu-
lointialgoritmista. Luvussa 5 esitelliin myos Peskunin jérjestys ja selvitetdén, miten se liittyy
asymptoottisten varianssien ja algoritmien vertailuun. Lopuksi Peskunin jérjestyksen sovellukse-
na osoitetaan, ettd Metropolis—Hastings -algoritmi on parempi kuin Barkerin algoritmi.



Merkintoja

o No=1{0,1,2,...}

o N={1,2,3,...}

o Z=1{..,-2,-1,0,1,2,...}

e Olkoon P = [p; ]
(i.) on p{y).

e Olkoon P = [p; ;] matriisi.

ij=1.2,.m neliématriisi sekd k& € N. Potenssimatriisin P* alkio paikassa

— Jos p; ; > 0 kaikilla 4 ja j, merkitdén P > 0.
— Jos p; ; > 0 kaikilla ¢ ja j, merkitdan P > 0.
e Olkoon z = (x1,29,...,x,) € R™ vektori.
— Jos x; > 0 kaikilla ¢ = 1,2, ..., n, merkitdan x > 0.
— Jos x; > 0 kaikilla i = 1,2, ..., n, merkitddn x > 0.

e Avaruuden R" luonnollisia kantavektoreita merkitdin tunnuksilla e;, i = 1,2,...,n. Vek-

torin e; j. komponentti on siis
1,jos j =1
€ij = L
0, jos j #1i

e Avaruuden R" nollavektorille kiiytetdin merkintii 0.

e Olkoon S joukko. Joukon S osajoukkojen kokoelmaa merkitdén

P(S) = {AJA C S}.

e Jos z € R, niin
|z] =max{n € Z:n <z}



1 Markovin ketju airellisessa tila-avaruudessa

Téssé luvussa méaritellddan siirtyméatodenniakoisyysmatriisi ja Markovin ketju dérellisessé tila-
avaruudessa. Karkeasti ottaen Markovin ketju on jono satunnaismuuttujia Xy : 2 — S, jolla on
se ominaisuus, ettd jokaisella ajanhetkellda k € Ny todennédkoisyys siirtyé tilasta X, = x tilaan
X411 = y riippuu vain ketjun nykytilasta X = x, mutta ei siitd, miten nykytilaan on paddytty.
Satunnaismuuttujat Xo, X1,..., Xp_1 eivit siis vaikuta siirtymén

X;C:x—>Xk+1:y

todennékoisyyteen. Siirtyméitodennikoisyysmatriisi puolestaan kirjaa kyseisten siirtymien to-
denn#koisyydet matriisin muotoon. Témé on mahdollista, kun ketjun tila-avaruus S on &érel-
linen, ja erittdin hyodyllistd, koska siirtymétodennékoisyysmatriisin avulla Markovin ketjujen
tutkiminen palautuu pitkilti matriisien tutkimiseen. Seuraavat mééritelmét ovat lihteesté [1].

Madritelm& 1.1. Neliomatriisi P = [p; ;] on stirtymdtodenndkoisyysmatriisi, jos

i,j=1,2,...,n
(i) P>0

(ii) 35—y pij =1 kaikillai =1,2,...,n.
Jos P = [p; ] on siirtymétodennikoisyysmatriisi, niin induktiolla on helppo todeta,
(’“_)}

b 1i5=1,2,..,n

i,j=1,2,...,n
ettd kaikilla k& € N myos potenssimatriisi P* = [p on siirtymétodenndkoisyysmat-
riisi.

Miiritelmé 1.2, Olkoon (2, F,P) todenndikdisyysavaruus, S = {s1,82,...,8,} CR ja

P = Lpivj]i,j:l,Z,“.,n siirtymdtodenndkdisyysmatriisi. Jono (Xp),e, satunnaismuuttujia
Xp:Q— 8

on Markovin ketju, jonka stirtymdtodenndkdoisyysmatriisi on P, jos
(i) P(Xpq1 = 2pq1| X = 20, Xpomr = 2321, .., Xo = 20) = P(Xpy1 = 21| Xk = x1) kaikil-
la k € Ny ja kaikilla xg, 21, ..., 2541 € S, joille

P(X():,CEQ,Xl :Il,...,Xk:Ik) >0

(11) P(Xiy1 = 8| Xy = 8;) = pij kaikilla i,5 =1,2,....n ja k € Ny, joille P(X} =s;) > 0.

Satunnaismuuttujan X jakaumaa kutsutaan Markovin ketjun (X)g—, alkujakaumaksi ja joukkoa
S kutsutaan ketjun tila-avaruudeksi.

Jatkossa oletetaan, ettd Markovin ketjun tila-avaruus on reaalilukujen osajoukko, jossa on aina
vahintidéan kaksi alkiota. Erityisesti siirtymétodennikoisyysmatriisi on aina viahintédéan kokoa 2x 2.

Olkoon (Xj)z—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,s2,...,5,} ja olkoon ketjun siir-

tymétodennékoisyysmatriisi P = [p; ;], J=1.2,m Samaistetaan satunnaismuuttujan Xj jakauma

pr S —10,1], pg(z) =P (X = x),

vektorin i .
0 = (06, D) e R



kanssa, missé
p = i (si) = P(Xp = s;) kaikillai =1,2,...,7n.

Olkoon J niiden indeksien j = 1,2,...,n joukko, joille pétee, etta
P (XV;C = Sj) > 0.
Talloin kaikilla I =1,2,...,n

n

Y =P (X = 51) = P | {Xpsr = s} 0 U {xe =55}
j=1

n

Pl Xk =stn{Xe=s;}) | =) P(Xiy1 =51, Xig = ;)
j=1 Jj=1

=Y P(Xpp1 =5, Xp=55) = Y _P(Xi = 5,) P (Xpp1 = 51| Xp, = 5;)

jeJ jeJ
=S P(Xp=s))pju= P(Xp=s,)pji= pmpji= [u(k)PL~ (1)
jeJ j=1 j=1

Néin ollen vektorimuodossa pétee, etté

pHD =yt P, (2)
Yhtalostd (2) seuraa helposti induktiolla, etté

pl) = p© pr (3)

kaikilla k£ € N.



2 Invariantti jakauma ja tasainen ergodisuus

Téassd luvussa kidydaan lipi Markovin ketju Monte Carlo -simuloinnin esittdmiseen tarvittavia
lauseita. Luvun péatuloksia ovat Lause 2.1 ja Lause 2.2. Tulosten motivoimiseksi tarkastellaan
lyhyesti seuraavaa ongelmaa lihteen [1] esitystd mukaillen: Olkoon (Xj),—, Markovin ketju ja
) satunnaismuuttujan X, jakauma. Halutaan selvittiid, milli ehdoilla on olemassa jakauma 7
siten, ettd

u(k) — 7, kun k — oo.

Ongelman ratkaiseminen ldhtee liikkeelle rajajakaumakandidaatin etsimisestd. Ta4mé& onnistuu
helposti: yhtéilén (2) mukaan
pkt = (k) p

kaikilla k£ € Ng, missd P on ketjun siirtymétodennékoisyysmatriisi. Néin ollen ndhdaén, etté jos
rajajakauma 7 = limy,_,0c #*) on olemassa, se toteuttaa yhtilon

7= lim p¢D = lim (u®P) = <1im u‘“) P =P,
k—o00 k—o00 k— 00
Téamé johtaa invariantin jakauman késitteeseen:

Miéritelmé 2.1. Jakauma m € R"™ on siirtymdtodennikdisyysmatriisin P = [p; ;]

raaribern; . 6.j=1,2,00m
invariantti jakauma, jos

T =mxP.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd jos Markovin ketjun siirtymétodenndkoisyysmatriisille P pétee, ettd
P™ > 0 jollakin m € N, niin yksiké&sitteinen invariantti jakauma 7 on olemassa ja sille pitee,
ettd m > 0. Erotetaan osa todistuksesta lemmaksi myohempié kéyttod varten. Lemman 2.1 tulos
on léhteestd [2] ja todistus mukailee ldhteen todistusta.

Lemma 2.1. Olkoon P = [p; ;], =12, stirtymdatodenndkoisyysmatriisi siten, ettd P > 0. Jos
x € R" siten, ettd xP =z, niin x > 0 tai x < 0.

Todistus. Jos viite on vidré, on olemassa indeksit ¢, j € {1,2,...,n} siten, ettd z; < 0 jaz; > 0.
Kaikilla k =1,2...,n 2 < |ag| ja 2; <0 < |24, joten kaikilla [ = 1,2,...,n pitee, ettd

n n
Zxkpk,l = Z-Tkpk,l +Zipig < Z |2k| Prg + @il pig = Z |2k Pri-
k=1 ki ki k=1

Vastaavasti x, > — |xg| kaikilla £ = 1,2,...,n ja z; > 0> —|zj]|, joten

n n
Zxkpk,l > — Z |z | pr kaikilla I =1,2,...,n.
k=1 k=1

Nain ollen saadaan, etté

< Z |zk| i, kaikilla 1 =1,2,...,n.

n
E TpPk1

k=1 k=1
Toisaalta oletuksen zP = x nojalla z; = [#P], = >_}'_| xpp, kaikillal = 1,2,...,n, joten
n n | n n on n o n n n n
Z || = Z Zﬂ«"kpk-,z < ZZ EVINES ZZ |zk| iy = Z || Zpk,z = Z k],
=1 1=1 k=1 1=1 k=1 k=1 1=1 k=1 1=1 k=1
mik4 on ristiriita. ]



Lause 2.1. Olkoon P = [pm-]m.:1 o Stirtymdtodenndkdisyysmatriisi siten, ettd@ P™ > 0 jol-
lakin m € N. Tdlloin matriisilla P on yksikdsitteinen invariantti jakauma m € R™. Lisdksi pitee,
ettd ™ > 0.

Todistus. Olkoon y = (y1,Y2, .- .,Yn) € R™ siten, ettd y, = 1 kaikilla k = 1,2, ..., n. Télloin

[Py], = sz‘,kyk = Zpi,k =1=y; kaikillai =1,2,...,n,
k=1 k=1

joten Py = y. Erityisesti luku 1 on matriisin P oikeanpuoleinen ominaisarvo. Koska matriisin
vasemmanpuoleiset ja oikeanpuoleiset ominaisarvot ovat samat, on 1 my0s matriisin P vasem-
manpuoleinen ominaisarvo. On siis olemassa vektori z € R™\ {0} siten, ettd 2P = x. T#std seuraa
induktiolla, ettd P* = z kaikilla k € N. Erityisesti xP™ = z, joten soveltamalla Lemmaa 2.1
siirtyméatodennikoisyysmatriisiin P > 0 saadaan, ettd x < 0 tai x > 0. Korvaamalla vektori x
tarvittaessa vektorilla —x voidaan olettaa, ettd x > 0. Koska x ei ole nollavektori, on olemassa
indeksi i € {1,2,...,n} siten, ettd x; > 0. Téstd seuraa, ettd x; > 0 kaikilla j =1,2,...,n, silld

n

xj = [me]j = Zxkpgz) > xip(m) > 0.

4,J

k=1

Olkoon
x
T=<n o
Zj:l i
jolloin siis m = (w1, w2, ..., m,) € R™ siten, ettéd
T = —=5—— kaikillat=1,2,...,n.
Zj:l Zj

Talloin

() 7P = (sr'%) P= st 0P) = sy =

(i) o5y mo= 32 Z?:: TS LY mi=1]a

n
j=17Tj

(ili) m; = st— > 0 kaikilla i = 1,2,...,n, koska z; > 0 kaikilla ¢ = 1,2,...,n,
j=17Ti

joten ™ € R™ on etsitty jakauma.

Osoitetaan vield invariantin jakauman yksikésitteisyys. Oletetaan vastoin viitettd, ettd on ole-
massa invariantti jakauma p € R"™ siten, ettd p # m. TAlloin

(m—p) P" =nP™ — pP™ =1 — p,
joten Lemman 2.1 nojalla # — pu > 0 tai # — u < 0. Oletetaan, ettd m — p > 0. Koska p # m,

on olemassa indeksi j € {1,2,...,n} siten, ettd pu; # ;. Talléin ehdon 7 — 1 > 0 nojalla on
i < m;, joten saadaan, ettd

n n
1:Zui<2m:1,
i=1 i=1

miké on ristiriita. Tapaus 7 — p < 0 késitellddn vastaavasti. O]



Lause 2.1 ratkaisee invariantin jakauman olemassaoloa koskevan kysymyksen. Voidaan myos
osoittaa, ettd

lim ,u(k) =,

k—o0
jos P™ > 0 jollakin m € N. Tulos ei kuitenkaan ole tdmén tutkielman kannalta kovin oleelli-
nen; ongelmaa tarkasteltiin ldhinné invariantin jakauman kisitteen motivoimiseksi. Liséksi nyt
yht#lon (3) perusteella on luonnollista kysy#, mitd tapahtuu matriiseille P*, missi k& € N, kun
k — oo. Osoittautuu, ettd kaikilla i, =1,2,...,n

pEZ) — 7, kun k — oo,

vieldpéd niin, ettd

Pl — | < CB*

kaikilla k € N, missd C' > 0 ja 0 < # < 1. Huomaa, ettd yliraja ei riipu indekseisté ¢ ja j, mika
on oleellista seuraavassa luvussa. Tulosta kutsutaan tasaiseksi ergodisuudeksi ja se todistetaan
Lauseessa 2.2. Tarvitaan kuitenkin useita lemmoja, jotta luvun

k
pEJ) - 773“

yldraja voidaan kirjoittaa haluttuun muotoon. Lemma 2.2 todistuksineen on lihteestéd [3]. Myos
joissain luvun loppuosan tuloksissa on epiisuorasti hyddynnetty lihdetté [3]

Lemma 2.2. Olkoon P = [p; ;]
e R™

i1 sirtymdatodenndkoisyysmatriisi. Talloin kaikilla
J=1,2,...,n

K3

max [Pz, — min [Pz], < (1 - Zminp,-J) (maxa:i - minzz) .
i ] i i

Todistus. Olkoon z € R™ ja jo € {1,2,...,n} siten, ettd x;, = min;z;. Talloin kaikilla ¢ =
1,2,...,n

n
[Px]; = Zpi,j%' = PijoTjo T Z PijTj < PijoTjo T max; Z Pij
j=1 i#do i#do

= Dijo mjin Tj +max (1= pijo) = max rj — Pijo <mj\X T — mjin xj)

< maxx; —minp;; ( maxz; —minz; | .
J 1] J J

Erityisesti
max [Pz, < maxx; — minp; ; <maxxj — min xj> . (4)
i J 2% J
Vastaavasti arvioimalla ndhd&an, ettd kaikilla i =1,2,....,n
min [Pz, > minz; + minp; ; (maxxj - minxj> . (5)
i J 0. J J



Viite ndhdddn todeksi yhdistamalld arviot (4) ja (5):
max [Pz|, — min [Pz], < <maxxj —minp; ; <maxxj — min 3:]>)
i i J i j j
J i J J

= | maxz; —minz; | — 2min ( maxx; — minx;
J J 1] J J

= <1 — 2mi'npl-7j> (maxxj — m_inxj) . O
i.J J J

Seuraus 2.1. Olkoon P = [p;j], ij=12.n siirtymatodenndkoisyysmatriisi. Tdlloin kaikilla
reR” jakeN

k
max [ka] ~— min [ka] < (1 — 2minp; j> (maxxi — mina:i) .
i i i @ i o i i
Todistus. Lemman 2.2 nojalla viite pétee, kun k = 1. Oletetaan induktio-oletuksena, etté
k
k . k . .
max [P xL — min [P x]Z < (1 — lenpi7j> (maxxi — m;nxi)
1 [ i, 7 7

jollakin k£ € N. Lemman 2.2 ja induktio-oletuksen nojalla saadaan, etté

max [Pk+1x]i — min [Pk"'lx]i = max [P (ka) - 1’I111’1 [P (P*z )}
< (1 - 2m1np”) maX Pk Hlll’l [Pk ]l)
k
(1 — 2m1np”) (1 — 2m1np”> (maxxi — minxi)
k+1
< (1 — 2mi_npi’j) (max x; — min xz) . O
2] 2 7

Lemma 2.3. Olkoon P = [p; ], ij=1.2, strtymdtodenndkoisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0

jollakin m € N. Merkitddin

a=1 2m1np( ).

i,
Talloin
(i) a€[0,1] ja
(ii) on olemassa luvut C' >0 ja 0 < 8 < 1 siten, etti

alwl < ok
kaikilla k € N.

Todistus. Koska P™ > 0, niin selvésti a < 1. Véite o > 0 seuraa osoittamalla, ettéi

L\DM—*

minp{"} <
2V



Tehdésn antiteesi: min; ; pz(?) > % Olkoot ig,jo € {1,2,...,n} siten, ettd

(m) (m)
p107]0 - m pz7] .
Talloin
1= Zp£7 11 > Imnpl m) + HlaXp( m) > Qmmp( m) > lenp(m)

10

miké on ristiriita. Siispd « € [0, 1].

Kaikilla k € N

joten

kaikilla k£ € N. Edelleen, koska a € [0, 1[, niin kaikilla & € N

k : _ . _
(a%) :a% 20[|J%J+% :aL%Jamml

misté

kaikilla k € N. Voidaan siis valita C' = — ja § = aw.
o m

Lemma 2.4. Olkoon P = [pi]; ;_, 5
jollakin m € N. Tallgin on olemassa luvut C >07ja0<pB <1 siten, ettd

maxp") —minp{") < Cp*
kaikilla j = 1,2,...,n ja kaikilla k € N.

Todistus. Merkitdian

a=1 —2m1np( ),
i,

Lemman 2.3 nojalla on olemassa luvut C' > 0 ja 0 < 8 < 1 siten, ettd

al®] < cpk

> 1,

kaikilla k£ € N. Kiinnitetddn j € {1,2,...,n} ja k € N. Koska kaikilla i = 1,2,...

szleﬁl_pm’

niin

milnpl(.,j) = min [Pkej]i ja m?sz(',j) = max [Pkej]i .

10
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n Strtymdtodenndkdoisyysmatriisi siten, etti P™ > 0



Siispa Lausetta A.3 kiayttamilld saadaan, etti

maxpg)k) mmp( ) = = max [Pkej]i — min [PkejL
= max L%Jer(k* L%Jm)ej} - min {PL%JmJF(k*L%Jm)eJ} A

L%JmPk_l_%Jme]} - miin {Pl_ w m ph=| 3 m ej} '
(P™) | ] (Pk_ Lﬁjmej)} — min [(Pm)L%J (Pk_L%Jmej)]

- Qmmp,"”) L] (m?x {me%Jmej} —min [PkftﬁJmej] )

A |
)

(-

"

%

Rl

L

] <m?sz(§—L Im) nliinpg,l;_tmm))
1-— 2m1n;0z )LM

IN

w‘)_

IN

B O

Lause 2.2. Olkoon P = [p; ;], j=1.2,..m siirtymdatodenndkoisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0 jolla-
kin m € N, ja olkoon m € R™ matriisin P invariantti jakauma. Tdlldin on olemassa luvut C' > 0
ja 0 < B < 1 siten, ettd

k
Pl — | < CB*
katkilla i,7 =1,2,...,n ja k € N.
Todistus. Koska 7 on siirtymétodennékoisyysmatriisin P invariantti jakauma, niin
™ =mnP.

Téastéa seuraa induktiolla, etté
7 =nPF

kaikilla £ € N. Néin ollen kaikilla j = 1,2,...,n ja k € N pétee, ettd

T = [ﬂ'Pk Zmp” <maxp )ZT{' —maxp
i=1

ja
n
. k
= [7TPk Zmpl > mlnpg j) Zﬂ'i = milnpg’j).
i=1 i=1

Lemman 2.4 nojalla on olemassa luvut C' > 0 ja 0 < 3 < 1 siten, ettd

maxp%) mlnplk) < opk
28l

11



kaikilla j = 1,2,...,n ja k € N. Olkoot 7,5 = 1,2,...,n ja k € N mitd tahansa. Koska

i k k . k
mimpgu‘) ST S m?XPf-J < mimpﬁ,j) +oB*

ja
. k k k . k
mimpz(',j) <pl < m?sz(vj) < mimpz(',j) + OB,
niin ﬂj,pgﬁ-) € [mini pf-?, min; pg’kj) + C’Bk] Siispé

k
pl) — | < CB".

12



3 Markovin ketju Monte Carlo -simulointi

Olkoon 7 € R”™ jakauma joukolla S = {si,s92,...,s,}, f : S — R funktio ja X : Q@ — §
satunnaismuuttuja, joka noudattaa jakaumaa 7. Halutaan selvittdd odotusarvo

n

Eﬂ'f = ]Eﬂf(X) = Zf(sz)ﬂ—u

i=1
missé f(X) on kuvausten f: S — R ja X : Q — S yhdistetty kuvaus
f(X): Q= R, f(X)(w) = f(X(w)).

Jos tieto jakaumasta 7 on puutteellista tai n on hyvin suuri, niin odotusarvoa ei voi selvittd
suoraan laskemalla. T#ll6in on kuitenkin usein mahdollista konstruoida Markovin ketju (Xj)p,.
jonka siirtymétodennékoisyysmatriisin P invariantti jakauma on 7. Jos P™ > 0 jollakin m € N,
voi odotusarvoa E, f approksimoida satunnaisluvulla

k
i=1

kun k£ € N on riittdvin suuri. Tétd kutsutaan Markovin ketju Monte Carlo -simuloinniksi ja sen
kéytto perustellaan Lauseessa 3.1.

| =

Otetaan kiytto6n seuraavat merkinnét: Olkoon (Xj)p—, Markovin ketju #dérelliselld tila-avaruu-
della S = {s1,82,...,5,} ja olkoon ketjun taustalla oleva todenniikéisyysavaruus (2, F,P). Jos
i€{1,2,...,n} siten, ettd P(Xy =s;) > 0 ja A € F, merkitddn

P, (4) = P(AXo = 51).
Liséiksi, jos g : © — R on funktio, merkitédén
Eig =E[g|Xo = si].

Lemma 3.1. Olkoon (Xy),-, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,52,...,sp} ja f: S — R
funktio. Oletetaan, ettd ketjun siirtymdtodenndkdisyysmatriisille P = [p; ], j=1,2,...,n, Datee P™ >
0 jollakin m € N ja etti m € R™ on matriisin P invariantti jakauma. Tdlloin, jos P (Xo = s;) > 0,
nin

I 1
m ——
k—oc0 k2

k
> Ei(f(X)) ~E-f)* =0.
j=1
Todistus. Kaikilla j € N

E: (f(X;) —Exf)’ = (f(s1) = Exf)* i (X; = 1)

13



joten

1< 1<

,;Z “Eof)’ < 5> max (f(sm) ~Exf)
=~ Zomi8Y,

1 1

=g (FGn) ~Enf) = o max | (flom) = Bxf)

kun k£ — oo. O

Lemma 3.2. Olkoon (Xy),-, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,52,...,sp} ja f: S — R
funktio. Oletetaan, ettd ketjun siirtymdtodenndkdisyysmatriisille P = [p; ], j=102,. n Pdtee P™ >
0 jollakin m € N ja etti m € R™ on matriisin P invariantti jakauma. Tdlldin, jos P (X = s;) > 0,
nn

k oj—1
. 2
j=11=1
Todistus. Merkitdan
f=r—Exf,
jolloin véitteend on
g ko7l )
klgﬂloﬁz;l 1]Eif(Xj)f(Xl) =0
Jj=11=

v=1u=1 v=1 u=1
=S (F(s0) ~Enf) e S Flsu)pl')
v=1 u=1
= Zf(sv)m - IEJZM) Z F(su)pl)
v=1 v=1 u=1
= (Enf —Ecf) Y F(su)p))
u=1
=0.

Olkoon i € {1,2,...,n} mikd tahansa siten, etti P (Xo = s;) > 0. Olkoot edelleen j,! € N miti
tahansa siten, ettd [ < j. Lemman A.1 nojalla

P(Xj = 8§y, X; = Su‘XO = 51’) = ]P’(Xj = 3v|Xl = Sy, Xg = Sz)P(Xl = Su‘XO = Si)a
kun P (X; = s,, Xo = 8;) > 0. Lauseen A.2 nojalla puolestaan

P(X; = 50| X = 50, Xo = 85) =P (X = 54| X; = 54),

14



kun P(X; = s,, Xo = s;) > 0. Kun vield huomataan, ettd ehdosta P (X; = s,|Xo=s;) > 0
seuraa, ettd P (X; = sy, Xo = 5;) = P(X] = s4|Xo = 5;) P (X = ;) > 0, saadaan, ettd

E (.f_ ZZ.}CSU ( j*51)7Xl:5u)

v=1u=1

=3 s F ()P (X = 50, X1 = 54| X0 = 51)

g

Z f( )f( u)P ( —SvaXl—SU|X0—S)

=1 P(Xl:S“,‘XO:Si)>O

=> > F(50) F(5)P (X = 0| X1 = 50, Xo = 8:) P (X) = 4| X0 = 55)

V=1 w:P(X;=5,|X0=5;)>0

= Z Z ]E(Sv)f(su)]P’ (Xj = 5| Xi = s4) P (X} = 54| X0 = s4)

v=1 w:P(X;=5,|X0=s;)>0

= S s s B (X = s/ Xo = )

<

3

v=1 w:P(X;=5,|X0=5;)>0
= Z f(sq,)f(su)pq(fvl P (X; = su]|Xo = 5:)

v=1u=1
(%) - - F =1, (1)
= Fs0) F(su)p,ps

v=1u=1

=33 A Fspy 000 = S0 Flso) Flsu)mup!!)

v=1u=1 v=1u=1

=0

=33 Rl ftsu) (P20 = 7)) (6)

Kohdissa () ja () kdytettiin Lausetta A.1. Huomaa kohdassa (%), ettéd
]P(Xl = Su) > ]P)(Xl = Sy, Xg = Sl) > 0,

joten Lauseen A.1 kiytto on mahdollista. Lauseen 2.2 nojalla on olemassa luvut C' > 0 ja
0 < B < 1 siten, etti

(k)

bij — Ty < Cﬁk

kaikilla 7,5 = 1,2,...,n ja k € N, joten yhtilosti (6) seuraa, ettéi

B O FXD)] < 0D [ F o) [Fsu)| [pU50 = ol P
v=1u=1
< (ZIf(%)I) <Z|f(su)|> cp!
v=1 u
=M
=Mpi~t

15



Néin ollen

g Kk i7l ' g ka7l B B g ka7l ‘
—m D2 MBI <5 Y B (FXG) (X)) < 5 Y Y MpT
j=11=1 j=11=1 j=11=1
joten riittd4 osoittaa, etté
5 kil
. -1 _
dim gz 2 2 MpT =0
Jj=11=1
Koska 0 < 8 < 1, niin
ZBZ < 0
=1
Kaikilla k € N
kE j—1 k j—1
2 . 2M .
0< Z2 2 MEF =52 > 8
j=11=1 Jj=11=1
k—1 k—1 oo
=73 (k—l)ﬁ<?2kﬁ§ Zﬁ 0,
=1 =1 =1
kun k — oco. O

Seuraava lause kertoo, ettd Markovin ketju Monte Carlo -simulointi toimii. Lauseen muotoiluun
on otettu mallia lihteestd [1], mutta todistus ei seuraa lainkaan lihteen todistusta. Itse asiassa
ldhteessi [1] todistetaan vahvempi tulos: Lauseen 3.1 tilanteessa

T =

Pi lim
k—oc0

k
Y (X)) =E.f| =1
j=1

Lause 3.1. Olkoon (Xy)p-, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1, sa,...,8,} ja olkoon f :
S — R funktio. Jos ketjun siirtymdtodenndkdisyysmatriisille P = [pi,j}i,jzl,zm’n pdtee, etti
P™ > 0 jollakin m € N, niin kaikilla € > 0 ja katkilla i = 1,2,...,n, joille P(Xo =s;) > 0,
pdtee, ettd

k
, 1
Jim P; %Zf(xj)—ﬂaﬂf >e| =0,

=1

missi ™ on matriisin P invariantti jakauma.

16



Todistus. Olkoon € > 0 miké tahansa. Merkitdin f = f —E, f ja huomataan, etti kaikilla k € N

1 k 2 . & 2 . X ) 2
52 TX) —Ef) = %Z(f(Xj)—Eﬂf) - = ,Zf(Xj)
1o . L
=22 T F(X) =35> > FX)f(x)
=1 =1 j=11=1

j=1 \lI=1 l=j+1
1 1= 1 S
=@ 2 T+ 5 Y D FXDFX) + 5> D FX)F(x0)
Jj=1 j=11=1 J=1l=75+1
1 g Foizl B
:ﬁZf(XJ)2+ﬁZ f(Xj)f(Xl)
j=1 j=11=1
Niin ollen lemmojen 3.1 ja 3.2 ja Markovin epéyhtilon® nojalla
1< 1< i
Pi| |2 f(X) —Enf|>e| =Pi | |- D f(X;)~Ecf| >
j=1 j=1
1k 2
E; k ij1 f(X]) —Erf
< "
B (f X5y FOG) + 5 Sl S FO)FO0)
= =
12 B g kit B )
= k2e2 ZE’JC(XJ)Q + k2e2 Z E; (f(X])f(XZ))
j=1 j=11=1
— 0,
kun k — oco. O

Jotta Lause 3.1 olisi hyodyllinen, taytyy annetulle jakaumalle 7 € R" osata konstruoida siir-
tymétodennikoisyysmatriisi P = [p; 5], j=12...n» Jolle pétee, ettd

(i) 7P =7 ja
(ii) P™ > 0 jollakin m € N.

I Markovin ep#yhtils: Jos X on ei-negatiivinen satunnaismuuttuja ja A > 0, niin P (X > \) < @.

17



Ehto (i) saadaan voimaan, kun vaaditaan, ettd matriisi P on kddntyvi jakauman 7 suhteen.

Miéaritelmé 3.1. Sirtymdtodenndkioisyysmatriisi P = [p; ;]
m € R™ suhteen, jos

ij=1.2,..m OT kddantyvd jakauman

TiPi,j = TjPj.i kaikilla Z,] = 1, 2, ceey N (7)
Markovin ketju (Xy)po on kidntyvd jakauman m suhteen, jos sen siirtymdtodenndkdisyysmatriisi
on kddntyvd jakauman w suhteen.
Lause 3.2. Olkoon P = [piaj]i7j:1,2,..‘7n sirtymdatodenndkoisyysmatriisi, joka on kddntyvd jakau-

man m € R™ suhteen. Tdlloin m on matriisin P invariantti jakauma.

Todistus. Kaikilla j =1,2,...,n

n n n
[mP]; = Zﬁipi,j = Zﬂjpjn =T ij,i =y,
=1 =1 i=1

joten P = . ]

Yht#ls (7) el kiinnitd matriisin P alkioita, vaan ne tiytyy méédrdtd muilla keinoilla. Ajatel-
laan Markovin ketjun siirtymé tilasta toiseen kaksivaiheisena tapahtumana: Jos ollaan tilassa
s;, ehdotetaan uutta tilaa s; # s; todenndkoisyydelld g; ;. Ehdotettu tila s; hyviksytddn to-
dennékéisyydelld a; ;. Jos uuden tilan ehdottaminen ja hyvéksyminen ovat toisistaan riippumat-
tomia, niin todennékdisyys siirtyé tilasta s; tilaan s; on

Pij = Qi,59i,5-
Todenn&koisyys pysyé tilassa s; on
1= pij=1-) ai;g:;.
J#i J#i

Oletetaan, ettd ehdokastilojen jakaumat ¢; = (¢i1,9i2,---,9in) € R", 4 =1,2,...,n, on jo
valittu siten, ettd g; > 0 kaikilla ¢ = 1,2, ..., n. Tehtédvéksi ja4 valita tilojen hyvaksymistodenné-
koisyydet a; j, 1,7 =1,2,...,n, niin, ettd kdéntyvyysehto (7) toteutuu. Jakaumasta m oletetaan,
ettd m > 0.

Maaritelméa 3.2. Valitsemalla
i = af\/[jH = min {1, 13934 }
’ T3 9i,j

kaikilla i,5 = 1,2,...,n, joille i # j, saadaan Metropolis—Hastings -algoritmi, jonka stirtymdto-
MH e
Di missd

denndkoisyysmatriisi on Py = [ : L‘,j:l,z,...,n’
MH MH S
Pij = Q; ;5 9ijs kun i # j,
ja
MH _ MH
bi; =1- E pij -
JF#i

18



Maaritelméa 3.3. Valitsemalla

Tigii
a;;=aP = — 13911
TiGi,j + 7595,
kaikilla i,7 = 1,2,...,n, joille i # j, saadaan Barkerin algoritmi, jonka siirtymdtodennd-
koisyysmatriisi on Pg = [pfj}ijzl o MisSG

B _ B . .
Pij = a;;9ij, kun i # j,

ja
pri=1- prr
J#i
Lause 3.3. Metropolis—Hastings -algoritmin siirtymdtodenndkdisyysmatriisi Py on kadntyvd
jakauman ™ € R™ suhteen.

Todistus. Olkoot 7,7 € {1,2,...,n} mitd tahansa siten, ettd i # j. Tdytyy osoittaa, etti

MH _ _  _MH
TiPij = TiPji -

Koska kaikilla a, b, ¢ > 0 pétee, etté
amin{b, ¢} = min{ab, ac},
niin

795,

191,5

. [ Tigi;
}gi,j = min{mg; j,7;9;:} = m; min {wa 1} 950 =mpyi . O

mpivvfjH = 7; min {1,
393,

Lause 3.4. Barkerin algoritmin siirtymdtodenndkéisyysmatriisi Pg on kddntyvd jokauman m €
R™ suhteen.

Todistus. Olkoot i,j € {1,2,...,n} siten, ettd ¢ # j. Talloin

395, Tigi,j

B
i 9ij = 9ji = TiD; ;- O
Tigij + Tjgji ; !

B
P, i =T Mg —
J J
’ ]gj,’b + Zlgl,j

Metropolis—Hastings algoritmia ja Barkerin algoritmia sovelletaan seuraavalla tavalla:
1. Kiinnitetddn alkutila s;, € S.

2. Jos ollaan tilassa s;,, arvotaan ehdokastila §;,,, jakaumasta g;; € R" ja riippumaton sa-
tunnaisluku « vélin [0,1] tasajakaumasta. Jos luku « on pienempi tai yhtd suuri kuin
hyviiksymistodennékdisyys a;, ;;,,, niin hyviksytéin ehdotettu tila, eli asetetaan uudeksi
tilaksi s;,,, = 8;,,,. Jos taas luku a on aidosti suurempi kuin hyviksymistodennékoisyys

ag;, hyldtdén ehdotettu tila ja pysytédén tilassa s;,, eli asetetaan s;, , = s;;.

i1 j

3. Toistetaan kohtaa 2.

Saadaan satunnaisluvut s;, ~ e;, P¥ - eli Markovin ketju (s;, ),—, - ja Lauseen 3.1 nojalla satun-
naisluku % Z?Zl f(s4;) approksimoi lukua E, f suurilla & € N.
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Huomautus 3.1. Kuten alussa todettiin, ei odotusarvon
n

Erf = f(si)mi
i=1

laskeminen ole kiytinndossd mahdollista, jos n on suuri tai tieto jokaumasta m € R™ on puutteel-
lista. Jos kuitenkin tunnetaan vektori i € R™, joka on verrannollinen jakaumaan 7, eli p = cm
jollakin vakiolla ¢ > 0, nitn Markovin ketju Monte Carlo -simulointi onnistuu sekd Metropo-
lis—Hastings -algoritmilla ettd Barkerin algoritmilla. Toisin sanoen, vektori u riittid algoritmien
siirtymdatodenndkdisyysmatriisien madrittdmiseen: kun i # j, niin

g CTa s s Qs
min {1’ “ng} gi; = min {1, ng} gi; = min {1, ng} gij = pH
HiGi.5 CTiGi,j TiGi,j
ja vastaavasti Barkerin algoritmin tapauksessa
HjG5i 9j.i 9j.i 95,

B
9ij = 9= = 9ij = 9ij = Dij-
pigig +migia " gt Fgig g migig g

Huomaa myds, ettei verrannollisuuskerrointa ¢ tarvitse tuntea: riittid tietdd, ettd jokin verran-
nollisuuskerroin on olemassa.

Metropolis—Hastings -algoritmi ja Barkerin algoritmi antavat siis kiayttokelpoisen tavan soveltaa
Lausetta 3.1 eli Markovin ketju Monte Carlo -simulointia. My6s muita algoritmeja on tietysti ole-
massa. Lause 3.1 ei kuitenkaan kerro, kuinka suuri luvun k£ € N taytyy olla, jotta todenndkoisyys

R( >g>

on pieni. Tdmén arvioiminen on periaatteessa mahdollista, mutta kiytdnnossé vaikeaa. Esimer-
kiksi ldhteessé [1] on osoitettu, ettd kiintyville Markovin ketjulle

1 k
72 F(Xi) —Ef

i=1

t—1
1
R(t;ﬂ&m—&fZOS&
kun
€
>t . (Z
> tix (2) (8)
ja
4Var, f
t> T 9
= n2% 1 9)

Englanninkielisessa kirjallisuudessa luvut tmix ja tre] ovat nimeltdéin mixing time ja relaxation
time ja niiden mééritelmit 16ytyvit lihteestd [1], mutta téssd tutkielmassa niitd ei tarvita.
Epéyhtilot (8) ja (9) vastaavat periaatteessa kysymykseen, miten annetun funktion odotusarvon
simulointi toteutetaan halutulla tarkkuudella. Kdytinndssd epayhtiloiden (8) ja (9) antamat
alarajat eivat valttadmatta ole laskettavissa tai luotettavasti arvioitavissa. Markovin ketju Mon-
te Carlo -simuloinnin virheelle on johdettu my6s eksplisiittiset virherajat; tutustu esimerkiksi
lihteeseen [4]. Niiden tarkastelujen sijaan téssi tutkielmassa keskitytidéin jatkossa seuraavan-
laiseen ongelmaan: kahdella siirtyméatodennékoisyysmatriisilla P ja ) voi olla sama invariantti
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jakauma 7 (esimerkiksi Pyy ja Pg) ja halutaan selvittii, kumpi matriiseista on parempi an-
netun funktion odotusarvon Markovin ketju Monte Carlo -simulointiin. Lauseesta 3.1 seuraa,
ettd kumpikin matriiseista P ja ) antaa odotusarvolle arvion halutulla tarkkuudella, jos simu-
lointia jatketaan riittdvan kauan. Oletettavasti halutun tarkkuuden saavuttamiseksi vaadittava
aika kuitenkin riippuu simulointiin kaytettédvastd matriisista, joten voisi ajatella, ettd vertai-
lun ldhtokohtana on kyseisten aikojen arvioiminen. Kaytdnnodssa néin ei ole, koska simulointiin
tarvittavan ajan arvioiminen on vaikeaa, eiviatka pelkéit arviot edes mahdollista matriisien luo-
tettavaa vertailua. Voi esimerkiksi kidydé niin, ettd arvioitu simulointiajan alaraja matriisille P
on pienempi kuin matriisille @, mutta silti matriisia @) kiyttden haluttu tarkkuus saavutetaan
nopeammin kuin matriisia P kayttden. Pelkdt alarajat eivit kerro tarpeeksi simulointiaikojen
todellisista arvoista. Kriteeri, jonka mukaan algoritmien keskindistd paremmuutta vertaillaan,
johdetaan Markovin ketjujen keskeistd raja-arvolausetta apuna kayttden. Aloitetaan siis keskei-
sesté raja-arvolauseesta:

Lause 3.5. Olkoon (Xj)i—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,s2,...,8n}, jonka siir-
tymdtodenndkdisyysmatriisille P = [piJ]i,j:l,Z,...,n pdtee, etti P™ > 0 jollakin m € N. Olkoon
m € R” matriisin P invariantti jakauma. Talloin kaikille funktioille f S — R on olemassa
matriisista P ja funktiosta f ritppuva luku o(P, f)? € [0,00[ siten, ettd kaikilla ketjun (Xi)pe,
alkujakaumilla satunnaismuuttujan

1 k
Vi (k ; F(X3) = wa>

jakauma suppenee kohti normaalijakaumaa N (0,0 (P, f)?), jonka odotusarvo on 0 ja varianssi
on 0 < o(P, f)? < <.

Todistus. Viite seuraa lidhteen [5] tuloksesta Corollary 4.2 (ii). O

Lauseen 3.5 tilanteessa varianssi o (P, f)? riippuu siis vain siirtymitodennikoéisyysmatriisista P ja
funktiosta f, mutta ei Markovin ketjusta (X),—,. Luku o(P, f)? on siis sama kaikille Markovin
ketjuille, joilla on yhteinen siirtyméatodennédkéisyysmatriisi P. Néin ollen seuraava médritelméa
on hyvin asetettu:

Maaritelmé 3.4. Lauseessa 5.5 varianssia o(P, f)? kutsutaan siirtymdtodenndkdisyysmatriisin
P asymptoottiseksi varianssiksi funktiolle f. Vastaavasti luku o(P,f) = /o(P, f)? on siir-

tymdatodenndkoisyysmatriisin P asymptoottinen keskihajonta funktiolle f.

Lauseen 3.5 seurauksena voidaan nyt todistaa seuraava tulos, joka on perustana algoritmien
vertailulle. Seurauksen 3.1 todistus mukailee lihdetté [6], mutta se kisitelldéin téssd yksityiskoh-
taisemmin.

Seuraus 3.1. Olkoon (Xy),—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1, s2,..., 8y}, jonka siir-
tymdtodenndkdisyysmatriisille P = [pivj]zj:l,?,.u,n pdtee, etti P™ > 0 jollakin m € N. Olkoon
m € R"™ matriisin P invariantti jokauma, f : S — R funktio ja € > 0. Jos matriisin P asymp-
toottinen varianssi funktiolle f on o (P, f)* > 0, niin

missi ® on standardinormaalijakauman N (0, 1) kertymdfunktio.

. 1@
Jim P (‘k ;f(xn —Ef
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Todistus. Merkintojen yksinkertaistamiseksi olkoon
1k
Y, = Vk (k Zl F(X;) — IE,J) kaikilla k € N.
Osoitetaan ensin aputuloksena, etté kaikilla & > 0

lim P(Y, <2) =@ (U(;f)) .

Olkoon o > 0 mikd tahansa. Koska normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio ® on jatkuva,
niin on olemassa § > 0 siten, etti

€e—06 €
—a<P|——= |- —x | <a.
(zwn) - ()
Olkoon ®, normaalijakauman N (0,0 (P, f)?) kertymifunktio. Lauseen 3.5 ja normaalijakauman
ominaisuuksien nojalla

. =0
kli)n;o]P’(Yk§55)(pU(€6)(p(U(Rﬂ>7

joten on olemassa ki € N siten, etté

a<IP’(Yk§55)<I>< 5_5)<0¢

kaikilla k& > kq. Siispa kaikilla k > ki péitee, ettéd

P(Yk<s)—q><a(;f)> >P(Yk<s—5)—<1>< (;f))
> (*(zmp) o) 2 Gon)

- (‘I’ (53(1;;)) ¢ (U(;,f)» -

> —2a. (11)

Toisaalta Lauseen 3.5 nojalla

kILH;oP(Yk <g)=®,(c) = (0(;,f)>’

joten on olemassa luku ko € N siten, etté

—a<P(Yk§5)—<I><J(;f)> <a

kaikilla k& > ko. Erityisesti kaikilla k > ko pétee, etté

3

o(P, f)

P(Yk<e)—q>( )gIP’(Ykgs)—@(
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Yhdistamélld arviot (11) ja (12) ndhddén, ettéd kaikilla k > max{k, ko} pétee epiyhtilo

20 <P(Yy<e)—d (0(;,f)) < 2aq,

eli

Nain ollen aputulos

Jim P(Yy, <¢) = @ (o(lif))

on todistettu ja voidaan siirtyd tarkastelemaan varsinaista viitetti, eli rajankéyntid (10). Lau-
seesta 3.5 saadaan raja-arvo

Jim ]P’(Yk<—6):<I>U(—6)=<I>< = )

k—oc0

mistéd yhdesséd aputuloksen kanssa seuraa, etté

)

k

EYF(X) ~ Eef

i=1

1 k
=D F(Xi) —Exf
i=1

lim P (|Y;] > €)
k—o0

lim P (x/E
k— oo

-]

Jim (1P (Vi <) +P (¥ < —¢))
~*(5om) +* (Go)
() 2 (o)

=20 <_0(1i7f))' 0

Seurauksen 3.1 yhteys algoritmien vertailuun on seuraava: Olkoot (Xj);  ja (Yi),—, Markovin
ketjuja tila-avaruudella S = {s1, sa, ..., 8, } siten, etté niiden siirtymétodennikésisyysmatriisit P
ja @ toteuttavat Seurauksen 3.1 oletukset samalle invariantille jakaumalle 7 € R™. Luku

P ( > @) (13)

on todennikoisyys, ettd algoritmia P kéytettidessd simulointivirheen itseisarvo hetkelld £ € N on
suurempi tai yhtd suuri kuin % Jos o(P, f)? < o(Q, f)?, niin

*(amn) =+ ()

lim P (
k—o00

= lim (P(Yi 2 ¢) + P (Y < —¢))

1 k
7 2 () —Bxf

i=1




ja Seurauksen 3.1 nojalla todenniikéisyys (13) on rajalla k — oo korkeintaan yhtd suuri kuin
vastaava todennikoisyys algoritmille ). Toisin sanoen algoritmi P on asymptoottisesti parempi
algoritmi Q.

Tehdéén lopuksi yhteenveto tdmén luvun keskeisistéd asioista ja otetaan lyhyt katsaus tulevaan.
Lauseessa 3.1 osoitettiin, miten odotusarvoa E f voi Markovin ketjun (X4)52, avulla approksi-
moida satunnaisluvulla N

> F(X).

j=1

Markovin ketjun (X)z2,, simuloimiseksi on tarjolla useita simulointialgoritmeja, joista esimerk-
keini késiteltiin Metropolis—Hastings -algoritmi ja Barkerin algoritmi. Algoritmista riippuu, kuin-
ka hyvin % Z?zl f(X;) approksimoi lukua E f. Approksimaation luotettavuutta hetkelld k voi-
daan kuvata todennékoisyydella

=

3

\/E b

x| =

k
D FXG) —Elf| >
j=1

jolle johdettiin raja-arvo

()

Tasté padteltiin, ettd algoritmien asymptoottisen paremmuuden vertailemiseksi kannattaa tutkia
asymptoottisia variansseja. Avoimeksi kysymykseksi kuitenkin ja&, miten tdmé vertailu kiy-
tannossa tehdadn. Yleensd algoritmeista tiedetdédn vain niiden siirtymétodennédkéisyysmatriisit,
joten algoritmien vertailemiseksi tédytyisi tietédéd, miten asymptoottinen varianssi riippuu siir-
tymétodennakoisyysmatriisista. Tahén ongelmaan palataan luvussa 5. Ratkaisun perustana on
seuraava lause, joka antaa asymptoottiselle varianssille hieman konkreettisemman esityksen kuin
Lause 3.5.

Lause 3.6. Olkoon (Xj),—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,s2,...,8n}, jonka siir-
tymdtodenndikoisyysmatriisille P = [p; ;] ., ptee, ettd P™ >0 jollakin m € N. Jos Mar-
kovin ketjun (Xk)zio alkujakauma on matritsin P invarianttt jakauma © € R™, niin matritsin
P asymptoottinen varianssi funktiolle f : S — R on

i,j=1,2,...,

S . i
o(P, f)% = Jim - (Z (f(X:) — E,,f)) . (14)

i=1
Todistus. Viite seuraa lihteen [7] tuloksesta Theorem 17.0.1. O

Huomaa, ettd Lauseen 3.6 tulos ei sellaisenaan vield riitd algoritmien vertailuun, koska siir-
tymiitodennikoisyysmatriisin P ja asymptoottisen varianssin o(P, f)? vilinen eksplisiittinen
riippuvuus ei ole selvilld. Vertailuun kylld tarvitaan Lausetta 3.6, mutta erilaisessa muodos-
sa. Oleellista on, ettd yhtdlon (14) oikea puoli voidaan kirjoittaa funktionaalianalyysin tuloksia
hyddyntéen sisdtulon muotoon, jossa myoOs matriisia P vastaava lineaarikuvaus esiintyy. Tdhén
péadstiadn kuitenkin vasta luvussa 5.
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4 Siirtymatodenniksisyysmatriisin ominaisvektorit
ja -arvot

Olkoon P = [pi’j]ijzl 5, siirtymétodennikdisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0 jollakin m € N,

ja olkoon 7 € R™ matriisin P invariantti jakauma. Tassd luvussa osoitetaan, ettd jos siir-
tymétodennékoisyysmatriisi P on kadntyvd jakauman 7 suhteen, niin avaruudella R™ on or-
tonormaali kanta uq,us,...,u, € R", jonka jokainen vektori on matriisin P ominaisvektori: on
olemassa luvut \; € R siten, etté

PU,’ = /\iui kaikilla i = 172, e, n.

Liséiksi osoitetaan, ettd A\; = 1 jollakin ¢ = 1,2,...,n ja ettd vastaavaksi ominaisvektoriksi
voidaan valita
U; = (1,1,,1) GRn.

Muille ominaisarvoille pétee, ettd |A\;| < 1 kaikilla j # ¢. Tulos on luonteeltaan sellainen,
ettd sen yhteyttd asymptoottisten varianssien vertailuun on téssd vaiheessa valitettavan vai-
kea havainnollistaa muuten kuin toteamalla, ettéd se on térkeéd tiettyjen ”teknisten” tarkastelujen
lapikdymiseksi. On my6s syytd huomata, ettd vektoreiden w,, ug, ..., u, € R™ ortonormaalisuus
riippuu kéytetysté sisdtulosta. Avaruuden R™ tavallisen sisétulon

n
G SR X R SR, (aly) = 3 iy
i=1
sijaan tarvitaan nyt painotettua sisétuloa
n
(1) :R" xR" = R, (zly), = szym
i=1

Sisétulot (-|-) ja (-|-), médrdédvit avaruuteen R™ normit
I RY = R, [|lz]| = v/{z|2)
ja
Fllx = R" = R, 2| = /(]

Lemmaa 4.1 lukuun ottamatta tdmén luvun tulokset ovat ldhteestd [1]. Lause 4.1 on esitetty
lahteessd [1] ilman todistusta ja Lauseen 4.2 todistusta on téissd jonkin verran muutettu. Myos
luvun rakenne seuraa tarkasti ldhteen [1] esitysté.

Ennen péétuloksen 4.2 todistamista tarkastellaan siirtymétodennékoisyysmatriisin ominaisarvo-
ja. Avuksi tarvitaan seuraava lemma.

Lemma 4.1. Olkoon P = [pi,j]ijzl 5 Strtymitodenndkdisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0
jollakin m € N, ja olkoon m € R™ matrusin P invariantti jakauma. Jos x € R™ siten, ettd

P =x,

niin on olemassa ¢ € R siten, ettd



Todistus. Jos x on nollavektori, véite on tosi vakiolla ¢ = 0. Oletetaan, ettid z ei ole nollavektori.
Koska P™ on siirtymétodennékoisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0 ja relaatiosta P = x seuraa,
ettd xP™ = x, niin Lemman 2.1 nojalla x > 0 tai < 0. Kummassakin tapauksessa vektorille

T

y=<n— €R"
Z?:l xj
pétee, etta
ZT; o1.s .
Yi = —=i—— > 0 kaikilla¢ =1,2,...,n
ijl Ty
ja

n n n
N s Isd DAL

Yi = n = n €T =1,
i=1 i=1 Zj:l x] Z 1 x] i=1

Jj=
joten y € R™ on jakauma. Liséksi

x 1 1
yP=|=—|P==—@P)= 2=y,

joten myos vektori y on matriisin P invariantti jakauma. Lauseen 2.1 yksikésitteisyysosan nojalla

on
€T

7:y:ﬂ'
Z?:lxj ’

misté
n
T = Z o
j=1
ja siten luvuksi ¢ € R voidaan ottaa

n
c= E Zj. O]
Jj=1

Lause 4.1. Olkoon P = [p; ;] stirtymdatodenndkdisyysmatriisi.

ij=1,2,....n
(i) Jos A € R on matriisin P ominaisarvo, niin |A| < 1.

(i) Jos P™ > 0 jollakin m € N ja x € R siten, etti Px = x, niin x; = x; kaikilla i,j =
1,2,...,n. Toisin sanoen ominaisarvoa 1 vastaavien ominaisvektoreiden avaruus

{r eR": Px =z}
on vektorin 1 = (1,1,...,1) € R™ wirittamd.

(i1i) Jos P™ > 0 jollakin m € N, niin —1 ei ole matriisin P ominaisarvo.

Todistus. (i) Olkoon A € R matriisin P ominaisarvo ja x € R™\ {0} siten, ettd Pz = Az. Olkoon
1€ {1,2,...,n} se indeksi, jolle

|z;] = max{|z;|:j=1,2,...,n} > 0.
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Talloin
(Al = [Az;| = |[Pa];| = pr% < pr |2j] < i pr |zil,

mistéd viite seuraa jakamalla puolittain luvulla |z;| > 0.

(ii) Jos viite on epitosi, on olemassa x € R™ siten, ettd Pz =z ja

T; = min zp < max Iy = ;.
k=1,2,....,n k=1,2,....,n

Koska P™ > 0, niin

PE?) Tj < PE?)%‘

ja edelleen

n
[me]i:Zp(k)xk—p” acj—i—sz xg <p” xl—i—xZZp(m)
k=1 k#j k#j

=ai (P77 + > pl —szp Y =

k#j
TAmé on ristiriita, silld oletuksesta Px = x seuraa, ettd P™x = z, ja siten [Pz, = ;.

(iii) Matriisin vasemman- ja oikeanpuoleiset ominaisarvot ovat samat, joten riittéii osoittaa, ettd
—1 ei ole matriisin P vasemmanpuoleinen ominaisarvo. Tehddan antiteesi: —1 on matriisin P
vasemmanpuoleinen ominaisarvo. T#ll6in on olemassa € R™ \ {0} siten, ettd 2P = —x. Koska
P™ > 0, niin Lauseen 2.1 nojalla matriisilla P on invariantti jakauma w € R". Helposti nahd&én,
ettd jakauma 7 on myds siirtymétodennikoisyysmatriisin P? invariantti jakauma. Osoitetaan
seuraavaksi, ettd (P?)™ > 0. Lauseen A.3 nojalla (P?)™ = P?™ joten riittéif osoittaa, etti
P?™ > (. Tami seuraa suoraan Lauseesta A.4: koska P™ > 0 ja 2m > m, niin Lauseen A.4
nojalla myss P?™ > 0. Edelleen, koska

zP? = (zP)P = —xP = —(zP) = —(—x) =z,

niin soveltamalla Lemmaa 4.1 siirtymé#todenniikdisyysmatriisiin P? nihdééin, ettd x = cr jollakin
¢ € R. Néin ollen
—x =aP = (¢m)P = ¢(nP) = cw = x,

mistd seuraa, ettd z = 0. TAm4 on ristiriidassa oletuksen x € R™ \ {0} kanssa, joten antiteesi on
epatosi. ]
Seuraavaa todistusta varten kannattaa kerrata itseadjungoidun kuvauksen mééritelmé ja spekt-
rilause eli Mééritelmé B.7 ja Lause B.13.

Lause 4.2. Olkoon P = [pi’j]i7j:172,~<-7n surtymdtodenndkoisyysmatriisi siten, ettd P™ > 0 jol-
lakin m € N. Jos matriisi P on kddntyvd invariantin jakaumansa m € R™ suhteen, niin avaruu-
della (R™, (-|-)..) on ortonormaali kanta uy,us, ..., u, € R™, jonka jokainen vektori on matriisin
P ominaisvektori: loytyy luvut A1, Ao, ..., A\, € R siten, ettd

Pu; = N, kaikilla 1 =1,2,...,n
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Lisdksi \; = 1 jollakin i = 1,2, ..., n ja vastaavaksi ominaisvektoriksi voidaan valita
u; = (1,1,...,1) € R"™,
Muille ominaisarvoille pitee, ettd |A;| <1 kaikilla j # i.

Todistus. Osoitetaan, etté siirtymétodennékoisyysmatriisia P = [p; ;] j=12..n Vastaava lineaa-

rikuvaus P : R™ — R™ on itseadjungoitu sisdtulon (-|-) suhteen. Olkoot z,y € R™ mité tahansa.
Siirtymétodennékoisyysmatriisin P kdédntyvyyden nojalla

TiPi,j = TjDj.i

kaikilla ¢, 5 = 1,2,...,n, joten saadaan, etté
n n n n n n n
(Pxly), = Z [Pz]; yimi = Z Zpi,jxjyﬂi = ij Zﬂipi,jyi = Z%‘ Z'/ijj,iyi
i=1 i=1j=1 j=1 =1 j=1 =1

S

Zj <ijlyl> T = ij [Py]j T = (z|Py), .
1 i=1 j=1

Néin ollen lineaarikuvaus P on itseadjungoitu ja siten Lauseesta B.13 seuraa, ettd avaruudella
(R™,(:|-),.) on ortonormaali kanta wy,us,...,u, € R", jonka jokainen vektori on kuvauksen P
(ja siten myos matriisin P) ominaisvektori. Olkoot vektoreita uq,us,...,u, € R™ vastaavat
ominaisarvot A1, Ag, ..., A, € R. Koska vektorille 1 = (1,1,...,1) € R™ pétee, ettd

J

n n
[P]‘]z = Zpiyj]‘j = Zpi’j =1= 11 kaikilla i = 1,2, ey

=1 =1
on luku 1 matriisin P ominaisarvo. Téstd seuraa, ettd \; = 1 jollakin ¢ = 1,2,...,n, miki
nihdéin seuraavasti: Olkoon 2 € R™\ {0} ominaisarvoa 1 vastaava ominaisvektori. Koska vektorit
Uy, Uz, - - . , U, ovat avaruuden R™ kantavektoreita, niin vektorilla x on esitys
n
x =Y ciu;,
i=1
missé ¢; € R kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Néin ollen

Pz =P (Zn: ciui> = zn:P (ciui) = zn:ciPui = zn:cz/\lul
i=1 i=1 i=1 i=1
Nyt siis Px = x, eli
Z Cz)\zuz = Z CilUg.
i=1 =1

Siirtamélld kaikki termit vasemmalle puolelle saadaan edelleen, etté

n

Z(}w — 1)ciu1; = (),

i=1
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misté vektoreiden uy, ug, . . ., u, lineaarisen riippumattomuuden nojalla seuraa, ettid (A\;—1)c; = 0
kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Koska z ei ole nollavektori, on ¢; # 0 jollakin i = 1,2,...,n, ja siten on
oltava \; = 1. Osoitetaan seuraavaksi, etté vektoriksi u; voidaan valita

’U,Z:].:(l,l,,].)€Rn

Koska
Pui = )\zul = U4,

niin Lauseen 4.1 kohdan (ii) nojalla vektori u; on muotoa

u; =cl =(¢c,¢,...,c) eR"

jollakin ¢ € R. Vektoreiden uq, us, ..., u, ortonormaalisuuden nojalla
n n
2 2 2 2
L= lusl7 = Suslus), = D c*my =y my =,
Jj=1 Jj=1
mistd seuraa, ettd ¢ = 1 tai ¢ = —1. Edelleen kaikilla j # i

0 = (uiluy),, = c(Lug),,
joten on oltava (1|u;) = 0 luvusta c riippumatta. Néin ollen voidaan valita ¢ = 1. Erityisesti
siis vektoriksi u; voidaan valita u; = (1,1,...,1) € R". Osoitetaan vield, ettd |\;| < 1 kaikilla
j # i. Huomataan, ettd \; # 1 kaikilla j # ¢, silld muutoin Lauseen 4.1 kohdasta (ii) seuraisi,
ettd sekd w; ettd u; kuuluvat vektorin 1 = (1,1,...,1) € R™ virittdmé&an aliavaruuteen, mika
on vastoin vektoreiden uq, us, . .., u, lineaarista riippumattomuutta. Liséksi, koska P > 0, niin
Lauseen 4.1 kohdan (iii) nojalla —1 ei ole matriisin P ominaisarvo. Néin ollen véite |\;| < 1
kaikilla j # i seuraa Lauseen 4.1 kohdasta (7). O
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5 Peskunin jirjestys ja asymptoottisten varianssien vertai-
lu

Tissd luvussa selvitetiiin, miten Midritelmiin 3.4 asymptoottinen varianssi o(P, f)? riippuu
Markovin ketjun (Xj)7-, siirtyméitodennikdisyysmatriisista P = [pivj]i,j:LZ...,n- Vastaus kysy-
mykseen saadaan Lauseessa 5.1. Lisdksi mééritelldén Peskunin jérjestys ja osoitetaan Lausetta
5.1 apuna kéyttéden, ettd Peskunin jarjestyksen avulla voidaan tietyin edellytyksin vertailla kah-
den siirtymétodennikoisyysmatriisin P ja () asymptoottisia variansseja. Vertailu on hyodyllisté,
silld kahdesta algoritmista (matriisista) se, jonka asymptoottinen varianssi on pienempi, sovel-
tuu paremmin Markovin ketju Monte Carlo -simulointiin. Peskunin jérjestyksen voima puoles-
taan piilee siiné, ettd sen avulla asymptoottisten varianssien vertailu on helppo tehda: riittéda
vertailla siirtymétodennékoisyysmatriisien alkioiden suuruuksia. Téta havainnollistaa Lause 5.3,
jossa osoitetaan, ettd Metropolis—Hastings -algoritmi on parempi kuin Barkerin algoritmi.

Téssé luvussa matriisista P oletetaan, etta:

Oletus 5.1. Matriisi P = [p; ;] on stirtymdtodenndkoisyysmatriisi siten, ettd

6§=1,2,...,n
(i) P™ >0 jollakin m € N

(i) P on kddntyvd invariantin jakaumansa m € R™ suhteen.

Kun matriisi P on kuten Oletuksessa 5.1, niin Lauseen 4.2 nojalla avaruudella (R™,(-|-).) on
ortonormaali kanta uq,us, ..., u, € R", jonka jokainen vektori on matriisin P ominaisvektori:

Pu; = \u,; kaikilla i =1,2,...,n,

missd \; € R kaikilla ¢« = 1,2,...,n. Lisdksi \; = 1 jollakin ¢ = 1,2,...,n ja sitd vastaavaksi
ominaisvektoriksi voidaan valita

w; = (1,1,...,1) € R™,
Tarvittaessa indeksointia muuttamalla voidaan olettaa, ettd A\ =1 ja
up = (1,1,...,1) e R™.
Télloin Lauseen 4.2 nojalla pétee, etté
A =max{|\;|:i=2,3,...,n} < 1.

Merkitddn vield
uf ={z e R": (z|u1), =0}

ja ryhdytéén todistamaan asymptoottisen varianssin mééritykseen tarvittavia aputuloksia. To-
distuksissa hyodynnetdin funktionaalianalyysin tuloksia, joita on koottu Liitteeseen B. Erityises-
ti tarvitaan késitteitd Banachin avaruus (Mééritelmé B.3), lineaarikuvauksen operaattorinormi
(Mé&éritelmé B.1) ja sarjan itseinen suppeneminen (M&éritelmé B.2).

Oletetaan tunnetuksi, ettd (R",(-|-)) on Banachin avaruus ja osoitetaan, ettd myos (R™,(:|-).)
on Banachin avaruus?.

2Viite seuraa triviaalisti myos siité, etté ddrellisulotteisessa avaruudessa kaikki normit ovat keskeniin ekviva-
lentteja, mutta normien ekvivalenssia ei tédssi tutkielmassa todisteta.
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Lemma 5.1. Avaruus (R™,(-|-).) on Banachin avaruus.

Todistus. Olkoon (zy),-, miké tahansa Cauchyn jono siten, ettd z), € R" kaikilla k € N. Taytyy
osoittaa, ettd on olemassa x € R™ siten, ettd ||z — x| — 0, kun & — oco. Koska (R™, (-|-)) on
Banachin avaruus, on olemassa z € R™ siten, etti ||z — z|| — 0, kun k& — oo. Koska funktio
[0, 00[— R: y = /y on kasvava ja 0 < 7; < 1 kaikilla i = 1,2,...,n, niin

n

0 < fla — lle = \/(ox = alon — 20 = || D (ons — 20)

=1
n
< D @ri —20)? = Ve — ala — 2) = |ax — ] =0,
i=1
misté viite seuraa. O

Huomautus 5.1. Soveltamalla Lausetta B.11 joukkoon {ui} ndhdiin, ettd ui = {ui}*+ on
avaruuden (R™, (-|-) ) suljettu aliavaruus. Koska (R™,(-|-)) on Lemman 5.1 nojalla Banachin
avaruus, seuraa Lauseesta B.5, ettd myds ui- on Banachin avaruus. Lauseen B.4 nojalla jokainen
avaruuden (u%, <|>7r) itseisesti suppeneva sarja suppenee.

Usein tarkastellaan Oletuksen 5.1 matriisia P vastaavaa lineaarikuvausta niin, ettd kuvauksen

méérittelyjoukoksi rajataan avaruuden (R™, (-|-) ) aliavaruus (ui, (-|-), ). Seuraavaksi osoitetaan,

etté tillsin kyseessd on lineaarikuvaus P : ui — ui, eli ettd Pz € ui aina, kun = € uf.

Matriisille ja sitd vastaavalle lineaarikuvaukselle kiiytetdan samaa merkinta.

Lemma 5.2. Olkoon matriisi P = [p; ;]
Px € uf.

ij=12,..n kuten Oletuksessa 5.1. Kaikilla x € ui myés

Todistus. Olkoon x € uf- miké tahansa. Koska uf- C R” ja vektorit uy,us, ..., u, ovat sisdtulo-
avaruuden (R", (-|-). ) ortogonaalisia kantavektoreita, niin Lauseen B.9 nojalla

n

i=1

Koska (z|u1), = 0, niin

Erityisesti
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ja siten

n n
(Px|uy), <Z (@luq) . Aiug u1> Z (lui), A (uilur), =0,
=2 m =2 =0V i=2,3,.
Niin ollen Pz € ui. O

Seuraavaksi tarkastellaan lineaarikuvauksen P : ui- — ui operaattorinormia.

Lemma 5.3. Olkoon matriisi P = [p; ;] kuten Oletuksessa 5.1. Lineaarikuvauksen

i,j=1,2,...n
P :ui — ui operaattorinormi on || P|| = ..

Todistus. Osoitetaan ensin, etti ||P|| < .. Olkoon = € ui- miki tahansa siten, ettd ||z|, < 1.
Koska (z|u1), = 0, niin samoin kuin Lemman 5.2 todistuksessa saadaan, ettd

v =Y (wlu)u = (wlu), u (17)

1=

,_.

.
I|

¥

ja

1=2 =2
n

Pxz=P (Z (xui>ﬂui> = ZP(<ﬂc|uz>7T u;i)
=2

(x|us), Pu; = Z (wlug) o A (18)
=2 =2

Kayttamalld yhtaloitd (17) ja (18) seké soveltamalla Pythagoraan lausetta B.10 ortogonaalisiin
vektoreihin wq, uo, ..., u, € R™ saadaan, etta

2 n

= > s, A2 Z\A 12 ([ (i), |

x  i=2

n

2

< A2 el will; =
=2

n

Z <l‘|’ui>ﬂ_ )\iui

=2

1Pz7 =

n

2|3 o),

=2

= Az < A2

™

Téstd seuraa, ettd || Pr|x < A, ja siten ||P[| = supy, <i[|Pz[lz < As. Osoitetaan, ettd myos
|P|| > A«. Olkoon i € {2,3,...,n} se indeksi, jolle | \;| = \.. Koska u; € ui siten, etti ||u;||, = 1
ja

[Puillx = [ Aiwillx = [Aillluillx = As,

niin my6s [|P|| = supy,, <1[[Pzllx > A O

Jos matriisi P = [p; ],

tarkastella hneaarlkuvausta P ui — ui . Erityisesti kaikille k € Ny voidaan méiritelli lineaa-
rikuvaukset P* : ui- — ui rekursiivisesti asettamalla

ij=12.. 5 On kuten Oletuksessa 5.1, niin Lemman 5.2 nojalla voidaan

Pz =z,
P'=Pja
Pitly = P (Phz).
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Seuraavassa lemmassa tarkastellaan sarjan
o0
g PFg
k=0

suppenemista, kun x € uj.

Lemma 5.4. Olkoon matriisi P = [p; ;] kuten Oletuksessa 5.1. Lineaarikuvaukselle

P :ui — ui pitee, etti

i,j=1,2,..n

(i) Avaruuden (ui,(:|-).) sarja 3.~ P*x suppenee itseisesti kaikilla x € ui-.

(i) Sarja Y7, <a:|Pka:>7T suppenee itseisesti kaikilla © € ui-. Lisiksi

,i <x\Pk:c>Tr = <x‘ 2P’%>

kaikilla x € ui .

Todistus. Todistetaan ensin sarjojen itseistd suppenemista koskevat viitteet. Olkoon = € ui

miké tahansa. Koska osasummien jonot

(é'@'%f‘):ﬂ (St )m |

ovat selviésti kasvavia, riittdéd osoittaa, ettd ne ovat myos ylhaélta rajoitettuja. Huomataan, etta
geometrinen sarja Z;":O A¥ suppenee, koska 0 < ), < 1. Niin ollen saadaan, etti kaikilla m € N
on

3

S felpta), | < 3 lelo 1Pl < 3 el ] el

<> llllz I1P)* < ||xu2zxc <o
k=0 k=0

3

ja
m m m (oo}
S NPkl < D[P el < all, D2 IPI* < flall, D2 X < oo,
k=0 k=0 k=0 k=0

misté sarjojen itseisté suppenemista koskevat véitteet seuraavat. Arvioissa hyddynnettiin Lauset-
ta B.7, Lausetta B.1 ja Lausetta B.3.
Osoitetaan seuraavaksi, etti

o0

> (s, (o)

k=0 T

Tiedetédn jo, ettd sarja

i PFy
k=0
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suppenee itseisesti avaruudessa (uf-, <|>7T) Huomautuksen 5.1 nojalla tésté seuraa, etté sarja

i PFy
k=0

suppenee avaruudessa (ui, (-|-)..). Néin ollen Y7 j Pz € ui, joten sisitulon jatkuvuuden no-
jalla (Lause B.8) saadaan

3 (s, =t 3 (o), =t (]3P

k=0 k=0
_ . k _ k
= <x "”}gléokgop z> = <x'k§0P 1:> . O

Seuraavan lemman todistusta varten kannattaa kerrata Kroneckerin lemma Lauseesta C.1.

Lemma 5.5. Olkoon matriisi P = [pi’j]i,jzl,l...,n kuten Oletuksessa 5.1. Kaikilla x € ui-

k_lk*m oo
dm, 2 T (@lPee = 2 (el

Todistus. Olkoon z € ui miki tahansa. Lemman 5.4 nojalla sarja Z,;“;O <ac\Pk:c>7r suppenee,

joten
lim (z|P*z ). =0.

k—o0

Liséksi Lauseen C.1 nojalla

m=1
joten saadaan, etté
14 1o 1
m m(x|P"x) = klirrgo (k‘ Z m (x|P™x) — %k <x|ka>ﬂ>
m=0 m=0
1k
— i - m o k
= klggo kﬂ;m@ﬂP x) ;}Lm (x|P*z)
=0.
Edelleen
k—1 m k—1 =
i 25 i, = i (52 e, - £ S e, )
= m=0 m=0
k—1 =
= klgrgomz::oﬁw x) . —klggoggm@\P x) .
= (x|P™x) . O
m=0



Jatkossa funktio f : {s1, $2,...,8,} — R samaistetaan vektorin

f = (f(sl)af(s2)7 N 7f(8n)) eR"
kanssa, jolloin voidaan tarkastella sisétuloa (f|g)., missd myds g € R™.

Lemma 5.6. Kaikilla funktioilla f : S = {s1,52,...,5,} — R pitee, etti f = f —E.f € ui,
missd

Erf=> f(si)m.
i=1

Todistus. Todistus on suora lasku:

n

(Flur), = (f =Enflw), =Y (f(si) - E'frf)il/,_i/'”i

i=1 e

3

=> flsi)mi =Y (Baf)mi =Erf —Erf =0. O
=1

1=

[

Lauseen 5.1 todistuksessa hyddynnetéiéin lihteesté [8] lainattuja ideoita.

Lause 5.1. Olkoon S = {s1,82,...,8,} C R joukko, f : S — R funktio ja (Xj),—, Mar-
kovin ketju tila-avaruudella S. Jos Markovin ketjun (Xi)pe, siirtymditodenndkdisyysmatriisi
P = [pijl; =10, ., on kuten Oletuksessa 5.1, niin kaikilla alkujokaumilla Xo ~ p® e R®
matriisin P asymptoottinen varianssi funktiolle f (Mdadritelmdi 3.4) on

o (P f)? =2(flT - P)7'f), = (fIf), (19)
(i) Exf = 2?21 f(si)mi,

iii) I on identtinen kuwvaus I : ui — ui, Iz = x ja
1 i

(iv) (I — P)~' :ui — ui on funktion (I — P) :ui — ui kddnteisfunktio.

Todistus. Lauseen 3.5 nojalla asymptoottinen varianssi on sama kaikilla alkujakaumilla, joten
voidaan olettaa, ettd satunnaismuuttujan Xy jakauma on p(?) = 7. T&llsin Lauseen 3.5 nojalla

(v i

i=1
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Kaikilla k € N

IE k X; E 2—1E
T > (f(Xi) —Exf) =% 4

i=1
L B B
=2 2D E(f(X)f(X)))
i=1j=1
1 k i—1 B B ~ k B B
=2 > ( E(f(X)f(X;)) +Ef(X.)°+ > E (f(Xz)f(Xj)))
=1 7=1 J=i+1
LA 1 kit B B
=2 D Ef(X)*+ 2> > E(f(X)F(X))
i=1 i=1j=1
L B _j
+22. > E(f(X)f(X;)))
i=1 j=i+1
1 k B 9 k i—1 B B
= L ZEf(Xz)Q + L ZZE (f(Xz)f(X])) (20)
i=1 i=1j=1
Koska (9 = 7, niin kaikilla k € N satunnaismuuttujan X jakauma on
u(k) = u(O)Pk =xPF = 7.
Néin ollen kayttdmélla Lausetta A.1 saadaan, ettéd kaikilla 4 > j
E (.f(Xz>f(Xj>) = Z Z f(5v>f(5u)P (Xl = Sij = Su)
v=1u=1
= Z Z f(sv)f(su)ﬂp (Xi= Sy, Xj = Su)
v=1wP(X;=s,)>0
= Z Z f(sv)f(su)P(Xz = 5| Xj = 54) P (X = su)
v=1wP(X;=s,)>0 R
=puv
= Z f(sv)f(su)pq(f uj)HD(XJ = Su)
v=1 w:P(X;=5,)>0
= Z Z f(sv)f(su)pq(fvj) P (X; = su)
v=1u=1 =
= Z Z f(sv)f(su)]?q(jvj)ﬂu
v=1u=1
= Z Fsuw)ma va(j,v])f(sv)
u=1 v=1
:[pm—jf]
= {/IP"71), (21)
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Liséksi kaikilla 7 € N

= f(s)’P(Xi =) =Y f(s5)*m; = (fIf),.,
Jj=1 j=1
joten yht#lsistd (20) ja (21) ndhdéén, ettd
k 2 Lk o ki1
E(ZU(X)— ) =2 2 P+ 2 (PR,
=1 =1 =1 j=1
9 k i—1 ’
= (D + 2 22 (IP0),
i=1 j=1
e
= (1), + 22D (1P f),
i=1 j=1
- 9 k-l o
= (F1F), + 230 (k- ) (AP,
=1
- ’“jlk_j o
= (fIf), +2 T<f|PJf>W~ (22)
j=1

Lemman 5.6 nojalla f € ui, joten soveltamalla Lemmaa 5.5 saadaan yhtilosti (22), etti

k 2 k—1 .
_ k—7 = .-
2 o o .
o(P,f)* = lim + g (Z )) = (fIf). + leinio; —— 1P 1),
: j:
=(f1f), + 22 (FIP']),
j=1
=) +2 | 2P ), = (1),
=0 T
=(f1P°f).,
o0
=2 (fIP'f), = ([If),
7=0
ja Lemman 5.4 nojalla edelleen, etta
o(P. )’ 2<f\zpjf> (1), (23)
Jj=0 -
Lemman 5.3 nojalla kuvauksen P : ui — ui- operaattorinormi on || P|| = A\, < 1, joten Lauseen
B.6 nojalla yhtils (23) voidaan kirjoittaa muotoon
o(P,f)* =2(fII = P)"' ), = (f1]),- O
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Asymptoottisen varianssin o (P, f)? laskeminen yht#loa (19) kiyttien on tyolistd yhtilossi esiin-
tyviin termin (I — P)~!f vuoksi. Tietyin edellytyksin yht#lo (19) mahdollistaa kuitenkin asymp-
toottisten varianssien o (P, f)? ja 0(Q, f)? suuruuksien vertailun. Téhin tarvitaan Lausetta B.12,
jonka avulla yht#ls (19) voidaan kirjoittaa muotoon

o(P, f)* =2 swp (2(flg), — (gl = P)g)) = (fIf),-

geuy

Niin p#dstiin eroon ongelmallisesta termistd (I — P)~!f ja asymptoottisten varianssien vertai-
luun riittdéd termien

(gl = P)g), ja (gl(I — Q)g),

tutkiminen. Téméa puolestaan on helpompaa kuin dkkiseltdén katsottuna voisi kuvitella: Lem-
massa 5.8 osoitetaan, ettd riittd tutkia matriisien P ja @ alkioita. Aloitetaan kuitenkin tar-
kistamalla Lauseen B.12 oletusten voimassaolo. Asymptoottisten varianssien vertailu tehd&an
Lauseessa 5.2.

Lemma 5.7. Olkoon matriisi P = [p; ;] ,, kuten Oletuksessa 5.1. Lineaarikuvaus (1—P) :

ui — ui on bijektio siten, ettd kaikilla x,y € ui
(1) {=[(I = P)y), = (I = P)zly), ja
(ii) (al(I - P)a), > 0.

i,7=1,2,...,

Todistus. Tarkistetaan ensin, ettd kuvaus (I — P) : ui — ui on hyvin mésritelty, eli ett#

(I — P)x € ui kaikilla € ui. Olkoon z € ui miki tahansa. Lemman 5.2 nojalla Pz € ui ja
Huomautuksen 5.1 nojalla ui- on avaruuden (R™, (-|-) ) suljettu aliavaruus, joten saadaan, etti

(I —P)x=1Ix—Px=x—Pxcui.
Huomautuksen 5.1 nojalla ui- on Banachin avaruus ja Lemman 5.3 nojalla kuvauksen P : ui —

ui operaattorinormi on ||P| = A, < 1, joten kuvauksen I — P bijektiivisyys seuraa Lauseesta
B.6.

Olkoot x,y € ui mit# tahansa. Samoin kuin Lauseen 4.2 todistuksessa nithdiin, etti

(z|Py), = (Pzly), .

Niin ollen saadaan, etté
(#|(I = P)y), = (zly) . — (z|Py), = (z|y). — (Pzly), = (x — Paly), = (I — P)zly), .

Osoitetaan lopuksi, ettéd (z|(I — P)z)_ > 0 kaikilla « € ui-. Lauseen B.1 ja Lemman 5.3 nojalla

(@|Pz),. < [(z|Pz), | < |zllz|Pz]lx < |zl Plllzllx = lzllz A < llz[l3,
joten saadaan, etté

(w|(I = P)a), = (al2), — (alPz), > (]x), — ]2 = |l2]2 = ]2 = 0. O

Kirjoitetaan seuraavaksi siséitulon (x|(I — P)z), lauseke vertailun kannalta kéyttokelpoisempaan
muotoon.
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Lemma 5.8. Olkoon matriisi P = [pi |, ., 5, kuten Oletuksessa 5.1. Tdllgin kaikilla v € R"

(z|(I — P)x ZZ )2 7ipi -

i=1 j=1
Todistus. Kaikilla x € R™ pitee, etté

(@|(I = P)x), = (2]x), — (x[Px),

n n n

_ 2

=3 wim =Y x| Y pigr, |
i=1 i=1 j=1

n
2
= E Ty — Tj E Dij %5
1 j=1

n n
2
E Di T i — E LiZjPi, T

j=1 j=1
n n

_ 2 o Ny

= g E (xf — a5x;)pi ;i

Toisaalta

ZZ(QL’z — xj)zpi7j7ri = ZZ(Z’? — 2$i$j + IL’?)piJ‘ﬂ'i
:ZZ( — Ty 7r2p”+zzx 71’1‘%] 7T7,pzy

i=1 j=1 i=1j5=1 —ﬂ7p7 i

n n n n
=3 @ — ) mpi + > (@] — wjw)mp;

i=1j—1 J=1i=1
n

-9 2 O P

= (27 — i) mipi

joten

(@(I = P)x), =Y > (af = wiz))pigm

=1
:%QZ ( ZL'.ZJ 7rlp”— ZZ pljﬂ—l O

i=1 j=1 i=1 j=1

Asymptoottisten varianssien vertailuun tarvittavat aputulokset on nyt todistettu. Maaritelldin
vield Peskunin jarjestys ennen vertailutuloksen esittdmisté.
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Maaritelma 5.1. Olkoot P = [pi»j]ijzl o JaQ = [qm]ij:1 o, siirtymdtodenndkdisyys-
matriiseja. Jos p; j > q;; katkilla i # 3, niin merkitddn

P>Q.

Relaatiota > kutsutaan Peskunin jdarjestykseksi.

Huomautus 5.2. Peskunin jdarjestys = on osittainen jarjestys swirtymdtodenndkdisyysmatrii-
seille:

(i) P> P
(i) jos P = Q ja Q = P, niin P = Q
(iii) jos P = Q ja R = P, niin R = Q.
Seuraava lause kertoo, miten Peskunin jarjestys liittyy asymptoottisten varianssien vertailuun.

Tuloksen todisti ensimméisené Peter H. Peskun ja se julkaistiin ensimmaéisen kerran vuonna 1973
lahteessd [9]. Seuraavaksi esitettévi todistus poikkeaa Peskunin alkuperdisestd todistuksesta.

Lause 5.2. Olkoon S = {s1,82,...,8n} CR, f: S — R funktio seki P = [piyj}ij:w . Ja
Q = laij); i=12..m stirtymdatodenndkdisyysmatriiseja. Oletetaan, etti

(i) P' >0 ja Q™ > 0 joillakin I,m € N
(ii) matriiseilla P ja Q on sama invariantti jakauma m € R™
(iii) kumpikin matriiseista P ja Q on kddntyvd invariantin jokauman 7 suhteen.

Tdlloin, jos

P = Q,
nun

o(P, f)* < a(Q, f)*

Todistus. Lemman 5.8 nojalla oletuksesta

seuraa, etta

e

< I TG0~ s
g

- ;i:fjlu(sz) — 1) by

~ P,
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joten kéyttamaélla lauseita 5.1 ja B.12 saadaan, ettéd
a(P,f)? =2(fII = P)~'f), — (fIf),
=2 sup (2(flg)_ — (gl(I — P)g),) — {fIf).

gGuf
<2 suwp (2(flg), = (91 = Q)g),.) = {/1]),
gEuy
=2(fII-Q)~'f), — (fIf),
=0(Q, 1)
Huomaa, ettéi Lemman 5.7 nojalla kuvaukset I — P : ui — ui ja I — Q : uf — ui toteuttavat
Lauseen B.12 oletukset ja lisiksi Lemman 5.6 nojalla f € ui. Néin ollen Lauseen B.12 kiytto
edelld on sallittua. O

Lauseen 5.2 sovelluksena osoitetaan, ettd Metropolis—Hastings -algoritmi on parempi Markovin
ketju Monte Carlo -simulointiin kuin Barkerin algoritmi. Tulos on sama, jonka Peskun esitti
lihteessd [9], vaikka kisittely poikkeaa hieman Peskunin esityksesté.

Lause 5.3. Olkoon S = {s1,82,...,8,} C R joukko, f : S — R funktio ja # € R"™ jakauma
siten, etti m > 0. Kaikilla ehdokastilojen jakaumilla g; = (gi1,Gi2s- - Gin) € R™, joille g; > 0
katkilla i = 1,2,...,n pdtee, ettdi

o(Pum, f)? < o(Pp, ),

on kuten mddritelmdssi 3.2 ja Pp = [pfj] on kuten

o MH
missd Py = |pi
u = [pl] ]i,j:1,2,...,n i.j=1,2,...n

mdadritelmdssa 3.35.

Todistus. Kiinnitetddn ehdokastilojen jakaumat ¢; = (¢i1,i2,---,9in) € R” siten, ettd g; >
0 kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Lauseen 5.2 nojalla riittda osoittaa, ettd Pyy = Pg. Olkoot i,j €

{1,2,...,n} mitd tahansa siten, ettd i # j. Mééritelmén 3.2 mukaan
MH : 7395 }
;i =min< 1, === 5 g; ;
! { migig)

ja médritelmén 3.3 mukaan
95,
i + 7595,

T s —
min{l, ng} > 395,

B _
bij; = 9i.g>

joten riittd4 osoittaa, etté

TiGij ) TiGij + 7G5,
Jos
. 7395,
min {1, ]]’} =1,
TiGi,5
niin
9 TjGj,i . T Gj,i
799, < D930 _ 1 — pindq, T390 L
TiGij T 95  TjGji Tigi,j
Jos taas

. 95, 595,
mln{l,jj }—J] ,
TiGi,j Ti9i,j
niin yhté triviaalisti

— — ' —
395, < 3950 _ min {1, 395, } ) O
TiGij + TG54  TiGij TiGi,j
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Liitteet

A Markovin ketjujen perustuloksia

Lemma A.1. Olkoon (Q,F,P) todenndikdisyysavaruus, n € N ja
Ao, Ay, A, €F

siten, ettd
P(A,_1NA, 2N..NANAy) >0.
Tdlloin

P (Noy Al Ag) = [P (AilAi—1, Aia, ..., Ao) . (24)
i=1
Todistus. Kaikilla i =1,2,...,n
I['D(14i71a Ai727 s 7Ala AO) >P (Anfla A’n727 s 7A17 AO) >0,

joten kaikki viitteessé esiintyvét ehdolliset todennékoisyydet on méaritelty. Jos n = 1, niin viite
pétee triviaalisti.

Oletetaan induktio-oletuksena, etti
n
P (N7 AilAg) = [P (AilAio1, Aia, ..., Ar, Ag)
i=1
jollakin n € N aina, kun Ag, A1, As, ..., A, € F siten, ettd
P(A,-1NA,—2N...NA; NA) >0.

Olkoot
Ag, A1, Agy o AL EF

siten, etta
P(An NA,_1N...NA; ﬂAo) > 0.

Saadaan, etté
P (Apt1 N (N7 4i))

P (N4 4] Ag) =

P (4o)
_ P (An+1|An7 An—la ) A17 AO) P (m:’:OAz)
P(Ao)
P (NP4,
=B (il Ar, oo A, Ag) T

=P (AnJrllA’ru Anfla R Ala AO) P (m?:lAl|A0)

=P (Any1|An, Ani,..., AL, Ao) HP(AHAFLAF% oy A, Ag)

i=1
n+1
= H P (Ai‘Ai—la Ai—?a s 7A17 AO) )
i=1
joten viite seuraa induktioperiaatteesta. ]
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Lemma A.2. Olkoon (Xj)s—, Markovin ketju tila-avaruudells S = {s1,s2,...,s,}. Télldin
myds (Xmik)peo on Markovin ketju kaikilla m € Ny.

Todistus. Tapauksessa m = 0 viite on selvi oletuksen nojalla. Oletetaan induktio-oletuksena,
ettd (Xom1k)peo on Markovin ketju jollakin m € Ny. Induktiovéitteens on, ettd
(X(m+1)+k)2o:0 on Markovin ketju. Olkoon k € N ja 41, Tmt2y - Tmpkt1 € S siten, ettd

P(Xmtk+1 = Trmtk+1s Xtk = Tomgks -+ Xm41 = Tmeg1) > 0.
Merkitadn
T={s€S :P(Xniht1 = Tmthtl, Xmik = Ttk Xm =) >0}
ja

k+1

B= () {Xm+t=Tm}-
=1

Koska

0<]P(B):P<Bﬁ(U{Xm:s}>> :P(U(Bﬁ{Xm:s})>

seSs seS

=Y P(BN{Xp=s}) = P(BN{Xy =5},

ses seT
niin T'# @ ja ) . P(BN{X,, =s}) =P(B).

Kiinnitetdéin y € S ja merkitédéin A = {X,,4542 = y}. Koska (X,4%) 4 on induktio-oletuksen
nojalla Markovin ketju, niin kaikilla s € T'

P(A|B N {X’m = 8}) =P (X7n+k+2 = y‘Xm—i-k-‘rl = Tm+k+1s--- 7X7n = S)
=P (Xm+k+2 = y‘Xm+k+1 = $m+k+1) )

silla P(Xm+k+1 = Tmtktly--- ,Xm = 8) > 0.
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Nain ollen saadaan, etté

P(Xmtrt2 = Y1 Xmitkt1 = Tomthtt, Xmtk = Tomths - - s Xmt1 = Tmp1)
P (Xm+lc+2 =Y, Xm+k+1 = Tm+k+1; Xm-Hc = Tm+ks--- ,Xm+1 = $m+1)

P(Xmtkt1 = Tmtkt1, Xmtk = Tmtks - s Xm41 = Tm41)
_P(ANB)
~ P(B)
_P (Uses ANBN{X, = s}))
P (B)
>ses P(ANBN{Xy, = s})
P(B)
E:SGTIED(AOBm {Xom = s})
P(B)
>ser P(AIBN{X,, = s})P(BN{X,, = s})
P(B)
ZseT]P (Xontit2 = Y Xmsks1 = Tomgrg1) P(BN{X,, = s})
P(B)

S er P (BN (X, = s})
P (B)

=P (Xmirt2 = Y[ Xmikt1 = Tmakr1)

=

(B)
(B

=P (Xotk+2 = Y[ Xmtkt+1 = Tmykt1) - O

=P (Xm+k+2 = Y[ Xm+k+1 = Trmtk+1)

~

Lemma A.3. Olkoon (Xy),—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1, s2,...,8,}. Jos

Tons Trntly -« -y Ttk € S
siten, ettd
P(X,, =xy,) >0
ja
P (Xmk = Tk Xint (k—1) = Tt (k—1)s - - - » Xin = &) = 0,
niin on olemassa i € {1,2,... k} siten, etti

P (Xmti = Tmtil Xms(i-1) = Tmii-1)) = 0.
Todistus. Jos k = 1, niin
0=P(Xpmt1=2Tme1, X;n = 2Tpm) =P (Xpn11 = 21| Xom = 20) P (X = 20)
misté
P(Xmt1 = Tmi1|Xm = 2m) = 0.

Oletetaan induktio-oletuksena, etté viite pétee jollakin & € N. Olkoot @y, Zpt1, - - - s Tt (k41) €
S siten, etté

P(Xpm =am) >0
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ja
P (Xm+(k+1) = Tg (k1) Xtk = Tomtks ooy X = :cm) =0.
Jos
P (Xm+k = Ttk Xt (k=1)5 -+ - » Xm = xm) =0,
niin viite seuraa suoraan induktio-oletuksesta. Oletetaan, etté
P (Xm+k = Ttk Xm+(k_1), X, = xm) > 0.

Kayttdmalld Lemmaa A.2 saadaan

0="P (Xpt (k1) = Tt (k1) Xtk = Ttk s X = Tin)
P (Xm+(k+1) = xm+(k+1)|Xm+k: = Tm+ky--> Xm = :Em) P (Xerk = Tm+tks--- 7Xm = -Tm)
P (Xm+(k+1) = xm+(k+1)|Xm+k: = $m+k) P (Xm+k = Tintks ey Xm = xm) )
mista

P (Xm+(k+1) = 37m+(k+1)|Xm+k = wm—i—k) =0
ja viite seuraa. ]

Lause A.1. Olkoon (Xj)s—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1,s2,...,8,} ja olkoon
P = [pi ], i=12,.m ketjun stirtymdtodenndkdoisyysmatriisi. Jos

P(X,, = si) >0,
nn
P (Xpir = 81 Xon = 51) = p\") kaikilla k € N ja kaikilla j = 1,2,...,n.
Todistus. Voidaan olettaa, ettd k > 1. Olkoot s;,., 8, .1, -+, 5i,,,, €S mitd tahansa siten, ettd
P (X,, =s:,) > 0.
Oletetaan ensin, etti

P (Xm+k = Si,,,L+k7Xm+(k—1) = Sty b1y , X = Sim) > 0.

T&lloin Lemmojen A.1 ja A.2 nojalla

]P) (Xm—i-k = Sinl+k7Xm+(kfl) = Sier(k,l)a ... aXm-‘rl = Sim+1 ‘Xm - Sim)
k
= H P (Xm+j = Simyy ‘Xm-i-(j—l) = Sier(j,l)a s 7Xm = Sim)
=1

|

P (Xm+j = Simyy ‘Xm+(j*1) = sim+(j—1))

<
Il
—_

Pir i (G-1ysimtse (25)

<
Il
—

I
KE”
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Huomataan, ettd yht#lo (25) pétee kaikilla s, , 85,1, ..,8i,., €S, joille
P(Xmym =si,)>0:

Oletetaan, ettd onkin

I[D (Xm+k: = Sim+k7Xm+(k71) = Sim+(1«—1)’ e 7Xm = Sim) = 0
Tilloin yhtélon (25) vasen puoli on selviisti yhté suuri kuin nolla. Toisaalta Lemman A.3 nojalla
on olemassa j = 1,2,...,k siten, ettd

Piry G1ysim+s = P (X7n+j = Simyy ‘Xm-‘r(j—l) = Sim+(1—1)) =0,
joten myos yhtélon (25) oikea puoli on nolla.

Lopuksi huomataan, etté

P (Xerk = Sierk |Xm = Sim)

n

n
E o § P (Xm+k: = Sim+k>Xm+(k71) = Sinl+(k_1)?' H 7Xm+1 = Sim+1|Xm = SinL)

It (k—1)=1 imt1=1

n n k
E : T E : H Dirrt(j—1)yim+;
i'm«#(k'fl):l im1=1j=1

(k)

=P, Simtk?

misséd viimeinen yhtasuuruus todistetaan induktiolla luvun k& suhteen. ]
Lemma A.4. Olkoon (Xy),—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1, s2,...,sn}. Tilldin
P(X; =2, Xjo1=2j-1,..., Xip1 = i1 | Xi = 24, Xim1 = xi-1,..., Xo = x0)
=P(X; =2;, X1 =2j-1,..., Xiy1 = xi1| Xi = )
kaikilla xo,x1,...,2; € S, joille

]P’(Xj,l = J]j,l,Xj,Q =Tj_2,... , Xo = JJ()) > 0.

Todistus. Lemman A.1 nojalla

]P)(XJ = II?j,Xj_l =Tj—-1y--- ,Xi+1 = ZL‘Z'+1|X1' = $¢,Xi_1 =Tj—1y.-- ,XO = IIZ())
j—i

= H P (Xitk = itk Xit (h—1) = Tig(k—1)s-- -» Xi = Ti, ..., Xo = @)
k=1

= H P (Xitk = Tipn Xit (h-1) = Tig (k1)) -
k=1

Toisaalta Lemman A.2 nojalla myds (X;4x);—, on Markovin ketju, joten Lemman A.1 avulla
néhdéan, ettd myos

P(XJ = xjij—l = ‘Tj—lw .. ,XZ‘+1 = 1’7;+1|Xi = 1172)

j—i

= H P (Xitk = Tipr Xit (h-1) = Tig (h—1)> Xit (h—2) = Ticg (h—2)s- - - » Xi = T;)
k=1

= H P (Xitk = ipn] Xit(h-1) = Tig (k1)) - O
k=1
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Lause A.2. Olkoon (Xy),—, Markovin ketju tila-avaruudella S = {s1, so, ..., sn}. Tdlldin
P(X; =2;|X; =2, Xo =20) =P (X; = 2,|X; = z;)
kaikilla 1 <1 < j ja xo,x5, x5 € S, joille
P (X; = a4, Xo = o) > 0.
Todistus. Olkoon
B:P (571 = [0,1]

kuvaus siten, etti

P(A; x Ay x - x Aj 1) =P (X1 € A1, Xo € Ay, ..., X; 1 € Ai 1| Xi = 14, Xo = z0) -
Olkoon edelleen

B=By xByx---xB,;,_4
={(21,22,...,2i-1) €S P({z1} x {22} x --- x {z;_1}) > 0}.

Koska

O<P(Xi=.’1,‘i7X0:LL'O): Z Z Z P(Xi:.’lﬁhXi,lZ.’Eifl,...,XO:Q?())

r1E€S x2€S T;_1E€S

= Z Z Z P(Xi1=2i1,..., X1 = 21| X; = 24, Xo = 20) P(X; = 2, Xo = w0)
z1€S w2€S z; 1€S

=Y > Y PXy =, X = |X = 2, Xo = 20) P (X = 24, Xo = 70)
zr1€S x2S z;_1€S

=Y > Y P({an} x {ma} x - x {mia PP (X = @i, Xo = 20),

T1 €S T2€S z;—1E€S
niin B # @. Merkitdin A = {X; = x;, Xo = zo}. Joukon B méiéritelmisté seuraa, ettd

P(X; = 2| X = x4, Xo = o)

:Z Z Z Z P(Xj:xja--~7Xi+1:Zi-l-laXi—l:Zi—la---7X1:Z1|A)

z1€8 zi—1€S8 z;41€S zj—1€S

= Z Z Z Z ]P)(Xj:l‘ja"'aXi-i-l:Zi-‘rlaXi—l:Zi—17"'aXlzzl|A)'

z1E€B; 2i—1€B;_1 2;4+1€S zj—1€S
Lemmaa A.4 kdyttaméilla ndhddén, ettd kun z, € By kaikilla k =1,2,...,7 — 1, niin
P(X; =xj,...,Xip1 = zig1, Xic1 = 21, ..., X1 = 21|A)
=P(X; =xj,...,Xiy1 = zig1, Xic1 = Zie1,..., X1 = 21| X; = x;, Xo = x0)

P(X; =xj,..., Xip1 = 2zig1, Xic1 = zi—1, ..., X1 = 21, Xi = 24, Xo = 20)
P(X; = 24, Xo = o)

IP(XJ :Zj,...7Xi+1 :Zi+1|Xi:ZL'Z',...,XOZI'())]P(Xi :.’Ei,...,XO :xo)
]P(Xl :l‘i,Xo :.1‘0)

IP(X] :Ij,...7Xi+1 :ZZ‘+1|Xi :I’Z)]P}(Xl :mi,...,Xo :130)
]P)(Xl = l‘i,X() = :L‘()) '

47



Nain ollen saadaan, etté
P(Xj = .13j|Xi = Z‘i,Xo = 1‘0)

Z Z Z Z P(X; =xj5,..., Xiy1 = 21| Xi = 34)
z1€8; Zi—1€B;_1 zi+1E€S zj_1E€S
P(X; = x4,...,X0 = 20)
P(X; = 2, Xo = x0)

Ly Ly EismeXo=m)
z21€B1 zi1€Bi P (X; = zi, Xo = z0)

Z Z P(Xj:l‘j,...,Xi+1:Zi+1|Xi:$i)

Zi4+1ES z;_1€S

:]P’(X]:w]|XL:w1)

:Z Z P(Xi1=zi—1,..., X1 = 21| Xs = 24, Xo = 20) P (X = 2| X; = ;)

z1€B; zi—1€B;—1

Z Z P(Xiflzzifl,...,Xl:Zl|Xi:{I?i,X0:£C0)]P)(Xj:.’Ej|Xi:(Ei)
z1ES zi—1E€S

=1

Seuraava lause pétee kaikille neliomatriiseille. Muista, ettd matriisitulo on assosiatiivinen:
(AB)C = A(BC)

aina, kun A on m X n matriisi, B on n X p matriisi ja C' on p X ¢ matriisi.

Lause A.3. Olkoon P = [p; ;| matriisi. Talloin kaikilla k,m € N

i,j=1,2,....n
(i) Pkpm™ = pktm jq
(ii) (P™)* = pmk,
Todistus. (i) Olkoon m € N miké tahansa. Jos k = 1, niin potenssimatriisin mééritelmén nojalla
P*p™ = PP = Pt = prtm
Oletetaan induktio-oletuksena, ettd P*P™ = Pk jollakin k € N. T&llsin
Pk‘+1pm — (Ppk)Pm — P(PkPm) — PPk‘+m — P(k+1)+m,
joten véite (i) on todistettu.

Todistetaan véite (ii). Olkoon m € N miki tahansa. Jos k& = 1, niin viite pétee triviaalisti.
Oletetaan induktio-oletuksena, etté (P™)* = P™* jollakin k € N. T#llsin induktio-oletuksen ja
kohdan (i) nojalla

(Pm)k+1 — Pm(Pm)k — Pumk _ Pm+mk — Pm(k+1). n
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Lause A.4. Olkoon P = [pi;l; i1,
k> m. Jos P™ > 0, niin myés P* > 0.

siirtymdtodenndkoisyysmatriisi ja m, k € N siten, ettd

Todistus. Jos k = m, viite pitee oletuksen nojalla. Oletetaan induktio-oletuksena, ettd P* > 0
jollakin k& € N. Olkoot 4,7 € {1,2,...,n} mitd tahansa. Tiytyy osoittaa, etti pETl) > (. Koska
P on siirtymétodennékoisyysmatriisi, niin

n

Zpi,l =1

=1

Néin ollen p; ;, > 0 jollakin Iy € {1,2,...,n}. Koska P > 0 ja P* > 0, niin

k 1 n k k
pz('yj+ ) = [PPk]Z_’j = sz}lpl(’j) > puopl(o’)j > 0. O
=1
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B Funktionaalianalyysin tuloksia

Seuraava esitys perustuu lihteeseen [10]. Vektoriavaruuden E nollavektoria merkitéén 0. Lisiksi
oletetaan, ettd vektoriavaruuden kerroinkunta on aina reaalilukujen joukko R.

Operaattorinormi

Madritelmé B.1. Olkoot (E, ||-||g) ja (F.||||r) normiavaruuksia ja L : E — F lineaarikuvaus.
Kuvauksen L operaattorinormi on

ILIl = sup |[Laf|f-
lelle<1

Lause B.1. Olkoot (E, ||-||g) ja (F, ||-||r) normiavaruuksia ja L : E — F lineaarikuvaus. Talloin
kaikilla x € &/
Lzl p < LIl g -

Todistus. |L(0g)||p = |0r||z = 0 =||L|| ||0g| 5, joten viite pitee tapauksessa 2 = 0. Olkoon
siis 2 € B\ {0p}. Télloin i € E siten, etté
E
T 1
2 =, =1
‘ izl lolg ™% 7
joten
1 1 T
o el = || =|e ()] <.
[EE lzlg g Izl g /Nl 7
mistd véite seuraa kertomalla saatu epayhtélé puolittain luvulla ||z ; > 0. O

Lause B.2. Olkoot (E, |||g) ja (F, ||||r) normiavaruuksia ja L : E — F lineaarikuvaus. Talloin
seuraavat ehdot ovat yhtdpitivid:

(i) kuvaus L on jatkuva,

(ii) kuvaus L on jatkuva pisteessi xg € E ja

(iii) || L|| < oo.

Todistus. Implikaatio (i) = (ii) on selvd médritelmén nojalla.

Todistetaan implikaatio (ii) = (iii). Koska kuvaus L on jatkuva pisteessé xy € F, on olemassa
0 > 0 siten, ettd
|Lx — Lao||p <1

kaikilla x € E, joille ||z — zo||p < §. Edelleen, jos x € E siten, etti ||z||g < J, niin
[Lz|F = [|L(zo — (0 — @))||F = [|Lzo — L(zo — 2)|lF <1,

koska
2o — (w0 — )|z = [|z||g < 6.
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Jos sitten z € F'\ {0g} on miki tahansa, niin ”gﬁ € E siten, etti H”iﬁ

(i)

1
ILz]r < 5llz]e- (26)

‘E = §. Todistuksen

alkuosan ja lineaarisuuden perusteella saadaan

[La|p =

<1,

F

o
]| &

mistéi edelleen

Liséksi 1
IZ0& ] 7 = 10F[F = 0= <[085,

joten yhtilo (26) piitee kaikilla 2 € E. Operaattorinormin mééritelméisté ja yhtélostd (26) seuraa
nyt, etta

1
12 < 5 < oo

Osoitetaan lopuksi implikaatio (iii) = (i). Olkoot € > 0 ja x,xo € E mitd tahansa siten, ettd

e
||a: — $0||E < .
L] +1

Talloin Lauseen B.1 nojalla
|ILz — Lao||p = ||L(z — zo)||lF < [|L]|lz — zollp <e. 0
Olkoot E, F' ja G vektoriavaruuksia ja L : E — I ja M : F — G lineaarikuvauksia. Otetaan
yhdistetylle kuvaukselle M o L : E — G kidyttoon merkinta
MoL=ML.
Edelleen, jos P : E — E on lineaarikuvaus, merkitdan

PF=PoPoPo---oP

k kappaletta

kaikilla k& € N. Lisiiksi mééritelldsin, ettd P° = I, missi I : E — E on identtinen kuvaus Iz = .

Lause B.3. Olkoon (E,|-|g) normiavaruus ja L : E — E lineaarikuvaus. Kaikilla k € N
L* : E — E on lineaarikuvaus ja | LF|| < IL||F.

Todistus. Viite on selvi, jos k = 1. Oletetaan induktio-oletuksena, ettd viite pitee jollakin
k € N. Kaikilla z,y € E ja A € R pétee induktio-oletuksen ja kuvauksen L lineaarisuuden
nojalla, etta
Ltz +y)=L(LF(@+y) = L (LFo+ LFy) = L (L*2) + L (LFy) = LMo+ LF Yy
ja
L (\z) = L (L*(\x)) = L (\L*z) = AL (L*z) = AL*" 2,

joten kuvaus L¥*1 on lineaarikuvaus. Todistetaan operaattorinormia koskeva viite kuvaukselle
LEFL. Olkoon z € E miki tahansa siten, etti ||z|z < 1. Kiyttdmilld Lausetta B.1 ja induktio-

oletuksen antamaa epéyhtélds || L¥|| < IL||* saadaan, etti
12540 = |12 () | g < LI 2 o < NEANEF [l < 207
mistd viite seuraa. O
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Normiavaruuden sarjat

Maédritelmé B.2. Olkoon (E,||-||g) normiavaruus ja xy € E kaikilla k € N. Sarja

oo
D> o
k=1

().,

oo
D> @
k=1

suppenee, jos Jono

suppenee. Sarja

suppenee itseisesti, jos sarja

oo
> laklle
k=1

suppenee.

Madritelmd B.3. Normiavaruus (E, ||-||g) on Banachin avaruus, jos sen jokainen Cauchyn
jono suppenee.

Esimerkki B.1. Joukko R™ varustettuna tavallisella Euklidisella normilla on Banachin avaruus.

Lause B.4. Normiavaruus (E,||-||g) on Banachin avaruus, jos ja vain jos sen jokainen itseisesti
suppeneva sarja suppenee.

Todistus. Oletetaan ensin, etté (E, ||-|| ) on Banachin avaruus. Olkoon >~ | x itseisesti suppe-
neva sarja. Tiytyy osoittaa, ettd sarja Y- | ) suppenee. Koska (E, -] g) on Banachin avaruus,

riittda osoittaa, ettd jono
n o0
k=1 n=1

on Cauchyn jono. Olkoon & > 0 miké tahansa. Koska sarja Y .-, ) suppenee itseisesti, on

olemassa n. € N siten, etté
(oo}

> Jalls <<

k=n.+1

Olkoot n ja m mitd tahansa luonnollisia lukuja siten, ettd n. < n < m. Tilloin

n m m m oo
S =Y af = Y wl| < Y lmlp< D lwklp <e
k=1 k=1 E k=n+1 E k=n+1 k=nc+1

mistéd viite seuraa.

Oletetaan sitten, etté jokainen avaruuden (F, ||-||g) itseisesti suppeneva sarja suppenee, ja osoite-
taan, ettéd avaruus (E, ||-||g) on Banachin avaruus. Olkoon (z),-; miké tahansa Cauchyn jono.

Riittd4a osoittaa, ettd jonolla (xk)zozl on suppeneva, 0sajono (x’fj);;; on helppo néhdi, etté
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Cauchyn jono suppenee, jos silld on suppeneva osajono. Olkoon £ > 0 miké tahansa. Koska jono
(xx)—; on Cauchyn jono, on olemassa luonnolliset luvut k1 < ko < ks < ... siten, etti

€
lzr — 2illp < BYES)

kaikilla k,1 > k;. Huomataan, etté kaikilla j > 2

J
Thy = Z(:L.ki - mki—l) + Tk,

i=2
missé,
J J 00
€ €
> low —weillp <> 5 <) 5=
=2 =2 i=1
Néin ollen sarja
o0
§ (gjki - xki—l)
i=2

suppenee itseisesti. Oletuksen nojalla jokainen itseisesti suppeneva sarja suppenee, joten saadaan,
etta

J )
lim T, = lim (Z(‘Ik@ - xki—l) + xlﬂ) - Z(xkz - xki—l) + T, - O

j — 00 j — 00
J J =2 =2

Lause B.5. Olkoon (E, |-||g) Banachin avaruus. Aliavaruus F C E on Banachin avaruus, jos
ja vain jos joukko F on suljettu avaruudessa (E, ||-||g).

Todistus. Oletetaan ensin, etti aliavaruus F' C F on Banachin avaruus ja osoitetaan, ettd joukko
F on suljettu avaruudessa (F, ||-||g). Tehdddn antiteesi: on olemassa joukon F kasautumispiste
x € B\ F. Talloin jokaiselle k € N on olemassa xj, € F siten, ettd

joten x = limy_, o, . Suppeneva jono on Cauchyn jono, ja koska aliavaruus F' on Banachin
avaruus, on olemassa y € F' siten, ettd limg_ 2 = y. Raja-arvon yksikésitteisyydestd seuraa,
ettd x = y € F, miké on ristiriita.

Oletetaan sitten, ettd F' C E on suljettu avaruudessa (E, ||-||g) ja osoitetaan, ettd F' on Banachin
avaruus. Olkoon (xj)72 ; miké tahansa Cauchyn jono siten, ettd xj, € F kaikilla k € N. Avaruus
(E, ||-|| g) on Banachin avaruus, joten jono ()52, suppence avaruudessa (E, ||-|| ). Olkoonz € E
siten, ettd limy_, o 2 = x. Koska x; € F kaikilla £ € N, niin « on joukon F' kasautumispiste.
Koska F' C E on suljettu, niin « € F, ja siten jono (xy)72, suppenee avaruudessa F. ]

Lause B.6. Olkoon (E,|||g) Banachin avaruus ja L : E — E lineaarikuvaus siten, etti || L|| <
1. Tdlldin kuvauksella I — L on kddnteiskuvaus

(I—LrlziiL@
k=0
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Todistus. Olkoon x € E miké tahansa. Kayttdmalld Lausetta B.1 ja Lausetta B.3 saadaan, etté

oo (o] o0
S l125elly < SN2 s < 3 1E1F el < oc.
k=0 k=0 k=0

missé geometrinen sarja Y, |L|* |lz|| ; suppenee, koska 0 < ||L|| < 1. Lauseen B.4 nojalla
téstd seuraa, etté sarja

o0

Sk

k=0

suppenee kaikilla z € E. Helposti ndhdédan, ettd kuvaus ZZ’;O L* on lineaarinen. Kayttamalla
Lausetta B.2 ndhdéén, etta

o0 n n n
k _ . k o k o k41
L (kZOL x) =L ("ILH;OICZOL a:) —nh_{goL (ZL a:) —HILIEO;L T

k=0
n+1 n+1 (e’
o k.. 1 k.. _ k..
ntLII;OZL z= lim S lz—Jz | => L'z—=
k=1 k=0 Loz k=0
misté
> Lz —L (Z L%) =
k=0 k=0
=I1(52, LFz)
eli
(I—1L) (Z L’f:c> =z
k=0
Naiin ollen
(ZLk>x_ (I —L) (ZL’f > =
Toisaalta
o0
(ZLk> = (ZL’“) (x — L) ZLk ZL’“ Lz
k=0
I N L
k=0 k=0
:Z (Z x—Ix)—Ix—x
k=0 k=0
kaikilla = € F, joten véite seuraa. ]
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Sisidtuloavaruudet

Madritelmé B.4. Olkoon E vektoriavaruus. Kuvaus (-|-) : E x E — R on sisditulo, jos

(i) (x|x) > 0 kaikilla v € E ja {(xz|x) =0, jos ja vain jos v =0
(it) kaikilla z,y,z € E ja XA € R (x4 y|z) = (z|z) + (y|2) ja (Az|y) = X (z|y)

(iii) (x|y) = (y|z) kaikilla z,y € E.

Paria (E, {-])) kutsutaan sisituloavaruudeksi.

Vektoriavaruuden E sisitulo (-|-) : E x E — R méérii normin

I+ B = [0,00[, ||z} = v/ (zl|z),

jolle patee Cauchyn—Schwarzin epéyhtilo:

Lause B.7. Olkoon (E,(-|-)) sisituloavaruus ja ||-|| : E — [0,00[ sisdtulon mddrdiimd normi.
Télloin

[(zly) < [yl
kaikilla z,y € E.

Lause B.8. Olkoon (E, (:|-)) sisdtuloavaruus ja y € E miki tahansa. Tdlloin kuvaus
E—R:zw— (z|y)
on jatkuva.

Todistus. Olkoot € > 0 ja xg € E mita tahansa. Télloin, jos € E on miké tahansa siten, ettid

o = oll <
T — T _
yll +1
niin Lauseen B.7 nojalla
€
[(zly) = (woly)| = [z — woly)| < llz— zoll [yl < 7= Wl < e O
lyll +1
Madritelmé B.5. Olkoon (E, (:|)) sisituloavaruus. Vektorit x1,xa,...,x, € E ovat ortogonaa-
lisia (sisitulon (-|-) suhteen), jos
(zilx;) =0
kaikilla i # j. Jos lisdksi pdtee, ettd
;]| = 1

kaikilla i = 1,2, ... ,n, niin sanotaan, etti vektorit x; ovat ortonormaaleja.

Lause B.9. Olkoon (E,(-|-)) sisdtuloavaruus, jonka ortogonaaliset kantavektorit ovat

UL, U,y - - - Up € E. Tdlloin jokaisella vektorilla x € E on esitys
n
i=1
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Todistus. Koska vektorit uy,us,...,u, muodostavat avaruuden E kannan, on jokaiselle x € F
olemassa luvut c1,ca, ..., c, € R siten, ettd

n
Tr = E C;Uj.
i=1

Riittdd siis osoittaa, ettd ¢; = (x|u;) kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Vektoreiden u; ortogonaalisuuden
nojalla saadaan kaikille t = 1,2,...,n

n n
(wlus) = <chuj ui> =D ¢ (uylu) = ¢,
j=1 j=1

misté viite seuraa. O]

Lause B.10. [Pythagoraan lause] Olkoon (E, (-|-)) sisdtuloavaruus, n € N ja vektorit
T1,%2,...,T, € E ortogonaalisia. Tdalloin

n 2 n
2
Yoal =D el
i=1 i=1

Todistus. Jos n = 1, niin viite péatee triviaalisti. Oletetaan induktio-oletuksena, etté viite péatee
kaikilla n < k € N. Olkoot vektorit x1,z9,...,2511 € F ortogonaalisia. Induktio-oletusta
kéyttden saadaan, etti

k1|2 k 2 k k
i=1 i=1 i=1 i=1
k k k k
= <Z xz‘ Zml> + <Zml :vk+1> + <xk+1‘ Zml> + (Tpp1|Thg1)
=1 i=1 i=1 i=1
k 2 k
=D wl| +2> @iloe) + el
i=1 P
=0
k
2 2
= llall® + llzna
i=1
k+1
= Z ||‘TZH2 )
i=1
joten viite seuraa induktioperiaatteesta. ]

Maédritelmé B.6. Olkoon (E,(-|-)) sisdtuloavaruus ja A C E. Joukon A ortokomplementti on
joukko
At ={z € E: (z]|a) = 0 kaikilla a € A}.

Lause B.11. Olkoon (E,(-|-)) sisituloavaruus ja A C E. Joukon A ortokomplementti on ava-
ruuden (E,(-|-)) suljettu aliavaruus.

Todistus. O € At koska kaikilla a € A

(0g|a) = (0-0gla) = 0 (0g|a) = 0.
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Olkoot z,y € A ja a € R mité tahansa. T#lloin kaikilla a € A
(z +yla) = (zla) + (yla) =0+0=0
ja
(az|a) = a(z|la) =a-0=0,
joten x +y € AL ja ax € AL, Siispi AL on aliavaruus.

Olkoon a € A miké tahansa ja f : E — R siten, ettd f(x) = (z]a). Lauseen B.8 nojalla kuvaus
f on jatkuva, joten joukko

at ={z e E:(z]a) = 0} = 17V ({0})

on suljetun joukon {0} C R alkukuva jatkuvassa kuvauksessa f ja sellaisena itsekin suljettu.

Koska
At = ﬂ at,
acA
my6s A on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu. O

Maéritelmé B.7. Olkoon (E,(-|-)) sisdtuloavaruus ja L : E — E lineaarikuvaus. Sanotaan,
ettd kuvaus L on itseadjungoitu, jos

(z|Ly) = (Lz|y)

kaikilla x,y € E.

Maédritelméd B.8. Olkoon (E, (")) sisdtuloavaruus ja L : E — E lineaarikuvaus. Sanotaan,
ettd kuvaus L on posititvinen, jos
(x|Lxy >0

kaikilla x € E.
Seuraavan lauseen yht#lo (27) on esitetty ldhteessd [11, s. 44] ilman todistusta ja tietoa siité,
milla ehdoilla yhtélo tarkalleen ottaen pétee.

Lause B.12. Olkoon (E,(:|)) sisituloavaruus ja L : E — E lineaarinen bijektio, joka on seki
positiivinen ettd itseadjungoitu. Tdalloin

(z|L™a) = sup (2 (zly) — (y|Ly)) (27)

kaikilla x € E.
Todistus. Osoitetaan ensin, etté <IE|L_1.’L‘> > (0 kaikilla € E. Tehdaan antiteesi: on olemassa

r € F siten, etta <x\L‘1x> < 0. Koska kuvaus L on bijektio, on olemassa y € FE siten, etté
x = Ly. Nain ollen

0> (2L z) = (Ly|L™" (Ly)) = (Lyly) = (y|Ly),

miké on ristiriita.
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Olkoon nyt x € F miké tahansa. Télloin kaikilla y € E pétee, ettd

0< (z— Ly|L™* (x — Ly))
= (¢ — Ly|L™ 'z — L™ (Ly))
= (z — Ly|L~ 'z —y)
= (z|L7'z) — (zly) — (Ly|L ™" =) + (Lyly)
= (2|L7a) — (zly) — (yIL (L7 2)) + (y|Ly)
= (z|L7 ) = (zly) — (ylz) + (y|Ly)
= x) + (ylLy) ,

=

8

x| L7 2y — 2 (x]y)
ja siten

(a|L72) > 2(aly) — (y|Ly)
kaikilla y € E. Erityisesti siis

(z|L7'z) > sup (2 (zly) — (yILy)).

Toisaalta, valitsemalla y = L™'z saadaan, etti Ly = x ja

(z|L™'z) = 2(z|L™'z) — (z|L™'z)
= 2(zly) — (Lyly)
= 2(zly) — (y|Ly)
< sup (2(zly) — (ylLy)) - O

Lause B.13. Olkoon (E,(:|)), missi E # {0g}, sisituloavaruus siten, etti n = dimFE € N
ja olkoon kuvaus L : E — E lineaarinen ja itseadjungoitu. Tdlldin avaruudella E on ortonor-

maalt kanta vy, vs,...,v, € E, jonka jokainen vektori v; on kuvauksen L ominaisvektori, eli on
olemassa luvut A1, o, ..., N\, € R siten, ettd
LUi = )\ivi

katkilla i =1,2,...,n

Todistus. Katso esimerkiksi [12, Theorem 2.1]. O
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C Kroneckerin lemma

Lemma C.1 (Abelin osittaissummauskaava). Olkoot (x,,)22 ja (yn)2, lukujonoja ja
k=0
kaikilla n € No. Tdlloin
n n—1
D whyr = waYo — > (wh1 — 7)Y
k=0 k=0

kaikilla n € Np.

Todistus. Kaikilla k =1,2,3,...,n pitee, ettd yr = Yr — Yi—1, joten

n—1 n—1

n
> Thyk = ToYo + Tnn + D Yk = ToYo + Tntn + Y Tk(Ye — Y1),
k=0 k=1 k=1

ja lisddmilld yhtdloon puolittain termi 22;11 (k41 — )Yy saadaan, ettéd

n—1 n—1

n
Zﬂﬁkyk + Z(xk+1 — )Yy = ToYo + TnYn + Z($k+1Yk — o Yj-1).
k=0 k=1 k=1

Yhtélon oikean puolen summatermi on teleskooppisumma

n—1 n—1
D (@r1Ye — oY1) = Y (2k — 2k-1) = Zn1 — 20,
k=1 k=1

missé 2 = xg41Y%. Nain ollen saadaan, etté

n n—1
Zwkyk + Z(%H —x) Yk = oYo + Tn¥Yn + TpYn_1 — 1Yo
k=0 k=1
= 20Y0 + Tn(Yn + Yn-1) — 2190
= ann - (5C1 - xO)yO
- ann - (1’1 - :CO)Y07
misté edelleen
n n—1
> wkye = 2o — (11— 20)Yo — Y (k1 — 1)V
k=0 k=1
n—1
= :CnYn — Z(I[H_l — Ik)Yk.
k=0
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Lause C.1 (Kroneckerin lemma). Olkoon (y,)52, reaalilukujono siten, ettd sarjay ., | Yn Sup-
penee. Olkoon lisiksi ()02, kasvava reaalilukujono siten, ettd

(Z) 1 >0

(i) lim, oo T,, = 00.
Tdalldin
n

lim — Zxkyk =0.

Todistus. Merkitdin zo =0 =yo, Yo = > p_o Uk Ja Y = Y 1o Yn. Olkoon & > 0 miké tahansa ja
N € N siten, etté

‘Yn - y| <e
kaikilla n > N. Kaikille n > N + 2 saadaan, etti

1 n—1 1 n—1
. > @k — ) (Vi —y)| < . > ek — k] Vi —
" k=N+1 " e=N+1
n—1

A

| o
—~
=
+
—

\
S

= ;(gjn —TN+1)

<e.
Lauseen varsinainen véiite voidaan nyt todistaa Lemman C.1 avulla: kun n > N 4+ 2, niin

1 n 1 n 1 n—1
a ;xkyk a ;)l‘kyk a <ann — Z($k+1 — xk)Yk>

k=0
1 n—1
=y, - — — )Y,
[, I;(xkﬂ ) Ye
1 N 1 n—1
=Y - o > (@ryr — 2p) Vi — . > (@rir — 2k) Y
k=0 k=N+1
1 N 1 n—1 1 n—1
=Yn - T Z(xk-i-l — )Yy, — z, Z (Th41 — 2r)y — T Z (@ht1 — 21) (Y — )
k=0 k=N+1 k=N+1
1 N y 1 n—1
=Y, — . > (@ryr — 2) Vi — :Tn(wn —TN41) — . > (@rgr —2k) (Vi — y)
k=0 k=N+1
1 N y 1 n—1
< Y- — D (@hpr — @) Vi — — (@ — o) |+ — > (@ — @) (Vi - y)
" k=0 " " k=N+1
1 & Y
S Yn — ;’n kz_o(xk;+1 — l‘k)Yk — E(.’L‘n — xN+1) +e€
= ly—0—y|+e=c¢, kun n — oo. O
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