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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyd Fermat'n suuren lauseen todistuk-
sen syntyyn ja etenkin muutamiin lauseen yksinkertaisimpiin erityistapauksiin. Fer-
mat’n suuren lauseen mukaan ei ole olemassa kokonaislukuja z, y ja z, jotka toteut-
tavat yhtalon

xn _|_ yn — Z?’L’

kun n on lukua 2 suurempi luonnollinen luku. Vaikka lause on nimetty 1600-luvulla
elineen Pierre de Fermat'n mukaan, ulottuvat sen juuret tuhansien vuosien padhéan
Fermat’ta edeltdvaian aikaan. Fermat’n suuri lause onnistuttiin myos lopulta todista-
maan vasta satojen vuosien kuluttua siitd, kun Fermat oli tdmén vaittdméan esitté-
nyt. Andrew Wiles yhdisti lopullisessa todistuksessa onnistuneesti vuosisatojen var-
rella kehittyneitd tuloksia monilta eri matematiikan aloilta ja lauseen todistaminen
vaati héneltd seitsemén vuoden yhtédjaksoisen tyon.

Téassé tutkielmassa otetaan katsaus Fermat’'n suuren lauseen historiaan ja todis-
tetaan lauseen paikkaansapitivyys tapauksissa n = 4 ja n = 3. Tapauksen n = 4 to-
distus pohjautuu jo Fermat'n kdyttdmaan ddarettomdn laskeutumisen menetelmddn,
kun taas tapaus n = 3 on todistettu Eulerin laatiman todistuksen pohjalta.

Eulerin todistuksessa tapaukselle n = 3 hyddynnetdédn Gaussin resiprookkilakia.
Jos p ja g ovat erisuuria parittomia alkulukuja ja tiedetdén, onko ¢ neliénjaannés vai
nelionepéjadnnos modulo p, niin Gaussin resiprookkilaki kertoo, onko p télloin ne-
lionjaannos vai nelidnepédjaannoés modulo g. Tamé resiprookkilain sisélté saadaan esi-
tettyd suoraviivaisemmin Legendren symbolia hyddyntéen ja ennen lain todistamista
todistetaan aputuloksina muun muassa Eulerin kriteeri sekd Gaussin lemma.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyd Fermat’'n suuren lauseen todistuk-
sen syntyyn ja etenkin muutamiin lauseen yksinkertaisimpiin erityistapauksiin. Fer-
mat’'n suuren lauseen mukaan ei ole olemassa kokonaislukuja x, v ja z, jotka toteut-
tavat yhtalon

xn+yn — Zn’

kun n on lukua 2 suurempi luonnollinen luku. Vaikka lause on nimetty 1600-luvulla
elaneen Pierre de Fermat'n mukaan, ulottuvat sen juuret tuhansien vuosien padhén
Fermat’ta edeltdvadn aikaan. Fermat’n suuri lause onnistuttiin myos lopulta todista-
maan vasta satojen vuosien kuluttua siitd, kun Fermat oli tdmén vaittdman esitté-
nyt. Andrew Wiles yhdisti lopullisessa todistuksessa onnistuneesti vuosisatojen var-
rella kehittyneitd tuloksia monilta eri matematiikan aloilta ja lauseen todistaminen
vaati hédneltd seitsemén vuoden yhtédjaksoisen tyon.

Tamén tutkielman ensimmaisessd luvussa otetaan katsaus Fermat'n suuren lauseen
historiaan. Seuraavassa luvussa keskitytain kahteen lauseen erikoistapaukseen ja to-
distetaan tédmén paikkaansapitédvyys ensin tapauksessa n = 4 ja tdman jilkeen ta-
pauksessa n = 3. Tapauksen n = 4 todistus pohjautuu jo Fermat'n kayttamé&an dd-
rettomdn laskeutumisen menetelmddn, kun taas tapaus n = 3 on todistettu Eulerin
laatiman todistuksen pohjalta. Molemmat néista todistuksista on tehty lihteeseen [7,
s. 1-31] tukeutuen ja niiden todistusten myo6td huomataan lauseen olevan samalla to-
si my06s aina, kun luku n on miké tahansa luvun 3 tai 4 monikerta. Yleisemmin, jos
lause pétee luvulle n, niin se patee myos kaikille luvun n monikerroille. Tamén vuoksi
riittad todistaa lause vain kaikissa sellaisissa tapauksissa, joissa n on alkuluku.

Eulerin todistuksessa tapaukselle n = 3 hyddynnetédn Gaussin resiprookkilakia,
jonka mukaan, jos p ja ¢ ovat erisuuria parittomia alkulukuja, niin

() -0

missé (E) on Legendren symboli. Tamé tulos todistetaan téssd tutkielmassa oma-

na kappaleenaan 2.4 ja lauseen todistus on tehty kokonaisuudessaan lihteen [8, s.
418-438] pohjalta. Ennen Gaussin resiprookkilakia kappaleessa 2.4 todistetaan apu-
tuloksina myos Eulerin kriteeri sekd Gaussin lemma.

Seuraavien Fermat'n suuren lauseen erikoistapausten todistaminen on historian
saatossa osoittautunut selvésti nditd kahta tutkielmassa esitettyd tapausta haasta-
vammaksi, misté kielii jo se, ettd sata vuotta Fermat'n kuoleman jdlkeen ainoastaan
namaé kaksi tapausta oli todistettu. Tapaus n = 5 todistettiin vasta vuonna 1825, kun
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2 JOHDANTO

osattiin ensimmaista kertaa hyodyntad Sophie Germainin tuoretta, muotoa 2p+1 ole-
viin lukuihin kohdistuvaa, padttelya ja 14 vuotta tdmén jilkeen Gabriel Lamé todisti
tapauksen n = 7.

Niin Augustin Louis Cauchyn kuin Laménkin vuonna 1847 laatimia Fermat'n suu-
ren lauseen téaydellisid todistusyrityksié leimasi sellainen perusongelma, ettd ndmaé no-
jasivat yksikésitteiseen tekijoidenjakoon, joka onnistui ainoastaan reaaliluvuille, kun
samaan aikaan molempien todistusyritykset edellyttivit kuitenkin imaginaarilukujen
kayttod. Ernst Kummer onnistui osoittamaan, ettd erdédn uudenlaisen menetelmén
avulla yksikésitteinen tekijoidenjako oli mahdollista séilyttdd monissa tapauksissa.
Lukua n = 100 pienemmistéd alkuluvuista tapaukset n = 31, n = 59 ja n = 67
vaativat kuitenkin kukin erillisen todistuksen, mutta naméa yksittaistapaukset Kum-
mer onnistui todistamaan 1850-luvulla, joten jo silloin tiedettiin, ettd Fermat'n suuri
lause pétee, kun n < 100. Vield tdmén jalkeenkin saatiin kuitenkin odottaa ldhes 150
vuoden ajan ennen Wilesin lopullisen todistuksen valmistumista.



LUKU 1

Fermat’n suuren lauseen historiaa

1.1. Ennen Fermat’ta

Fermat'n suuren lauseen tarinan voidaan katsoa alkaneen jo kauan ennen Fer-
mat’n syntyméi. Sen juuret ulottuvat aina pronssikauden aikaiseen Mesopotamiaan,
hedelmillisen puolikuun alueelle Eufratin ja Tigrisin vélissd. Taméa nykyisin Irakiin
kuuluva alue tunnetaan historiassa myos Kaksoisvirran maana. Mesopotamiassa ku-
koisti vuosien 2000 eKr. ja 600 eKr. vilissd kulttuuri, jota kutsutaan Babylonian
ajaksi. Tané aikakautena sielld kehitettiin kirjoitustaito, keksittiin pyora ja opittiin
kasitteleméadn metalleja. Lisdksi Eufratin ja Tigrisin véliseen maastoon raivattujen
laajojen peltojen kastelemiseksi kaivettiin kattava kanavaverkko.

Kulttuurin kukoistaessa ihmiset alkoivat kdyda kauppaa ja rakentaa vauraita kau-
punkeja. Néiden pohjaksi tarvittiin tédsméllinen ja yhtendinen mittajérjestelmé. Ba-
bylonian ajan tiedemiehet oppivatkin arvioimaan, kuinka paljon ympyréan kehéd on
ympyrédn halkaisijaa pidempi. Télle suhteelle he kayttivdt lukuarvoa, joka vastasi
melko tarkkaan nykydédn kaytossi olevaa lukua pii. Jattiméisten porraspyramidien ja
Baabelin tornin rakentajilla oli my&s oltava tiedossa, kuinka lasketaan pinta-aloja ja
tilavuuksia. [1, s. 22-23]

My6s lukujen neliot kuuluivat Babylonian ajan arkipdivadn. Ndiden katsottiin
edustavan vaurautta, silld maanviljelijan varallisuus riippuu sadon suuruudesta, joka
puolestaan riippuu siitd, miten suuri on pellon pinta-ala. Nelionmuotoisella pellolla
seki pellon leveys ettil pituus ovat a, jolloin pellon pinta-alaksi tulee a?. Tissi mie-
lessé voidaankin sanoa, ettd vauraus tulee nelidistd. Babylonialaiset halusivat myds
tietdd, miten kokonaislukujen muodostamat neliot voidaan jakaa muiden kokonaislu-
kujen nelidiksi. Esimerkiksi pelto, jonka kummankin sivun pituus oli 5 mittayksikkoa
ja ala 25 neliotd, voitiin vaihtaa kahteen peltoon, joista toisen sivut olivat 3 mit-
tayksikkoa eli 9 nelioté ja toisen 4 mittayksikkod eli 16 neliotd. Tama oli olennainen
tieto kdytdnnon maanjako-ongelmia ratkaistaessa. Nykyédan kirjoitamme tdmén yh-
teyden muodossa 3% + 4?2 = 52. Lukuja 3, 4 ja 5, kuten kaikkia muitakin yht#lon
2? + y? = 2? toteuttavia kokonaislukukolmikoita, kutsutaan Pythagoraan kolmikoik-
si, vaikka vanhojen savitaulujen perusteella tiedimmekin babylonialaisten tunteneen
nédiden lukujen ominaisuudet jo tuhat vuotta ennen itse kreikkalaisen matemaatikko
Pythagoraan syntyméaa. [1, s. 23-24]

Edelld mainittuja Babylonian ajan kirjoituksia sisédlténeitd savitauluja on séily-
nyt paljon aina meidén paiviimme saakka. Esimerkiksi pelkéstdan Nippurin kaupun-
gin alueelta on l6ydetty noin 50 000 savitaulua, joita séilytetdén Yhdysvalloissa Yalen
yliopistossa, Columbia-yliopistossa ja Pennsylvanian yliopistossa. Yhta tutkituista sa-
vitauluista pidetd&n matematiikan historian kannalta erityisen merkittdavana. T&at&a
luettelonimekseen Plimpton 322 saanutta taulua séilytetdén New Yorkissa Columbia-
yliopistossa ja siinéd on lueteltu ainoastaan viisitoista kolmen kokonaisluvun ryhméa.
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4 1. FERMAT’N SUUREN LAUSEEN HISTORIAA

Jokaisella néistd ryhmisté on kuitenkin se ominaisuus, ettd ryhmén ensimmaéinen luku
on kahden seuraavan luvun summa ja jokainen taulussa mainituista luvuissa on lisdksi
kokonaisluvun nelio. Edellamainitun lukukolmikon 3,4 ja 5 liséiksi Plimpton 322 mai-
nitsee muun muassa luvut 169, 144 ja 25, joiden vililld on yhteys 52 4 122 = 132. Osa
tutkijoista uskoo, etté jo babylonialaisia kiinnosti tdméa nelididen véalinen yhteys itses-
sddn, kun taas osa epéilee heidén miettineen puhtaasti kaytdnnon laskemista, silla ba-
bylonialaisten kayttaméassa 60-jarjestelméssa oli kitevad hyddyntdd kokonaislukujen
nelioitd murto-osien laskemisessa. Niin tai néin, babylonialaiset eivit mitéd ilmeisim-
min yrittdneet kehittdd yleisia ratkaisumenetelmia taméantyyppisille ongelmille, vaan
esimerkiksi tauluja kayttaneita oppilaita opetettiin lukemaan ja kédyttamaéadn hyvéaksi
niissé valmiina olevia lukuja. [1, s. 24-26]

Yksi avainhenkilo matkalla kohti Fermat'n suurta lausetta ja tdmén todistamista
oli eittdmétta Pythagoras, joka syntyi noin vuonna 580 eKr. kreikkalaisella Samoksen
saarella. Pythagoras matkusteli paljon ja hén vierailikin paitsi Egyptissid ja Babylo-
niassa, mahdollisesti myos jopa Intiassa saakka. Matematiikkaan hén perehtyi etenkin
Babyloniassa ja sielld hén saattoikin tutustua myos nédihin edelld mainittuihin kolmen
kokonaisluvun ryhmiin, joita myohemmin alettiin siis kutsua Pythagoraan luvuiksi.
Kreikkaan palattuaan Pythagoras padtti jatkaa matkaansa Krotoniin, joka oli Etelé-
I[taliassa sijaitseva kreikkalainen siirtokunta. Sinne hén perusti salaseuran, joka omis-
tautui taysin lukujen tutkimiselle. Téta perdti 600 jasenen veljeskuntaa alettiinkin
myo6hemmin kutsua pythagoralaisiksi. [1, s. 26-27]

Pythagoralaiset halusivat selvittdd lukujen perimmaéisen olemuksen ja pitdd tie-
tonsa seké tutkimustuloksensa vain sisépiirinsa hallussa. Kun aiemmin lukuja oli kéy-
tetty ldhinné luettelemiseen ja laskemiseen, arvostivat pythagoralaiset niité niiden it-
sensé vuoksi. He pyrkivatkin pelkkien kaavojen kayttdmisen ja kehittdmisen sijaan
ymmartdméaan naitd syvéallisemmin seké selvittdmadn, minka vuoksi kiytetyt kaavat
yleensé toimivat. Pythagoraan viitetddn keksineen nimeédén kantavan Pythagoraan
lauseen, jonka mukaan suorakulmaisen kolmion pisimmén sivun nelié on yhta suuri
kuin kahden muun sivun nelididen summa. Olennaisena lisdyksenéd babylonialaisilla
kéytossa olleeseen matematiikkaan oli tdmén nelididen vélisen yhteyden geometrinen
tarkastelu, silla talld tavalla pythagoralaiset saattoivat yleistdd sen koskemaan mui-
takin kuin positiivisia kokonaislukuja seké osoittamaan, ettd viite pitda paikkansa.
[1,s.27-30] [9, s. 27-30, 40—42]

Pythagoras kuoli noin vuonna 500 eKr. Hénen salaseuransa hajosi, kun sybarii-
teiksi kutsuttu kilpaileva poliittinen ryhmé yllatti pythagoralaiset ja surmasi heis-
td useimmat. Henkiinjd&neet levittdytyivat ympéri tuolloin suuren osan Vilimeren
rannikkoseudusta kattanutta Kreikkaa ja erids pakoon pédsseistd oppineista, Filolaos,
kirjoitti muistiin Pythagoraan koulukunnan historian ja tieteelliset teoriat. Oletetta-
vasti noin 200 vuotta myohemmin eléneen Eukleides Aleksandrialaisen klassikkoteos
Elementan, suomeksi Alkeiden, kaksi ensimmaista kirjaa pohjautuvat kokonaan Pyt-
hagoraan ja héinen salaseuransa toille. Téhén pohjautuvaa geometrian jérjestelméi on
opetettu kouluissa ldhes sellaisenaan useiden vuosisatojen ajan, minka vuoksi teosta
pidetdén yhtend kaikkien aikojen merkittdvimmisté oppikirjoista. [1, s. 34-38]
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1.2. Pierre de Fermat 1601-1665

Matemaatikko Pierre Fermat syntyi elokuussa 1601 Beaumont-de-Lomagnen kau-
pungissa etelédisessé Ranskassa. Fermat'n isé oli Beaumontin toinen konsuli, nahka-
kauppias Dominique Fermat, ja &iti oli lakimiehen tytér Claire de Long. Ensimméi-
set tiedon alkeensa Pierre sai kotona synnyinkaupungissaan ja mychemmin hén ldh-
ti vanhempiensa vaatimuksesta jatkamaan opintojaan Toulousen yliopistoon valmis-
tuakseen virkamieheksi. Sielld Fermat nimitettiin 30-vuotiaana kevadlla 1631 oikeus-
istuimen jéseneksi ja samana vuonna hdn meni naimisiin ditinsad serkun, Louise de
Longin, kanssa. He saivat kaksi tytédrtd ja kolme poikaa, joista Clément Samuel de
Fermat jatkoi myohemmin isénsé jalanjéljissa ja julkaisi tdmén kuoleman jélkeen hé-
nen kootut matemaattiset kirjoituksensa. Juuri téssé teoksessa mainitaan kuuluisa
huomautus, jota nyky#in kutsutaan Fermat'n suureksi lauseeksi. [1, s. 15-18] [2, s.
58-60] [9, s. 59-60)]

Fermat oli koko tyduransa ajan tehokas virkamies, joka kaikesta péaétellen toteutti
velvollisuutensa harkiten ja oikeudentuntoisesti. Han kohosikin nopeasti virkamiesas-
teikolla ja pédsi yhteiskunnan eliittiin, mink& myota héan sai oikeuden kéyttda nimes-
sddn etuliitettd de. Vuonna 1648 hinet ylennettiin kuninkaan neuvosmieheksi Tou-
lousen paikallisessa parlamentissa ja téssd virassa hédn toimi aina vuoteen 1665 ja
kuolemaansa saakka; Fermat hoiti viimeisen oikeusjuttunsa 10.1.1665 vain kaksi péi-
védd ennen kuolemaansa. Monet historioitsijat ovat ihmetelleet, mistd Fermat’lle riitti
aikaa ja energiaa korkealuokkaiseen matemaattiseen tutkimukseen vaativien hallin-
nollisten tehtdvien ohella. Erés ranskalainen asiantuntija on arvellut, ettd ty6 kunin-
kaan neuvosmiehené ennemmin auttoi kuin vahingoitti hanen henkisté toimintaansa.
Toisin kuin muiden valtion virkailijoiden kohdalla, edellytettiin parlamentin neuvos-
ton jasenid nimittdin pysymédn erilliin muista kaupunkilaisista, jottei heitéd voitaisi
lahjoa tai kiristda. Matematiikasta tuli nédin sopiva henkireiké, koska Fermat varmas-
ti halusi harrastaa jotakin virkavelvollisuuksiensa vastapainoksi eikd paikkakunnan
seuraeldmain osallistuminen tullut kysymykseen. [1, s. 17] [2, s. 60] [9, s. 60]

Vaikka Fermat’ta pidetéddn yleisesti aikansa yhtend suurimmista matemaatikois-
ta, el hdnen saavutustensa perustana ollut koulutus, silld hdnen opiskeluaikanaan ei
vield opetettu niitd aloja, joilla hdn on tehnyt huomattavimmat tyonsia. Matematii-
kan harrastelijoiden kuninkaan tuotanto onkin vetéinyt vastustamattomasti puoleensa
matematiikan harrastajia yli kolmen vuosisadan ajan kaikissa sivistyneissd maissa. [2,
s. 59-60]

Yksi Fermat'n tarkeimpié saavutuksia oli differentiaali- ja integraalilaskennan paa-
periaatteiden hahmotteleminen, silla vaikka alan varsinaisena kehittédjana on yleises-
ti pidetty Isaac Newtonia (1642-1727) ja Gotfried Wilhelm Leibnizia (1646-1716),
on Newton itse myontdnyt kehittdneenséd differentiaali- ja integraalilaskentaa Fer-
mat’n "tangenttien piirtdmisen menetelmén” pohjalta. Analyyttisen geometrian taas
Fermat ja René Descartes (1596-1650) keksivit toisistaan riippumatta, mutta Fer-
mat sovelsi téitd ensimmaéisené kolmiulotteiseen avaruuteen. Todennékoisyyslaskennan
periaatteet Fermat kehitti yhdessdé nuoremman aikalaisensa Blaise Pascalin (1623
1662) kanssa, kun he alkoivat kdyda kirjeenvaihtoa ammattipeluri Chevalier de Mérén
Pascalille esittdamésti rahapelid koskevasta ongelmasta ja paneutuivat taltd pohjalta
my6s monimutkaisempiin todennikoisyyteen liittyviin kysymyksiin. [2, s. 65] [9, s.
65-69]
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Pelkéstddan edella mainittujen matematiikan alojen kehittdminen olisi riittényt
nostamaan Fermat'n suurten matemaatikkojen joukkoon, mutta hédnen yleensa suu-
rimpina pidetyt saavutuksensa koskivat nimenomaan lukuteorian alaa. Fermat yritti
intohimoisesti ymmaértaa lukujen ominaisuuksia ja niiden véalisid yhteyksia. Erityises-
ti hén oli ihastunut kokonaislukujen kauneuteen ja mielekkyyteen. Hén kehitti monia
kokonaislukuihin liittyvid teorioita, joista yksi viittés, ettd muotoa 2") + 1 olevat
luvut ovat alkulukuja, kun n on luonnollinen luku. Hén ei kuitenkaan véittanyt to-
distaneensa arvaustaan ja paljon myshemmin Leonhard Euler (1707-1783) huomasi,
ettei tdma viite pade endd, kun n = 6. Fermat esitti ilman todistusta myos niin
sanotun pienen lauseensa, jonka mukaan n? — n on jaollinen luvulla p, jos n on mie-
livaltainen kokonaisluku ja p on mielivaltainen alkuluku. Télle lauseelle ensimmaéisen
todistuksen antoi Leibniz 1600-luvun jalkipuoliskolla. [2, s. 69-70] [9, s. 69]

Fermat keksi myos lauseen, jonka mukaan jokainen alkuluku, joka on muotoa
4n + 1, voidaan esittdd kahden nelion summana yhdelld ja vain yhdelld tavalla, kun
taas mikddn muotoa 4n — 1 oleva luku ei ole kahden nelion summa. Kuten tavallista,
Fermat ei jattanyt téllekdédn teoreemalle mitdéan todistusta. Lopulta tdmén tuloksen
todisti vasta Euler vuonna 1749 ponnisteltuaan seitsemén vuoden ajan todistuksen
keksimiseksi. Fermat kuitenkin kuvaa kirjeessdén keksiménséa ns. rajattoman laskeu-
tumisen metodin, jonka avulla hén todisti tdmén ja erditd muitakin ihmeellisistéa
tuloksistaan. [2, s. 70-71]

Fermat viitti todistaneensa myos, ettd on mahdotonta jakaa kuutiota kahdeksi
kuutioksi tai yleisemmin mitdan kahta korkeampaa potenssia kahdeksi saman asteen
potenssiksi eli ettd a™ + 0" # ¢™ kun a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja ja n > 2. Vuosisato-
jen kuluessa kaikki muut Fermat'n vaittaméat saatiin osoitettua oikeiksi tai vadriksi,
mutta tdma niin sanottu Fermat'n suuri lause jéi lukemattomista todistusyrityksisté
huolimatta yhd avoimeksi. [2, s. 72]

1.3. Fermat’n jilkeen

Fermat onnistui mitd ilmeisimmin todistamaan suuren lauseensa oikeaksi ainakin
tapauksessa, jossa eksponentti n on 4. Hin huomasi myos, ettd jos hdnen viitteensé
pitda paikkansa jollakin luvulla n, pitdd se paikkansa myos kaikilla luvun n moni-
kerroilla. Kuitenkin vasta Euler onnistui ottamaan seuraavan konkreettisen askeleen
kohti lauseen yleisempéé todistusta, kun héan pystyi imagindarilukuja hyodyntéden so-
veltamaan Fermat’'n kehitteleméd aidrettomén laskeutumisen menetelméd myos ta-
pauksessa n = 3. Se oli valtava edistysaskel, mutta téstd huolimatta Euler ei kyennyt
soveltamaan havaintoaan lauseen muihin tapauksiin. [1, s. 55] [9, s. 116]

Sata vuotta Fermat'n kuoleman jélkeen ainoastaan namaé kaksi tapausta oli todis-
tettu hénen suuresta lauseestaan. Vaikka edistyminen oli kiusallisen hidasta, tilanne ei
silti ollut niin lohduttoman huono, miltd ensindkemélld vaikuttaisi. Tapauksen n = 4
todistaminen todistaa nimittdin samalla my6s tapaukset n = 8,12,16,20... ja vas-
taavasti Eulerin todistus tapauksessa n = 3 todistaa automaattisesti myos tapaukset
n = 6,9,12,15.... Itse asiassa lauseen todistamiseksi riittda, ettd késitelladn vain
kaikki luvun n alkulukuarvot, silla kaikki muut tapaukset tulevat kasitellyiksi samal-
la (tdmé todetaan sivun 16 Huomautuksessa 2.19). Tutkittavien yhtéloiden mééra
vaheneekin néin oleellisesti, mutta itse lauseen todistuksen haasteita tdmaé ei poista,
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silld jo Eukleides oli todistanut, ettd pelkdstddn alkulukuja on ddretén madra. |9, s.
118-121]

Seuraavan edistysaskeleen lauseen parissa otti nuori ranskalaisnainen Sophie Ger-
main (1776-1831), joka padtti ldhestyé lausetta uudesta nakokulmasta. Hanen ensisi-
jainen tavoitteensa ei ollut todistaa mitddn yhté erityista tapausta vaan saada tuloksia
monista eri tapauksista samanaikaisesti. Germain kehitteli lukuja 2p + 1 vastaaviin
luvun n arvoihin kohdistetun péaéttelyn, jonka mukaan yhtalolla ™ +y" = 2™ ei toden-
nékoisesti ole lainkaan ratkaisua. Talla héan tarkoitti sitd, ettei ratkaisuja luultavasti
ollut olemassa, koska muuten joko x,y tai z olisi jaollinen luvulla n, miké asettaisi
hyvin tiukkoja rajoja mahdollisille ratkaisuille. [9, s. 128, 137]

Germainin menetelmén merkityksen ymmarsivéit ensimmaisind vuonna 1825 Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) ja Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Nama
kahden téysin eri matemaatikkosukupolven edustajat onnistuivat toisistaan tietdmét-
td todistamaan, ettei tapauksella n = 5 ole ratkaisuja, mutta kunnia todistuksesta
kuuluu suurelta osin Germainille. Neljétoista vuotta myhemmin ranskalaisnen ma-
temaatikko Gabriel Lamé (1795-1870) otti seuraavan tdrkedn edistysaskeleen todis-
taessaan tapauksen n = 7. [9, s.137-138]

Vuonna 1847 Lamé ilmoitti Ranskan tiedeakatemian kokouksessa, ettd oli aivan
Fermat'n suuren lauseen tédydellisen todistuksen kynnykselld. Hén esitteli menetel-
ménsd pédpiirteet ja epaili, ettd voi julkaista todistuksen muutaman viikon sisil-
14 tiedeakatemian lehdessd. Heti Lamén puheenvuoron jilkeen myos Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) ilmoitti, ettéd tyostid todistusta samankaltaisten suuntaviivojen
mukaan ja ettd myos hén aikoo julkaista pian oman valmiin todistuksensa. Ranskan
tiedeakatemia oli tarjonnut jo Germainin saavuttaman edistyksen jéilkeen kultamitalia
ja 3000 frangin rahasummaa matemaatikolle, joka onnistuu lopullisesti todistamaan
Fermat'n suuren lauseen. Sekid Cauchy ettd Lamé luovuttivat tasan kolmen viikon ku-
luttua todistuksensa tiedeakatemialle sinetoidyissé kirjekuorissa ja jaivit odottamaan
akatemian vastausta. Noin kahden kuukauden kuluttua julkaistu ilmoitus lopetti vih-
doinkin todistuksia koskevat arvailut. Akatemiassa puhunut Joseph Liouville (1809—
1882) luki yleisolle otteita Ernst Kummerin (1810-1893) kirjeesté, jossa kyseenalais-
tettiin molempien todistusyritysten oikeellisuus. Kummerin mukaan perusongelma oli
jakoon. Molemmat todistukset kuitenkin edellyttivat imaginaarilukujen kayttoa, kun
yksikésitteinen tekijoihinjako taas sopii sellaisenaan ainoastaan reaaliluvuille. Kum-
mer osoitti, ettd erdédn uudenlaisen menetelmén avulla yksikésitteinen tekijéihinjako
oli mahdollista siilyttdd monilla luvun n arvoilla. Ongelma saatiinkin néin véltettya
esimerkiksi kaikilla alkuluvuilla n lukuun 31 saakka. Alkulukua n = 37 ei kuitenkaan
voitu késitelld endd néin helposti. Lukua 100 pienemmisté alkuluvuista myods n = 59
ja n = 67 olivat téssd suhteessa hankalia tapauksia. Kummer onnistui kuitenkin
todistamaan ndmé kolme yksittédistapausta, joten hénen ansiostaan jo 1850-luvulla
tiedettiin, ettd Fermat'n suuri lause pétee, kun n < 100. [1, s. 80] [9, s. 143-149]

Némaé niin sanotut epasaannélliset alkuluvut osoittautuivat ylitsepédidsemattomak-
si esteeksi niin Cauchyn kuin myo6s Lamén todistusyrityksille. Kummer totesikin, ettei
tatd ongelmaa saada ratkaistua yhdella kertaa sen aikaisen matematiikan keinoilla.
Hén kuitenkin uskoi, ettéd néita voidaan késitelld yksi kerrallaan kuhunkin tapaukseen
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erillisesti laadituilla menetelmilld. Naiden menetelmien kehittdmistyo oli kuitenkin hi-
dasta, eikd asiaa parantanut se, ettd myos epésddannéllisia alkulukuja on ddrettoméan
paljon. [9, s. 149-150]

Vuonna 1908 Wolfskehlin séétio tarjosi 100 000 Saksan markan suuruista palkin-
toa sille, joka pystyisi todistamaan Fermat’n suuren lauseen. Summa oli aikakauteen
suhteutettuna todella suuri, mutta ammattimatemaatikkojen enemmistod sekéaén ei
saanut endéd todistukseen paneutumaan, silld monet néista pitivat tehtaviaa toivotto-
mana. Luvattu palkinto sai kuitenkin aikaan sen, ettd suuri mééard innokkaita har-
rastelijoita ldhetti sddtiolle omia todistusehdotuksiaan. Ratkaisuja virtasikin vuosien
saatossa tuhansia, mutta yksikddn néista ei ollut oikea. [1, s. 82] [9, s. 155-157]

Henri Poincaré (1854-1912) tutki sinin ja kosinin kaltaisia jaksollisia funktioita.
Aikalaisistaan poiketen hin kuitenkin kéytti reaalitason sijaan kompleksitasoa, jos-
sa reaaliluvut ovat vaaka-akselilla ja imaginaariluvut pystyakselilla. Funktion jaksolli-
suus voi ilmeta seké reaaliakselin ettd imaginaariakselin suunnassa. Poincaré paatteli,
ettd talla keinolla voidaan 16ytaé funktioita, joilla on hyvin monipuolinen symmetria.
Tallaisia olivat ns. automorfifunktiot ja niistd johdetut vield monimutkaisemmat mo-
dulaariset funktiot. Vaikka Poincaré ei jatkanut néiden funktioiden tutkimista vaan
siirtyi muille matematiikan aloille, oli hén kuitenkin tietdméttaan kylvinyt sieme-
nié, joista olisi myshemmin paljon apua Fermat’n suuren lauseen todistuksessa. [1, s.
94-96]

1900-luvulla alettiin tutkia lihes kahdentuhannen vuoden takaisia Diofantoksen
yhtéloitd yha enemmaén elliptisten kédyrien ominaisuuksia hyodyntamalla. Naméa kay-
rit eivit ole ellipseja eivitkd ne kuvaa elliptisid funktioitakaan, vaan ne liittyvat
kolmannen asteen polynomien ratkaisuihin. Lukuteoreetikoille ndma kéayrat tarjosi-
vat tehokkaan tutkimusmenetelmén, silld niiden avulla saadaan vastauksia moniin
yhtélsitéd ja niiden ratkaisuja koskeviin kysymyksiin. [1, s. 104-105]

Vuonna 1954 kaksi nuorta japanilaista matemaatikkoa, Yutaka Taniyama (1927—
1958) ja Goro Shimura (1930-), tutustuivat sattumalta, kun he tarvitsivat omiin tut-
kimuksiinsa juuri samaan aikaan taustatietoa kompleksisen kertolaskun algebrallises-
ta teoriasta. Aihetta koskeva julkaisu oli lainassa Taniyamalla ja kun Shimura kysyi,
koska tdma aikoi palauttaa sen, paityivéit he vaihtamaan ajatuksia tutkimustuloksis-
taan. He molemmat tutkivat yhtédloiden modulaarisia muotoja, mitd pidettiin sithen
aikaan hyvin epamuodikkaana aiheena. Taniyama oli kuitenkin alkanut pohtia modu-
laaristen muotojen ja elliptisten yhtéloiden vélisté erikoista yhteyttd. Hanen kuoltu-
aan traagisesti vuonna 1958 Shimura jatkoi tdmén aiheen tutkimista. Tutkimustensa
tuloksena hén esitti, ettéd jokaisella elliptiselld yhtalolla on tétéd vastaava modulaari-
nen muoto. Tétd Tanyama—Shimuran otaksumaa epéiltiin aluksi varsin laajalti, silla
elliptisen ja modulaarisen maailman vélilld ei aiemmin oltu vakavasti ajateltu olevan
pienintakain yhdistavia lenkkid. Lopulta Shimuralla oli koossa sen verran todistei-
ta, ettd kyseinen otaksuma alkoi saada laajempaakin kannatusta. [9, s. 211-213, 215,
222, 226 229-230]

Englantilainen matemaatikko Louis J. Mordell (1888-1972) keksi muiden tutki-
mustensa ohessa vuonna 1922, ettd Fermat'n suurella lauseella voi olla vain dérellinen
médra ratkaisuja. Tatd havaintoa hén ei kuitenkaan osannut todistaa, mutta vuon-
na 1983 saksalainen matemaatikko Gerd Faltings (1954-) osoitti tdmén Mordellin
otaksuman oikeaksi. Fermat'n suuri lause ei Faltingsia sinélladn kiinnostanut, silld
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hén piti sitd omana irrallisena lukuteorian ongelmanaan. Hénen 16ytdménsa todis-
tus osoittautui kuitenkin myohemmin térkeéiksi Fermat’n ongelman ratkaisussa. Pian
tamén jalkeen Andrew Granville (1962-) ja D. R. Heath-Brown (1952-) osoittivat Fal-
tingsin tulokseen nojautuen, etté jos Fermat'n suurella lauseella oli ratkaisuja, niité
oli sitd harvemmassa, mitd suuremmaksi luku n kasvaa. Témaé tarkoitti kdyténnosséa
sitd, ettd Fermat'n suuri lause piti “lahes varmasti” paikkansa, koska vuoteen 1983
mennessa lause oli todistettu oikeaksi jo miljoonaan saakka yltéville luvun n arvoille.
[1, s. 97-100]

Vuonna 1984 Gerhard Frey (1944-) esitti véitteen, jonka mukaan Taniyaman—
Shimuran otaksuma ja Fermat'n suuri lause ovat toinen toistensa seurauksia. Tamé&
véite perustui oletukseen, ettd hédnen Fermat'n yhtélostd johtamansa elliptinen yh-
talo oli niin outo, ettei se voinut olla modulaarinen. Tamé&n oletuksen todistaminen
osoittautui ennakoitua haastavammaksi kunnes Ken Ribet (1948-) vihdoin kesilld
1986 onnistui todistuksessa ja yhdisti samalla Taniyaman—Shimuran otaksuman au-
kottomasti Fermat'n suureen lauseeseen. Tamé antoi matemaatikoille uuden ldhesty-
mistavan lauseen todistukseen, silla nyt voitiin hyddyntdaa epésuoraa todistusta; jos
Fermat'n suuren lauseen oletetaan olevan epétosi, niin myos Taniyaman—-Shimuran
otaksuma on epétosi. Néin ollen, jos Taniyaman—-Shimuran otaksuma voidaan todis-
taa oikeaksi, seuraa téstd, ettd myos Fermat'n suuren lauseen on oltava tosi. [9, s.
236-244]

1.4. Andrew Wilesin lopullinen todistus

Taniyaman—Shimuran otaksumaa oli yritetty todistaa jo kolmekymmenta vuot-
ta ennen kuin sen yhteys Fermat’n suureen lauseeseen selvisi. Tamén myota herdsi
toisaalta uutta uskoa Fermat'n suuren lauseen todistamisen suhteen, mutta toisaalta
skeptisimmét epéilivéit, ettd havainnon myotéd oli menetetty viimeinenkin toivo ky-
seisen otaksuman todistamiseen. Andrew Wilesin (1953-) tieto Ribetin todistamasta
yhteydesta tavoitti loppukeséasta 1986. Heti asiasta kuultuaan Wiles tajusi, ettd hénen
lapsuuden unelmansa Fermat'n suuren lauseen todistamisesta oli muuttunut vakavas-
ti otettavaksi tutkimuskohteeksi, eiké hin voisi padstad tilaisuutta kisistddn. [9, s.
244245, 247]

Wiles luopui kaikista toisté, jotka eivét suoranaisesti liittyneet Fermat'n suureen
lauseeseen ja pyrki tyoskentelemédéan mahdollisimman paljon kotonaan ullakon rauhas-
sa. Pédatettyddn syventyé lauseen todistamiseen Wiles teki varsin erikoisen ratkaisun
ja alkoi tyoskennelld taysin yksin ja muilta salassa. Téhdn Wiles péétyi taatakseen
itselleen tyorauhan, silld hén koki kaiken Fermat'n suureen lauseeseen liittyvéan herét-
tavén liikaa kiinnostusta, mika olisi vaikeuttanut tdydellistd paneutumista aiheeseen.
9, s. 249-251]

Seuraavien vuosien aikana Wiles saavutti useita huomattavia tuloksia, joista ai-
noakaan ei paassyt julkisuuteen ennen todistuksen lopullista valmistumista. Edes 14-
heiset kollegat eivit tienneet hénen tutkimuksistaan, silla Wiles johdatti heiddn huo-
mionsa toisaalle julkaisemalla sédnnollisin viliajoin muutaman vuoden takaisia, mut-
ta vield julkaisemattomia, elliptisii kayria koskevia tutkimustuloksiaan. Ainoastaan
hédnen vaimonsa Nada tiesi miehensd salaisuudesta ja tutkimuksen edetessd Wiles
uskoutui vain ja ainoastaan hénelle. [9, s. 251-252]
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Jo tutkimustensa ensimmaéisiné tuloksina Wiles oli saavuttanut useita edistysas-
keleita. Hén oli soveltanut Galois'n ryhmié elliptisiin yhtdl6ihin, hajottanut elliptiset
yhtalot ddrettoméan moneen osaan ja todistanut sen jdlkeen, ettd jokaisen elliptisen
yhtélon ensimmaéisen osan on oltava modulaarinen. Hén ei kuitenkaan keksinyt kei-
noa, jolla osoittaa, ettd jos elliptisen yhtédlon yksi osa oli modulaarinen, niin seu-
raavakin oli. Wiles ryhtyi tutkimaan vield Iwasawan teoriaa ja pyrki muokkaamaan
tastd metodista riittdvin tehokkaan seuraavan askeleen ottamiseksi. Kun tdmékasn
ei onnistunut, Wiles péaétti palata ihmisten ilmoille kuullakseen tuoreimmista ma-
temaattisista tutkimuksista. Hén osallistuikin vuonna 1991 Bostonissa jirjestettyyn
elliptisia yhtaloita kasittelevain kongresssiin, jossa kokoontuivat alan kaikki keskeiset
asiantuntijat. Taalla Wiles kuuli Matthias Flachin kehittédneen edelleen Kolyvaginin
metodia elliptisten yhtaloiden kasittelyssé ja hdn paattikin omistautua jatkossa téy-
sin rinnoin tdman Kolyvagin—Flachin metodin laajentamiseen. Pian hénen onnistuikin
saada jonkin yksittédisen elliptisen yhtdlon tapauksessa induktiotodistus toimimaan.
Koska Kolyvaginin-Flachin metodi sopi vain johonkin yksittédiseen yhtéloon, taytyi
Wilesin vielé luokitella elliptiset yhtélot erilaisiin perheisiin ja soveltaa metodia siten,
ettd se sopi kaikkiin kyseisen perheen yhtéloihin. Téta kautta Wiles 1ahti késittele-
méin metodilla kaikkia elliptisten yhtéloiden perheitd yksi kerrallaan. [9, s. 281-285]

Tyoskenneltydén intensiivisesti kuuden vuoden ajan Wiles alkoi uskoa, etté todis-
tuksen valmistuminen haamotti. Han edistyi tydssédédn tasaisesti ja ndytti olevan vain
ajan kysymys, milloin viimeisetkin elliptisten kayrien perheet olisi késitelty. Koska
Wilesin tyo perustui valtaosin varsin tuoreeseen ja monimutkaiseen metodiin, pait-
ti hén viimein tammikuussa 1993 uskoutua pitkddn tuntemalleen kollegalleen Nick
Katzille. Wiles tahtoi varmuuden siité, ettei hdnen todistuksensa tekniseen osaan ja&
aukkoja ja miehet katsoivat, ettd paras tapa Wilesin tutkimustuloksien lapikédymi-
seen oli séddnnollinen jatko-opiskelijoille suunnattu luentosarja, jolla Katz olisi yleison
joukossa. Aiheen hankaluuden vuoksi opiskelijat jdivat luennoilta pois yksi toisen-
sa jalkeen, eikd kukaan koko laitoksella voinut edelleenkdén aavistaa Wilesin olevan
ldhelld alan vuosisadan suurinta ldpimurtoa. Lopulta jaljella olikin endd Katz, joka
luentosarjan pédtyttya arvioi Kolyvaginin-Flachin metodin toimivan téaydellisesti. [9,
s. 285-289]

Seuraavina kuukausina Wiles omistautui todistuksen tédydentédmiselle. Hén onnis-
tui toukokuussa 1993 soveltamaan Kolyvaginin—Flachin metodia vihdoin viimeiseen-
kin elliptisten kéyrien perheeseen. Téssé vaiheessa hén oli vakuuttunut, ettd Fermat'n
suuren lauseen todistus oli hdnen hallussaan. Vaikka Wiles olisi halunnut vield tar-
kastaa todistustaan, hian péatyi julkistamaan todistuksensa vanhassa koti- ja opiske-
lukaupungissaan Cambridgessa [saac Newtonin instituutissa pidetyn kongressin luen-
tosarjansa huipennuksena 23.6.1993. [9, s. 290-295]

Todistuksen tarkastuksessa 16ytyi kuitenkin aukko, joka aiheutti sen, ettei kéytet-
tyd metodia voitukaan soveltaa Wilesin haluamalla tavalla. Kun Wiles ei yrityksisté
huolimatta saanut todistustaan paikattua, alkoivat huhut ongelmasta levitd ja mate-
maatikkopiirit vaativat Wilesia julkaisemaan todistuksensa, jotta muutkin padsevit
yrittdmédn virheen korjaamista ja lauseen lopullista todistamista. Joulukuussa 1993
Wiles julkaisi lyhyen tilanneselostuksen ja myonsi, ettei todistus ole tédydellinen ny-
kyisessd muodossaan. [9, s. 304-313]
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Kun Wiles ei padssyt todistuksessaan eteenpédin seuraavan talven kuluessa, hén
harkitsi jo tappionsa tunnustamista. Kollegansa kehotuksesta hén péitti ottaa vie-
1a tyoparikseen entisen oppilaansa Richard Taylorin, joka oli yksi Wilesin todistuk-
sen tarkastamisesta vastaavista asiantuntijoista. Miehet jatkoivat tutkimusta lapi ke-
vdan ja kesén, mutta mainittavaa edistysté ei tapahtunut ja todistuksen lopullinen
kaatuminen néytti viistamattomalta. Wiles paatti kuitenkin vield kerran syventyé
Kolyvaginin—-Flachin metodin rakenteeseen, silli hén halusi vahintddn ymmaértaa,
miksi oli epdonnistunut todistuksessa. Akki& hin oivalsi, ettéd vaikka kyseinen metodi
ei toimi taydellisesti, tdmé oli juuri se, mitd hén tarvitsi alkuperiisen Iwasawan teo-
rian tdydentdmiseen. Wiles palasikin kolmen vuoden takaiseen ldhestymistapaansa ja
laati syksyn aikana yhdessa Taylorin kanssa alkuperéiseen todistukseensa tdydennys-
osan, jossa yhdistettiin Iwasawan teoria Kolyvaginin—Flachin metodiin. Témé&n my&ta
matemaatikoita vuosisatojen ajan vaivannut arvoitus oli saatu viimein ratkaistua. [9,
s. 319-328|






LUKU 2

Fermat’n suuren lauseen erikoistapauksia

Téssé tyossé todistetaan Fermat'n suuri lause tapauksissa n = 3 ja n = 4. Aluksi
kuitenkin kdyd&én ldpi hieman néissd tarvittavia perustietoja.

2.1. Perustietoja

MAARITELMA 2.1. Olkoot luvut a,b € 7Z. Sanotaan, ettd luku a jakaa luvun b,
merkitddn a|b, jos on olemassa luku ¢ € Z siten, ettd b = ac.

HuoMAUTUS 2.2. Maéritelmésta 2.1 seuraa, ettéd a|0 ja 1]a kaikilla a € Z ja ettéa
luku nolla jakaa kaikista kokonaisluvuista ainoastaan itsensa. Liséksi jos a|b ja b # 0,
niin |a| < [b].

MAARITELMA 2.3. Kokonaislukua p > 1 kutsutaan alkuluvuksi, jos se on jaollinen
ainoastaan luvulla 1 ja itse luvulla p.

LEMMA 2.4. Olkoot z,a,b,c € Z. Jos x|a, z|b ja z|c, niin x|(ka+ b+ mc) kaikille
k,l,m € Z.

TobisTus. Oletetaan, ettd x|a, x|b ja z|c. Nyt on olemassa sellaiset d,e, f € Z, etté
a=xd, b= xejac=xf. Niin ollen ka+1b+mc = kxd+lze+mzxf = x(kd+le+mf)
eli z|(ka + b+ mc) kaikilla k,1,m € Z.

[

MAARITELMA 2.5. Olkoot luvut a,b € Z siten, ettd ainakin toinen néistd on
nollasta poikkeava. Luku ¢ € Z on lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, merkitdan
¢ = syt(a, b), jos

(1) cla, c[b, ja
(2) jos d|a, d|b, niin d < c.

HuomAUTUS 2.6. Madritelmésta 2.5 seuraa, etté
(1) kokonaislukujen a ja b, joista toinen on nollasta poikkeava, suurin yhteinen tekiji
on aina olemassa ja sille patee syt(a,b) > 1, silld 1]a ja 1|b kaikilla a,b € Z. Téllsin
syt(a, b) saadaan huomautuksen 2.2 nojalla maksimina aérellisesté joukosta kokonais-
lukuja. Jos olisi @ = 0 ja b = 0, lukujen suurinta yhteista tekijaa ei talldin olisi, silla
kaikki luvut ¢ € Z jakavat nollan.
(2) syt(a,b) on yksikésitteinen, silld jos olisi voimassa syt(a,b) = ¢ ja syt(a,b) = d,
niin olisic < djad < celi c=d.
(3) syt(a,b) =1 on yhtépitavid sen kanssa, ettei luvuilla a ja b ole yhteisid alkuluku-
tekijoitd.
(4) Jos a = pi*---pi» ja b = pi*---pir, 1,8 > 0 ovat lukujen a ja b alkuluku-
esityksié, niin alkulukuesityksen olemassaolon ja yksikasitteisyyden nojalla selvésti
syt(a,b) = pi' - - - p'r, missd t; = min(ry, s;).

13
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MAARITELMA 2.7. Olkoot luvut a, b, c € Z siten, ettéd ainakin kaksi néistd on nol-
lasta poikkeavia. Luku d € Z on lukujen a, b ja ¢ suurin yhteinen tekijd, merkitaan
syt(a, b, c), jos

(1) d|a, d|b, d|c ja
(2) jos ela, e|b, e|c niin e < d.

Huomautuksen 2.6 kohdasta (1) seuraa, etté syt(a,b,c) on aina olemassa ja sil-
le péitee syt(a,b,c) > 1. Vastaavasti huomautuksen kohdasta (2) seuraa, ettd myos
syt(a, b, c) on yksikésitteinen.

MAARITELMA 2.8. Mééritelldén kongruenssirelaatio = (mod p):
a=b (mod p) <= a = b+ kp jollakin k € Z.

Kongruenssirealaatiolle kdytetddn myos merkintdd =,. Jos p on selvi asiayhtey-
desté, voidaan (mod p) jattdd merkitseméatté.

LEMMA 2.9. Kongruenssirelaatio =, on ekvivalenssirelaatio joukossa Z.

TobisTus. Todistetaan seuraavat kohdat:
(i) Refleksiivisyys: a =, a kaikilla a € Z.
a=a+0-p kaikilla p € Z, siis a =, a.
(ii) Symmetrisyys: jos a =, b, niin b =, a kaikilla a,b € Z.
Jos a =, b, niin a = b+ kp jollakin k € Z. Siispd b=a — kp eli b =, a.
(iii) Transitiivisuus: jos a =, b ja b =, ¢, niin a =, ¢ kaikilla a, b, ¢ € Z.
Jos a =, b, niin a = b + kp jollakin k& € Z ja jos b =, ¢, niin b = ¢ + Ip jollakin
leZ.Sitena=c+Ilp+kp=c+ (k+pelia=,c
O

MAARITELMA 2.10 (Pariteetti). Luvun a pariteetti on lukuun a liitettavé binédé-
riarvo. Sanotaan, ettd luku a € Z on parillinen ja etté sen pariteetti on 0, jos a =5 0.
Vastaavasti sanotaan, ettd luku a on pariton ja sen pariteetti on 1, jos a =5 1.

2.2. Tapaus n =14

Todistetaan ensin Fermat'n suuri lause tapauksessa n = 4. Tété tapausta pidetdan
yleisesti kaikista helpoimpana ja sille on olemassa lukuisia vaihtoehtoisia todistuksia,
joista esitetty todistus pohjautuu jo Fermat'n aikana tiedossa olleisiin ideoihin.

LEMMA 2.11. Olkoot x,y € N. Jos syt(x,y) = 1 ja zy = 2> jollakin z € N, niin
on olemassa luvut u,v € N siten, ettd v = u? ja y = v

TopisTus. Olkoot z = i - 22 -+ zin |y =yl -yl - yim ja z =20t 2l o
lukujen z, y ja z alkulukuesitykset.

Koska syt(z,y) = 1, niin luvuilla  ja y ei ole huomautuksen 2.6 kohdan (3) no-
jalla yhteisid alkulukutekijoitd. Koska alkulukuesitys on jérjestystd lukuunottamat-

ta yksikésitteinen, on luvun zy alkulukuesitys muotoa zy = (' -2 -+ zin -yt -y - yim.
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Nyt toisaalta zy = 22 = 27" - 232 ... zil}‘ on nelididen tulo. Alkulukuesityksen

yvksikisitteisyyden nojalla tulee lukujen xi ja y/* olla neliditd, joten on olemassa
luvut u, v € N siten, ettd z = u? ja y = v2

O

LEMMA 2.12. Olkoot z,y € N. Tdlldin syt(x,y) = 1 jos ja vain jos syt(x?,y) = 1.

Tobistus. Olkoot = 2f' - ab* - abr jay = yi* - yd* - y2» lukujen x ja y
alkulukuesitykset. Huomautuksen 2.6 kohdan (3) nojalla syt(z,y) = 1 on yhtépitavaa
sen kanssa, ettei luvuilla z ja y ole yhteisid alkulukutekijéitd. Kun huomataan, etta
luvun 2 = 227232 . . . 22 alkulukutekijit ovat samat kuin luvulla z, ei luvuilla 22 ja
y ole yhteisid alkulukutekijoité. Témé on yhtépitivid sen kanssa, ettd syt(z?,y) = 1.

]

LEMMA 2.13. Jos syt(z,y) = 1, niin syt(2? + y?, 22 — y?) on 1 tai 2.

TobisTus. Voidaan rajoittua tutkimaan kahta tapausta:

1) z ja y ovat molemmat parittomia tai
2) luvuilla x ja y on eri pariteetti.

Tapaus 1): Havaitaan, ettéd nyt 22 + y? ja 2% — y* ovat molemmat parillisia. Niin
ollen 2| syt(z? + y?, 2% — y?). Jos olisi syt(z? + y?, 2 — y?) = k, missid k > 2 on pa-
rillinen, niin olisi m,n € Z siten, ettd x> + y*> = mk ja 22 — y> = nk. Laskemalla
nimi yhtilst yhteen saadaan 222 = (m + n)k, josta jakamalla puolittain saadaan
2? = (m+n) (%), missi (£) € Z. Vastaavasti laskemalla saadaan y? = (m —n) (%).

Siispé syt (22, y%) > (&) > 2, miké on oletuksen ja lemman 2.12 nojalla ristiriita. T#s-
pa sy ) 2

si tapauksessa syt(z? + y?, 22 — y?) = 2.

Tapaus 2): Nyt havaitaan, ettd 22 +y? ja 2> —y? ovat molemmat parittomia. Toisin
sanoen, 2 { syt(x? + %, 2% — y?). Jos olisi syt(z? + y*, 2% — y?) = k, missd k > 1 on
pariton, niin olisi parittomat luvut m,n € Z siten, etti x2 + 4% = mk ja 2% —y? = nk.

Edellisen kohdan laskutapaa noudattaen saadaan z? = w& missé w € Z ja
vastaavasti y? = @k, missé @ € 7. Tallsin syt(z?, y?) = k, miki on ristiriita
kuten edelld. T#ssi tapauksessa syt(z? + %, 2% — y?) = 1.

O

MAARITELMA 2.14. Lukukolmikko (a, b, c) € N3 on Pythagoraan kolmikko, jos se
toteuttaa Pythagoraan ehdon

a’ + b =,
syt(a,b,c) =1 ja b on parillinen.
LAUSE 2.15. Jokainen Pythagoraan kolmikko voidaan esittid lukukolmikkona (d*—

e?,2de, d* + €?), jossa d,e € N siten, etti d > e, syt(d,e) = 1 ja toinen luvuista d,e
on parillinen.
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TobisTus. Olkoon (a,b,c) € N* Pythagoraan kolmikko. Koska kolmikon jéisenet
a ja c ovat parittomia ja ¢ > a, ovat ¢ — a ja ¢ + a parillisia ja aidosti positiivisia.
Néin ollen on voimassa

c+a
f= 2
Jos valitaan luku p € N siten, ettd p|f ja plg, niin p|(f + g) ja p|(f — g). Téastéd
seuraa, etti p|a ja plc. Koska syt(a, b, c) = 1 ja a®+b* = 2, niin on oltava syt(a, c) = 1.
Jos niet olisi syt(a,c) = k > 1, niin olisi b* = (nk)? — (mk)? = (n* — m?)k?, missi
k on lukujen a ja c tekiji ja m,n € N. Télloin olisi syt(a,b,c) = k. Niinpé tdytyy

olla p = 1, mista seuraa, ettid syt(f,g) = 1. Huomataan myds, ettd fg = 5% - et —

2
522“2 = % = (g)2 Koska b on parillinen, niin 5 € N. Siten luku fg on neho ja koska

syt(f,g) = 1, ovat luvut f ja g lemman 2.11 nojalla nelicitd. On siis olemassa luvut
d,e € N siten, ettd d®> = f = C+a jael=g= <4 5 Naille luvuille d ja e pétee
( )dQ_e :c-l—a_%

(2) 2de = 2/fg =2,/ <~ . —2\/>—bja

(3)d2+e:c+a ca_

eN ja g:=

Nyt toinen luvuista d, e on parillinen, koska luku ¢ on pariton ja sille pitee ¢ =

d* + €. My6s ehto d > e pitee, silli f > g. Koska syt(f,g) = syt(d?,e?) = 1, niin

lemman 2.12 mukaan syt(d, e?) = 1 ja timéin my6ti myos syt(d, e) = 1. Siten ehtojen
(1)-(3) perusteella d ja e ovat haluttua muotoa.

]

LAUSE 2.16. Yhtdlolli z* — y* = 2% ei ole nollasta poikkeavia kokonaislukuratkai-
suja.

TobisTus. Antiteesi: Olkoon (z,y, z) kolmikko positiivisia kokonaislukuja, joille
' — y* = 2% ja jossa x on pienin mahdollinen. Nyt syt(x,y) = 1, silli jos alkuluku
p jakaisi luvut x,y, tillsin p*|22, joten p?|z. Valitsemalla z = px', y = py/, z = p?2’
saadaan (2')*—(y')* = (2')?, jolloin 0 < z’ < x, miké on ristiriidassa antiteesin kanssa.

Nyt on voimassa 22 = 2% — y* = (22 + 3?)(2? — ¢?) ja koska syt(z,y) = 1, niin
syt(z? +y?, 2% — y?) on Lemman 2.12 nojalla joko 1 tai 2. Tarkastellaan erikseen niité
kahta tapausta.

Tapaus 1: syt(2? + 32, 22 — 3?) = 1.

Koska lukujen 22 + 42 ja 22 — y? tulo on nelié, ovat molemmat luvuista 2% + y?,
22 — y? nelisitd Lemman 2.11 nojalla. Tarkemmin sanottuna on olemassa s,t € N,
joille syt(s,t) = 1, siten etti x? + y? = s? ja 22 — y? = t2. Tisti seuraa, ettd lukujen
s ja t tdytyy olla parittomia; koska on voimassa 222 = s + ¢, luvuilla s,t on sama
pariteetti ja koska syt(s,?) = 1 ne eivit voi molemmat olla parillisia.

Niinpé on olemassa u,v € N, joille u = (s +t)/2 ja v = (s — t)/2 ja valttdmatta
syt(u,v) = 1, silld s ja t ovat parittomia ja syt(s,t) = 1 (todistus vastaavasti kuin
lemmalle 2.13). Nyt uv = (s? — %) /4 = y?/2, joten y* = 2uv. Koska syt(u,v) = 1, on
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olemassa [,m € N siten, ettd u = 2[* ja v = m? tai u = [* ja v = 2m?. Tarkastellaan
ndistd ainoastaan ensimmaéisté vaihtoehtoa, silla tapaukset vastaavat toisiaan.

Nyt siis v on parillinen, syt(u,v,z) = 1 ja u* 4+ v? = (S’Lt)gz(s_t)Q = 52‘2”2 = 22
Lauseesta 2.15 seuraa, ettd on olemassa a,b € N, 0 < b < a, syt(a,b) = 1 siten, ettd
212 = u = 2ab, m* = v = a® — b? ja v = a® + b%. Téstd seuraa, ettd [ = ab. Siispi
16ydetddn ¢,d € N, syt(c,d) = 1 siten, ettd a = ¢® ja b = d?, joten m? = ¢* — d*.
Nyt havaitaan, ettd on voimassa 0 < ¢ < a < z ja lukukolmikko (¢, d, m) on yhtalon
ratkaisu, mik& on ristiriita sen kanssa, ettd x on pienin mahdollinen.

Tapaus 2: syt(2? + y?, 2% — y?) = 2.

Nyt z,y ovat parittomia ja z on parillinen. Lauseen 2.15 perusteella 16ydetdén
luvut a,b € N siten, ettd 0 < b < a, syt(a,b) = 1 ja niille luvuille on voimassa
2?2 =a® + b2, y? = a® — b? seké z = 2ab.

Siispéd 2%y? = a* — b* ja 0 < @ < x, miké on ristiriita sen kanssa, ettd z on pienin
mahdollinen.
]

ESIMERKKI 2.17. Olkoon A suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat pituudel-
taan a, b ja hypotenuusa c siten, ettd a,b, ¢ € N. Talloin kolmion A pinta-ala ei ole
kokonaisluvun nelio.

Tobistus. Olkoot a, b, ¢ suorakulmaisen kolmion sivuja, joista ¢ on hypotenuusa.
Pythagoraan lause on siis voimassa eli kolmion sivuille pitee yhtilo ¢ = a? + b2
Muodostetaan antiteesi, jonka mukaan kolmion pinta-ala on kokonaisluvun s neli6 eli
on voimassa yhtilé ab/2 = s. Nyt siis

(a+b)* = + 45,
(a —b)* = — 452

Edellisten yhtéloiden tuloa tarkastellessa huomataan, etta
(a+b)*(a —b)* = ( + 45%)(c* — 45?)
a* —2a** +b* = ¢! — 165
(a® —b*)? = c* — (28)%.

4 2

Koska tdmé# yhtild on muotoa z* — y* = 22 ei silld lauseen 2.16 nojalla ole
kokonaislukuratkaisuja. Tamé on ristiriita antiteesin kanssa, joten alkuperédinen viite
patee.

U

LAUSE 2.18. Yhtdlolld x* +y* = 2* ei ole nollasta eroavia kokonaislukuratkaisuja.
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ToDISTUS. Jos x, v, z ovat nollasta eroavia kokonaislukuja, joille on voimassa z*+
y* = 2% niin 2* — y* = (22)?, miki on ristiriita lauseen 2.16 kanssa. O

HuoMAUTUS 2.19. Mydskiiin muotoa 24" + ¢y = 21" olevalla yht#lolld ei ole
nollasta eroavia kokonaislukuratkaisuja, silld jos olisi, niin valitsemalla kokonaisluvut
s=a" t=1y" jau=2" edellinen yht#lo on yhtipitivii yhtilon s* +¢* = u* kanssa.
Taméa on ristiriita lauseen 2.18 kanssa.

Yleisemmin, jos yhtalolla 2™ 4+ y™ = 2™ ei ole nollasta poikkeavia kokonaislukurat-
kaisuja jollakin luvulla n, niin myoskiin yhtalolla o + y** = 2 ei ole ratkaisuja
milléén luonnollisella luvulla k. Jos nimittédin valitaan kokonaisluvut s = z¥, t = y*
ja u = z* vastaavaan tapaan kuin edelld, on edellinen yht#lé yhtépitivad yhtilon
s"™ 4+ t" + u™ kanssa, eikd tatd muotoa olevalle yhtélolle ole oletuksen mukaan ratkai-
sua.

2.3. Tapaus n =3

Fermat'n suuri lause saadaan todistettua myos tapauksessa n = 3 péépiirteittéin
melko vaivattomasti. Yksi todistuksessa otettava askel vaatii kuitenkin my6hemmin
todistettavan Lemman 2.35 kayttamistd, mika tekee tapauksesta lopulta huomatta-
vasti edellistd monimutkaisemman.

LEMMA 2.20. Olkoot a,b € Z siten, ettd syt(a+b,a—b) = 1. Tdlldin syt(a,b) = 1.

TobisTus. Tehdddn antiteesi: syt(a,b) = k > 2 jollakin k € Z. Télloin a = mk
ja b= nk joillakin m,n € Z. Nyt

a+b =mk+nk =(m+n)k
a—b =mk—nk =(m-—n)k,

mik4 on ristiriita oletuksen kanssa. O

LAUSE 2.21. Yhtdlélli 23 +y° + 23 = 0 ei ole nollasta poikkeavia kokonaislukurat-
kaisuja.

Tobistus. Olkoot luvut x,y, z nollasta eroavia siten, ettd néistd luvuista muo-
dostetut lukuparit (x,y), (z, 2) seké (y, z) ovat jokainen keskenddn jaottomia ja ettd
luvuille on voimassa yhtilo 23 +y3 + 23 = 0. Luvut eiviit voi olla samoja, koska muu-
ten olisi 223 = 23, mikd on mahdotonta, koska luku 2 ei ole kuutio. Lisiksi tdsmélleen
yhden luvuista on oltava parillinen. Valitaan luvut siten, ettd x,y ovat parittomia ja
z on parillinen. Valitaan nyt yhtélon kaikista edellamainitut ominaisuudet omaavista
ratkaisuista sellainen, jossa |z| on pienin.

Pyritdan seuraavaksi loytamaén nollasta poikkeavat ja kaikkien lukuparien osalta
keskenddn jaottomat kokonaisluvut I, m, n, joille I3 +m? + n3 = 0, n on parillinen ja
|z| > |n|, miké olisi ristiriita luvun |z| valinnan kanssa. Koska luvut  +y ja x — y
ovat parittomien lukujen erotuksina parillisia, on olemassa kokonaisluvut a, b # 0 si-
ten, ettd 2a = x4+ y ja 2b = x — y. Kun jaetaan edelld mainitut yhtélot kahdella
ja muodostetaan nédiden summa seké erotus, saadaan yhtédlot muotoihin x = a + b
jay = a—0b. Koska luvut = ja y ovat keskenédn jaottomia, on myos luvuilla a, b eri
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pariteetti ja lemman 2.20 nojalla syt(a,b) = 1.

Edellisen perusteella on siis voimassa yhtalo
—2* =2 +y° = (a +b)° + (a — b)* = 2a(a® + 3b°).

Kuitenkin a? + 3b? on pariton, koska luvuilla a,b on eri pariteetti, ja 2z on oletuksen
nojalla parillinen. Niinp# on voimassa 8|2® ja koska tdmiin seurauksena myds 8|2a,
tiaytyy luvun b olla pariton. Nyt syt(2a, a? + 3b%) voi olla joko 1 tai 3, silld jos p on
alkuluku, k > 1 ja p* jakaa luvut 2a ja a® + 3b2, niin p # 2. Siis p* jakaa luvut a ja
3b2, mutta p ei jaa lukua b, joten tiytyy olla k = 1 ja p = 3.

Tapaus 1: syt(2a,a® + 3b*) = 1.

Nyt luku 3 ei jaa lukua a. Koska luvuilla a,b on eri pariteetti, seuraa yhtalosta
—2% = 2a(a® + 3b?), ettd luvut 2a ja a® + 3b* ovat kuutioita. On siis olemassa luvut

s, r siten, ettd
2a =13,
a® +3b* = s°,

missd s on pariton ja s ei ole luvun 3 monikerta. Téssd vaiheessa hyodynnetdian
my6hemmin todistettavaa tulosta (Lemma 2.35): jos s on pariton, s* = a? + 30? ja
syt(a,b) = 1, niin luvun s tiytyy myo6s olla muotoa s = u? + 3v? joillakin u,v € Z,

joille
a = u(u® — Q?),
b= 3v(u® —v?).

Nyt v on pariton ja u on parillinen, koska b on pariton, u # 0, luku 3 ei jaa lukua
u, koska 3 ei jaa lukua a ja syt(u,v) = 1. Néin ollen 2u, u+ 3v, u — 3v ovat keskendén
jaottomia lukupareittain ja koska r* = 2a = 2u(u — 3v)(u + 3v), niin 2u, u — 3v ja
u + 3v ovat kuutioita:
2u = —n?,
u—3v=1%

u+3v=m?,

missé [, m, n ovat nollasta eroavia, koska 3 ei jaa lukua u, ja lukupareittain keskendén
jaottomia.
Edellisen perusteella siis I3+m?+n? = 0 ja n on parillinen. Niytetiin seuraavaksi,
ettd |z| > |n|. Itse asiassa nyt on voimassa
12|? = [2a(a® + 3b?)| = |n3(u? — 9v?)(a® + 3b?)| > 3|n?| > |n?|,

koska u? — 9v? = ’m?® # 0 ja b # 0 (koska b on pariton). TAm& on ristiriita, silli
luvun |z| piti olla pienin mahdollinen parillinen luku ratkaisukolmikossa.
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Tapaus 2: syt(2a,a® + 3b*) = 3.

Merkitédéin a = 3c. Néin ollen ¢ on parillinen ja 4 | ¢, kun taas 3 t b (koska
a,b ovat keskeniin jaottomia). Nyt —z3 = 6¢(9¢® + 3b%) = 18¢(3c* + b?), missi
syt(18¢, 3¢? 4+ b?) = 1. Niinpi ¢ on parillinen ja b on pariton, minki vuoksi 3¢® + b* on
pariton, 31 3c® +b? ja syt(b, ¢) = 1. Koska niillé luvuilla on eri pariteetti, ovat 18c¢ ja
3¢ 4 b? kuutioita. On siis olemassa luvut s, r siten, etti

18¢ = 73,
3¢+ 07 =57,

missi s on pariton ja 3 | r. Koska s on pariton, s3> = b% + 3¢? ja syt(b, ¢) = 1, voidaan
hyodyntdd samaa tulosta kuin aiemmin (Lemma 2.35) ja téten luvun s taytyy olla
muotoa s = u® + 3v? joillakin u,v € Z, joille

{ b= u(u® — 9?),

c = 3v(u* —v?).

Nyt w on pariton, v on parillinen, koska b on pariton, v # 0 ja syt(u,v) = 1. Ha-
vaitaan myos, ettd 2v, u+ v, u — v ovat keskenéddn jaottomia lukupareittain. Yhtalostéa
r3 = 18¢ = 54v(u + v)(u — v) voidaan huomata, etti (r/3)% = 2v(u + v)(u — v) ja
niinpéd 2v, v + v, u — v ovat kolmansia potensseja:

3

20=—n
ut+v=10.
u—v=—-m>

Siispa I3 +m3 +n3 =0, [,m,n # 0 ja n on parillinen. Niytetdin seuraavaksi, etti
|z] > |n|. Itse asiassa nyt on voimassa
2> = 18|c|(3¢* + b%)
= 54|v(u® — v?)|(3c* + b?)
= 27|n|*|u* — v*|(3c* + b%)

> nf’
koska u? —v? = —I?m3 #£ 0 ja |3¢® + b*| > 1. Tdmé on ristiriita, silli luvun |z| piti
olla pienin mahdollinen parillinen luku ratkaisukolmikossa. U

Perustellaan vield lauseketta s = u? 4 3v? koskeva askel edellisestd todistukses-
ta. Kéytetddn tdhén tarkoitukseen jo Fermat'n aikaan tiedossa olleita tuloksia, jotka
koskevat muotoa u? + v? olevia kokonaislukuja. Olkoon S muotoa a? + 3b%, a,b € Z
olevien kokonaislukujen joukko. Joukko S on kertolaskun suhteen suljettu, koska
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(a® 4 3b*)(c* + 3d?) = a*c® + 3a*d® + 3b*c? + 9b*d* = (ac £ 3bd)* + 3(ad F be)?
(merkit vastaavassa jirjestyksessi).

MAARITELMA 2.22 (Nelionjadnnos). Olkoon p pariton alkuluku ja a € Z siten,
ettd p ei jaa lukua a. Sanotaan, ettd luku a on nelionjddannds modulo p, jos on olemassa
kokonaisluku x, jolle

2* = a (mod p).
Muussa tapauksessa lukua a sanotaan nelionepdjdadinndkseksi.

ESIMERKKI 2.23. Tutkitaan tapauksia p =15 jap=7.

x 123 4 5 6

x? 1 49 16 25 36

=144 1 0 1

=142 2 4 1
Téstd huomataan, ettd 1 ja 4 ovat nelionjainnoksid (mod 5) ja vastaavasti 1, 4, 2
ovat nelionjaannoksia (mod 7).

MAARITELMA 2.24 (Legendren symboli). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon

a € 7 siten, ettéd p ei jaa lukua a. Maéritelladn Legendren symboli asettamalla:

ay\ _ 1, jos a on nelionjadnnoés mod p
p) | —1, jos a on neliénepdjainnds mod p.

ESIMERKKI 2.25. Tutkitaan edelleen tapauksia p = 5 ja p = 7. Edellisen esimerkin

mukaisesti
|1 2 3 4 5 6

o1 -1 -1 1 -1 1,
D1 1 -1 1 -1 -1

LAUSE 2.26 (Gaussin resiprookkilaki). Olkoot p ja q erisuuria parittomia alkulu-

kuja. Tdlloin
p q p—1 g—1
= — ] =(=1) 2 2 .
(5) () -

TobisTus. Todistus luvussa 2.4. O

LEMMA 2.27. Olkoon p alkuluku siten, ettd p > 3. Seuraavat ehdot ovat tdlloin
ekvivalentteja:

(1) p=1 (mod 6).
(2) =3 on nelio modulo p.

TobisTus. Osoitetaan, ettd kohdat (1) ja (2) ovat ekvivalentteja médrittamalla
Legendren symboli Gaussin resiprookkilakia hyodyntamalla:

joten
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(#) =% (3)

kun huomataan, etté (g—’) = +1.

Tasta saadaan

Eulerin kriteerid 2.40 (todistus luvussa 2.4) seké edellistd yhtdlod hyodyntamalla
saadaan
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Siispé, (%) = +1, jos ja vain jos p = 1 (mod 3). Tamé& on yhtépitdvad sen kanssa,
ettd p =1 (mod 6), silld
p=1(mod3) & p=3-k+1

jollakin £ € N. Kun huomataan, ettd p on pariton ja p > 3, niin on oltava k = 2]
jollakin / € N, jolloin

p=1(mod3) & p=3-k+1
s p=3-2-1+1
< p=1 (mod 6).

U

LEMMA 2.28. Jos k on nollasta eroava kokonaisluku, p on alkuluku siten, ettd
p=c+3d*> €S japk =a®>+ 30> €S, niin p | ac +3bd ja p | ad F be (merkit
vastaavassa jarjestyksessd) ja

" 2 2
— (ac 3bd) +3 <ad$ bc> cs.
p p

TobisTus. Olkoon

L (@ +30°)(c + 3d°) _ (aci3bd)2 (ad:Fbc)2

(c? + 3d?)? c? + 3d? c? + 3d?
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Tiedetédén, ettd k € Z. Liséksi havaitaan, etta

(ac 4 3bd)(ac — 3bd) = a*c* — 9*d*
= a*(c* + 3d*) — 3(a* + 3b*)d”
= a’p — 3pkd?
= p(a* — 3kd?)
= (¢ + 3d*)(a® — 3kd?)
= (a® — 3kd*)(c* + 3d?).
Koska p = ¢ + 3d* on alkuluku, on voimassa joko plac + 3bd tai plac — 3bd.
Tarkastellaan tapausta p|ac+3bd (tapaus plac—3bd vastaavasti): Télloin (ac+3bd)/p €

Z. Koska k € Z, niin on oltava myds 3((ad — bc)/p)* € Z ja siten (ad — bc)/p € Z,
joten k € S.

LEMMA 2.29. Jos p on alkuluku, nitn p € S, jos ja vain jos p = 3 tai p
1 (mod 3).

TopIsTUS. Jos p = a® + 3b%, p # 3, niin b # 0, joten p = a? (mod 3). Koska p on
alkuluku, tdytyy olla 21 a ja 31 a ja Siispi p = a®? =1 (mod 3).

Selvisti 3 € S. Olkoon nyt p = 1 (mod 3). Talléin Lemman 2.27 mukaan (_73) =1,

joten on olemassa t € Z siten, ettd 0 < ¢ < p/2 ja —3 = t* (mod p). Niinpi on ole-
massa m € 7Z siten, ettd mp = 2 + 3 < (p/2)? + 3 < p? eli tiytyy olla 0 < m < p.
Havaitaan, ettd jokaiselle ¢ > 1 on olemassa enintédén yksi alkuluku p # 2,3 siten,
ettd p | t2 + 3, mutta p t u? + 3 kaikille u, joille 1 < u < t. Osoitetaan tdméi kiintei-
sella todistuksella eli viitetaéin, ettd on olemassa toisistaan eroavat alkuluvut p ja p’
kuten ylla siten, ettd p < p’. Edeltdvin huomion mukaan nyt taytyy olla 0 < ¢t < p/2
ja t? + 3 = pm siten, ettd 0 < m < p. Koska p’ | t* + 3, niin p’ | m. Tésti seuraa, etti
p’ < 'm < p, mika on ristiriita.

Nyt olemme valmiita todistamaan itse véittaméan. Oletetaan, ettd on olemassa
alkuluku p, p = 1 (mod 3) siten, ettd p ¢ S ja valitaan néistd alkuluvuista pienin.
Olkoon ¢ > 1 pienin kokonaisluku, jolle pitee p | t* + 3, siten, ettd 0 < t < p/2,
t2+3=mpija0 < m < p. Jos p olisi mikd tahansa luvun m jakava alkuluku, olisi
m = p'm’, joten p < m’ < pelip €S. Nyt p(pm') =pm =1t>+3 €S ja timin
myotd Lemman 2.28 perusteella pm’ € S. Jos m’ = 1, niin p € S, mita pyritdankin
osoittamaan. Jos p” on luvun m’ jakava alkuluku ja m’ = p”m”, niin p” < m’ < p,
joten p” € S. Néin ollen p”(pm”) = pm’ € S ja Lemman 2.28 nojalla pm” € S, missé
m” < m/. Toistamalla tita perustelua paddytdan siihen, ettid p € S.

O

LEMMA 2.30. Olkoon m = u* + 3v%, u,v # 0 ja syt(u,v) = 1. Jos p on pariton
luvun m jakava alkuluku, niin p € S.
Tobistus. Koska 3 € S, voidaan olettaa, ettd p # 3. Jos p | m, niin p { v, silla

muuten p jakaisi myos luvun u, miké olisi vastoin oletuksia. Olkoon v siten, etté
v’ =1 (mod p). Talloin on voimassa
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(w')? = v = (m — 3v*)v"? = mv”? — 3v*v” = -3 (mod p),

silld p | m. Siispé (uv')?> = —3 (mod p) ja siten (’73) = 1, joten Lemman 2.27 nojalla
= 1 (mod 3). Niinpd Lemman 2.29 nojalla p € S.
O

LEMMA 2.31. Jos p on alkuluku ja p € S, niin sen esitysmuoto p = a®+3b?, missd
a>0,b>0, on yksikdsitteinen.

ToDISTUS. Sovelletaan Lemman 2.28 tapausta & = 1, jolloin p = a? + 3b* =
c® + 3d?, missd a,c > 0 ja b,d > 0. Niin ollen

L= (otc:l:Bbal)2 +3 (ad:Fbc)Q’
p p
joten p = ac + 3bd, ad = +bc. Nyt on siis voimassa

pd = acd + 3bd* = +bc? + 3bd? = +b(c? + 3d?) = +bp.

Néin ollen d = =£b, joten b = d ja tdmén myota a = c.
O

SoPIMUS 2.32. Merkitédn 16ysisti v/—3 kun tarkoitetaan imaginddrilukua iv/3.

MAARITELMA 2.33 (Kompleksikonjugaatti). Imaginddriluvun u + iv kompleksi-
konjugaatts on luku v — 1v.

LEMMA 2.34. Olkoon m = 3 tai m = u® + 3v?, u,v # 0 ja syt(u,v) = 1. Jos m

on pariton ja m = [ p;*, jossa pi, ..., pn ovat alkulukuja ja e; > 1, niin on olemassa
i=1
kokonaisluvut a; ja b;, joissa i = 1,...,n siten, etti p; = a? + 3b? ja

u+vv—3 = ﬁ(ai + bi\/—_?))ei.

Tobistus. Todistetaan viite induktiolla luvun m suhteen. Viite on selvd, kun
m = 3. Olkoon m > 3, m = u* + 3v%, u,v # 0 ja syt(u,v) = 1. Olkoon p luvun m
jakava alkuluku, jolloin m = pk. Lemman 2.30 mukaan p = a? + 3b? ja Lemman 2.28
nojalla k = ¢* 4+ 3d?, missé ¢ = (ua + 3vb)/p, d = ub F va)/p vastaavin merkein.

Lisdksi (a &+ bv/—3)(c F dv/—3) = (ac + 3bd) £ (bc — ad)y/—3, missi
ac + 3bd = L(ua® £ 3vab + 3ub® F 3vab) = u,

p

+(be — ad) = £ (ab & 3vb* — uab + va?) = v,
p
joten
(a £ bv/=3)(c Fdv/—3) = u+vy/-3.

Jos k = 1, viite on selvi. Jos k # 1, niin joko k = 3 tai k # 3. Jalkimmaéisessi
tapauksessa ¢ # 0 (muuten ¢ = 0, jolloin d jakaisi luvut u, v, jolloin d = 1 ja k = 3,
mikéd on vastoin oletusta); vastaavasti d # 0 (muuten d = 0, jolloin ¢ jakaisi luvut
u,v, jolloin ¢ = 1 ja k = 1, mikd on vastoin oletusta). Lisdksi syt(c,d) = 1, koska
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syt(u,v) = 1. Siispa véite pétee luvulle k, silld ¢ F dv/—3 voidaan esittaé vaaditussa
muodossa. Koska (a & bv/3)(c F dv/—3) = u + vy/—3, pitee viite kaikille luvuille m.
O

LEMMA 2.35. Olkoon E kaikkien sellaisten lukukolmikoiden (u,v,s) joukko, joilla
s on pariton, syt(u,v) = 1 ja s*> = u* + 3v?. Olkoon F kaikkien sellaisten lukuparien
(t,w) joukko, joilla syt(t,w) =1 ja t # w (mod 2). Kuvaus ® : F — E, ®(t,w) =
(u,v,s), jossa

u = t(t* — Jw?),
v = 3w(t* — w?),
s =12 + 3w,
on bijektio.
Tobistus. Edellisen perusteella on voimassa
u? =5 — 18t*w? + 812w,
3v? = 27t w? — 54t2w* + 27wS,
s% =15 + 9t*w? + 2712w + 27w".
Nyt havaitaan, ettd
u? + 302 = 10 + 9t*w? + 272w + 27Twb = 3,

Koska luvuilla t ja w on eri pariteetti, luku s on pariton. Naytetdéan seuraavaksi,
ettd syt(u,v) = 1. Huomataan ensin, ettd syt(t* — 9w?, * — w?) = 1, koska jos alku-
luku p jakaa luvut 2 — 9w? ja 2 — w?, se jakaa myos luvun 9t? — 9w? ja téten myds
luvun 8¢2. Tésté seuraa, ettd p = 2, koska p ei voi jakaa lukua ¢, silli syt(t, w) = 1.
Koska luvuilla ¢ ja w on eri pariteetti, tdmé on kuitenkin mahdotonta. Oletetaan nyt,
ettd p on alkuluku, e > 1 ja p® jakaa luvut u,v. T&lloin luku p jakaa joko luvun ¢ tai
luvun #? — 9w?. Jos olisi voimassa p | t* — 9w?, niin tisti seuraisi, ettd p | 3w, silld
edelld todettiin, ettd p ei tilloin voi jakaa lukua 2 — w?. Siispé luku p jakaisi myos
luvun 9w?, minké seurauksena tiytyisi luvun p joka tapauksessa jakaa luku ¢. Niinp#
ptw(t?—w?), joten p = 3. Koska 3¢ | v ja 3 | ¢, tiytyy olla e = 1, silld syt(u,v) = 1 tai
3. Jos 3 |uja3|v, niin 3|t 31w, joten 3 | s, mutta 3% s. Kuitenkin s* = u? + 3v?,
joten 3% | s3, silld 32 | s, mik4 on ristiriita. TAm& osoittaa, ettd ®(¢, w) = (u,v,s) € E.

Toisaalta, jos (u,v,s) € E, olkoon s* = [] p§* alkulukuhajotelma, jossa pi, ..., pn
i=1
ovat erillisid ja e; > 1. Nyt e¢; = 3¢} kaikilla . Lemman 2.34 mukaan on olemassa
a;,b; € Z,i=1,... n siten, ettd p; = a? + 3b? ja

u+vyV=3= ﬁ(ai + b/ —3)%.

Olkoot t,w € Z siten, ettd ne toteuttavat yhtalon

n

H(ai + bl\/—_3>€;

i=1

t+wv-—3
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eli
u+vy-3 = (t +w\/—_3)3.
Laskemalla kuutio auki saadaan
u+vv=3=(t+wy=3)?
= (t* 4 2twv/—3 — 3w?)(t + wv/—=3)
=13 + 2t*w\/—3 — 3tw? + t*wv/—3 — 6tw? — 3w/ —3
= t(t* — 9w?) + 3w(t* — wH)V-3
eli u = t(t* — 9w?) ja v = 3w(t? — w?). Vastaavasti kompleksikonjugaatille pitee
u —vy/—=3 = (t — wy/—=3)>. Nyt kertomalla u + vy/—3 konjugaatillaan saadaan s* =
u? + 3v? = (2 + 3w?)3, joten s = t? + 3w?. Tistd seuraa, ettd luvuilla ¢ ja w on eri

pariteetti, syt(¢t,w) =1 ja ®(¢t,w) = (u,v, s).
U

Nyt kaikki vaiheet Eulerin todistuksesta (Lause 2.21) on vahvistettu lukuunotta-
matta Gaussin resiprookkilain todistusta, joka késitelldén erikseen seuraavassa luvus-
sa.

2.4. Gaussin resiprookkilain todistus

MAARITELMA 2.36. Jos kongruenssi on muotoa ax = b (mod m), misséd x on
tuntematon kokonaisluku, kutsutaan téata lineaariseks: kongruenssiksi yhdelld muut-
tujalla.

LAUSE 2.37 (Wilsonin lause). Jos p on alkuluku, niin (p — 1)! = —1(mod p).
TobisTus. [8, Lause 6.2, s. 218].

U
LAUSE 2.38 (Fermat'n pieni lause). Jos p on alkuluku ja p t a, niin
a’ ' =1 (mod p).
TobisTus. [8, Lause 6.3, s. 219].
0

LEMMA 2.39. Olkoot a ja m kokonaislukuja siten, etti syt(a,m) =1 jam >0 ja
olkoon b kokonaisluku. Tdlloin lineaarisella kongruenssilla ax = b (mod m) on vain
yksi ratkaisu modulo m.

TopISTUS. [8, Seuraus 4.11.1, s. 158].
U

LEMMA 2.40 (Eulerin kriteeri). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen
kokonaisluku, ettd syt(p,a) = 1. Talldin

(g) = a"T (mod p).
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Tobistus. Oletetaan ensin, ettéa

Nyt kongruenssilla 2 = a (mod p) on ratkaisu, olkoon timi x = x,. Lauseen 2.38
mukaan

aP—1/2 = (xg)(p—l)/? — g;(()pfl) =1 (mod p).

Néin ollen, jos (%) = 1, niin taytyy olla (%) = a1/ (mod p).

(0)--

Nyt kongruenssilla % = a (mod p) ei ole ratkaisuja. Lemman 2.39 mukaan, jokai-
selle kokonaisluvulle 7, jolle syt(i,p) = 1, voidaan 16ytdd kokonaisluku j siten, etté
ij = a (mod p). Koska kongruenssilla > = a (mod p) ei ole ratkaisuja, tiedimme,
ettd ¢ # j. Téten voimme ryhmitelld kokonaisluvut 1,2, ...,p — 1 pareihin, joita on
(p—1)/2 kappaletta ja joiden kaikkien tulona on a. Kertomalla ndméa parit keskenéén
huomataan, etté

Kaydaan viela lapi tilanne, jossa

(p —1)! = a?"Y2(mod p).
Koska Lause 2.37 sanoo, ettd (p — 1)! = —1 (mod p), niin
—1=a""Y%(mod p).

Siispd my0s téssd tapauksessa pétee (%) = a»~Y/% (mod p).

g

LEMMA 2.41 (Gaussin lemma). Olkoon p pariton alkuluku ja olkoon a sellainen
kokonaisluku, ettdsyt(a,p) = 1. Olkoon s joukon a,2a, 3a, ..., ’%la sellaisten alkioiden
lukumddrd, joiden jakojidnnds modulo p on suurempi kuin &. Silloin <%) =(-1)*

Tobistus. Tarkastellaan kokonaislukuja a, 2a, ..., ((p—1)/2)a. Olkoot uy, us, ..., us
pienimmaét positiiviset lukua p/2 suuremmat jakojédénnokset ja olkoot vy, vy, ..., vy pie-
nimmét positiviiset lukua p/2 pienemmiit jakojadnnokset. Koska syt(ja,p) = 1 kai-
kille kokonaisluvuille j, joille 1 < j < (p — 1)/2, ndmé& pienimmét positiiviset jako-
jaannokset ovat joukossa 1,2,...,p — 1.

Osoitetaan nyt, ettd p—uq, p—usg, ...p—ug, V1, Vg, ..., vy sisiltyvit joukkoon 1,2, ...(p—
1)/2 jossakin jérjestyksessd. Témén nihdidksemme riittda osoittaa, ettd mitkddn kaksi
néistéd kokonaisluvuista eivit ole kongruentteja modulo p, silld joukossa on tédsmélleen
(p — 1)/2 jdsentd ja kaikki néista ovat lukua (p — 1)/2 pienempié positiivisia koko-
naislukuja.
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Selvésti mitkddn kaksi lukua u; eivét ole kongurentteja modulo p ja mitkéddn kaksi
lukua v; eivét ole kongruentteja modulo p; jos téllaiset luvut u,; tai v; olisivat olemas-
sa, 10ydettaisiin myos lukua (p — 1)/2 pienemmaét positiiviset kokonaisluvut m ja n
siten, ettd ma = na (mod p). Koska p 1 a, seuraisi téstd, ettd m = n (mod p), mika
on mahdotonta.

Mydskéédn mikddn kokonaisluvuista p — u; ei voi olla kongruentti luvulle v;, silla
muuten olisi ma = p —na (mod p) eli ma = —na (mod p). Koska p 1 a, seuraisi tésté,
ettd m = —n (mod p). Tami on kuitenkin mahdotonta, silld sekd m ettd n kuuluvat
joukkoon 1,2, ..., (p — 1)/2.

Nyt kun tiedetéddn, ettd p — uy,p — us, ..., p — ug, V1, Vg, ..., vy ovat kokonaisluvut
1,2,...,(p—1)/2 jossakin jarjestyksessd voidaan péételld, ettd

(p—ur)(p—uz) - (p—us)vrvg- - vy = (557)),

minki seurauksena
(=1)ugug - - - ugv vy - - - vy = (’%1)! (mod p).

Koska uy, us, ...us, v1, e, ...v; ovat pienimmét positiiviset jakojadnnokset luvuille
a,2a,...((p — 1)/2)a, niin voidaan havaita myos seuraavaa

Uy - U Vg -y =a-2a---((p—1)/2))a = apT_l(p;l)! (mod p).
Nyt edellisten kohtien pohjalta saadaan

(—1)%a"= (24 = (251)! (mod p).

Koska syt(p, ((p — 1)/2)!) = 1, niin edellisestd kongruenssista seuraa, etti
(—1)%17751 =1 (mod p).

Kertomalla yht&lon molemmat puolet luvulla (—1)° saadaan
a2z =(—1)* (mod p).

a

Lauseen 2.40 mukaan a"z = (;) (mod p), joten

(%) = 1) tmod )

p
minkéd myota todistus on valmis.

MAARITELMA 2.42. Maéritellddn luvun = € R kokonaisosa [x] asettamalla

[z] =max{z:z2 <z, z€Z}.

LEMMA 2.43. Jos p on pariton alkuluku ja a on pariton kokonaisluku, jolle p 1 a,

nn
a
Z) = (=1 T(a,P)’
(p) ( )
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missd
(p—1)/2

T(a,p) = Y lja/pl.

j=1

TobisTus. Tarkastellaan pienintéd positiivista jakojadnnosta kokonaisluvuista a,
2a, ..., ((p—1)/2)a. Olkoon uy, usy , ..., us suurempia kuin p/2 ja olkoon vy, vs , ..., vy
pienempié kuin p/2. Jakoalgoritmin mukaan

ja = p[ja/p| + jakojaannos,
missé jakojadnnos on yksi luvuista u; tai luvuista v;. Tata kiyttamalld voidaan muo-

dostaa (p — 1)/2 kappaletta yhtéloita. Laskemalla ndiden yhtdloiden summa, huoma-
taan, etta

p-1/2 (-1 . ;
(2.1) Z ja= > plia/pl+> uj+ > v
j=1 j=1 j=1

Kuten Gaussin lemman todistuksessa néaytettiin, kattavat kokonaisluvut
p—Ui, ..., p— Us, U1, ...v; tAsmélleen kokonaisluvut 1, 2, ..., (p — 1)/2 jossakin jérjes-
tyksessd. Néin ollen laskemalla kaikkien néiden kokonaislukujen summa, saadaan

(p—1)/2

(2.2) Z ]—Z P — uj —l—Zvj ps — ZuJ+ZU]

Vahentamalla yhtalosta (2.1) yhtalo (2.2) saadaan

—-1)/2 (r—1)/2 (p—1)/2 s
Z - > = > plia/pl—ps+2) u;
j=1 j=1 j=1 j=1
Toisaalta koska
(p—1)/2
T(a,p) = ) [ja/p),
j=1

niin
(p—1)/2 5
(a—1) j=pT(a p)—ps—i—QZuj.
J=1 j=
Koska a on pariton, voidaan rajoittua tarkastelemaan erotuksen pT'(a,p) — ps

pariteettia. Edelleen, koska p on pariton, voidaan rajoittua tarkastelemaan erotusta
T(a,p) — s. Edellisestd yhtélostd saadaan néin

0=T(a,p) — s (mod 2).
Siispa

T(a,p) = s (mod 2).
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Nyt huomataan Gaussin lemman avulla, etta

(6)-c

Koska (—1)* = (—1)T(@P) seuraa tést, etti

5)-cr

Lemmaa 2.43 kédytetddn etupééssi tyokaluna Gaussin resiprookkilain todistami-
seen, mutta sen avulla voidaan myos laskea arvoja Legendren symboleille:

U

ESIMERKKI 2.44. Laskeaksemme (1—73) lemmaa 2.43 kdyttden muodostetaan sum-

[7/13] + [14/13] + [21/13] + [28/13] + [35/13] + [42/13]

I
\
[E—
0,
I

= 0+1+1+2+243=09,
Siispi (15) = (—1)? = —1.

Vastaavasti selvittdaksemme (%) muodostetaan summa

[135/7] = [13/7] + [26/7] + [39/7]

3
=1

J

— 14345=0.

Niin ollen myés (£) = (-1)? = —1.

Ennen Gaussin resiprookkilain todistamista kaydain lapi vield yksi esimerkki,
jossa havainnollistetaan todistuksessa kaytettdavada metodia:

ESIMERKKI 2.45. Olkoot p = 7 ja ¢ = 13. Tutkitaan kokonaislukupareja (x,y),
joille 1 << (7T—1)/2=3jal <y <(13—-1)/2 = 6. Néitd pareja on yhteensi
18 kappaletta. Huomataan, ettei mikdéan néistd kokonaislukupareista toteuta yhtaloa
13z = Ty, silld jos néin olisi, niin 13 | 7y, mutta selvésti 13 t 7 ja toisaalta 13 { ¥,
koska 1 <y < 6.

Jaetaan nyt ndmé 18 kokonaislukuparia kahteen ryhméén riippujen lukujen 13z
ja Ty suhteellisesta koosta kuvan 2.1 mukaisesti.

Kokonaislukuparit (z,y), joille 1 <z < 3,1 <y <6 ja 13x > Ty ovat tdsmaélleen
ne parit, joille 1 < x < 3 ja 1l < y < 13z/7. Kiinteélle kokonaisluvulle z, jolle
1 < z < 3, on siis olemassa [13z/7] mahdollista luvun y arvoa. Niin ollen ehdot
1 <2 <3,1<y<6jaldr > Ty tayttavid kokonaislukupareja on tasmélleen
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3

> [135/7) = [13/7) +[26/7] + [39/7)

J=1

= 1+ 3+ 5=9 kappaletta.

Namaé yhdekséan paria ovat (1,1), (2, 1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4) ja (3,5).

Vastaavasti kokonaislukuparit (x,y), joille 1 <x <3, 1 <y <6 ja 13x < Ty ovat
tasmaélleen ne parit, joille 1 <y < 6 ja 1 < z < 7Ty/13. Kiinteille kokonaisluvulle v,
jolle 1 <y < 6, on siis olemassa [7y/13] mahdollista luvun z arvoa. Néin ollen ehdot
1 <2 <3, 1<y <6jaldr < Ty tayttavid kokonaislukupareja on tasmélleen

Zm‘/w]

[7/13] +

[14/13] 4 [21/13] + [28/13] + [35/13] + [42/13]

= 04+14+1+2+243=9 kappaletta.
Néama yhdeksén paria ovat (1,2), (1, 3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,4), (2,5), (2,6) ja (3,6).

Edellisten my6ta havaitaan, etta

Bl 7ol 52 23:13/7+26:7/13 9+9.
9 5 J ] =
7=1 7j=1
Siispi
3 6 3 6
13-1 7-1 > [185/7)+ X [745/13) > [135/7) > [75/13]
(_1) 2 T2 — (—]_)]:1 j=1 — (—]_>J= (_1 =1 .
Koska lemman 2.43 mukaan
6 ¢ ¢ y = 13x/7
5 . . .
1 1 . [ ]
3 . - .
2 ] ]
1 1 . . &
1 2 }

Kuva 2.1. Lasketaan hilapisteet tulon (1—73) (%) selvittdmiseksi.



32 2. FERMAT’N SUUREN LAUSEEN ERIKOISTAPAUKSIA

3 6
13 22 [134/7] 7 > [75/13]
— | = (=1)=1 1 — ) = (=1)i=2
() =05 () = o™

niin huomataan, etta
7 13 7—1 13-—-1
_ — | =(=1)"72 "2z .
(%) (7) -

Tamé vahvistaa Gaussin resiprookkilain erikoistapauksen, jossa p =7 ja ¢ = 13.

Todistetaan nyt vastaavaan tapaan lause 2.26 eli:

LAUSE (Gaussin resiprookkilaki). Olkoot p ja q erisuuria parittomia alkulukuja.

Talloimn
p q p=1 g-1
il — ]l =(-1) 2 2 .
(5)(5)-c

Tobistus. Tutkitaan kokonaislukupareja (x,y), joille 1 < z < (p — 1)/2 ja
1 <y < (¢ —1)/2. N&itd pareja on olemassa yhteensi ’%1 . qg—l. Jaetaan namé
parit kahteen ryhméén kuten kuvassa 2.2.

(0, (¢ —1)/2) ((p—1)/2,(¢—1)/2)
(g-1)/2
; [pi/ql
hilapistetti (p—1)/2
J-; [47/p]
hilapistetta
(0.0) ((p—1)/2,0)

Kuva 2.2. Lasketaan hilapisteet tulon <§> (%) selvittdmiseksi.

Huomataan, ettd gz # py kaikille niille pareille, silld jos olisi gz = py, niin q | py
eli joko ¢ | p tai ¢ | y. Joka tapauksessa, koska luvut ¢ ja p ovat toisistaan eroavia
alkulukuja, niin ¢ t p ja koska 1 <y < (¢ —1)/2, niin ¢t y.

Listatessamme kokonaislukupareja (x,y), joille 1 < x < (p—1)/2, 1 < y <
(¢ —1)/2 ja gz > py, voidaan huomata, ettd ndmé parit ovat tasmélleen niité, joille
1<z < (p—1)/2jal <y < qx/p. Jokaiselle maaritylle kokonaisluvun z arvolle, jolle
1 <z <(p—1)/2, on olemassa tasmilleen [gx/p] kokonaislukua, joille 1 <y < gx/p.
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Nainpa kokonaislukuparien (z,y), joille 1 <z < (p—1)/2,1 <y < (¢—1)/2 ja
(p=1)/2
qr > py, lukuméérd on yhteensa > [qj/p].
j=1

Tutkitaan nyt kokonaislukupareja (z,y), joille 1 < z < (p—1)/2, 1 < y <
(g —1)/2 ja gx < py. Namé parit ovat tdsmélleen kokonaislukuparit (z,y), joille
1 <y<(¢—1)/2jal <z < py/q. Néin ollen, jokaiselle méadritetylle kokonaislu-
vun y arvolle, jolle 1 <y < (¢ — 1)/2, on olemassa tésmaélleen [py/q] kokonaislukua,
joille 1 < z < py/q. Ndinpa kokonaislukuparien (z,y), joille 1 < x < (p — 1)/2,

(q-1)/2
1 <y<(g—1)/2) jagr < py lukuméaara on yhteenséd »_ [pj/q].
j=1
Summaamalla ndiden ryhmien kokonaislukuparien lukuméérit huomaten samalla,

etta niitd pareja on yhteensé p%l . q21 nahdain, etta

(p—1)/2 (g=1)/2

-1
> laj/pl + Z pi/q) = T
=1
tali Lemman 2.43 merkinnoilla
p—1 g—1
Ta.p) +Tp.a) =~ —5—

Nyt on siis voimassa

(_1)T(q,p)+T(p,Q) — (_1) (qp)( 1)T(p,q)

Lemman 2.43 mukaan

o= () - (2)
(-

miké tdydentdd Gaussin resiprookkilain todistuksen.

Naiin ollen
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