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Tamén tutkielman tarkoituksena on koota polynomifunktioiden juurien olemas-
saoloon ja ratkaisemiseen liittyvid tuloksia. Polynomifunktiot ovat matematiikassa
perustyokaluja, joiden juurien selvittdmiselld on pitkéa historia. Juurien arvojen sel-
vittdmisen lisdksi usein on mielenkiintoista ja riittdvéaa tietdd vain juurien lukumaéara.
Kompleksilukujen joukossa jokaisella polynomilla on astelukunsa verran juuria. Reaa-
lilukujen joukossa juurien médra kuitenkin vaihtelee riippuen polynomien kertoimista.

Ensimmaéisen asteen polynomifunktion juurien ratkaiseminen on triviaalia. Toi-
sen asteen polynomiyhtéloiden juuret saadaan yksinkertaisella ratkaisukaavalla, joka
on paljon kidytetty matemaattinen tyokalu. Kolmannen asteen yhtélon ratkaisukaa-
voja kutsutaan Cardanon kaavoiksi. Namé kaavat ovat monimutkaisempia ja vaativat
kompleksiluvuilla laskemista, mink& vuoksi niiden kédyttdminen ei ole yhtd yleista
kuin toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan. Toisen ja kolmannen asteen yhtéldille voi-
daan polynomin kertoimien avulla mé&éritelld niin kutsuttu diskriminantti, joka ker-
too kyseisen polynomin reaalijuurien lukuméérén ilman, ettd juurten arvoja téaytyy
méadrittaa. Myos neljannen asteen yhtalon juuret voidaan ratkaista algebrallisesti rat-
kaisukaavan avulla. Téta ratkaisukaavaa kidytetadn kuitenkin vain harvoin kiyténnon
tilanteissa, silld sen kdayttaminen tyolasta vaatiessaan ensin kolmannen asteen yhtéalon
ratkaisemisen.

Korkeamman kuin neljannen asteen polynomiyhtéléille ei voida méarittaa ratkai-
sukaavaa eikéd niitd siis voida ratkaista algebrallisesti. Nédiden polynomifunktioiden
reaalijuurille voidaan kuitenkin etsié likiarvoja numeerisilla menetelmilléd, kuten mer-
kin muuttumiseen perustuvalla menetelmélld tai Newtonin menetelmélld. Hyvéa keino
korkeamman asteisen yhtélon ratkaisemisessa on myos alentaa tutkittavan polyno-
min astelukua. Nimittédin jos polynomifunktion erds juuri tiedetéén, voidaan poly-
nomi ilmaista juuren lineaarisen tekijan seké alkuperiistd polynomia asteluvultaan
yhden alemman polynomin tulona. Tulon nollasdéannén nojalla alkuperiisen polyno-
min muut juuret saadaan ratkaisemalla tdmén tulon tekijiné olevan alempiasteisen
polynomin juuret. Polynomin erésté juurta voidaan etsia esimerkiksi rationaalijuuri-
testilld, joka kertoo mitkéa ovat polynomin mahdolliset rationaalijuuret.
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LUKU 1

Johdanto

Tamén tutkielman aiheena ovat polynomifunktiot ja erityisesti niiden juurien
madrittdminen. Tutkielmassa esitellddn ja johdetaan algebralliset ratkaisukaavat toi-
sen, kolmannen ja neljinnen asteen polynomifunktioiden juurille. Tutkielman péaé-
painotus on erityisesti reaalijuurien etsimisesséd, mutta ratkaisukaavojen yhteydessé
selvitetddn myos aidot kompleksijuuret. Liséksi tutkielmassa esitelldén muun muassa
Sturmin lause, rationaalijuuritesti seké reaalijuurien likiarvojen ratkaisemiseen kéy-
tettdvid numerisia menetelmié.

Tulevan matematiikan aineenopettajan pro gradu -tutkielmalle aihe valikoitui,
koska se sivuaa koulumatematiikkaa monilla luokka-asteilla. Tutkielman ajatuksena
onkin koota oleellisimmat tulokset polynomifunktioiden juurien méérittamisestd ja
olla my0s soveltuvin osin erityisesti lukion oppilaiden ymmarrettavissé. Idea aiheelle
syntyi Eero Saksmanin Matematiikkalehti Solmun artikkelista Kolmannen asteen yh-
taloa ratkaisemassa [9], jossa Saksman pyrkii johtamaan kolmannen asteen yhtélon
ratkaisukaavan siten, ettd se on ymmérrettavissa lukion pitkdn matematiikan kurs-
sien pohjalta. Tutkielman aihe tarjoaa kuitenkin myos yliopiston syventévien kurssien
tasoisia haasteita kompleksilukujen muodossa.

Polynomiyhtélot ovat askarruttaneet ihmisié 14pi historian aina muinaisesta Egyp-
tistd ldhtien. Tarve ensimmaéisen ja toiseen asteen yhtéloiden ratkaisemiseen kumpusi
pituuksiin ja pinta-aloihin liittyvistd kayténnon ongelmista. Kolmannen asteen yh-
talot nousivat kiehtovaksi kysymykseksi viimeistddn antiikin Kreikassa muiden ma-
temaattisten ongelmien kuten kulman kolmijaon johtaessa néihin yhtéloihin. Alem-
man asteisten yhtéléiden pohtiminen herétti kiinnostusta myos korkeamman asteisiin
yhtaloihin. Aluksi yhtélcille esitettiin sanallisia ratkaisualgoritmeja sekd geometrisia
ratkaisuja matemaattisten merkintojen puutteellisuuden vuoksi. My0s itse juuren ké-
site on muuttunut matemaattisen tiedon ja késitteiston lisadntyesséd. Aluksi juuriksi
hyvaksyttiin vain positiivisia rationaalilukuja. Myohemmin alettiin ymméartad mah-
dollisiksi ratkaisuiksi myo6s negativiiset luvut ja edelleen irrationaaliluvut. Kolmannen
asteen yhtélon ratkaisukaavan 16ytyminen sai matemaatikot huomaamaan kompleksi-
lukujen merkityksen ja sitd kautta kehittamédn kompleksilukujen teoriaa. [9] [10] [12]

Ensimmaisen asteen yhtéloiden ratkaiseminen on triviaalia ja opitaan jo yldkoulun
ensimmaisilla luokilla. My6s toisen asteen yhtaloita késitellddan jo yldkoulussa ja opi-
taan ratkaisemaan ainakin vaillinaiset toisen asteen yhtélot [7]. Viimeistddn lukiossa
késitelladn yleinen toisen asteen yht#lon ratkaisukaava. Lisdksi jotkin lukiokirjat (esi-
merkiksi [3]) tarjoavat syventévéini tietona kolmannen asteen ratkaisukaavan. Pitkén
matematiikan syventédvissd opinnoissa tutustutaan myos numeeriisiin ratkaisumene-
telmiin kuten iterointiin ja Newtonin menetelméaén [6].

Tutkielman toisessa luvussa esitelldén polynomifunktioihin liittyvid peruskésittei-
td ja -tuloksia sekd johdetaan Sturmin lause. Kyseisen luvun pééldhteend on [12].
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2 1. JOHDANTO

Kolmannessa luvussa johdetaan toisen asteen yhtaloon liittyvat tulokset. Luvussa
nelja kootaan mychemmissé luvuissa tarvittavia tietoja kompleksiluvuista perustuen
lahteisiin [4] ja [12]. Luvut viisi ja kuusi késittelevét kolmannen ja neljénnen as-
teen yhtéloitd ja niisséd pééldhteind ovat [9] ja [12]. Seitseménnessé luvussa pohdi-
taan korkeamman asteen yhtéloitd sekéd tutustutaan mahdollisiin keinoihin ratkaista
niitd rationaalijuuritestin ja numeeristen menetelmien avulla. Taémé&n luvun tulokset
perustuvat padosin lahteisiin [1], [5] ja [12].



LUKU 2

Polynomifunktiot ja juurien olemassaolo

Madritelladn aluksi polynomifunktio ja siihen liittyviad kéasitteités:
MAARITELMA 2.1. Yleinen n:nnen asteen polynomifunktio P on muotoa
(2.1) P(z) = apz™ + ap_12" "+ -+ ayx + a,
missi a,, # 0 jan on polynomin asteluku. Vakiot a, € C, k € {1, ...,n} ovat polynomin

kertoimia ja ay € C on polynomin vakiotermi.

Polynomin kertoimet voivat olla mielivaltaisia kompleksilukuja. Téssa tutkielmas-
sa perehdytddan kuitenkin pédasiassa reaalikertoimisiin polynomeihin. Maégritellaan
sitten polynomin juuren késite:

MAARITELMA 2.2. Polynomifunktion P juuret ovat sen nollakohtia eli yhtélon
(2.2) P(x) = apt" 4+ ap 12"+ -+ ar +ag =0
ratkaisuja x € C.

HuomAauTus 2.3. Jos yhtélon (2.2) molemmat puolet kerrotaan nollasta eroavalla

vakiolla, saadulla yhtélollda on edelleen samat juuret kuin alkuperéiselld yht&lolla.
Siispd polynomifunktion juuret eivdt muutu nollasta eroavalla vakiolla kerrottaessa.

Seuraava lause kertoo juurien olemassaolosta ja se tunnetaan nimella algebran
peruslause:

LAUSE 2.4. Olkoon n > 1. Talloin jokaisella n:nnen asteen polynomifunktiolla on
ainakin yksi juuri.

On huomioitavaa, ettd algebran peruslause ei kerro mitéén siitd, onko kyseinen
juuri reaalinen vai imaginaarinen. Algebran peruslauseen todistus sivuutetaan téssé
tutkielmassa, mutta siithen voi perehtyé esimerkiksi [4, §6.19].

Maaritelladn seuraavaksi polynomin jaollisuus ja todistetaan sitten polynomin
jaollisuudesta kertova lause.

MAARITELMA 2.5. Olkoon B polynomi, joka ei ole nollapolynomi. Polynomi A
on jaollinen polynomilla B, jos on olemassa polynomi () siten, etté

Az) = Q(x)B(x)
kaikilla = € C.

Kuten kokonaisluvuille, my6s polynomeille péatee jakoyhtélod
(2.3) A(z) = Q(z)B(x) + R(x),

missid A, B,(Q ja R ovat polynomeja. Jakajan B asteluku on jaettavan polynomin
A astelukua yhden pienempi. Polynomia () kutsutaan osamééréksi ja polynomia R
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4 2. POLYNOMIFUNKTIOT JA JUURIEN OLEMASSAOLO

jakojadannokseksi [5, §7]. Edellisen médritelmidn mukaan polynomi A on jaollinen
polynomilla B vain jos jakoyhtélossé jakojadnnos R on nollapolynomi.

LAUSE 2.6. Olkoon x1 polynomin P juuri. Tdlloin polynomi P on jaollinen lausek-
keella x — x1.

Tobistus. Olkoon polynomin P asteluku n. Jaetaan polynomi P lausekkeella
x — 1, jolloin P saadaan jakoyhtélon (2.3) nojalla muotoon

P(z) = (z — x1)Pi(z) + R,

missd P; on jokin astelukua n — 1 oleva polynomi ja jakojéannos R on vakiopolynomi
[5, §7]. Koska vakio R on sama kaikilla muuttujan x arvoilla, voidaan vakion R arvo
ratkaista sijoittamalla ylldolevaan yhtéloon z = xq, jolloin saadaan

Toisaalta z; on polynomin P nollakohta, joten jakojddnnokselle saadaan R = 0.
Polynomi P on siis jaollinen lausekkeella x — x;. U

HuoMAuTUS 2.7. Jos siis tiedetdén polynomin P jokin nollakohta z;, polynomin
P juuret ovat ratkaisuja yhtélolle

P(z) = (z — 1) Pi(z) = 0,

missd polynomin P; asteluku on yhden pienempi kuin polynomin P. Tulon nollasédén-
non nojalla muiden nollakohtien 16ytdminen palautuu yhtélon Py(z) = 0 ratkaisemi-
seen, mikd taas on yleisesti helpompaa, koska polynomin P; asteluku on pienempi.
Siispd yhden nollakohdan loytdminen mahdollistaa ratkaistavan yhtdlon asteluvun
alentamisen ja sitd kautta ratkaiseminen helpottuu.

Edellisesta lauseesta seké algebran peruslauseesta seuraa:

LAUSE 2.8. Jokainen polynomifunktio P voidaan esittdd lineaaristen tekijoiden
tulona eli muodossa
(2.4) P(z) =a(x — x1)(x — x9) -+ - (x — ),
missd a on nollasta eridvd vakio.

Tobistus. Olkoon n > 1. Algebran peruslauseen nojalla tiedetdén, ettd n:nnen
asteen polynomilla P on ainakin yksi nollakohta ;. Siten edellisen lauseen nojalla P
voidaan esittdd muodossa

P(z) = (z — z1)Pi(),
missd P, on astetta n — 1 oleva polynomi. Jos nyt n — 1 = 0, ollaan 16ydetty haluttu
muoto. Jos taas n — 1 > 1, niin algebran peruslauseen nojalla polynomilla P, on
olemassa jokin nollakohta x,. Siten polynomi P; voidaan edelleen esittédd muodossa
Pi(z) = (x — z2) Pa(a),
misséd P, on astetta n— 2 oleva polynomi. Siten alkuperdinen polynomi P saa muodon
P(z) = (z — x1)(z — x2) Py(x).

juuren avulla. Tétéa voidaan jatkaa kunnes padadytédén tilanteeseen, jossa polynomi P
saa muodon
P(z) = (z —x1)(x — x2) - - - (x — ) P (),



2. POLYNOMIFUNKTIOT JA JUURIEN OLEMASSAOLO 5

missd P, on astetta n — n = 0 oleva polynomi eli jokin vakio a # 0. Polynomi P on
siis esitetty lineaaristen tekijoiden tulona. U

Tulon nollasédnnon nojalla
P(x)=a(x —x1)(r —22) - (x —x,) =0

jos ja vain jos jokin tulon tekijoistd (z —z), k € {1,...,n} on nolla. TAma vastaa sité,
ettd jokainen luvuista z, on polynomin P juuri. Liséksi tulon nollasdénnén nojalla
muita juuria ei voi olla.

HuomAuUTUS 2.9. (1) Edelleen on huomattava, ettd polynomin P lausekkees-
sa (2.4) juuret xy, k € {1,...,n} voivat olla reaalisia tai imaginaarisia. Lausek-
keen mukainen lineaarisiin tekijoihin jako toimii siis aina kompleksilukujen
joukossa, mutta ei valttaméatté reaalilukujen joukossa.

(2) Jotkin lausekkeen (2.4) juurista xy, k € {1, ...,n} voivat olla yhtd suuria. Jos
erisuuret juuret ovat i, s, ..., z;, j < n, niin lauseke (2.4) saadaan muotoon

P(a) = a(e —a)™ (x —w2)™ -+ (x = 25)™,

missd my +mg +---+m; =n. Juuri zy, t € {1,..., 7} on téalloin m,-kertainen
Juur.

Aiemmin todetun tulon nollasdidon nojalla voidaan todeta:

LAUSE 2.10. Jokaisella n:nnen asteen polynomilla on aina tasan n juurta komplek-
silukujen joukossa, kun jokainen juuri huomioidaan yhtd monta kertaa kuin sen ker-
taluku on.

Tahén asti on puhuttu polynomin kaikista mahdollisista juurista, myos imaginaa-
risista. Tutkitaan seuraavaksi pelkistéddn reaalijuuria ja pyritddn 16ytdmaéaan yleisia
lainalaisuuksia reaalijuurien lukumaérille. Todistetaan ensin seuraava tulos pariton-
ta astelukua oleville polynomeille:

LAUSE 2.11. Jos polynomin asteluku on pariton, silld on ainakin yksi reaalijuuri.

TobisTus. Olkoon polynomin P(z) = a,2"™ + a, 12" + -+ + a1x + ag asteluku
n pariton. Jos nyt a, > 0, niin

lim P(x)=+o00 ja lim P(x)= —oc.

T—+00 T——00

Jos taas a,, < 0, niin

lim P(x)=—-o00 ja lim P(z) = +o0.
r—r+00 T——00
Molemmissa tapauksissa polynomi P saa sekéd positiivisia ettd negatiivisia arvoja.
Koska P on polynomifunktiona jatkuva, silld taytyy siis Bolzanon lauseen nojalla olla
ainakin yksi nollakohta reaaliakselilla. U

Samaa menettelyé ei kuitenkaan voida soveltaa asteluvultaan parillisten polyno-
mien tapauksessa, koska niiden raja-arvot molemmissa adrettomyyksissa ovat saman-
merkkiset. Tarvitaan siis muitakin keinoja reaalijuurien lukuméérén selvittdmiseen.
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2.1. Sturmin lause

Johdetaan seuraavaksi niin kutsuttu Sturmin lause, joka kertoo polynomin eri-
suurien reaalijuurien lukuméaaran valilld Ja, b[. Kyseista lausetta voidaan kéyttda ai-
noastaan polynomeihin, joilla on vain yksinkertaisia juuria. Jotta lausetta voitaisiin
soveltaa myos mielivaltaisen polynomin erisuurien reaalijuurien lukumédrin selvit-
tdmiseen, on yleiselle polynomille P ensiksi 16ydettava polynomi F, jolla on samat
juuret kuin alkuperdisellda polynomilla, mutta jokainen juuri on yksinkertainen. En-
nen Sturmin lauseen johtamista néytetddn aluksi, miten tdméa tapahtuu. Tutkitaan
mielivaltaista polynomia

(2.5) P(z) = a(r — 7)™ (x — x9)™ - (x — ;)™
ja todistetaan ensin seuraava aputulos:

LEMMA 2.12. Polynomifunktion P m-kertainen juurt on sen derivaattafunktion
P’ (m — 1)-kertainen juuri.

TobisTus. Olkoon z; polynomin P m-kertainen juuri. Téll6in polynomi P voi-
daan esittdd muodossa

P(r) = (z — ;)" Q(x),
missd () on polynomi, jolle Q(z;) # 0. Polynomin P derivaataksi saadaan téstd
lausekkeesta

P'(z) = m(z — 2;)" ' Q(z) + (z — z;)"Q'(x)
= (z —2;)" " [mQ(z) + (v — 2,)Q'(x)]
= (‘T o x]')m_lR(x)a
missd merkittiin R(x) = mQ(z) + (x — z;)Q'(z). Nyt R(z;) = mQ(z;) # 0, joten z;
on derivaattafunktion (m — 1)-kertainen juuri. O

HuoMmAuTUs 2.13. Sovitaan, ettd O-kertainen juuri ei ole varsinaisesti juuri vaan
vakio, jolloin edellinen lemma pétee myos, kun m — 1 = 0.

Polynomifunktion derivaatta voidaan siten kirjoittaa muodossa
(2.6) P@) = (x = 21)™ M@ = a2)™ - (0 — ;)™ 1S (),

missd S on polynomi, jolle S(z;) # 0 kaikilla ¢t = 1,2,..., 7. Polynomi S ei siten ole
tutkittavan polynomin P tekijé.

Maéaritelladn seuraavaksi polynomien suurin yhteinen tekijé, joka vastaa kokonais-
lukujen suurinta yhteista tekijaa [5, §7].

MAARITELMA 2.14. Polynomi D on polynomien A ja B suurin yhteinen tekijé,
jos seuraavat ehdot tayttyvat:

(1) Polynomit A ja B ovat jaollisia polynomilla D.
(2) Jos polynomit A ja B ovat jaollisia jollakin polynomilla C', niin myos poly-
nomi D on jaollinen polynomilla C'.

Polynomien suurin yhteinen tekija voidaan méérittad Eukleideen algoritmilla vas-
taavasti kuin kokonaisluvuille [5, §7].
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Vertaamalla nyt polynomin P lauseketta (2.5) ja sen derivaatan P’ lauseketta
(2.6), huomataan, ettd niiden suurin yhteinen tekija on polynomi
(2.7) D(z) = (x —x)™ Yo —a)™ 1 (x —ay)™
Saadaan tulos:

LAUSE 2.15. Polynomien P ja P’ suurin yhteinen tekija on polynomi D, jonka
Juuret ovat samat kuin polynomin P moninkertaiset juuret mutta kertaluvultaan yhtd
prenemmdt.

Edelleen yhtéloistd (2.5) ja (2.7) huomataan, ettd
P(z
D(z)

~—

=a(r —z1)(z — x2) - - (x — ),

joten saadaan:

LAUSE 2.16. Polynomifunktion % Juuret ovat samat kuin polynomin P juuret

ja lisdksi jokainen juurt on yksinkertainen.

Jokaisesta polynomista P voidaan siis suurimman yhteisen tekijan D avulla saada

polynomi, jolla on samat juuret kuin alkuperéisella polynomilla mutta yksinkertaisina.

Jos siis osataan selvittdd polynomin Dz Crisuurten reaalijuurien lukumééré, niin

alkuperéisen polynomin P reaalijuurien lukumééréd on sama.

ESIMERKKI 2.17. Tutkitaan polynomifunktiota
P(z) = 2% — 327,
jonka derivaattafunktio on
P'(z) = 62° — 6.
Etsitdan ndiden suurin yhteinen tekija Eukleideen algoritmilla. Jakamalla polynomi
P derivaatallaan P’ saadaan jakoyhtalo

P(z) = é:vP’(x) — 227,

Jakamalla derivaatta P’ jakojdinnokselli —22% saadaan
P'(z) = —32*(—22%) — 6.

Jaetaan edelleen lauseke —2x? uudella jakojiainnokselld —6x, jolloin saadaan
1
—27% = §x(—6x) + 0.

Viimeisin nollasta poikkeava jakojaannos on siis —6x, joten se on myds polynomien
P ja P’ suurin yhteinen tekija. Merkitdén D(x) = —6x. Nyt siis polynomifunktiolla
P(x) 1. 1

=—=x + -z
D(x) 6 2
on samat juuret kuin polynomilla P, mutta jokainen juuri on yksinkertainen. Koska
polynomin juuret eivit muutu kerrottaessa polynomi vakiolla, voidaan saatu polynomi
yksinkertaistaa myohempéé juurien etsintdéd varten muotoon

Py(z) = —2° + 3z,
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3

; 2
% — 322

Kuva 2.1. Polynomifunktioiden P(x) = 2% — 3z (sininen kiyri) ja
Py(z) = —x° + 3z (oranssi kiyrd) kuvaajat piirrettynd GeoGebralla.
Kuvaajien perusteella molemmilla funktioilla néyttdisi olevan samat

nollakohdat.

Kuvassa 2.1 on esitetty polynomien P ja F, kuvaajat, joista voidaan myo6s huo-
mata, ettd kyseisilla polynomeilla on samat nollakohdat.

HuomAauTus 2.18. (1) Esimerkissé polynomin asteluku pieneni yhdelld, jo-
ten silla oli siis yksi kaksinkertainen juuri.

(2) Talld keinolla paddytadn asteluvultaan alempaan polynomifunktioon, jonka
tarkastelu on yleisesti helpompaa. Siispa jos ei tarvitse selvittdd tiettyjen
juurien kertalukuja vaan pelkdt juurien arvot tai reaalijuurien lukuméara
riittavét, voidaan ratkaisemista helpottaa téalla tavalla.

Nyt voidaan johtaa Sturmin lause. Voidaan siis olettaa, ettd polynomilla

Po(7) = apa™ 4 ap_12" ' 4+ -+ a1 + ag

on vain yksinkertaisia juuria. Siten lauseen 2.15 nojalla polynomin Fy ja sen deri-
vaatan P suurin yhteinen tekijd on polynomi, jolla ei ole juuria eli sen téytyy ol-
la jokin nollasta poikkeava vakio. Merkitdén P, = P;. Sovelletaan polynomeihin F
ja P; Eukleideen algoritmia ja merkitddn algoritmissa perdkkéisien jakojéddnnoksien
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vastapolynomeja P; seké jakolaskujen osaméirid ();, misséd j = 2,3, .... Saadaan yh-
taloketju

Py()
Py(z)

Qa(z) Pr(7) — Pa(2)
Qs(7)(—P(x)) — P3(x)

Pm—3 = Qm—l(x)(_Pm—2(x>) - Pm—l(x)
meQ = Qm(m)(—mel(x)) - Pm<x>
Lopetetaan algoritmi, kun jakojainnokseksi saadaan nollasta poikkeava vakio P,,(x),

joka saavutetaan, koska polynomien F, ja P; suurin yhteinen tekija on vakio. N&in
saadaan polynomien muodostama Sturmin jono

P07P17 ”'7Pm—17Pm-

ESIMERKKI 2.19. Esimerkissii 2.17 16ydettiin polynomi Py(x) = —a° + 3z, jol-
la on vain yksinkertaisia juuria. Selvitetdén tédtéd polynomia vastaava Sturmin jono.
Polynomin Py derivaatta on Pj(x) = —5z? + 3. Jakamalla P, derivaatallaan P; ja-
kojadnnokseksi saadaan 1—5235, joten sen vastapolynomi on Py(z) = —%m. Jakamalla
polynomi P; edelliselld jakojadnnokselld saadaan uudeksi jakojadnnokseksi vakio 3.
Témén vastapolynomi on P3(x) = —3. Sturmin jonon muodostavat siten polynomit

Py(z) = —2° + 3z

Py(z) = —5z* 43
12

Py(z) = 57

P3 (.T) =-3

Todistetaan seuraavaksi muutamia Sturmin jonoon liittyvia aputuloksia:

LEMMA 2.20. Sturmin jonolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) Jonon perdkkdisilld jasenilld ei voi olla samaa nollakohtaa x.

(2) Jos xy on polynomin Py nollakohta, niin arvot Py_1(zo) ja Pry1(xo) ovat
erimerkkisid.

(3) Polynomin Py nollakohdan riittdvdin pienessd ympdristossda polynomit Py_4
ja Py ovat aidosti positiivisia tai aidosti negatiivisia.

TODISTUS. (1) Antiteesi: On olemassa xy € |a,b| siten, ettd perikkéisille

jonon jésenille pétee Py_1(xg) = 0 ja Pi(z9) = 0 jollain k = 1,2,...,m — 1.
Télloin yhtédloketjun nojalla jonon seuraavalle jésenelld pétee

Pry1(wo) = Qr(wo) Pr(20) — Pr—1(z0) = 0.

Tésté seuraa edelleen, ettd jonon jokainen seuraava jésen katoaa pisteessi g
eli myos P,,(x9) = 0. Tdma on kuitenkin ristiriita, silld aiemmin todettiin
viimeisen jédsenen olevan nollasta eridvé vakio.

(2) Olkoon Py(xo) = 0. Yhtéloketjun nojalla pétee

Pr_1(w0) = Qry1(x0) Pe(w0) — Prey1(20),
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mista saadaan

Pr—1(20) = —Pry1(20).

Lisdksi kohdan (1) nojalla Py_1(z¢) # 0 ja Pyy1(xo) # 0, joten kyseiset arvot
ovat erimerkkiset.

(3) Olkoon polynomin P nollakohta zy. Kohdan (1) nojalla xz ei voi olla polyno-
mien P,_; ja Pyyq nollakohta, joten kyseisessé pisteessd ndiden polynomien
arvot ovat joko aidosti positiivisia tai negatiivisia. Lisdksi Pr_; ja Pryq ovat
polynomifunktioina jatkuvia, joten kohdalla zy on olemassa pieni ympéris-
to, jossa kyseisten polynomien arvot ovat vastaavasti aidosti positiivisia tai
negatiivisia.

O

Sturmin jonon polynomien arvojen Py(x), Py(z), ..., Pn_1(2), Py (x) etumerkit pis-
teessd x muodostavat Sturmin merkkiketjun. Magritelladn funktio V siten, etta funk-
tion arvo V' (z) kertoo Sturmin merkkiketjussa pisteessi x tapahtuvien etumerkinvaih-
tojen (+— tai —+) lukuméérén.

ESIMERKKI 2.21. Méiritetdan Esimerkin 2.19 Sturmin jonolle merkkiketjut seki
merkinvaihtojen lukuméaira V(z) pisteissi © = —2,—1,0,1,2. Laskemalla jokaisen
Sturmin jonon polynomin arvo kyseisissé pisteissd saadaan selville arvojen etumerkit,
jotka taulukoidaan:

r | Po(z) Pi(x) Py(z) Ps(z)|V(x)
2 + -  + - | 3
1 - -+ o2

o o + 0o - |1

O ] - 1

2 | - ; ; - o

Taulukosta huomataan jo, ettéd tutkittavan polynomin eréds nollakohta on x = 0.

Tutkitaan seuraavaksi funktion V' arvon muuttumista valilld ]a,b[. Funktion V
arvo voli muuttua pisteessid = €|a, b[ vain silloin, kun véhintdén yksi Sturmin jonon
polynomeista vaihtaa merkkidén kyseisessé pisteessé. Jatkuvina funktioina polynomit
voivat vaihtaa merkkid&n vain nollakohdissaan.

Olkoon siis xg Sturmin jonon polynomin P nollakohta. Valitaan § > 0 siten, ettd
valilla |zg — 6, g+ d| polynomilla Py ei ole muita nollakohtia ja lisdksi polynomit Py_;
ja Py eiviat vaihda merkkiddn talla valilla. Jalkimmé&inen ehto onnistuu Lemman
2.20 kohdan (3) nojalla. Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen:

Tapaus 1: £ > 0. Télloin Lemman 2.20 kohtien (2) ja (3) nojalla polynomien Py,
ja Pyy1 arvojen etumerkit eivat muutu valilla |xg — d, 29 + o[ ja liséksi ndiden poly-
nomien arvot ovat keskenéén erimerkkiset. Arvojen Py(z) etumerkeistid riippumatta
vélilld |xg — 0, x¢ + 0] on siis aina tasan yksi merkinvaihto eli polynomin P arvon
muuttuminen nollakohdassaan ei aiheuta muutosta arvoon V' (z).

Tapaus 2: k = 0, jolloin tarkastellaan Sturmin jonon kahta ensimmaéista jésenta Py
ja P;. Nyt Lemman 2.20 kohdan (3) nojalla vélilla |zg — 0, g + 0| polynomin Py arvot
ovat joko aidosti positiivisia tai negatiivisia. Koska polynomi P; on polynomin F,
derivaattafunktio, taytyy siis polynomin Fy olla kyseisella vililld joko aidosti kasvava
tai vdheneva. Jos siis P; on aidosti positiivista, niin F on aidosti kasvava ja sen
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etumerkille pitee: Py(x) < 0, kun = €Jzg — 0, 29[ ja Py(x) > 0, kun = €]zg, z9 +
0[. Ennen nollakohtaa xy polynomien F, ja P; vililld on siis merkinvaihto, mutta
nollakohdan jilkeen niiden merkit ovat samat. Vastaava pééttely voidaan toistaa, kun
P, on aidosti negatiivista. Téssa tapauksessa siis muuttujan x sivuuttaessa polynomin
Py nollakohdan merkinvaihtojen lukumééra V' vihenee yhdella.

Merkinvaihtojen lukumé&iréd muuttuu siis ainoastaan polynomin F; nollakohdis-
sa ja erityisesti se vihenee yhden yksikon verran jokaisessa nollakohdassa. Toisaalta
polynomin F, nollakohdat ovat juurikin tarkasteltavana olevan yhtédlén juuret, jot-
ka ovat tdssd tapauksessa reaalisia muuttujan x ollessa reaaliakselilla. Saadaan siis
seuraava Sturmin lause reaalijuurien lukuméaéralle:

LAUSE 2.22. Olkoon polynomi Py(x) = anx™+a,_ 12" 1+ - +ax+ag siten, ettdi
silld on vain yksinkertaisia juuria. Tdlloin sen reaalijuurien lukumddrd valilld |a, b|
saadaan laskemalla

V(a) — V(b).

Erityisesti reaalijuurien lukumééra koko reaaliakselilla saadaan valitsemalla vilin
rajoiksi —oo ja +o0.

ESIMERKKI 2.23. Miiritetéiéin polynomin Py(z) = —z° + 3z reaalijuurien lu-
kumaara. Esimerkissd 2.19 méariteltyjen Sturmin jonon polynomien avulla saadaan
etumerkeille taulukko:

x| Py(xz) Pi(z) Pa(z) Pi(z)|V(x)

-0 | + - + - 3

+00 - - - - 0
Sturmin lauseen nojalla polynomilla F, on siis kolme reaalijuurta. Koska polynomin
Py asteluku on viisi ja sen kaikki juuret ovat aiempien esimerkkien nojalla yksinker-
taisia, silla taytyy olla siis vield kaksi imaginaarista juurta. Esimerkin 2.21 taulukosta
voidaan lisdksi pédtelld, misséd reaalijuuret sijaitsevat sen perusteella, milla valeilla
merkinvaihtojen luku pienenee yhdella. Siispa yksi juurista on nolla, yksi on vélilla
| — 2, —1[ ja kolmas on valilla |1, 2].

HuoMAUTUS 2.24. Sturmin lause antaa siis my6s mahdollisuuden eristda reaali-
juuri tietylle vélille. Juuren likiarvo voidaankin ratkaista numeerisesti tietylla tark-
kuudella pienentamalld juuren sisaltavaa valia ja tarkkailemalla milloin merkinvaih-
tojen lukumééra pienee. Edellisessd esimerkissd vililtd ]1,2[ voitaisiin valita vélin
keskikohta x = 1,5 ja laskea V(1,5) = 0, jolloin tiedettéisiin, ettd juuri on valilla
|1;1,5[. Vélia voitaisiin kaventaa edelleen ja saada siten juurelle tarkempi likiarvo.
Tamé on erds mahdollinen tapa reaalijuuren likiarvon numeeriseen ratkaisemiseen,
jota késitellddn tarkemmin luvussa 7.






LUKU 3

Toisen asteen polynomifunktiot

Toisen asteen yhtélot ovat kiehtoneet ihmisia pitkédédn historian saatossa, silld ne
nousivat esiin pinta-aloja ja pituuksia késittelevissd kdytdnnon ongelmissa. Pitkddan
ratkaisuiksi hyvéaksyttiinkin vain positiivisia lukuja edustamaan pituuksia. Noin 1800
eaa. babylonialaiset tunsivatkin ratkaisukaavat tietyille tdydellisille toisen asteen yh-
taloille, joissa ei esiintynyt negatiivisia lukuja. Intialainen Brahmagupta esitti noin
600 jaa. ldhes nykyisen kaltaisen ratkaisukaavan, joka hyvéksyi myos negatiiviset lu-
vut. Toisen asteen yhtéaloitd ratkaistiinkin tehokkaasti eri puolilla maailmaa ja mo-
dernien merkintojen kehittyesséd ratkaisukaava sai ajan mittaan nykyisen muotonsa.
(10, §1] [2, §13]

Johdetaan toisen asteen ratkaisukaava vield téssédkin. Yleinen toisen asteen reaa-
likertoiminen yhtélé on muotoa

(3.1) ar’ +br+c=0

missi a # 0 ja a,b, ¢ € R. Ratkaisukaavan johtamiseksi siirretéén aluksi vakiotermi
yhtélon oikealle puolelle:

ar® + br = —c.
Muokataan sitten yhtélon vasen puoli neliomuotoon kertomalla ensin yhtalon molem-
mat puolet luvulla 4a ja lisddméllé sitten molemmille puolille luku b%. Paidytiin
vhtiloon
4a*x® + 4abr + b* = b* — 4ac,
joka on yhden pitédva yhtalon
(2az + b)* = b* — dac
kanssa. Ottamalla nelijuuri saadaan

2ax + b = £Vb? — 4dac,

mista voidaan ratkaista

—b £ Vb2 — dac
N 2a '

Kaavasta huomataan, ettd nelidjuuren siséllé olevan lausekkeen b? — 4ac ollessa
aidosti positiivista, molemmat juuret ovat reaalisia ja liséksi erisuuria. Myos kyseisen
lausekkeen ollessa nolla juuret ovat reaalisia, mutta talléin juuret ovat yhtédsuuria. Jos
taas lauseke on aidosti negatiivista, otetaan neligjuuri negatiivisesta luvusta. Juuriksi

saadaan siten aidot kompleksiluvut
b v/ —(b?—4
_b o Ve e,
2a 2a

X

Tr =

jotka ovat toistensa liittolukuja.

13
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LAUSE 3.1. Toisen asteen yhtilon ax® + bx + ¢ = 0 juuret ovat

SN/
€ eRr

'2 p—y
(32 . > ,
kun v* — 4ac > 0 ja

b —(b? — 4ac) .
(3.3) T=—g 5 i,

kun b* — 4ac < 0.

Ensimmaista kaavaa kutsutaan yleisesti toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaksi ja
se on hyvin merkittdva matemaattinen tyokalu.

Kuten ylld todettiin, lauseke b — 4ac kertoo siis toisen asteen yhtdlén juurien
reaalisuuden ja onkin siksi tarked tyokalu. Magritelladan lauseke:

MAARITELMA 3.2. Toisen asteen yhtdlén az? + bz + ¢ = 0 diskriminantti on
D = b* — 4ac.

Toisen asteen yhtélon reaalijuurten lukuméédrdn madrittamiseksi ei siis tarvitse
ratkaista itse yhtaloa, vaan riittaa tarkastella ainoastaan yhtalon diskriminantin merk-
kid. Kootaan aiemmat huomiot seuraavaan lauseeseen:

LAUSE 3.3. Toisen asteen yhtdldlli ax® 4+ bx +c =0 on
(1) kaksi erisuurta reaalijuurta, jos D > 0,
(2) yksi kaksinkertainen reaalijuuri, jos D = 0,
(3) kaksi kompleksijuurta, jotka ovat toistensa liittolukuja, jos D < 0.



LUKU 4
Kompleksiluvut ja niiden juurtaminen

Seuraavissa luvuissa tutustutaan kolmannen ja neljinnen asteen yhtéloiden rat-
kaisukaavoihin. Niiden johtamisessa ja hyodyntdmisessd tarvitaan kompleksilukuja
ja erityisesti niiden juurtamista. Kootaankin aluksi téssd luvussa tarvittavat tiedot
kompleksilukuihin liittyen.

Kompleksiluku z = a + b voidaan ajatella tason pisteend kuvan 4.1 mukaisesti.
Sille saadaan napakoordinaattiesitys

z=a+1ib=r(cosp +isiny),
missd moduli € R sekd vaihekulma ¢ € [0, 27| lasketaan kaavoilla:

(4.1) r=+va?+ b

b
4.2 t =—.
(12) ang =

Jalkimmaisessd kaavassa samaa suhdetta b/a vastaa useampia kulmia. Vaihekulman ¢
valinnassa taytyykin huomioida, missé tason neljanneksesséd kompleksilukua vastaava
piste sijaitsee.

ESIMERKKI 4.1. Kompleksiluvun z = —1—1+/3 vaihekulmalle saadaan laskukaava
tan ¢ = /3. Kaavan toteuttavia kulman arvoja ovat ¢ = zt2-mnjap= 43” +2-7n,
missd n € Z. Koska kompleksiluvun z reaali- ja imaginaariosien merkit ovat negatii-
visia, sijaitsee luku 2 tason kolmannessa neljanneksessé. Siksi vain jalkimmaistd muo-
toa olevat vaihekulmat ovat mahdollisia. Vaihekulmaksi valiltéd [0, 27[ on siis valittava
Y= %’T. Moduliksi saadaan r = 2, joten napakoordinaattiesitys on

5 47r+, Y
z = cos — +isin — | .
3 3

Kompleksilukujen z; = r;(cos p; +ising;), j = 1,2,...,n tulo saadaan kaavalla

cos <Z g0j> + 2 sin (Z ij>
j=1 j=1

Tésté seuraa suoraan De Moivren kaava kompleksiluvun z = r(cosp+isin ¢) potens-

sille:

(4.4) 2" = 1" (cos(np) + isin(ny)) .

Kompleksiluvun z n-juuret ovat yhtilon z™ = z = r(cosp + isin ¢) ratkaisut z.
Jos z # 0, niin néitd juuria on n kappaletta ja ne saadaan kaavalla

2 2
(4.5) z, = r [cos (f + u—ﬂ> +isin (f + u—ﬁ)} ,
n n n n

15
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Kuva 4.1. Kompleksiluku a + b esitettynd tason pisteend seka
kompleksiluvun moduli r ja vaihekulma ¢.

missd v = 0,1,...,n — 1. Kaavan toimivuus voidaan tarkistaa korottamalla saatu z,
potenssiin n, jolloin De Moivren kaavalla saadaan:

x, = r[cos(p + 2mv) + isin(p + 2mv)| = r(cosp + isiny) = z

Toisaalta voidaan merkita

2 2
(4.6) 0 = cos T isin ="
n n

Jos nyt jokin kompleksiluvun z n-juurista on xy = {/r (cosf + 7 sin %), niin talloin
muut kaavan (4.5) juuret saadaan kompleksilukujen tulon kaavan (4.3) nojalla tuloina
(4.7) x, = 0"y,
missd v =0,1,...,n — 1.

ESIMERKKI 4.2. My0s jokaisella nollasta eroavalla reaaliluvulla on tasan n kappa-

letta n-juuria kompleksilukujen joukossa. Selvitetdén reaaliluvun a = 8 kuutiojuuret.
Kyseiselle luvulle r = 8 ja ¢ = 0. Kaavan (4.5) nojalla juuriksi saadaan

i) =2
o1 =2 (cos T +isinZ) =2 (-1 +iL) = -1+iV3
To :2(0084%—1-2'8111%“):2 —%—z"/Tg = —1—1iV3.

Toisaalta juuret voidaan laskea myos kaavalla (4.7). Nyt o = cos %’T + z'sin%’T ja
De Moivren kaavan nojalla ¢? = cos 4?” + isin 4?”. Kun on edelleen xy = 2, saadaan
samat juuret kuin aiemminkin.



LUKU 5

Kolmannen asteen polynomifunktio ja Cardanon kaavat

Téssé kappaleessa johdetaan ratkaisukaava kolmannen asteen yhtéloille sekéd poh-
ditaan juurien reaalisuuden selvittdmista. Yleinen kolmannen asteen reaalikertoimi-
nen polynomifunktio on muotoa

f(2) = azz® + ax2® + a1z + ay,

missd az # 0 ja ap € R kaikilla £ = 0,1,2,3. Sen juuret ovat ratkaisuja kolmannen
asteen yhtélolle

(5.1) a3z + ax2® + a1z +ag = 0.

Voidaan olettaa, ettd ag = 1, silld tdhén tilanteeseen padstddn aina jakamalla yhtéalo
puolittain luvulla az. Yhtaloa voidaan yksinkertaistaa poistamalla toisen asteen termi

valitsemalla uudeksi muuttujaksi  siten, etté
)

(5.2) p=T- 5

Sijoittamalla tamé& yleiseen kolmannen asteen yhtdloon (5.1) ja olettamalla ag = 1
paadytaan muotoon

as\3 as )\ 2 a
(:1:—32) +a2<m—§2> +a1<x—§2>+a0:0.

Tama yhtalo sieventyy muotoon

(5.3) 3+ pr+q=0,
missé vakioilla p ja ¢ on lausekkeet

1 1 2
(5.4) p=a; — §a22 ja  g=ay— 3142 + 2—7a23.

HuomaAuTus 5.1. Koska kertoimet a, € R kaikilla £ = 0, 1,2, 3, niin myos p € R
ja g€ R.

Jokainen yleinen kolmannen asteen yhtélo voidaan johtaa muuttujan vaihdolla yh-
télon (5.3) mukaiseen yksinkertaisempaan muotoon. Siispé jos jokainen muotoa (5.3)
oleva yhtdlo osataan ratkaista, osataan ratkaista myos kaikki kolmannen asteen yhté-
16t. Yleisen kolmannen asteen yhtélon ratkaisut saadaan yksinkertaisemman yhtéalon
ratkaisuista muuttujanvaihdon yhtélon (5.2) avulla.

ESIMERKKI 5.2. Yht#lo 22 + 622 + 22 — 4 = 0 saadaan muokattua yksinkertai-
sempaan muotoon r® — 10z + 8 = 0 laskemalla vakioiden p ja ¢ arvot yhtildiden
(5.4) avulla. Muuttujanvaihdon yhtdlon (5.2) nojalla alkuperéisen yhtélon ratkaisut
saadaan vihentdmalld luku 2 yksinkertaisemman yhtélon ratkaisuista.

17
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Siten riittiid jatkossa tarkastella ainoastaan muotoa z®+pr+q = 0 olevia yht&loita.
Tehdédéan tahédn yhtdloon aluksi sijoitus
(5.5) r=u+wv,
jolloin yhté&lé saa muodon
(u+v)* +plu+v)+q=0.
Tamé saadaan muokattua muotoon
(u® 4+ v* + q) + (Buv + p)(u +v) = 0,
mistd ndhdéadn, ettd yhtalo toteutuu, kun v ja v toteuttavat yhtédloparin

(5.6) {ﬁ+ﬁ -

— _7Pr
uv = 3

Korottamalla jalkimméainen yhtélo kolmanteen potenssiin, saadaan seuraava yhtalo-
pari:

w4 0P = —q
(57) {u3U3 _ (%3)3 .

Tulee siis 16ytda luvuille u ja v lausekkeet siten, etté ne toteuttavat kyseiset yhtalo-
parit, jolloin niiden avulla saadaan juuret x alkuperéiselle yhtélolle.
Tutkitaan toisen asteen yhtaloa

(y —u’)(y —v°) =0,
jonka juuret ovat tulon nollasiinnén nojalla u? ja v3. Yhtilo sievenee muotoon
v — (i + %) + PP = 0,
Sijoittamalla tdhén yhtéloparin (5.7) mukaiset lausekkeet, saadaan
- ()

Kyseinen yhtilé on tutkittavaa kolmannen asteen yhtalod (5.3) vastaava resolvent-
tiyhtdlo. Resolventtiyhtdlon juuret saadaan toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla:

(ORI

Toisaalta yhtilon asettelusta tiedetdin, ettd juuret ovat u? ja v?, joten saadaan:

e 1 (R S ()

Muuttujat « ja v ovat yhtéldissd symmetrisid, joten merkit voitaisiin valita myds
toisinpdin. Koska resolventtiyhtélo saatiin sijoittamalla yhtdloparin (5.7) mukaiset
lausekkeet, vastaavasti luvuille u? ja v® saadut lausekkeet toteuttavat kyseisen yhti-
l6parin.

Saadut lausekkeet eivit kuitenkaan anna vield ratkaisuja tutkittavalle kolman-
nen asteen yhtélolle, silld yhtdlon (5.5) nojalla juurien z ratkaisemiseksi tarvitaan
luvut v ja v niiden kuutioiden sijaan. Tarvittavat luvut saadaan ottamalla kuutio-
juuret saaduista lausekkeista. Téssé on kuitenkin otettava huomioon, ettd algebran
peruslauseen nojalla jokaisella luvulla on tasan kolme kuutiojuurta kompleksilukujen
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joukossa. Kuutiojuurten arvot on siis valittava siten, ettd ne toteuttavat edelleen en-
simmaéisen yhtiloparin (5.6). Ylemmén yhtilon u? +v3 = —q toteutuminen on selviii
milld tahansa kuutiojuurten arvoilla

R (ORICISEES KOO

silld kun ndmé korotetaan kolmanteen potenssiin ja summataan saadaan tulokseksi
—q kuten halutaankin.

Alemman yhtélon toteutuminen vaatii kuitenkin oikeiden kuutiojuuriparien valit-
semista. Valitaan aluksi luvuksi uy mika tahansa seuraavista kuutiojuuren arvoista:

arvo on nyt valittava siten, ettd se toteuttaa alemman yhtélon eli
(5.9) upvy = —p/3.

T&llsin luvut up ja vy toteuttavat yhtdloparin (5.6) ja luku z = wy + vy on siis
alkuperdisen kolmannen asteen yhtélon ratkaisu.

T&amaé on kuitenkin vasta yksi ratkaisu. Kahden muun ratkaisun 16ytamiseksi kéy-
tetddn kaavaa (4.7). Nyt

Kuutiojuuren

2 2 1 3
g:cos?ﬂ—kisin%:—ﬁ—l—i\/?_

ja

47 C A4r

1 3
gz—COSE—Hsm?——E—i%.

Lisédksi huomataan, etté

2 2
0> = cos (3%) + 2sin (3%) =1.

Luvut oug ja p*uy ovat myos kuutiojuuren v/u3 arvoja ja vastaavasti luvut pvg ja 0?vg
ovat kuutiojuuren v/v3 arvoja. Nyt lukuparit (oug, 0°vo) ja (0®ug, ovo) toteuttavat
myos yhtéloparin (5.6), silla

2. 3 _ _ b
QU0 Vg = 0 UpVp = UpVpy = —g
ja
2 ! _ I
0 UpQVy = 0 UpVp = UpVp = —g-

Yhtélon (5.3) kaikki kolme ratkaisua on siis 16ydetty. Tulokset voidaan koota seu-
raaviin Cardanon kaavoina tunnettuihin ratkaisukaavoihin:
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LAUSE 5.3. Olkoon o = —% + z‘/Tg Kolmannen asteen yhtilon 3 + px +q = 0
Juuret ovat

1 = Ug + Vo
(5.10) Ty = oug + 0°Vo
T3 = 0°up + oo,

missd kuutiojuuren arvot

on valittu siten, ettd ugvg = —p/3.

Y1l& nédytettiin siis, ettd kaavan (5.10) mukaiset luvut zi, 25 ja x3 toteuttavat
tutkitun kolmannen asteen yhtélon. Tamé ei kuitenkaan vield takaa, ettd kaavat
antavat kaikki kolme eri juurta. Tamé voitaisiin nayttda toteamalla, ettei lauseke
(x1 — x9)(x1 — x3) (22 — x3) hévid identtisesti kaikilla yhtdlon (5.3) kertoimilla p ja
q. Tété todistusta ei kuitenkaan johdeta tésséd tutkielmassa, vaan jéatetddn tarkistet-
tavaksi lukijalle. Tarkastellaan sen sijaan esimerkkid kaavojen kéytostéd ja todetaan
kaavojen antavan kolme eri suurta juurta:

ESIMERKKI 5.4. Yksinkertaisen yht#lon 23 + 2 = 0 juuret voidaan péitelld ilman
Cardanon kaavojakin, silla

x3—|—x:l‘(l’2+1) :x(x+i)(:r—i),

joten juuret ovat tulon nollasdénnon nojalla 0 ja 4i. Naytetddn vield varmistukseksi,
ettd Cardanon kaavoilla saadaan sama tulos. Nyt p =1 ja ¢ = 0, joten

() -
(5) +(5) =
Valitaan juureksi ug reaalinen arvo

1
27\/'

jolloin arvo vy voidaan laskea ehdosta (5.9) ja saadaan
1 1

Vp=—5—=——F=

Télloin Cardanon kaavoilla ensimmaiseksi juureksi saadaan x; = ug + vg = 0. Liséksi

saadaan
1 1 V3 1 V3 _
Ty = oug + 0°vp = ﬁ (<—§+27> - <—§—17>) =1

2 1 1 V3 IRVE .
$3=QU0+QU0=% <<—§—27) - <—§+27>> = —t,

eli Cardanon kaavat antavat halutut juuret kuten pitéaakin.

ja
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Kappaleessa 4 todettiin, ettéd toisen asteen yhtédlon reaalijuurien lukumééréan sel-
vittdmiseksi ei tarvitse ratkaista juuria vaan pelkédstdin yhtéalon diskriminantin tar-
kastelu riittdd. Maaritelladn vastaavasti diskriminantti kolmannen asteen yhtélolle
(5.3) Cardanon kaavoissa esiintyvien nelidjuurien (5.11) sisélld olevien lausekkeiden
perusteella:

MAARITELMA 5.5. Kolmannen asteen yhtélén a® + pr + ¢ = 0 diskriminantti D

on
q\?  (P\?
p=(3) +(5)
2 + 3
Seuraava lause kertoo, kuinka diskriminantin merkin avulla voidaan méaarittaa
yhtélon (5.3) reaalijuurien lukumééra:

LAUSE 5.6. Yhtdlon x® + px + q = 0 reaalijuurten lukumdédrd risppuu diskrimi-
nantista D seuraavasti:
(1) Jos D > 0, yhtdlolli on yksi reaalijuuri ja kaksi kompleksijuurta, jotka ovat
toistensa liittolukuja.
(2) Jos D =0, yhtalolla on kolme reaalijuurta, joista jokin on moninkertainen.
(3) Jos D < 0, yhtdlollia on kolme erisuurta reaalijuurta.

TODISTUS. (1) Olkoon D > 0, jolloin v/D € R. Siten kuutiojuurilla

u={-2+vD ja w=y-1-VD

on olemassa reaaliset arvot. Olkoon siis uy ylld olevan kuutiojuuren u reaa-
linen arvo. Nyt ehdosta (5.9) saadaan, ettd myos vy € R, koska

P
0 3U0'

Siten myos Cardanon kaavojen ensimmaiselle juurelle 1 = ug + vy € R.
Kahdelle muulle juurelle saadaan:

1 )
Lo = QUg -+ Qzﬂo = —§(U0 + ’Uo) + ZT(UJO — Uo)

ja
9 1 V3
T3 = 0°Ug + ovy = —§(u0 + vo) — ZT(UO — ).
Koska D > 0, niin ug # vy, joten juuret zo ja x3 ovat kompleksisia ja liséiksi
toistensa liittolukuja.
(2) Olkoon D = 0. Télloin diskriminantin lausekkeen perusteella joko p < 0 tai
p=q=0. Nyt

U=v=—¢/=

joten luvuiksi ug ja vy voidaan valita kuutiojuuren reaalinen arvo kuten edel-

lisessé tapauksessa eli
q
Ug = Vg = — i/; € R.
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Siispéd ensimmaéiselle juurelle

$1ZUO+UQZ—2</gER.

Muut kaksi juurta ovat symmetrisid, koska ug = vg, ja juuriksi saadaan

q
$2:$3:QU0+92U0:<Q+Q2)U0:—U0: \3/;€R

Kaikki juuret ovat siis reaalisia ja lisiksi yksi on kaksoisjuuri. Liséksi jos
q = 0, niin xy = x9 = x3 = 0 eli yhtalolla on vain yksi kolminkertainen juuri.
Olkoon D < 0, jolloin diskriminantin lausekkeen nojalla on oltava p < 0.
Koska nyt v/ D € C, voidaan merkitia v/D = iv/—D. Kuutioille (5.8) saadaan
siten lausekkeet

ud = —g +1v—-D ja v = —% —1v—D.

Méaritetddan ndaiden kompleksilausekkeiden napakoordinaattiesitykset. Yhté-
16114 (4.1) ja diskriminantin lausekkeella saadaan

TG o= ()

Nyt koska p < 0, niin nelijuuren sisélla on positiivinen luku, joten voidaan
valita kuutiojuuren arvo niin, ettd r € R ja liséksi téalloin » > 0. Vaihekul-
malle ¢ saadaan lauseke

cosp = 4
2r’
Niilla parametreilla kuutioiden lausekkeiksi saadaan

u® = r(cosp + isin @) ja v® = 1(cos p — isin ).

Yhtalsitd (5.12) ja (5.15) vertaamalla huomataan, ettd koska /—D > 0, tay-
tyy olla myds sin p > 0, jotta imaginéériosien merkit ovat samat molemmis-
sa muodoissa. Siten ¢ on valittava ensimmaéisesta tai toisesta neljinneksesté
riippuen vakion g merkista yhtalossi (5.14).

Nyt kuutiojuuret voidaan ottaa lausekkeista (5.15) ja saadaan

/ 2 2
U, = —g |:COS (g + 1/%) + ¢ sin (g + I/?ﬂ):|
2 2
v, = —g |:COS (§+V§) —isin (g%—y?ﬂ)} ,

missd v = 0, 1, 2. Merkitddn a = £ + V%” ja tutkitaan samaa vakion v arvoa
vastaavien juurien u, ja v, tuloa:

UV, = —g (cosa + isin ) (cos a — i sin «v)

= —g (cos2 a + sin? a)

p

3
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Samaa vakion v arvoa vastaavat juuret u, ja v, toteuttavat siis ehdon (5.9),
joten niiden summa on alkuperéisen yhtéalon juuri. Juuriksi saadaan siten

(:vl 2 —Ecosf
3 3
2
2“—%COS<§+§)
P w A
24/ —= =+ — .
\ 1/ 3cos<3+ 3)

L3
Kaavoista on selvéd, ettd kaikki juuret ovat reaalisia ja lisdksi erisuuria.

(5.16)

8

2

g

HuoMAuUTUS 5.7. Tapauksissa D > 0 ja D = 0 yhtélon (5.3) juuret voitiin méé-
rittéd helposti suoraan Cardanon kaavoilla, koska kuutiojuurille (5.11) saatiin yhdet
reaaliset arvot. Tapauksessa D < 0 niin ei kuitenkaan ollut, joten yhtélén juurien
maéadrittamisessa taytyi juurtaa aitoja kompleksilukuja. Tadméa tuotti ongelmia Carda-
non kaavojen keksijoille sekd niiden ensimmaisille kayttéjille, koska kompleksiluvuilla
ei osattu vield laskea sujuvasti. Heitd hamméstytti myos se, ettd etukiteen helpoim-
maksi luultu kolmen reaalijuuren tapaus osoittautuikin vaikeimmaksi ratkaistavaksi.
Huomattiinkin, ettei Cardanon kaavoja tésséd tapauksessa voitu ratkaista pelkéstdan
algebrallisin keinoin, vaan kayttoon oli otettava trigonometriset funktiot. Liséksi alet-
tiin ymmartad kompleksilukujen merkityksellisyys, koska niitd voitiin tarvita myos
taysin reaalisten tulosten saamiseksi.

Kyseinen tapaus tunnetaan nimelld casus irreducibilis ("jakautumaton tapaus”) ja
sen vaikutus matematiikan kehitykseen on ollut merkittévé, silld se innosti ottamaan
kompleksiluvut kayttoon ja kehittdmédn uusia teorioita. Kompleksiluvuilla laskemi-
sen yleistytty& onnistuttiinkin johtamaan kaavat (5.16), joilla pystytdadn siis kyseisessé
tapauksessa laskemaan juurien arvot suoraan ilman kompleksilukujen juurtamista.

ESIMERKKI 5.8. Tutkitaan polynomia P(x) = 2® — 12z —8, jonka diskriminantiksi
saadaan D = —48 < (. Polynomilla P on siis kolme reaalijuurta. Juuret voidaan siis
ratkaista kaavojen (5.16) avulla. Selvitetddn ensin kulma ¢. Nyt yhtélosta (5.13)

saadaan .
—12
= B — = 8

jolloin yhtélon (5.14) nojalla cosp = % Koska kulman ¢ tulee olla ensimmaéisessé
tai toisessa neljinneksessé, voidaan yhtédlon toteuttavaksi kulmaksi valita ¢ = Z.
Alkuperiisen yhtéalon juuriksi saadaan siten

p

T = 4cosE

9

s
Ty = 40083

13
T3 = 4 cos —W.
\ 9






LUKU 6

Neljannen asteen yhtilo

Kuten toisen ja kolmannen asteen yhtéloille, my6s neljannen asteen yhtéalolle on
olemassa ratkaisukaava, jolla juurien tarkat arvot voidaan ratkaista algebrallisesti.
Téssa kappaleessa esitetdédn kyseinen ratkaisukaava, mutta kaavan johtamista ei pe-
rustella.

Yleinen neljannen asteen reaalikertoiminen polynomifunktio on muotoa

f(2) = agz* + as32® + a2 + a1z + ap,

missd ay # 0 ja ap € R kaikilla £ = 0,1,2,3,4. Sen juuret ovat ratkaisuja neljannen
asteen yhtalolle

(6.1) a2zt + a3z + a2 + a1z + ag = 0.

Kuten kolmannen asteen yhtélon tapauksessa, voidaan olettaa, ettd ay = 1. Vastaa-
vasti yksinkertaistetaan yhtélod poistamalla kolmannen asteen jésen tekemélld sijoi-

tus
1
Z=x— —as.
4:3

Yhtilo (6.1) sieventyy talloin muotoon

(6.2) ot +pr? +qr+r =0,
missa
p=az — §a§

_ 5.3 1.2 1
q = 3303 — 3503 — 54302 + a1

r=1(—3a3+ ja3as — azar) .
Koska a, € R kaikilla £ = 0,1, 2, 3, my0s kertoimet p, g ja r ovat reaalisia.

Jos tatd muotoa oleva neljannen asteen yhtilo osataan ratkaista, osataan ratkaista
siis kaikki neljadnnen asteen yhtélot. Yhtélon ratkaisukaava voidaan johtaa samankal-
taisin periaattein kuin kolmannen asteen yhtélon tapauksessakin tekemaélld sijoitus
r = u + v + w ja muodostamalla resolventtiyhtéld. Kaava ei kuitenkaan tésséd johde-
ta, vaan siirrytddn suoraan tuloksiin. Johtamiseen voi perehtyé esimerkiksi Viisdléan
teoksessa [12, §82]. Madritelladn ensiksi yhtdlon (6.2) resolventtiyhtalo:

MAARITELMA 6.1. Yhtilon z* + pz? + gz +r = 0 resolventtiyhtiilé on kolmannen
asteen yhtalo
2 2
5 Do P —4r g
= ——=0.
R L TR
ESIMERKKI 6.2. Yht#lossd 2% + 622 + 482 +33 =0 on p = 6, ¢ = 48 ja r = 33.
Siten resolventtiyhtéloksi saadaan
y® 4+ 3y? — 6y — 36 = 0.

25
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Esitetaan sitten ratkaisukaava:

LAUSE 6.3. Yhtilon x* + pz® + qr +r = 0 juuret ovat

I, = UO+U0—|—U)0

To = Ug — Vo — Wo
(6.3)

r3 = — U0+U0—w0

Ty = — Up — Vo + Wo,

missd ug, Vo ja wy ovat resolventtiyhtdlon juurien yi, Yy ja y3 nelidjuuria, joiden
merkit on valittu siten, ettd

(64) UpVoWo = —g
Néytetadn vield, ettd kaavat (6.3) todella antavat kaikki tutkittavan yhtalon juuret
eli ettd juuret voivat olla kesken&én erisuuria. Tutkitaan tuloa

(21— @) (21 — 3) (71 — 24) (72 — 73) (T2 — 74) (T3 — T4),

joka on nolla jos ja vain jos jotkin juurista zy, k € {1,2, 3,4} ovat yhtésuuria. TAma
tulo saadaan kaavojen (6.3) perusteella muotoon

(21)() + 2w0)(2u0 + 2’(1)0)(2’&0 + 2?)0)(2U0 — 2w0)(2u0 — 2’00)(2’00 — 2w0),

josta saadaan edelleen muokattua muoto

26 (u% — v%) (ug — wg) (vg — w?)) .

Luvut ug, vg ja wy on valittu siten, ettd ne vastaavat resolventtiyhtélon juurien vy,
Y2 ja yz nelidjuuria. Olkoon valittu niin, ettd ud = y1, v = y2 ja w2 = y3. Tall6in

edellinen tulo saa muodon

2° (1 — 3/2) (h — yz) (y2 )

Taméa on nolla, jos ja vain jos jotkin resolventtiyhtdlon juurista ovat yhtésuuria eli
resolventtiyhtilolla on moninkertainen juuri. Voidaan kuitenkin nayttéaa, ettei resol-
venttiyhtdlolle ole aina moninkertaista juurta. Esimerkiksi kun yhtalossid (6.2) on
p =1 =0 jaq # 0, niin resolventtiyhtilo saa muodon

2
3 4
— L,
Y6
jolla on kolme erisuurta juurta. Siispd kaavat (6.3) voivat esittdd neljad erisuurta
juurta ja antavat kaikki ratkaisut yhtalolle (6.2).

Lisaksi seuraa tulos:

LAUSE 6.4. Yhtilolli x*+px®+qz+r = 0 on moninkertainen juuri jos ja vain jos
sen resolventtiyhtaldlld on moninkertainen juurt eli resolventtiyhtilon diskriminantti
on nolla.

Havainnollistetaan sitten neljinnen asteen yhtélon ratkaisemista todetuilla kaa-
voilla:
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ESIMERKKI 6.5. Tutkitaan neljinnen asteen yhtiloda x* + 622 + 48z + 33 = 0,
jonka resolventtiyhtiloksi saatiin edellisessd esimerkissé y3 + 3y? — 6y — 36 = 0. Jotta
resolventtiyhtdlon juuret voidaan ratkaista Cardanon kaavoilla, on se ensin muutet-
tava muotoon z* + pz + ¢ = 0. Kertoimien arvoiksi saadaan yhtilsilla (5.4) p = —9
ja g = —28.

Ratkaistaan saatu yhtilo 2° — 9z — 28 = 0 Cardanon kaavoilla. Saadaan uy = v/27
ja vg = v/1. Kun valitaan kuutiojuurten reaaliset arvot uy = 3 ja vy = 1, niin ehto

UV = —?g’ toteutuu. Yhtalon ratkaisut ovat siten
21 = 4
29 = —2+ Z\/§

23 = —2 — V3.

Niisté saadaan resolventtiyhtilon y® + 3y? — 6y — 36 = 0 ratkaisut muuttujan-
vaihdon yhtélén (5.2) nojalla vahentdmalld luku 1, joten saadaan

=3
ys = —3+iV3
y3:—3—i\/§.

Lauseen 6.3 perusteella néisté ratkaisuista on otettava neliGjuuret alkuperéisen yhté-
16n ratkaisemiseksi. Neliojuuren ottamiseksi méaritetdén ensin juurten ys ja y3 napa-
koordinaattiesitykset. Molempien juurien moduliksi saadaan

= (=34 (VB2 = VI

Juuren y, vaihekulma

arcta \/§ arcta 1
= arctan | ——— | = arctan | ———
P2 3 /3

on valittava toisesta neljinneksesté, joten saadaan ¢, = ‘%. Juuren y3 vaihekulma

= arctan iﬁ = arctan L
@3 - _3 - \/§

taas on valittava kolmannesta neljinneksesté, joten saadaan p3 = %’T. Napakoordi-
naattiesityksiksi saadaan siis

5 D 7 7
m-@(cos%—kisin%) ja ys = V12 (cos%j%sin%).

Resolventtiyhtélon juurien neligjuuriksi saadaan siten

(u::i:\/g
v—@ CoS 5—7T—|—1/7r + 7 sin 5—7T—|—y7r
a 12 12
7 7
\w: V12 [cos (1—72r+u7r) + 7sin (%—i—uw)} ,

N\
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missd v € {0,1}. Kun valitaan

(UOI\/ﬁ
5) 5)
vo = V12 (cos—7r + 7sin —W)

12 12
7 7
\wo =12 (cos % + ¢ sin %) ,

niin saadaan

UpVoWo = V3V12 {cos (5—7T + 7—7T) + 4 sin (5_7r + 7”)} — 6.

12 12 12 12

Koska myds —3 = —6, ehto (6.4) toteutuu.
Alkuperiisen neljannen asteen yhtélon ratkaisuiksi saadaan siten kaavoilla (6.3):

Xyg

6— 2
= _/3_ 12%
\
Yhtalolla on siis kaksi reaalijuurta ja kaksi aitoa kompleksijuurta.

Neljannen asteen yhtélon ratkaisemiseksi on siis ensin ratkaistava kolmannen as-
teen resolventtiyhtdlo Cardanon kaavoilla. Kuten esimerkistd huomataan, tdmékin on
jo monivaiheinen ja melko tyolids tehtéavia. Siksi neljannen asteen yhtdlon ratkaisukaa-
vaa kiytetddn harvoin kdytdnnon ongelmissa, joissa pelkké likiarvo tietylla tarkkuu-
della on riittéavé tulos. Ratkaisukaavan olemassaolon l6ytdminen olikin merkittavam-
péad puhtaan matematiikan kannalta kuin kdytdnnon hyotynséd puolesta.

Mainitaan vield, ettd muotoa

astt + agx® + ag =0

olevien neljannen asteen yhtéloiden algebrallinen ratkaiseminen onnistuu helposti, sil-
14 tehtava voidaan palauttaa toisen asteen yhtalon ratkaisemiseen muuttujanvaihdolla
7% = u

ESIMERKKI 6.6. Tutkitaan neljinnen asteen yhtilod z* + 222 — 8 = 0. Tehdiin
sijoitus 22 = wu, jolloin saadaan toisen asteen yht#lo u?+2u—8 = 0. Tamén ratkaisuiksi
saadaan toiseen asteen ratkaisukaavalla u = 2 ja u = —4. Alkuperéisen neljannen
asteen yhtilon ratkaisuiksi saadaan siten muuttujanvaihdon yht#lén 22 = u nojalla
luvut z = +£v/2 jaxr = +£2i.



LUKU 7

Korkeamman asteen yhtil6t ja juurien likiarvojen
miarittdiminen

Toisen, kolmannen ja neljannen asteen yhtéloille 16ydettiin aiemmissa kappaleissa
algebralliset ratkaisukaavat, joilla juurille saadaan méaéritettyé tarkat arvot. Seuraa-
vaksi olisi loogista pyrkid loytdméén vastaavanlainen kaava yleiselle viidennen as-
teen polynomiyhtéldlle ja edelleen korkeamman asteen yhtéloille. Téatd matemaatikot
yrittivatkin satojen vuosien ajan, mutta yritykset paatyivét ldhes aina siihen, ettéa
ratkaistavaksi tuli alkuperiistd yhtaloa asteluvultaan korkeampi yhtélo, jota ei myos-
kéddn osattu ratkaista. Tama johti pohdintoihin, onko korkeamman asteisille yhtéloille
edes mahdollista 1oytédé algebrallista ratkaisukaavaa. Vuosien saatossa pystyttiinkin
todistamaan, ettd tietynlaiset korkeamman asteen yhtalot olivat algebrallisesti rat-
keamattomia [10, §5.6]. Lopulta vuonna 1826 norjalainen Niels Henrik Abel todisti
seuraavan lauseen:

LAUSE 7.1. Viidennen ja sitd korkeamman asteen yleiset polynomiyhtdlot ovat
algebrallisesti ratkeamattomia.

Todistusta ei esitetd tissd tutkielmassa. Tamé lause lopetti siis yleisten korkeam-
man asteisten yhtéloiden ratkaisukaavojen etsimisen. On kuitenkin huomattava, etta
lause késittelee yleisid muotoa

Ant" + ap_ 12" 4+ .+ @+ ag =0,

olevia n:nnen asteen yhtaloitéd, misséd kertoimet ag, aq, ..., a, ovat riippumattomia ja
mielivaltaisia. Toki siis jotkin korkeamman asteen yhtélot voidaan ratkaista algebral-
lisesti, esimerkiksi yksinkertaiset yhtéalot =™ + ag = 0. Niin kutsuttu Galois ‘'n teoria
médrittelee, millaista muotoa olevat korkeamman asteen yhtélot ovat algebrallisesti
ratkaistavissa. Taté teoriaa ei kuitenkaan késitelld tassad tarkemmin, vaan tyydytaan
vain toteamaan yleisten yhtéloéiden ratkeamattomuus.

Kuten Huomautuksessa 2.7 todettiin, korkeamman asteen yhtéldiden ratkaisemis-
ta voidaan usein helpottaa 16ytdmalla yhtélolle aluksi yksi juuri, jolloin riittdd endé
16ytad juuret alemman asteiselle yhtélolle. Téata yhta juurta voi ldhted etsiméaén esi-
merkiksi seuraavaksi esiteltavalla rationaalijuuritestilld, joka kertoo millaista muotoa
yhtéalon mahdolliset rationaalijuuret voivat olla.

LAUSE 7.2. Olkoon P(z) = a,z" + @, 12" ' + -+ + a1x + ag kokonaislukuker-

toiminen polynomi, jolle a, # 0 ja ag # 0. Olkoon § polynomin P rationaalijuuri,

jolle syt(p,q) = 1. Tdlldin vakiotermi ag on jaollinen osoittajalla p ja kerroin a, on
jaollinen nimittdjalld q.

29
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TobisTus. Koska g on polynomin P juuri, se toteuttaa yhtalon

(7.1) P <§> —a, (g)n + a1 (g)n_l ot <§> tap=0.

Siirtamalla vakiotermi ay yhtélon oikealle puolella ja kertomalla molemmat puolet
luvulla ¢" saadaan yhtdlé muotoon

P (anp™ " + anoap" g+ -+ arg" ") = —aoq",

missé otettiin lisdksi vasemmalla puolella yhteiseksi tekijéaksi luku p. Koska luvut p ja q
seké kertoimet a;, 1 = 1, ..., n ovat kokonaislukuja, vasemmalla puolella sulkujen sisall&
oleva lauseke on myos kokonaisluku. Siispad yhtdlon oikea puoli —agg™ on jaollinen
luvulla p. Koska syt(p,q) = 1, luku p ei jaa lukua ¢". Siispa vakiotermin aq taytyy
olla jaollinen luvulla p.

Toisaalta siirtamélla yhtalossd (7.1) korkeimman asteen termi oikealle puolelle ja
kertomalla luvulla ¢" saadaan yhtalo

q (an-1p" "+ anap" g+ o+ aipg" T + aog" ) = —anp”.
Téasta voidaan vastaavasti padtelld, ettd luvun ¢ taytyy jakaa kerroin a,,. U

HuomAauTus 7.3. Rationaalijuuritestissa oletettiin tutkittavan polynomin olevan
kokonaislukukertoiminen. Testi toimii kuitenkin myos rationaalilukukertoimiselle po-
lynomille, sill& siitd saadaan kokonaislukukertoiminen esimerkiksi kertomalla kaikkien
kertoimien nimittdjilld. Koska polynomin kertominen vakiolla ei muuta sen juuria,
saadaan testilld alkuperdisen polynomin rationaalijuuret.

Liséksi oletettiin vakiotermin ag olevan nollasta eridvé. Jos néin ei kuitenkaan ole,
voidaan muuttuja x ottaa polynomin lausekkeessa yhteiseksi tekijaksi:

P(z) = 2(anz™ ' 4 ap 12" 4 4 ay).

Talloin voidaan kayttaa rationaalijuuritesti sulkujen sisélla olevaan n — 1 -asteiseen
polynomiin.

Rationaalijuuritesti kertoo siis millaista muotoa kaikki mahdolliset polynomin P
rationaalijuuret ovat. On huomattava, etti kaikki tdtd muotoa olevat rationaaliluvut
eivit suinkaan ole polynomin juuria, vaan ndmé ovat ainoat mahdolliset juuret. Jo-
kainen kyseistd muotoa oleva luku onkin testattava erikseen, jotta saadaan selville
kaikki rationaalijuuret.

ESIMERKKI 7.4. Tutkitaan polynomia P(z) = 3z° — 52% + 5z — 2. Vakiotermi —2
on jaollinen luvuilla p € {£1,£2} ja kerroin 3 on jaollinen luvuilla ¢ € {£1,+3}.
Rationaalijuuritestin nojalla mahdolliset rationaalijuuret ovat siten
c {il,ig,il,iZ}.

33

Néista vain P(%) = 0, joten £ on polynomin P ainoa rationaalijuuri. Muut juuret
ovat siten irrationaalisia tai aitoja kompleksilukuja.

wiv Q|3

Kaikille yhtéloille ei kuitenkaan 16ydy rationaalijuuria, joilla yhtéloiden ratkaise-
minen voitaisiin palauttaa alemman asteisen yhtélon ratkaisemiseen. Koska yleisiin
korkeamman asteisiin yhtéloihin voidaan térmétd kayténnon ongelmissa, niille on-
kin taytynyt kehittdd muunlaisia ratkaisutapoja, joilla saadaan selville reaalijuurten
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likiarvot riittavalla tarkkuudella. N&itd menetelmid kédytetddn usein myos kolman-
nen ja neljinnen asteen yhtéloiden juurien etsinnéssé, silla kuten aiemmin todettiin
niille 16ydetyt ratkaisukaavat ovat melko tyolaitd kayttda. Seuraavaksi esitetddnkin
muutamia menetelmié reaalijuurien likiarvojen méaarittamiseksi.

7.1. Merkin muuttumiseen perustuva menetelmé

Tutkitaan yleistd polynomifunktiota
P(l’) = anIn + an—l«xnil + ...+t a1x + ag.

Jos 16ydetéaéin a,b € R, a < b siten, ettd P(a) ja P(b) ovat erimerkkiset, tiedetddn
Bolzanon lauseen nojalla, ettéd jatkuvalla polynomifunktiolla P on ainakin yksi nol-
lakohta valilla |a, b[. Nollakohtia voi kyseiselld vélilld olla myds useampia, mutta ole-
tetaan tdssd, ettd niitd on vain yksi, mikéd voidaan tarkistaa esimerkiksi tutkimalla
funktion kuvaajaa.

Valitaan sitten ¢ €]a, b[. Nyt jos P(a) ja P(c) ovat erimerkkiset, funktiolla on nol-
lakohta valilla |a, ¢[. Vastaavasti nollakohta on valilla |c, b], jos P(b) ja P(c) ovat eri-
merkkiset. Nollakohdan siséltdvé véli siis pienenee, jolloin juurelle saadaan tarkempi
arvio. Taté voidaan jatkaa ottamalla edelleen uusi luku saadulta vililtd ja tutkimalla
funktion P merkkiéd kyseisessid pisteessd ja vilin péadtepisteissd. Néin vélid saadaan
pienennettyé aina niin kauan, ettd saadaan tarvittavan tarkka likiarvo juurelle x.

Usein merkin muuttumiseen perustuvassa menetelméssé valitaan aina tutkittavan
vélin keskikohta. Talloin puhutaan puolitusmenetelmdsta.

Taméa menetelmé on melko tyolés, erityisesti jos halutaan likiarvo hyvin suurel-
la tarkkuudella. Ensimméinen vali kannattaakin valita mahdollisimman pieneksi esi-
merkiksi polynomifunktion kuvaajaa tarkastelemalla, jotta juuren likiarvolle saadaan
haluttu tarkkuus mahdollisimman nopeasti. Téalld menetelmélla ei myoskaéan 16ydeta
mahdollisia moninkertaisia juuria, joissa polynomifunktio ei vaihda merkkidan. Toi-
saalta menetelméan hyvié puolia ovat sen yksinkertaisuus ja se, ettd saatujen arvojen
jono konvergoi aina vélilla olevaan juureen. Siksi sitd kdytetddnkin usein aluksi juuren
karkean likiarvon mééarittdmiseen, jonka jilkeen arvoa tarkennetaan muilla menetel-
milld. [1, §2.1]

7.2. Newtonin menetelméi

Newtonin tai Newton-Raphsonin menetelmé on yksi eniten kéytetyista ja tehok-
kaimista numeerisista keinoista funktioiden juurien likiarvojen ratkaisemiseen. Joh-
detaan kyseinen menetelmé téssd hyodyntdmalla Taylorin sarjaa polynomille P [1,
§2.3].

Polynomifunktiona P on jatkuva ja kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva. Ol-
koon nyt p € [a,b] polynomin P nollakohta ja olkoon py € [a,b] nollakohdan p ap-
proksimaatio siten, ettd |p — po| on "pieni”. Pohditaan myShemmin lisdé, mikd on
riittdvéan pieni ero approksimaation ja oikean nollakohdan vililla, mutta tyydytééan
tasséd kohtaa siihen, ettd riittdvén tarkka approksimaatio voidaan 16ytas esimerkiksi
merkin muuttumiseen perustuvalla menetelmallé.
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Polynomin P toiseksi Taylorin polynomiksi pisteen py ympéristossi saadaan [11,

§7.12]

P(x) = P(po) + P ()l — o) + - ()2

Koska p on polynomin P nollakohta, saadaan Taylorin polynomille pisteessé p:

0= Plp) + Pp)p — o) + L2 (- py 2

Toisaalta oletettiin, ettd |p —po| on pieni, joten lausekkeen (p — pg)? siséltévin termin
voidaan ajatella olevan merkityksettomén pieni. Siispéd saadaan:

0~ P(po) + P'(po)(p — po)

Téastéd yhtélosta voidaan ratkaista

P(po)

P=po— &5,
P'(po)

mikéd antaa uuden approksimaation polynomin juurelle. Kun tiedetdén siis tarpeeksi
tarkka juuren alkuapproksimaatio py, voidaan seuraava approksimaatio laskea edelli-
sestd kaavalla

P(pn—l)
Pn1— 5
P (pn—l)

Kyseinen kaava voidaan tulkita siten, ettd edellistd approksimaatiota p,_; vas-
taavaan polynomin kdyréan pisteeseen (p,_1, P(p,_1)) asetetaan polynomin tangentti.
Uusi approksimaatio p, on talloin tangentin ja x-akselin leikkauspiste, silld tangentin
yhtalo on

(72) Pn =

Yy — P(pn-1) = P'(pu-1)(® — pn_1),

mistd saadaan sijoittamalla y = 0 z-akselin leikkauspisteelle kaava (7.2) [12, §74].
Tata graafista tulkintaa on havainnollistettu kuvassa 7.1.

ESIMERKKI 7.5. Tutkitaan polynomia P(z) = —3x7 + 3z* + Tz — 2, jonka de-
rivaatta on P'(r) = —212% + 1223 + 7. Nyt P(0) = —2 ja P(1) = 5, joten merkin
muuttumiseen perustuvan menetelmén nojalla polynomilla P on nollakohta valilla
10, 1[. Mééritetddn nollakohdan likiarvo seitsemén desimaalin tarkkuudella. Valitaan
alkuapproksimaatioksi py = 0. Seuraaviksi approksimaatioksi kaavalla (7.2) saadaan:

po=0

p1 = 0,285714285
po = 0,283027967
ps = 0,283026634
pg = 0,283026634.

Tésté saadaan nollakohdan likiarvoksi seitsemén desimaalin tarkkuudella p = 0, 2830266.

Valittu alkuapproksimaatio oli tarpeeksi ldhelld nollakohtaa, jolloin haluttu tarkkuus
saavutettiin jo neljdnnella approksimaatiolla.
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Tangentti pisteen

(p1. P(py)) kautta

(pl'P(Pl)) / v

Tangentti pisteen
(po. P(po)) kautta

m

(Po, P(po))

KuvAa 7.1. Newtonin menetelmén graafinen tulkinta. Todellista nol-
lakohtaa p on aluksi approksimoitu luvulla pg, jonka kautta piirretyn
tangentin ja x-akselin leikkauspiste antaa seuraavan approksimaation
p1. Tamén approksimaation avulla on saatu edelleen seuraava approk-
simaatio po, joka antaa paremman arvion nollakohdalle kuin aiemmat
approksimaatiot.

Jos taas alkuapproksimaatioksi valitaan vilin |0, 1] toinen paétepiste po = 1, saa-
daan seuraava approksimaatioiden jono:

po=1

p1=3,5

p2 = 3,005565282
p3 = 2,584183768

pro = 1,245278347
P13 = 1,245278346.

Huomataan, etté nyt jono ei konvergoikaan vélilld |0, 1] olevaan juureen. Saatu likiarvo
vastaa kuitenkin polynomin toista juurta. Tamén likiarvon saavuttamiseksi jouduttiin
kuitenkin laskemaan useampia approksimaatioita.

Esimerkin jalkimmaéisestd approksimaatiojonosta huomataan myos, ettd alkuap-
proksimaatio voi olla lahempéné todellista juuren arvoa kuin sité véalittomésti seuraa-
vat approksimaatiot eli likiarvo ei valttamatta heti tarkennu Newtonin menetelmaélla.
Esimerkki korosti myos, kuinka tarkedé on valita alkuapproksimaatio tarpeeksi ldhel-
ta todellista juuren arvoa. Kuinka ldheltd todellista juuren arvoa alkuarvo on valit-
tava riippuu tutkittavasta polynomifunktiosta. Riittdvan tarkka alkuapproksimaatio
on kuitenkin mahdollista 16ytaa kaikille polynomeille ja kaikille juurille [1, §2.3].
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Kaavasta (7.2) ndhdadn myos, ettei menetelmé toimi, jos P'(p,) = 0 jollekin approk-
simaatiolle p,. Toisaalta esimerkin ensimmaéisestd approksimaatiojonosta huomataan,
ettd parhaimmillaan Newtonin menetelmélla saadaan tarkkojakin likiarvoja nopeasti.

7.3. Sekanttimenetelmi

Téassd menetelméssi tarkennetaan juuren likiarvoa méaarittamalld polynomille se-
kantti aiempien approksimaatioiden avulla. Olkoon P(a) ja P(b) erimerkkisié ja a < b,
jolloin polynomilla P on juuri vélilld |a, b[. Valitaan a ja b approksimaatioiksi juuren
likiarvolle. Polynomin sekantin yhtdlo pisteiden (a, P(a)) ja (b, P(b)) kautta on muo-
toa

P(b) — P(a
y— P(a) = %(m —a).
Sekantin ja x-akselin leikkauspiste saadaan asettamalla y = 0:
b—a
=a—Pla) =———F—.
e PO B P

Taméa leikkauspiste antaa uuden approksimaation juuren likiarvolle. Uuden approk-
simaation avulla saadaan edelleen seuraava approksimaatio kaavalla

Pn—2 — Pn—1
(73) Pn = Pn-1— P(pn—l) :
P(pn—2> - P(pn—l)
Néin saadaan jono (p,), joka konvergoi kohti polynomin P juurta, jos alkuapprok-
simaatiot py ja p; on valittu riittdvéan tarkasti [1, §2.3]. Kuva 7.2 havainnollistaa
sekanttimenetelmén toimintaa.

y

y=Px)
(Pb P(plj) Sekantti pisteiden

" (poP(y) ja
- (poP(py) kaurea

Po P2 -
| P1 x
%Fo, P(po))

Kuva 7.2. Sekanttimenetelmén graafinen esitys. Todellista nollakoh-
taa p approksimoidaan aluksi luvuilla py ja p;. Niiden avulla méérite-
taan polynomin kayréille sekantti, jonka leikkauspiste x-akselin kanssa
antaa seuraavan approksimaation ps.
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ESIMERKKI 7.6. Tarkastellaan polynomia P(x) = —3z" +32%+ 72 — 2, jolle miri-
tettiin nollakohta p = 0, 2830266 seitseméan desimaalin tarkkuudella Esimerkissé 7.5.
Méaritetddn kyseinen nollakohta samalla tarkkuudella sekanttimenetelméllé. Valitaan
alkuapproksimaatioiksi pg = 0 ja p; = 1. Kaavalla (7.3) saadaan approksimaatiojono:

po=0

p=1

po = 0,285714285
p3 = 0,282914008
ps = 0,283026578
ps = 0, 283026634
ps = 0, 283026634

Sekanttimenetelmalld padadytéddn siis samaan likiarvoon p = 0, 2830266. Talld mene-
telméalld jouduttiin kuitenkin laskemaan useampia approksimaatioita, jotta saavutet-
tiin sama tarkkuus kuin Newtonin menetelmélld. Newtonin menetelmé konvergoikin
yleenséd nopeammin kuin sekanttimenetelmé, mutta alkuapproksimaatioiden valinta
molemmissa menetelmissé vaikuttaa paljon konvergointinopeuteen. [1, §2.4]

Téassé tutkielmassa tutustuttiin erilaisiin menetelmiin niin polynomien reaalijuu-
rien lukumédrdn kuin juurien arvojenkin selvittdmiseksi. Mikd menetelmistd on mil-
loinkin hyodyllisin riippuu tutkittavasta polynomista seké siitd, mitd halutaan selvit-
tdd ja milld tarkkuudella.
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