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Mostow'n rigiditeettilauseen mukaan kaksi vdhintdén 3-ulotteista kompaktia hy-
perbolista monistoa ovat isometriset, jos ne ovat diffeomorfiset. Hyperbolinen monisto
on monisto, jolla on hyperbolisen avaruuden avointen joukkojen kanssa isometrisisté
avoimista joukoista koostuva peite. George Mostow todisti lauseen vuonna 1968.

Téaydellinen hyperbolinen monisto voidaan samaistaa hyperbolisen avaruuden iso-
metrioiden ryhmén eli konformikuvausten Mébius-ryhmén aliryhmén kanssa. Tamé
aliryhmé on isomorfinen moniston perusryhmén kanssa. Monisto saadaan télloin te-
kijaavaruutena tdmén aliryhmén toiminnassa hyperbolisella avaruudella. Lause to-
distetaan osoittamalla, ettd jos monistoja vastaavat aliryhmét ovat kvasikonformiku-
vauksen konjugoimia, niin tdmé kvasikonformikuvaus onkin konformikuvaus.

Mobius-ryhmé osoitetaan hyperbolisen avaruuden isometrioiden ryhméksi kéyt-
tden apuna sen isomorfisuutta ryhmén O(1,n + 1) kanssa. Osoitetaan myos, ettd
hyperbolinen avaruus on jokaisen hyperbolisen moniston isometrinen peite. Kuoren
eli yleistetyn annuluksen konformikapasiteetin jatkuvuus todistetaan aiempien apu-
tulosten avulla.

Topologisen ryhmén operaatiossa invarianttia Haarin mittaa kidyttden todistetaan
erds piaalauseen todistuksessa tarvittava apulause. Péddlause todistetaan kédyttien li-
siksi konformikapasiteetin jatkuvuutta, polaarihajotelmaa, kvasikonformikuvauksen
jatkumista pallon reunalle ja sité, ettd 1-kvasikonformikuvaus on konformikuvaus.
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1. Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tarkastella Mostow'n rigiditeettilauseen to-
distusta. Lauseen todisti yhdysvaltalainen George Daniel Mostow (1923-2017) vuon-
na 1968. Hyperbolinen monisto on monisto, jolla on hyperbolisen avaruuden avointen
joukkojen kanssa isometrisistd avoimista joukoista koostuva peite. Lauseen mukaan
kaksi vahintddn 3-ulotteista kompaktia hyperbolista monistoa ovat isometriset, jos
ne ovat diffeomorfiset. Mostow'n lause laajennettiin dérellistilavuuksisille monistoille
1970-luvulla. Lause ei pade hyperbolisille pinnoille eiké euklidisille monistoille mis-
sédin ulottuvuudessa.

Téaydellinen hyperbolinen monisto voidaan samaistaa hyperbolisen avaruuden iso-
metrioiden ryhmén eli konformikuvausten Mébius-ryhmén aliryhmén kanssa. Tamé
aliryhmé on isomorfinen moniston perusryhmén kanssa. Monisto saadaan télloin te-
kijdavaruutena tdmén aliryvhmén toiminnassa hyperbolisella avaruudella. Lause to-
distetaan osoittamalla, ettd jos monistoja vastaavat aliryhmét ovat kvasikonformiku-
vauksen konjugoimia, niin tdmé kvasikonformikuvaus onkin konformikuvaus.

Tamén tutkielman ldhdeaineistona on kéytetty péaasiallisesti G. D. Mostow’n
artikkelia Quasi-conformal mappings in n-space and the rigidity of hyperbolic space
forms. Muut ldhdeteokset on mainittu erikseen asianomaisessa kohdassa. Ensimméi-
sessé luvussa esitetddn muun muassa Mobius-ryhméan ominaisuuksia ja osoitetaan,
ettd hyperbolinen avaruus on jokaisen hyperbolisen moniston isometrinen peite. Toi-
sessa luvussa todistetaan erityisesti kuoren eli yleistetyn annuluksen konformikapa-
siteetin jatkuvuus. Kolmannessa luvussa késitellain kvasikonformikuvauksia. Neljén-
nessé luvussa madritellddn invariantti Haarin mitta Mobius-ryhmaille ja invariantti
tekijimitta sen aliryhmén sivuluokkien avaruudelle. N&iden avulla todistetaan p&a-
lauseen todistuksessa kaytettdava apulause. Viidennessa luvussa todistetaan péadlause
kayttden muun muassa konformikapasiteetin jatkuvuutta, polaarihajotelmaa, kvasi-
konformikuvauksen jatkumista pallon reunalle ja sité, ettd 1-kvasikonformikuvaus on
konformikuvaus. Téssé tutkielmassa oletetaan esitietoina yleisen topologian, algebral-
lisen topologian ja mittateorian perusteet.

2. Esitietoja ja maidritelmia

Olkoon S hyperpallopinta & +&5+- - -+ &2+ (&1 —1/2)? = 1/2 ja olkoon R™ taso
&ne1 = 0 ja olkoon & = (&1, ...,&uy1) piste joukossa S ja olkoon x = (xy,...,2,,0) =
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7(€), missd 7 tarkoittaa stereograafista projektiota pohjoisnavalta p,, hypertasolle
R". Téalloin kolmioiden yhdenmuotoisuudesta saadaan

é _ 11— gn—i—l
Kaytetddn pallon navat yhdistdvan akselin ja pisteet p, ja x yhdistdvan janan vé-

liselle kulmalle merkintdd 6. Koska Thaleen lauseen perusteella d(ps,&) = cos(f)
saadaan kéyttden Pythagoraan lausetta

1
1 -8y cos(0)  wpz 1
1 (L+ [z (L4 |22 T+ (2>
Taten 7 kuvaa seuraavasti
&i .
ri=—— (t=1,...,n
1 _£n+1 ( )
ja !
L B |~T’2
fl - 1 + |,’]}|2, 571-‘1—1 - 1 + |ZL'|2

Stereograafinen projektio yksikkopallolta S™ = {Z?jll n? = 1} tasolle &,41 = 0
saadaan samalla kaavalla:

i1+ 1
£7L+1 = %7
& . 771‘/2 U

€Tr; = = T = .
1—&n1  1-— —U"Bﬁ L — Mgt

Mutta kuvaukselle 7—! pétee:

QIZ'
=2 = —— (i=1,...
M= 26= P (u n)
2|z | =1
= My — 1= 1= .
Tn+1 Tin+1 1 + |£L'|2 |$|2 + 1

Monistojen vélistd kuvausta sanotaan konformaaliseksi, jos sen differentiaali saa-
daan ortogonaalisen ryhmén alkiosta vakiolla kertomalla.

LAUSE 2.1. Stereograafinen projektio on konformaalinen.

Tobistus. Olkoon L ja L' pisteen x € F kautta kulkevia suoria, missd F on
vektorin p., ortogonaalikomplementti. Olkoon N ja N’ pisteen p., ja suoran L tai
L' maaraamat tasot, vastaavasti. Tasot N ja N’ leikkaavat yksikkopallon ympyroissa
C ja ', jotka sisiltéviit pisteet po, ja 7 !(z). Koska suorien L ja L’ suuntavektorin
komponentti n+1 on nolla, ovat C' ja C” kohtisuorassa pisteiden x ja po, vélisen suoran
suhteen molemmissa pisteissd. Téten ympyroiden C' ja C’ vélinen kulma on sama
pisteissi po ja 7 1(x). Toisaalta ympyrdiden vilinen kulma pisteessi po, on sama
kuin suorien L ja L’ vilinen kulma, silld pisteen po, tangenttitaso on yhdensuuntainen
tason F' kanssa. Téaten suorien L ja L’ vilinen kulma on sama kuin ympyroiden C' ja
C' valinen kulma. O



Avaruutta R™, johon on lisétty piste oo kutsutaa Mdbius-n-avaruudeksi.

MAARITELMA 2.2. Avaruuden R™ Mobius-ryhmaé, jolle kiytetdén merkintdd GM (n),
on avaruuden R™ peilausten (n — 1)-ulotteisten pallokuorien ja tasojen suhteen virit-
tdma ryhmaé.

Yhdistamalla peilaus oy : p — % kuvaukseen o, saadaan

A2p  AZp [ AZp| 7
> Ipl? [ p?
Téaten venytykset kuuluvat Mébius-ryhméén.

Olkoon P, ja P, rinnakkaisia tasoja etéisyydelld d toisistaan. Olkoon x piste etéi-
syydella d’ tasosta Pj eri puolella tasoa P; kuin P. Olkoon lisdksi e tasolta P; pis-
teestd x( pisteen x suuntaan lahteva normaalivektori. Peilaus tason P; suhteen kuvaa
pisteen x pisteeksi o — d'e. TAmén pisteen etiisyys tasosta P, on |d — d'|, joten pei-
laus tason P, suhteen kuvaa sen pisteeksi z¢ — (2d — d')e. Yhdistetty kuvaus siis siirsi
pistettd x tasojen normaalin suuntaan, joten se on siirto. Koska d ja tasojen normaali
voidaan valita vapaasti, kuuluvat siirrot Mébius-ryhmaéan.

Olkoon g peilaus (n—1)-pallokuoren S suhteen avaruudessa R™. Joukko S voidaan
siirroilla ja venytyksilld, joiden yhdiste on h, kuvata origokeskiseksi yksikkopalloksi.
Téten g = h~ 1o h. Koska (n — 1)-taso voidaan peilauksella kuvata pallokuoreksi, niin
01 yhdessé siirtojen ja venytysten kanssa virittdd Mobius ryhmén.

-2

p =\"p

LAUSE 2.3. Olkoon R peilaus hyperpallopinnan S™ ' (po, o) suhteen ja olkoot S =
S Y(py,r1) ja d(po, p1) # r1. Téllgin R(S) on hyperpallopinta
S R(p1), rgr1/(d(po, p1)(d(po, p1) 4 11)).

TobisTtus. Olkoon p € S ja olkoon ¢ pisteiden py ja p vilisen suoran toinen
leikkauspiste joukon S kanssa. Olkoon p| pisteestd R(p) ldhteva pisteiden ¢ ja py
vélisen suoran kanssa yhdensuuntaisen suoran leikkauspiste pisteiden pg ja p; viélisen
suoran kanssa. Olkoon a kulma ppgop;. Télléin pisteiden p ja g sijainti pisteeseen py
nihden saadaan seuraavan yhtélon ratkaisuista:

(z cos(a) — d(po, p1)* + (xsin(a))? = riz = d(po, p1) cos(a)
£ /(o ) cos2() + 13 = d(po, 1),

Téten d(po,p)d(po,q) = |d(po,p1)? — ri|, vaikka p ja ¢ sijaitsisivat eri puolilla pis-
tettd pg. Erityisesti tulo ei riipu kulmasta « eiké siten pisteestd p. Koska myos tulo
d(po, p) d(po, R(p)) on vakio, on myds osaméiri d(pg, R(p))/d(po,q) vakio. Riippu-
matta siitd ovatko pisteet p ja ¢ samalla puolella pistetta pg, kolmioiden yhdenmuotoi-
suuden perusteella osaméérét d(po, p1)/ d(po, P1), d(p1, ¢)/ d(p}, R(p)) ja d(po, R(p))/ d(po, q)
ovat yhté suuret. Tédten piste p) ei riipu pisteesté p ja pisteen R(p) etéisyys pisteeseen
p} on vakio.

Olkoon pisteet p™ ja p~ pisteiden py ja p; vilisen suoran ja joukon S leikkauspis-
teet. Talloin

d(R(p1), R(p™)) _ |r§/ d(po, 1) — 3/ d(po, p™)|
d(p1, pT) d(po, p*) — d(po, p1)

= r%/(d(pg,pl) d(po, p™)).
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Riippuen siitd ovatko pisteet p; ja p~ samalla vai eri puolella pistettd py pisteelle p~
pétee joko samat yhtalot tai sitten keskimmaéisesséd lausekkeessa on erotusten tilalla
summa, mutta lopputulos on kuitenkin sama. Taten pétee p| = R(p;) ja viite on

todistettu. O

Ryhméd O(1,n + 1) on nelismuodon y§ — yi—, ..., —y2,, ortogonaalinen ryhméi
(n + 2) x (n + 2)-matriiseja, eli jos T € O(1,n + 1), niin y§ — yi—,...,—yo 4 =
To(y)> —Ti(y)*—, ..., —Tni1(y)? kaikilla y € R"™2.

LAUSE 2.4. GM(n) on isomorfinen ryhmdan O(1,n+ 1)/ £ I kanssa
TobisTus. Mééritellddn kuvaus ®: O(1,n + 1) — GM (n) lausekkeella

@(9) Y1,...m+1 2 91,..., n—i—l((layl ..... n+1))/gO((1ayl ..... n+1))7

,,,,, ni1 € S™TL Osoitetaan ensin,

ettd ® on surjektio. Olkoon h € O(n+1) jaolkoon A’ (yo, Y1, n+1) — (Yo, R(Y1,...nt1)),

jolloin ®(h') = h. Vastaavasti kuvauksen ® kuvajoukko siséltéé peilauksen y; — —y;.

Riitta4 siis osoittaa, ettd ®(O(1,n+1)) sisdltdd avaruuden R™ venytysten aliryhmén.
Maaritellddn lineaarikuvaus 71" seuraavasti:

eo + ent1 = AMYo + Ynt1),
)

-1
€0 — €nt1 = A (Yo — Ynt1),
e; — ¢; (2:1,,n

Seuraavassa kdytetddn kannanvaihtona 45 asteen kiertoa vastapéivaén vektoreiden
€p ja e,y virittdmassa tasossa.

1 1 _ 1 1
% 0 Sl 0 ... 0lm 0 5 Yo
0 1 0 0 1 ... 0 0 1 ... 0 Y1
1 oo ... =11 . | : : ] : . :
L : : oo L . : :

= (AT 240 2= (=N 24 0/2)) o+ (AT /24 A2 = (AT /24 0/2) Yy
= A" (Yo — Yns1)

Téten To(y) — Tnra(y) = A (o — Ynt1)-
Projisoimalla stereograafisella projektiolla ¢ pisteestd e, tasolle n,.1 = 0 saa-
daan

| e T)/Tw
KD = T9@) ()~ To)/Toly) — Tors(5)/Toy
Ti(y) Y — ().

C To(y) = To(y) Yo — Ynia

Lopuksi osoitetaan, ettd ®(7") on Mobius-kuvaus kaikilla 7" € O(1,n + 1). Olkoon
T € O(1,n + 1). Olkoon p’ piste pallolla S™ ja olkoot ¢| ja ¢, pisteet siten, ettd
d(q},p') = d(gh, p’) ja siten, ettd geodeesijanat pisteesté p pisteisiin ¢ ja g5 ovat yhté
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pitkit. Merkitdin ¢ = (1 — t)p+tq, p = (1,p) ja ¢¢ = (1,¢"). Koska T siilyttis
neliomuodon, pétee

1= () = (0. dD) nsry = (T(P), T(¢))) = ITGT (@) = (Tins1(p), Trns1(a)))-

Téten vektoreiden T4 ,11(p) ja Thns1(ql) vélisen kulman kosinille pétee:

IT()|T(¢))] — 1+ (¥, q")
T ()| T(q;) ‘

Kayttamaélla L’Hopitalin sédntod saadaan

cos(al) =

. | — (T Lt af) y2

. of _ @I
t=0 arccos((p', g} )) 1— ({0, qf))?
_(TOIT@)-2\2 22 2z
_ L—( IT(p)I|T(a?)] ) _ (T IIT(})])? - IT(P)IT(q})|
1—(1-2)? 22— 2z
B 1
T(p)[*

Koska tulos ei riipu indeksisté ¢, kuvauksen ®(T') differentiaali kuvaa jokaisen yhté
pitkdn vektoriparin yhté pitkéksi vektoripariksi. Téten ®(7") on konforminen ja siten
Mobius-kuvaus. O

LAUSE 2.5. Ryhmdn GM (n) aliryhmd G', joka kiinnittida pallonpuoliskon 1,11 <
0, on isomorfinen ryhmdin GM(n — 1) kanssa, missd isomorfismi on rajoitushomo-
morfismi pdivdantasaagalle.

Tobistus. Olkoon g ryhmén O(1,n + 1) alkio, joka kiinnittda puoliavaruuden
Ynr1 < 0. Talloin g;(ype1) = 0, kun i = 1,. .., n, silld g kiinnittad hypertason y, 1 = 0
ja my6s liomuodon. Téstd seuraa, ettd go(y,.1) = 0, silld g sdilyttdd neliomuodon.
Téaten g(yYni1) = Yni1, silld g edelleen siilyttdd neliomuodon. Taten g séilyttdd myos
neliomuodon zgyy — 1Y, - - -, Tnln, ja siten kuvauksen g rajoittuma voidaan ajatel-
la olevan ryhmén O(1,n) alkio. Olkoon Wo kuvaus g — gify,.,—0} ja Wau kuvaus
9 Gi{nnsr=0}- On helppo ndhdé, ettd Uep o @,(g) = Vo o @,_4(g), joten viite on
todistettu. U

LAUSE 2.6. G’ sdilyttid positiivisesti definiitin differentiaalimuodon dy2 — dy? —
oo —dy2y, missi G' on kuten edellisessi lauseessa. Kuvaamalla stereograafisella
projektiolla pohjoisnavalta pallonpuolisko kuvautuu yksikképalloksi ja sdilyvikst met-

riikaksi d s% tulee %.

Madéritelladn joukko A seuraavasti

A={W1, s Ynt1}: yg—yf—---7yi+1=0,

Yn+1 = _17
Yo > 0}7
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jolloin kuvauksessa y; — ;/yo joukon A kuva on eteldinen pallonpuolisko. Koska
Yi = NiYo ja yg — >, Y7 = 1, saadaan

(1= ) =1,
=1

josta edelleen

o= (1= )2
i=1

Siten

_ Zz n; dn;

NI SR
ja
dmn; niZ'njdnj
dy; = yodm +n;d = + 2
(L=22m)M2 (1 =30,m3)3?
=@ => ") Pm> mpdn+ (L= n7)dm).
i i i

Niinpéa

dyS—Zdyfz(1—Zn?)‘3[(2njdnj)2—Z(mZm—dnﬁ(1—Zn§)dm)z]
1—277] in? Zmdm Zm Zmdm
1—277] Zm ) —2( Zmdm Zmdm )+ 2( Zm Zmdm
= 1—2% (B mdmy 1+Z% del—Z%
1—277] 1—me Zmdm +de

Viimeisissd hakasuluissa oleva lauseke on Z dTh yksikkopallolla, silla 7,1 =
(1 — S )2, Titen invariantista nehomuodosta tulee —n, 2 (dn3, ... ,dnn+1).
Kayttamaélla stereograafista projektiota saadaan

Ql’i .
i = ——— kaikillei =1,...,
n 1—|—|Q3‘2 alKi1lle 1 n

jz? — 1

Nn+1 = W



Taten

n+1 2
L+ |z|*)da; — 22> x;d
de _42 ’ ‘ 2] JSrg
(1+ [[*)?
2
N <<1+\:v| 2%, @ da, - <rx\2—1>2zjxjdxj)

(1 + [af)?

=41+ |$|2)_4(Z[(1 +lel?)? daf — 4L+ [2) (Y ay day)ai dai + 4(Y 2y da;)*af])

J J

+16(1 + |z]*)~ Zx]dm]

(1+]f*) de“

jasiten 1,2, (3 dn?) = W o dx;. Tami todistaa véitteen.

LAUSE 2.7. Ryhmda GM(n) on separoituva.

TobisTus. Tarkastellaan hyperbolisen avaruuden pallomallia. Jos g € GM(n),
niin pitee ¢ = Rh, missid h € O(n) ja R on peilaus yksikkohyperpallopinnan kanssa
ortogonaalisen hyperpallopinnan suhteen. Voidaan valita yksikkopallon numeroitu-
vaa, tihedd osajoukkoa vastaavat peilaukset R. Téstd saadaan viite, silla O(n) on
kompaktina separoituva. O

LAUSE 2.8. Separoituvalla metriselld avaruudella on numeroituva topologian kan-
ta.

TobisTus. Olkoon S numeroituva tihed joukko, jolloin mééritelldin
B={B(x,1/n): x € S,;n € N}.

Olkoon nyt U avoin joukko jay € U, jolloin B(y, 1/k) C U jollain k € N. On olemassa
r € B(y,1/2k) N S, joten myds y € B(x,1/2k) € B. Tamai todistaa viitteen, silld
B(z,1/2k) C B(y,1/k) C U. O

LAUSE 2.9. Kiytetddn pohjois- ja eteldnavoille merkintdji p, ja p. ja Lebesguen
matalle merkintdda p. Jos v on Mébius-kuvaus, niin asetetaan

i PO (B @e; 1)) p(v(B(pp, 7))
r—0 /L(B(pe,T')) N(B(ppﬂn)) ’

missd pi on Lebesquen mitta. Tdlldin pdtee Sup.eqarn) Sy < 00.

S, =

TobisTus. Olkoon v Mébius-kuvaus. T&llsin R o (0) = 0, missd R on peilaus
sopivan joukon S™~! kanssa ortogonaalisen hyperpallopinnan suhteen. Hyperbolisesta
metriikasta seuraa, ettd R o~y € O(n). Koska ryhmén O(n) alkiot sdilyttavat pallo-
mitan, riittdd todistaa viite kuvaukselle R.

Oletetaan, ettd on olemassa jono joukon S™~! kanssa ortogonaalisia hyperpallo-
pintoja S, joiden suhteen peilauksille kéytetdén merkintoja R;, séteilld 7"? ja séteitd
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1/ 1// 1\2 _ . . 1/ . 1// . . . os
/(r;)? = oo, missé r; ja r; ovat pohjois- ja eteldnapa-

r]l siten, ettd lim; o T ;
keskisten hyperpallopintojen kuvien kuvauksessa R; séteet. Télloin pétee lauseen 2.3
perusteella
PVl r0)t r0)t
- < min( (ry) , <] ) 7
1 0 0
(1= 1+ 6D2 =12 21+ 097 — 1)

1\2
Tj

silla hyperpallopinnan S; keskipiste on etéisyydelld /1 + 72 origosta ja etéisyys kes-
kipisteesté toiseen napakeskiseen hyperpallopintaan on véhintadan (1 — 7"]1) Tama on
ristiriita, silld minimin ensimmaé&inen argumentti on rajoitettu, kun ry < 1 ja toinen,
kun rg > 1. ]

Seuraavissa on kédytetty ldhteitd [6] ja [4].
Jos M on metrinen avaruus, niin mééritelldén kahden polun ~;: [0, 1] — M vélinen

etéisyys D(y1,72) = supyepo y |71 (t) — 12(8)].

MAARITELMA 2.10. Olkoon M metrinen avaruus ja x € M. Jos jokaiselle y € M
on olemassa polku -, pisteestd x pisteeseen y siten, ettd jokaiselle z; € M ja e > 0
on olemassa 0 > 0 siten, ettd D(7,,,7.,) < € kun d(z1,29) < 0, missd 2o € M, niin
sanotaan, ettd M on kartiomainen.

MAARITELMA 2.11. Olkoon M metrinen avaruus ja v polku avaruudessa M. Jos
on olemassa € > 0 siten, ettd jokainen polku v/, jolle péatee D(v,v") < €, on homo-
tooppinen polun v kanssa pédtepisteet paikallaan pitden, niin sanotaan, ettd polku y
on hyvd.

MAARITELMA 2.12. Olkoon M metrinen avaruus. Jos jokaisella x € M on olemas-
sa ympaéristo, joka on yhdesti yhtendinen sekéd kartiomainen, ja lisdksi, jos jokainen
polku avaruudessa M on hyvé sanotaan, ettd M on hyvd.

Miéritelldsn avaruus X: Valitaan peruspiste z € X ja asetetaan avaruuden X al-
kioiksi (y, [f]), missd y € X ja [f] on pisteiden z ja y vilisen polun f homotopialuokka
paatepisteet paikallaan pitden. Asetetaan

flelfrl. fhelfzl

Lopuksi asetetaan

d((y1, [f1]), (2, [f2])) = d(yr, y2) + D([f], [ fo])-

Kuvaus d on selvisti symmetrinen ja toteuttaa kolmioepéyhtilon. Jos X on hyvi,
niin siité, ettéd d((y1, [f1]), (y2, [f2])) = O seuraa, etti [fi] = [fo], silli f; on hyvi.
Selvésti myos y; = ys, joten d on metriikka.

On olemassa kuvaus F: X — X miériteltyni E((y, ) =v.

LAuse 2.13. Jos X on hyvd metrinen avaruus, niin E on peitekuvaus.

TobisTtus. Olkoon y € X piste ja olkoon U e-séteinen pallo, joka on yhdesti
yhtendinen seké kartiomainen, ja jonka keskipiste on y. Olkoon H pisteet = ja y
yhdistdvien polkujen homotopialuokkien joukko. Ensin luodaan homeomorfismi W
joukolta E~1(U) joukkoon U x H. Mille tahansa x € U olkoon 7(y, z) pisteesti y
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pisteeseen z kulkeva polku, joka on kartiomaisen metrisen avaruuden mééritelméan
mukainen. Olkoon v(z,y) sen kéénteispolku. Maaritelldén

V(= [f]) = (= [f * (2, 9))),

missd merkinté * tarkoittaa konkatenaatiota eli siis f*7(z,y) on polku, joka saadaan
siten, ettd ensin kuljetaan polku f ja sitten polku ~(z,y). Taméa kuvaus on hyvin
madritelty, silld polkujen f; ja fo véilinen homotopia laajenee polkujen fi %~ ja fo*xy
viliseksi.

LEMMA 2.14. Kuvaus ¥ on bijektio.

TobpisTus. Oletetaan, ettd W(zy, [f1]) = V(z2, [f2]). Talloin z; = 2z5: = z. Tiede-
tadn, ettd [fi xv(2,y)] = [f2 * (2, y)], joten

i = [fixv(2,9) x vy, 2)] = [fax (2, y) * v(y, 2)] = [fa].

Téten U on injektio. Jos (z,[g]) € U x H, niin polku f = g *7(y, z) yhdistaa pisteen
x pisteeseen z. Polut g ja f * v(z,y) ovat homotooppisia, joten ¥((z,[f])] = (2, [9])
ja ¥ on surjektio. O

Joukkoon U x H laitetaan metriikka asettamalla etdisyydeksi 1, jos pisteiden
toinen komponentti eli homotopialuokka eroaa. Muutoin etédisyytené on ensimmaéisten
komponenttien vélinen etéisyys kdyttiden metriikkaa avaruudessa U.

LEMMA 2.15. Kuvaus W on homeomorfismi.

TobIsTus. Osoitetaan ensin, ettd WU on jatkuva. Jos (z1,[f1]) ja (22, [f2]) ovat
hyvin ldhelld toisiaa, niin koska (22, y) on valittu kartiomaisuuden mééritelmén mu-
kaiseksi, on polku fo % v(z2,y) ldhella polkua v(z1,y). Koska X on hyvd ja koska
niiden pédtepisteet ovat samat, ovat ne homotooppiset. Téten pisteiden W((z1, [f1]))
ja U(zy, [f2]) ensimméiset komponentit ovat hyvin ldhelld toisiaan ja toiset ovat sa-
mat. Titen ¥ on jatkuva. Sitten & osoittaa, ettd, ¥~! on jatkuva. Kiyttien edellisen
lemman merkintojéa

(2, [g]) = (=, [£]),

missd f = g * y(y, z). Jos (21, [g1]) ja (22, [g2]) ovat lahempéni kuin 1 toisiaan, niin

[g1] = [g2]. Télloin voidaan ottaa molemmille luokille sama edustaja g, mutta silloin
fi=gxv(y,z1) ja fo = g xv(y, z2) ovat ldhelld toisiaan polun ~ valinnan nojalla.
Titen U1 on jatkuva. O

Kuvaus U: E~}(U) — U x H on siis homeomorfismi. Olkoon 7: U x H — U
projektiokuvaus, jolloin sen rajoittuma jokaiseen avaruuden U x H komponenttiin
U x h on homeomorfismi. Selviisti £ = 7 o W. Jokainen avaruuden E£~!' komponentti
U kuvautuu kuvauksessa U joukoksi U X h jollekin h € H. Titen kuvauksen E
rajoittuma joukkoon U on kahden homeomorfismin yhdisteeni homeomorfismi. Siten
E on peitekuvaus. O

Kun avaruuden X metriikka puolitetaan, niin kuvaus F on paikallinen isometria,
jos avaruuden X polut ovat hyvié.

LAUSE 2.16. Jos X on tiydellinen, niin myds X on tdydellinen.
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Tobistus. Olkoon (Z;) Cauchy-jono avaruudessa X. Konstruktion perusteella
my6s E((Z);) on Cauchy-jono, joka suppenee johonkin pisteeseen z, silld X on téy-
dellinen. Olkoon U pisteen z ympiristo siten, ettd E~1(U) koostuu erillisisté joukois-
ta, jotka ovat homeomorfisia joukon U kanssa. Koska #; on Cauchy, kuuluvat sen
alkiot jostain indeksistd lihtien yhteen joukon E—' komponenttiin U. Titen jono z;
suppenee pisteeseen U N E~1(z). Téten X on taydellinen. O

LAUSE 2.17. Jos X on hyvd, on metrinen avaruus X yhdesti yhtendinen.

ToDISTUS. Valitaan peruspisteeksi & € X pari (x,%), missd * on triviaali sil-
mukka. Oletetaan, ettd f: [0,1] — X on silmukka. Talléin f(t) = (z, [v,]), missé
z; € X ja 7 on polku, joka yhdistdd pisteen x pisteeseen x;. Asetetaan [(t) = x;.
Madritellddn §;: [0,1] — X kaavalla

Be(s) = B(st).
Siten seké [; ettd v, liittavit pisteen = pisteeseen x;.
LEMMA 2.18. Pitee [8;] = [y] kaikille t € [0, 1].

TobisTus. Olkoon J niiden pisteiden t joukko, joille pétee [5;] = [y4]. Piste 0 € J,
silld talloin molemmat polut ovat triviaaleja. Osoitetaan, ettd J = [0, 1] osoittamalla
se seké avoimeksi etté suljetuksi.

J on suljettu. Oletetaan, ettéd [5;] = [y] pisteeseen s suppenevalle jonolle arvoja
t. Koska polut 8 ja f ovat jatkuvia ja koska polun g jatkuvuudesta seuraa, etté
limg_,; d(5y, Bs) = 0, niin pétee

(as ) = i, ) = lim (e, [B]) = (s, 8]

Téten [ﬁS] = [’78]'

J on avoin. Oletetaan, etta [5;] = [y]. Olkoon S5 polun § rajoittuma joukkoon
[t, s]. Koska s on hyvé, niin voidaan valita [y; * ;5] luokan [y;] edustajaksi, kun s on
lahelld pistettéd t. Nyt saadaan

(1) [ve] = [ve % Bis] = [Be * Bst] = [Bs].
O

Titen siis f(t) = (8(t),[8]). Koska f on silmukka, on f(1) avaruuden X perus-
piste. Siten f; = [ on triviaali polku avaruuden X perusryhméssi. On siis olemassa
homotopia B: [0,1] x [0,1] — X siten, ettd B(t,0) = p(t) ja B(t,1) = z. Maa-
ritellddn funktio F: [0,1] x [0,1] — X asettamalla F(t,s) = (B(t,s), [Bjosx{s)])-
Kuvaus F' on jatkuva metriikan d toisen termin suhteen, silli jos (¢,s') — (t,s),
niin kiyttadmailld kompaktiutta peitteeseen {F~1(B(B(t", s)),€)): t" € [0,t]} saadaan
polkujen Bjjg )« (s} suppeneminen polkuun Bjjgxs3. Koska F' on myds selvisti jat-
kuva tdmén metriikan ensimmaisen termin suhteen, ja koska F'(¢,0) = (B8(t), [3:]) ja
F(t,1) = (z,*), on se homotopia polun f ja triviaalin polun vélilld. Té#ten lause on
todistettu.

O

LAUSE 2.19. Hyperbolisen avaruuden pallojen By ja Bs vdlinen isometria v laa-
jenee koko avaruuden isometriaksi.
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TobisTus. Oletetaan aluksi, ettd pallot ovat origokeskisia pallomallissa. Olkoon
~" koko avaruuden isometria, jolla on sama differentiaali origossa kuin kuvauksella
~. Kuvaus 4/ kuvaa origosta lahtevit geodeesit samoiksi geodeeseiksi kuin +, joten
’y" B, = 7. Yleinen tulos seuraa siitd, ettd mikd tahansa pallo voidaan isometrialla
kuvata origokeskiseksi. 0

LAUSE 2.20. Olkoon M ja N Riemannin monistoja. Jos M on tdydellinen ja
f: M — N on paikallinen isometria, niin f on isometrinen peitekuvaus.

Tobistus. Olkoon =z € N ja r > 0 siten, ettd pisteen x tangenttiavaruuden
eksponenttikuvaus pallolta B(0, r) on diffeomorfismi kuvalleen. Koska f on paikallinen
isometria, niin f(exp;(v)) = exp,(v) kaikilla v € B(0,7) kun f(Z) = 2. Nimittdin
f on jatkuva, joten kaksi pisteestd x ldhtevdd geodeesia leikkaavat vain jos niiden
kuvatkin leikkaavat. Téaten f on kahden diffeomorfismin yhdisteenéd diffeomorfismi
ja siten isometria. Toisaalta jos y € M, niin pisteen f(y) pisteeseen x yhdistava
geodeesi nousee geodeesiksi, joka liittéd pisteen y joksikin pisteeksi joukosta f~1(z).
Téten joukon f~!(B(Z,r)) eri komponentit eiviit leikkaa. Siispd f on peitekuvaus. [

LAUSE 2.21. Olkoon E polkuyhtendinen ja B yhdesti yhtendinen topologinen ava-
ruus. Jos f: E — B on peitekuvaus, niin f on homeomorfismi.

Tobistus. Olkoon a,b € E siten, ettd f(a) = f(b). Olkoon v pisteet a ja b yhdis-
téava polku. Télloin 4" = f(y) on silmukka avaruudessa B. Olkoon F' polun +' pisteeksi
x padtepisteet paikallaan pitden kutistava homotopia. Kuvaus F' voidaan nostaa po-
lun v joukkoon f~1(x) kutistavaksi, pditepisteet paikallaan pitdviksi homotopiaksi.
Nimittéin jokaisella pisteelld avaruudessa B on ympéristo U siten, ettd sen alkukuva
kuvauksessa f koostuu sen kanssa homeomorfisista, erillisistd komponenteista. Koska
kuvauksen F' kuvajoukko on kompakti, voidaan F' nostaa avaruuteen £ yksi joukko U
kerrallaan valitsemalla nostot yhteneviksi, kun joukot U leikkaavat. Koska f~!(x) on
diskreetti, kutistuu v yhdeksi pisteeksi. Koska homotopia piti paétepisteet paikallaan,
pétee a = b. O

LAUSE 2.22. Taydellinen, yhdesti yhtendinen hyperbolinen n-monisto M on iso-
metrinen avaruuden H" kanssa.

TobisTus. Valitaan piste x € M. Olkoon y € M ja olkoon « pisteet x ja y yhdis-
tavé geodeesi. Kompaktiuden nojalla vlilla [0, 1] on jako tg =0 <3 < -+ <t <
1 = t; siten, ettd jokaiselle i € 0,...,k — 1 on isometria D: U; — V;, missd U; on
avaruuden M avoin joukko, joka sisiltdd joukon alt;, t;41], ja V; C H". Olkoon C' jou-
kon U;_; N U; komponentti. Téalléin D;_; o D;*: D;(C) — D;_1(C) on avaruuden H"”
alueiden vilinen isometria ja siten laajenee koko avaruuden isometriaksi D). Korva-
taan joukko V; joukolla D.(V;) ja kuvaus D; kuvauksella Djo D;. Polusta « tulee polku
a1 [0,1] — H". Madritellddn D(y) = o/(1). Osoitetaan sitten, ettd kuvaus D on hy-
vin mééritelty. Olkoon [ toinen pisteet x ja y yhdistavéa polku. Koska M on yhdesti
yhtendinen, on olemassa homotopia polkujen « ja [ vililla. Kompaktiudesta seuraa,
ettd Lebesguen peitelauseen perusteella voidaan jakaa joukko [0, 1] x [0, 1] samansuu-
ruisiin neliéihin siten, ettd jokainen nelion kuva kuuluu véhintdén yhteen avaruuden
H" pallon kanssa isometriseen palloon. Nelion ylarivin isometrioita voidaan muokata
kuten aiemmin ja sitten voidaan jatkaa muille riveille, jolloin ne saadaan yhdistettya
yhdeksi isometriaksi. Homotopia saadaan siten siirrettyé polkujen o/ ja g’ valille. Jos
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y' on ldhelld pistettd y, niin polku o voidaan konstruoida kiyttiden samoja isomet-
rioita molemmille pisteille. Siten D on paikallinen isometria. Koska M on taydellinen,
on D isometrinen peitekuvaus. Siten se on isometria. U

LAuSE 2.23. Tdydellinen hyperbolinen monisto X on hyvd metrinen avaruus.

TobisTus. Jokaisella pisteelld on selvésti ympéristo, joka on yhdesti yhtendinen
ja kartiomainen. Olkoon f; polku avaruudessa X. Jokaisella polun fy pisteelld on
ympaéristd, joka on isometrinen hyperbolisen avaruuden pallon kanssa. Kompaktiu-
desta seuraa, ettd sama vakio, jolle kiytetddn merkintaa 2e, kelpaa téllaisen ympé-
riston séteeksi kaikille polun pisteille. Olkoon f; polku avaruudessa X siten, etté
D(fo, f1) < €. Jokaiselle ¢t € [0, 1] on olemassa geodeesi v;, joka yhdistda pisteet fo(t)
ja fi(t), seké pysyy joukossa B(fo(t),€). Tarpeeksi lahelld pistetté ¢ olevalle pisteelle
s polku ~y, pysyy joukossa B(fo(t),2¢). Koska geodeesit hyperbolisessa avaruudessa
riippuvat jatkuvasti padtepisteistéan, riippuu v, jatkuvasti pisteesta ¢t. Talloin kuvaus
F(s,t) = 74(t) on homotopia polkujen fy ja f; vélilla. O

LAUSE 2.24. Jos M on taydellinen hyperbolinen monisto, niin on olemassa peite-
kuvaus H™ — M, joka on lokaali isometria.

Tobistus. Ensinndkin M on hyva metrinen avaruus, joten silla on yhdesti yhte-
niinen peite M, jonka peitekuvaus on lokaali isometria. Hyperbolisen moniston méaé-
ritelmén perusteella M on lokaalisti isometrinen hyperbolisen avaruuden kanssa. Kos-
ka M on tiydellinen, on myds M téydellinen. Siten M on isometrinen hyperbolisen
avaruuden kanssa. U

Olkoon [v] taydellisen hyperbolisen moniston perusryhmén alkio. Tall6in kuvaus
g, : H" — H" médriteltyni g,((z, [f])) = (x, [y * f]) on isometria, kun avaruus M sa-
maistetaan avaruuden H kanssa. Ensinnéikin g on hyvin méaritelty, silld jos [f1] = [f2],
niin selvésti [y * fi] = [y * fa]. Vastaavasti koska M on hyvi, on g, paikallinen iso-
metria. Kuvaus g,-1 on kuvauksen g, kddnteiskuvaus. Koska paikallinen isometria
sdilyttaa geodeesien pituudet, ja koska tédydellisen Riemannin moniston pisteet voi-
daan yhdistéé etdisyyden toteuttavalla geodeesilld, on g, isometria. Koska polkujen
ketjuttaminen on perusryhmén laskutoimitus, perusryhmé voidaan identifioida hy-
perbolisen avaruuden isometrioiden ryhmén GM (n) aliryhmén kanssa.

Seuraavan todistuksen ldhteinéd on kéytetty [1] ja [7].

LAUSE 2.25. Olkoon T kddntyvi n-ulotteinen lineaarikuvaus. Tdlloin T = 010,D0; ",
missd lineaarikuvaukset O; ovat ortogonaalisia ja D on diagonaalinen.

TopISTUS. Lineaarikuvaus 77T on itseadjungoitu ja siten positiivisesti definiitti,

silla
0<|Tx| =Tz, Tz) = \/{x,TTTz) = 2" T " Tx.

Todistetaan induktiolla ulottuvuuden n suhteen, etté itseadjungoidulla lineaariku-
vauksella on ortonormaali ominaisvektorikanta. Perustapaus on selvid. Maaritelldan
siis neliGmuoto

Qv) = (Tw,v).
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Talloin pétee
1

Z(Q(v +w) — Qv —w)) = (Tv,w),

silla T" on itseadjungoitu ja sisédtulo on symmetrinen. Maégritellaan

A= max  Q(v).

{veV: Jv|=1}
Valitaan v; € S siten, etté
Q(Ul) = )\1.

Soveltamalla Lagrangen kertoimia funktiolle f méériteltynd v — |v

VQ(v1) = AV f(v1)

? saadaan
jollekin \. Koska
VQ(v) = 2T(v) ja V f(v) = 20,
joten Tv; = Avy. Téten
A1 = Q(ve) = (Twy,v1) = (Avy,v1) = Moy, v1) = A
Olkoon W = v;" ja w € W. Télléin
(Tw,v1) = (w, Tv1) = (wAy, v1) =0,

joten TW = W. Induktio-oletuksen mukaan on olemassa kuvauksen T ortonormaali
ominaisvektorikanta B, joten B U {v;} kdy induktioaskeleessa tarvittavasta ominais-
vektorikannasta.

Titen kuvaukselle 77 = O, DO; ! saadaan nelisjuuri P = v/T” ottamalla neliéjuu-
ret matriisin D alkioista.

Talloin

|T'z|* = (Tz,Tz) = (xT'x) = (x, PPz) = (Pz, Px) = |Px|*.
Kuvaus TP~! on ortogonaalinen, sillé kaikille y = Px pétee
TPy = |Tx| = |Pa| = |yl.

Titen hajotelma saadaan, kun asetetaan Oy = TP~ U

3. Konformikapasiteetti

Tamén luvun tarkoituksena on muun muassa osoittaa konformikapasiteetin jat-
kuvuus.

MAARITELMA 3.1. Kuor: Mobius-avaruudessa on yhtendinen avoin joukko D,
jonka komplementti koostuu kahdesta yhtendisyykomponentista Cy ja Cj. Joukkoja
0o = CoN D ja d; = C1 N D kutsutaan sen reunakomponenteiksi.

Kuorta, joka ei sisdlla pistettd oo kutsutaan avaruuden R™ kuoreksi, ja pisteen
oo siséltdva komplementin komponentti on rajoittamaton. Jos a,b > 0, niin kuorta
{z: a < |z| < b} kutsutaan pallokuoreksi ja sille kiytetddn merkintda D, p.
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MAARITELMA 3.2. Olkoon D kuori n-Mobius-avaruudessa ja olkoon Ay, A; sen
reunakomponentit. T&lloin konformikapasiteetti €'(D) maaritelldén

@) inf/|Vu|”dD,

v“ JbD
missd u on joukossa D médritelty jatkuva, reaaliarvoinen, joukossa D luokkaa C*
oleva, seké joukossa Aq vakioarvon 0 ja joukossa A; vakioarvon 1 saava funktio.

Konformikapasiteetin mééaritelmé ei riipu reunan komponenteille kiytettavastia
merkinnéstd, silld [Vu| = |V(1 — u)|.

LAUSE 3.3. Olkoon D ja D' kuoria ja olkoon f: D — D' konformikuvaus. Tdlloin
¢ (D) =% (D).

TobisTtus. Olkoon u konformikapasiteetin méaéritelmén ehdot toteuttava funktio.
Talloin funktio u’, joka toteuttaa yhtéalon u = u' o f, toteuttaa myods ndmé ehdot.
Asettamalla y = f(x) saadaan

[ Ou ou' 0y,
Vu = ( ) ' O, Z dy; Ox;’

josta seuraa, etti Vu =t f (Vu'), missé f on kuvauksen f differentiaali ja *f on

kuvauksen f transpoosi.
Mille tahansa kahdelle ortogonaaliselle yksikkovektorille X;, X; yhtalosta (X, +
Xj,Xi + Xz — X]> = <XzaXz> — <Xj,Xj> =1—1 =0 saadaan

0= (X + X5, X, + Xi = X5) = (fp(Xi + X)), [p(Xs = X)) = | (XD = | ,(X).

Téten siis |f,(X;)] = |f,(X;)|. Siten f, kuvaa yksikkopallon palloksi, jonka siéide on

A(p) = |£,(X;)|, koska venytys kommutoi kaikkien matriisien kanssa. Siispé ¢f,f, =
A*1d. Téten

|det fp|2 = det(tfpfp> = )‘2n<p)
ja
Vul* = (f(VW),! f(Vu)) = (f'f(Vu'), V).
Mutta f'f =t f=1(fF)0f =t F7IN2F = A2 Titen |Vul?(p) = N2(p)| VW [2(f(p)), eli
[Vl = |det f|(|Vu/|" o f).
Kayttamélla muuttujanvaihtoa saadaan

VP d D = / Vul"d D,
D’ D

josta viite seuraa. O

MAARITELMA 3.4. Olkoon v jatkuva reaaliarvoinen funktio maériteltyné alueessa
D C R™. Jos jokaisessa joukkoon D siséltyvissa suljetussa pallossa v on absoluuttisesti
jatkuva melkein kaikilla janoilla, niin sanotaan, ettd v on ACL alueessa D.
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LEMMA 3.5. Olkoon v jatkuva, ACL funktio avoimessa joukossa R C R"™. OI-
koon R’ avoin joukko, jolla on kompakti, joukkoon R sisdltyvi sulkeuma. Olkoon
U = B(0,¢) ja oletetaan, ettd etdisyys joukosta R’ joukon R komplementtiin on
vahintddn 2e. Oletetaan, ettd |Vv| on integroituva joukossa R. Asetetaan w(zr) =
) fUU(:r; +y)dy, jos x + U C R, missd m on Lebesquen mitta. Tdlloin

(1) w on luokkaa C* joukossa R/,
(2) lime,ow = U tasaisestt joukon R kompakteissa osajoukoissa,
( )V

(4)

w(z) = fU Vou(z +y) dy melkein kaikille x,
[ Vw(z |pdx<fR|VU r)Pdx p>1.

TobpisTus. Viitteet 1) ja 2) ovat tunnettuja tosiasioita jatkuvista funktioista.
Viitteen 3) perusteella pétee
|[Vw(z)| < m(U fU|Vv x +y)|dy. Téten

( R/|Vw(x)|pdx)l/p < (/( /|w a:+y)|dy) dx)l/p

< ﬁ/ ( ,|w<x+y>|pdas)l/pdy,

Minkowskin integraaliepéyhtélon perusteella. Nyt pétee [, |Vu(z+y)[Pdz < [,|Vo(z)[P dz,
silld R' + U C R. Tésta saadaan

([ wuerar)” < ([oras)” s [ay

josta véite 4) seuraa. O

MAARITELMA 3.6. Reaaliarvoista, joukossa D méidriteltys funktiota u kutsutaan
sallituksi, jos se on jatkuva, ACL kuoressa D, ja saa arvon 0 joukossa CyN D, arvon 1
joukossa C1ND, ja jos lisiksi [Vu|™ on integroituva kuoressa D. Funktiota u kutsutaan
siledsti sallituksi, jos se lisiksi on luokkaa C! joukossa D ja sen gradientilla Vu on
kompakti kantaja, joka sisdltyy joukkoon D.

Siledsti sallitut funktiot toteuttavat konformikapasiteetin maaritelmassa funktioil-
le annetut ehdot. Konformikapasiteetin mééaritelméssd annetut funktiot puolestaan
ovat aina sallittuja.

LEMMA 3.7. Asetetaan
(D) :inf/\Vu\”dD,
“ JD
missd u on sallittu funktio ja asetetaan
¢*(D) :inf/|Vu|”dD,
“ Jb

missd u on siledsti sallittu funktio. Tdlloin

¢ (D) =% (D) =¢*D).
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TobisTus. Olkoon w sallittu funktio. Kiinnitetddn 0 < a < 1/2. Asetetaan

0 if u(z) <a
v(x) = ul(f—)z_a“ ifa<u(z)<l-a
1 ifl—a<u(x) <1

ja jatketaan funktiota v siten, etté se saa arvon 0 joukossa Cj ja arvon 1 joukossa
C:. Koska u(z) — 1, kun x — oo, niin funktiolla Vv on kompakti kantaja K, joka

on positiivisella etdisyydelld, jolle kdytetddn merkintédé e, kuoren D komplementista.
Olkoon U = {y: |y| < €/2}. Asetetaan

1
w(x) = W/Uv(x—ky)dy.

Téalloin w = 0 joukossa Cy ja w = 1 joukossa ;. Koska funktiolla Vv on kompakti
kantaja K, saadaan kdyttden Holderin epayhtaloa

1/n (n—1)/n
/\Vu|dD:/\Vv\-1dD§ (/ ]Vv|”dD) (/ 1dD)
D K K K

<(1-2a)7" (/D\Vu|”dD) 1/nm(m < 0.

Téaten |Vu| on integroituva kuoressa D. Téaten melkein kaikille x,
1
Vw(z) = —/ Vo(z +y)dy.
m(U) Ju

Lemman 3.5 perusteella w on luokkaa C* joukossa K + U, joka siséltés funktion Vw
kantajan. Téaten w on sileésti sallittu funktio kuorella D. Téten

(3) €*(D) §/|Vw|"d$§/|Vv|"d:v.
D D

Lemman 3.5 kohdan 4) perusteella ja toisaalta

/lVU|”dx < / |IVul"(1 —2a) " dx.

D D

Taten

(4) ¢ (D) < / [Vw|"dz < (1 - 2a)_”/ |Vul".
D D

Viitteen toinen yhtélo seuraa epayhtélosté (3) ja epayhtalosté (4), kun a — 0. Viit-
teen ensimméinen yhtélo taas seuraa epédyhtalostd (4), kun @ — 0. Niiden yhtdsuu-
ruksien toiset epayhtdlot ovat nimittéin triviaaleja lausetta edeltdvan huomautuksen
nojalla. 0

Olkoon @ C R™, p € @ ja olkoon L pisteen p siséltdvi suora. Kéytetddn suoran
L Lebesguen mitalla merkintda p. Jos lim,_,q % = 1, niin sanotaan, etté p
on joukon ) lineaarisen tiheyden piste suoran L suuntaan.

LEMMA 3.8. Melkein kaikki suljetun joukon ) C R™ pisteet ovat sen lineaarisen
tiheyden pisteitd koordinaattiakselien suuntaan.
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TobisTtus. Olkoon D joukon () ne pisteet, jotka eivit ole lineaarisen tiheyden
pisteitd kiinnitetyn akselin z; suuntaan. Fubinin lauseen nojalla riittda osoittaa, etta
D on mitallinen, silld Lebesguen tiheyslauseen nojalla joukon D leikkaus x; akselin
suuntaisen suoran kanssa on aina nollamittainen. T#t4 varten asetetaan jokaiselle
pisteelle x € R" ja jokaiselle a,b € R

E(z,a,b) ={t: (z1,...,t,...,2,) € Q,a <t < b},

missé vektorissa on k:s komponentti. Kaytetddn kokonaislukuja n ja k kohti merkin-
tadd @k joukolle joukon @ pisteitd x, joille epayhtéloistd a < xp <bjab—a < 1/k
seuraa, ettd p(E(x,a,b)) > (1 — n1)(b — a). Selvisti Q = N, Up Qni. Osoite-
taan, ettd kaikki joukot (), ovat suljettuja. Kiinnitetdén siis kokonaisluvut n ja
k ja olkoon (x;) jono joukon @), pisteitd, joka suppenee pisteeseen z. Olkoot a ja
b sellaiset, ettd a < xp < b ja b —a < 1/k. Riittdvén isoilla indekseilld j pétee
a < x; < b, joten p(E(z,a,b)) > (1 —n ') (b— a). Koska @ on suljettu, pitee
limsup F(z;,a,b) C E(x,a,b), joten koska sisékkéisten joukkojen leikkauksen mitta
on mittojen raja-arvo, pitee u(E(z,a,b)) > (1 —n"')(b — a), joten x € Q. Th-
ten ) on suljettujen joukkojen numeroituvan yhdisteen numeroituvana leikkauksena
Borel-joukko. 0

LEMMA 3.9. Olkoon D kuori Mobius-avaruudessa ja olkoot Cy ja Cy sen komple-
mentin komponentit. Olkoon lisiksi u sallittu funktio kuorella D. Jatketaan u Mdbius-
avaruuden funktioksi asettamalla sille vakioarvot 0 ja 1 joukoissa Cy ja Cy. Télloin u
on jatkuva ja ACL kaikkialla avaruudessa R™, ja |Vu| = 0 melkein kaikkialla joukossa
Co U Ch.

ToDISTUS. Selviisti u on jatkuva. Asetetaan proj(D) = {(p2,...,pn): p € D} ja
X, ={(z1,9): 71 € R} kaikille ¢ € R, Tilloin

/ (/ |Vu|"dx1>dq:/|Vu|”dx<oo.
prOj(D) XqUD D
Taten

(1) quﬂD|Vu]”dx1 < oo melkein kaikille ¢ € R™™!. Lisiksi koska u on ACL

kuorella D,
(2) u on absoluuttisesti jatkuva jokaisella joukon X, kompaktilla vélilla melkein
kaikille q.

Valitaan ehdot 1 ja 2 toteuttava X, = X.
Talloin mille tahansa viilille I = [p, s] € X osoitetaan

(5) u(p) — u(s)] < / _|vuldan

Koska funktion u gradientti on nolla kuoren D sulkeuman ulkopuolella, voidaan olet-
taa, ettd p,s € D. Olkoon p’ ldhinné pistettd p oleva joukon (Cy U Cy) N I piste ja
olkoon s’ l&hinnéa pistetta s oleva joukon (Cy U Cq) N I piste. Talloin

u(p) — u(s)] < u(p) — u(@)] + |u(p’) — u(s")] + uls) — u(s)].
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Koska vilit [p, p'] ja [s, §'] sijaitsevat paétepistettd lukuunottamatta kuoressa D, pétee

ulp) - ulp)| < [

[p.p']

V| day ja [u(s) — u(s)| < / IVl day.

[s,5']

Jos u(p') = u(s'), véite seuraa helposti. Jos taas u(p’) # wu(s'), niin valilta [p', 5]
16ytyy lyhin suljetut, erilliset joukot Co N [p/, s'] ja C1 N [p's’] yhdistava véli [p”, s”].
Vilin [p”, s”] sisus kuuluu kuoreen D, joten

[ vulda=1= ) - u(s),
[p//751/]

Téama todistaa viitteen (5). Nyt jokaiselle erillisten vélien [py, si| yhdisteelle E pétee

S luten) ~ uts)] < [

(1/n) (n—1)/n
|[Vuldz; < (/|Vu|"d:v1) (/ 1d:v1>
END E E
1/n
< </ |Vu|"dx> p(E)m=0/m,
D

Téaten u on absoluuttisesti jatkuva ja siten u on ACL kaikkialla avaruudessa R".
O

Asetetaan merkintd oscs u = sup, u — inf 4 u, missé u on joukossa A madritelty
funktio.

LEMMA 3.10. Olkoon D kuori avaruudessa R™ ja olkoot Cy ja Cy sen komplemen-
tin komponentit. Tdlloin € (D) > 0, jos sekd Cy etti Cy koostuu useammasta kuin
yhdestd pisteesti.

Tobistus. Valitaan piste 0 avaruudesta R™ siten, ettd 0-keskiset pallot, joiden
siteet ovat 1y ja ry (0 < rp < 7o) leikkaavat sekd joukkoa Cy ettéd joukkoa Cf. Koska
Cp ja Cp ovat yhteniisid, kohtaa pallo S, sekd joukon Cy ettd joukon C) kaikilla r,
r1 < r < ry. Olkoon v miké tahansa sileésti sallittu funktio joukossa D. Talloin

o
/|Vu|”dD |Vu|"dx>/ |Vu|"dx:/ /|Vu|"d0dr,
D T1 Sr

71,72

missd d o tarkoittaa (n — 1)-mittaa joukossa S,.
Gradientti Vu on missd tahansa pallon S, pisteessd vahintddn yhtd suuri kuin
gradientti pallon pintaa pitkin. Tédten Lemman 3.11 perusteella

Vu|"do > A 'r(oscg, u)” > Ayt
Sy
ja siten
T2 d
/]Vu]”dD >= A_l/ e Yog(ry/11)
D 1 T

kaikille siledsti sallituille funktioille u. Viite seuraa ottamalla infimum. O
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3.1. Erdiden funktioiden heilahtelu. Tamaé luku siséltdd aputuloksia seuraa-
vaa lukua varten.

LEMMA 3.11. Olkoon S r-sdteinen pallopinta avaruudessa R™ ja olkoon u C*-
funktio avaruudessa R™, n > 2. Talloin

(0scy)" < A?“/|Vu|"d57
s

missid A on vain ulottuvuudesta n riippuva vakio ja gradientti otetaan joukkoa S
pitkin.

Tobistus. Koska molemmat yhtélon puolet ovat vakioita venytysten toiminnassa
voidaan olettaa, ettd r = 1/2.

Olkoon p ja g kaksi eri pistettd pinnalla S. Olkoon 7 stereograafinen projektio
pisteesta p pisteen p vastakkaisen pisteen p’ tangenttiavaruuteen E. Asetetaan a =
7(q), ' =uom ! jav=|Vulor . Olkoon £ muuttuva piste pinnalla S ja asetetaan
r = w(§). Talléin |z| = tan#, missid 6 on pisteen p ja pisteen z vélisen suoran ja
pisteen p ja pisteen p’ vilisen suoran vélinen kulma. Kuljettaessa pisteen p ja pisteen
p’ vilista isoympyrad pitkin kulman 6 muutos on puolet kuljetusta matkasta.

Koska 7 on konformikuvaus, voidaan Jacobin determinantti laskea kayttden ve-
nytyksen méairia pisteen p ja pisteen p’ vilisen isoympyran suuntaan:

n—1 B SGCQQ n—1 B 1 + |$|2 n—1
2 B 2 '

o0 d o0
/ —u’(a+ty)dt‘ g/ V| dt,
0 dt 0

missd y on joku yksikkovektori avaruudessa E, joka samaistetaan avaruuden R
kanssa. Olkoon Y avaruuden R"~! yksikkopallopinta. Téten

1 o 1 V'
// |Vu/|(a+ty)dtdy = Ve 5
Cn—2 Jy Jo Cn2 Jp [ —af"~

missé ¢,_o on (n — 2)-yksikkopallopinnan (n — 2)-mitta. Koska mille tahansa konfor-
mikuvaukselle 7 pétee

d|z|
(26)

det 7 = ’

Télloin pétee

u(p) — u(q)] = [ (00) —u'(a)] =

lu(p) —u(g)| <

V| = (V] o 7)(det 7)),

V| = lf‘—’;lg ja voidaan kirjoittaa

2 1
o) —ul) < = [ e e e
s Jo T )7 [ = a1+ G

Holderin epéayhtalon perusteella edellisen epéayhtalon oikea puoli on korkeintaan

n (n—1)/n
2 (/ o 1 )1/ / 1
x — :
2 \Jp (1 + [z[?)"! E |z — a| " (1 4+ |2]2) YD)
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Oikeanpuoleisen integraalin sisdlld olevan lausekkeen suuruusluokka ldhestyttéessé
pistettd x = oo on |z|~¢, missi
(n—2)n 2 n?—2n+2 (n—172%+1
+ = = —n+1+
n—1 n—1 n—1 n—1 n—

Sn—1
T

joten integraali suppenee ldhestyttiessa ddretontd. Pisteessd x = a taas integraalin
(n—2)n
sisélld oleva lauseke on olennaisesti |z — a| =1, jonka eksponentille patee

m—2n n?>-2n (n—172%-1 |
= = =n — —
n—1 n—1 n—1 n—1

<n-—1.

Taten integraali on dérellinen my0s pisteessid x = a. Asetetaan

(n—1)/n
n—1-1/(n— n— -1
Ala) = (/E (\x —al™! V=11 4 ]x\z)l/( 1)) dx) )

Talloin

— A / |V |(det )T )" d
E

:A/ <|Vuo7r—1|(det7r)—1/(n—1)<detW)(ﬁ»ndx
E

:A/(\Vuo7rl|(det7r)1/”)”d$:A/|Vuo7rl|"(det7r)ldx
E E

= A/ |Vu|"dx.
B

Riitté4 siis osoittaa, ettd A(a) on rajoitettu. Koska |z| < |x — a| + |a|, niin ndhdéén,
ettd jos |x — a| > |a|/2, niin |z| < 3|z — al, ja siten |z — a| > |z|/3. Jos taas
|z —al <la|/2, niin |z| > |a| —|x—a|] > |a|/2. Asetetaan b = max(|a|/2,1). Merkitdan
sitten

1

[ — "R (L [

Talloin jaetaan A seuraavasti:

A:/Bda::/ de+/ Bdx=1+11I.
E |lz—al<b |x—al>b

Jos b < 1, niin ensimméinen integraali on rajoitettu seuraavasti:
1
r< | S—r
le—al<b | — a|" " T

b 1 b L
— N DU
- Cn—2/ FT” 2 dr = Cn_g/ r o dz
0o r n—1 0

= (n—1)cpob/" ™t < (n—1)eps.

B =
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Jos taas b < 1, on b = |a|/2 ja |z| > b, jos |x — a|] < b. Téten
1
1< (1+b2)—ni1/ da

o—al<b |2 — a|" AT

1
n—1
< biﬁ(n — D)en_ab ™Y < (n — 1)cp_s.

Otetaan kayttoon merkinté
1

(Jl/3)" 77T (1 + |2 2)V/ (-1

Télloin toiselle integraalille patee

IIS/ Cdx:/ Cd:c+/ Cdx
|z—al>b |z—al>b |z—a|>b

lz|<1 lz|>1

1 1
§3n—1/ ﬁdl"i‘gn_l/ ﬁdl’
lz|<1 || T jof>1 |z AT

1 [e'e)
< 3”10n2/ T d + 3nlcn2/ rlr T dr = 2. 3" e, o(n —1).
0 1

Taten

on (n B 1)0 o 2<n B 1)0 - gn—1 _ 2”(71 — 1)7171(1 +2- 3n71)n71.
2 K " Cn—2

A<

C

O

LEMMA 3.12. Olkoon u jatkuva ja ACL funktio kuoressa Do, = D avaruudessa

R™. Tdlloin
b
d
/(osqx:Tu)”—r < A/ |\Vu|"dx
a r D

TobisTus. Voidaan olettaa, ettd |[Vu|™ on integroituva kuoressa D, silld muuten

tulos on triviaali. Holderin epayhtélosté seuraa, ettd |Vu| on integroituva. Asetetaan
1
’U(fL‘) - —/ U(I‘ +?/)dyal’ € Da—l—e,b—e - Dl,
mU) Ju

missd U = {y: |y| < ¢/2}. Talloin lemmasta 3.5 seuraa, etté

Vo(z) = %/(]Vu(x—l—y)dy

ja v on C'-funktio kuorella D’. Titen lemmasta 3.11 saadaan

b—e d
/ (05Car 0)" o < A/ Yo" de < A/ V" dz.
a r D D

+e
Téten siis tasaisen suppenemisen perusteella

b d b—e d
/ (0SC|p|=r u)”—r = lim (05C|3|=r v)”—r < A/ |Vu|"dz.
a r D

r e—0 ate
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LAUSE 3.13. Olkoon uw monotoninen sallittu funktio kuorelle D avaruudessa R™
ja asetetaan M = [,|Vuldz.
Asetetaan lisdksi

a = joukon Cy halkaisija
b == d(CO, Cl)
C([E, y) - mln(d(x, C’0)7 d<ya CO))

Nyt on olemassa vakio A siten, ettd

u(z) —u(y)|" < AM (log d(;, y))_l

kaikille x, y € R™, joille pdtee d(x,y) < a ja

u(@) — u()|" < AM (1og %)

kaikille x ja vy, joille pdtee c(x,y) > b.

Tobistus. Oletuksen nojalla © on monotoninen kuorella D ja siten jokaisessa
joukon D avoimessa osajoukossa. Olkoon V' C R™ yhtendinen ja avoin siten, etté
V& CijaC &V, kuni € {1,2}. Asetetaan W =V \ (Co U C}). Koska V & C; ja V
on yhtendinen, kohtaa 0W joukon C}, jos V kohtaa joukon Cj. Téten

6 = inf = inf
(6) igIV)U(w) Sup u(e), mf u(z) = inf u(z),

silld u on vakio joukoissa Cj. Jos V' kohtaa joukon C;, my6s 0V kohtaa joukon Cj,
silla C; ¢ V ja C; on yhtenéinen. Siksi

w(V —=V)=uW - W),
silla V\V c W\WUC,UC,, W\W C V\VUCyUC,. Téten yhtilsistd (6) seuraa

(7) supu(z) = sup u(z), inf u(z) = inf wu(x),
zeV zeV-V zeV zeV -V

silld u on monotoninen joukossa W. Téten u on monotoninen joukossa V.
Kaytetaan edeltavad avoimeen palloon V', jonka keskipiste on x ja sdde on a. Koska

B(z,r") C B(x,r), jos r > 1/, niin sup,ep(,, u(z) < Sup,ep(, u(z). Kuvauksen

u monotonisuudesta pallossa V' seuraa, ettd supg . |._ -, u(2) < supg,u(z), kun

a > r > r’. Koska vastaava patee infimumille, saadaan |u(z) — u(y)| < oscs, u, jos

d(z,y) < a. Taten Lemman 3.11 perusteella

0 ) ~ul)" [ 5
d(z,y)

koska [, |Vul" < [o.|Vul* = [ p|Vu|?, missé D’ on kuori d(z,y) < z < a.
Toisaalta voidaan soveltaa edeltdvad myos suljetun pallon, jonka keskipiste on p
ja side r > d(p, C4), ulkopuoleen, missé p on piste joukossa Cj siten,etta d(p, Cy) =
d(Cy, C1) = b. Kuvauksen u monotonisuudesta seuraa nyt, ettd oscg, on viahenevi
muuttujan r suhteen, silla pallon B(p, ') ulkopuoli sisdltyy pallon B(p, r) ulkopuoleen,

a

ar <A/|Vu|”dD<AM
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kun " > r. Téten |u(z) — u(y)| < oscs, (U), jos r < d(p,x),d(p,y). Lemman 3.11
perusteella

@) gy
(9) ju(z) — uly)|" / dr -

Epéyhtaloista (8) ja (9) saadaan viite.

3.2. Konformikapasiteetin jatkuvuus.

MAARITELMA 3.14. Olkoon D avoin joukko lokaalisti yhten&isessé topologises-
sa avaruudessa ja olkoon f jatkuva funktio joukossa D. Jos jokaiselle yhteniisel-
le, avoimelle joukolle U C D pitee sup, i f(z) < sup,cp_y f(2) ja inf, 5 f(x) >
inf, 7_, f(2), niin sanotaan, ettd f on monotoninen.

Jos U on avoin joukko ja x € U, niin kédytetddn pisteen x sisdltaville joukon U
yhtendisyyskomponentille merkintad U,. Jos ¢ € R ja f on jatkuva reaaliarvoinen
funktio joukossa D, niin kiytetiiin kaikkien joukon D — f~!(c) yhteniisyyskompo-
nenttien, joiden sulkeumat siséltyvéit joukkoon D, yhdisteestd merkintda cDf. Jos
a € R, niin méaritelladn funktio f.a seuraavasti

(f.a)(x) = {

Téten pétee fip_p = fap_p

a josxz €aDf
flx) josx¢aDf.

LEMMA 3.15 (Lebesguen suoristuslemma). Olkoon D yhtendinen ja avoin yh-
tendisen ja lokaalisti yhtendisen topologisen avaruuden X aito osajoukko ja olkoon
f jatkuva reaaliarvoinen funktio joukossa D. Oletetaan lisiksi, ettd f saa arvoja
vain joukosta [m, M|]. Olkoon ay,as, ... vdlin [m, M| rationaaliluvut. Asetetaan f, =
(...(f.a1).a2)...).a,. Talloin f, suppenee tasaisesti monotoniseen funktioon.

TobisTtus. Olkoon a ja c¢ eri reaalilukuja ja olkoon x € c¢D f.a. Télloin joukon
(¢(Df.a)), reunalla funktio f.a saa vakioarvon ¢, silld yhtendisyyskomponentit ovat
suljettuja. Koska a # ¢ ja koska siirryttdessa funktiosta f funktioon f.a, mink&d&n
pisteen arvoa el muuteta arvoksi ¢, saa myos f vakioarvon ¢ joukon (¢D(f.a)), reunalla
ja tiiten z € cDf, jos f(x) # c. Siispd c¢D(f.a) C eDfU f~1(c).

Oletetaan, ettd a > ¢ ja olkoon joukko S joukon (cD(f.a)), alkiot y siten, etté
f(y) > a. Jos olisi z € S, joka kuuluisi yhteniiseen joukon D — f~1(a) osajoukkoon,
jonka sulkeuma ei sisélly joukkoon D, niin talléin z ¢ c¢D f.a, mika on ristiriita. Téten
S CaDf NneD(f.a) jasiispa (f.a)(y) = a kaikilla y € S. Voidaan siis todeta, etti

(10) sup(f.a)(y) < a
kaikilla y € ¢D(f.a) jos a > c. Vastaavasti
(11) inf(f.a)(y) > a

kaikilla y € ¢D(f.a) jos a < c.

Talloin patee (¢D(f.a)), ¢ aDf. Nimittdin f.a='(c) N (eD(f.a)), = 0, silla
f.a7*(c) on suljettu. Ei voi olla ¢D(f.a)) \ (¢D(f.a)). N (cD(f.a)), # 0, silli muuten
jokainen pisteen y € (¢D(f.a)), ymparisto U leikkaisi joukkoa c¢D(f.a))/(cD(f.a))s.
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Talloin koska X on lokaalisti yhtendinen on olemassa yhtenéinen pisteen y ympéristo
U C D, miki ei ole mahdollista, silla yhtendinen joukko voi leikata vain yhta yhtenéi-
syyskomponenttia. Lisiksi ¢D(f.a))/(cD(f.a)), N (c¢D(f.a)), = 0, silla yhtendisyys-
komponentit ovat suljettuja. Titen, koska D on yhteniinen, (cD(f.a)),Nf.a1(c) # 0,
ja siten yhtendisyyskomponentin yhtendisyyden ja funktion f.a jatkuvuuden nojalla
f.a saavuttaa arvon (a + ¢)/2 jossain joukon (¢D(f.a)), pisteessd, joka ei siten voi
kuulua joukkoon aDf. Siispd f saa funktion f.a joukossa (c¢D(f.a)), saavuttamat
arvot joukossa (cD(f.a)),. Koska f.a™'(c) C f~!(c), pitee cDf.a C cDf ja siten

sup{(f.a)(y): y € cD(f.a)} <sup{f(y): y € cDf},
inf{(f.a)(y): y € cD(f.a)} > inf{f(y): y € cDf}
Jos nyt aq,as, ..., a,y 1 ovat eri reaalilukuja, merkitdian
Dy = an1D(f.a1.a2 ... ay).

Talloin pétee

(12) sup (f.a1.a2...a,)(y) < sup (f.ar.az...an—1)(y)
yeDn yEanl
(13) < sup (f.ar.aq...ax)(y)
yEDy,
(14) < ag jos G > Gpy1,

missé viimeinen epéyhtélo seuraa epéyhtdlosti (9). Nyt sup,ep (fu(y) — fas1(y)) <

A — Ant1 JOS Ant1 < ay ja vastaavasti infyep, (fo(y) — fat1(y)) > ak — apya, jos ai <
an+1. Koska f,, 11 poikkeaa funktiosta f, vain joukossa D,,, pétee

(15) §2§|fn(9) — fan(y)[d(n +1) < d(n),

missi d() on joukon [m, M] — {ay,as,...,a,} pisimméan vélin pituus.
Oletetaan, ettd r on pienempi kokonaisluku kuin n + 1. Osoitetaan induktiolla
luvun n — r suhteen, etta

(16) suplf-(y) — fur1(y)| < d(r).

yeD

Epéayhtalosta (11) seuraa, ettéd epayhtélo (12) pétee, kun n—r = 0. Koska c¢D(f.a) C
c¢Df U f~1(c), niin ndhdéén, ettd

(17> Dn C Dn—l U fn_1<an+1)
(18) C Dy U S (@) U U £ (ang)
(19) =D, U f?"_—|—11<an+1)'

Koska f,1 poikkeaa funktiosta f,, vain joukossa D,,, induktio-oletuksesta seuraa, etta

supyeD]fT — for1| < max{d(r),supyeDn|fr(y) — fur1(y)|}. Inkluusiosta (13) seuraa,
ettd jalkimméinen termi on pienempi kuin

sup |fr(y) - an-‘rl(y)' = sup |fr<y> - CLn—‘,—1| S d(T)
DrUfr+1*1(an+l) yeD,

epayhtélon (10) perusteella (ja vastaavan yhtdlon infimumille). Téten (12) on todis-
tettu.
Koska lim,_,, d(r) = 0, suppenee {f,} tasaisesti joukossa D funktioon f.
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Funktio f on monotoninen joukossa D. Jos ei, niin olisi avoin joukko U siten,
ettd on olemassa = € U, jolle pitee f(x) > sup,cy f(y). Merkitdéin ¢ = (f(z) +

SUpP,ep T(y)) /2. Télloin = € cDf, silld jokaisessa yhteniisessi joukossa, joka sisiltés

pisteen z, ja jonka sulkeuma ei sisilly joukkoon U, f saavuttaa arvon c. Olkoon
b = sup,|f(y) — ¢, missd y € (cDf),. Taten mille tahansa kokonaisluvulle n, jolle

pétee sup|f, — f| < b/3, pitee
sup{fu(y) — ¢y € D f,} > b/3,

kun ¢ < ¢ < b/3, vastaavan pééttelyn kuin edelld nojalla. Valitsemalla n siten, ettd
d(n) < b/3 ja ¢ < apy1 < ¢+ b/3 saataisiin

sup{ fn(y) — @ns1;y €a n+ 1D [} > d(n);

eli |fn — fat1] > d(n), mika on ristiriidassa epdyhtélon (11) kanssa. O

Jos D on kuori, niin [|Vf[" < [,|V f|". Nimittéin |V f.a(z)| < |V f(z)| kaikilla
x € D, silla f.a on vakio joukossa, jossa se eroaa funktiosta f. Viite seuraa siten
monotonisesta konvergenssista. Jos 7 C D on yhteniinen ja 7' ¢ aD f, niin f.a(T) C
f(T). Taten f.a on ACL, jos f on ACL.

LAUSE 3.16. € (D) ritppuu jatkuvasti kuoresta D.

TobisTtus. Olkoon x; € C ja olkoon [ niiden kuorien joukko, jotka eivét sisilla
pistettd x;. Talloin jokaiselle kuoren D ympaéristolle U kuorien avaruudessa joukon
U N I radan yhdiste M6bius-ryhmén toiminnassa on kuoren D ympaéristo: Koska on
olemassa Mobius-ryhmén transitiivinen aliryhmé, joka sailyttdd metriikan, voidaan
olettaa, ettd oo € D. Olkoon Us niiden kuorien D’ joukko, joille patee d(D, D’) < 4,
missid d on Hausdorff-metriikka kuorten komplementeille. Kuoren D’ € Us komple-
mentin komponentti C voidaan euklidisen avaruuden siirrolla ¢, jonka pituus pallo-
metriikassa on pienempi kuin 4, viedd osajoukoksi, joka sisdltdd pisteen z;1. Koska

d(Cy U Cy, H(CHUCY) < d(CoU Cy, CHUCY) + d(CHU CLH(CH U CY)) < 36,

péatee T'(Uss N 1) D Us, jossa T on siirtojen ryhmé avaruudessa R" U {oo}. Koska
joukot Uss muodostavat kuoren D ympéristokannan, véite on todistettu.
Nyt riittdd osoittaa, ettd 4j; on jatkuva avaruudessa I: jos ndin on, niin pétee
lim D; =D = lim ¢(D;) =¥ (D),
Jj—00

Jj—0o0
missé D; € I. Olkoon nyt D; jono kuoria siten, ettd lim;_,,, D; = D. Talloin

lim (D;) = lim €(t;(D;)) =¢(D),

missé ¢; on kuoren D; € Us joukkoon Uss N I kuvaava siirto. Téaten siis 4" on jatkuva
niilla kuorilla D, jotka siséltyvét joukkoon I. Koska jokaisen kuoren komplementti
sisdltdd jonkun pisteen, ja koska ortogonaaliryhmé toimii pallolla transitiivisesti seka
sdilyttaa konformikapasiteetin seké pallometriikan, on % jatkuva kaikilla kuorilla.

Voidaan valita z; = co. Riittéa siis osoittaa, ettd € (D) riippuu jatkuvasti kuoresta
D kuorille D C R™.
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Olkoon D kuori joukossa R™, olkoon € > 0 ja olkoon w sileésti sallittu funktio
kuorelle D siten, ettéd [,|Vu|"d D < (D) + €. Olkoon K funktion u kantaja. Funk-
tion v médritelmén nojalla K on kuoren D kompakti osajoukko. Jokaiselle kuorelle
D’ riittavén lahelld kuorta D pétee K C D’. Téaten u on sallittu kuorelle D’ ja

(20) ¢ (D") <€ (D) +e.
Olkoot Cj ja Cj kuorien D ja D’ komplementin rajoitetut komponentit. Olkoon
a’ joukon C halkaisija euklidisessa metriikassa, olkoot b = d(C{,C") ja ¢(z,y) =

min(d(x, Cy),d(y, Cp)). Valitaan jokaiselle kuorelle D’ monotoninen sallittu funktio
u' siten, etté

/ Vi d < G(D) + €.
D/

Asetetaan u’ vakioksi joukoissa Cf) ja C7.
Maaritelldan funktio v' seuraavasti:

0 jos u'(x) < e
V'(x) = % jose<u(zr)<1l-—e¢
1 jos1—e<u(z) <1

Talloin v" on ACL avaruudessa R"™. Olkoon K’ funktion Vv’ kantaja. Télloin K’ on
kuoren D’ kompakti osajoukko. Epéayhtilosté

/

d(z,y)

-1
/(&) — ()" < AM’ (log ) jos d(z,y) < d

seuraa mille tahansa z € K’,

a' a—e€

>
exp(AM'e=") ~ exp(A(M + 2¢)e™)
jos D’ on riittavén lahelld kuorta D.
Epéayhtélosta

d(z,C) > =) (i=0,1),

(&) — ()" < AM (mg %) R

taas seuraa valitsemalla y = oo mille tahansa x € K’
d(z,Cp) < b exp(AM'e™™) < (b+ €) exp(A(M + 2€)e™™) = r(e).

jos D’ on riittévén ldhelld kuorta D ja d(x,¢p) < a’. Olkoon B r(€) 4+ a+ 6 (€)-siteinen
suljettu n-pallo jossain joukon Cy kiinnitetyssé pisteessia. Nyt K’ C B. Talloin jokai-
selle kuorelle D', jolle pétee

(21) d((CuU ) N B, (CouCy)N B) < d(e),
ja jokaiselle z € K’ pétee d(z, Co U Cy) > 0, joten K’ C D.
Siispé v’ on sallittu kuorelle D ja siten

(22) %(D) < / (Vo) dD < (1 —26)"(€(D') + €)

kaikille ehdon (21) toteuttaville kuorille. Téllaisten kuorien joukko on kuoren D ym-
paristo myos pallometriikassa, joten viite seuraa epayhtaloista (20) ja (22). O
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LEMMA 3.17. € (D,3) = cn_1(log(b/a)~ " jossa c,_; tarkoittaa (n—1)-ulotteisen
yksikkopallon pinnan (n — 1)-mittaa.

TopisTus. Olkoon w sallittu C'-funktio pallokuorelle D = D, ;. Integroimalla
pitkin kuoren D komplementin komponentteja yhdistavia sidettd saadaan

b n
1= u( (/ ’Vu|dr> — </ |Vu|7’(n1)/nr("1)/"dr)
n/(n/(n—1))
(/ |Vu|n (n—1) /n)n) (/ r(—(n—l)/n)(n/(n—l))dr)
b b n—1
= (/ |VU|n7“"_1) (/ r‘ldr)

kayttden Holderin epayhtaloa. Integroimalla kaikkien sdteiden yli saadaan napakoor-
dinaatteja kdyttamalla

cres < ([ aD) Gogtamy

Téten €'(D) > cn_1 (log(b/a))”" Y. Toisaalta valitsemalla u(z) = (log(|z|/a)) (log(b/a)) ™,
nahdaan

b
/D|Vu|"dD:cn_1 (log(b/a))n/ (1/r)"r" " tdr = c,_1 (log(b/a))” (n=1)

Téten € (D) = c,_1 (log(b/a) "™, O

MAARITELMA 3.18. Kuoren D moduli Mobius-n-avaruudessa on ¢, _1 /%' (D)"Y "=1,
Sille kdytetddn merkintdd mod D.

Téaten péatee mod D,y = log(b/a).

Jos D ja D' ovat kuoria siten, ettd Cj C C ja C € C4, missi Cj ja C ovat kuoren
D komplementin komponentit ja C{ ja C] ovat kuoren D’ komplementin komponentit,
niin sanotaan, ettd D’ erottaa kuoren D reunat. Télloin D’ C D ja jokainen funktio,
joka on sallittu kuorelle D', on sallittu myos kuorelle D. Tdten € (D) < €(D') ja
mod D > mod D'.

LEMMA 3.19. Olkoon D kuori siten, ettd toinen sen komplementin komponenteista
koostuu vain yhdestd pisteestd. Tdalloin € (D) = 0.

TobisTus. Voidaan olettaa, ettéd origo on joukon Cj ainoa piste. Télloin riittavan
pienille b pallokuori D, siséltyy kuoreen D erottaen sen reunat. Téten mod D >

log(b/a) mielivaltaisen pienille a. Taten €(D) = 0. O
LEMMA 3.20. Olkoon D kuori ja olkoot D+, ..., D,, pareittain erillisid kuoria,
joista jokainen erottaa kuoren D reunat. Tdlloin mod D > mod D1+, ..., 4+ mod D,,.

TobisTus. Kéytetdén kuorten D,,, komplementin komponenteille merkintéaéd C; ;,
missd ¢ € {1,2}. Oletuksen perusteella komplementin komponenteille pétee Cy C Cp;
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ja Cy C (. Olkoon u; sileésti sallittu funktio kuorelle D;, joka saa arvon 0 joukossa
Co,i ja arvon 1 joukossa (' ;. Asetetaan u = 2211 a;u;, jossa a; > 0 ja Z?io a; = 1.

Vul"dx = /Vui"dx.
[ v > [ 1wul

Téten € (D) < Y., al€(D;). Voidaan olettaa, ettd €(D) > 0, silld viite on muussa
tapauksessa selva. Téten €' (D;) > 0 ja voidaan valita

1
aZ:(g( —(1/(n—-1)) <Z(€ 1/n1>
Talloin saadaan

S 6D S () e
Tb) < (S €T~ S # (D)

_ch —(n— 1)

Cg 1/n1>zcg l/nl)

joten

mod D > Z mod D;.

=1

4. Kvasikonformikuvaukset

Tama luku sisaltda joitakin lauseita pddlauseen todistamista varten.
Jos ¢: D — D’ on Riemannin monistojen véalinen homeomorfismi, niin asetetaan

Lg(p,m) = sup d(¢(q),d(p))

d(g,p)=r
(o) = inf_d(6(a),6(0)
L(p,r)

Hy(p) = lim,_g———.

MAARITELMA 4.1. Riemannin monistojen D ja D’ vilistd homeomorfismia ¢ kut-
sutaan kvasikonformiseksi, jos H, on rajoitettu avaruudessa D. Kuvausta ¢ kutsutaan
K-kvasikonformikuvaukseksi, jos H, on rajoitettu avaruudessa D ja H, < K melkein
kaikkialla avaruudessa D.

LAUSE 4.2. Kwvasikonformikuvaus avaruuden R™ avoimelta pallolta itselleen laa-
jenee pallon reunalle ja tamda reunan kuvaus on myos kvasikonformikuvaus.

Tobistus. Todistettu Mostow'n artikkelissa [5, Thm 10.1 ja 10.2]. O
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LAUSE 4.3. Olkoon: S™ ' — S I-kvasikonformikuvaus. Télloin v on Mébius-
kuvaus, jos n > 1.

TobisTus. Kuvaus ¢ voidaan esittdd muodossa 9’07y, jossa v on Mobius-kuvaus ja
" 1-kvasikonformikuvaus siten, etti jollekin pisteelle po, € S™ ! piitee U/ (Poo) = Poo,
Y" on differentioituva pisteessé po, ja 1/}1/,00 = Id.

Olkoon 7: S"~1 — R"" ' U {00} stereograafinen projektio pisteestii p,,. Asetetaan
¢ = m'm~!. Koska stereograafinen projektio on konforminen, on myds & Mobius-
avaruuden 1-kvasikonformikuvaus, jolle pitee £(oco) = oo. Jokaiselle p € R"! ja
a € R asetetaan

I(p,a) = inf{|¢(q) — &(p)|: [q — p| = a},
L(p,a) = sup{|&(q) — &(p)|: lg — p| = a},
H(p) = lim L(p, a)/I(p, ).

ja

I(p) = lim L(p, a) /a.

a—0

Lisdksi asetetaan pisteelle co ja pisteelle b € R

I(00,b) = inf{|€(q)[: lg| = b},

ja
L(o0,b) = sup{|¢(q)|: |q| = b}.

Koska £ on 1-kvasikonformikuvaus, on H(p) = 1 melkein kaikkialla. Koska 1&;00 on
identtinen kuvaus, pétee

(23) lim 1(c0,b)/b = 1 = lim L(o0,b)/b.

b—o0 b—o0

Olkoon B,(p) = {q: |¢ — p| < r} jokaiselle p € R"™! ja B,(o0) = {q: |q| > r}
jokaiselle r > 0. Olkoon p € R™™!, jossa H(p) = 1. Kéytetiéin pallokuorelle {q: a <
l¢ — p| < b} merkintdd D, ,(p). Talloin pétee

Bip.a)(§(p)) C €(Ba(p)) C Brpa(€(p))
ja
Bi(o,)(§(00)) C &(By(00)) C Broop) (§(00)).
Koska Ba(p) ja By(00) ovat pallokuoren Dy, komplementin komponentit, pitee
Drp,a),1(005) (§(P)) C &(Dap(p)) C Digp,a)i(oon) (€(p))

ja télloin Lemmoista 3.17 ja 3.20 seuraa

log L(00,b)/ L(p,a) <logb/a <logl(co,b)/1(p,a).
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Téaten
L(o0,b)/b < 1(c0, b)/b
L(p,a)/a = 7 lp,a)/a’
Kun a — 0 ja b — 0, niin yhtéloista (1) ja siité, ettd H(p) = 1 saadaan
1 1
— <1< —.
I(p) = = Ip)

Siten I(p) = 1 melkein kaikille pisteille 0 € R"~!. Kuvaus £ siis siilytt#é niiden jano-
jen pituudet, joilla se on absoluuttisesti jatkuva. Koska £ on absoluuttisesti jatkuva
melkein kaikilla koordinaattiakseleiden suuntaisilla janoilla, on se isometria. Téten &
on Mobius-kuvaus ja siten myos ¢ on Mobius-kuvaus.

O

5. Haarin mitta ja ergodista teoriaa

MAARITELMA 5.1. Olkoon G topologinen, lokaalisti kompakti ryhmé ja olkoon p
ryhmén G Borel-joukoilla méaritelty mitta. Mitta g on Haarin mitta, jos se tayttia
seuraavat ehdot:

(1) siirtoinvarianttius: u(gS) = u(S) kaikilla Borel-joukoilla S C G ja kaikilla
v eQG.

(2) Mitta p on #édrellinen kaikilla kompakteilla ryhmén G osajoukoilla.

(3) Mitta p on ulkoséénnéllinen Borel-joukoilla.

(4) Mitta p on sisdsdannoéllinen avoimilla joukoilla.

Konstruoidaan seuraavaksi induktiolla Haarin mitta ryhméaéan O(n). Olkoon H C
O(n) vektorin e; kiinnittdja. H on isomorfinen ryhmén O(n — 1) kanssa. Vasempien
sivuluokkien avaruus O(n)/H on isomorfinen pallon S"~! kanssa. Olkoon f: S"~! —
O(n) yhden alkion jokaisesta sivuluokasta poimiva funktio. Jos X C O(n), niin ase-
tetaan

pow(S) = [ oy (F®) (X 0 F6) ) se o)

Tamé mééritelmé tuottaa mitan: selvisti u()) = 0 ja p on monotoninen. Additii-
visuus seuraa monotonisesta konvergenssista.
T&ll6in siirtoinvarianttius toteutuu, silla

tn—1(f(g() (g X N f(9)H)) = pur (W fF() " g7 (9X N f(9(p))H))
= (W f() (XN f(p)'H))= W eH

kéyttden induktiivisesti tietoa, etta siirtoinvarianttius toteutuu ryhmélla O(n — 1) ja
sitd, ettd O(n) siilyttdéd pallopinnan mitan.

Maéritellaan seuraavaksi edeltédvéin avulla Haarin mitta ryhmélle GM (n). Kiinni-
tetyn avaruuden H™ pisteen kiinnittdja H ryhméssd GM (n) on isomorfinen ryhmén
O(n) kanssa. Valitaan kuten edelld funktio f. Jos S C GM (n) on avoin, niin asetetaan

Hento(S) = / o) (F(0) 1 (X 0 F(p)H)) d psse (),

n

missi kiiytetddn funktion x — 22 (puoliavaruusmallissa) indusoimaa mittaa pugn.
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Talloin saadaan mitta samalla perusteella kuin edella. Siirtoinvarianttius toteutuu
vastavasti kuin edelld, koska GM (n) sdilyttdd mitan pg». Jos S on avoin, saadaan
integraalin sisélle alhaalta puolijatkuva, ja siten mitallinen funktio. Téaten gy on
hyvin mééritelty. Funktio pgas(n) voidaan laajentaa mitaksi kdyttdmalla méériteltyé
funktiota esimittana ja rajoittamalla saatu ulkomitta mitallisiin joukkoihin, jotka
sisaltavét Borel-joukot.

MAARITELMA 5.2. Olkoon G ryhmé, jossa mitta p. Jos I' on ryhmén G aliryhmé,
ja jos avoin joukko F' siséltdd korkeintaan yhden edustajan kustakin vasemmasta
sivuluokasta, ja jos p(G/T'F) = 0, niin sanotaan, ettd F' on perusalue.

Olkoon I" ryhmén GM (n) diskreetti aliryhmé, jonka alkioilla ei ole kiintopisteita.
Kiinnitetaéan piste p € H™. Méaritellddn joukko

Fo={qeH": d(p,q) <inf{d(q,7p): v € T\ 1d}}.

Téallsin joukko FF = {g € G: p € g(Fpy)} on perusalue. Nimittdin jos ¢g;,g2 € F
ja gf 'go € T, niin g;'g2(q) = ¢ joillekin ¢,¢ € Fy, mikd on mahdotonta, silld
g7 92(p) # p ja G toimii isometrisesti hyperbolisella avaruudella. Koska joukko Fy on
konvek51, on sen reuna nollamittainen ja siten pg»(H"/T'Fy) = 0.

Olkoon Sy C GI' ja S = {g: [g] € So,g9 € F}. Talléin asettamalla pg/r(Sy) =
pa(S) saadaan avaruuteen G/I" G-invariantti mitta. Nimittdin

par(9Se) = Y na(v " (YF N gS)) = pa(S) = par(So).

vyel

Téata kutsutaan invariantiks: tekijamitakse.

MAARITELMA 5.3. Olkoon G ryhmé ja V' vektoriavaruus. Télloin ryhmadhomomor-
fismia p: G — GL(V) kutsutaan ryhmdn G esitykseksi vektoriavaruudessa V', missa
GL(V) on vektoriavaruuden V' kadntyvien lineaarikuvausten ryhmé. Tama tarkoittaa,
etta

p(g192) = p(g1)p(g2), kaikille g1, 9, € G
eli

p(g192)(v) = (p(g1) o p(g2))(v), kaikille g1, go € G ja kaikille v € V.

MAARITELMA 5.4. Olkoon S joukko ja * bindérinen operaatio joukossa S eli sy %
so € S kaikilla sy, s9 € S. Jos % on assosiatiivinen eli (sq%s9%)%*S3 = $1%(Sy%xs3) kaikille
S1, 2, 83 € S, niin sanotaan, ettd S (yhdessd operaation x kanssa) on puoliryhmd.

Jos siis oletetaan liséksi, ettd puoliryhmésséd on neutraalialkio ja kaikilla alkioilla
kédanteisalkiot, on se ryhma.

Jos lineaarinen operaattori on surjektiivinen, rajoitettu ja jos se silyttéaa sisdtulon
on se unitaarinen. Jos G on ryhmé, niin ryhmén G esitys p on unitaarinen, jos p(g)
on unitaarinen operaattori kaikilla g € G.

LEMMA 5.5. Olkoon S ei-abelinen ryhmd, jolla on normaali aliryhmd B, joka
on isomorfinen reaalilukujen addititvisen ryhmdan kanssa sekd aliryhmd A, joka on
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1somorfinen positiivisten reaalilukujen multiplikatitvisen ryhmdn kanssa. Oletetaan,
etti S on muotoa BA = {ba: b€ B,a € A} ja ryhmdssi S on laskutoimitus

(ba)(b'a') = (b+axb)axad kaikilla a,b,a’, b € S.

Olkoon lisiksi p jatkuva unitaarinen ryhmdn S esitys Hilbert-avaruudessa V' ja olkoon
v wektori avaruudessa V' siten, etti p(a)v = v kaikilla a € A. Tdlloin p(s)v = v
kaikilla s € S.

1

Tobistus. Kaikille a € A ja b € B péitee aoboa™ = axb, jossa a xb on

additiivinen alkio. Siten

{(p(b)v,v) = (p(a™)p(b)v, p(a™)v)
= (p(a" oboa ")p(a")v, p(a")v)
= (p(a™ * b)v, v)

kaikilla n > 0. Valitsemalla |a| < 1 saadaan, kun n — oo

{p(b)v,v) = (p(Id)v,v) = (v, v) = (p(b)v, p(b)v).

Koska Cauchy-Schwarzin epayhtélossa yhtédsuuruus pétee vain, kun vektorit ovat yh-
densuuntaiset, p(b)v = v kaikilla b € B, ja siten koska A ja B virittavéit ryhmén S,
on viite todistettu. U

Jos G on ryhmé, joka toimii mitta-avaruudessa S, niin esitystd p: G — L%(S, p)
médriteltynd p(g) = f — (h — f(g7'h)) kutsutaan sdinndlliseksi esitykseksi. Seu-
raavan lauseen todistus on saatu kirjasta [3].

LAUSE 5.6. Olkoon G topologinen ryhmd ja H sen diskreetti aliryhmda, jonka al-
kioilla ei ole kuintopisteitd, ja olkoon E C H ddrellismittainen Borel-joukko, kun
kaytetadn invarianttia tekijamittaa. Tdlloin funktio f: G — R mddriteltynd f(g) =
p(E,gFE) on jatkuva, missi p(A, B) = u(A\ B) + u(B\).

Tobistus. Jos € > 0, niin Haarin mitan sdannéllisyydestéd seuraa, ettd on ole-
massa kompakti joukko C' C H siten, ettd p(E, C') < €/4 ja on olemassa avoin joukko
U D C siten, ettd p(U,C) < €/4. Olkoon V neutraalialkion ympéristo siten, ettd
V=V1jaVCcU. Josxz 'y €V, niin

p(xC,yC) = p(zC \ yC) + p(yC \ 2C) = p(y~'xC\ C) + p(z~'yC'\ C)
<2u(VC —-C) <2u(U —-C) <e/2.

Tasta saadaan
\p(zE, E) — p(yE, E)|
< p(zE,yE) < p(zE,2C) + p(2C,yC) + p(yC,yE) <.
O

Siten sddnnéllinen esitys GM (n) — L*(G/H, i) on jatkuva karakteristisilla funk-
tioilla ja siten myo6s yksinkertaisilla funktioilla. Koska yksinkertaiset funktiot ovat
tihefissi avaruudessa L?(G/H, pi), on siéinnollinen esitys jatkuva.
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LEMMA 5.7. Olkoon (W, pn) mitta-avaruus, jolle pdtee (W) < oo. Olkoon A
ryhmda matallisia mitan sdailyttivid kuvauksia avaruudessa W siten, ettd ainoat A-
invariantit funktiot avaruudessa L*(W, i) ovat vakioita. Olkoon A™ puoliryhmd ryh-
mdssd A siten, etti A* ja sen kddnteisalkioiden joukko virittid ryhmdn A. Oletetaan,
ettd ryhmdssi A on separoituva topologia, jonka suhteen ryhmdn A esitys avaruudes-
sa L*(W, 1) on jatkuva. Olkoon {W,} numeroituva kokoelma positiivismittaisia mi-
tallisia joukkoja avaruudessa W . Tdlloin melkein kaikille v € W joukko A™x leikkaa
jokaista joukkoa W,.

ToDISTUS. Asetetaan A~ = (AT)~, jolloin A~ on myds puoliryhméi. Tarkas-
tellaan mitallisten joukkojen numeroituvana yhdisteend mitallisen joukon DW,, =
Ugepd(W,,) karakteristista funktiota f, missdé D on puoliryvhmén A~ numeroituva
tihed osajoukko. Jokaiselle d € D patee dDW,, C DW,, ja koska kuvauksen d toi-
minta on mitan séilyttavid, patee u(dDW,) = u(DW,). Siten [df] = [f] kaikilla
d € D. Koska D on tihed joukossa A~, pitee [A~f] = [f] ja siten [Af] = f. Ole-
tuksen nojalla f on vakio melkein kaikkialla ja siten pu(DW,) = pu(W), koska W,
on positiivismittainen. Téten A~W,, eroaa joukosta W vain nollamittaisessa joukossa
ja (N, A=W) = p(W). Siispé jokaiselle z € NA~W,, pitee ATz NW,, # () kaikille
n. U

LAUSE 5.8. Olkoon G separoituva lokaalisti kompakti ryhmd ja olkoon T' dis-
kreetti aliryhmd siten, etti avaruudella G/T on ddrellinen invariantti tekijimitta.
Olkoon A ryhmdn G aliryhmd, joka on isomorfinen positiivisten reaalilukujen mul-
tiplikatitvisen ryhmdn kanssa ja olkoon AT puoliryhmdi {a: a < 1}. Oletetaan, etti
A ja kokoelma aliryhmid, jotka ovat isomorfisia reaalilukujen {B} kanssa virittdvdit
ryhmdan G. Lisdkst oletetaan, ettd kaikki namd aliryhmdt toteuttavat laskusddnnon:
(ba)o(V'a') = (b+axb)axd’ kaikilla a,b,a’ b/ € S. Tdlloin melkein kaikilla sivuluokilla
', AT2T on tihed avaruvudessa G.

TopisTus. Tarkastellaan ryhmiin G sééinnéllisté esitystd p avaruudessa L?(G/T).
Téalloin p on unitaarinen Haarin mitan méaritelméan perusteella ja myos jatkuva.
Lemman 5.5 perusteella BA kiinnittd4 funktion f kaikilla kokoelman {B} alkioilla.
Oletuksen nojalla { BA} virittdd ryhmén G, joten G kiinnittad funktion f. Téten f
on vakiofunktio avaruudessa G/I'. Lemman 5.7 oletukset ovat voimassa ryhmaélle A
ja viite seuraa valitsemalla joukoiksi {I¥,,} numeroituva avaruuden G/T" topologian
kanta. U

6. Piilauseen todistus

LAUSE 6.1. Olkoon G hyperbolisen n-avaruuden X isometrioiden ryhmd. Olkoon
U ja IV ryhman G aliryhmid siten, ettd sivuluokkien avaruuksille G/T ja G/T" on
adrellinen invariantti tekijimitta. Olkoon 0: T' — T isomorfismi ja olkoon p: X — X
kvasikonformikuvaus siten, etti p(yx) = 0(y)p(z) kaikilla v € T ja x € X. Tdlloin

0(7) = g™
jollekin v € G.
TobisTus. Olkoon py ja ps vastakkaiset pisteet pallokuorella S™~! avaruudessa

R™. Kéaytetadn stereograafiselle projektiolle pisteestd p., pisteen py tangenttitasolle
FEy merkintii 7y, ja olkoon Ty tason Fy siirtojen ryhmé. Merkitdin N, = 7 ' Tymo.,
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jolloin N, C G. Vastaavasti projisoimalla pisteestéd py mééritetddn ryhma N_. Olkoon
A ryhmén G homotetioiden x + tx aliryhmé, missid t > 0 ja x € Ej, jota pidetédédn
vektoriavaruutena, jonka origo on py.

Kaytetdan peilaukselle paivintasaajan suhteen merkintda o. Jos t: x — tx, niin
oto kuvaa x +— t 1z, joten 0 Ao = A. Koska lisiiksi 02 = 1 ja o N, 0 = N_, niin A,
N_ ja N, generoivat ryhméin G identiteettikomponentin Gy, silli o ¢ Gy. Olkoon
B joko ryhmén N, tai ryhmén N_ yhden parametrin aliryhmé. Jos identifioidaan
A positiivisten reaalilukujen multiplikatiivisen aliryhmén kanssa ja B additiivisen
aliryhmén kanssa, niin alkioille b,b" € B ja a,d’ € A péitee

(ba)(V'a') = (b+ axb)axd kaikilla a,b,a’, b’ € S.

Ryhméi A kiinnittdd vain pisteet pg ja peo. Jos v € GM (n) kiinnittdd ndmé pis-
teet, niin v kuuluu aliryhmén A normalisoijaan. Nimittéin siirtymalld avaruuteen R”
stereograafisella projektiolla v kuvaa origokeskiset hyperpallopinnant origokeskisiksi
hyperpallopinnoiksi. Jos ¢ = ap,a > 0, niin v(q) = y(ap), silld v kuvaa p-keskisen ja
d(p, q)-sdteisen hyperpallopinnan, johon ¢ kuuluu, 7(p)-keskiseksi hyperpallopinnak-
si, joka ei ulotu origokeskisen, |y(q)|-séteisen hyperpallopinnan toiselle puolelle. Siten
joukon {pg, poo} kiinnittéjd on aliryhmén A normalisoijan osajoukko.

Jos Mébius-ryhmén alkio g kuvaa pisteen pg tai ps joksikin muuksi pisteeksi, niin
a~tga(p;) # g(p;). Siten aliryhmén A normalisoija N(A) kiinnittdé joukon {pg, peo}-
Jos 271y € N(A), niin jokaiselle a € A on olemassa a’ € A siten, ettd az~ly =
v Yya’ siis a = x7ya'y e, Siten wax™! = ya'y~!, joten jokainen aliryhmin N(A)
vasen sivuluokka méirias yksikiisitteisen aliryhmin A konjugaatin zAz~!. Jokainen
niista konjugaateista kiinnittaa kaksi pistetta. Kaytetadn pisteet {p, ¢} kiinnittavéille
konjugaatille merkintaa A, .

Lauseen 5.8 oletukset ovat voimassa kolmikolle Gy, 'NGj ja A. Téaten melkein kai-
kille sivuluokille I'z: ryhméssd I'Gq (joka on G tai Gg) joukko 'z A on tihed ryhméssi
I'Gg, missi AT = {a € A;a < 1}. Haarin mitan ja kompaktiuden mééritelmén nojalla
'z A" on tihed melkein kaikille z € Gg. Koska topologisessa ryhméssé alkiolla operoin-
ti on homeomorfismi, on myds A,, = TzAT2~! tihed ryhméssi ['Gy melkein kaikilla
z € Go. Ryhmén A keskittdja Z(A) kiinnittaa pisteet pg ja peo, silld jos Mobius-kuvaus
g vaihtaa ndmé pisteet, niin 2D(g),, = D(g 0 t2),, # D(t2 0 g)p, = D(9)p,/2, missi
to = x +— 2x. Koska Z(A) C N(A), myos jokainen sivuluokka G/Z(A) méardd myos
yksikésitteisen konjugaatin. Sivuluokkien avaruuden G/Z(A) voi identifioida tuloava-
ruuden "' x S"7! — diagonaali kanssa. Tilléin A, , on tihed ryhmissé Iy melkein
kaikilla p ja g kun kéytetédén pallomittojen tuloa. Nimittéin jos néin ei ole, on olemas-
sa positiivismittaiset joukot Ey, By C S™! siten, ettd A,, ei ole tihedi ryhmissi Ty
kaikilla (p,q) € E1 X Ey. Jos €1 € E} ja ey € Esy, niin pisteet py ja p; voidaan kuvata
pisteiksi e; ja ey ortogonaaliryhmén alkion ja aliryhmén A alkion yhdisteelld, misséa
p1 on piste pidiviantasaajalta. Otetaan jokaiselle e € E; x F5 téillainen kuvaus, jolloin
saadaan joukko B C GM (n). Joukko B siséltdé positiivismittaisen origon kiinnitté-
véan aliryhmén O(n) sivuluokan osajoukon jokaista joukon C pistettéd kohti. Joukko C'
on positiivismittainen pisteiden pg ja ps vélisen janan osajoukko, johon origo voidaan
kuvata joukon F; x Es kuvauksilla. Olkoon h pisteet e; ja ey pisteiksi pg ja ps kuvaa-
va Mobius-kuvaus. Télloin joukon C' pisteen kuvajoukko kuvauksella h konjugoidulla



35

ryhmilld A ja O(n) on positiivismittainen. Nimittédin jokaista joukon C' vastasi po-
sitiivismittainen ryhmén O(n) sivuluokan osajoukko, joten viite seuraa siitd, ettd
jokaiseen pallon pisteeseen kuvautuu korkeintaan aérellinen joukon C' pisteité.

Kvasikonformikuvaus ¢ on selvisti kvasikonformikuvaus myos euklidisessa metrii-
kassa. Siten se laajenee kvasikonformikuvakseksi ¢ reunalle S"~! Lauseen 4.2 perus-
teella. Selvisti

Y(vp) = 0(7)v(p)

kaikilla v € " ja p € S™!, silld laajennuksien yhdiste on yhdisteen laajennus. Nimit-
tdin jatkuvuuden nojalla reunapisteté lahestyva jono voidaan valita vapaasti.

LEMMA 6.2. Olkoon 1: St 81 kwvasikonformikuvaus. Olkoon p,q € _S”_l
sellaiset, ettd 1, on assa ja kddntyvi ja DoAY on tihed joukossa Go. Tdlloin v, on
lineaarinen konformikuvaus.

Tobistus. Kuvaamalla 1 Mébius-kuvauksella voidaan olettaa, ettd (p) = p ja
¥ (q) = q. Kuvataan pari (p, q) vastakkaisiksi pisteiksi (po, ps) kuvauksella 7 € G ja
korvataan ryhmé I' ryhmélld 7077, kuvaus ¢ kuvauksella ¢ o 771 ja kuvaus 6(7)
kuvauksella §(ry7~!). Talloin piddytdin seuraavaan tilanteeseen: (p,q) = (po, Poo),
Y(po) = po ja oAy, on tihed joukossa Gj.

Samaistetaan pisteen py tangenttiavaruus pallolla S"~! euklidiseen (n-1)-avaruuteen
Ey ja stereograafisen projektion pisteeltii ps, tasolle Ey kautta samaistetaan S™!
Mébius-avaruuden R™ U {oo} kanssa. Kuvausta ¢ voidaan pitdd kuvauksena avaruu-
delta Ey U {oo} itselleen kuten myos mitéa tahansa Moébius-ryhmén alkiota.

Tarkastellaan reaaliarvoista funktiota f ryhméssd Go méaéariteltyna

£(g) = €(¥n,(9D)),

missd D on kuori avaruudessa Fjy, jota pidetéddn vektoriavaruutena, jonka origo on
po. Differentiaalin miiritelmén perusteella 1, () = lim,_ot~ ¢ (tz) kaikille z € Ey
ja suppeneminen on tasaista avaruuden Fj, kompakteilla osajoukoilla. Kuori @Z}po (9D)
on kuorien avaruudessa raja-arvo lim;_,ot 11 (tgD), jossa t: x — tz. Konformikapa-
siteetti riippuu jatkuvasti kuorista, joten

flg) = im & (" (tgD)).

Homotetiat a': xx — tz, jossa x € Ey ja 0 < t < 1 muodostavat puoliryhmén
A*(= AJ, ,..). Koska I'0A™ on tihed joukossa G, ja koska vasemmalta operointi on
homeomorfismi avaruudessa Gy, on myds I'gATal tihed joukossa Gy kaikilla ¢ > 0.
Titen voidaan valita kuvaukset 7, € I ja t, siten, ettd v,a,, — ¢! ja t, — 0.

Talloin
flg) =lm % (t" ) (tgD))
= lim@(y(tgD))
= lim @ (6(7)y(tgD))
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mille tahansa v € T, silld konformikapasiteetti on invariantti Mobius-kuvausten toi-
minnassa. Koska () o9 =1 o 6 kaikille v € T', patee

flg) = lim € ((var,gD))
f(g) =€ (4 (lim yay,gD))

=C(Y(vg~'gD))
€ (V(vD)).

Erityisesti siis
G (o (kD)) = € ((yD)) = € (¢ (D))
kaikille ryhmén G kiertoaliryhmén SO(n — 1, R) alkioille, jotka aan pisteen py. O

LEMMA 6.3. Olkoon T: R"™! — R"! kddntyvi lineaarikuvaus siten, etti ¢ (T (kD)) =
€ (T(D)) jokaiselle k € SO(n—1,R) ja jokaiselle kuorelle D avaruudessa R™ 1. Til-
loin T on konformikuvaus.

TobisTus. Lauseen 2.25 perusteella riittdé todistaa viite diagonaaliselle 7". Voi-
daan siis olettaa, ettd 1" on kuvaus

(xla cee 73:11—1) = ()\lxla s )\n—lxn—l)v

missd A\ = sup{ A1, ..., A1} ja Ao = inf{\, ..., A\,_1}. Yhdistamélla T kuvaukseen
A1 Id voidaan olettaa, ettd A\; = 1. Riitt#id siis osoittaa, ettd A\ = 1. Asetetaan
A = \y. Tarkastellaan kuorta D(a), jonka komplementti koostuu janasta 0 < xy <
a, 0 = 21 = 29 = -+ = 1,1 ja ddrettoméista janasta 1 < z9 < 00, 0 = 25 =
-+« = x, 1. Olkoon k (x1,x)-tasossa toimiva 90 asteen kierto, joka kiinnittda muut
akselit. Talloin kaikille 0 < a < oo, T(kD(a)) = AkD(A'a) ja T(D(a)) = D(Aa).
Titen oletuksesta seuraa, etti € (D(A 'a)) = €(D(A\a)) eli €(D(a)) = €(D()a))
kaikille @ > 0. Kdyttamilld titd tietoa n kertaa saadaan ¢ (D(a)) = € (D(\*")).
Jos A < 1, pitee €(D(1)) = lim,,_,0o € (D(A?")) = € (lim,_,o0 D(A*")) = €(D(0)) =
0, silld kuorella D(0) on komplementin komponentti, joka koostuu pisteestd. Mutta
Lemmasta 3.10 seuraa, ettd ¢ (D(1)) > 0. Tdaten A = 1 ja T" on konformikuvaus. [

Téaten Lauseen 4.3 perusteella 1) on Mobius-kuvaus. Koska
U(yp) = 0(7)(p)
kaikilla v € T ja kaikilla p € S™7!, pitee
Uy =0(7)¢(p)
ja siten
0(v) =y,
miké todistaa lauseen véittadmén. U

LAUSE 6.4. Olkoon M ja N kompakteja, vihintdidn 3-ulotteisia hyperbolisia mo-
nistoja, jotka ovat diffeomorfisia. Tdlloin ne ovat isometrisia.
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Tobistus. Diffeomorfismi ¢ indusoi monistojen M ja N perusryhmien vilille iso-
morfismin 0. Koska kompaktien monistojen véliset diffeomorfismit ovat biLipschitz-
kuvauksia, ovat ne myos kvasikonformikuvauksia. Monistojen M ja N perusryhmét
ovat isomorfisia ryhmén GM (n) diskreettien aliryhmien, joiden alkioilla ei ole kiin-
topisteitéd, kanssa peiteavaruuden konstruktion perusteella. Kuvaus 1) voidaan nostaa
avaruuteen H" masrittamalla ¢ ((p,[8]) = (¥(p), [¢ o B]). Kuvaus 1) on kvasikon-
forminen, koska rajoittumalla riittdvéan pieniin ympéristoihin ndhdéan, etté silld on
vastaava differentiaali kuin kuvauksella . Téaten

v(yp) = 0(7)¢(p)
kaikilla v € T" ja p € H™.

Koska M ja N ovat kompakteja, perusalueen ja invariantin tekijamitan konstruk-
tiosta ndhdééan, ettd niithin voidaan asettaa dédrellinen invariantti tekijamitta. Nimit-
téin, jos p, on jono perusalueen pisteité, niin jonolla m(p,) on johonkin pisteeseen
p suppeneva osajono. Jos p, — 00, niin tdytyisi olla joukon 7~!(p) pisteitd mieli-
valtaisen ldhelld jonon p, pisteitd. Tamé ei ole mahdollista, koska jono p, kuuluu
perusalueeseen. Téten perusalueen mitta on &érellinen.

Siten véite seuraa helposti Lauseesta 6.1. U
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