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Opinndytetydssa selvitelladan lukion pitkdn matematiikan opiskelijoiden kasityksia visuaali-
sesta tangenttisuorasta (lyh. tangentista). Ty0 sisaltaa tietokoosteen tutkielman aihepiirin vi-
suaalisesta tangentista. Lukio-opiskelijoiden kasityksia tangentista esitellddn Tallin 1980-lu-
vun tietokoneavusteisesta opetuskokeilusta ja Bizan 2000-luvun tutkimuksesta. Empiirisessa
tutkimuksessa tutkittiin lukion pitkan matematiikan oppikirjasarjan visuaalista tangenttia.

[hmiset ymmartavat aistein havainnoitavat kohteet paaosin intuition avulla, kun taasen mate-
maattiset kasitteet voidaan ymmartaa aksioomien, maaritelmien ja lauseiden pohjalta. Kuiten-
kin Bizan laaja tutkimus osoittaa, ettd lukio-opiskelijoiden kasityksiin tangentista vaikuttavat
merkittavasti heiddn geometriassa kohtaamansa visuaaliset tangentit. Opiskelijat voivat aluksi
ymmartda visuaalisen tangentin esimerkiksi suorana, joka sivuaa koko kdyraa yhdessa pis-
teessa leikkaamatta kdyraa. Opiskelijoiden yksilolliset kdsitykset voivat sdilya tai ne voivat ke-
hittyd myohemmin alkuvaiheen suuntaisina myo6s paikallista geometrista tai analyyttista nako-
kulmaa edellyttdvissa uusissa tilanteissa. Ndin Bizan mukaan opiskelijoiden geometriassa
muotoutuneet ajattelumallit riittavat kuvaamaan heidan kasityksidan tangentista koko lukio-
ajan ja lukion jalkeenkin. Kasitysten tulisi koko tangentin oppimisprosessin ajan konstruoitua
todenmukaisina, silld vahvoiksi kehittyneitd mielensisdisia ajattelumalleja ei ole enaa helppo
muokata. Toisaalta tarkoituksenmukaisesti valittujen visuaalisten tangenttien avulla opiskeli-
joiden kasityksia voidaan oppimisen alkuvaiheesta alkaen myos korjata ja kehittaa. Lisaksi vi-
suaalisuus tukee opiskelijoiden luovaa matemaattista ajattelua seka mielikuvitusta, joka toimii
yhteydessa intuitioon ja luovuuteen.

Laadullisessa tapaustutkimuksessa kuvaillaan yhden lukion pitkdn matematiikan oppikirjasar-
jan visuaalista tangenttia. Kirjasarjan analysoiduissa Geometria- ja Analyyttinen geometria -Kir-
joissa tarkastellaan visuaalisena ainoastaan ympyran tangenttia. Kirjoissa ei verbaalisesti nos-
teta esille kuvioissa havaittavia tangentin yleisid ominaisuuksia. Tangentin kasite yleistyy
merkittavasti vasta Derivaatta -Kirjassa, kun derivaattaa havainnollistetaan hahmotellulla tan-
gentilla. Visuaalinen tangentti jad kumminkin hiukan epaselvaksi. Pienimuotoisen tutkimuksen
pohjalta nayttaisi siltd, ettd oppikirjan analysoidussa osuudessa voisi hyddyntdaa enemman vi-
suaalisen tangentin ja intuition merkityksia.

Asiasanat: analyyttinen tangentti, geometrinen tangentti, havainnollinen derivaatta, intuitio,
kasitekuva, visuaalinen tangentti, visuaalinen esitysmuoto
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1 JOHDANTO

Lukio-opiskelijoiden visuaalisen tangentin ymmartamista on tutkittu melko vahan verrattuna
analyysin keskeisen kasitteeseen, derivaattaan. Kumminkin tangentti ja derivaatta liitetadn
vahvasti toisiinsa lukion analyysin kursseissa. Yksi tapa syventad omaa ymmarrystadan mate-
matiikasta on matemaattisen tiedon jarjestiminen, mutta jarjestdmista voi hankaloittaa jo yk-
sittdisten kasitteiden, kuten tangentin, heikko ymmartaminen.

Yleensa tangentin madritelméana esitetadn, ettd tangenttisuora (engl. tangent, tangent line), ly-
hyemmin tangentti eli sivuaja, sivuaa kdyraa yhdessa kdyran pisteessa, sivuamispisteessd (engl.
tangency point), vaikka tangentilla on muitakin ominaisuuksia. Myo6s differentiaalilaskennan
derivaatan kasite kehittyi uuden ajan alkupuolella antiikin Kreikan matematiikassa tunnetun
ja myohemmin tangentiksi nimetyn suoran pohjalta. Geometrisesti derivaatta vastaa funktion
kuvaajan derivoituvassa pisteessa siihen asetetun tangentin kulmakerrointa. Visuaalista tan-
genttia kaytetaan edelleen funktion derivaatan havainnollistamisessa, useinkin pohtimatta sy-
vallisemmin tangentin merkitystd. Tassa tydssa otetaan myos esille joitakin tangentin ja sen
lahikasitteiden, kuten derivaatan, eroja. Tyo rajoittuu taustateorian pohjalta xy-tasoon. Muista
esiintyvista kasitteistd maaritellddn aiheen kannalta tarkeimmat.

Tutkielmassa yhtena paatavoitteenani on laatia havainnollinen teoriakooste aihepiirin tangen-
tista. Toisena paatavoitteenani on esitelld Tallin (1986) ja Bizan (2007) tutkimuksista lukio-
opiskelijoiden kasityksia visuaalisesta tangentista. Erityisesti Bizan tutkimus antaa paljon uutta
tietoa siitd, millaisia ajattelumalleja visuaalisesta tangentista opiskelijoille muodostuu geomet-
riassa ja miten ne vaikuttavat heiddn myéhempiin kasityksiinsa tangentista. Lopuksi kolman-
tena padtavoitteenani on aiemman tutkimustiedon pohjalta analysoida yhden lukion pitkdn
matematiikan oppikirjasarjan visuaalista tangenttia. Ensin kumminkin taustateoriassa kuvai-
len matemaattisen ajattelun kehittymista historiallisesti, ihmisen havainnointia yleensakin ja
matematiikan oppikirjan havainnollisten esitysmuotojen piirteita.

Tutkielma sisaltaa lahteista ja tutkimuskohteena olevasta oppikirjasta skannattuja ja skaalat-
tuja kuvia. Nadin kuvat eivat vastaa kooltaan ja tasoltaan alkuperdisia kuvia. Visuaalinen tan-
gentti -lukuun olen hahmotellut l1dhdekirjallisuuden kuvat uudelleen Wordin piirrostyokalulla.
[Iman lahdetta esitetyt kuvat ovat omia tuotoksiani, tosin vastaavia voi esiintya kirjallisuu-
dessa. Piirroksissa olen pyrkinyt silmdamaardiseen matemaattiseen virheettémyyteen siten,
ettd piirtdmisessa ja tuotosten tarkastelussa olen hyodyntanyt zoomausta. Tadllainen havainnol-
lisuuteen perustuva piirrostapa on epdtarkka verrattuna esimerkiksi GeoGebran kayttoon.
Kumminkin katson, ettd dynaamisen matematiikan ohjelmiston symbolisen ja visuaalisen esi-
tysmuodon integroituvuutta ei voi rinnastaa oppikirjoissa annettujen kuvien visuaalisuuteen.
Harppi-viivain -menetelmakin on nykyisin ldhes korvautunut piirto-ohjelmilla. Itse asiassa tut-
kielman visuaalisen aineiston luonti haasteellisella Wordin piirrostydkalulla tuntui tukevan tie-
toista ajatteluani seka kasin ja keholla ajatteluani ja auttoi kuvien havainnoinnissa timan tyon
oppikirja-analyysissa.



Tutkielman toinen luku kasittelee ihmisen havainnointia ja ajattelutapoja. Matematiikan histo-
ria kertoo varhaisten ihmislajien matemaattisen ajattelun kehittymisestd. hmiskunnan alku-
vaiheessa ihmislajien ainoana ajattelutapana on (todennakoisesti) ollut intuitio (engl. intui-
tion), jota ihminen kayttaa edelleen etenkin aistihavainnoissa. Intuitio yhdistetdan myos lukio-
opiskelijoiden visuaalisiin tangenttikasityksiin (Tall 1986; Biza 2007). Luvun lopussa tarkas-
tellaan konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaista oppimisprosessimallia, jossa huomioi-
daan visuaalinen esitysmuoto ja intuitio, Tallin (2008, 2014) matematiikan kolmea maailmaa
(engl. three worlds of mathematics).

Kolmas luku kasittelee oppikirjan matemaattisen tiedon havainnollisia esitysmuotoja. Seka
vaistyvat ettd uudet peruskoulun ja lukion opetussuunnitelmien perusteet ohjeistavat hyodyn-
tamaan matematiikan opiskelussa havainnollisia esitystapoja ja teknisia apuvalineita. Kuvan-
tutkimuksen nakoékulmasta staattisilla kuvilla, kuten oppikirjojen kuvilla, on lisdksi sellaise-
naan merkityksensa havainnoijalle (Silfverberg 1999; Hatva 2009).

Neljas luku sisaltda tangenttitietoa ja tangentin perussovelluksia. Viidennessa luvussa tutustu-
taan Tallin (1986) tietokoneavusteiseen opetuskokeilututkimukseen kdyran jyrkkyyden ja vi-
suaalisen tangentin kasitteiden ymmartamisestd seka Bizan (2007) tutkimukseen lukio-opis-
kelijoiden tangenttikasityksista. Laadullinen tutkimus lukion pitkdan matematiikan oppikirjan
visuaalisesta tangentista alkaa kuudennessa luvussa.

2 HAVAINNOINTI, INTUITIO JA MATEMATIIKKA

Havaitseminen maaritellaan eri tieteissa yksilollisesti toimivien ndké- ja muiden aistien avulla
havainnoitavan kohteen yksil6lliseksi tulkinnaksi, kokemukseksi, ymmartamiseksi (Hatva
2009, 86). Matemaattisen ajattelun perusasioihin kuuluu kyky havaita ja tunnistaa lukumaara,
koko, jarjestys ja muoto (Boyer 1995, 23; Tall 2008). Ihminen on luultavasti havainnoinut luon-
toa, lukumaaria ja muotoja koko ihmislajien evoluution ajan, silld eldimilld on todettu vastaavia
kykyja. Tieteiden kuningatar -teos luonnehtii matematiikan itsendiseksi deduktiiviseksi tie-
teeksi, joka on kehittynyt pitkddn havainnollisena ja on inhimillisena ajatteluna ainutlaatuista.
(Boyer 1995, 15ja 23.)

Intuitio on kasitteena laaja ja intuitiivinen ajattelu on kohdekohtaista ja yksilollistd my6s maa-
rallisesti. Mediassa intuitiota tarkastellaan yleensa yleisella tasolla. Tassa luvussa kuvailen hiu-
kan tarkemmin, miten havainnointi ja intuitiivinen ajattelu kehittyivat ihmiskunnan varhai-
sessa vaiheessa osaksi ihmisen arkielamdd ja orastavaa matemaattista ajattelua. Sitten
selvittelen intuition ja luovuuden merkitysta nykyihmisen matemaattisessa ajattelussa, havain-
nollisen kasitteen ymmartamista seka Tallin matematiikan kolmea maailmaa.

2.1 Matemaattisen ajattelun historiallinen kehittyminen

Esihistoriallinen aika on padosin tutkimatonta ja nykytietdmyksen mukaan oletettua epatar-
kemmin ajallisesti ja tiedollisesti maaritettya. Intuitio eli intuitiivinen ajattelu on ihmislajien
evoluution alkuaikoina kehittynyt tiedostamaton, sanaton ajattelutapa, joka uskoo etenkin ais-



tein havaitun todeksi. Varhaisten esivanhempiemme aivojen mekanismi kehittyi myds reagoi-
maan aarettdman nopeasti tehtyihin havaintoihin, mista on ollut hy6tya ihmisyksiloille esimer-
kiksi eloonjaamistaistelussa evoluution aikana.

Tieteiden kuningatar -teoksessa arvioidaan, ettd ensin kenties esivanhempamme havaitsivat
luvun, koon tai muodon siten, ettd ero havaittiin esimerkiksi yhden ja monen suden valill3,
eldinlajien koon valilla tai esimerkiksi kuun ja puun muotojen valilla. Mahdollisesti myohem-
min kyettiin havaitsemaan, etta esimerkiksi lampaita ja puita voi olla yksi, vaikka ne ovat muo-
doltaan erilaisia. Luultavasti kasitys luvusta muotoutui samoihin aikoihin kuin ihminen oppi
ottamaan tulen vahitellen kdyttoonsa arviolta 500 000— 300 000 vuotta sitten. Geometrian
alkupera on lukujen kdyttoonottoakin epaselvempi. On osin arvailujen varassa, miksi esihisto-
riallisen ajan ihminen suosi geometrisia kuvioita, myos niiden saannollisida perusmuotoja seka
kaytti kuvioita esimerkiksi taiteessa, keramiikassa ja tekstiileissa. Yleisesti geometrian katso-
taan aluksi kehittyneen maanmittauksessa, rakentamisessa ja tahtitieteessa. (Boyer 1995, 23—
31)

Rationaalinen ajattelu on tietoista ajattelua, ja sen katsotaan kehittyneen sanattoman intuitii-
visen ajattelun rinnalle. Luonnollisten kdsitteiden, kuten puun tai nuotion, rinnalle alkoi muo-
dostua abstrakteja matemaattisia kdsitteitd, kuten lukuja, joita alettiin esittda havainnollisesti
esimerkiksi omien sormien tai kivikasoiksi kerattyjen kivien tai puuhun kaiverrettujen kuvioi-
den avulla. Vahitellen kuvallisen esityksen rinnalle kehittyi alkeellisia laskutoimituksia. Kuvi-
oita opittiin kaivertamaan muun muassa viiden ryhmina ihmisen kaden sormien tapaan. Luku-
merkint6ja esineistd on loydetty arviolta 30 000 vuoden takaiselta kivikaudelta. (emt. 26—27.)

Matemaattista tietoa oli jo paljon kirjoitustaidon kehittymisen alkuvaiheessa, noin kuusituhatta
vuotta sitten. Boyerin (1995) teoksen mukaan luvuille oli erilaisia hankalia merkintatapoja,
jotka estivat algebran kehittymistd. Geometrian kehittymisen mahdollisti se, ettd euklidisessa
geometriassa ei tarvita rationaali- ja irrationaalilukuja vaan kaytetdan kuvioiden vastinosien
suhteita. Kun kielellinen ilmaisu ja abstrakti ajattelu kehittyivat muutoin, niin geometrisia on-
gelmia voitiin todistaa tasmallisesti jo antiikin Kreikassa. Talloin 300-luvulla eKr. Eukleides kir-
joitti merkittdvan teoksen Alkeet (lat. Elementa), joka sisdltda silloista tunnettua geometriaa ja
lukuteoriaa. Antiikin jalkeen geometria alkoi kehittyd voimakkaammin vasta uuden ajan alussa
1600-luvulla, jolloin my6s tangentin ja derivaatan kasitteet alkoivat tismentya. Matematiikka
on matemaattisen tiedon konstruoinnin intuitiivisen alkuvaiheen jalkeenkin kehittynyt pitkaan
havainnollisena. Taysin abstrakteja matematiikan aloja alkoi kehittya vasta 1800-luvulla.

2.2 Intuition merkitys matematiikan opiskelussa

Intuitio on useiden eri tieteenalojen tutkimuksen kohde. Suomessa intuition tutkiminen on ol-
lut viime vuosiin saakka vahaistd. Kumminkin ihmisten arkieliman ajattelu on edelleen suu-
relta osin vaivatonta, intuitiivista ajattelua (ks. Raami 2015, 246). Millainen intuition merkitys
on erityisesti matematiikan opiskelussa, matemaattisessa ajattelussa ja matemaattisessa luo-
vuudessa?



2.2.1 Intuitiivinen matemaattinen ajattelu

Fischbein (1987) esittda kirjassaan Intuition in mathematics and science, etta kun yksilo tekee
matematiikassa johtopdatoksid ilman tarkkoja maaritelmia ja deduktiivista paattelyd, niin
yksilo ajattelee intuitiivisesti. Ihmisyksilon jollain hetkelld omaama intuitio kohteesta — vir-
heellinen tai virheeton — suuntaa ja aktivoi yksilon ajattelua.

Tietzen (1989) kuvailee intuitiota kirjassaan Mathematical intuition, ettd ihminen havainnoi in-
tuitiivisesti aistein havainnoitavia kohteita. Intuitio on kohdekohtainen, syntyy ja kehittyy koh-
teesta saatujen havaintojen ja kokemusten kautta, alitajuisena, aluksi epatarkkana, vaistonva-
raisena, usein virheellisend, todistusta vailla olevana, henkilokohtaisena nakemyksena.
Erityisesti matemaattinen intuitio kehittyy yksilon fysikaalista arkielamaa kuvailevilla mate-
matiikan harjoitustehtavilla. Tietzen esittda intuition tutkijoiden laajalti hyvdksyman ajatuk-
sen, ettd yksilon matemaattinen intuitio kehittyy samalla kun yksilé konstruoi mielessaan ka-
siteverkkoaan yhtenaiseksi ja ristiriidattomaksi.

Semadeni (2008) pohtii artikkelissaan intuitiota ja palaa Descartesin maaritelmaan: Intuitio on
tietdmista ilman tietoista paattelya. Semadeni viittaa Davisiin ja Hershiin todeten, etta intuitio
on hahmotustapana holistinen ja integroitu, ja sitd kdytetaan havainnollisten fysikaalisten mal-
lien ymmartamisessd. Semadeni jatkaa, ettd matemaattisen intuition tutkijoiden niakemys on,
ettda kehittymaton intuitio rajoittaa yksilon ajattelua ja voi johtaa opiskelijan matematiikassa
harhaan. Opiskelija voi kehittdd ndkemystddn ja intuitiivista ymmarrystdan kasitteesta silloin,
kun hdn omaksuu kasitteestd uuden ominaisuuden ja kykenee paittelemaan ja perustelemaan
sen avulla kasitteen jossain tilanteessa. Ndin opiskelija voi lopulta omaksua kasitteen kaikki
ominaisuudet virheettémind, muuttumattomina, sisallosta ja tilanteesta riippumattomina. Ti-
lanteessa, jossa intuitio ja yksilon virheeton matemaattinen kasitys vastaavat toisiaan, ei voi
tietdad, kumpi milloinkin on mukana oppimisessa, ymmartamisessa ja ratkaisuprosessissa.

2.2.2 Matemaattinen ajattelu

Matemaattinen ajattelu on paaosin loogista, analyyttistd, rationaalista ajattelua, jossa pyritaan
tarkkaan tieteelliseen ajattelutapaan. Matemaattista ajattelua on hankala maaritelld, mutta ma-
temaattista ajattelua ilmentdvat matematiikan ymmartaminen ja osaaminen. Viholainen
(2006) esittaa, ettd Goldinin ja Kaputin (1996) mukaan yksilon matemaattinen ajattelu perus-
tuu yksilon matemaattisista kasitteistd muodostamiin mielensisdisiin esityksiin. Naista visuaa-
linen esitysmuoto on tirked matemaattisessa ajattelussa, mutta yksilon tieto kasitteesta voi olla
myos esimerkiksi verbaalista, symbolista, toimintatapaan, laskumenetelmaan tai tunteisiin liit-
tyvaa (Viholainen 2006 Goldinin 1998 mukaan). Seka oppimisessa ettd ongelmanratkaisussa
visuaalinen esitys voi kuvailla vaitteita ja tuloksia, korjata ajattelussa mahdollisesti ilmenevia
intuitiivisia ristiriitoja ja auttaa kehittamdan kasityksia kohteesta (Viholainen 2006 Arcavin
2003 mukaan).

Sierpinska (1994, 101—107) pohtii kirjassaan Understanding in Mathematics, mita matematii-
kan ymmartaminen tarkoittaa. Sierpinska kuvailee, etta arkikielelld ilmaistuna matematiikkaa
voi ymmartad esimerkiksi hyvin, huonosti, taydellisesti, intuitiivisesti tai vaarin, mutta tama



sanat eivat kuvaa hyvin matemaattista ajattelua. Sierpinska jatkaa, ettd yksilon matemaattinen
ajattelu kehittyy yksilon oman toiminnan ja ajattelun avulla. Yksilon ajattelua voidaan aktivoida
esimerkiksi harjoitustehtavillg, joissa kasite esitetadn visuaalisena tai kaytetdan erilaisia rat-
kaisutapoja. Kumminkin matemaattinen ajattelu ja ymmartaminen edellyttavat, etta kdytetaan
kaikille yhteista matematiikan kieltd, kuten maaritelmia, aksioomia, lauseita ja symbolilasken-
taa (ks. myos Nardi, Biza & lannone 2008).

Fischbein madarittelee, ettd matematiikka on formaalia, deduktiivista ja tarkkaa, ja edellyttaa
yksilon toimintaa tai ajattelua. Kasitteiden viliset yhteydet maaraytyvat aksioomien ja deduk-
tion kautta. Ndin matemaattiset ongelmat voidaan ratkaista maaritelmien, aksioomien ja lau-
seiden avulla. Tasta johtuen abstrakti madritelma on valttdmaton tdsmallisessd matemaatti-
sessa paattelyssd. Se ei ole kuitenkaan kovin selittdva ja ymmartamista tukeva. (Viholainen
2006, 2008.) Vaikkakin abstrakti matematiikka on tdysin riippumatonta havainnollisista mate-
maattisesti epatarkoista representaatioista, niin erilaisten esitystapojen kdytosta on kognitiivi-
sesta nakokulmasta katsottuna hyotya. Kasitteiden havainnolliset esitysmuodot vahvistavat
etenkin luovaa matemaattista ajattelua. Viholainen jatkaa, ettd matemaattista ajattelua ja toi-
mintaa voi syntya niinkin, etta opiskelija pyrkii vahvistamaan kdsitteen maaritelman ja havain-
nollisten esitysmuotojen valistd yhteyttd. Havainnollisten esitysmuotojen ja maaritelman raja-
pinnan ylittdminen onnistuu harjoittelun, pohdinnan ja syvallisen ymmartamisen avulla. Silloin
kun opiskelija pystyy selittdmdan, miten ja miksi esitykset vastaavat maaritelmaa, niin talla ta-
voin Hahkioniemen mukaan kisitteellinen ymmartadminen ja perusteluprosessi tulevat syvalli-
semmiksi. (Viholainen 2006.)

2.2.3 Luova matemaattinen ajattelu

Myd6skdan luovuudelle ei ole yksikasitteista maaritelmaa. Pehkosen (2012) mukaan Iuovaa
ajattelua on sekin, kun yksiloé luo omaksumastaan tiedosta uusia kokonaisuuksia. Esimerkiksi
ongelmanratkaisu ja matemaattisen kasitteen konstruointi havainnollisena vaativat opitun tie-
don yhdistamista uudella tavalla ja kehittavat siten opiskelijoiden ajattelua ja luovuutta. Luova
matemaattinen ajattelu edellyttaa riittavasti matemaattista tietoa mutta yksistdan suuri maara
abstraktia tietoa voi rajoittaa ajattelua liikaa.

Opiskelijoiden matemaattinen intuitio ja luovuus kehittyvat yksilollisesti vahitellen, kun opis-
kelijat ratkaisevat erityyppisid matemaattisia ongelmia, pohtivat kisitteiden yhteyksia, ja kun
opiskelijat onnistuvat yhdistimaan kasitteiden teorian niiden havainnollisiin esitysmuotoihin.
Kun opiskelijan matemaattinen intuitio on kehittynyt virheettémaksi, niin matemaattinen paat-
tely vapautuu ennakko-odotuksista, mika laajentaa ndkemyksia ja lisaa luovuudelle tyypillista
ajattelun joustavuutta (Tietzen 1989; Tall 2008; Viholainen 2008). Intuitio ja luovuus voivat
tuottaa selkedn ajatuksen monimutkaisesta, jopa kaaosmaisesta tiedosta (Raami 2015).

2.3 Havainnollisen kasitteen ymmartaminen

Esi-isimme havainnoivat eri aistein arkielaman kohteita, muodostivat niista mielikuvia tai ver-
tasivat tiedostamattomasti ja salamannopeasti niitd aiempiin havainnoimiinsa kohteisiin ja
niistd saamiinsa kokemuksiin ymmartden mielellddn uuden kohteen samankaltaiseksi aiemmin
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kohdattujen kanssa. Luonnolliset kdsitteet, kuten koira, kukka tai puu, ovat ominaisuuksiltaan
epdselvarajaisia ja ihminen ei yleensa syvenny tutkimaan ja erottelemaan niiden ominaisuuk-
sia. (Silfverberg 1999; Hatva 2009.)

Nykyisen konstruktivistisen oppimiskdsityksen mukaan yksilon matemaattinen tieto on aluksi
pitkddn hajanaista ja sisdltaa yksilon intuitiivisia kasityksiad ja muistikuvia (Nardi ym. 2008).
Tall (2014) muistuttaa, ettd ihminen kiyttdd samaa "henkilokohtaista havainnointikoneisto-
aan” kaikkien kohteidensa havainnointiin. Havainnointi luo, muokkaa ja kehittaa havainnoijan
kasityksia kohteesta.

Mielikuva (engl. image) on ensivaiheen kasitys mistd tahansa uudesta kasitteesta tai havain-
noinnin kohteesta. Mielikuva on mielensisdinen kuva kasitteesta. Mielikuvansa sisaltéa yksilo
voi kuvailla piirroksena. Mielikuva muodostuu yksil6llisesti, alitajuisesti, padosin intuition ja
eri aistien tiedonvalityksen kautta. Siihen vaikuttavat muun muassa tunteet, arvot, asenteet,
uskomukset ja ennakkoluulot. Havainnointi aktivoi lisaksi yksilon mielikuvitusta ja luovuutta.
Kosslynin mielikuvateorian mukaan kohteesta ndin valikoiden poimitut tiedonpalaset tiyden-
tyvat salamannopeasti yksilon aivoissa henkilokohtaiseksi mielikuvaksi. (Hatva 2009, 31—39.)

Hatva (2009) jatkaa, ettd mentaalinen eli mielensisdinen mielikuva ei ole staattinen. Mielikuva
aktivoi ja ohjaa yksilon uuden tiedon kasittelyd aiemman suuntaisena, muuntuu ja kehittyy
padosin intuitiivisesti, jos uusia ominaisuuksia havaitaan tai lopulta unohtuu. Esimerkiksi piir-
ros tangentista kuvaa vain osaa piirtdjan senhetkisesta kasityksesta tangentista.

Kdsitekuva kaaviomaisena ajattelumallina muodostuu ja vahvistuu mielikuvan pohjalta, kun sa-
maa luonnollista kasitettda havainnoidaan toistuvasti. Talloin ihminen ei erottele yksittaisia
ominaisuuksia vaan havaitsee kohteen tai osan siitd kokonaisuutena, esimerkiksi lintuna tai ih-
miskasvoina. (Hatva 2009, 298.) Visuaalisesti esitetystda uudesta matemaattisesta kasitteesta
opiskelijoiden tulisi sen sijaan tietoisesti kehittaa ja korjata ndkemystadn muodostamansa mie-
likuvan, uusien havaintojensa, matemaattisen tiedon, intuition ja maaritelman avulla.

Kdsitekuva (engl. concept image) on Vinnerin ja Tallin 1980-luvulla maarittelema yksilollinen
mielensisainen kognitiivinen kokonaiskuva matemaattisesta kasitteesta, joka sisaltaa opiskeli-
jan omaksumat esitystavat kasitteestd, kasitteen mentaaliset ominaisuudet ja symboliset pro-
sessit. Opiskelijan kasitekuvan tulisi vastata kasitteen verbaalista ja symbolista esitysmuotoa
seka maaritelmaa. (Viholainen 2006.) Yksistaan tiettyyn tilanteeseen soveltuvaa kasitekuvaa
opiskelija ei kykene liittimaian matemaattiseen tietoonsa, jolloin se jaa irralliseksi.

Vinnerin 1980-luvulla nimedma geneerinen tangentti (engl. generic tangent) on vahva mielen-
sisdinen kuva tangentista, joka muotoutuu geometriassa ympyran tangentin késitteen oppimis-
prosessissa. Geneerinen tangentti sivuaa ympyran kaarta tai sitd muistuttavaa kdyraa yhdessa
pisteessa leikkaamatta sita. (Tall 1986; Biza 2007; Nardi ym. 2008.) Kun sitten esimerkiksi ge-
neerisen tangentin omaksunut opiskelija kuulee tai ndkee sanan “tangentti”, niin hanen mie-
leensa tulee tangentti, jolla on geneerisen tangentin ominaisuudet. Han voi piirtaa siita kuvan
tai voi kuvailla sita sanoin. (Vinner 1991.)
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Opiskelijoiden kasitekuvat tangentista vahvistuvat helposti lukioaikana pintapuolisina aiem-
min omaksutun tiedon ja asenteiden mukaisina, ellei uusi tilanne saa heita pohtimaan ja muok-
kaamaan omaa kasitekuvaansa (Biza 2007; Biza & Zachariades 2010). Opiskelija ei yleensa tar-
vitse matematiikan tehtdvissa koko mielensisdista kdsitekuvaansa. Kehittynyt kasitekuva voi
Tallin mukaan sisaltda aksioomista ja maaritelmista tuotetun kdsitekuvan osan, formaalin ku-
van (engl. formal image). Tall itse katsoo, ettad sisaltéero hdanen ja Vinnerin kasitekuvissa on
epdolennainen. Kdytdnnossa maaritelma jaa yleensa irralliseksi opiskelijoiden kasitekuvissa
(esim. Viholainen 2006).

Kun kasitekuva on objektitasoinen eli kdsitetasoinen, niin kdsitekuvassa on tapahtunut merkit-
tdvia muutoksia. Biza (2007) esittda, etta Harelin ja Tallin (1989) mukaan uusi tieto, tiedon
uudelleenmuodostus, poisoppiminen ja tiedon siirtiminen johtavat kdsitteelliseen muutokseen.
Kdsitetason saavuttanut opiskelija pystyy havaitsemaan kasitteen ominaisuuksia ja muodosta-
maan siita yhteyksia tietorakenteensa muihin kasitteisiin.

Henkilékohtainen kdsitemddritelmd (engl. personal concept definition) on Tallin ja Vinnerin
1980-luvulla maarittelema henkilokohtainen tulkinta kdsitteen mddritelmdstd (engl. concept
definition). Se on riittdva yleensa yksittaisissa tilanteissa. Esimerkiksi ympyran tangentin maa-
ritelmdn pohjalta muodostunut henkilokohtainen kasitemadaritelma voi integroitua geneeri-
seen tangenttiin ja opiskelija kdyttda sitd myos tangentin maaritelmana. (Nardi ym. 2008.)

2.4 Havainnollisten esitysmuotojen ja maaritelman yhdistamisen merkitys

Tutkimusten mukaan opiskelijoiden mielensisdiset kdsitekuvat matemaattisista kasitteista ke-
hittyvat, kun he onnistuvat tilanteittain integroimaan maaritelmén kasitteen havainnollisiin
esitystapoihin. Ndin kasitekuvasta muodostuu ristiriidaton kokonaisuus ja opiskelijat osaavat
selittdd maadritelman pohjalta, miten ja miksi heidan henkilokohtainen kasitekuvansa on tosi.
(Viholainen 2006.) Elleivat opiskelijat kuitenkaan pyri yhdistamaan kasitekuvansa visuaali-
seen ja symboliseen osaan maaritelmaa, jaa kasitekuva helposti virheelliseksi.

Maaritelmdn hyodyntamattomyys tulee esille Viholaisen (2006) tutkimuksessa, jossa on mu-
kana kuuden suomalaisen ja yhden ruotsalaisen yliopiston yhteensa 166 matematiikan aine-
opintojen loppuvaiheen opettajaopiskelijaa. Heista kahdeksan opiskelijaa osallistuu kirjallisen
testin lisaksi haastatteluun, jossa he perustelevat, ovatko annetut kuusi yhtdl6- ja kuvaajamuo-
toista epdjatkuvaa testifunktiota derivoituvia — ja jos ovat, niin miksi. Heilla on kiaytossaan jat-
kuvuuden, derivaatan ja derivoituvuuden maaritelmat, kyna ja paperia.

Erds naisopiskelija perustelee derivoituvuuden piirtamalla
paraabelifunktion epdjatkuvuuspisteen kautta suoran, jolla
han yhdistda silmamaaraisesti funktion osat ja saa suoran
nayttimaan tangentilta. Funktion epdjatkuvuuden opiskelija
nakee kuvaajasta (kuva 1). Funktion toispuoleiset raja-arvot

KUVA 1. Paraabelin epjat- ovat yhta suuret paraabelin epdjatkuvuuspisteessa, joten pis-
kuvuuspisteeseen piirretty teessd on raja-arvo mutta funktion arvo epdjatkuvuuspis-
tangentti (Viholainen 2011)  teessi on eri suuri kuin funktion raja-arvo.
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Naisopiskelija yrittda muistella derivoituvuuden ja jatkuvuuden yhteytta ja piirtda esimerkin
karkipisteesti useine “tangentteineen”, mutta ei muista yhteytta. Lopulta hin katsoo uskotta-
vammaksi sen, ettd funktio on derivoituva pisteessd, koska hdn onnistuu piirtdmaan tangentin
pisteeseen. Han ei hyodynna annettua derivaatan madaritelmaa vaan perustelee vastauksensa
visuaalisesti. Jos hdnen kasityksensa visuaalisesta tangentista olisi matemaattisesti virheeton,
niin visuaalinen perustelu olisi kdyttokelpoinen mutta han luottaa ndkéhavaintoonsa. Tahan
tyohon sisaltyvassa oppikirjatutkimuksessa sitten huomasin, ettd myos Pitkd matematiikka-
sarjan Derivaatan (Kangasaho ym. 2014c, 42 ja 51) havainnollisen maaritelméan funktion deri-
voituvuudesta pisteessa voi ymmartda vastaavan naisopiskelijan perustelua.

Nelja vuotta matematiikkaa yliopistossa opiskellut miesopiskelija taasen tutkii testifunktioiden
derivoituvuutta symbolisesti. Hin perustelee paloittain maaritellyn funktion

. (X, x<1
£(x) _{x+1,x21

derivoituvuuden epdjatkuvuuspisteessa silld, ettd funktion kahden eri lausekkeen erotus-
osamadrien raja-arvot ovat yhta suuret muuttujan arvolla x = 1. Funktion kuvaajasta han na-
kee funktion epdjatkuvaksi ja muistaa jatkuvuuden olevan ehto derivoituvuudelle mutta ei ole
varma, muistaako vaarin. Lopulta hédn arvioi toispuoleisten derivaattojen yhtasuuruuden tar-
kedmmadksi kuin visuaalisen tiedon. Kuitenkaan han ei tarkista symbolisesti funktion jatku-
vuutta kyseisessa pisteessa. (Viholainen 2006, 2011.)

2.5 Matematiikan kolme maailmaa

Toisia ihmisia ovat kautta aikojen kiinnostaneet enemman geometriset muodot, toisia taas ha-
vainnolliset lukuihin ja maariin liittyvat asiat (Boyer 1995, 35). Tutkimusten mukaan osa ihmi-
sista kdyttdd molempia lahestymistapoja ajattelussaan. Gray ja Tall ovat tutkineet matemaat-
tisten kasitteiden konstruointia konstruktivistisen oppimiskasityksen pohjalta matemaattisen
tiedon kognitiivisessa kehittymisessa muotoina ja prosesseina. (Viholainen 2008.)

Havaintomaailmassa (engl. conceptual-embodied world) ihminen havainnoi kohteita eri aistein.
Ensin kohteista muodostuu mielensisaisia intuitiivisia mielikuvia ja kasitekuvia. Sitten kohtei-
den ominaisuuksia opitaan erittelemaan seka kuvailemaan verbaalisesti ja lopulta kohteet osa-
taan luokitella hierarkkisiksi abstrakteiksi ryhmiksi. (Tall 2008.) Vahitellen esimerkiksi kdyran
ja sen tangentin jyrkkyys tai horisontaalinen suoruus voidaan ndhda havaintomaailmassa funk-
tion muutosnopeutena. Funktion muutos funktion pisteessa havaitaan kineettisena, kun kynaa
tai katta kuljetetaan tangenttina funktion kuvaajaa pitkin. (Viholainen 2008.) Havainnoista
muodostuvat yksilolliset kasitykset voivat vahitellen abstrahoitua. Tallin (2008) mukaan esi-
merkiksi piste ymmarretdan aluksi konkreettina ja nakyvana, mutta vahitellen piste kuitenkin
opitaan tuntemaan abstraktina kasitteena. Tall (2014) muistuttaa, ettd suoran voi aina piirtaa
euklidisessa geometriassa mutta havaintomaailman suora ei voi muodostua pisteistd. Geomet-
riassa pisteita voi valita suoralta ja pisteiden desimaalilukumuodoilla voi laskea symbolimaail-
massa. Nain opiskelijoiden kasitykset voivat kumminkin kehittya abstrakteiksi, vaikka opiske-
lijat ratkaisevat geometrian tehtavia havainto- tai symbolimaailman totuuksina.
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Symbolimaailmassa (engl. proceptual-symbolic world) kasitteet ja niiden ominaisuudet saadaan
nakyviksi laskutoimituksilla. Laskeminen automatisoituu harjoittelemalla ja oppija alkaa nahda
kasitteet kokonaisuutena. Laskutoimituksen eri vaiheita ei enda tiedosteta. Oppiminen edistyy
yksil6llisesti samalla kun yhdistellaan kasitteiden ominaisuuksia havaintoesityksista ja lasku-

prosesseista. Symbolit kuvaavat seka laskutoimituksia etta kasitteita. Esimerkiksi > kuvaa pro-

sessina luvun yksi jakamista luvulla kaksi ja toisaalta kasitetta yksi kahdesosa. Tall ja Gray kayt-
tavat prosessin, prosessin tuotoksen eli kasitteen ja sekd prosessia ettd kasitettd kuvaavan
symbolin yhdistelmasta sanaa procept. Derivaatan kasite saadaan nakyvaksi laskemalla keski-
madraisid erotusosamaaran muutoksia vahitellen lyhenevilla funktion véleilla. (Tall 2008; Vi-
holainen 2008.)

Teoriamaailma (engl. formal-axiomatic world) perustuu kasitteiden ominaisuuksiin, ja mate-
maattinen ymmartaminen ja ajattelu ovat abstraktiotasolla. Havainnollinen ja symbolinen esi-
tys voivat yhdistya aksioomiin, maaritelmiin ja lauseisiin, kun l6ydetdan kasitteen ominaisuuk-
sia, joita voi laskea. Ymmartdminen ja intuitio yhdistyvat tiedostamattomasti, kun intuitio
integroituu kasitteeseen. Talloin intuitiiviset ennakko-odotukset jaavat pois ja ajattelu vapau-
tuu. Tilalle tulee luovuutta ja uusia tapoja yhdistella tietoa. (Tall 2008; Viholainen 2008.)

Tallin (2008) matematiikan kolmen maailman

e havaintomaailmassa todeksi uskotaan kaikki, jonka voi aistein havaita tai ndahda
tai kuvitella ndhdyksi esimerkiksi sanallisen kuvailun perusteella

e symbolimaailmassa symboliset laskutoimitukset luovat totuuden

e teoriamaailmassa totuuden luovat aksioomat, maaritelmat ja deduktiivinen
todistusmenettely.

Tallin (2008) mukaan matemaattista ajattelua edustavat vanhemmat teoriat, kuten van Hielen
teoria, eivat huomioi intuitiota vaan van Hielen teorian alimmalla tasolla opiskelija osaa jo tun-
nistaa, nimeta ja vertailla geometrisia kuvioita. Tasta syysta Tall katsoo, etta van Hielen teoria
ei riitd matematiikan kolmen maailman mukaiseen konstruktivistiseen matemaattisen ajatte-
lun ymmartamiseen. Konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaan havaintomaailmassa ku-
viot ymmarretddn aluksi yksilollisesti tiedostamatta kuvion matemaattisia ominaisuuksia.

Kaikissa kolmessa maailmassa opiskelijan ajattelu voi edetd abstraktille tasolle. Opiskelijan
kognitiivinen kehittyminen riippuu siitd, miten han havainnoi ja aktivoi toimintaansa, miten
suoriutuu laskutoimituksista ja niiden toistoista, miten hdan ymmartaa luonnollista ja matema-
tiikan kielta sekd miten han pystyy yhdistimaan eri maailmat toisiinsa (Tall 2008; Viholainen
2008.) Toisaalta matematiikan kolmen maailman voi ajatella kuvaavan myds ihmisen mate-
maattisen ajattelun kehittymista historiallisesti.

14



3 MATEMATIIKAN OPPIKIRJAN HAVAINNOLLISET ESITYSMUODOT

Tutkijat jaottelevat matematiikan oppikirjojen paallekkaisia esitysmuotoja muutamilla hieman
toisistaan poikkeavilla perusteilla. Jaan oppikirjan esitystavat tassa ty0ssa visuaaliseen, sym-
boliseen ja verbaaliseen esitysmuotoon mukaillen Tallin matematiikan kolmea maailmaa. Sel-
vittelen lisdksi, millaista lukio-opiskelijoille sopivaa lisdtietoa visuaalisesta tangentista 16ytyy
internetista.

3.1 Visuaalinen esitysmuoto

Visuaalinen tarkoittaa silmin havainnoitavaa tai ndhtdavaa. Naonvarainen havainnointi eli geo-
metrinen hahmottamiskyky on yksilollista. Kuvaksi voidaan sanoa mita tahansa kuvaa, kuten
valokuvaa, piirrosta, karttaa, funktion kuvaajaa tai graafia (Hatva 2009, 86). Kuvallinen esitys
vaatii havainnoijalta muun muassa kyvyn nahda kuvan irrallisena, erikokoisena, toisessa pai-
kassa tai asennossa, havaita eroavaisuuksia ja samanmuotoisuutta kohteiden valilla. Kuvallisen
tiedon konstruoinnissa tarvitaan kuvallisen tiedon muistamista sekd mielikuvitusta, jolla luo-
daan mielensisdisia variaatioita kuvasta. (esim. Silfverberg 1999, 111; Viholainen 2008.) Visu-
aalisen objektin kognitiiviseen ymmartamiseen liittyy yleensdkin monenlaisia yksiléllisia eroja.

Visuaalista esitysmuotoa ei Eisenbergin ja Dreyfusin (1991) mukaan valttdmatta pideta mate-
maattisena (Viholainen 2008). hminen ymmartaa mielellddn minka tahansa abstraktin kuvan
implisiittisesti eli alitajuisesti, intuitiivisesti ja kokee sen arkieldaman luonnollista kasitetta ku-
vaavana (Silfverberg 1999; Raami 2015, 242). Esimerkiksi toisensa leikkaavat suorat nayttavat
jakavan pinnan neljadn osaan tai ihminen ei aluksi nde eroa suoran, puolisuoran ja janan valilla;
puolisuora ja jana piirretdan lyhyena suorana viivana samoin kuin suora, joka voidaan ndahda
vain mielikuvituksen avulla (Silfverberg 1999).

Tassa tyossa selvitellaan visuaalisen tangentin ymmartamista intuition ja visuaalisen tangentin
tunnettujen merkitysten pohjalta. Intuitiiviseen nakékulmaan sisaltyy luonnostaan kuvantut-
kimuksen tieto luonnollisten kasitteiden ymmartamisesta sekd prototyyppiteoriat matemaat-
tisten kasitteiden ymmartamisesta.

3.1.1 Kuvallisen tiedon merkitys

Hatvan (2009) tiedotusopin vaitostyo, Merkityksen vdlittdminen kuvan avulla, kasittelee kuval-
lisen tiedon ajatteluprosessia. Vaitoksessaan Hatva luo kuvallisen tiedon omaksumisen perus-
tekijoistd hypoteesimallin yhteisia ajatuksia sisdltdvien kognitiotieteen ja kuvan merkityksia
tutkivan kuvasemiotiikan pohjalta. Hatva kirjoittaa kiyttdneensa samaa nakékulmaa aapiskir-
jojen kuvitusta tutkivassa lisensiaatintydssaan vuodelta 1992, limaisulliset keinot aapiskirjojen
kuvituksessa. Vaitostyon johdantoon Hatva on koonnut samansuuntaisia havaitsemisen teori-
oita ja tutkimustietoa eri tieteista. Paljon uutta tietoa on Hatvan mukaan saatu viime vuosikym-
menind muun muassa Kosslynin kognitiotieteen tutkimuksesta. Kuitenkaan yhtendista teoriaa
ei ole onnistuttu luomaan.
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Kosslynin (1996, 1998) mielikuvateoria luo yhteyden havaitsemisen, visuaalisen kuvittelun ja
mielikuvan valille, silld havaitseminen ja kuvittelu tapahtuvat samassa alueessa aivoja. Kossly-
nin mukaan mielikuva on visuaalinen kuvio, joka ei synny suoraan valittdtman havainnon poh-
jalta. Havainnot, mielikuvitus, intuitio ja luovuus toimivat yhteydessa toisiinsa. Uudesta ku-
vasta tunnistetaan ensin mahdolliset aiemmin omaksutut piirteet. Talloin muistista haetaan
tilanteeseen sopiva kuva tai sen osia, jotka sopivat uuteen kuvaan. (Hatva 2009, 31—39.) Esi-
merkiksi opiskelija voi poimia mielensisaisesta kasitekuvastaan ympyran tangentin tai osan
siitd ja sovitella sitd kuvaan toisentyyppisen kdyran tangentista (Biza 2007).

Yksinkertainen viivapiirros matematiikan oppikirjassa voi tuottaa jo monenlaisia mielikuvia.
Geometrinen kuvio konstruoituu opiskelijan mielessa Kosslynin mukaan samaan tapaan kuin
kuvion piirtdminen mallista onnistuu paperille (Hatva 2009, 69). Jokaisella meista lienee koke-
muksia siitd, ettd mallin mukaan piirtiminen ei ole helppoa. Jotta oma piirros vastaisi malliku-
viota, on mallikuvion yksityiskohtiin perehdyttdava. Havainnoinnissa viivapiirroksen uloimmat
osat huomioidaan tutkimusten mukaan ensin, kuten kuvan reunaviivat tai objektien aariviivat.
Sitten piirrosta katsotaan yksil6llisesti kohta kohdalta ja sen jalkeen kuvasta luodaan henkil6-
kohtainen niakemys. Helppolukuisessa piirroksessa esiintyy Bertinin (1983) mukaan korkein-
taan kolme tarkeaa tekijaa ja piirroksen yksityiskohdat voidaan havaita. Kuvakielen mukaan
yksi kuva ilman sanallista selitysta ei yleensa riitd kuvaamaan kohdetta maarittelevia ominai-
suuksia vaan havaittuja ominaisuuksia taytyy eritelld ja yhdistelld vahintdan kuudesta eri ku-
vasta. (Hatva 2009, 76.)

Ensin kuvio havaitaan Tallia (2008) mukaillen esimerkiksi kolmioksi, sen jalkeen kolmio voi-
daan yksilollisesti havaita esimerkiksi suorakulmaiseksi, tylppakulmaiseksi, teravakul-
maiseksi, tasasivuiseksi tai tasakylkiseksi kolmioksi. Useamman kolmion havainnoinnin jal-
keen havainnoija voi muodostaa mielessddn kuvan tyypillisestd kolmiosta. Geometrian
visuaalisten kasitteiden hierarkkinen matemaattinen luokittelu sen sijaan koetaan yleensa han-
kalaksi ja siihen ei mielellddan alkuvaiheessa ryhdyta. (Silfverberg 1999, 83—86.) Visuaalisten
objektien luokittelun hankaluutta lisda tavallisesti objektien samankaltaisuus ja vahentia ob-
jektien erilaisuus (Hatva 2009, 35).

Yhdessa tai jokusessa kuvassa voidaan esittda yleensa vain osa matemaattisen kasitteen koko-
naisvariaatiosta. Kasitykset kumminkin kehittyvat kasitteen monipuolisen kuvallisen esityksen
avulla (Tall 1986; Silfverberg 1999, 99; Biza 2007). Silfverbergin (1999) mukaan opiskelijan
taitoon maaritella kasite — kokemansa kasitteen kuvallisen merkityssisallon ja havaitsemansa
kdsitteen ominaisuuksien pohjalta — vaikuttaa se, kuinka riittavat ja valttimattomat ehdot
opiskelija pystyy kokoamaan saamastaan visuaalisesta tiedosta. Kasite voi yleistya visuaalisten
esimerkkien ohella myds esimerkiksi kuvioryhman avulla, jossa hyédynnetdan ihmisen si-
sdsyntyistd intuitiivista, holistista, integroitua tapaa havainnoida kuvia. Hahmolakien mukaan
esimerkiksi kohteiden ldheisyys, jatkuvuus tai samankaltaisuus voi saada katsojan kokemaan
kohteet samanlaisiksi, samaan joukkoon kuuluviksi (Hatva 2009, 79). Kuvioryhméan voi muo-
dostaa esimerkiksi joukko ympyran ja muiden kdyrien tangentteja. Toisaalta jollakin valilla jat-
kuvan funktion kuvaajassa voi nakya seka derivoituvuus-, kirkipiste- ettda kddnnepistekohtia
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mutta myos epdjatkuvuuskohtia. Téllaisesta kuvaajasta huomioidaan ehka helpommin pistei-
den lahiymparistot.

Ihminen yhdistaa naké- ja kuulohavaintoina saamaansa kuvaa ja tekstitietoa samoissa aivoalu-
eissa. Tarkeiden asioiden merkitseminen ja nimeaminen kuvaan seka kuvan kuvailu verbaali-
sesti (sanoin tai tekstind) voi estaa virhekasitysten muodostumista kuvasta. Harhaanjohtava
tieto sen sijaan hankaloittaa kdsitteen ominaisuuksien tunnistamista kuvasta. (Hatva 2009, 56.)

3.1.2 Hatvan mukaisia kuvallisen tiedon omaksumisen perustekijoita

Hatvan (2009) vaitostutkimuksessa kolme koeryhmaa luki erityyppisia kuvitettuja ja kuvitta-
mattomia lehtiartikkelikoeversioita. Kuvatyyppeja oli useita erilaisia. Koeryhmina oli oikeus-
tieteen ja taidealan opiskelijoita seka pieni ryhma ammattitaiteilijoita, yhteensa 88. Pilottiko-
keessa oli nelja satunnaista vapaaehtoista. Tutkimustuloksissa havainnoijien valilla oli suuria
eroja mutta koeryhmien valilld erot olivat pienid. Kuvitetuista artikkeleista kuvia muistettiin
kolme kertaa enemman kuin tekstid viela kymmenen viikon kuluttua lukemisesta. Muistelu on-
nistui useimmilta “katselemalla” alkuperiisii sivuja. Kuvat eivit silti lisinneet muistamista
madrallisesti. Yleisesti kuvien hyddyntamiseen vaikuttavat myos havainnoijan taustatiedot ja
motivaatio. Epamiellyttaviksi tai miellyttdaviksi koetut kuvat jdivat parhaiten mieleen. Hatva
huomauttaa, ettd joidenkin tutkijoiden mukaan kuvien kaytt6 ei valttamattd auta muistami-
sessa, mutta myos aihe, tilanne tai kuvien valinta voivat vaikuttaa.

Hatvan tutkimustulokset tukevat nakemysta, ettd katsoja poimii valikoiden kuvasta eri aisteilla
osia ja tdydentaa kuvan mielessddn ehtimatta nahda kuvaa kokonaisuudessaan. Vaarinymmar-
rettydkin kuvaa tdydennetddn tai muovataan alkuvaiheen kasityksen suuntaisena (ks. myos
Biza 2007). Kun katselusta oli kulunut aikaa, niin koehenkil6iden muistamat yksityiskohdat ku-
vista ja tekstista alkoivat vahitellen muistuttaa heidan varhaisempia ndakemyksidaan (Hatva
2009, 303—306).

Hatvan (2009, tiivistelma) mukaan kuvasuunnittelun perustekijéitd ovat kuvallisen tiedon omak-
sumisen ndkékulmasta

e esteettinen ulkoasu, joka luo heti myonteisid emootioita havainnoijassa

e varit ja kuvien koko, jotka ohjaavat katsetta ja mahdollistavat kuvan yKksityis-
kohtien erottumisen

¢ yksinkertaistetut piirrokset, jotka ovat helppolukuisia ja joissa tarkeat asiat
saadaan esille

e kuvan katselun ohjaaminen tekstin avulla, jolloin kuvan ymmartaminen
on yksikasitteisempaa.

Hatva (2009, 305—315) vertaa tutkimuksensa tuloksia kognitiotutkimuksen nakékulmiin ha-
vaitsemisesta, kuten Kosslynin ja Pavion tutkimuksiin seka kansainvalisten kuvantutkimuksen
tutkijoiden havainnoinnin teorioihin. Tutkimuksia kuvan ymmartamisesta on siis jonkun ver-
ran viime vuosikymmeniltd, mutta etenkin kirjan kuvittamiseen liittyvaa teoriatietoa on tuo-
tettu lopulta melko vahan.
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3.1.3 Prototyyppiteoriat

Silfverberg (1999, 67—76) esittelee hiukan eri sisdltdisid prototyyppiteorioita, joita on luotu
luonnollisten kasitteiden ohella myds geometrian kasitteiden ymmartamisesta. Prototyyppi-
teorioiden mukaan opiskelijat voivat muodostaa epaselvarajaisesta visuaalisina esimerkkeina
annetusta matemaattisesta kasitteesta aluksi naikemyksen, jossa vahvistuvat eri tavoin useissa
esimerkeissa esiintyvat kasitteen ominaisuudet, ja nain sitten muodostaa tyypillisen kdsitteen
edustajan eli prototyypin. Prototyyppi jaa yleensa irralleen kasitteen madritelmasta. Kuiten-
kaan yksi visuaalinen esimerkki ei riita prototyypin muodostamiseen. Prototyyppi ei myodskaan
yleensd edusta mitdadn yksittdistd esimerkkia. Kun tdmantyyppinen kasitteen oppimisprosessi
alkaa unohtua, niin se vahitellen palautuu alkuvaiheen kasityksia muistuttavaksi.

Trzcieniecka-Schneiderin (1993) mukaan kasite voidaan oppia kahdella tavalla: esimerkkita-
pausten avulla tai maaritelmana. Kun useassa esimerkkitapauksessa esiintyy kasitteen sama
piirre tai ominaisuus, niin sen merkitys korostuu, vaikka piirre olisi epdoleellinen. Jos taasen
esimerkkeja on vahan, kasitteen oleellisten ja epdoleellisten ominaisuuksien erottaminen on
mahdotonta. Madritelma jaa molemmissa tavoissa helposti erilliseksi. Kasitteen visuaalinen
madritelma yksistdan on taasen visuaaliselta variaatioltaan vahainen. (Silfverberg 1999, 76.)

Silfverberg (1999, 80—87, 198—199) jatkaa, ettad Fischbeinin (1993) mukaan geometrian ka-
sitteissa on visuaalinen osa ja osa geometrisen kasitteen sisallostda muotoutuu intuitiivisesti vi-
suaalisen esitysmuodon kautta, vaikka kdsitteen maaritelma hallittaisiin. Silfverberg ottaa
muun muassa esille, ettd Hershkowitzin (1990) mukaan visuaalisten esimerkkien epdolennai-
set piirteet katsotaan kasitteen ominaisuuksiksi kahdella virheelliselld tavalla. Esimerkiksi
opiskelija katselee ensin neliotd, jonka kerrotaan olevan nelikulmio. Talldin opiskelijan myd-
hemmin ndkema suunnikas ei voi hinesta olla nelikulmio, koska siini on eri suuria kulmia,
vaikka sivut olisivat keskenaan yhta pitkat. Toinen virheellinen tapa on kiinnittda ominaisuus
kuvaan. Esimerkiksi, kun kolmion korkeusjana nakyy esimerkkikolmion sisalla, niin opiskelija
voi piirtaa jatkossakin kaikkiin kolmioihin korkeusjanat kolmion sisaan, tarvittaessa vinoon
kantasivua vastaan. Kun havainnoija ymmartaa tallaiset prototyypin epdolennaiset ominaisuu-
det kasitteen ominaisuuksiksi, se rajoittaa havainnoijan kasitteesta kuvittelemaa visuaalista va-
riaatiota.

3.1.4 Silfverbergin geometrisen kasitetiedon kehittymisen malli

Silfverberg (1999, 196—208) on tutkinut vaitosty0ssadn geometristen tietorakenteiden kehit-
tymista ja vertaa 1950-luvulta olevaa van Hielen teoriaa uudempiin geometrista oppimista
enemman yksittaisten kasitteiden pohjalta hahmottaviin teorioihin ja tietoon, my6s prototyyp-
piteorioihin. Tutkimuksen kohteena oli yhden tamperelaisen ylaasteen lahes kaikki 262 oppi-
lasta vuonna 1992. Vuonna 1994 tutkittiin uudelleen aikaisemmat 7. luokkalaiset 9. vuosiluo-
kan oppilaina.
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Ensimmainen osuus tutki oppilaiden geometrisen oppimisen yksilollisia yleisedellytyksia:

e spatiaalista ajattelua
e loogista paattelytaitoa ja
e visuaalista muistikapasiteettia.

Toisessa osuudessa kaytettiin testikuvioina monikulmioita, kuten nelikulmioita ja kolmioita.
Silfverberg 16ysi aiempaa tutkimustietoa yhdistdmalla peruskoulun oppilaiden geometristen
tietorakenteiden kehittymisen osatekijoita ja luo taltd pohjalta oman mallinsa.

Silfverberg (1999, 208) esittaa hypoteettisen geometrisen kdsitetiedon kehittymisen mallin yk-
silollisesti rakentuvina prosesseina:

prototyyppiprosessit
visuaalinen variointi

madrittelytaidot
kasitteiden suhteet.

B w e

Mallin mukaan oppilas maarittaa alkuvaiheessa uuden kasitteen luomalla mielikuvan prototyy-
pista. Visuaalisen varioinnin kyky on Silfverbergin mukaan lahinna oppilaan kyky tuottaa mieli-
kuvituksensa avulla erilaisia esimerkkeja havainnoimistaan geometrisista kasitteista. Oppilaan
mddrittelytaidot nakyvat kasitteen merkityssisallon seka riittavien ja valttamattomien ehtojen
yhdistelman muodostamisessa oppilaan havaitsemista kasitteen ominaisuuksista. Naiden kol-
men taidon avulla oppilas lopulta kykenee onnistuneesti maarittelemaan kasitteiden suhteet.

Silfverberg vertaa malliaan tutkimustulostensa avulla vanhaan van Hielen teoriaan ja toteaa
mallin olevan kayttokelpoinen. Kuitenkin Silfverbergin mukaan oppilaiden geometristen tieto-
rakenteiden kehittyminen tutkitun aiheen osalta oli melko yksilollinen, odotettua vahaisempi
ja odotettua vahemman hierarkkinen van Hielen tasoihin ndhden. Osaamisen taso ei riippunut
yksistaan oppilaiden omaamasta van Hielen teorian mukaisesta matemaattisen tiedon tasosta
vaan oppilaiden osaaminen perustui myos heidan yksiléllisiin yleisedellytyksiinsa. Silfverberg
itse maarittelee vaitdstyonsa eraanlaiseksi vallitsevan tilanteen kartoittamiseksi.

3.2 Verbaalinen esitysmuoto

Matematiikassa verbaalisen esitysmuodon ja kuvailevan arkikielen avulla on matematiikan ke-
hittymisen alkuvaiheista alkaen yhdistetty havainto-, symboli- ja teoriamaailman tietoa toi-
siinsa (Nardi ym. 2008). Koska symboleja kehittyi matematiikkaan hitaasti ja ne vaihtelivat
muodoltaan, niin esimerkiksi arabit kuvailivat sanallisesti my6s potensseja ja laskuoperaati-
oita. (Boyer 1995, 264.) Sanallisesti voidaan myo6s esimerkiksi ilmaista, ettd tdma on nelio,
koska tdssa on nelja yhta pitkaa sivua, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tai etta kolmi-
ossa on kolme sivua (Tall 2008).

Suorittaminen, kokemukset ja aistihavainnot aktivoivat tutkimusten mukaan samankaltaisesti
ihmisen aivotoimintaa. Tdsta syysta arkielaman tilanteita ja kokemuksia voidaan kuvailla op-
pikirjoissa verbaalisesti ja visuaalisesti. Kuitenkin osa ihmisistd on parempia tekstin luvussa,

19



toiset ymmartavat paremmin visuaalista tietoa (Viholainen 2008; Hatva 2009, 81—83). Raami
ja Mielonen tdhdentavat, ettd verbaalisen ilmaisunsa ihminen muodostaa yleisesti hitaan tie-
toisen rationaalisen ajattelutavan avulla (Raami 2015, 241).

Matematiikan kieli on tasmallistd, niukkaa, johdonmukaista ja abstraktia. Se sisdltaa visuaalisen
esitysmuodon lisdksi matemaattiset symbolit ja lausekkeet seka arkikielesta siirtyneet ilmai-
sut. Toisaalta matemaattista sanastoa on siirtynyt arkikieleen. Matematiikan kieli edellyttaakin
opiskelijoilta kielellisia taitoja ja mielikuvitusta (Viholainen 2008). Esimerkiksi, kun tangentti
"sivuaa” tai "kohtaa” kadyran, voi tangentilla ja kayralla olla yksi yhteinen piste tai direton
maara yhteisia pisteita tai olla useampia erillisia yhteisia pisteitd, jotka voivat olla sivuamispis-
teitd tai muita (Nardi ym. 2008). Tangentti ei myoskaan arkikielen leikkaa-verbin yleisesta
merkityksestad poiketen leikkaa funktion kuvaajaa kddnnepisteessa kahteen osaan (Biza 2007).

Toisaalta koulumatematiikan oppikirjat pyrkivat matematiikankieliseen ilmaisuun, toisaalta
tiivis matemaattinen ilmaisu voi tutkimusten mukaan vaikeuttaa opiskelijoiden ymmartdamista
(ks. Partanen 2013). Kasitteiden suomenkieliset nimikkeetkdadn eivat valttamatta ole kuvaile-
via. Sen sijaan esimerkiksi kulmakertoimen englanninkieliselle nimikkeelle “gradient” sanakir-
jat antavat useita kuvailevia, suomenkielisid merkityksia.

Havainnollinen mddritelmd kuvailee kasitteen ominaisuuksia ja ehtoja havainnollisesta nako-
kulmasta. Matematiikan oppikirjoissa saatetaan mainita, ettd seuraavaksi esitetdan havainnol-
linen tai kuvaileva maaritelma, mika voi auttaa opiskelijoita erottamaan maéaritelman esimer-
keistd. Opiskelijat mieltdvat maaritelmdt matematiikassa yleisesti voimassaoleviksi,
kumminkin havainnollinen maaritelma voi kuvata ainoastaan yhta tilannetta, jossa kéasite esiin-
tyy, kuten ympyran tangenttia.

Matemaattinen mddritelmd on tiivis matematiikankielinen ilmaisu, joka sisaltaa kasitteen valt-
tamattomat ehdot ja ominaisuudet seka kasitteen nimen. Kasitteen nimi on maaritelmassa tar-
ked, silla yleensa nimi tuo Vinnerin (1991) mukaan kasitteen opiskelijan mieleen. Peruskasit-
teet esitetddn perusoletuksina eli aksioomina. Muut kasitteet voidaan maaritelld aiemmin
madriteltyjen kasitteiden avulla. Kasitteiden merkitys ja matematiikan deduktiivisuus seuraa-
vat kisitteiden yhteyksista. Joissakin tilanteissa voi esiintyd epaolennaisia kasitteen ominai-
suuksia, jotka hankaloittavat kasitteen hahmottamista. Esimerkiksi kdyran tangentilla voi olla
useampia erillisid yhteisia pisteitd kdyran kanssa, jotka ovat sivuamispisteita tai muita pisteita.

Sanat ja symbolit saattavat menna sekaisin opintojaan aloittelevien yliopisto-opiskelijoidenkin
madritelmissd, kun kaytetddn epsilon-delta -ymparist6d, olemassaolo-kvanttoria 3 ja kaikki-
kvanttoria V. Nykyisilla tietokoneohjelmistoilla on mahdollista seurata funktion arvojen aset-
tumista raja-arvon lahiymparistoon tai havainnoitavasta lahiymparistosta voi piirtda malliku-
vion. Lukion matematiikassa raja-arvon epsilon-delta -maaritelma korvataan joskus verbaali-
sella muodolla kuten “ei valia, miten pieneksi teemme funktion raja-arvon lihiympériston, silli
aina on loydettdvissa raja-arvoa vastaavan muuttujan kohdan ymparisto, jota vastaavat funk-
tion kaikki arvot asettuvat valittuun funktion raja-arvon lahiymparistoon”. (Nardi ym. 2008.)
Kumminkin raja-arvon abstraktista maaritelmasta tehty piirros tai GeoGebralla luotu kuva
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funktion raja-arvon epsilon-delta-ymparistosta voivat muodostaa kokonaisuuden, jollaisen lu-
kio-opiskelijat ymmartavat.

3.3 Symbolinen esitysmuoto

Matemaattisten kasitteiden abstraktin muodon luovat symbolit ja numeerinen esitys. Symbo-
listen laskumenetelmien harjoittelu kynédn ja paperin avulla mahdollistaa kasin ja keholla ajat-
telun. Moni kasite voidaan johtaa vaihe vaiheelta numeerisesti ja ndin nahda abstraktin kasit-
teen muodostuminen. Kasitteellinen ymmarrys syvenee, kun kasitteen kuvallisia, sanallisia ja
muita havainnollisia esitysmuotoja yhdistetdan symboliseen esitysmuotoon. (Tall 2008.)

Yleensa opiskelijat perustelevat ratkaisunsa kasitteen tai lahikasitteen symbolisella tai visuaa-
lisella esitysmuodolla mutta maaritelma voi jadda hyodyntamatta. (Viholainen 2008.) Kielelli-
siltd tai visuaalisilta taidoiltaan heikko opiskelija saattaa kdyttaa pelkastaan symbolista esitys-
tapaa, jos kokee sen helpoksi (Biza 2010).

3.4 Visuaalinen tangentti internetissa

Opiskelijat etsivat lisatietoa ldhinna koulun tarjoamilta sivustoilta ja joskus muualta interne-
tistd (Partanen 2013). Internetissa visuaalinen tangentti ei valttimattd nayttaydy staattisena
kuvana. Googlen hakutulokset ja sovellusten, kuten YouTuben kuvat, animaatiot ja videot tai
vuorovaikutteiset matematiikan ohjelmistotiedostot tarjoavat uusia nakékulmia. Niitd voi kat-
soa itselle sopivana ajankohtana, pysayttaa ja kdyda uudelleen ldapi. Suomenkielisia koulumate-
matiikkasivustoja ovat muun muassa opetus.tv ja etdlukion sivusto. Tangenttia kasitelldaan si-
vustoilla yleensa satunnaisesti.

Kaikkien opiskelijoiden kayttdon soveltuu ilmainen dynaamisen matematiikan ohjelmisto
GeoGebra, geogebra.org, jossa kuviota tai vastaavaa symboliesitystd muuntamalla voi ndhda ka-
sitteen variaation. Itdvaltalaisen korkeakouluopiskelijan ideoimalla ja eri maiden opettajien
edelleen kehittamalla ohjelmiston www-sivustolla on paljon valmiita tiedostoja tangentista. Si-
vustolta voi ladata my6s omille laitteille sopivia ohjelmistoversioita. Lisdksi YouTubessa on ma-
teriaalia ja ohjeita tiedostojen luontiin.

4 VISUAALINEN TANGENTTI

Taman luvun tavoitteena on syventda lukion tangentin opiskelun alkuvaiheiden visuaalista tan-
gentin kasitettd. Eukleideen noin 300 eKr. kokoama Alkeet-teos on luonut pohjan koulugeomet-
rian opetukselle eri maissa 1800-luvun lopulle saakka. Suomessa kuvioihin perustuvia hankalia
todistuksia alettiin poistaa geometrian oppikirjoista 1900-luvun alussa. Eritoten Vaisala siirtyi
epatarkempaan perusteluun 1940-luvun oppikirjoissaan. Vaisala kirjoitti myos samoihin aikoi-
hin oppikouluihin tulleeseen differentiaalilaskentaan oppikirjoja, joita kaytettiin viela 1970-lu-
vulla. Sittemmin koulugeometrian sisdlto on paljonkin vaihdellut. (Silfverberg 1999.)

21


http://opetus.tv/
http://www.geogebra.org/

Alun historiakatsauksen jalkeen palaan valilla Vaisdlan havainnolliseen esitystapaan mutta
padosin seuraan myohempien oppimateriaalien Kirjoittajien nakemyksia aiheesta. Luvun sisal-
16ssa olen huomioinut lisdksi havaitsemiani peruskoululaisten, lukiolaisten ja tyokavereitteni
kokemuksia aiheen opiskelusta.

4.1 Geometrian peruskasitteiden historiallinen kehittyminen

Ympyran ja muiden tunnettujen kdyrien pituudet, pinta-alat ja kappaleiden tilavuudet ovat aina
kiehtoneet ihmista. Monien kisitteiden tarkka madrittdminen siirtyi kumminkin ratkaisemat-
tomana ongelmana keskiajalle. Aluksi aritmetiikka ja geometria kehittyivat arkielaméan saan-
noissa ja mittauksissa mutta luvuilla laskeminen oli heikkoa. Geometriassa kaytettiin kuvioiden
osien suhteita. Nadin saatiin havaintoja myo0s irrationaaliluvuista, kuten nelion lavistdjan ja si-
vun tai ympyran kehan ja halkaisijan irrationaalisesta suhteesta. Antiikin Kreikan matemaati-
kot tutkivat ympariston kayria ja kdyttivat apuna suoria, joilla oli tangentin ominaisuuksia. Ha-
vainnolliset aiheet kehittivit matemaatikoiden mielikuvitusta ja luovuutta sekd johdattivat
myohempid matemaatikoita uuden ajan alkuun tultaessa muun muassa koordinaatiston, tan-
gentin seka integraali- ja differentiaalilaskennan kasitteisiin, joissa my0s tangentilla on tarkea
osuutensa.

Antiikin Kreikan matematiikan kulta-ajan, noin 300—200 eKr., kolme merkittdvad matemaa-
tikkoa ovat Eukleides, Arkhimedes ja Apollonios. Eukleideen 13 kirjan teoksesta Alkeet (lat. Ele-
menta) tuli tieteellisen loogisen ajattelun malli. Ensimmaisessa kirjassa todistetaan muun mu-
assa toisiaan sivuavien ja leikkaavien ympyroiden ominaisuuksiin liittyvia vaitteitd, kolmannen
kirjan geometristen vaitteiden todistuksissa esiintyy usein ympyran tangentti. Neljannessa kir-
jassa todistetaan muun muassa ympyran sisa- ja ulkopuolisten sadnnollisten monikulmioiden
ominaisuuksia. Ylipadnsa useissa teoksen kuvioissa on havaittavissa tangentti tai alitangentti.
(ks. Heath 1956.)

Arkhimedes maaritti 200-luvulla eKr. ympyran kehdn pituuden kineettisen tangentin avulla si-
ten, etta spiraalilla oleva piste on samanaikaisessa origosta loittonevassa tasaisessa suoravii-
vaisessa liikkeessa ja tasaisessa origoa kiertavassa ympyraliikkeessd, jolloin niiden kompo-
nenttien resultantti on liikkeen suunta ja kdyran tangentti. (Boyer 1995, 192—211.)

Apollonios tuotti Konika-teoksessaan 200-luvulta eKr. jo tunnetut kartioleikkaukset eli ympy-
ran, ellipsin, hyperbelin ja paraabelin, leikkaamalla kartion eri asennoissa olevalla tasolla. Kay-
rat han siirsi tasoon, johon koordinaatisto saatiin, kun halkaisijan lisdksi piirrettiin ellipsin tai
hyperbelin toisen halkaisijan paatepisteen kautta liittohalkaisijan suuntainen suora, joka nyt
nimettdisiin tangentiksi. (Boyer 1995, 214—233; Blank & Krantz 2006, 245.)

Roomalaisten valloitettua Kreikan geometrian kehittyminen hidastui ja keskiaika alkoi. Luku-
jen merkitsemistapa vakiintui Euroopassa vasta 1400-luvulla. Algebra alkoi kehittya 1500-lu-
vun lopulla ja mahdollisti analyyttisen geometrian kehittdmisen. Matemaatikot saivat tutkitta-
vakseen latinankielisina antiikin Kreikan teoksia.
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Fermat ja Descartes loivat tahoillaan 1600-luvulla analyyttisen geometrian ja maarittelivat
aluksi kasitteet Apollonioksen tapaan pisteen kasitteen avulla erilaisissa koordinaatistoissa. He
kehittivat my0s tangentin ja derivaatan kasitteita (Blank & Krantz 2006, 245—246).

Samoihin aikoihin monet matemaatikot, fyysikot ja tahtitieteilijat tutkivat kdyria, aloja ja tila-
vuuksia Arkhimedeen ekshaustio- eli tyhjennysmenetelmasta kehittyvilla intuitiivisilla infini-
tesimaalisilla menetelmilla. Suositun sykloidin pituus saatiin, kun sykloidin eli py6rivan ympy-
ran kehan kiintedn pisteen piirtama kaari korvattiin tangentilla. Torricelli suoristi mekaanisen
kayran infinitesimaalisin keinoin liikkeiden yhdistelména siten etta liikkeen hetkellinen suunta
on liikkeradan tangentti. Fermat keksi kayran jyrkkyyden ja sovelsi urien maksimien ja mini-
mien loytamiseksi kehittimadnsa menetelmaa algebrallisen kdyran tangentin maarittamiseen.
Fermat maaritti myos ehdon kdyran kddnnepisteen tangentille Robervalin tutkimusten poh-
jalta. Robervalin mekaanisessa kdyrdassa massallinen piste liikkuu ja pisteen hetkellisen nopeu-
den suunta on tangentin suunta. Barrow madritti tangentin antiikin geometrian pohjalta siten
ettd tangentti on kdyrdn ja suoran kahden yhteisen toisiaan lahella olevan leikkauspisteen
kautta kulkeva suora. Muitakin matemaatikkoja tulisi tangentin yhteydessa mainita. Fysiikassa
ja tahtitieteessd muun muassa Kepler, Galilei, Huygens, Snell, Boyle, Hooke ja Cavalier kehittivat
derivaattaa ja tangenttia, alojen ja tilavuuksien maarittamista (Boyer 1995, 488—562; Blank &
Krantz 2006, 72, 342—343, 414—416).

4.1.1 Piste, suora ja taso

Geometrian kasitteet esitetddn silmin havaittavien pisteiden avulla (Tall 2008).

ot B
B —_— A
/{/ A B r////b///

KUVA 2. Suora AB taisuoral, jana AB tai jana a ja puolisuora AB
tai puolisuora b (mukaillen Vaisald 1959, 2)

Suora, puolisuora ja jana piirretddn geometriassa suorana viivana (ks. Vaisala 1959, 2). Pisteet
nimetdan isoilla kirjaimilla ja merkitdan usein pienella taytetylla ympyralla tai lyhyella poikki-
viivalla (kuva 2).

Antiikin geometriassa pisteiden viliset etdisyydet ja pisteen paikka saatiin maaritettya, kun
pisteen etdisyys ilmoitettiin riittivin moneen muuhun kiinteddn pisteeseen. Kuviot piirrettiin
harpilla ja viivaimella, jota kdytettiin ainoastaan kahden pisteen vilisen suoran viivan piirtami-
seen.

Kahanpaan (2011) toimittama Laurin alkeet sisdltaa Alkeet-teoksen kuusi ensimmaista kirjaa
eli tasogeometrian. Kunkin kirjan alussa on Eukleideen maaritelmid, joita tarvitaan kirjan vait-
teiden todistamisessa. Ensimmaisen kirjan maaritelmii ovat esimerkiksi “Piste on se, jossa ei
ole osia. Viiva on pituus leveydetta ". Eukleideen postulaatit eli vaatimukset ovat nykyisin aksi-
oomia eli perusoletuksia, joista viides, paralleeliaksiooma eli yhdensuuntaisaksiooma, voidaan
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esittaa eri muodoissa kuten etti “suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan piirtaa yksi
ja vain yksi timan suoran suuntainen suora, joka kuuluu samaan tasoon, mutta ei leikkaa an-
nettua suoraa”. Kahanpii huomauttaa, etti Alkeet -teoksessa esiintyy kidyrina vain suora ja ym-
pyra osineen, vaikka Eukleides varmasti tunsi muitakin kayria.

Antiikin Kreikan ajan jalkeen geometrian kehittyminen voimistui analyyttisen geometrian
myotd. Pian sen jalkeen syntyi muitakin geometrian aloja. Epdeuklidisia geometrioita, kuten
hyperbolinen geometria ja elliptinen geometria, alkoi kehittya 1800-luvulla. Viimein voitiin
osoittaa, ettd paralleeliaksiooma ei seuraa Eukleideen muista aksioomista ja on vain euklidisen
geometrian aksiooma. (Tall 2008.)

Hilbert tutki ja selvitteli algebran, geometrian ja analyysin mutta myos fysiikan ongelmia ja
pyrki aksiomaattiseen ajatteluun. Hilbert maarittelikin ensimmaisena vuonna 1902 geomet-
rian peruskasitteiden (pisteen, suoran ja tason) suhteet abstrakteina, 23 aksiooman eli geomet-
rian perusoletuksen avulla.

"Millainen on taso... mitd on merkittyjen pisteiden vélilla...onko pisteita lukusuoran ja kiyrin
ulkopuolella? ”, saattavat opiskelijat pohtia geometrian tunneilla. Erds tapa selventia kasittei-
den yhteyksia on tarkastella visuaalisesti ja verbaalisesti Hilbertin aksioomia. Niistd kolme en-
simmadistd (kuva 3) voidaan esittdd seuraavassa muodossa (Kurittu, Hokkanen & Kahanpaa
2006):

KUVA 3. Hilbertin aksioomat H1, H2 ja H3

(H1) Jos P ja Q ovat eri pisteitd, niin on olemassa yksi ja vain yksi suora, joka kulkee
pisteiden P ja Q kautta.

(H2) Jokaiseen suoraan sisaltyy ainakin kaksi pistetta.
(H3) On olemassa kolme eri pistetta siten, ettd mikdan suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.

Ensimmaisen aksiooman mukaan kahden erillisen pisteen kautta voi kulkea tdsmalleen yksi
suora viiva joko jana, suora tai puolisuora. Pisteiden vélinen jarjestys ja relaatio valissa maarit-
tyvat yksikasitteisiksi myohempien aksioomien avulla. Toisesta aksioomasta seuraa, etta eukli-
dinen reaalilukusuora on direton rationaali- ja irrationaalilukujen muodostama pistejoukko,
silla kahden pisteen valiin voi aina lisdta pisteen. Lopulta pisteitda on kahden pisteen valissa
aaretdn maarg, josta muodostuu viivan pituus.
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Kolmannesta aksioomasta seuraa, ettd kolme pistetta tai kaksi suoraa maaraa yksikasitteisen
tason, kun pisteet eivat ole samalla suoralla. Myos taso maarittyy yksikasitteiseksi Hilbertin
myOhempien aksioomien avulla. Tasoon sisiltyy jokainen suora, jonka kanssa tasolla on kaksi
yhteista pistettd. Taso muodostuu pisteista ja suorista.

Sanallisesti pistettd voidaan kuvailla darettéman pieneksi ja viivaa ddrettéman tihedssa olevien
perakkaisten pisteiden muodostamaksi. Sanallinen kuvailu ymmarretaan nykykasityksen mu-
kaan yksil6llisesti, joten havainnollistamisessa suositaan reaalilukusuoraa ja lukujen desimaa-
lilukumuotoa.

4.1.2 Tasokayra

Tasokdyrd on rajoitetun tai rajoittamattoman valin kuva jatkuvassa
kuvauksessa tasoon.

Tasokayra voi olla mika tahansa viiva kuten kulkureitti, paraabeli tai ympyra.

Ympyrd on kaikkien niiden pisteiden joukko, jotka ovat jokaisessa pisteessa
yhta etaallda ympyran keskipisteesta.

Ympyran kehdn rajoittamaa aluetta sanotaan myds ympyraksi. Kaksi ympyraa voivat olla eril-
liset, sivuta toisiaan yhdessa pisteessa tai leikata toisensa kahdessa pisteessa. Yhtenevilld ym-
pyroilla on dareton maara leikkauspisteita.

4.2 Geometrinen tangentti

Geometrinen tangentti on suora, joka voidaan piirtda kahden visuaalisen pisteen kautta tason
pisteiden joukkona. Geometriassa tarkastellaan lukusuoran pisteista silmin havaittavia. Tan-
gentin konstruoinnilla tarkoitetaan tangentin kasitteen rakentamista mielensisdisena tai kayt-
tamalla esimerkiksi viivainta ja kynaa tai piirto-ohjelmaa.

4.2.1 Ympyran tangentti

Ympyran tangentin ominaisuuksia voi mielestani lahestya ensin leikinomaisesti piirtdmalla jol-
lakin piirto-ohjelmalla ympyrdita ja niita sivuavia suoria (kuva 4).

KUVA 4. Wordin piirtotydkalulla toteutettuja
ympyroéita ja niita sivuavia suoria

Viisala (1959, 31—33) havainnollistaa Geometria-kirjassaan ympyran C ja suoran [ yhteydet
kolmena kuviona ja perustelee vaihtoehdot symmetrian avulla. Symmetria-akselina on suora s,
joka kulkee ympyran C keskipisteen kautta. Suoraa [ siirretaan kohtisuorassa suoraa s vastaan.
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Talloin ympyran C ja liikkuvan suoran [ viliset tilanteet ovat (kuva 5):
c (64 C

a) ! b) o)

KUVA 5. Ympyran tangentti (mukaillen Vaisala 1959, 32)

a) Ympyralla C ja suoralla [ ei ole yhteisia pisteitd. Suoran [ etdisyys ympyran keskipis-
teestd on suurempi kuin sateen pituus.

b) Ympyralld ja suoralla [ on kaksi yhteista pistettd A ja B. Suora [ on ympyran sekantti
eli leikkaaja. Sekantti on suora, joka leikkaa kdyran vahintdan kahdessa pisteessa.
Sen etdisyys ympyran keskipisteestd on pienempi kuin side.

¢) Ympyrallad ja suoralla [ on yksi yhteinen piste 4, joka on myos suoran s piste. Suora [
on ympyran tangentti, joka sivuaa ympyraa sivuamispisteessd A. Suora [ on kohtisuo-
rassa ympyran sadettd vastaan, kulkee sateen paatepisteen kautta ja on sateen etai-
syydella ympyran C keskipisteesta.

Viisalan mukaan ympyran tangentti voidaan nyt maaritella yksikasitteisesti kolmella tavalla:
Ympyrdn tangentti on suora,

1) jolla on yksi yhteinen piste ympyran kanssa

2) joka kulkee ympyran siateen ympyralld olevan paatepisteen kautta ja
on kohtisuorassa sadetta vastaan tai

3) jonka etaisyys keskipisteesta on sdteen suuruinen.

Viisalan maaritelméassa vastaesimerkit a) ja b) auttavat tangentin ominaisuuksien havainnoin-
nissa (ks. Tall 2008). Lisdksi Vaisala havainnollistaa, ettd ympyran tangentti voi olla vertikaali-
nen. Uudemmissa geometrian oppikirjoissa ympyran tangentti annetaan valmiina kuviona eli
visuaalisena objektina, jonka opiskelijat voivat kokea sellaisenaan, pohtimatta ja kuvittele-
matta siita variaatioita.

ZZ | t

t’ t
KUVA 6. Ympyralla voi olla esimerkiksi kaksi yhdensuuntaista tangenttia tai
ympyrat voivat sivuta toisiaan yhteisessa pisteessa. (ks. Vaisala 1959, 34)
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Esivanhempamme havainnoivat arjen kohteita muodon, koon, maaradn ja vastaesimerkkien
avulla. Nykyihmisenkin ajattelu voi aktivoitua tietoiseksi, kun kuvissa ympyran koko, tangentin
sivuamispisteen paikka, tangenttien tai ympyroiden lukumaara vaihtelevat (kuva 6).

4.2.2 Tangentin kasitteen yleistyminen visuaalisena

KUVA 7. Piirros

Esimerkiksi kuva 7 voidaan ymmartaa monella tavalla. Samansisaltdisempana kuvan voivat
katselijat kokea, kun kuvaa kuvaillaan sanoin kuten, etti ”...kuvan suorat ovat niiden kiyrien
tangentteja, joita ne sivuavat... tangentit nayttavat myos leikkaavan kéyria ja/tai toisiaan”. (ks.
Hatva 2009, tiivistelma.)

Tallin (2008) mukaan ihmisyksilén matemaattisen ajattelun kehittymisessa ja oppimisessa
olennaista on

e kuvioiden muodon, koon ja mdaran havainnointi, yhtaldisyyksien ja
eroavaisuuksien etsiminen kuvioista

e laskumenetelmien harjoittelu ja niiden toisto seka

e Kkieli, jolla voidaan kuvailla omaa ajattelua.

Tangentin kasite voi kehitty pelkdstaan tangenttikuvioiden avulla (Tall 1986; Biza 2007; Biza
& Zachariades 2010; ks. myos Silfverberg 1999)). Kuvista, esimerkiksi kuvasta 8, opiskelijat
voivat (yhdessa) etsia ja pohtia tangentin ominaisuuksia ja rakentaa kasitystdan visuaalisesta

N A
> > B g
‘ »

tangentista.

A

a) b) c)
A A
A
A
A
» B »
N | T g
B
d) e) f)

KUVA 8. Mitka suorista ovat tangentteja?
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Kuvan 5 kaikki suorat, jotka kulkevat pisteiden A tai B kautta, ovat silmdmaaraisesti arvioituina tangentteja,
joista kohdassa f) pisteen A kautta kulkeva vertikaalinen suora on ainoastaan geometrinen tangentti.

Kuvioryhman, kuten kuvan 8, jokaisen suoran on ehka hyva olla tangentti, silla hahmolakien
mukaan kuvioryhmaén elementit, kuten suorat, koetaan intuitiivisesti samaan joukkoon kuulu-
viksi (ks. Hatva 2009, 79).

4.2.3 Visuaalisen tangentin ominaisuuksien havainnointi

KUVA 9. Vasemmanpuoleisessa kuvassa ympyran tangenttien t suunta on hahmoteltu
sekanttien s;,i = 1,2,3 avulla. Ympyran C tangenttikulman tangenttien sivuamispisteet
ovat apuympyran leikkauspisteet (Vaisala 1959, 86 ja 90.)

Tangentin ominaisuudet tayttava suora on tangentti. Esimerkiksi ympyrélle piirretty tangentti
on kohtisuorassa sivuamispisteen kautta kulkevaa sddettd vastaan tai sen suuntaa voi arvioida
sekantin avulla (kuva 9). Tangentin kohtisuoruus sadetta vastaan tulee nakyviin, kun sade on
visuaalinen. Tarvittaessa sateen voi lisatd kuvioon, kun ympyran keskipiste tunnetaan. Yksi
tapa loytaa keskipiste on se, ettd ympyran kehalta valitaan kolme pistettd, jotka yhdistetdan
janteilla ja piirretdan saaduille kahdelle janteelle keskijanat. Ne leikkaavat toisensa ympyran
keskipisteessa.

Ympyran ulkopuolisen pisteen P kautta kulkevien tangenttien sivuamispisteet ympyralla C
saadaan piirtamalla harpilla (tai piirto-ohjelmalla) ympyr4, jonka halkaisijana on tangenttikul-
man karjen P ja ympyran keskipisteen O valinen jana (kuva 9). Tangentti ja side muodostavat
molemmissa puoliympyroissa kehdkulman ja ovat siten kohtisuorassa toisiaan vastaan. (Vai-
sala 1959.)

Monimutkaisille kayrille piirretyista suorista tangentin ominaisuudet tayttavia suoria ei ole
helppo havaita. Esimerkiksi paraabelilla ja sen tangentilla on aina yksi yhteinen piste, mutta
paraabelin tangentin suuntaa on hankala hahmottaa.

Vaisala (1947, 5) hahmottelee 1940-luvun differentiaali-

51 laskennan kirjassaan kayralle tangentin ennen siirtymis-
S2 tdan derivaattaan. Vaisala piirtdaa siledltd nayttavalle
A t kayralle sekantteja siten, ettd niiden leikkauspiste A py-

syy samana ja toinen leikkauspiste tulee aina lahem-
maksi toista (kuva 10). Lopulta sekantin raja-asento on
kdyran suuntainen tangentti. Geometrisissa kayrissa
kdyriin kuuluvat niiden paatepisteet, joihin tangentin voi
Vaisdlan mukaan piirtaa, kun paatepiste valitaan samana

KUVA 10. Kayran sekantit s ja s,
seka tangentti t (Vaisala 1947, 5)
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pysyvaksi sekantin pisteeksi. Monimutkaisia kdyria tangentti voi sivuta tai leikata useammassa
erillisessa pisteessa.

Tutkijat katsovat ihmisen evoluution alkuvaiheessa yksilon ndkéhavainnoinnin ohella kehon-
liikkkeiden hallinnan seka kuulo- ja tuntohavaintojen olleen hyddyllisia. Kasin ja keholla ajattelu
auttaa ehka nykyihmistakin ymmartamaan syvallisemmin visuaalisen tangentin. Erityisesti ki-
neettisena tangenttina voi liikuttaa esimerkiksi viivainta kdyran pisteesta toiseen (esim. Viho-
lainen 2008).

Visuaalinen ratkaisu on silti matemaattisesti epatarkka havaintomaailman totuus. Opiskelijat
kumminkin uskovat intuitiivisesti ndkéhavaintoihinsa enemman kuin saamaansa verbaaliseen
tietoon ja uskovat esimerkiksi oppikirjan kuvassa kiayran karkipisteeseen piirretyt “tangentit”
tosiksi, vaikka kirjan teksti saattaa tihdentaa, etta karkipisteeseen on piirretty useita suoria
(esiintyy usein sanamuodossa tangentteja) kuvaamaan sita, ettd kiarkipisteeseen ei voi asettaa
tangenttia. Karkipisteen kautta voi piirtaa suoria, jotka muistuttavat tangenttia mutta yksikaan
niistd ei ole tangentti. Matemaattisesti ymmarrettadvimmaksi karkipistetilanne tulee derivaa-
tan kasitteen opiskelun jalkeen (Tall 1986; Biza 2007; Biza & Zachariades 2010).

4.2.4 Geometrisen tangentin kulmakertoimen maarittiminen symbolisesti

Analyyttisessa geometriassa kayrat siirretdan koordinaatistoon, jossa ne voidaan esittaa tar-
kemmin algebrallisina pistejoukkojen yhtdloina tai epayhtdloing, ja tangentin kulmakerroin
voidaan maarittaa algebrallisesti visuaalisissa pisteissa.

Kdyré Kayrdan muodostavat xy-koordinaatistossa ne tason pisteet (x,y), joiden
koordinaatit toteuttavat kdyran ratkaistun yhtdlomuodony = f(x) tai ratkaise-
mattoman muodon F(x,y) = 0. Toisaalta yhtdlon kuvaaja on kayrd, jonka pisteet
toteuttavat yhtalon.

Tason suora on yhtdlén ax + by + ¢ = 0, missa ainakin toinen luvuista a tai b on
eri suuri kuin nolla, toteuttavien pisteiden joukko.

y N
Ay Ay

»

i : > k:_
4Ax X Ax

KUVA 11. Suoran kulmakertoimen k maarittaminen

Tangentin ja ylipaansa suoran yhtalon maarittdmiseen riittaa tietda kaksi suoran pistetta tai
yksi piste ja kulmakerroin (kuva 11). Suora on oma tangenttinsa suoran kaikissa pisteissa. Jos
suora on y-akselin suuntainen, niin silla ei ole kulmakerrointa. Geometriassa pisteen Idhiympd-
ristéksi voidaan Tallin (2014) mukaan ajatella pisteen molemmin puolin silmin havaittava vali
kdyrasta. Nain suoralle voidaan ajatella sen kaikkiin pisteisiin pisteen lahiympariston suuntai-
nen tangentti ja talla tavoin globaalisti hahmottaa suora tangentiksi.
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Ympyran tangentin kulmakerroin saadaan siteen kulmakertoimen avulla. Sen sijaan esimer-
kiksi paraabelin tangentin kulmakerroin voidaan maarittaa analyyttisen geometrian keinoin
vain likimaaraisend numeerisen laskumenetelman avulla ja kulmakerroin muuttuu pisteesta
toiseen. (Vaisala1949.)

4.3 Geneerinen tangentti

Vinnerin 1980-luvulla nimeama geneerinen tangentti (engl. generic tangent) on opiskelijoiden
muodostama yleinen vahva ajattelumalli tangentista suorana, joka sivuaa koko kdyraa yhdessa
pisteessa leikkaamatta kdyraa. Taman kasitekuvan kehittyminen alkaa geometriassa tangentin
oppimisprosessissa ja se yhdistetddn ympyraan tai ympyran kaarta muistuttavaan kayraan.

4.4 Analyyttinen tangentti

Useat antiikin matematiikassa tutkituista ongelmista ratkesivat vasta uuden ajan alussa diffe-
rentiaali- ja integraalilaskennan avulla, kun Arkhimedeen tyhjennysmenetelma kehittyi riitta-
van kayttokelpoisiksi infinitesimaalisiksi menetelmiksi, Newtonin fluksio-menetelmaksi.

TAULUKKO 1. Analyysin kursseissa ratkaistaan ympyraa ja suoraa monimutkaisempia tilanteita (mukaillen
Salas, Hille & Etgen 2003, 1—2).

geometria ja analyyttinen geometria differentiaali- ja integraalilaskenta

suoran kulmakerroin k = i—z kdyran y = f(x) derivaatta f'(x)

ympyran tangentti kdyran tangentti

monikulmion ala
kdyran rajaama ala

L ]
janan pituus / kayran pituus

Newtonin ja Leibnizin tutkimukset johtivat 1600-luvun lopulla differentiaali- ja integraalilas-
kentaan, joka tdsmentyi edelleen 1700-luvulla ja kasitteiden maarittely tarkentui 1800-luvulla
(taulukko 1). Matematiikan kehittyminen abstraktimpaan suuntaan jatkuu edelleenkin.

30



4.4.1 Hetkellisen muutosnopeuden maarittaminen

Derivaatan kasitteen katsotaan muotoutuneen, kun 1600-luvulla etsittiin hetkellisen nopeuden
maarittamistapaa. Newton tutki liiketilan muutoksen voimakkuutta ja keksi kolme dynamiikan
liikelakia. Leibniz perehtyi latinankielisenda Eukleideen teokseen Alkeet ja esitti tangentin
sekanttina, jonka leikkauspisteet ovat darettoman lahella toisiaan. Molemmat paatyivat ajatuk-

" : . d : e
seen, ettd funktion y = f(x) derivaatta ﬁ on funktion arvon muutoksen dy ja sitd vastaavan

muuttujan muutoksen dx osamadran raja-arvo. Ndma muuttujan ja vastaavan funktion arvon
pienimmat mahdolliset intuitiiviset muutokset tunnettiin infinitesimaaleina. (Boyer 1995;
Blank & Krantz 2006, 247—248.) Cauchy otti kdytt6on 1800-luvun alussa raja-arvossa symbo-
lit € ja 6. Pian timan jadlkeen Weierstrass maaritteli derivaatan ndiden symbolien avulla erotus-
osamaaran raja-arvona (Blank & Krantz 2006, 148). Intuitiiviset infinitesimaalit sailyivat epa-
madraisesti maariteltyind 1960-luvulle, jolloin Robinson viimein maaritteli ne laajennetussa
reaalilukujoukossa R. Madrittely sisiltdd ajatuksen, etti R saadaan, kun reaalilukujoukkoon R
liitetdan alkiot —oo ja +00 = oo ja asetetaan —oo < x < +oo kaikille x € R.

4.4.2 Reaaliluvut

Reaalilukujen joukon muodostavat rationaali- ja irrationaaliluvut, joista useimpia on mahdo-
tonta esittdd visuaalisena pisteend siten, ettd piste kuvaisi lukua tilanteessa. Rationaaliluvut
ovat paattyvia tai jaksollisia paattymattomia desimaalilukuja. Irrationaaliluvut ovat jaksotto-

mia padttymattémia desimaalilukuja, kuten V2 ja .

Reaalilukujen perusominaisuuksia eli aksioomia ovat algebralliset ominaisuudet eli yhteen-, va-
hennys-, kerto- ja jakolasku, jarjestysominaisuudet eli jarjestysaksioomat ja taydellisyysomi-
naisuus eli tdydellisyysaksiooma.

Reaalilukujen jarjestysominaisuuksien mukaisesti luvut asettuvat myos reaalilukusuoralle (Sa-
las ym. 2003, 5):

jokaisella a, b, c € R on voimassa tdsmalleen yksi relaatioista:a = b,a < b,a > b
josa<bjab<c,nina<c

josa < b,niina+c < b + ckaikille c € R
josa<bjac<d,nina+c<b+d

josa <bjac>0,niinac < bc

ok wnNRE

josa < bjac <0,niinac > bc.

Geometrisesti ajateltuna havaintomaailman reaalilukusuora vastaa tdysin abstrakteja reaalilu-
kuja ja reaalilukujen jarjestysominaisuuksien perusteella lukusuoran véli havainnollistaa vas-
taavaa reaalilukujen osajoukkoa.

Taydellisyysominaisuus erottaa reaaliluvut rationaaliluvuista.

Tdydellisyysaksiooma Jokaisella ylhaalta rajoitetulla epatyhjalla reaalilukujoukon
osajoukolla on pienin ylaraja.
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Rationaaliluvuilla ei ole pieninté yldrajaa tai suurinta alarajaa. Irrationaaliluvut voidaan ajatella
raja-arvoiksi, jotka saadaan niiden rationaalisista likiarvoista, kun lukujen oikeiden desimaa-
lien maarat lahestyvat aaretonta.

Arkhimedeen lauseen mukaan jokaiselle reaaliluvulle x on olemassa kokonaisluku
n € Zsiten, ettd n > x.

Arkhimedeen lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd kahden kokonaisluvun valissi on aina ratio-
naaliluku ja kahden rationaaliluvun valissa on aina irrationaaliluku. Molempia on kussakin va-
lissa tiheassa, irrationaalilukuja jopa ylinumeroituva maara. (Myrberg 1977, 24—26.)

Suljettu vdli Suljettu vali on lukusuoran vali, johon kaikki valin pisteet eli valin
reaaliluvut kuuluvat, [a, b] = {x € R|la < x < b}.

Avoin vdli Avoin vili on reaalilukusuoran vili, johon paatepisteet eivat kuulu,
(a,b) =]a,b[ = {x € Rla < x < b}.

Puoliavoimissa eli puolisuljetuissa valeissa toinen paatepisteista ei kuulu joukkoon. (Salas ym.
2003,6—7.)

4.4.3 Funktio, funktion raja-arvo ja funktion jatkuvuus

Funktiolla tarkoitetaan tassa tydssa yhden reaalimuuttujan reaaliarvoista funktiota.

Funktio Funktiolla f1: A — B tarkoitetaan relaatiota joukosta A joukkoon B, joka liittaa
joukon A jokaiseen alkioon x tasmalleen yhden joukon B alkion y, merkitdaany = f(x).
Joukko A on funktion f madrittelyjoukko ja joukko B on funktion maalijoukko.

Funktion kuvaajaa sanotaan myos kayraksi. Funktion maarittelyjoukko on reaalilukujen joukko
X "

——; marittelyjoukko on {x € R|x* # 1}ja

R tai sen osajoukko. Esimerkiksi funktion f(x) =

arvojoukko on R.

Analyysi perustuu raja-arvoon. Analyysin keskeisia kasitteitd ovat myos jatkuvuus, derivaatta
ja integraali, joita tarkastellaan funktion tietyn kohdan lahiymparistossa. Tangentin kasite liit-
tyy néihin kaikkiin. Intuitiivisesti sana “jatkuva” ymmaérretain tapahtumana, joka jatkuu kes-
keytyksetta ilman katkoja. Matematiikassa jatkuva funktio voidaan piirtaa ilman kynannostoa.
Matemaattisesti funktion jatkuvuus on monimutkaisempi kasite. (Salas ym. 2003, 93.)

Funktion jatkuvuus maaritellaan raja-arvon avulla. Kun funktiolla on raja-arvo kohdassa c, niin
funktio suppenee ja on jatkuva pisteen c lahiymparistéssa. Tietylla ehdolla se voi olla jatkuva
myo0s raja-arvopisteessa. Raja-arvon suhteen kuitenkin riittaa, ettd funktio on maaritelty pis-
teen c lahiymparistossg, ei valttimatta muuttujan arvolla x on c.

L Kirjaimen f asemesta kaytetdan muitakin kirjaimia, kuten g tai h.
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Funktion raja-arvo Olkoon funktio f madritelty pisteen c jossakin ympaéristdssa

tata pistettd mahdollisesti lukuun ottamatta. Funktiolla f(x) on kohdassa x = ¢

raja-arvo [, merkitaan lim f(x) = [, jos kaikki funktion arvot f (x) saadaan miten
X—C

lahelle lukua [ tahansa, kun muuttujan x # c arvot valitaan riittdvan lahelta lu-

vun c lahiymparistosta.

Kun funktio f(x) on méaaritelty vahintddn ymparistéssa (¢ — p,c) U (¢,c + p), kunp > 0, niin
limf(x) =1, kun x - ¢, jos jokaiselle € >0 on olemassa sellainen & >0, ettd kun
0<|x—c|<énin|f(x) -1 <e.

Jos taasen funktio f(x) on madritelty vahintaan ymparistossa (c, ¢ + p), kun p > 0, niin funkti-
olla f(x) on kohdassa x = ¢ oikeanpuoleinen raja-arvo lim f(x) = [, kun x — ¢™, jos jokaiselle
€ > 0 on olemassa sellainen § > 0, ettd kun ¢ < x < ¢ + §, niin |f(x) — | < .

Vasemmanpuoleinen raja-arvo maaritelladn vastaavalla tavalla. Funktiolla on raja-arvo, jos voi-
daan osoittaa, ettd oikean- ja vasemmanpuoleiset raja-arvot ovat yhta suuret eli

lim f(x) = lim f(x). (Salasym. 2003, 73—80.)
X—C X—C—

Funktion jatkuvuus edellyttda raja-arvolta enemman (kuva 12):

YA
l4+e |------f-n--
, [ o |f(x) = 1] <€, kun
_8 __________

O0<|x—c|<$é

KUVA 12. Epsilon-delta-ymparistossa etsitddn sellainen funktion raja-arvon

[ avointa Iahiymparistoa vastaava muuttujan avoin lahiymparisto, ettd kaikkia
muuttujan arvoja vastaavat funktion arvot asettuvat funktion raja-arvon an-
nettuun lahiymparistéon. (Blank & Krantz 2006, 87; Brannan2006, 194)

Funktion jatkuvuus pisteessé Olkoon funktio f maaritelty vahintdan avoimella
valilla (c — 8, ¢ + &), missa § > 0. Talloin funktio f on jatkuva pisteessa c, jos

lim f(x) = f(c) = [ (Salas ym. 2003, 93—94).
xX—C

Funktion jatkuvuus maaritellaan yleensa jollain valilla.

Jatkuvuus avoimella vélilld Funktio f(x) on jatkuva avoimella vililld Ja, b[, josse on
jatkuva valin jokaisessa pisteessa.

Jatkuvuus suljetulla vilillé Funktio f(x) on jatkuva suljetulla valilld [a, b], jos se on
jatkuva avoimella vililld ]a, b[ ja vasemmalta jatkuva muuttujan arvollax = b ja
oikealta jatkuva muuttujan arvolla x = a.

Funktion jatkuvuus puoliavoimille vileille maaritellaan vastaavasti.
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Epdoleelliset raja-arvot Jos funktion arvot kasvavat rajatta, kun Iahestytdaan kohtaa

X = ¢, sanotaan usein, ettd funktiolla on raja-arvo dareton tassa kohdassa ja merki-

taan lim f(x) = oo. Vastaavasti, jos funktion arvot pienenevat rajatta, sanotaan,
X—C

ettd funktiolla on raja-arvo miinus dareton, joka merkitaan lim f(x) = —oo.
X—C

Funktio voi olla jatkuva tai epdjatkuva vain madrittelyjoukon pisteessa. Esimerkiksi kuvan 13
funktion f(x) méaarittelyjoukkoon ei kuulu kohta 2, joten se ei voi olla funktion f (x) epajatku-
vuuskohta:

o ¥Y=f)

2

| ‘ >
X

KUVA 13. Muuttujan arvo 2 ei kuulu funktion maarittelyjoukkoon.

Funktion maarittelyjoukon pisteessa funktio voi olla epajatkuva, kun

e funktiolla ei ole pisteessa raja-arvoa tai
e funktiolla on pisteessa raja-arvo, joka on eri suuri kuin funktion arvo pisteessa.

Raja-arvoa kuvaillaan yleensa hiukan epatasmaéllisesti seuraavaan tapaan “funktio g(x) ldhes-
tyy raja-arvoa nolla, kun x lahestyy arvoa nolla” (Myrberg 1977, 56).

o g(x) = {

x, kun x on rationaalinen
0, kun x on irrationaalinen

] | gx)=0

KUVA 14. Funktion jatkuvuus raja-arvon laheisyydessa

Funktion g(x) tapauksessa on |g(x)| < |x| kaikilla muuttujan arvoilla x, joten lim g(x) = 0,
kun x — 0 (kuva 14). Reaalilukujen ominaisuuksista seuraa, ettd rationaali- ja irrationaalilu-
kuja on kaikkialla tihedssa. Taman vuoksi funktio ei lahesty koko ajan nollaa vaan funktion sup-
peneminen kohti raja-arvoa on reaalilukujoukossa edestakaista pientd hyppelyd, joka vaime-
nee kohti nollaa. Funktio g(x) on jatkuva ainoastaan pisteessd x on nolla, jossa raja-arvo ja
funktion arvo ovat yhta suuret; g(0) = 0 jalim g(x) = 0, kun x — 0. Epdjatkuvuus muissa
pisteissa johtuu siita, ettd raja-arvoa lim g(x), kun x — a, ei ole olemassa silloin, kun a on eri-
suuri kuin nolla. Tdma taasen johtuu siita, ettd kohdan a lahiympariston pisteissa funktio saa
seka arvon nolla, ettad arvoja lahelta arvoa a, jolloin )lcllrcll gx) =a.
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YA
i fe ={

T >
X

1, kun x on rationaalinen
0, kun x on irrationaalinen

KUVA 15. Dirichletin funktio (Brannan 2006, 197)

Kaikissa maarittelyjoukon pisteissa ¢ € R epdjatkuva funktio on esimerkiksi Dirichletin funktio
(kuva 15). Dirichletin funktiolla ei ole raja-arvoalim f(x), kun x — c. Se ei ole myoskaan jat-
kuva missdan pisteessa ¢ € R, silld pisteiden c lahiymparistéjen kaikkiin avoimiin véleihin si-
sdltyy rationaali- ja irrationaaliluku, jopa dareton maara lukuja. Talloin funktion arvot hyppivat
edes takaisin arvojen nolla ja yksi valilla ddrettoman monta kertaa, kun x — ¢ riippumatta siita,
onko c rationaali- tai irrationaaliluku.

Funktion visuaalinen epdjatkuvuuskohta voidaan ymmartaa monella tavalla. Esimerkiksi opis-
kelija voi hyvdksya tangentin kuvan 16 poistuvaa epdjatkuvuutta ilmentdmaan funktion f(x)
epdjatkuvuuskohtaan (ks. Viholainen 2011). Poistuvassa epdjatkuvuudessa funktion arvo pis-
teessa poikkeaa funktion raja-arvosta pisteessa tai funktiota ei ole maaritelty pisteessa. Pois-
tuva epdjatkuvuus voidaan poistaa maarittdmalla funktion arvoksi pisteessa funktion raja-arvo.

—Lkunx <0
h(x) =4 0,kunx=0
1,kunx >0

KUVA 16. Tyypilliset epdjatkuvuudet ovat hyppdysepajatkuvuus (funktiot h ja g) ja poistuva
epdjatkuvuus (funktio f) (Brannan 2006, 206; Viholainen 2011; Salas ym. 2003, 208).

Oleellisessa epdjatkuvuudessa, kuten hyppadysepdjatkuvuudessa, funktiolla ei ole raja-arvoa
epajatkuvuuskohdassa, esimerkkeina kuvan 16 funktiot h(x)ja g(x) tai epajatkuvuuskohta
voi olla darettomyydessa.
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f(x) = sin

KUVA 17. Funktiolla g(x) on muuttujan arvolla c epdjatkuvuuskohta darettémyydessa.
Funktiolla f (x) on oleellinen epdjatkuvuuspiste origossa. (Salas ym. 2003, 94.)

Kuvan 17 funktion g(x) kuvaajan epédjatkuvuuskohta on darettomyydessa. Funktio f(x) = sini
taasen heilahtelee kuvaajan perusteella nopeasti vililld [—1,1], sill4 |sin §| < 1 muttasilla eiole
raja-arvoa origossa, jossa se on epajatkuva. Funktioissa esiintyy monenlaisia epdjatkuvuuksien
yhdistelmia. Maarittelyjoukon erillisessa pisteessa funktion jatkuvuutta tai derivoituvuutta ei
ole tassa visuaaliseen tangenttiin keskittyvassa tyossa tarpeen tarkastella.

4.4.4 Sekantti funktion keskimaardisen muutosnopeuden kuvaajana

Tarkastellaan esimerkkina vaihtelevalla nopeudella ajan t kulkenutta autoa (kuva 18). Auton

: A . : s e Tl s :
keskinopeus A—i, vauhti ilman suuntaa, voidaan maarittaa jollain valilla jakamalla kuljettu matka

kaytetylla ajalla.

il 4

KUVA 18. Auton hetkellinen muutosnopeus

Kuvassa 18 auton nopeuden kuvaaja nayttaa likimain suoralta muutamilla valeill3, joilla kuvaa-
jan sekantti lahes yhtyy kuvaajaan, toisin sanoen sekantti on likimaarin funktion kuvaajan tan-
gentti t. Nailla valeilld funktion arvon muutosnopeus eli tdssa auton nopeus sailyy samana ja
sekantin kulmakerroin kuvaa hyvin my6s auton hetkellista nopeutta vélin pisteissa.

Ongelmallisia ovat esimerkiksi pisteet 4, B ja C, joiden lahiymparistdssa funktion kuvaaja poik-
keaa enemman suoran muodosta. Lisdksi tietyissa pisteissa eli jollain hetkelld kdyran arvojen

muutos ja muuttujien muutos ovat nollia ja erotusosamaara =g on madrittelematon. Jos nyt

osattaisiin symbolisesti maarittdaa funktion muutosnopeus tietyssa pisteessa, niin se kuvaisi,
kuinka nopeasti funktio kasvaa tai vihenee pisteessa.
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Yleisemmin, kun funktion y = f(x) muutosnopeus vaihtelee, antaa kdyran sekantin kulmaker-

. A . e e . o lelyE e R
roin ﬁ funktion (arvon) keskimaardisen muutosnopeuden tietylla valilla. Mita lyhyempi vali
on, sitd tarkemmin sekantin kulmakerroin kuvaa keskimaaraista funktion muutosnopeutta va-

lin pisteissa.

4.4.5 Sekantin kulmakerroin ja erotusosamaaran raja-arvo

. . . A R, :

Funktion sekantin kulmakerroin k = A—z lasketaan jollain valilld funktion arvon muutoksen
suhteena muuttujan arvon muutokseen. Funktion hetkellinen muutosnopeus saadaan sekantin
raja-arvona.

Funktion muutosnopeus pisteessda maaritellddn sekantin raja-arvona eli erotus-

. . . A . .
osamaaran raja-arvona llmﬁ, kun Ax — 0, tassa y:n derivaattana x:n suhteen.

Nain derivaatta on derivoituvan funktion tangentin kulmakerroin tietyssa funktion pisteessa.
Monet fysikaaliset suureet maaritellaan derivaattoina, kuten

Ay _d :
hetkellinen nopeus v(t) = 11 = — = s'(t) ja kiihtyvyys a(t) = 11 =2 = §"(b) tai
SoAt  dt S0 At dt
A . ]
hetkellinen virranvoimakkuus i = 11rr10 AZ Z‘Z = q'(t) tai virran muutosnopeus % = q"'(¢t).

4.4.6 Visuaalisen derivaatan konstruointi

Funktion kasvunopeus eli muutosnopeus voidaan maarittaa visuaalisena derivaattana:

y=f@+f(@kx-a

fla+h) = f(a)

h) —
@@ g,

»
>
X

‘ a a+h

KUVA 19. Funktion f(x) visuaalinen derivaatta pisteessa a on tangentin kulmakerroin k.
Funktio voidaan korvata sivuamispisteen lahiymparistdssa tangenttiapproksimaatiolla y.

Visuaalinen (kaytetadn myos nimikkeita havainnollinen tai geometrinen) derivaatta on tangen-
tin kulmakerroin funktion pisteess3, jossa funktio on derivoituva (kuva 19). Pisteeseen silma-
madraisesti hahmotellun tangentin kulmakerroin ei yleensa ole tismailleen yhta suuri kuin
symbolisesti madritetty derivaatta. Kuitenkin tangentti riittdd kuvaamaan likimaarin funktion
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muutosnopeutta ldhiymparistonkin pisteissd, joissa tangenttiapproksimaatio voi siten korvata
funktion.

Esimerkki 1. Muuttujan arvolla x derivoituva funktio on jatkuva kohdassa x.

Osoitetaan funktio jatkuvaksi eli lim f(x + h) = f(x), kun h — 0, kdyttamalla
derivoituvuutta oletuksena.

Todistus. Kun h # 0, niin f(x + h) — f(x) = w - h. Koska f on derivoi-

fx+h)—f(x)

tuva muuttujan arvolla x, niin lim
h—0 h

= f'(x) ja koska }lirr(l)h = 0, niin

lim [+ h) = F (0] = [}li_rg feb7). [m R =f'x-0=0.

Joten }lirr(l) f(x + h) = f(x) ja funktio f(x) on jatkuva kohdassa x. m

(Salas ym. 2003, 129.)

Kun funktio f(x) derivoidaan derivointisddntdjen mukaan, saadaan symbolinen derivaatta ja
derivaattafunktio f'(x), jonka maarittelyjoukko maaraytyy sen mukaan, missi pisteissa f on
derivoituva. Derivaattafunktiolla voi siten olla epdjatkuvuuskohtia. Derivaattafunktion lausek-
keella voidaan laskea derivaatan arvo niissa pisteissd, joissa derivaattafunktio on derivoituva
ja siten jatkuva. Jos f'(a) = oo tai f'(a) = —oo, kun a € R, on geometrinen tangentti mahdolli-
nen tietyin ehdoin.

Jatkuvakaan funktio ei ole derivoituva muun muassa funktion kuvaajan muodostaman kulman
karkipisteessa (kuva 20):

KUVA 20. Funktiolla h(x) ei voi olla tangenttia kdrkikohdassa c (Blank & Krantz 2006, 161).
Funktiolla g(x) on tangentti kohdassa c (Tall 1986).

Kuvassa 20 paloittain jatkuvan funktion h(x) vasemman- ja oikeanpuoleiset derivaatat ovat
selvasti eri suuret kuvaajan karkikohdassa c, joten funktio ei ole kohdassa derivoituva ja koh-
taan ei voi asettaa tangenttia. Kun taasen paloittain jatkuvan funktion g(x) vasemman- ja oike-
anpuoleiset derivaatat pisteessa c ovat yhta suuret, joten funktio g(x) on derivoituva ja tan-
gentin voi maarittdd matemaattisesti hyvin kohdassa c.
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Funktio ei ole mydskaan derivoituva pisteessd, jossa funktion derivaatta on plus tai miinus aa-
reton, joten tallaisessa pisteessa tangenttia ei voi hyvin maaritella tai maarittaa (kuva 21):

KUVA 21. Vertikaalinen tangentti £ on mahdollista asettaa
funktion g(x) kuvaajalle origoon (Salas ym. 2003, 247).

Esimerkki 2. Funktion g(x) = x'/3 kuvaajalla (kuva 21) voi olla kuitenkin pystysuora geometri-

-2/3

nen tangentti origossa, silla g’ (x) = 2x — oo, kunx - 0. m

4.4.7 Analyyttisen tangentin edellytykset

Edella on tullut esille, etta sekantti ja tangentti tunnetaan ensisijaisesti geometrisina ympyraan
liittyvina kasitteind, mutta ne voidaan maaritellda myos derivoituville funktioille.

Analyyttinen tangentti on mahdollinen funktion kohdassa, jossa

e funktio on jatkuva eli funktion raja-arvo = funktion arvo, joka on reaaliluku ja
e derivaatta eli erotusosamadran raja-arvo on reaaliluku.

Funktion derivoituvuus on funktion jatkuvuutta vahvempi ominaisuus ja ainoastaan funktion
derivoituvassa pisteessa tangentin voi maarittdd matemaattisesti hyvin symbolisena, mutta
analyyttistd tangenttia ei ole valttamatta helppo esittaa visuaalisena. Geometrista tangenttia
differentiaali- ja integraalilaskennan kursseissa ei yleensa ole tarvetta kasitella (ks. esim. Blank
& Krantz 2006, 161 ja 167).

4.4.8 Geometrinen tangentti analyysissa

Eukleides ja muut matematiikan historian matemaatikot rakensivat osin intuitiivisen visuaali-
sen tiedon avulla geometrian, jonka visuaaliset kasitteet hahmotellaan tason pisteiden avulla.
Geometrinen, matemaattisesti epatarkka, intuitiivinen tangentti voi siten olla my6s y-akseli tai
sen suuntainen suora (ks. luku 4.2.1). Analyysissa geometrinen tangentti voi esiintya

e funktion kddnnepisteessa, jossa funktion erotusosamaaralld on epdoleellinen
raja-arvo oo tai —oo (ks. luku 4.7.2)

e funktion kuvaajan paatepisteeseen asetettuna puolisuorana, kun funktio on
paatepisteessa toispuoleisesti derivoituva tai havainnollisen siled paatepis-
teen laheisyydessa (ks. luku 4.4.7).
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4.5 Asymptootti ja normaali tangentin lahikasitteina

Asymptootti on kayra, jota reaalifunktion kuvaaja lahenee rajattomasti.

Asymptootit selvittavat funktion kulkua ja kuvaajan piirtamista. Asymptootilla ei ole yhteisia
pisteita funktion kanssa. Polynomifunktion kuvaajalla ei ole asymptoottia. Murtofunktion ku-
vaajalla on yksi tai useampi asymptootti. (Vaisdla 1959.) Asymptootti voi olla vino, horisontaa-
linen tai vertikaalinen suora tai korkeampaa astetta oleva kdyra (Salas ym. 2003, 243—245):

Vertikaalinen asymptootti Suora x = ¢, ¢ € R, on funktion f(x) vertikaali-
nen asymptootti, jos yksi seuraavista ehdoista toteutuu:

o f(x) > ootaif(x) » —oo, kunx - ¢
e f(x)—> ootaif(x) > —o,kunx - ¢~ taix - ct.

Horisontaalinen asymptootti Suora y = a on funktion f(x) horisontaalinen
asymptootti, jos f(x) = a,a € R, kun x — oo tai x - —oo.

VA
y=Inx
1 X
y-akseli on vertikaalinen

asymptootti

KUVA 22. Logaritmifunktio In x (Salas ym. 2003, 385)

Esimerkki 1. Logaritmifunktio Inx = | 1x % (kuva 22).

Logaritmifunktion Inx maarittelyjoukko on (0,0), arvojoukko on (—oo,0) ja derivaatta
1

d -—
E(lnx) ==

Kun x pienenee, niin tangentin kulmakerroin suurenee. Kun x suurenee, niin tangentin kulma-
kerroin pienenee. Vertikaalinen asymptootti on y-akseli, silld kun x - 0%, niinlnx - —co. m

y

horisontaalinen
asymptoottiy =1

e m e

N
RV

W' vertikaalinen
asymptootti x = 2

KUVA 23. Esimerkki 2 (Salas ym. 2003, 245)
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Esimerkki 2. Funktio f(x) = ﬁ (kuva 23).

Funktion vertikaalinen asymptootti on x = 2, silld kun x — 27, niin f(x) -» —o0 jakun x — 2%,
niin f(x) — oo.

X

Horisontaalinen asymptootti on y = 1, silld kun x — oo tai x - —oo, niin f(x) = xxTz =05
X

1
1—

->1.m

RIN

Normaali on suora, joka on kohtisuorassa kayraa tai funktion kuvaajaa vastaan.

KUVA 24. Derivoituvan funktion tangentteja t ja normaalejan
(Salas ym. 2003, 125)

Tangentin sivuamispisteessa funktion normaali saadaan tangentin kulmakertoimen avulla.
Tangentin t ja normaalin n kulmakertoimien tulo k; k,, = —1, kun kumpikaan suorista ei ole
pystysuora tai kulmakerroin arvoltaan nolla (kuva 24).

Siten jollain valilla derivoituvan funktion y = f(x) normaalin yhtalo vilin pisteessa (a, f(a))
on y = f(a) = 7 (x = a), jos f'(a) # 0.

Geometrisesti ajateltuna, kun jatkuvan funktion derivaatta f'(a) = 0, niin kdyran tangentin yh-
talo y = f(a) ja normaali x = a. Kun f'(a) on aireton tai miinus dreton, niin pisteessi
(a, f(a)) eiole derivaattaa ja kdyralla on ainoastaan geometrinen tangentti x = a. Normaali on

y=f(a).

4.6 Yhdeksan derivaatan esittamistapaa

Tall (2008) esittelee yhdeksan merkitysta derivaatalle; Thurstonin (1994) seitseman nakokul-
maa, havainnollisen derivaatan ja Hahkioniemen opiskelijoiden tavan konstruoida derivaatan
kasitetta.

e Infinitesimaalisessa tavassa derivaatta nahdaan funktion arvon infinitesimaalisen muu-
toksen suhteena muuttujan infinitesimaaliseen muutokseen.

e Symbolisessa tavassa derivaatta madritetddn symbolisesti, esimerkiksi lausekkeen x™
derivaatta on nx™"! tai sin x:n derivaatta on cos x.
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e Looginen tapa: f'(x) = d on olemassa, jos ja vain jos jokaiselle € > 0 on olemassa sellai-
[ard0-f@) _
Ax

nen muuttujan lahiymparisto §, ettd kun 0 < Ax < §, niin < e

e (jeometrisessa tavassa derivaatta on funktion kuvaajan pisteeseen hahmotellun tangen-
tin kulmakerroin, kun funktion kuvaaja on pisteessa derivoituva.

e Nopeuden nakokulmasta derivaatta on funktion f(t) hetkellinen muutosnopeus, kun
t on aika.

e Likiarvomuodossa funktion derivaatta pisteessa on funktion paras lineaariapproksimaa-
tio pisteen lahiymparistossa.

e Mikroskooppisessa nakokulmassa derivaatta on funktion kuvaajan suurennuksen raja-
arvo, joka voidaan ajatella saatavan suurentamalla rajatta funktion derivoituvuuspis-
teen lahiympariston kuvaajan suurennusta.

Tall lisaa paikallista suoruutta kuvaavan eli mikroskooppisen ndkékulman jalkeen kahdeksan-
neksi ajattelutavaksi visuaalisen paikallisen suoruuden globaalina, joka itse asiassa toimii deri-
vaatan muiden merkitysten lahtékohtana:

e Havainnollisessa esitystavassa derivaatta on funktion kuvaajan mukainen kulmakerroin
funktion kaikissa pisteissa.

Talloin suoran kulmakerroin on sama luku suoran kaikkien valittujen pisteiden lahiymparis-
toissa. Tallin (2008) mukaan matemaatikot eivat katso havainnollista esitystapaa riittdvan ma-
temaattiseksi. Kuitenkin siitd hyotyvat opiskelijat, jotka eivat vield tunne raja-arvon kasitetta.

Tall jatkaa, ettd Hahkioniemi (2006) on tutkinut lukio-opiskelijoidensa ajatteluprosesseja deri-
vaatasta.

e Hahkioniemen suomalaiset opiskelijat konstruoivat derivaatan kasitetta eri tietoraken-
teidensa yhdistelmind ja havainnollistavat derivaattaa ilman laskutoimituksia muun
muassa funktion kuvaajan kululla, kuvaajan tangentilla tai liikuttamalla tangenttina
katta tai kynaa.

Derivaatta tunnetaan tangenttia abstraktimpana kasitteena. Tall katsoo useimpien derivaatan
merkitysten silti kuuluvan matematiikan havainto- tai symbolimaailmaan.

4.7 Ongelmallisia tangentteja

Bizan (2007, 2010) mukaan lukion geometriassa muotoutuneet mielensisdiset ajattelumallit
tangentin ja funktion kuvaajan yhteydestd nadkyvat lukio-opiskelijoiden kasityksissa koko
lukioajan ja lukion jalkeenkin. Ongelmallisiksi opiskelijat voivat kokea etenkin seuraavat visu-
aaliset tangenttityypit.
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4.7.1 Tangentilla ja kdyralla on yhta useampi erillinen yhteinen piste

Ympyran tangentin maaritelmaa opiskelijat voivat pitda Bizan (2007) mukaan yleisena mate-
maattisena totuutena tangentin Kisitteestd, vaikka tangentti-sanan edessa on lisiméaére "ym-
pyran”. Opiskelija voi tilloin hyviksya funktion kuvaajalle ainoastaan tangentit, joilla ei ole si-
vuamispisteen lisdksi muita yhteisia pisteita kdyran kanssa (vrt. kuva 25).

2l 4
RV

i

%)

KUVA 25. Pisteeseen A asetettu tangentti t; sivuaa toisessa erillisessa pisteessa kayraa.
Pisteeseen B asetettu tangentti t, leikkaa kdyrdn toisessa pisteessa, joka ei ole tangen-
tin sivuamispiste. (Biza 2007; Nardi ym. 2008)

Tangentti voi olla niin lyhyt, ettd opiskelijan taytyy kynan tai mielikuvituksensa avulla jatkaa
suoraa saadakseen kdyran ja tangentin kaikki yhteiset pisteet visuaalisiksi (kuva 26).

y A
ty
A
g(x) t .
t, f
; 2

KUVA 26. Kayrdn g(x) ja sen tangenttien kaikki yhteiset pisteet eivat ndy visuaalisina.
Kayran f pisteiden A ja B kautta kulkevat visuaaliset tangentit ovat riittdvan pitkia.

Opiskelija voi havaintojeni mukaan myos itse piirtda niin lyhyen tangentin, ettd tangentin ja
kdyran sivuamis- ja leikkauspisteet eivit ndy visuaalisina. Monimutkaisten funktioiden kuvaa-
jien tangentit voivat leikata toisensa tai sivuta kdyraa yhta useammassa pisteessa.
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4.7.2 Tangentti on horisontaalinen tai vertikaalinen

Ya

fx)=a=y

- a

a+e------ LR |
| |

I I
a—&------- e i
1

[
A 4

c—6 ¢ c+6

KUVA 27. Vakiofunktion f(x) = a tangentti y = a (Salas ym. 2003, 77)

Esimerkki 1. Maaritetaan vakiofunktion f(x) = a = ax® a € R tangentti pisteessa, jossa
f'(x) = 0 (kuva 27).

Ratkaisu. Alkeisfunktiot, esimerkiksi jollakin valilla yhdelld lausekkeella maaritellyt polynomi-

funktiot, ovat jatkuvia.

FEAM () _ (o aza
h—-0

kulkeva tangenttiony —a =0(x —0)eli y = f(x) = a.

Funktion f(x) = a derivaatta f'(x) = zlzin(l) = 0, siten pisteen (0, a) kautta

Geometrisesti ajateltuna, kun vakiofunktion f(x) = a derivaatta f'(x) on nolla, on funktion
kasvunopeus nolla ja tangentti on horisontaalinen x-akselin suuntainen suora, joka kulkee pis-
teen (0, a) kautta. Tangentti on siten sama kuin funktion kuvaaja. (Salas ym. 2003, 77 ja 133.)

gx) = x* y = h(x)

xY

KUVA 28. Funktioiden f(x) ja g(x) tangentit t pisteissd (0,0) ovat x-akselit ja normaalit ovat
y-akselit. Rollen lauseen mukaan suljetulla valilld [a, b] jatkuvalla ja avoimella valilla (a, b) deri-
voituvalla funktiolla h(x) on vahintaan yksi kohta vililla (a, b), kun h(a) = h(b), jossah’'(x) =0
ja jossa voi olla horisontaalinen tangentti. (Brannan 2006, 231; Salas ym. 2003, 126 ja 199.)

Kuvan 28 funktiolla f(x) = x? on horisontaalinen tangentti origossa ja funktion g(x) = x3
horisontaalinen tangentti leikkaa funktion terassipisteessa. Terassipisteeksi sanotaan kdanne-
pistettd, jossa funktion derivaatta on nolla.

Funktio ei ole kuitenkaan derivoituva sellaisessa kddnnepisteessd, jossa funktion erotus-
osamaaran raja-arvo on epaoleellinen. Epaoleellisen raja-arvon voi hahmottaa vain intuitiivi-
sesti. Talloin kadnnepisteessa ei voi maarittaa analyyttistd tangenttia.
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Vertikaalinen tangentti Funktion f kuvaajalla on vertikaalinen tangentti
(vertical tangent) pisteessa (c, f(c)), kun funktio on jatkuva pisteessd x = ¢
ja derivoituva (ainakin pisteen c ldhiymparistdssa), kun x # ¢, ja f'(x) - o
tai f'(x) » —oo, kun x — c. (Salasym. 2003, 247.)

Esimerkki 2. Funktion g(x) = (2 — x)/5 kuvaajalla (kuva 29) on vertikaalinen tangentti pis-

4
teessa (2,0), silld g'(x) = —2(2 —x)™s » —oo,kun x - 2. m (Salas ym. 2003, 247.)

RvY

g =@ -5

KUVA 29. Vertikaalinen tangentti t funktion g(x) kdannepisteessa,
jossa funktion normaalina on x-akseli (Salas ym. 2003, 247).

Vertikaalisessa karkipisteessa funktiolla on epdoleelliset toispuoleiset erotusosaméaaran raja-
arvot ja karkipisteen lahiymparistossa kuvaajakaan ei ole tangenttia ajatellen riittavan silea.

Vertikaalinen kérkipiste Funktion f kuvaajalla on vertikaalinen karkipiste
(vertical cusp) pisteessa (c, f(c)), jos

e kunx — ¢7,niin f'(x) > —xja
e kunx — c¢*,niin f'(x) > oo,
tai

e kunx — ¢7,niin f'(x) > o ja
e kunx — ¢T,niin f'(x) » —oo. (Salas ym. 2003, 247.)

VA y
f) = x23

~

g0 = |x* - 1|

3 4

»
hd »
‘ X

1

KUVA 30. Funktiolla f(x) on pisteessa (0,0) vertikaalinen karkipiste. Funktiolla g(x)
ei ole vertikaalista karkipistetta pisteessa (1,0). (Salas ym. 2003, 248.)

Esimerkki 3. Funktiolla f(x) = x?/3 (kuva 30) on vertikaalinen Kirkipiste pisteessa (0,0), silld
derivaatta f'(x) = %x‘1/3 ja, kun x - 07, niin f'(x) - —o0 ja, kun x - 0%, niin f'(x) > . m
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—3x%,x <1

3x? x>1,eiole

Esimerkki 4. Funktiolla g(x) = |x3® — 1|, jonka derivaattafunktio g'(x) = {
vertikaalista karkipistetta pisteessa (1,0) (kuva30).

Todistus. Kun x - 17, niin g’(x) » —3ja kun x - 1%, niin g'(x) — 3, joten muuttujan arvolla
yksi toispuoleiset derivaatat ovat eri suuret. Funktio ei ole derivoituva kohdassa yksi. Funktion
kuvaaja muodostaa kulman, jonka karkipiste ei ole vertikaalinen karkipiste, koska g'(x) » +o
tai g'(x) » —oo, kun x — 1. m (Salas ym. 2003, 248.)

4.7.3 Tangentti on kayra tai kdyran osa

y=f(x)=mx+b

X
KUVA 31. Lineaarifunktio

Esimerkki 1. Lineaarifunktion f(x) = mx + b tangentin kulmakerroin f'(c) = m Kkaikilla
muuttujan reaalilukuarvoilla (kuva 31).

Todistus. Lineaarifunktion jatkuvuus tulee todetuksi samalla, kun erotusosamdaran raja-arvo
maaritetidan.
Olkoon h # 0,

__mh

flc+h)—f(c) _ [m(c+h)+b]-[mc+b] == —m, joten f’(C) _ }lln(l)

h h

fet=1© _ limm = m.
h h—0

Néin kaikilla muuttujan reaalilukuarvoilla tangentin kulmakerroin f'(c) = m, joten erotus-
osamaaran raja-arvo ei riipu muuttujan arvosta c. Tangentti on siten sama kuin funktion ku-
vaaja. m (Salas ym. 2003, 121.)

yaA
y=f(x)

X, x<0
y_f(x)_{x+x2,x20

KUVA 32. Paloittain jatkuva funktio (Tall 1986)

Esimerkki 2. Kuvan 32 funktio on paloittain jatkuva. Voiko origoon asettaa kuvaajalle tangentin?
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Ratkaisu. Pisteessa (0,0) funktion f(x) = x vasemmanpuoleinen derivaatta on

f(0+h)—£(0) — lim (0+h)-0 — lim h_ 1
h h—0— h h—0—h

£ = lim

ja oikeanpuoleinen derivaatta

— 2y 2 2
£1,00) = lim LOWTO - iy (OHDHORD O _ iy B0 iy 1 4= 1,
h—0* h h—0* h h—0* h  h-ot

Koska f'_(0)=f',(0)=1 ja lir(r)l flx) = li%l f(x) =0, on funktio origossa derivoituva ja
x—0_ x—-04

jatkuva. Origoon voi asettaa tangentin y — 0 = 1(x — 0), josta y = x, joten origoon asetettu
tangentti yhtyy kidyrdn suoraan osaan. m

4.7.4 Tangentti on kadnnepisteessa

Teoksessa Calculus: one and several variables (Salas ym. 2003, 238—241) tarkastellaan kaan-
nepistettd kuperuuden nakoékulmasta.

Kuperuus Olkoon funktio f derivoituva avoimella vélilld I. Funktion f kuvaaja on
kupera alaspéin, jos f' on kasvava vililld I ja kupera yl8spéin, jos f' on vihenevi
valilla I.

Funktion g(x) kuvaaja on
ylospain kupera valilla
]—o0, 0] ja alaspdin kupera
valilla [0, oo

Funktion f(x)
kuvaaja on alas-
f(x)=x%+1 piin kupera.

XV

KUVA 33. Funktion kuvaajan kuperuus (Salas ym. 2003, 239).

Geometrisesti ajateltuna kuvan 33 funktion f(x) = x? + 1 kuvaaja on koko avoimella vililla
alaspdin kupera, jolloin vasemmalta oikealle liikuteltavan tangentin kulmakerroin kasvaa ja
tangentti pysyy kuvaajan alapuolella koko valin. Funktiolla ei ole kdannepistetta tai terassipis-
tettd, koska funktion kuvaajan kuperuus ei vaihdu missaan pisteessa. Funktiolle voidaan kui-
tenkin asettaa horisontaalinen tangentti pisteeseen (0, 1).

Geometrisesti ajateltuna kuvan 33 funktion g(x) = x3 kuvaaja on ylospdin kupera negatiivi-
silla muuttujan arvoilla ja origon jdlkeen alaspdin kupera. Funktiolla on kddnnepiste origossa,
jossa tangentti leikkaa kuvaajan ja siirtyy kuvaajan alapuolelle muuttujan positiivisilla arvoilla.
Tangentti on my0ds horisontaalinen kddnnepisteessd, jossa funktion tangentin kulmakerroin on
nolla. Tallaista kdannepistettd sanotaan terassipisteeksi.

Kddnnepiste Olkoon funktio f jatkuva muuttujan arvolla x = c. Pistetta (c, f(¢))
sanotaan kadnnepisteeksi (point of inflection), jos on olemassa sellainen § > 0,
ettd funktion f kuvaaja on kupera avoimella valilld (c — §, ¢) sekd kupera vastak-
kaiseen suuntaan avoimella vililla (¢, c + §).
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Esimerkki 1. Tangentti leikkaa kidannepisteessa (2,3) funktion f(x) = x3 — 6x%2 +9x + 1
kuvaajan (kuva 34).

fl)=x3—6x2+9x+1

2 4

KUVA 34. Tangentti funktion f(x) kuvaajan kdannepisteessa (2,3)
(Salas ym. 2003, 240)

Todistus. Funktion f(x) = x3 — 6x? 4+ 9x + 1 derivaattafunktio on
fl(x) =3x>—-12x+9=3(x*—4x+3) ja f"(x) =6x—12 =6 (x — 2).

Koska f"'(x) = 0 muuttujan arvolla x = 2, niin véleilla (—oo, 2) ja (2, ©) saadaan kuperuudelle
ja funktion kululle vastaavuus (taulukko 2):

TAULUKKO 2. Funktion f(x) = x3 — 6x2 + 9x + 1 kulku ja kuperuus

" negatiivinen - - - f"(2)=0 positiivinen + + +

funktion f kuvaaja ylospdin kupera kdannepiste = (2, f(2)) alaspain kupera

Piste (2,]‘(2)) = (2,3) on kdannepiste, jossa f'(2) =3(4—4%x2+3) = —-3.

Tangentin yhtdlo on y —3 = —3 (x — 2),josta y = —3x + 9.m (Salas ym. 2003, 240.)

Esimerkeista voidaan paatella, ettid funktioiden kddnnepisteessa (c,f(c)) f"(c) = 0 tai ei ole
olemassa f'"'(c) ja f"(x) muuttaa etumerkkinsi muuttujan arvolla x = c.

4.7.5 Karkipiste

Kun funktion karkipiste on funktion kuvaajan muodostaman kulman karkipiste, niin karkipis-
teessd toispuoleiset tangentin kulmakertoimet ovat reaaliset mutta eri suuret. Tallaisessa kar-
kipisteessa ei voi olla tangenttia (ks. esim. kuva 35).

48




y suurennus origon
lahiymparistosta:

KUVA 35. Itseisarvofunktion karkipiste (0,0) (esim. Kangasaho ym. 2014c, 43)

Esimerkki 1. Itseisarvofunktio y = |x| on jatkuva kaikkialla mutta se ei ole derivoituva origossa
(kuva 35).

Todistus. Itseisarvofunktiona y = |x| on paloittain jatkuva funktio

_{ x,kun x >0
" =x, kunx < 0.

Muodostetaan vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen derivaatta origossa

£(0) = f(0+h) FO o f1.(0) = lim f(0+h) O giis
h—-0*
Y — i 10FRIZlol Rl __
f0) = lim === lim 57 = lim <= =-1ja
|0+h| lol _ 4. Il _ 4. h_
f£(0) = l T h ,H0+T_hhl£‘+h_1

Koska f/(0) # f{(0), niin derivaattafunktio ei ole jatkuva muuttujan arvolla nolla (kuva 36):

"
-

KUVA 36. Funktion y = |x| derivaattafunktion kuvaaja (Blank & Krantz 2006, 169)

, _(-Lkun x <0
f(x)—{ 1L, kunx >0

RV Th

Funktio y = |x| on kuitenkin derivoituva avoimella valilla |—oo, 0[ , jolloin f'(x) = —1ja
avoimella vélilla 10, oo[ , jolloin f'(x) = 1. m

Avoimien vilien derivoituvissa pisteissa funktion y = |x| analyyttinen tangentti on mahdollista
madrittda ainakin symbolisena. (Salas ym. 2003, 127—128.) Vastaavasti geometrinen visuaa-
linen tangentti tason pisteiden joukkona voi olla funktion y = |x| kiarkipisteen kautta joko va-
lilld ]—oo, 0] tai [0, oo[.
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4.8 Tangentin perussovelluksia

Edella on tarkasteltu, miten tangentin avulla maaritetaan

o kayrdn normaali (luku 4.5)
e funktion muutosnopeus ja seurataan funktion kulkua (luku 4.4.6).

Funktion kuvaajan tangentin kulmakertoimen arvo nolla ei ole valttdmaton ja riittava ehto
funktion aariarvokohdalle. Terassipiste, jossa funktion derivaatta saa arvon nolla, ei voi olla
aariarvokohta mutta funktion dariarvo voi olla funktion paatepisteessa tai karkipisteessa,
joissa on toispuoleiset tangentin kulmakertoimet (kuva 37):

e funktion aariarvokohta

h! =0 maksimi

hL # h #0 maksimi

h!y # 0 minimi h' =0 minimi h” =0 minimi

KUVA 37. Funktion paikallisia dariarvokohtia ja terassipistekohta
(Blank & Krantz 2006, 252)

Edelleen, kun ajatellaan avoimella valilla jatkuvaa funktiota f (x), joka sisdltaa pisteen a, niin
pisteen (a, f (a)) kautta kulkeva horisontaalinen suora y = f(a) ei yleensa anna hyvaa likiar-
voa funktiosta pisteen a lahiymparistossa. Yleensa funktio kannattaa korvata tangentilla.

e tangenttiapproksimaatio Tangenttiapproksimaatiossa derivoituva funktio f
korvataan avoimella valilla I sen pisteeseen (a, f(a)) asetetulla tangentin

yhtalolla.
y X Y A ,
y=g(x)=e y=f(@)+f(a(x-a)
e
y=1+x

1
f %

-1 ‘ 1 X

KUVA 38. Funktion g(x) = e”* tangenttiapproksimaatio y = 1 + x pisteen (0,1) lahiymparistossa
ja funktion f(x) tangenttiapproksimaatio avoimella valilla I (Brannan 2006, 314)
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Esimerkki 1. Kuvan 38 funktion f (x) pisteessa (a, f(a)) tangentin kulmakerroin f'(a) = yr@

xX—a

joten tangenttiapproksimaatioksi saadaan y = f(a) + f'(a)(x — a).

Esimerkki 2. Maaritetaan funktiolle g(x) = e* (kuva 38) tangenttiapproksimaatio origoon.
Ratkaisu. Nyt g(x) = e*, g(0) =1, g'(x) = e*jag'(0) =1, joten

e* = g(0) + g'(0)(x — 0) = 1 + x. (Brannan 2006, 314.)

e kayrien sivuamispiste

gx) = —x?+2x —%

KUVA 39. Paraabelifunktioiden sivuamispiste, tilannehahmotelma

Esimerkki 3. Osoita, etta kiyrat f(x) = x* ja g(x) = —x* + 2x — 1 sivuavat toisiaan (kuva 39).

Polynomifunktiot ovat jatkuvia ja derivoituvia. Maaritetdan ensin kdyrien yhteiset pisteet

yhtalostd x* = —x* + 2x — 1, jostax = 1 ja f(x) = . Kdyrien yhteiseksi pisteeksi saadaan

(1) ja derivaattafunktioiksi f'(x) = 2x ja g'(x) = —2x + 2.

Yhteisella muuttujan arvolla ~ f '(2) =1jag’(?) = 1,joten pisteessi (% %) kummankin kiyrin

. . . - - - . . — _ 1 - . - . .
tangentin kulmakerroin on yksi. Kayrilld on yhteinen tangentti y = x — ; tassd pisteessd, joten
kdyrat sivuavat pisteessa yhdensuuntaisina toisiaan. m

e kahden kdyran valinen kulma

e =ar-2
a
22)
f) = x x

KUVA 40. Kahden kayran leikkauskulma

51



Esimerkki 4. Kuinka suuressa kulmassa (kuva 40) suora f(x) = x leikkaa paraabelin
g(x) = x* — 2 pisteessa (2,2)?
Ratkaisu. Suoran f(x) = x kulmakerroin k; = 1. Pisteessa (2,2) saadaan paraabelin

g(x) = x? — 2 tangentin kulmakertoimen g'(x) = 2x arvoksi g'(2) = 4 = k,.

ko—kq

_|4—1

3.
= 1+1_4| = E,]ostaa ~ 31°.

Suoran ja paraabelin viliselle kulmalle ¢ tana =

Viliarvolause on Rollen lauseen (ks. luku 4.7.2) yleistys:

e vdliarvolause (mean value theorem) Jokaista derivoituvan kadyran sekanttia
kohti on ainakin yksi sen suuntainen tangentti.

VA "

f(x)=3—-3x+x3 x€e[1,2]

>
X

1c¢c2

KUVA 41. Yhdensuuntaiset sekantit ja tangentit (Brannan 2006, 232—233)

Esimerkki 5. Funktiolle f(x) = 3 — 3x + x3, x € [1,2] voidaan piirtia tangentti, joka on sen
paatepisteitd yhdistavan sekantin suuntainen (kuva 41).

Koska f(1) =3 -3+ 1 =1jaf(2) = 3 -6+ 8 = 5, niin funktion kuvaajan sekantin
f@)-f() _ 5-1

2-1 2-1
[1,2] ja derivoituva avoimella vililld ]1,2[, niin derivaatta f'(x) = —3 + 3x2.

kulmakerroin k = = 4. Koska f(x) polynomina on jatkuva valilla

Sitenk = f'(c) = =3+ 3¢? = 4,kun 3c? = 7,jostac = % = 1,53. Pisteessi (¢, f(c))

tangentti on yhdensuuntainen kiayran paatepisteita yhdistavan sekantin kanssa. m

Tassa tyossa tarkastellaan joitakin visuaalisen tangentin ja yhden muuttujan reaaliarvoisen
funktion derivaatan yhteyden perusteita. Visuaalinen tangentti esiintyy monissa muissa yh-
teyksissa, kuten vektorilaskennassa, joten sovellusmahdollisuuksia on eritasoisille matematii-
kan osaajille.

4.9 Lopuksi

Lukio-opiskelijoiden (ja peruskoululaisten) ajattelu voi olla tietoista tangentin ominaisuuksien
etsimistd kuvioista, tangentin visualisointia piirto-ohjelmilla, visuaalisen tangentin ja sen lahi-
kasitteiden yhteyksien pohdintaa sovellustehtavissa, tangentin yhtalon maarittamisessa ja las-
kemisessa tai havainnollisten esitysmuotojen yhdistdmisessda maaritelmaan.
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5 AIKAISEMPIA TUTKIMUKSIA

Ihmisten kasitykset visuaalisista kohteista ovat melko globaaleja, pienia kulttuurisia eroja voi
esiintya (ks. esim. Hatva 2009, 74). Muun muassa englantilainen Tall (1986) ja kreikkalainen
Biza (2007) ovat tutkineet lukio-opiskelijoiden kasityksia visuaalisesta tangentista konstrukti-
vistisen oppimiskasityksen nakokulmasta.

5.1 Tallin tietokoneavusteinen kayran jyrkkyyden ja tangentin opetustutkimus

Tall (1986) kokeilee lukion matematiikassa tietokoneavusteista opetusta johdantona kayran
jyrkkyyden ja tangentin kasitteen maarittamiseen. Tall tutkii kuvaajien suurennusten, visuaa-
listen tangenttien ja niiden vastaesimerkkien, keskustelun ja pohdinnan merkitysta kayran
jyrkkyyden ja tangentin kasitteiden ymmartamisessa.

5.1.1 Tutkimuksen taustaa

Tall (1986) esittaa, etta lukio-opiskelijat muodostavat ympyran tangentista geometriassa hel-
posti Vinnerin (1982) nimedman kasityksen geneerisestd tangentista, joka sivuaa koko kayraa
yhdessa pisteessa leikkaamatta sitd. Tallainen kognitiivinen kasitys on ongelmallinen, kun poh-
ditaan tangentin asettamista esimerkiksi vakiofunktion kuvaajalle, funktion kuvaajan kddnne-
pisteeseen (engl. point at inflection) tai kdyran muodostaman kulman kdrkipisteeseen (engl. edge
point, cusp point).

5.1.2 Tietokoneavusteisen opetustutkimuksen toteutus

Tallin (1986) ohjaamaan tietokoneavusteiseen opetusryhmain kuuluu kolme luokkaa, yh-
teensa 42 noin 16-vuotiaita opiskelijoita, testeihin osallistuu 41. Kontrolliryhmana on kolme
perinteisen opetuksen luokkaa, yhteensa 65 opiskelijaa. Lisdksi matematiikan opinnot juuri
aloittaneita yliopisto-opiskelijoita on kaksi ryhmaa, yhteensa 47 opiskelijaa. Kaikkien ryhmien
opettajat pitavat tutkimuspaivakirjaa.

Ensin Tallin tietokoneavusteisessa opetusryhmassa tarkastellaan pienina ryhmina funktioiden
kuvaajia suurennoksina. Suurennettuna kdyran osa voi ldhes suoristua. Kun sitten funktion
suurennukseen piirretdan matematiikkaohjelmalla suora kuvaajan kahden hyvin lahella toisi-
aan olevan pisteen (x, f(x)) ja (x + h, f(x + h)) kautta, missd h = 0,0001, niin kuvaajan voi
havaita ldhes yhtyvan suoraan. Ndin kdyran jyrkkyydesta pisteessa saadaan suoran avulla vi-
suaalinen kasitys. Symbolisena kdyrdn jyrkkyys (engl. gradient) voidaan laskea suoran kahden
pisteen valisen pystysuoran akselin suuntaisen muutoksen suhteena vastaavaan muutokseen
vaakasuoran akselin suhteen.

Tutkimukseen kuuluu kaksi testid. Ensimmaisessa testissa kysytaan kdyran jyrkkyytta ja se teh-
ddan ennen siirtymista tangentin kasitteeseen. Sitten opetellaan tangentin piirtdminen ja kay-
rien tangentteja tutkitaan opettajajohtoisesti visuaalisina esimerkkeind ja vastaesimerkkeina.
Uudet tilanteet ja kuvioiden ja matemaattisen tiedon valiset eroavuudet saavat opiskelijat poh-
timaan ja keskustelemaan.
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Kun opastuksessa jonkun kuvaajan karkipisteen lahiymparistd suurennettuna suoristuu, niin
kuvaajan ldhes suoran osan avulla voidaan arvioida kdyran jyrkkyytta eli funktion muutosno-
peutta myos “karkipisteessa” ja laskea kuvasta likimdarainen tangentin kulmakerroin. Kuiten-
kin esimerkiksi itseisarvofunktion y = | sin x| karkipiste sailyy suurennuksissa.

Opastuksessa opiskelijat muodostavat kasityksensa visuaalisen esityksen pohjalta. Vasta tes-
tien jalkeen he opiskelevat derivoinnin. Toinen testi suoritetaan, kun tangentin kasite on paa-
osin kdyty visuaalisena lapi. Molemmissa testeissa kdytetdan samaa kuuden kuvaajan sarjaa,
jossa funktioiden kuvaajia tarkastellaan origon lahiymparistossa. Lisdksi opiskelijat perustele-
vat vastauksensa kysymyksiin sanallisesti (taulukko 3):

TAULUKKO 3. Testikysymykset (Tall 1986)

KUVAAJAN JYRKKYYDEN KYSELYSSA kunkin kuvaajan yhteydess3 opiskelijoilta kysyttiin:
Voitko laskea kuvaajan jyrkkyyden muuttujan arvolla x = 0? KYLLA / El
Jos KYLLA, niin mika on jyrkkyys? Jos El, miksi ei?

TANGENTTIKYSELYSSA heilta kysyttiin:
Onko kuvaajalla tangentti muuttujan arvolla x = 0? KYLLA / El
Jos KYLLA, niin piirra kuvaan tangentti. Jos El, miksi ei?

. - ——
1 -1 | 1
1) y=x2x (2) y=abs(x) (3) y=N(abs(x))
A A
-+1 11 41
—— : i ] —
—i 1l -} i -1 1
4 -1 4+ -1 4+ -1
) x (x<0) _{x (x<0)
(4) y=abs(x3) B V=1s 2 (x20) ©) y=1,2 (x=0)

KUVA 42. Testikuvaajat (Tall 1986)
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5.1.3 Tutkimustuloksia

Tall vertailee kontrolliryhman ja tietokoneopetusryhman vastauksia. Tilastollisen merkit-
sevyyden Tall laskee ristiintaulukoinnilla y?2-testilla. Vastaukset jaetaan "oikeisiin” ja “muihin
vastauksiin”.

Ympyran kaarta muistuttaviin kuvaajiin 1 ja 4 kaikki ryhmat vastaavat virheettomasti (kuva
42). Lukiolaisten kontrolliryhmakaan ei osaa viela testissa ratkaista symbolista kdyran jyrk-
kyyden madrittamista itseisarvolausekkeista, kuten kuvaajasta 4. Silti kaikki lukiolaiset ilmoit-
tavat kuvaajan 4 tangentiksi intuitiivisesti aiempien havaintojensa pohjalta x-akselin y = 0.

Kuvaaja 2 on funktio y = |x|. Lukiolaisten kontrolliryhmistid ainoastaan yhden kolmasosan
mielestd funktiolla ei ole origossa kulmakerrointa. Kontrolliryhmasta neljasosa ja yliopisto-
opiskelijoistakin ldhes viidesosa piirtda talle funktiolle tangentiksi geneerisen tangentin omi-
naisuudet omaavan balanssitangentin, x-akselin. Balanssitangentti on implisiittinen konkreetti
intuitiivinen kasitys, jonka mukaan tangentti ymmarretdan janana, joka asettuu tasapainoon
karkipisteen molemmin puolin yhta etdalle funktion kuvaajasta.

Kuvaajan 3 nelidjuurifunktio on haasteellinen kaikille. Merkitsevasti useampi tietokoneopetuk-
sen ryhmasta kuin kontrolliryhmasta tai yliopisto-opiskelijoista vastaa, etta kayralla ei ole ori-
gossa kulmakerrointa ja ettd funktiolla ei ole origossa tangenttia. Sen sijaan noin kolmasosa
kontrolliryhmasta ja lahes puolet yliopisto-opiskelijoista ehdottaa kidrkipisteeseen (0,0) verti-
kaalista y-akselin suuntaista tangenttia. Reilu kymmenesosa kontrolliryhmastd antaa vas-
taukseksi symmetrisesti kdyran suhteen asettuvan balanssitangentin y = 0.

Kuvaaja 5 jatkuu ldhes suoran osan suuntaisena positiivisilla muuttujan arvoilla. Kuitenkin mil-
tei puolet kontrolliryhmasta ja yliopisto-opiskelijoistakin kolmasosa yrittda piirtda origon
kautta kulkevan geneerisen tangentin.

Kuvaajan 6 muodostaman kulman karkipistetilanteeseen kaikki opiskelijat vastaavat melko hy-
vin aiemmin kohtaamiensa visuaalisten esimerkkien pohjalta. Virheellisid vastaustyyppeja
ovat: monta, kaksi tangenttia, balanssitangentti, oikean- tai vasemmanpuoleinen tangentti ja
muu.

Lukiolaisten kontrolliryhmassa geneerinen tangentti ndkyy heidan vastauksissaan kuvaajaan 5
ja implisiittiset eli konkreetit intuitiiviset kasitykset vastauksissa kuvaajiin 2, 3 ja 6. Kuitenkin
kaikkien testikuvaajien osalta tietokoneavusteinen ryhma vastaa vahintdan yhta hyvin kuin yli-
opisto-opiskelijat sekd merkitsevasti paremmin kuin lukiolaisten kontrolliryhma.

5.1.4 Tallin esittamia johtopaatoksia

Tallin (1986) mukaan tietokoneopetuksessa pohditut visuaaliset tangentit syvensivit ja korja-
sivat opiskelijoiden ymmarrystd, mika auttoi haasteellisissa testitehtavissa. Hankalia funktioita
lahestyttiin onnistuneesti visuaalisten vastaesimerkkien kautta. Tall arvioikin, etta koulumate-
matiikan opiskelijoiden on ehka parempi tutkia myd6s havainnollisia tilanteita pelkan teoreetti-
sen tiedon ja maaritelmien opettelun sijaan. Tall esittda ajatuksensa Hartin sanoin: The brain
was designed by evolution to deal with natural complexity, not neat "logical simplicities”.
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5.2 Bizan tutkimus lukio-opiskelijoiden kasityksista visuaalisesta tangentista

Biza (2007) tutkii lukion viimeisen lukukauden opiskelijoiden ja yliopisto-opintojaan aloittele-
vien opiskelijoiden kasityksia visuaalisesta tangentista. Biza jakaa tutkimuksessa visuaalisen
tangentin geometriseen ja analyyttiseen muotoon ja kuvailee padasiassa lukion suorittaneiden
opiskelijoiden kasityksia tangentista tangentin oppimisprosessin siina vaiheessa, kun he ovat
juuri aloittamassa matematiikkaa sivuavien eri alojen yliopisto-opintoja. Biza pyrkii myos sel-
vittdmaan, miten opiskelijoiden kasitykset tangentista todennakoisesti muuttuvat pian lukion
suorittamisen jalkeen.

5.2.1 Tutkimuksen taustaa

Biza (2007) kirjoittaa, ettd tutkimusten mukaan toisen ja kolmannen asteen opiskelijat kohtaa-
vat matematiikassa kasitteitd, joita he ovat opiskelleet alemmalla asteella. Tall6in heidan on
muokattava kasitekuviensa kognitiivista rakennetta soveltuvaksi uusiin tilanteisiin.

Biza esittdd Hareliin ja Talliin (1989) viitaten, ettd opiskelijat voivat eri tavoin sdilyttda oman
kasitekuvansa kognitiivisen rakenteen tai muokata kasitekuvaansa kayttokelpoiseksi uusiin ti-
lanteisiin. Kuitenkin Harelin ja Tallin (1991) mukainen kasitekuvan muokkaus on usein vain
yksilon eriasteista pintapuolista yleistdmistd, jossa kasitteellistd muutosta ei tapahdu ja kasite-
kuvasta rakentuu virheellinen ja irrallinen. Kdsitteellisessd muutoksessa kadsitekuvat sen sijaan
olennaisesti muuttuvat ja uudelleen rakentuvat laajemmin yksikasitteisiksi. Biza jatkaa, etta
Sierpinskan (1994) mukaan henkilokohtainen kasitekuvan uudelleenmuodostus ei ole kuiten-
kaan triviaali, hierarkkinen, suoraviivainen prosessi.

5.2.2 Tutkimuksen toteutus

Ensin Biza (2007) tutkii kreikkalaisten lukioiden 196 opiskelijan kasityksiad tangenttisuoran ja
kdyran yhteydesta lukion viimeisella kevatlukukaudella analyysin kurssilla. Sen jalkeen syk-
sylla han tutkii kreikkalaisissa yliopistoissa opintojaan aloittavien 182 opiskelijan kasityksia
samoilla kysymyksilla ja vertaa niita lukiolaisten ajatuksiin tangentista. Lukiolaiset ovat opis-
kelleet tangentin kasitetta geometriassa, analyyttisessa geometriassa ja testin aikoihin analyy-
sin kurssilla. Aloittavilla yliopisto-opiskelijoilla on suoritettuina samat matematiikan kurssit ja
he ovat osallistuneet yo-kirjoituksiin mutta he tulevat eri kouluista kuin lukiolaiset. Tasta huo-
limatta Biza arvelee, ettd ndiden kahden ryhman kasitysten mahdolliset eroavuudet johtuvat
padosin lukion viime vaiheen matematiikan opiskelusta, yo-kirjoituksista ja noin neljan kuu-
kauden opiskelutauosta. Kdytan jatkossa yliopisto-opintoja aloittavasta ryhmasta nimiketta yli-
opisto-opiskelijat.

5.2.3 Geometrinen tangentti

Geometrisen tangentin kysely muodostuu kuvan 43 kysymyksista. Kysymyksessa 3 on seitse-
man kdyraa ja kysymyksessa 4 on viisi kdyraa. Analyyttisen tangentin kyselyn kanssa koko ky-
sely sisdltaa 3. kysymyksen osalta 14 ja 4. kysymyksen osalta 15 kayraa.
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Question 1: Try to explain, in simple words, what you are thinking when you hear the term “tangent line”

Question 2: A line is the tangent of a curve at a point A. Write as many properties you can think about the
relationship between this curve and its tangent line at point A.

Question 3 (Recognition): Which of the lines that are drawn in the following figures are tangent lines of the
corresponding graphs at point A? Justify your answers.

”I%J% . Jf\/\%
7 ~ RS} N,

;

3.a(X1) 3.b (X24/C) 3.c (X2B) 3.d (X20)
/A — _
3e(X3) 3.f(X4) ; 3.g (X5)

Question 4 (Construction): Sketch the tangent lines of the following curves at point A, if they exist. J ustify
yOur answers.

,Q"‘
~ A I ,’f/ / \\
4 ) s \\1/-’_L / .
~— l * / / |
4.a (XD 4.b (X2B/C) 4c(X3) 4.4 (X4) 4.e (X5)

KUVA 43. Geometrisen tangentin kysely (Biza 2007)

Kysymyksessa 1 opiskelijoita pyydetdan kuvailemaan tangenttisuoraa omin sanoin. Kysymyk-
sessd 2 pyydetdan kuvailemaan sanallisesti, millaisia kdyrdn ja tangentin yhteyteen liittyvia
ominaisuuksia tangentilla voi olla, kun tangentti sivuaa kayraa pisteessa A.

Kysymyksessa 3 kayrille on piirretty suorat pisteisiin A. Opiskelijoita pyydetaan valitsemaan
suorista tangentit ja perustelemaan valinnat. Kysymyksessa 4 mahdollinen tangentti pyydetaan
piirtdmaan kayrille pisteisiin A ja perustelemaan. Kysymyksissa 3 ja 4 tutkitaan opiskelijoiden
kykya tunnistaa tangentti ja piirtaa tangentti kayralle.

Opiskelijoiden vastaukset kysymyksiin 3 ja 4 luokiteltiin vastausten oikeellisuuden mukaan ja
analysoitiin maarallisesti. Opiskelijoiden vastaukset kysymyksiin 1 ja 2 sekd heiddn peruste-
lunsa kysymyksiin 3 ja 4 analysoitiin laadullisesti. Jokaisesta opiskelijasta tehtiin kyselyn poh-
jalta lyhyt kuvaus, opiskelijaprofiili.
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Lukiolaisten vastauksista Biza 10ysi viisi tarkeinta tangentin ja kdyran valisen yhteyden erityis-
piirrettd (F1—F5). Naiden yhdistelmat riittdvat kuvaamaan lahes tdydellisesti lukioaikaisia
kasityksia tangentin ja kidyran yhteydesta (taulukko 4).

TAULUKKO 4. Opiskelijoiden kokemat tangentin ja kayradn valiset erityispiirteet (Biza 2007)

Yhteyden Tangentin ja kdyrdn yhteys

erityispiirre

F1 Tangentilla ja kayralla on vain yksi yhteinen piste.

F2A, F2B, F2C Tangentilla ja kayralld on vain yksi yhteinen sivuamispiste pisteen jossain lahiymparistossa.

Tangentilla ja kayralld voi olla muita yhteisia pisteitd, jotka ovat (A) kuviossa nakyvia
pisteita, (B) sivuamispisteitd, joita ei ndy kuviossa tai (C) muita kuviossa nakyvia tai ei-visu-
aalisia leikkauspisteitd tai sivuamispisteita.

F3 Tangentti yhtyy kdyrdan tai sen osaan siten, ettd tangentilla on dareton maara yhteisia
pisteitda milla tahansa ldhietdisyydella jostain sivuamispisteesta.

F4 Tangentti on kdanne- tai terassipisteessa.

F5 Sivuamispisteessa tangentin ehto on kayran sileys.

Mikaan tangentin ja kdyran valisista erityispiirteista F1—F5 ei yksindan riita kuvaamaan opis-
kelijoiden henkil6kohtaisia kasityksia geometrisesta tangentista. Esimerkiksi osa opiskelijoista
ajattelee erityispiirteestd F4, ettd suora ei ole tangentti, kun se leikkaa kdyran pisteessa kahteen
osaan ja etta piste ei ole derivoituva. Viisi erityispiirretta riittdvat myos yliopisto-opiskelijoiden
vastausten ryhmittelyyn kahdeksaan kasitekuvaan eli ajattelumalleihin M1—M8 lukuun otta-
matta 14 koehenkil64, joten koehenkil6ita sijoittuu ryhmiin yhteensa 168.

TAULUKKO 5. Yliopisto-opiskelijoiden kahdeksan ajattelumallia tangentin ja kdyran yhteydesta geometrisen
tangentin kyselyssa (Biza 2008; vrt. Biza 2007).

Kasite- 3.a 3.b 3.c,4.b 3.b/d, 4.b 3.e,4.c 3.f,4d 3.g,4.e
kuva F1 F2A F2B F2C F3 Fa F5

M1 (18) v v v v v v v (17) x (1)
M2 (33) v v v v X v v

M3 (13) % % v v v X v

M4 (42) v v v v X X v (37) x (5)
M5 (27) v v X X v X v (24) X (3)
M6 (15) v X ? X X X v (9) X (6)
M7 (13) % % X X v v v

M8 (7) v X X X X v v (3) X (4)

Esimerkiksi v-merkki taulukon 5 vasemmassa yldanurkassa tarkoittaa, etta M1-ajattelumallin
opiskelijat pitavat piirrettad F1 totena eli hyvaksyvat sen. Ajattelutavan M1 opiskelijoista yksi ei
hyvaksy piirretta F5, mitd merkitddn x (1). Solussa ei ole taustavaria, kun solun osoittama eri-
tyispiirre ei sisdlly ajattelumalliin. Erityispiirteessa F5 Biza (2008) hyvaksyy ajattelumalleihin
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vastakkaiset kdsitykset. Tama selittynee sillg, ettd Biza yleensakin arvioi tutkimuksessa saman
opiskelijan vastauksia ja kasityksia eri tehtdviin kokonaisuutena, jotta kunkin opiskelijan mie-
lensisdinen kasitekuva tangentista tulee paremmin esille. Vastaavalla tavalla Biza saa sijoitet-
tua analyyttisen tangentin osuudessa muutaman opiskelijan johonkin ajattelumalleista M1—
M8 yksittaisesta virheellisesta vastauksesta huolimatta. Taulukossa 6 esitetdan ajattelumallit
sanallisessa muodossa opiskelijamaarineen.

TAULUKKO 6. Yliopisto-opiskelijoiden kasitekuvat geometrisesta tangentista ja niita kuvaavat ajattelumallit

Kasite- Yliopisto-opiskelijoiden - . .

: “p J - Kasitekuvan eli ajattelumallin kuvaus

kuva lukumaara ryhmassa

M1 18, joista yksi hyvaksyy Tangentilla ja kdyralld on useampi yhteinen piste. Kddnnepisteessa

tangentin kéarkipisteeseen. on tangentti. Karkipisteessa ei ole tangenttia.

M2 33 Tangentilla ja kdyralla voi olla yksi tai useampi yhteinen piste
ehdolla, ettd piste on ainoa yhteinen jossain pisteen lahiympa-
ristdssa. Karkipisteessa ei ole tangenttia.

M3 13 Tangentilla ja kdyralla voi olla useampi yhteinen piste ehdolla, etta
piste on ainoa yhteinen jossain pisteen lahiymparistdssa. Kddnne-
pisteessa on tangentti. Karkipisteessa ei ole tangenttia.

M4 42, joista viisi vastaa vadrin Kuten M3, mutta kddnnepisteessa ei ole tangenttia.

karkipistetilanteeseen.

M5 27, joista kolme vastaa vaarin Tangentilla ja kdyralla voi olla yksi tai useampi yhteinen piste, jos

karkipistetilanteeseen. ne ovat sivuamispisteitd. Kddannepisteessa ja karkipisteessa ei ole
tangenttia.

M6 15, joista kuusi vastaa vaarin Tangentilla ja kdyralld on vain yksi yhteinen piste. Joskus taman

karkipistetilanteeseen. mallin opiskelija voi hyvaksya tangentiksi suoran, jolla ei ole
muita yhteisia pisteita kayran kanssa joko kuvion tangentin tai
itse piirretyn tangentin lyhyydesta johtuen. Kddnnepisteessa ei
ole tangenttia.

M7 13 Tangentilla ja kdyralla voi olla yksi tai useampi yhteinen piste, jos
yhteiset pisteet ovat sivuamispisteitd. Kddnnepisteessa on tan-
gentti. Karkipisteessa ei ole tangenttia.

M8 7, joista nelja vastaa vaarin Tangentilla ja kayralld on vain yksi yhteinen piste.

karkipistetilanteeseen.

Kaannepisteessa on tangentti.
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5.2.4 Analyyttinen tangentti

Question 1 (q1): Try to explain, in simple word, what you are thinking when you hear the term "tangent line”.

Question 2 {q2): Write as many properties as you can think of about the relationship between a curve and its line at a point A.

Question 3 {q3): Which of the lines that are drawn in the following figures are tangent lines of the corresponding graph at point A?
Justify your answers.

b X A

g3.1 q3.2 q3.3 q34 q3.5
Correct . : none of the lines is a . N
answer £ is atangent € is atangent tangent £ is atangent ¢ isn't a tangent

Question 4 (q4): Sketch the tangent lines of the following curves at point A, if they exist. Justify your answers.

A A
A A
A
qé.1 gd.2 q4.3 gd.4 4.5 qé.6 q4.7

ad.

tangent doesn't
exist

Correct
answer:

tangent exists  tangentexists tangentexists  tangent exists langent exists  tangent exists

Question 5 (g5): In the following figure, draw as many tangent lines of the curve as you can passing through point A

Correct
answer: ¥ ) . e : .
tangent with no other common point tangent with another common point at its tangent with another common point
extension
5.1 5.2 95.3

Question 6 (g6): What is the definition of the tangent line of a function graph at its point A?

Qiuestion 7 (q7): Let f be a function and a point A(x,, f (x,)) of its graph; write the equation of the tangent line of the graph of f at the
point A, if it exists.

Correct . '
answer: y - f(x) = fx,Xx-x,)

Question 8 (G8): Calculate the equation of the tangent line of the graph of the function f defined by 7 (x) = {x-2)*+3 at the point
A2, 1(2)).

g:;::ﬁ Calculation of f{2) =3 and f'(2) =0, application of the formuia, correct equation: y=3

KUVA 44. Analyyttisen tangentin kysely (Biza & Zachariades 2010)

Analyyttisen tangentin kyselyssa kysymykset 1 ja 2 ovat samat kuin geometrisessa osuudessa
(kuva 44). Kysymyksessa 3 pyydetdan valitsemaan ja perustelemaan, mitka suorista ovat tan-
gentteja. Kysymyksessa 4 pyydetdan piirtdmaan ja perustelemaan mahdollinen tangentti kay-
rien pisteissa A.
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Kysymyksessa 5 pyydetdan piirtimaan kayralle kaikki tangentit, jotka kulkevat kayran ulko-
puolella olevan pisteen A kautta. Kysymyksessa 6 kysytaan funktion kuvaajalla pisteessa A ole-
van tangentin maaritelmaa.

Kysymyksessa 7 pyydetddn kirjoittamaan funktion f tangentin yhtalo pisteessa A(xo, f(xo)),
jossa se oletetaan mahdolliseksi. Kysymyksessa 8 taytyy laskea tangentin lauseke pisteessa
A(2, f(2)), kun funktio f(x) = (x — 2)3 + 3. Oikeat vastaukset loytyvit kyselylomakkeelta ky-
symysten alapuolelta.

Erityisesti kysymyksessa 5 on mahdollista piirtaa pisteen A kautta kolme tangenttia kayralle.
Vastauksia kysymyksiin 1, 2 ja 6 kdytettiin laadullisena osuutena tilastollisiin tuloksiin. (Biza &
Zachariades 2010.)

Lukiolaisia osallistui kyselyyn jalleen 196 ja yliopisto-opiskelijoita 182. Opiskelijoiden vastauk-
set saatiin sijoitettua tangentin ja kdyran yhteyden erityispiirteisiin F1—F7 taulukon 7 mukai-
sesti, kun yhdistettiin esitetyt kysymykset ja erityispiirteet: kdyran ja tangentin yhteisten pis-
teiden lukumadara ja F1, F2 sekd F3, tangentti kiddnne- tai terassipisteessa ja F4, tangentti
karkipisteessa ja F5, tangentin symbolinen manipulointi ja F6 seka kartioleikkauksen tangentti
ja F7. (Biza & Zachariades 2010.)

TAULUKKO 7. Opiskelijoiden kasitykset tangentin ja kdyrdn yhteydesta (Biza & Zachariades 2010)

Yhteyden Tangentin ja kdyran yhteys
erityispiirre
F1 Tangentilla ja kayralla on vain yksi yhteinen piste: g5.1
F2 Tangentilla ja kayrdlla on vain yksi yhteinen piste siten ettd pisteen

Iahiymparistdssa ei ole muita sivuamispisteita: 3.1, 3.2, 5.2, 95.3

F3 Tangentilla ja kayralla voi olla ddretén maara yhteisia pisteitda milla
tahansa lahietdisyydella jostain sivuamispisteesta: q4.6, q4.7

F4 Kaanne- tai terassipisteessa on tangentti: 3.4, q4.4
F5 Karkipisteessa ei ole tangenttia: q3.3, 3.5, q4.5

F6 Tangentin symbolinen manipulointi: q7, q8

F7 Kartioleikkauksen tangentti: 4.1, q4.2, q4.3

Taman jalkeen molemmat opiskelijaryhmat ryhmiteltiin vastaustensa perusteella kolmeen hie-
rarkkiseen ryhmaan heidan kasitekuvansa kehittyneisyyden mukaan (taulukko 8).
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TAULUKKO 8. Hierarkkiset nakokulmat opiskelijoiden tangentin kasitekuvien pohjalta (Biza & Zachariades
2010)

N&dkokulma Kasitekuvan erityispiirteita
Lokaali analyyttinen (Analytical Local), jossa Tangentti on sekantin erotusosamaaran raja-arvo.
sivuamispisteen |ahiymparistdssa kaytetaan Funktion derivaatta on tangentin kulmakerroin.
analyyttista nakokulmaa. Tangentin matemaattinen maaritelma on kaytossa.
Lokaali geometrinen (Intermediate Local), jossa Tangentilla ja kdyralla voi olla useampi kuin yksi yhteinen
sivuamispisteen ldhiymparistossa tarkastellaan piste ehdolla, etta sivuamispisteen lahiymparistossa ei ole
euklidisen geometrian ympyran tangentin omi- muita sivuamispisteita ja tangentti ei leikkaa kadyraa
naisuuksia. kahteen osaan.

Sivuamispisteita voi olla useita erillisia.

Globaali geometrinen (Geometrical Global), jossa Tangentilla voi olla vain yksi sivuamispiste koko kadyran
kayraa tarkastellaan kokonaisuutena euklidisen kanssa.
geometrian ympyran tangentin ominaisuuksin.

Globaalissa geometrisessa nakokulmassa tangentin geometrisia ominaisuuksia tarkastellaan
koko funktion osalta, lokaalissa geometrisessa nak6kulmassa tangentin sivuamispisteen la-
hiymparistossa. Kdsitteellinen muutos kasitekuvissa tapahtuu ainoastaan lokaalissa analyytti-
sessd nakokulmassa.

5.2.5 Bizan ja Zachariadesin esittdmia johtopaatoksia

Bizan (2007) mukaan geometrisessa osuudessa molempien opiskelijaryhmien ajattelumallei-
hin M1—M8 vaikuttavat edelleen geometrisen ympyran tangentin ominaisuudet (taulukko 5).
Ainoastaan mallissa M1 on vapauduttu kokonaan euklidisen geometrian rajoituksista, ellei yh-
den opiskelijan karkipistevastausta huomioida. Geometriset ajattelumallit esittdvat tapoja,
joilla opiskelijat yksil6llisesti yleistavat omaksumaansa visuaalista tietoa tai uudelleen muotoi-
levat kasitteen ominaisuuksia. Mallit eivat Bizan mukaan ole hierarkkisia, minka voi havaita
myos tutkimalla taulukkoa 5.

Biza (2007) jatkaa, ettd opiskelijoiden sanalliset vastaukset ja perustelut antoivat tarkeaa lisa-
tietoa heiddn mielensisaisista kasityksistaan. Geometrisessa osuudessa ajattelumallien M6, M5
ja M2 yliopisto-opiskelijat katselevat geometrisen tangentin ominaisuuksia globaalisti eli koko
kdayrdan osalta. Mallin M6 opiskelija voi kuvailla henkilokohtaista tangentin kasitemaaritel-
maansi (suomeksi vapaasti kddnnettyna): "Kayran tangentti on suora, jolla on (tarkalleen) yksi
yhteinen piste kdyran kanssa, siis samanlainen muoto kdyran kanssa tassa pisteessd, ja koko
kédyra jaa samalle puolelle suoraa”. Sama opiskelija voi vastata 1. kysymykseen: "Tangentti on
suora, joka leikkaa kdyradn vain yhdessa pisteessd, ja suora tai sen jatke ei leikkaa kdyraa kah-
teen osaan”. Samoin perusteluin opiskelija voi hyviaksyé tangentiksi esimerkiksi tehtavan 3.a
suoran. Vastaavasti sanallisten vastaustensa perusteella mallien M4, M3 ja M7 yliopisto-opis-
kelijat katselevat geometrisen tangentin ominaisuuksia lokaalisti eli paikallisesti.
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Analyyttisen tangentin kyselyssa nakyy edelleen opiskelijoiden vahva intuitiivinen kasitys vi-
suaalisesta tangentista ja heiddn vaikeutensa ymmartaa geometrisen ja analyyttisen tangentin
eroja. Opiskelijat ehka kuvittelivat geometrisen paraabelin q4.2 ja kiyran q4.4 (kuva 44) nake-
massaan asennossa xy -koordinaatistoon. Talloin kayrien tangentit tulevat y-akselin suuntai-
siksi, silla lokaalin analyyttisen ndakékulman omaksunut yliopisto-opiskelija saattaa perustella
esimerkiksi paraabelikuvioon g4.2 antamansa vastauksen: "Tangenttia ei ole paraabelin pis-
teessi A, koska se on pystysuora ja y-akselin suuntainen koordinaatistossa” tai ” Tangenttia ei
ole, koska derivaattaa ei ole méaéritelty pisteessa A”. Kuvan 5.2.2 kiyrd q4.7 on taasen suora,
jonka pisteeseen A pyydetaan lisdadmaan tangentti, jos se on mahdollinen. Suoran tapaukseen
lukiolaisista kolmasosa vastaa oikein, yliopisto-opiskelijoista enda vajaa neljasosa. Kreikkalai-
sissa oppikirjoissa ei esiinny vastaavia tangenttitehtdvia, joten opiskelijat yhdistivat suoran to-
dennakoisesti muihin tilanteisiin. (Biza & Zachariades 2010.)

Funktion karkipistetilanteeseen vastaa suurin osa oikein, silti seka oikein ettd vaarin vastan-
neilla on erilaisia virheellisid ajattelutapoja. Ensin opiskelijat ehka pitavat kdayran ympyran
kaarta muistuttavaa kdyran muotoa tangentille valttdamattomana ja vastaavat siltd pohjalta oi-
kein. Lukion loppuvaiheessa karkipiste ymmarretaan luultavasti jo matemaattisemmin. (Biza
& Zachariades 2010; Tall 1986.) Bizan (2007) mukaan tangentin karkipisteeseen hyvaksyy
opiskelija, joka muutoinkin hyvdksyy vain yhden pisteen yhteiseksi kdyran kanssa.

Opiskelijoiden kasitykset tangentista kehittyvat geometrian opiskelun jalkeen lukioaikana. Lu-
kion loppuvaiheessa lukio-opiskelijat jakautuvat melko tasaisesti kolmeen hierarkkiseen ryh-
maan siten ettd lokaali analyyttinen ryhma on vain hiukan suurempi kuin lokaali geometrinen
ja globaali geometrinen ryhma on hiukan muita pienempi. Aloittelevista yliopisto-opiskelijoista
taasen yli puolet kuuluu lokaaliin geometriseen ryhmaan, toiseksi suurin on lokaali analyytti-
nen ja enad alle viidesosa kuuluu globaaliin geometriseen ryhmaan. (Biza & Zachariades 2010.)

Yliopisto-opiskelijat osaavat tangentin kasitteen maaritelman mutta se on irrallinen ja ristirii-
tainen heiddn tangentista muodostamansa kasitekuvan kanssa ja ndkokulmat vaihtelevat
enemman kuin lukiolaisilla. Yliopisto-opiskelijoiden lokaali analyyttinen ja globaali geometri-
nen ryhma ovat pienempia kuin lukiolaisten, koska heissa on sellaisia, jotka eivat hyvaksy tan-
gentille yhtd useampaa yhteista pistettd kdayran kanssa silloin kun toinen yhteinen piste nakyy
kuvassa, kuten kuvan 44 kysymyksessa q3.2. Kumminkin samat henkilot vastaavat hyvin kar-
kipistetilanteeseen ja Biza sijoittaa heidat siksi lokaaliin geometriseen ryhméaan. Molemmille
opiskelijaryhmille ovat erityisen ongelmallisia tehtavat q3.4, q4.4, q4.6, q4.7 ja q5.3, toisin sa-
noen kadnne- tai terassipiste ja kdyraan tai funktion kuvaajaan tai sen osaan yhtyva tangentti.

Yliopisto-opiskelijoiden tangentin kasitekuva oli jadnyt joko virheelliseksi lukioaikana tai se
palautui varhaisemmalle tasolle neljan lomakuukauden kuluessa. Pysyvaan kasitteelliseen
muutokseen ylsi yliopisto-opiskelijoista vain neljasosa. Biza ja Zachariades (2010) arvioivat ta-
man johtuvan muun muassa siitd, etta

e opiskelijoiden tangenttikasitykset nayttidvat muodostuvan paljolti opiskelijoiden
kohtaamista esimerkeista ja tehtavista

e opiskelijat saattavat yhdistda tangentin tiettyyn tilanteeseen eivatka nae sitd uudessa
helpossakaan tilanteessa
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e opiskelijat haluavat pitdd muiden matemaattisten kasitteiden tavoin geometrisen
tangentin ominaisuuksia yleisesti tosina, luoda yleisen tangentin maaritelman ja
konkreetin tangentin myds analyysissa

e kreikkalaisissa matematiikan oppikirjoissa kasitelldan vahan tilanteita, joissa kdyra
tai kdyrdn osa on suora, tangentti on x- tai y-akseli tai koordinaattiakselin suuntainen

e Kkasitteellinen muutos ja nakokulmanvaihdos geometrisesta analyyttiseen edellyttaa
tietoista ajattelua

e ylioppilaskirjoituksiin valmistautuminen voi johtaa nopeaan jdljittelevaan paattelyyn
ja sisaltoalueiden painotuksiin

e abstrakteja madritelmia ei havainnollisteta matematiikan oppikirjassa visuaalisesti

e opiskelijoiden mielensisdisia kasityksid ei huomioida tarpeeksi opetuksessa

¢ laskennallisen harjoittelun lisdksi tehtdvissa tulisi hyodyntda enemman muitakin
esitysmuotoja.

Biza ja Zachariades esittdvat, ettd Nissin (1999) mukaan usein esiintyvat tilanteet maarittavat
opiskelijoiden kasitekuvia. Winickin ja Leikinin (2000) mukaan opiskelijat saattavat pitda maa-
ritelmina eri yhteyksissa oppimiaan tangentin ominaisuuksia, jotka eivat ole yleisesti tosia. Mo-
nien muidenkin tutkijoiden (Vinner 1982, 1991; Tall 1987; Castela 199; Tsamir ja Ovodenko
2004; Tsamir, Rasslan ja Dreyfus 2006) mukaan ongelmallisia ovat tilanteet, joissa tarkastel-
laan tangentin mahdollisuutta kdyran karkipisteessa tai kddannepisteessd, kun tangentti on
y-akseli tai sen suuntainen, yhdistyy kdyraan tai sen osaan. (Biza ym. 2008; Biza ja Zachariades
2010.)

Euklidisen geometrian ja analyysin nakokulmissa on Bizan (2007) mukaan yksi olennainen ero.
Euklidisen geometrian nakokulma on holistinen eli globaali, jossa kdyraa tarkastellaan koko-
naisuutena. Reaalilukujen analyysi edellyttaa taasen paikallista eli lokaalia nakékulmaa. Lukio-
opiskelijoiden keskuudessa geometrinen nakékulma menettida asemaansa lukion loppuvai-
heessa. Lukion jalkeen opiskelijat kumminkin nopeasti unohtavat virheettomankin kasityksen
tangentista. Heidan kasityksensa alkavat muistuttaa enemman alkuvaiheen kasityksia ja lokaali
geometrinen niakokulma alkaa muotoutua yleisimmaksi ajattelutavaksi. Biza ja Zachariades
(2010) pohtivat, etta lukion jalkeenkin opiskelijoilla tulisi olla mahdollisuus tarkistaa ja tarvit-
taessa uudelleen konstruoida kasityksensa uuden tangenttiaiheen opiskelun alussa.

5.3 Intuitiivisen ajattelun ilmeneminen visuaalisen tangentin konstruoinnissa

Intuitio on kasitteena laaja ja melko huonosti tunnettu. lhmisen voidaan ajatella kayttavan (ai-
nakin) kahta ajattelutapaa; intuitiivista ja rationaalista ajattelua. Molempien ajattelutapojen
hyédyntdminen niin arjessa kuin matematiikassakin on tarkeda. Esimerkiksi kasitteen impli-
siittisten eli konkreettien, intuitiivisten, visuaalisten merkitysten ja eksplisiittisten eli tietois-
ten matemaattisten merkitysten yhdistiminen syventda opiskelijoiden kasityksia ja kehittaa
matemaattista luovaa ajattelua (Silfverberg 1999, 87—88; Viholainen 2011).

Raami ja Mielonen (Raami 2015, 241—242) tiivistavat Evansia ja Frankishia (2009) mukaillen
ihmisen kahden ajattelutavan prosessit seuraaviin ominaisuuksiin (taulukko 9):
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TAULUKKO 9. Ihmisen kaksi ajattelutapaa (Raami 2015)

Intuitiivinen ajattelu Rationaalinen ajattelu
evolutiivisesti vanhaa evolutiivisesti nuorta
tiedostamatonta, esitietoista tiedostavaa
implisiittista, tiedostamatonta tietoa eksplisiittista, tietoista tietoa
automaattista kontrolloitua

nopeaa hidasta

rinnakkaista sarjallista

intuitiivista reflektiivista
kontekstuaalista, tilannekohtaista abstraktia
kaytannollista loogista
assosiatiivista, liitdnnaista sddntopohjaista
vaivatonta tyolasta
emotionaalista. neutraalia.

Aiemman tutkimustiedon pohjalta voidaan ajatella, ettd opiskelijat kdayttavat intuitiivista ajat-
telutapaa yksilollisesti ja maarallisesti vaihdellen tangentin kasitteen oppimisprosessissa, kun

kyseessa on

visuaalisen tangentin havainnointi (Silfverberg 1999; Biza 2007; Hatva 2009)
saman tai ldhes samanlaisen tangenttikuvion toisto (ks. Hatva 2009)
tangenttikuvioiden tarkastelu kuvioryhmana (ks. Hatva 2009, 79)

visuaalisen tangentin variaatio (Tall 1986; Biza 2007)

implisiittinen kasitys visuaalisesta tangentista (Tall 1986; Silfverberg 1999)
globaali nakemys kayrasta (Biza 2007; Hatva 2009)

geneerinen tangentti -kasitekuva (Tall 1986; Biza 2007)

tangentin kasitteen pinnallinen oppimisprosessi, jossa kasitykset kehittyvat
ristiriitaisissakin tilanteissa alkuvaiheen suuntaisina ja matemaattinen intuitio
kehittyy heikosti (Biza 2007; Biza & Zachariades 2010; ks. Hatva 2009)
kdsitysten palautuminen nopeasti tangentin oppimisprosessin jalkeen
enemman alkuvaiheen kasityksia muistuttaviksi (Biza 2007; ks. Hatva 2009)
visuaalinen vastaesimerkki tangentille (Tall 1986)

tangentin kasitteen syvallinen oppimisprosessi, jossa matemaattinen intuitio
kehittyy ja integroituu matemaattiseen tietoon (Fischbein 1987; Tieszen 1989;
Semanedi 2008)

luova, joustava matemaattinen ajattelu (Tall 2008; Viholainen 2008).

Matemaattisten kasitteiden merkitys rakentuu paiosin pohdinnan, maaritelmien, matematii-
kan symbolikielen ja kasitteiden yhteyksien kautta (Fiscbein 1993; Sierpinska 1994; Silfver-
berg 1999; Nardi ym. 2008; Viholainen 2006, 2008; Biza & Zachariades 2010). Havainnollisen
esitysmuodon tiedetddn aktivoivan aivoissa eri yhteyksid kuin abstraktin tiedon (ks. esim.

Hatva 2009). Tasta johtuen matemaattinen intuitio kehittyy ja integroituu matemaattiseen tie-

toon, kun opiskelijat onnistuvat yhdistamaan kasityksensa visuaalisesta tangentista sen muihin

esitysmuotoihin, kuten verbaaliseen ja symboliseen muotoon sekd maaritelmaan (Tall 2008).
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6 VISUAALINEN TANGENTTI OPPIKIRJASSA

Tutkimuskohteena on lukion pitkdn matematiikan oppikirjassa tangentin oppimisprosessin al-
kuvaiheessa esiintyva visuaalinen eli silmin havainnoitava tangentti. Aistein havainnoitavat
kohteet ihmiset kokevat henkilokohtaisella tavallaan.

Henkilokohtaisten kokemusten tutkiminen jaetaan yleensa seuraaviin osa-alueisiin:

e mielikuviin eli alkuvaiheen kasityksiin kohteesta, kuten Bizan (2007) tutkimuksessa
opiskelijoiden muodostamiin kasityksiin tangentista lukion geometriassa

¢ ulkoisiin olosuhteisiin, joita edustaa Bizan tutkimuksessa kuten tdssakin tutkimuksessa
lukion pitkdn matematiikan oppikirjan visuaalinen tangentti

e menneisyyteen, kuten Bizan tutkimuksessa opiskelijoiden kasityksiin visuaalisesta
tangentista lukion paattymisvaiheessa

e nykyhetkeen ja tulevaisuuteen, kuten Bizan tutkimuksessa opiskelijoiden kasityksiin
tangentista yliopisto-opintojen alussa.

Ympyran tangentti esitelladn yleensa peruskoulun matematiikan oppikirjoissa. Nain peruskou-
luaikaisia kasityksia voi siirtya tangentin lukio-opintojen pohjaksi (ks. Silfverberg 1999, 205—
208). Varsinaisena analysoitavana oppikirjana on vuoden 2003 lukion opetussuunnitelman pe-
rusteiden pohjalta laadittu lukion Pitkd matematiikka. Oppikirjojen sisdlt6ja ei valvota mutta
opetushallituksen laatimien opetussuunnitelmien perusteiden pohjalta valmistellaan paikalli-
set opetussuunnitelmat, joissa tiydennetdan ja painotetaan perusteissa madriteltyja tavoitteita
ja keskeisia sisaltoja. Aluksi selvitan, esitetddnkoé peruskoulun ja lukion opetussuunnitelman
perusteissa tangentin kasitteeseen liittyvia ohjeita ja onko tilanteeseen tulossa muutoksia uu-
sissa opetussuunnitelmien perusteissa.

6.1 Peruskoulun opetussuunnitelman perusteet 2004 ja 2014

Peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden 2004 mukaan oppiminen on yksiléllista ja yh-
teisollista. Oppimisymparistoon kuuluu esteettisyys, luovuus, elamykset, leikki, tieto- ja vies-
tintatekniikan kaytto. Konkreetti ajattelu yhdistetddn matematiikkaan arkipaivan tilanteiden
avulla. Ajattelua tukevat piirrokset ja valineet. Vuosiluokilla 7—9 geometrista konstruointia
harjoitellaan harppia ja viivainta kayttdmalla. Geometrian keskeisiin kasitteisiin kuuluu ym-
pyra ja siihen liittyvia kasitteitd, joita ei tarkemmin nimetd. (Opetushallitus 2004.)

Vuoden 2014 peruskoulun opetussuunnitelman perusteiden mukaan oppilas on aktiivinen toi-
mija. Ajatteluun ja oppimiseen liitetddn kieli, kehollisuus ja aistien kayttd. Matematiikan oppi-
miseen kuuluu keskeisesti konkretia ja toiminnallisuus. Matemaattista ajattelua oppilaat har-
joittelevat ilmaisemaan konkreettisin vilinein, suullisesti, kirjallisesti, piirtden ja havainnoiden
kuvioita. Oppimista tuetaan tieto- ja viestintidteknologian monipuolisella kdyt6lla. Tangentin
kasitettd ei edelleenkdan mainita. (Opetushallitus 2014.)
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6.2 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003 ja 2015

Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2003 (Opetushallitus 2003) mukaan lukio jatkaa pe-
rusopetuksen opetus- ja kasvatustehtavaa. Oppiminen on itsendista ja yhteistoiminnallista. Ma-
tematiikassa opiskelija oppii kidyttamaan ja ymmartamaan matematiikan kieltd. Opetuksessa
tulee huomioida, ettd yhdessa tilanteessa omaksuttu tieto ei automaattisesti siirry toisiin tilan-
teisiin. Opiskelijan tulee voida kokeilla uusia tyoskentelytapoja. Opiskelijaa aktivoidaan havain-
tojensa pohjalta kysymaan, paattelemaan ja perustelemaan. Opiskelijaa ohjataan omaksumaan
matemaattisia kasitteita ja niiden merkityksid, ymmartamaan matemaattisen tiedon luonnetta,
tiedostamaan ja korjaamaan tyoskentelytapaansa sekd kehittimaan luovia ratkaisuja ongel-
miin. Tangentin kasitetta ei perusteissa mainita. Kdytdnnossa tangentin kasite opiskellaan paa-
osin alkuvaiheen kolmessa kurssissa:

Geometriassa (MAA3) opiskelija hahmottaa tietoa tilasta, muodosta ja kuvioiden
ominaisuuksista. Keskeisid aiheita ovat ympyra, sen osat ja siihen liittyvat suorat.
Analyyttisessa geometriassa (MAA4) opiskelija oppii esittam&aan geometriset kasitteet
algebrallisina kasitteina. Keskeisia aiheita ovat pistejoukon yhtalo, suoran, ympyran ja
paraabelin yhtalot.

Derivaatta (MAAS5) -kurssissa opiskelija omaksuu havainnollisen kasityksen funktion
raja-arvosta, jatkuvuudesta ja derivaatasta. Muita keskeisia aiheita ovat polynomi-
funktion kulun tutkiminen ja dariarvojen maarittaminen.

Vuoden 2015 lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaan opiskelija on tavoitteellinen, it-
seohjautuva ja tietoinen oppimisprosessistaan. Opiskelija analysoi eri muodoissa esitettya tie-
toa, saa ohjausta ja palautetta. Opetuksessa hyodynnetdan teknisid apuvdlineitd, kuten dy-
naamisia matematiikan ohjelmistoja, symbolisen laskennan ohjelmistoja, tilasto-ohjelmistoja,
taulukkolaskentaa, tekstinkasittelya seka digitaalisia tietoldhteitd. Teknisid apuvalineita kayte-
tadn myos geometristen kuvioiden, pistejoukon yhtaldiden, raja-arvon, jatkuvuuden ja derivaa-
tan tutkimisessa seka sovellusongelmissa. Tangentin kdsitettd ei perusteissa edelleenkdaan mai-
nita. (Opetushallitus 2015.)

Molemmilla kouluasteilla uusiin opetussuunnitelmien perusteisiin siirtyminen ohjaa matema-
tilkan oppimisessa aiempaa enemman aistein havainnointiin ja teknisten apuvalineiden kayt-
toon. Oppiainerajoja pyritddan rikkomaan ja etsimaan aiheita arkielamasta ja muista oppiai-
neista. Nayttdisi myos siltd, ettd matemaattiset ohjelmistot tulevat kokonaan korvaamaan
harppi-viivain -menetelman.

6.3 Oppikirjatutkimuksen tavoite

Oppikirja-analyysissa tutkin, millainen on suomalaisen lukion pitkdn matematiikan oppikirjan
visuaalinen tangentti.

Bizan ja Zachariadesin (2010) mukaan lukio-opiskelijoiden tangentin konstruointia vaikeutta-
vat

e opiskelijoiden luottamus geometrian havaintomaailman totuuteen
ja geneeriseen tangenttiin
e opiskelijoiden virheelliset kidsitykset visuaalisesta tangentista seka
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e opetuksen painottuminen differentiaalilaskennassa derivaatan
madrittdmiseen ja funktioiden derivointiin.

Tutkimuksessa keskityn oppikirjassa esiintyviin Bizan ja Zachariadesin (2010) mukaisiin lukio-
opiskelijoille ongelmallisiin visuaalisiin tangentteihin. Tutkimuskysymyksena esitdn:

Millainen kuva lukion pitkdn matematiikan oppikirjan visuaalisesta tangentista
muodostuu, kun havainnoidaan seuraavia tangenttitilanteita

v ympyran tai ympyran kaaren tangentti

tangentilla ja kdyralla on useampi kuin yksi yhteinen erillinen piste
tangentti yhtyy kdyradn tai sen osaan

tangentti on x- tai y-akseli tai akselin suuntainen tai tangentti on
kddnne- tai terassipisteessa

v' tangentin mahdollisuus kidyran karkipisteessa?

AR NRN

Juuri geometrian visuaalisen ympyran tangentin havainnoinnissa opiskelijat voivat muodostaa
vahvoja mielikuvia geneerisesta tangentista, jotka estdvat tangentin virheetdnta havainnointia
muissa tilanteissa.

6.4 Tutkimusaineisto

Vuoden 2003 lukion opetussuunnitelmien perusteiden pohjalta suunniteltuun Pitkd matema-
titkka -sarjaan kuuluu erillisind kirjoina pitkdn matematiikan kymmenen pakollista kurssia,
kolme syventavaa kurssia seka kertaus. Bizan ja Zachariadesin (2010) mukaan lukion alkuvai-
heessa geometriassa muotoutuneet ajattelumallit riittavat kuvaamaan opiskelijoiden kasityk-
sid tangentista viela lukion jalkeenkin. Joten kirjallisen havaintoaineiston visuaalisesta tangen-
tista voin ajatella sisdltyvdn samojen tekijoiden kurssikirjoihin Geometria, Analyyttinen
geometria ja Derivaatta (Kangasaho, Mdkinen, Oikkonen, Paasonen, Salmela & Tahvanainen
20144, 2014b, 2014c). Kirjojen lisamateriaali jaa tutkimuksen ulkopuolelle.

Lukijalle-luvun (esim. Kangasaho ym. 2014a, 3—4) mukaan tdman kirjasarjan erillisissa kir-
joissa on kunkin luvun alussa aiheeseen johdatteleva ongelma tai esimerkki, jonka jalkeen uusi
tieto kootaan ja perustellaan. Esimerkkeihin opiskelijat voivat tutustua paljolti itsendisesti tun-
neilla ja tehda tehtavia niiden avustuksella. Osaan tiedosta tai sovellustilanteista voi perehtya
esimerkkien avustuksella myds kotitehtdvind. Harjoitustehtdvasarja I sisdltda perustehtavia.
Sarjassa Il on myo6s vaativampia tehtdvid. Jokainen kurssikirja sisdltaa kertausluvun tehta-
vdsarjoineen. Ndin oppikirjan kdyttajat voivat tukeutua paljolti oppikirjaan.

6.5 Analyysimenetelma

Visuaalisen kohteen merkitys muodostuu yksildllisesti sen perusteella, miltd kuva havainnoi-
jasta nayttaa. Tietoa voi valittya nakoaistin ohella my6s muiden aistien kautta. (Silfverberg
1999, 87; Hatva 2009, 86.) Tasta johtuen tdma tutkimus ei kohdistu opiskelijoiden itsendiseen
tangentin hahmotteluun tai oppikirjan tehtaviin, joissa ei ole visuaalista tangenttia tai sanaa
tangentti.
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Matematiikan opettajan sijaisena toimiessani erds 7. luokan oppilaani kysyi seuraavan tunnin
aiheeseen liittyvasta ympyran tangenttia esittdvasta oppikirjan kuvasta, ettd voiko tama olla
matematiikkaa. Tulevaa tuntia valmistellessani pohdin, miten perustelen mahdollisimman us-
kottavasti kuvan matemaattiseksi. Silloin ei viela kdytetty kouluissa matemaattisia ohjelmisto-
jakaan, joilla perusteluun olisin saanut lisdd matemaattisuutta. Kysymys oli kuitenkin niin mie-
lenkiintoinen, ettd olen myéhemminkin kuunnellut oppilaiden nakemyksia asioistaZ.

Niinpa aluksi otin tyoni taustateoriaan mukaan kuvantutkimuksen ajattelematta, miten perus-
telen sen. Sitten Silfverbergin (1999) vaitostydsta ymmarsin, ettd matemaattisen kasitteen vi-
suaalisella esitysmuodolla on oma merkityksensa mutta sita ei vield tunneta hyvin ja matema-
tiikassa ei ole visuaalisen kasitetiedon kehittymisen malliakaan. Koulugeometrian visuaalisten
kasitteiden konstruointia on kuitenkin tutkittu my6s kuvakielen kuvantutkimuksen luonnolli-
sen kasitteen muodostamistavan nakékulmasta. Esimerkiksi Silfverberg (1999) on havainnut,
ettd ylaasteen oppilaiden geometrinen kisitetieto voi kehittya pelkdstdan oppilaiden visuaalis-
ten vaikutteiden ja yksilollisten yleisedellytysten pohjalta. Myds Tall (2014) muistuttaa, etta
ihminen havainnoi kaikkia kuvia omaa "henkil6kohtaista havainnointijarjestelmainsa” kayt-
tden. Voinen siten hyodyntaa tassa tydssa myos kuvantutkimuksen tietoa.

Tutkimusmenetelmana on kuvaileva ja kartoittava laadullinen tapaustutkimus (engl. case
study). Tapaustutkimuksessa kohdetta tutkitaan tietyssad ympadristdssa ja siitd pyritdan loyta-
maan yksityiskohtaista tietoa, jota voidaan kerata monella tavalla. Tietoa voidaan etsia yhdesta
tai toisistaan riippuvista kohteista. Kohdetta pyritdan ymmartamaan syvallisesti ja tutkimaan
kokonaisvaltaisesti. Tapaustutkimuksen tuloksissa voi olla myds piirteitd, joita esiintyy vastaa-
vissa tutkimuskohteissa. (Hirsjarvi, Remes & Sajavaara 2009.) Laadullisessa tapaustutkimuk-
sessa ei tarvitse huomioida kaikkia vaikuttavia tekijoita. Kuvaileva tapaustutkimus sallii myo6s
lukijan tehda tutkimuksesta omia johtopaatoksia, esimerkiksi arvioida kuvantutkimuksen tie-
don soveltuvuutta tahan tutkimukseen. Visuaalisen muodon ohella voidaan kartoittaa objektin
madrallistd esiintymistd. (Metsamuuronen 2008, 17.)

Kuten yleensa laadullisessa tutkimusmenetelmassa, myds tiassa tutkimuksessa

e kuvaillaan tutkimuskohteen ominaisuuksia
e eritelldan kasitetta kuvaavan aineiston sisalto
e pohditaan tutkimuksesta saadun tiedon merkitysta.

Aineisto voidaan analysoida kolmella eri tavalla. Teoria voidaan rakentaa aineiston pohjalta,
analyysi voi olla sidoksissa teoriaan tai analyysi pohjautuu tiettyyn teoriaan. (Hirsjarvi ym.
2009.) Taman tutkimuksen analyysi rakentuu paaosin Bizan (2007) seka Bizan ja Zachariade-
sin (2010) tutkimustuloksiin lukio-opiskelijoiden kasityksista visuaalisesta tangentista.

6.5.1 Laadullinen osuus
Teemoina ovat siten Bizan (2007) ja Bizan ja Zachariadesin (2010) esittamat tyypilliset ongel-

malliset visuaaliset tangentit. Teemat voivat olla paallekkaisia ja toisiaan selittdvia. Tutkijan
havainto ja oppikirjan tavoite voivat poiketa toisistaan. Visuaaliset tangentit luokittelen luvun

2 Gradun aiheeksi toivoin jotakin geometriaan liittyvaa ja sain aiheeksi visuaalisen tangentin.
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aiheen mukaan, ellei kirjassa anneta verbaalista lisatietoa kuten "ympyran tangentti yhtyy ku-
vassa kayrin suoraan osaan”. Lisdksi kuvailen sanallisesti havaintojani visuaalisesta tangen-
tista ja liitdn oppikirjan kuvia kuvailun yhteyteen.

Ensin kuvailen Geometriasta, Analyyttisestd geometriasta ja Derivaatasta teemoja

v' ympyran tai ympyran kaaren tangentti

tangentilla ja kdyralla on useampi kuin yksi yhteinen erillinen piste
tangentti yhtyy kdyraan tai sen osaan

x- tai y-akseli tai niiden suuntainen tangentti tai tangentti kdanne-
tai terassipisteessa

v' tangentin mahdollisuus kidyran karkipisteessa.

ASRNIRN

Analysoinnissa voi olla esilla muitakin kasitteita kuten tangentin vasta- tai lahikasitteita tai vas-
taesimerkkeja. Tutkijana voin yrittda arvioida, voiko virheellisia kasityksid syntya oppikirjan
esityksesta ja esiintyyko kasitteen vaaraa kayttoa.

6.5.2 Maarallinen osuus

Taman osuuden avulla tarkennan visuaalisen tangentin teemojen esiintymisen maaria seka
sitd, missa vaiheessa ja millaisena tangentin kdsite yleistyy oppikirjassa (Hirsjarvi ym. 2009).
Taulukoihin (liitteet 1—3) olen kerdnnyt tangentin esiintymisen kirjoista Geometria, Analyytti-
nen geometria ja Derivaatta.

Tangentit ryhmittelen ja nimean tutkimuksen nakokulmasta tarkeiden esitysmuotojen mukaan
kahteen paaluokkaan:

e visuaaliseen tangenttiin, joka voi sisdltda symbolisen tai verbaalisen tangentin
tai molemmat

e verbaaliseen tangenttiin, joka sisaltda tangentti-sanan ja voi sisaltda symbolisen
tangentin mutta ei visuaalista.

Tangentti-sana esiintyy aluksi tieto-osuudessa visuaalisen tangentin rinnalla. Ndin Paivion
(1986, 1991) esittdmien mielikuvan yllapitoon vaikuttavien tekijoiden mukaan tangentin opis-
kelun alkuvaiheessa sana "tangentti” voi vahvistaa mielikuvaa tangentista (Hatva 2009, 25,
Paivion mukaan). Toisaalta tangentti-sana tuo opiskelijoiden mieleen heiddn omaksumansa ku-
van visuaalisesta tangentista (Vinner 1991). Muut, kuten sivuaa-verbin yhteydessa esille tule-
vat tangentit jaavat siten tutkimuksen aihepiirin ulkopuolelle.

Kuvantutkimuksen mukaan samanlaisen tai lahes samanlaisen kuvan toisto ei aktivoi havain-
noijan mielikuvitusta vaan vahvistaa aiempia kokemuksia. Oppikirjan esimerkkien ratkaisuvai-
heita kuvaavat kuviosarjojen kuvat voidaankin yleensa huomioida kuvioryhmien kuvien ele-
menttien tapaan yksitellen ja ndin laskea esimerkiksi tangenttien maarat. (ks. Hatva 2009, 79.)

Taulukoissa (liitteet 1—3) tieto-osuus ja ratkaistut esimerkit ja toisaalta tehtavat ovat omina
ryhminaan. Paallekkaisia teemoja sisaltavat visuaaliset tangentit luokittelen luvun aiheen ja ku-
van verbaalisen kuvailun perusteella. Esimerkiksi ympyran tangentti -luvussa tangentti voi olla
koordinaattiakseli tai kdyran osaan yhtyva tangentti mutta ellei tatd mainita oppikirjassa, niin
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nimedn teemaksi ympyran tangentin. Lisdaksi taulukoissa on havaintojani muista teemoista. Vi-
suaalisten tangenttien solut on taulukoissa merkitty harmaalla taustavarilla.

Oppikirjan visuaalisen tangentin eri teemojen maarallisen esiintymisen arviointiasteikkona on:

e usein tai lahes aina (yli 6 kertaa)
e melko usein (4—6 kertaa)
e harvoin tai tuskin lainkaan (0—3 kertaa).

Esimerkiksi asteikon “harvoin tai tuskin lainkaan” tarkoittaa, ettd analysoiduista kolmesta
kurssikirjasta havaitsen yhteensa korkeintaan kolme kuvaa kyseisesta teemasta. Asteikon taus-
talla on ajatus, ettda yhden kuvan havainnointi ei riitd prototyyppiteorioiden mukaisen proto-
tyypin muodostamiseen (Silfverberg 1999). Toisaalta ndin pienissa aineistoissa voi tehda tilas-
tollisesti merkitsevia paatelmia jo neljan tapauksen pohjalta3 (Metsamuuronen 2008, 60).
Kuvantutkimuksen mukaan taasen tarvitaan vahintaan kuusi kuvaa, jotta kasitteen ominaisuu-
det voidaan havaita kuvista (Hatva 2009). Asteikon kaytté ennen kaikkea lisda analyysin tark-
kuutta ja tutkimuksen toistettavuutta.

Lopuksi yhdistan teemat kahdeksi teemaksi ja arvioin seuraavien padteemojen esiintymista
madrallisenad ja ajallisena kokemuksena:

e ympyran tai ympyran kaaren tangentti
e muut tangentit.

Tavoitteena on hahmottaa kokonaiskuva tangentin kasitteen oppimisprosessin alkuvaiheesta
analysoitavassa oppikirjasarjassa.

7 VISUAALISEN TANGENTIN KONSTRUOINTI OPPIKIRJASSA

Oppikirjan teksti on lyhyehk6a. Matemaattinen tieto jaetaan otsikoilla lukuihin ja aiheisiin. Ku-
vat ovat pienehkoja kehyksettomia viivapiirroksia. Nain havainnoijan huomio kohdistuu suo-
raan kuvion aariviivoihin. Pienia epaselvia kuvia ei juuri esiinny. Koordinaatistot esitetdan va-
rilliselld ruutupaperilla, jolloin kdyrat ja tangentit nayttavat jatkuvan Kkirjaan liitetyn
"paperileikkeen” ulkopuolelle.

7.1 Geometria-Kirja

7.1.1 Ympyra

Ympyra-luvun (Kangasaho ym. 2014a) tehtdvasarjat I ja Il sisdltavat yhteensa 19 tehtavaa. Vi-
suaalisia tehtdvid on nelja, joista tehtdvissa 215 ja 219 (emt. 100—101) havaitsen jo tangent-
teja. Ensinndkin kahden nelion sisdan piirretyt ympyran kaaret sivuavat nelididen kahta sivua
siten, ettd nelion yksi karki on ympyran keskipisteena ja nelion sivu on sateena. Urheilukentta-
kuvassa kentdn kaarteet ovat puoliympyroitd, joiden tangentit toimivat kentdn suorina sivuina.

3 tarkemmin esim. Metsdmuuronen, J. 2008, Pienten aineistojen tilastollinen analyysi
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7.1.2 Ympyran tangentti

KUVA 45. Ympyradan johdatteleva ongelma (mts. 103)

Johdattelevassa ongelmassa (kuva 45) kysytdan, kuinka kauas merelle voi ndhda veneen kan-
nella seisova ihminen. Tassa Maa taytyy nahda annettujen pisteiden kautta kulkevan tason
isoympyrana. Kayttokelpoisessa mielikuvassa veneessa seisovan ihmisen silmien etdisyys me-
renpinnasta on piste, joka on samassa tasossa olevan merenpinnan tangentin piste. Tangenttia
havainnollistetaan viivalla, jonka voi kokea yksil6llisesti janana, puolisuorana tai suorana.

Kuvat eivit yleensa noudata mittakaavaa 1: 1. Kuvia osataan kuitenkin katsoa eri tavalla kuin
todellisia kohteita (Hatva 2009, 45). Kuvasta 45 ei voi kuitenkaan paatelld, miten vene, meren-
pinta ja Maa asettuvat toisiinsa nahden. Tata tietoa ei ratkaisussa valttamatta tarvita, silti epa-
selvyys voi vieda katsojan huomion ja vaikeuttaa etenkin visuaalisesta esitysmuodosta kiinnos-
tuneiden tai itsendisesti opiskelevien ymmartamistd. Ongelmassa annetaan tarkka korkeus
meren pinnasta havainnoijan silmiin ja Maan sdde. Ratkaisu saadaan suorakulmaisesta kolmi-
osta.

Sitten ympyran tangentti maaritellaan (kuva 46):

VS g Suora, joka kohtaa ympyran vain yh-

Suora, joka kohtaa ympyrin vain yhdes- dessa pisteessd, on ympyran tangentti.

sd pisteessd, on ympyrin fangentti.

Ympyrin tangentti on siis suora, joka
sivuaa ympyraa.

Ympyran tangentin ominaisuuksia

Tangentti on kohtisuorassa sivuamis-
pisteeseen piirrettyd sddettd vastaan.

Tangentin etdisyys keskipisteestd on

sdteen suuruinen.

Ympyrin ulkopuolisen pisteen kaut-
ta voidaan ympyrille piirtdd kaksi
tangenttia.

KUVA 46. Ympyran tangentin maaritelma (mts. 103)

Ympyrdn tangentti on siis suora, joka
sivuaa ympyraa.

Sen jalkeen esitetddn kolme ympyran
tangentin ominaisuutta:

Tangentti on kohtisuorassa sivuamis-
pisteeseen piirrettya sadetta vastaan.
Tangentin etadisyys keskipisteestda on
sateen suuruinen.

Ympyran ulkopuolisen pisteen kautta
voidaan ympyralle piirtdaa kaksi tan-
genttia.

Ympyran tangentin visuaalisessa maaritelmassa on kolme yhtd suurta ympyraa ja kolme yh-
densuuntaista tangenttia. Visuaalinen ja verbaalinen maaritelma eivat vastaa tdysin toisiaan,
silla kahdessa kuviossa tangentit nayttavat yhtyvan ympyroihin silmin havaittavalla valillg, joh-
tuen siitd, ettd sivuamispisteet eivat ole visuaalisia.
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Erityisesti kuvakieli katsoo kuvalla olevan havainnoijalle oman merkityksensa. Kuvassa koh-
teen verbaalisen ja visuaalisen esitysmuodon tulisi vastata toisiaan sekad kuvan osien olla riit-
tavan suuria, jotta osat erottuvat. Tarkeiden osien merkitseminen ja nimeaminen kuvaan voi
auttaa kaikkia nakemadn kuvan samanlaisena. Yhteen kuvaan on hyva mahduttaa korkeintaan
kolme keskeista asiaa, jotta havainnoija kykenee kognitiivisesti kasittelemaan kuvan sisalta-

man tiedon (Hatva 2009, 79.)

<

KUVA 47. Esimerkki 1
(mts. 104)

RN

6 370 km
6 370 km

KUVA 48. Esimerkki 2
(mts. 105)

KUVA 49. Esimerkki 3
(mts. 106)

Ympyran tangentista esitetdan kolme ratkaistua esimerkkia.

Esimerkissa 1 (kuva 47) kysytadan Maata kiertdvan avaruus-
aluksen etdisyytta Maasta. Kuvion tangenttikulman kyljiksi
voi kokea janat, puolisuorat tai suorat. Toisaalta kaksi tan-
genttikulmaa muodostavat tehtavan ratkaisuvaiheita kuvaa-
van kuvasarjan, toisaalta opiskelijat kokevat helposti 1ahek-
kdin olevat kuviot kuvioryhmand, joka esimerkissa 1
muodostuu kahdesta yhta suuresta tangenttikulmasta (ks.
Hatva 2009, 79). Kulman toisto voi vahvistaa havainnoijan
mielikuvaa tangenttikulman suuruudesta tai sen aukeamis-
suunnasta.

Esimerkissa 2 (kuva 48) kysytdan mahdollista nakyvyytta
Suomenlahdelle lentokoneesta, joka on Kuopion yldapuolella.
Uutena kdyrana esiintyy nyt ympyran kaari, joksi kdyraa ei
kumminkaan nimetd. Kuvion tangentin voi kokea eri tavoin.
Lentokoneeseen itsensd kuvitteleva havainnoija voi kokea
tangentin helposti abstraktina suorana tai puolisuorana, joka
yhtyy kolmion kateettiin.

Esimerkissa 3 (kuva 49) kysytdan lyhimman reitin kokonais-
pituutta, kun lahtopaikan etdisyys on 650 metria lammen ran-
nasta, josta on puolikierrosta pyoéredan lammen vastakkaiselle
rannalle pisteeseen B. Katsojan paikkaa kuviossa esittaa
piste A. Kirjan mukaan reittikdyra muodostuu suorakulmai-
sen kolmion kateetista AC ja ympyran kaaresta CB. Tangentin
voi kokea janana AC, kun kolmion ajattelee janoista muodos-
tuvaksi murtoviivaksi. Toisaalta janan AC voi ndhda reitti-
kdyrdn osana, johon tangentti yhtyy.
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Luvun tehtavasarjat I ja II sisdltavat yhteensa 20 tehtdvaa, joista viidessa on yksi tai useampi
visuaalinen tangentti. Verbaalinen tangentti esiintyy kahdessa tehtavassa.

/ Db

L A 120 cm

jarvi

B ] c A 5755m B
KUVA 50. Tehtdva 246 KUVA 51. Hihnapyora tehtavassa KUVA 52. Rautatien kaarre
(mts. 108) 250 (mts. 108) tehtavassd 252 (mts. 109)

Muutamassa harjoitustehtdvassa ympyran tangenteista muodostuu tangenttikulmia tai ympy-
raa sivuava monikulmio, yleensa kolmio (kuva 50). Ympyran tangentti voi yhtya kdyran osaan,
kuten hihnapyordn hihnaan tai rautatiehen (kuvat 51 ja 52). Tangenttia ei kuitenkaan kuvailla
kayran osaksi. Uudet tangenttitilanteet esitetddn muita kuvioita hiukan suurempina. Lisaksi
tangentin kasite alkaa tulla esille vasta tehtavien ratkaisussa, kun tehtdavassa kysytaan esimer-
kiksi vain pisteen etdisyyttd ympyrasta tai kdyran pituutta.

Kertaus-luvun tiedon ja esimerkkien (mts. 178) kaksi ympyran tangenttia ja kaksi tangenttikul-
maa on sijoitettu eri kohtiin ympyroissa kuin luvun esimerkeissa 1 ja 2. Kertaustehtdvia on
nelja. Niissa ei esiinny visuaalista tai verbaalista tangenttia. Vastaukset-luvussakaan ei nay vi-
suaalista tangenttia, mutta sana "tangentti” esiintyy kahden tehtdvin ratkaisuohjeessa.

7.2 Analyyttinen geometria -kirja

Analyyttisessa geometriassa (Kangasaho ym. 2014b, 11—102) tason suorakulmaiseen koordi-
naatistoon hahmotellaan aluksi pistejoukon yhtdléond muun muassa suora, paraabeli, ympyra
ja spiraali. Suoran kulmakertoimen kaava johdetaan geometrisesti yhdenmuotoisten suorakul-
maisten apukolmioiden avulla. Ndin saadaan visuaalinen yhteys kolmioiden yhdenmuotoisuu-
den, mittakaavan ja suoran kaikissa pisteissa vakiona sailyvan kulmakertoimen valille. Aiheina
on my0s muun muassa x- ja y-akselin suuntaiset ja yhdensuuntaiset suorat, suoran ja ympyran
yhtdl6. Ajankayttoehdotuksessa kirjan alkuosaan on varattu 18 oppituntia. Tehtdavid on noin
200, joista kolmessa on visuaalinen ja yhdessa on verbaalinen ympyran tangentti.

F

/‘,x

\
N

i

KUVA 53. Tehtavan 113 vastaus KUVA 54. Tehtavan 207 vastaus

Alkuosan lukujen tehtaviin esitetddn Vastaukset-luvussa (emt.177—194) visuaalisia vastauk-
sia. Tehtdvan 113 vastauksessa (kuva 53) on useampi erisdteinen ympyra, joiden yhteinen
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tangentti on y-akseli. Tehtdvan 122 vastauksessa erisateiset ympyrat sivuavat molempia koor-
dinaattiakseleita. Tehtdavan 207 (kuva 54) vastauksessa kahden pisteen etdisyyttd kuvaavat
janat ovat ympyran tangentteja.

Ympyran leikkauspisteitd -luvun (mts. 103—109) esimer-
kissa 3 (kuva 55) osoitetaan, ettd ympyralle voi piirtaa kaksi
annetun suoran suuntaista tangenttia, jotka eivat leikkaa toi-
siaan.

Tdamadn luvun Vastaukset-luvussa on tehtavan 257 (ks. mts.
196) vastauksessa suurehko kuvio, jonka tangentit on nimetty

tangenttijanoiksi. Samantyyppinen tilanne visuaalisena esiin-
KUVA 5_5' Annetu? suoran tyi edellisen luvun tehtavan 207 vastauksessa (kuva 54). Tan-
suuntaiset ympyran tangentit . . o e o .
(mts. 106) genttijana-nimitys seuraa ehka siitd, etta tehtdvassa kysytaan
janojen paatepisteiden etdisyytta.

Pisteen etdisyys suorasta -luvun esimerkissa 3 pyydetdan piirtdmaan ympyralle tangentti sen
ulkopuolella olevasta pisteestd. Annetun visuaalisen hahmottelun perusteella ratkaisuksi saa-
daan kaksi tangenttia, jotka muodostavat tangenttikulman. Noin 25-prosenttia tdman luvun 24
harjoitustehtdvasta sisaltaa verbaalisen (ympyran) tangentin.

v
X
| /‘

x=ay’, a<0
i :

KUVA 56. Paraabeli (mts. 133). KUVA 57. Paraabeli. (mts. 135)

Paraabeli-luvussa uutena kdyrana on paraabeli, jonka tangenttia ei kuitenkaan kasitella. Sel-
laiseksi ei myoskadan nimeta tieto-osassa, esimerkiksi kuvissa 56 ja 57, tangentiksi kokemiani
x- ja y-akselia.

Analyyttisen geometrian tieto-osan kuvat ovat kooltaan Geometrian kuvioita hiukan suurempia.
Harjoitustehtdvissa ei anneta visuaalista tangenttia — ne olisivat edelleenkin ympyran tangent-
teja. Verbaalinen (ympyran) tangentti on parissa kolmessa harjoitustehtdavassa. Ainoastaan yh-
dessa tehtdvassa kysytddn paraabelin tangentin yhtaloa, vaikka paraabelin tangenttia ei ole ka-
sitelty kirjassa. Vastaus-luvun vastauksissa ndakyy muutama uudentyyppinen visuaalinen
ympyran tangentti. Kertaus-luvussa ei ndy visuaalisia tangentteja mutta verbaalinen (ympy-
ran) tangentti tai tangenttikulma esiintyy vield noin 10-prosentissa kertausluvun 56 tehta-
vasta.
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7.3 Derivaatta-Kirja

Derivaatassa (Kangasaho ym. 2014c, 20) siirrytdan rationaalifunktion maarittelyn jalkeen
funktion raja-arvoon. Funktion raja-arvo pisteessa liittyy funktion jatkuvuuteen ja derivoitu-
vuuteen pisteessa. Aluksi jollain valilla jatkuvaa funktiota havainnollistetaan kirjassa geomet-
risesti katkeamattomalla kayralla. Epdjatkuvaa funktiota havainnollistetaan kadyralla, jossa na-
kyy hyppdysepajatkuvuuskohta. Kooltaan kuvat ovat pienia. (ks. mts. 32.)

Funktion kasvunopeus -luvussa havainnoidaan kasvunopeutta tyttéjen ja viljakasvin keskimaa-
rdisten kasvukayrien avulla. Kdyrien kasvunopeutta ja hidastuvuutta tietylla hetkella kuvataan
tangentilla, jolle on piirretty arvon y ja muuttujan x muutoksia havainnollistava apukolmio
(kuva 58).

Kirjan mukaan (emt. 41): Kasvukayrastd saadaan selville kasvuno-
peus jollain hetkelld piirtamallad silmdamaaraisesti kasvukayraa sivuava

niin sanottu kayran tangentti. Kasvunopeuden ilmaisee tangentin kul-

. m muutos
makerroin L e23

x:n muutos

KUVA 58. Kayran Sitten derivaatta madritelladn havainnollisesti (mts. 42):

kasvunopeus (mts. 41
P ( ) Jos funktion f kuvaajalle voidaan piirtda yksikasitteiselld tavalla tan-

gentti muuttujan arvon a kohdalle ja jos tdma tangentti ei ole pysty-
suora, niin funktio f on derivoituva kohdassa a.Tangentin kulmakerroin
on funktion f derivaatta kohdassa a. Se merkitaan f'(a).

Madaritelméssa painotetaan tangentin piirtimista "yksikasitteiselld” tavalla. Kirja kayttda usein
tangentti-sanan yhteydessa adjektiivia "yksikasitteinen”, vaikka tangentti on aina yksikasittei-
nen.

Seuraavaksi kirjassa selvitetadn tarkemmin esimerkkien avulla tangentin yksikasitteista piir-
tamista ja tangentin ehtojen tutkimista funktion pisteessa piirtamisen avulla:

Ensin tarkastellaan kahta paraabelia, joille molemmille on piir-

¥
/ ’\ retty kaksi erisuuntaista tangenttia, jotka eivit leikkaa toisiaan

(kuva 59). Kirjan mukaan (mts. 42): Funktion x? kuvaajalle voidaan
s : e piirtad yksikasitteinen tangentti jokaisen muuttujan arvon kohdalle.

Funktio x? on derivoituva kaikkialla.

Sitten kirja pyrkii selvittdimdin kolmen visuaalisen vasta-
esimerkin avulla, milloin tangenttia ei voi piirtaa yksikasittei-

NG - sesti funktion kuvaajalle:

KUVA 59. Paraabelien
tangentit (mts. 42)
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Ensimmadisend vastaesimerkkind on muuttujan kohdassa 3 epdjat-
kuva funktio (kuva 60). Kirjan mukaan kohtaan ei voi piirtaa yksika-
sitteista tangenttia, joten funktio ei ole derivoituva kohdassa 3. Tosin
epajatkuvuustyypeistad juuri hyppdysepajatkuvuuskohtaan on erityi-
sen hankala asettaa tangenttia.

KUVA 60. Epajatkuva

Kirjan mukaan patee (mts. 42): funktio :
unktio (mts. 42

Jos funktio on derivoituva kohdassa a, se on jatkuva kohdassa a.

Toinen vastaesimerkki on jatkuvuuden ja derivoituvuuden yhteytta kuvaava itseisarvofunktio
f(x) = |x|, jolle ei voi piirtda tangenttia origoon, joten funktio |x| ei ole derivoituva kohdassa
x = 0. Kirjan mukaan (mts. 42): Funktio f(x) = |x| on derivoituva kaikkialla muualla, silld suora on itse
oma tangenttinsa (kuva 63).

Kolmantena vastaesimerkkind on kuutiojuurifunktio 1/x (kuva 61). 1/
Kirjan mukaan (mts. 43): Kuvaajalle voidaan piirtda origoon yksikasitteinen i %
tangentti (y-akseli), mutta tangentti on pystysuora. Kuutiojuurifunktio ei ole 4

derivoituva kohdassa x = 0. Opiskelijat voivat pohtia, miksi y-akseli on KUVA 61. Kuutiojuuri-

silti tangentti. funktio (mts. 43)

KUVA 62. Suurennos derivoituvan funktion KUVA 63. Suurennos itseisarvofunktion
kohdan 1 Iahiympaéristosta (mts. 43) origon lahiympaéristosta (mts. 43)

Lopuksi kirjassa palataan tarkastelemaan laskimen suurennoksina derivoituvaa funktiota x?
kohdan 1 ja funktiota |x| origon lahiymparistossa. Kirjassa esitetidan, etta riittdvasti suuren-
nettu funktion x? kuvaaja niyttia derivoituuskohdassa 1 suoralta ja lihes yhtyy tangenttiinsa
(kuva 62). Kun taasen itseisarvofunktion |x| kuvaaja ei oikene suurennuksenakaan suoraksi
origossa, joten funktio |x| ei ole derivoituva origossa (kuva 63).
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Funktion kasvunopeus -luvun esimerkissa 2 (ks. mts. 44) maaritetddn paattelemallda kolme
paraabelin derivaatan likimaaraista arvoa paraabelin tangentin avulla. Esimerkissa 3 (ks. mts.
45) derivaatta madritetddn paattelemalla jokaisella muuttujan arvolla funktioiden kuvaajista,
jotka ovat nouseva, laskeva ja x-akselin suuntainen suora.

¥ y g:) matka (km)

fRze s s 60
50,
1 40
) ) 30
1 x
1 x ; A a0 aika (h)
s N e x

KUVA 64. Tehtava KUVA 65. Tehtava 90 KUVA 66. Tehtava 94 KUVA 67. Tehtava 97
89 (mts. 46) (mts.46) (mts. 47) (mts. 47)

Luvun harjoitustehtavien funktioiden (kuvat 64—67) derivaatat maaritetaan visuaalisen tan-
gentin avulla. Esilla on tahan saakka harvoin nahtyja tilanteita; kdyran tangentit leikkaavat toi-
sensa, tangentti leikkaa kayran toisessa pisteessa, joka ei ole sivuamispiste, kdyran osa on puo-
lisuora, jatkuvan kdyrdan kulman karkipiste sekd kayrd, joka on suora. Lisdksi tehtdvan 102
(mts. 48) funktion kuvaajassa on tarkastelupisteend hyppadysepajatkuvuuskohta. Erityisesti ta-
man luvun harjoitustehtdvien kuvat tangenttitilanteista ovat kooltaan suurehkoja ja varikkaita.

Derivaatta raja-arvona -luvussa derivaattaa ldhestytdan tarkastelemalla pyorailijan keskino-
peutta muutamilla aikavaleilld. Sen jalkeen johdantoesimerkissa paraabelin visuaalista sekant-
tia kierretdan sekantin ja paraabelin toiseen leikkauspisteeseen tangentiksi, josta madaritellaan
paraabelin derivaatta (kuva 68). Kirjan mukaan funktion derivaatta pisteessad maaritelldan var-
sinaisesti sekantin raja-arvona edellyttden, ettd kuvaajalla on pisteessa tangentti.

Derivaatan maaritelma esitetdan (mts. 51):

Jos funktion f erotusosamaaralld kohdassa a on raja-arvo
kohdassa a, niin funktio f on derivoituva kohdassa a.

Raja-arvoa kutsutaan funktion f derivaataksi kohdassa a ja se
merkitaan f'(a). Siis

' s fO)=f(@) KUVA 68. Derivaatta
f'@a) = ;lcl—r>r¢11 x-a sekantin raja-asentona
(mts. 51)

Mééiritelméassa toistuu “kohdassa a” kolme kertaa, miki voi hankaloittaa méaéritelman ymmar-
tamista. Kirja tdhdentda erotusosamaaran raja-arvon matemaattista tismallisyytta.
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- AR

Tangentin ja normaalin Paraabelin huippu Kayran kaltevuuskulma
yhtalo

KUVA 69. Esimerkit 1—3 (mts. 66— 69)

Kdyran tangentti -luvun esimerkeissa (kuva 69) kysytaan kdyran tangenttia, paraabelin huip-
pua ja kanavan pohjan kaltevuuskulmaa seka vield neljantena paraabelin tangenttien leikkaus-
pistettd. Nyt esimerkeissa ja harjoitustehtavissa tangentin kulmakerroin maaritetdan derivoi-
malla funktio.

Visuaaliseen tangenttiin palataan Polynomifunktion kulku -lu-

y
7 vussa (mts. 75). Kirjan mukaan funktion kuvaajalla voi olla eril-

lisia kohtia, joissa tangentti on vaakasuora, "niin sanottuja te-
rassikohtia”. Arkielamiasta lainattu terassikohta-sana voi
tuntua ehka epaselvalta (kuva 70). Kirjan loppupuolella visu-

KUVA 70. Tera §§ikohtia aalista tangenttia ei enda esiinny.

(mts. 75)

8 TUTKIMUSTULOKSET

8.1 Oppikirjan geometrinen visuaalinen tangentti

Geometrisen tangentin ominaisuuksiin kuuluu silmin havainnoitavuus. Oppikirjan Geometri-
assa (Kangasaho ym. 2014a) ei kuitenkaan nosteta esiin jo Eukleideen Alkeet -teoksessa esitet-
tyja geometrian peruskasitteita pistettd, suoraa ja tasoa. Geometriassa piste tai kohteen paikka
esitetadn erikokoisina tdytettyind ympyroina tai ympyran kahden sateen muodostaman kes-
kuskulman karkend. Tangentin sivuamispistetta ei kuitenkaan merkita visuaalisena.

Ympyran tangentin madritelman yhdessa kuviossa tangentin ja sdteen muodostaman suoran
kulman karkipiste on tangentin sivuamispiste. Kahteen muuhun ympyraan ei ole merkitty tan-
gentin sivuamispistettd, joten verbien "sivuaa” ja "kohtaa” matemaattiset merkitykset eivat
ndy visuaalisina. Ndin visuaalinen ja verbaalinen maaritelma eivat vastaa toisiaan. Myos tan-
genttisuoran nimedminen kuvaan voisi vahvistaa kokemukseni mukaan muutamien lukio-opis-
kelijoiden omia havaintoja.

Geometrian tieto-osan ympyran tangenttia esittdvissa kuvissa on havaittavissa ympyroiden yh-
tenevyyttd, tangenttien ja tangenttikulmien yhdensuuntaisuutta sekd tangentin sivuamispis-
teen paikan toistoa. Geometriassa visuaalinen tangentti yleistyy ympyran kaaren ja kdyran osan
tangentiksi mutta visuaalista tangenttia ei kuvailla verbaalisesti kdyran osaan yhtyvaksi tan-
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gentiksi (liite 1). Kuvissa tangenteiksi voi yksil6dllisesti kuvitella tai kokea janan, suoran tai puo-
lisuoran, koska ne piirretddn samalla tavalla. Geometriassa tangentit eivat juurikaan leikkaa
kdyraa muutoin kuin tangenttikulman tangentteina. Kirjan Kertaus-luvun neljassa kuviossa
ympyran tangentti varioituu hiukan lisaa.

Analyyttisessa geometriassa (Kangasaho jne. 2014b) kuviot ovat suurempia ja selvempia kuin
Geometriassa ja tangentin sivuamispisteet on merkitty kuvioihin. Tangentti liitetdan edelleen
vahvasti ympyraan, nyt padosin verbaalisena tangenttina (ks. liite 2). Ympyran leikkauspisteita
-, Suorien kohtisuoruus - ja Pisteen etdisyys suorasta -lukujen tieto-osuuksissa esiintyy jokai-
sessa yksi esimerkki visuaalisesta ympyran tangentista, joista yhdessa osoitetaan, etta kaksi
ympyran vastakkaisilla puolilla olevaa tangenttia ovat yhdensuuntaiset. Paraabelin tangenttia
ei esitella ja paraabelin tangentiksi ei nimeta tangentin ominaisuudet toteuttavia koordinaat-
tiakseleita. Silti yhdessa kirjan tehtavista kysytaan paraabelin tangenttia (liite2).

Geometriassa verbaalisia tangenttitehtdvid on vahemman kuin visuaalisia (liite 1). Analyytti-
sessd geometriassa on siirrytty verbaalisiin tangenttitehtdviin, joissa paadytaan (ympyran) tan-
genttiin silloin, kun kysytaan esimerkiksi tangentin yhtaloa.

Ndaissa geometrian kursseissa verbaalinen kuvailu yhdistaa konkreetin tilanteen kuvaan, kuvi-
oita sellaisenaan ei kuvailla. Tosin tutkimustiedon mukaan yksil6lliset intuitiiviset kokemukset
visuaalisesta kasitteesta tai konkreetista tilanteesta kehittyvat matemaattisiksi tilanteen ver-
baalisen kuvailun avulla (Tall 2008). My6s intuition tutkijat yhdistdavat verbaalisen esityksen
tietoiseen ajatteluun (Raami 2015). Tarkeda on, ettd kdytetaan kdsitteen nimed, sillda Vinnerin
(1991) mukaan nimi tuo myohemmin opiskelijoiden mieleen oman kasitekuvan kohteesta.
Nain kasitteen nimen odotetaan sisdltyvan myo6s maaritelmaan. Kuvakielen tiedon mukaan ha-
vainnoijan ajattelua ja kuvan ymmartamista lisid myds kuvan verbaalinen kuvailu (Hatva
2009).

Millaisia tyypillisid visuaalisia tangentteja on havaittavissa geometrian kirjoissa?
Usein tai lahes aina visuaalinen tangentti on

¢ ympyran tai ympyran kaaren tangentti.
Melko usein visuaalinen tangentti on

e tangenttikulman tangentti, jonka tangentit leikkaavat toisensa

e ympyraa tai ympyran kaarta sivuava monikulmion sivujana

e kdyran tangentti, jonka osana on ympyran kaari, kuten hihnapyoran
tai tienkaarteen tangentti

e ympyran tangentti, joka on koordinaattiakselin suuntainen tai akseli
tai molemmat akselit ovat tangentteja.

Harvoin tai tuskin lainkaan visuaalinen tangentti

o leikkaa kdyraa toisessa erillisessa pisteessa
e sivuaa kayrid niiden yhteisessa sivuamispisteessa
e yhtyy kdyraan, joka on suora
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o kulkee kdyran kdannepisteen kautta

e on paraabelin tangentti, joka on koordinaattiakseli mutta akselia ei
nimeta tangentiksi

e on pohdinnan kohteena kayran karkipisteessa.

Siten tutkimuksen muita teemoja on havaittavissa ainoastaan visuaalisina visuaalisen ympyran
tangentin yhteydessa. Tasta syysta opiskelijoiden havainnointi voi rajoittua intuitiiviseksi ym-
pyran tangentin havainnoinniksi. Toisaalta opiskelijat voivat itse oivaltaa kuvista yleisia tan-
gentin ominaisuuksia, mika on yksi parhaita tapoja syventdd omaa ymmarrystaan. Tata tukee
sekin, ettd tehtdvien Vastaus-luvussa esitetddn visuaalisena muutama uusi tangenttitilanne.

8.2 Oppikirjan analyyttinen visuaalinen tangentti

Derivaatta-kirjassa (Kangasaho ym. 2014c) siirrytadn osin pois havaintomaailmasta. Kirjassa
tarkastellaan yhden muuttujan polynomi- ja rationaalifunktioiden kuvaajia xy-koordinaatis-
tossa.

Aluksi funktion kuvaajalle hahmoteltu tangentti esitellaan “niin sanottuna kdyran tangenttina”
(ks. emt. 41). Hahmotellulla tangentilla havainnollistetaan muutosnopeutta ja polynomifunkti-
oiden kulkua perustellen, ettd tangentin kulmakerrointa voidaan kayttaa funktion arvojen kas-
vunopeuden mittana. Lopulta tangentti nimetdan ja maaritelladn havainnolliseksi derivaataksi
ehdolla, ettd tangentti ei ole y-akselin suuntainen. Visuaalinen, vertikaalinen tangentti esiintyy
vain yhdessa esimerkissa ja silloin se nimetdan tangentiksi. Kirjan visuaalinen tangentti jaa lo-
pulta hiukan epaselvaksi.

Kirjan havainnollisen derivaatan maaritelman mukaan funktiolla on muuttujan arvolla deri-
vaatta, jos funktion kuvaajalle muuttujan kohtaan voi piirtaa yksikasitteisen tangentin, joka ei
ole pystysuora (mts. 42). Madritelman voi ymmartdad monella tavalla. Funktion tangentti on
kumminkin aina yksikéasitteinen. Kirjassa funktion derivoituvuutta pisteessa tarkentaa muu-
tama vastaesimerkki ja esimerkki, joissa tutkitaan derivoituvuutta pisteessa mahdollisuudella
piirtda pisteeseen yksikasitteinen tangentti. Padosin tarkastellaan jatkuvien funktioiden kuvaa-
jien tangentteja. Funktion hyppaysepdjatkuvuus esiintyy kolmessa kuviossa. Funktion epajat-
kuvuuden monipuolisemman kasittelyn kautta derivaatan kasite ja tangentin kulmakerroin
voisivat tulla ymmarrettdvammiksi. Toisaalta esimerkit ymmarretdan helposti tilanteina, joita
muistellaan sellaisenaan. Esimerkkien jalkeen kirjassa todetaankin, ettd derivaatan voi maari-
tella tarkemmin symbolisesti.

Erotusosamadran raja-arvoon perustuvan derivaatan maaritelman jalkeen kirjassa siirrytaan
funktion kulun symboliseen tarkasteluun. Visuaalisella tangentilla havainnollistetaan viela kol-
mannen asteen kdyran tangenttia ja normaalia, kdyrien yhteista sivuamispistettd ja kdyran kal-
tevuuskulmaa seka kuvataan polynomifunktion kulkua, vaikka tangentti maaritetdaan derivoi-
malla. Tangentti vaakasuorassa terassikohdassa jaa hiukan epaselvaksi.
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Millaisia tyypillisid visuaalisia tangentteja on havaittavissa Derivaatassa?
Usein tai lahes aina visuaalinen tangentti on

e "niin sanottu kiyrin tangentti”, joka kuvaa silmamaaraisesti funktion
kuvaajan muutosnopeutta ja suuntaa derivoituuspisteessa

myds symbolinen tangentti

leikkaa toista tangenttia

paraabelin tangentti
x-akseli tai sen suuntainen.

Melko usein visuaalinen tangentti

¢ on funktion kuvaajan osa

e leikkaa funktion kuvaajan terassipisteessa

e on korkeintaan ensimmaistd astetta olevan funktion tangentti

¢ on tarkasteltavana funktion karkipisteessd, jonka derivoituvuutta
tutkitaan visuaalisen tangentin, funktion kuvaajan suurennoksen,
derivoinnin tai erotusosamaaran raja-arvon avulla.

Harvoin tai tuskin lainkaan visuaalinen tangentti

e leikkaa funktion kuvaajaa yhtd useammassa erillisessd pisteessa,
mutta voisi leikata jatkettuna muutamassa kuvassa

e sivuaa funktion kuvaajaa toisessa erillisessa pisteess3, ja tilanne ei
toteutuisi, vaikka kuvien tangentteja jatkettaisiin

e on geometrinen vertikaalinen tangentti.

Derivaatassa tangentti yleistyy visuaalisena (ks. liite 3). Analyyttisen tangentin kulmakerroin
madritetdan funktion derivoituvassa pisteessa ensin visuaalisen tangentin avulla, sitten deri-
voimalla tai erotusosamaaran raja-arvona. Tangentista tulee verbaalisempi ja symbolinen.

9 POHDINTA

Tehdyssa tutkimuksessa kuvaillaan ja kartoitetaan oppikirjan visuaalista tangenttia tangentin
kdsitteen oppimisen alussa. Bizan (2007) mukaan visuaalisen tangentin konstruointi on yksi-
161lista. Yleensdkin varsinkin oppimisen alkuvaiheessa opiskelijoiden yksil6lliset kokemukset
uudesta visuaalisesta kohteesta tai kasitteesta voivat olla vaihtelevassa maarin intuitiivisia
(Tall 2008; Hatva 2009). Kasitteen visuaalisen merkityksen kukin havainnoija kokee sen poh-
jalta, milta kasitteen kuvallinen esitysmuoto hinestad nayttda ja mitd ominaisuuksia se havain-
noijan mielesta ilmentaa (Silfverberg 1999; Hatva 2009). Visuaalisen tangentin havainnoin-
nissa muodostuneet kasitykset kehittyvat ja laajenevat Bizan ja Zachariadesin (2010) mukaan
helposti oppimisen alkuvaiheen suuntaisina ja pinnallisina, elleivat opiskelijat itse pyri tietoi-
sesti pohtimaan uusia tilanteita ja muokkaamaan kasityksidan. Opettaja saa yleensa tietoa opis-
kelijoiden mielensisdisista kasityksistd tangentista helpommin vasta oppimisen siind vai-
heessa, kun opiskelijat kykenevat jo matemaattisesti luokittelemaan ja verbaalisesti
kuvailemaan tangenttia (Silfverberg 1999; Biza 2007).
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9.1. Oppikirjan visuaalinen tangentti

Analysoidun oppikirjan geometriassa visuaalinen ympyran tangentin maaritelma annetaan ku-
viona, jolloin opiskelija voi kokea sen luonnollisen kisitteen tapaan kaaviomaisena kokonai-
suutena. Talloin opiskelija ei tietoisesti tarkastele tangentin ominaisuuksia ja kuvittele sen vi-
suaalista variaatiota. Oppikirjojen esimerkkien ja tehtdvien visuaalisten (ympyran) tangenttien
tulisikin kuvata monipuolisesti tangentin ominaisuuksia. Visuaalisista tangenteista Geometri-
assa kasitelldan verbaalisesti ainoastaan ympyran tangenttia, vaikka joissakin kuvissa ympyran
tangentista on nahtavissa tangentin muitakin ominaisuuksia. Tangentin nimedminen erityisesti
esimerkiksi horisontaaliseksi tai kdyraan yhtyvaksi tangentiksi voisi kuvailla samalla tangentin
ominaisuuksia kuvassa (ks. Vinner 1991). Visuaaliseen ympyran tangenttiin palataan uudel-
leen Analyyttisessd geometriassa. Tama voi Kosslynin (1996, 1998) mukaan kerrata ja yllapitaa
alkuvaiheen mielikuvaa tangentista (ks. Hatva 2009, 38). Nayttdisikin siltd, ettd tangentin vi-
suaalista variaatiota on mahdollista lisata Geometriassa ja Analyyttisessd geometriassa.

Tangentin sivuamispistemerkintda kaytetdan Analyyttisessd geometriassa ja Derivaatassa. De-
rivaatassa visuaalinen tangentti yleistyy, kun "niin sanotulla kdyridn tangentilla” havainnollis-
tetaan lahes pelkdstdan (yhta vastaesimerkkia lukuun ottamatta) funktion derivaattaa ennen
siirtymistd symbolisen derivaatan kayttoon. Visuaalisen geometrisen, visuaalisen analyyttisen
ja symbolisen analyyttisen tangentin eroja opiskelijat voivat pohtia mielessdadn itsendisesti.
Ndin visuaalinen tangentti jaa hiukan irralleen muusta matemaattisesta tiedosta.

Taman tapaustutkimuksen antama kuva analysoidun oppikirjan tangentista vastaa melko hy-
vin Bizan ja Zachariadesin (2010) kuvausta kreikkalaisten lukio-opiskelijoiden matematiikan
oppikirjojen tangentista:

e Molempien maiden oppikirjojen geometrinen tangentti on visuaalinen
ympyran tangentti.

e Analysoiduissa kirjoissa harvemmin esiintyvat geometriset tangentit vastaavat
kreikkalaisten opiskelijoiden huonosti ymmartamia tai harvoin kohtaamia
visuaalisia tangentteja, kuten tangenttia, joka sivuaa tai leikkaa kayraa tai
funktion kuvaajaa useammassa erillisessa pisteessa tai tangenttia kdyrana tai
sen osana, tangenttia kadnne- tai terassipisteessd, x- tai y-koordinaattiakselia
tangenttina tai akselinsuuntaista tangenttia.

o Edelld kuvatut visuaaliset tangentit esiintyvat analyyttisinakin vain neljasta
viiteen kertaa. Derivaatassa on harvoin tai tuskin lainkaan nahtavissa tan-
gentti, joka sivuaa tai leikkaa funktion yhtd useammassa erillisessa pisteessa.
Samoin vertikaalinen tangentti on melko harvinainen, joista yksi nimetaan.
Karkipistetilanne tulee esille derivoinnin oppimisen jalkeen muutamassa
tehtavassa.

o Kreikkalaiset lukiolaiset toivovat selventavia kuvia ja visuaalisia maaritelmia
analyysin kurssikirjoihin. Maaritelmien ja tilanteiden visualisointia, esimerkiksi
piirroksia epsilon-delta -ymparistosta, ei hyddynneta myoskaan tutkitussa
suomalaisessa oppikirjassa.
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Myds Partasen (2013) pro gradun mukaan suomalaiset lukiolaiset toivovat yleensdkin mate-
matiikan oppikirjoihin enemman visuaalista havainnollistamista ja ymmarrettavimpaa ver-
baalista ilmaisua.

9.2 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen validiteetti kuvaa sitd, tutkitaanko ominaisuutta, jota on tarkoitus tutkia. Bizan ja
Zachariadesin (2010) mukaan tangentin opiskelun alkuvaiheessa lukio-opiskelijoiden etenkin
matematiikan oppikirjassaan kohtaamat visuaaliset tangentit vaikuttavat merkittavasti heidan
kasityksiinsa tangentista. Tasta johtuen taman tutkimuksen tutkimuskohteeksi on valittu ma-
tematiikan oppikirjan visuaalinen tangentti. Oppikirjaksi valikoitui lukion pitkdn matematiikan
oppikirjana suosittu Pitkd matematiikka ja tutkimusaineistoksi rajautui Geometria, Analyytti-
nen geometria ja Derivaatasta visuaalinen siirtymavaihe analyyttiseen tangenttiin.

Tutkimuksen keskeiset teemat ovat taustateorian mukaisia, mika sellaisenaan voi auttaa tuot-
tamaan oikeansuuntaisia tutkimustuloksia. Tutkijana olen pyrkinyt toistamaan oppikirja-ana-
lyysin niin monta kertaa kuin tutkijana olen havainnut uutta kohteesta. Tuloksiin voivat silti
vaikuttaa muun muassa ikdni, matematiikan yliopisto-opiskeluvaihe ja Silfverbergin (1999)
mukaiset henkilokohtaiset yleisedellytykset. Useamman tutkijan toistamina tulokset voisivat
muuttua ja tulosten eroavuudet olla mielenkiintoisia.

Laadullisesta kuvailevasta tapaustutkimuksesta, jossa tutkimusaineisto on keratty yhdesta ma-
tematiikan oppikirjasarjasta, voi harvoin tehda yleistettavia johtopaatoksid. Tutkijan ndkemys
voi myos poiketa paljonkin tutkimuksen lukijoiden kokemuksista. Tuloksissa saattaa silti olla
vastaaviin oppikirjoihin yleistettdavia piirteitd, esimerkiksi asioiden ajallisen painotuksen
osalta.

Tassa tutkimuksessa visuaalinen tangentti tarkoittaa kirjassa esitettya kuvaa tangentista. Ver-
baalinen tangentti tarkoittaa tehtdvin verbaalista kuvailua, jossa esiintyy sana "tangentti”,
mutta tehtdvassa ei ole kuvaa tangentista. Kirjan tieto-osassa visuaalinen ja verbaalinen tan-
gentti esiintyvat kumminkin yhdessa, jolloin opiskelijoiden mielessda muodostuu yhteys tan-
genttikuvion ja tangentti-sanan valille. Ndin Vinnerin (1991) mukaisesti tangentin konstruoin-
nin alkuvaiheessa sana “tangentti” voi johdattaa opiskelijoiden ajatukset tietoisesti heidan
mielikuviinsa visuaalisesta tangentista ja tdllaiset verbaaliset tehtavat voidaan helposti poimia
kirjoista. Liitteisiin 1— 3 olen taulukoinut tilanteet visuaalisesta ja verbaalisesta tangentista lu-
vuittain Geometrian, Analyyttisen geometrian ja Derivaatan tangenttiaiheisten lukujen tieto-
osasta, harjoitustehtavista ja kirjojen Vastaukset-luvuista.

Tutkimuksen teemojen maaralliselld kartoituksella on ollut tavoitteena lisata tutkimuksen ob-
jektiivisuutta ja luotettavuutta. Maarallinen osuus tarkensi myos tutkijan kuvaa visuaalisesta
tangentista siten, ettd muutamien visuaalisten tangenttityyppien esiintymisen vahyys tuli sel-
vemmin esille. Tutkimuksen reliabiliteetin eli toistettavuuden mahdollistaa visuaalisen tangen-
tin kuvailu, kuvailuun liitetyt oppikirjan kuvat ja teemojen maaréallinen kartoittaminen (Metsa-
muuronen 2008; Hirsjarvi ym. 2009).
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9.3 Tutkimuksen merkittavyys

Intuitiivinen visuaalinen tangentti on tutkimuskohteena melko harvinainen. Koska tangentin ja
derivaatan yhteys esitetddn vahvana lukion analyysin kursseissa, niin derivaatan kasitteen si-
sdistdmista voi auttaa tangentin kasitteen riittdvan tarkka matemaattinen ymmartaminen.

Visuaalisuutta on aina kdytetty matematiikan kasitteiden havainnollistamisessa. Staattisten ku-
vien merkitys yleensakin on ollut lahtékohtana kuvantutkimukselle, jota on tehty eri tieteiden
nakokulmista. Vaikka kuvallisen tiedon merkitys on osoittautunut melko yksil6lliseksi, niin
saadun tutkimustiedon perusteella oppikirjan tarkoituksenmukaisesti valitun visuaalisen tan-
gentin avulla voidaan tavoittaa, korjata ja kehittaa opiskelijoiden mielensisaisia kasityksia tan-
gentista. Monipuolinen visuaalinen tangentti kehittda my6s matemaattista intuitiota seka akti-
voi ajattelua, mielikuvitusta ja luovuutta.

Intuitio on ollut viime vuosiin saakka vahéan esilla Suomessa. Opiskelijat voivat mahdollisesti
tiedostaa paremmin omaa havainnointiaan, intuitiivista ajatteluaan ja kasityksidan pelkastaan
tutustumalla visuaalisuuden ja intuition merkitysta oppimisessa selvitteleviin tutkimuksiin.

9.4 Jatkotutkimuspohdintaa

Talla hetkellda kouluissa kdytetdan aiempaa enemman teknisid apuvalineitd. Millaisia sitten ovat
nykyisten lukiolaisten kasitykset visuaalisesta tangentista, ja millaisia ovat heiddn opettajiensa
ndakemykset opiskelijoiden tangentin ymmartamisesta? Lukiolaisilta voisi kysya my0s visuaali-
sen tangentin verbaalisen kuvailun tarkeydesta. Tangenttia voisi lahestya fysiikan tehtavien
kauttakin, itse asiassa tangentti esiintyy monissa oppiaineissa ja arkieldiman ilmi6issa.

Kokemukseni mukaan peruskoululaisia kiinnostavat aiheet, joita he eivit vield tunne hyvin.
Ympyran tangentti on ehka sellainen, silla peruskoulun matematiikan oppikirjoissa kasitellaan
yleensa lyhyesti ympyran tangenttia. Nain peruskouluaikana muodostuneita mielikuvia tan-
gentista voi siirtya lukioon. Peruskoulun matematiikassa voisi myds ennakoida lukio-opiskeli-
joiden vaikeuksia ymmartaa visuaalista tangenttia, pohtia oppimateriaalien sisiltdja seka tut-
kia peruskoululaisten kasityksid tangentista ja heiddn kykyaan omaksua globaali ja lokaali
nakokulma funktioiden kuvaajien tarkastelussa.

Tutkimusten perusteella intuitiota voidaan eri tavoin tietoisesti kehittda. Muun muassa Aalto-
yliopistossa on tutkittu menetelmis, joilla voidaan lahestya intuitiota (Raami 2015). Voisikin
tutkia, olisiko matematiikassa loydettavissa uusia menetelmis, joiden avulla opiskelijat voisivat
tiedostaa aiempaa paremmin tekemiddn havaintoja ja ndin kehittaa tietoisesti intuitiotaan.
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LIITTEET

Liite 1: Visuaalisen tangentin esiintyminen Geometria-Kirjassa

Luku Tieto-osa Tehtavat
Visuaalinen Luvussa | Tehtdvdssa on Tehtdvdssa on
(ja verbaalinen) on visuaalinen tangentti verbaalinen tangentti
tangentti tehtavia
Visuaalisten Tallaisten Verbaalisen | Tallaisten
tangenttien tehtavien tangentin tehtdvien
lukumaara osuus luvun | sisdltdavien | osuus
tehtavista tehtdvien luvun
(%) lukumaaréd | tehtavista
(%)
Ympyra 0 19 8 tangenttia: 11 0 0
tehtavat 215,
219
Ympyran | 11 tangenttia: 20 10 tangenttia: | 25 3: 15
tangentti | johdanto-ongel-
massa on tehtavat tehtavat +Vastaukset:
horisontaalinen 235,240, 234,240, tehtavissa
tangentti, 246,250, 249 241,244,
maaritelmassa 252 252 on
on kaksi tangent- ohjeessa
tia ja tangentti-
tangenttikulma, sana
esimerkissa 1 on
kaksi tangentti-
kulmaa,
esimerkeissa 2 ja
3on
yksi tangentti
Keha- 0 24 2 tangenttia: 4 1 4
kulma +Vastaukset:
tehtava 263 tehtava 263
Kertaus ss.176—178 ja Kertaustehtdvia ss. 187—188
Ympyra 0 6 0 0 0 0
Ympyran | 6 tangenttia: 4 0 0 0 0
tangentti | maaritelmassa
on yksi tangentti
ja
tangenttikulma,
esimerkissa 1 on
yksi tangentti ja
tangenttikulma
Keha- 0 4 0 0 0 0
kulma
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Liite 2: Visuaalisen tangentin esiintyminen Analyyttinen geometria -kirjassa

Luku Tieto-osa Tehtadvat
Visuaalinen Luvussa | Tehtavdssa on Tehtdvdssd on
(ja verbaalinen) | on visuaalinen tangentti verbaalinen tangentti
tangentti tehtavia
Visuaalisten | Tallaisten Verbaalisen | Tallaisten
tangenttien tehtavien tangentin tehtdvien
lukumaara osuus sisdltavien | osuus
luvun tehtdvien luvun
tehtavista lukumaarad | tehtavista
(%) (%)
Sivut7—102 | 0O 235 3: 1 1 0
ympyran
tangenttia
Ympyran 2 tangenttia: 22 0 0 3: 14
leikkaus- esimerkissa 3
pisteita on kaksi +Vastaukset: | 241,253, +Vastaukset:
ympyran tehtdvan 257 | 254 tehtava 257
tangenttia kuva
Suorien 1 tangentti: 24 0 0 3: 13
kohtisuoruus | esimerkissd 5 on
ympyran 264,
tangentti 274,275
Pisteen 4 tangenttia: 24 0 0 5: 21
etadisyys esimerkissa 3 on
suorasta kaksi tangentti- +Vastaukset: | 286,288, +Vastaukset:
kulmaa tehtavan 299 | 289, tehtdva 288
kuva 290,297
Paraabeli 3: 27 0 0 2: 7
nimeamatonta
paraabelin 314,325 +Vastaukset:
tangenttia tehtava 314!
Kertaus ja kertaustehtavia ss. 151—176
Tieto ss. 0 33 0 0 0 0
151—163ja
tehtavat ss.
170—172
Ympyran 0 5 0 0 1: 20
leikkaus-
pisteita 404
Suorien 0 7 0 0 1: 14
kohtisuoruus 408
Pisteen 0 6 0 0 2: 33
etaisyys
suorasta 416,417
Paraabeli 0 5 0 0 1: 20
422
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Liite 3: Visuaalisen tangentin esiintyminen Derivaatta-Kirjassa

Luku Tieto-osa Tehtavat
Visuaalinen Luvussa | Tehtdvdssa on Tehtdvassd on
(ja verbaalinen) on visuaalinen tangentti verbaalinen tangentti
tangentti tehtavia
Visuaalisten Tallaisten | Verbaali- Tallaisten
tangenttien tehtdvien | sen tehtavien
lukumaara osuus tangentin osuus
luvun sisaltavien | luvun
tehtdvista | tehtdvien tehtavista
(%) lukumaara | (%)
Funktion 18 tangenttia: 19 14 26 6: 32
kasvu- johdantoesimerkissa tangenttia 5 87, 89,
nopeus kaksi, tehtavassa: 90,96,
kasvukayrassa joista 98,99
nelja tangenttia, 1 kdannepis-
esimerkeissa on viisi, teen
joista yksi vertikaali- tangentti,
nen, kaksi
kayrien horisontaa-
suurennuksissa on lista, 14:sta on
yksi, 12 toisiaan
esimerkissa 2 on leikkaavaa ja
kolme paraabelin kuusi on
tangenttia, paraabelin
esimerkissa 3 on tangentteja,
kolme suoran lisaksi:
tangenttia 8 kdyran osaa
on suoria,
lisaksi: kolme
epajatkuvuuskohta ja karkipistekoh-
karkipistekohta taa ja epdjat-
kuvuuskohta
Derivaatta | 3 tangenttia: 19 0 0 0 0
raja-arvona | johdanto-ongelmassa
on yksi ja -esimerkissa
1 on yksi, derivaatan
maaritelmassa on yksi
Derivaatta- | 0 20 0 0 0 0
funktio
Kayran 6 tangenttia: 26 0 0 11: 42
tangentti esimerkissa 1 on kaksi 145,146, +Vastauk-
tangenttia, 149,151, set:150,
esimerkissa 2 on 152,153, 165,166,
horisontaalinen, 154, 169,
esimerkissa 3 on 156,157,
pohjan kaltevuuden 158,164

maarittelyssa

yksi paraabelin
tangentti, esimerkissa
4 on

ulkopuolisesta (jatkuu)
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pisteesta piirretyt
kaksi paraabelin
tangenttia (jatkuu)

Polynomi- | 8 tangenttia: 25 0 0 0 0
funktion havainnollistavat
kulku funktion arvon kasvua
tai
vahenemista, joista
terassikohtia on kaksi
Kertaus ss.149—159 ja Kertaustehtavia ss.169—171
Derivaatta | 5 tangenttia: 5 4 tangenttia 40 1 20
esimerkeissa tehtavissa: 359
maaritetadn tangentin 359,
avulla funktion 360
derivaatta kolmessa
kohdassa ja
kasvunopeus
kasvukayran kahdessa
kohdassa
Derivaatta- | 0 3 0 0 0 0
funktio
Kayran 0 6 0 0 2: 33
tangentti 367,368
Funktion 0 6 0 0 0 0
kulku
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