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Tiivistelma

Mitd enemmén oppilas tai opiskelija oivaltaa itse, sitd enemmén hén
oppii ja nauttii ongelmanratkaisusta. Tadma ajatus toimii lahtokohtana
tutkielmassa. Késiteltdvit tehtévit ovat tasoltaan ylikouluun ja / tai
lukioon soveltuvia. Tutkielma antaa opettajalle kidytédnnonliheisid esi-
merkkejd opetustilanteessa hyddynnettiavistd todennékoisyysongelmis-
ta. Tehtévistd esitetdéin useita ratkaisuvaihtoehtoja, jotta opettajan on
helpompi samaistua erilaisiin ajattelutapoihin. Mika tarkeinté, tutkiel-
maan on kehitetty kysymyksié, joilla oppijaa voi ohjata hienovaraisesti
eteenpiin ratkaisussaan. Tavoitteena on, etté ratkoja keksii kysymysten
avulla itse ratkaisun kuhunkin ongelmaan.

Ongelmanratkaisutaitojen kehittdminen kuuluu peruskoulun ja lu-
kion opetussuunnitelman perusteisiin (Opetushallitus, 2016 ja 2015).
Tutkielmassa esitelldin Polyan (1973) ongelmanratkaisumalli, jota hyo-
dynnetéddn ongelmien ratkaisemisessa. Malli perustuu neljaédn vaihee-
seen: ongelman ymmértdminen, ratkaisusuunnitelman tekeminen, rat-
kaisusuunnitelman toteuttaminen ja ratkaisun tarkastelu. Viimeiseen
kohtaan kuuluu my6s opitun soveltaminen toisessa ongelmassa. Tahéan
tarkoitukseen sekéd opetuksen eriyttdmiseen voi kéyttdd tutkielmassa
esitettyja lisdtehtéivia.

Pohdinnassa esitetdén erilaisia keinoja ottaa ongelmanratkaisu osak-
si opetusta. Koska ongelmanratkaisu kuuluu useiden oppiaineiden ope-
tussuunnitelmaan, voisi peruskouluun rakentaa ongelmanratkaisun ym-
pérille monialaisen teemapéivan. Esimerkkiné esitetdin suomen kielen
opetukseen sopiva ongelma. Pohdinnassa tarkastellaan myos matemaat-
tisen ongelmanratkaisun ja peleissé esiintyvien ongelmien yhtéldisyyk-
sid ja eroja. Pelien nikokulmasta oppilaat voivat kehittdd késitystdan
ongelmanratkaisusta.
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Lukijalle

Tutkielmani on kirjoitettu nidkokulmasta, jossa opettaja neuvoo oppilaitaan
ratkomaan ongelmia. Opettajalle tutkielmani antaa vinkkejé siitd, kuinka oh-
jata oppilasta tai opiskelijaa matemaattisen ongelmanratkaisutehtavin ratko-
misen eri vaiheissa.

Tutkielmani pariin on kuitenkin ihan yhta tervetullut kuka tahansa oppilas,
opiskelija tai muu ongelmanratkaisusta kiinnostunut. Télloin voi samaistua op-
pijan rooliin ja saada ajatuksia siitd, miten ongelmanratkaisuprosessi toimii ja
millaisia kysymyksid kannattaa esittédé itselleen, jotta saisi ratkaistua esitetyn
ongelman.

Mistéd nakokulmasta tutkielmaa lahestytkédén, jokaista tehtédvasd kannattaa
ensin ratkoa itse. Ratkaisun saamisen jélkeen voit lukea vinkkini ja katsoa rat-
koitko tehtavaa samalla tavalla kuin minéd. Kenties keksit itse jonkin erilaisen
tavan saada ratkaisun ongelmaan!

Vasta, jos tunnollisen yrittdmisen jialkeen tuntuu, ettei ratkaisu aukea, kan-
nattaa tehtévéssa edetéd osio kerrallaan. Lue jokainen kysymys lépi ja pohdi,
mitd apua siité voisi olla ongelman ratkaisussa. Muistathan myos, etté ratkai-
sutapoja voi olla useita, eiké kaikkia toimivia tapoja ole varmastikaan késitel-
ty téssa tutkielmassa. Oli ratkaisusi mika tahansa, kaikista térkeinta on, etté
ymmaérrat itse sen oikeellisuuden.

Tehtavissd mainitaan, mille ryhmélle ne on suunnattu. Vaadittavat esi-
tiedot ilmenevit kuitenkin vasta ratkaisun edetessé, ettei niiden nédkyminen
vaikuttaisi ratkaisuprosessin kulkuun.

Toivon sinulle oivalluksen hetkiéd tutkielmani parissa!
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1 Ongelmanratkaisu ja todennikdisyys

"Onko meidén pakko l6ytda ratkaisu? Emmekd voisi vain nauttia ongelmasta
jonkin aikaa?”

Néin raapustin vihkoni sisikanteen pitkédn matematiikan tunneilla esiinty-
neiden lentédvien lauseiden joukkoon. Enemmén syvennyin kuitenkin ystéavéni
kirjaamaan yhdistetyn funktion derivoimissdéntoon sekd méadrdtyn integraa-
lin laskemisessa kéytettdvaan "y niin kuin ensin ja @ niin kuin myohemmin”
lausahduksen hyodyntamiseen. Tama omituinen muistisdéanto toimi mahtavas-
ti ja ratkaisun saaminen kyseisiin tehtéviin oli helppoa. Ja kun vastaus tédsmési
kirjan takana olevaan, pystyin innokkaana matematiikan laskijana jatkamaan
eteenpain.

Ongelmanratkaisusta nautin sitten vapaa-aikanani. Ratkoin iséni Teknii-
kan Maailman pulmakulmat erilliselle paperille ennen kuin isé kerkesi toisté
kotiin. Mutta jossain vaiheessa leirintdalueongelmien tai ABCD-ruudukkojen
ratkaisut alkoivat syntyé tiettyjen, hyviksi huomaamieni vélivaiheiden kautta.
En silloin ymmaértanyt, ettd tehtdvét eivit endd olleet ongelmia sanan varsi-
naisessa merkityksesséa. Milloin siis voidaan puhua ongelmasta?

1.1 Ongelma

Ongelma-sanaa kaytetddan arkipédivésséd useissa merkityksissi. Voi esiintyé ih-
missuhdeongelmia tai uniongelmia. Ongelmana voi olla my6s kadoksissa olevan
tavaran loytdminen tai uuteen paikkaan suunnistaminen. Kaikkia ongelmia yh-
disténee se, ettd yksilo kokee tarvetta 16ytaa tilanteeseensa ratkaisun. Toinen
ongelmaa maarittava tekija on se, ettéd ratkaisun keksimiseen tai 16ytamiseen
tarvitsee kayttéda aikaa ja vaivaa. Jos asian ratkaisemiseen ei siis tarvitse kéyt-
tdd pohdintaa, tilanne ei ikddn kuin ehdi muodostua ongelmaksi.

Téassé tutkielmassa tarkasteltavat ongelmat rajataan matemaattisiin on-
gelmiin, mutta yleiset ongelman péapiirteet patevat myos niihin. Tarkastelun
pohjaksi otetaan ongelman méaérittely Henry Leppéahon viitoskirjasta Mate-
maattisen ongelmanratkaisutaidon opettaminen peruskoulussa: Ongelmaratkai-
sukurssin kehittdminen ja arviointi (2007):

Ongelma on sellainen tehtdvditilanne, jota yksilo ei kykene valittomdsti
ratkaisemaan, mutta hdnelld on kuitenkin valmiudet ratkaisun saavut-
tamiseen ajattelun ja opiskelun avulla. Ratkaisun saavuttaminen voi
kestdd muutamista sekunneista viikkoihin tai jopa vuosiin.

Téastéd eteenpdin tutkielmassa ongelma tarkoittaa matemaattista tehtava-
tilannetta, joka tayttda edelld olevan mééritelman. Madritelméssa kannattaa
kiinnittdd huomiota siihen, etta tietty tehtéavé ei ole kaikille ongelma. Matema-
tiikassa hyvéné esimerkkiné toimii suorakulmion pinta-alan laskeminen, miké
on alakoulussa ongelma mutta yldkouluikaiselle perustaito.



Téasta seuraa se, ettéd tutkielmassa esiteltdvit ongelmat eivét tuota ongel-
mia valttamatta jokaiselle oppilaalle, opiskelijalle tai opettajalle. Mutta tehté-
vén ratkaisemisesta voi silti oppia térkeita asioita. Ratkaisua voi usein myos l&a-
hestyé eri ndakokulmista, miké voi vaikuttaa ratkaisun 16ytymisen helppouteen
ja nopeuteen. Ensimmaéinen askel ongelman ratkaisuun on kuitenkin kiinnostus
esitettyd ongelmaa kohtaan ja halu tarkastella sité.

1.2 Ongelmanratkaisun vaiheet

Ongelmanratkaisu on prosessi, jonka alkutilassa on ongelma, joka halutaan
ratkaista. Thanteellisessa tilanteessa ongelmanratkaisuprosessin lopuksi ongel-
maan on loydetty ratkaisu ja ratkaisu voidaan ndhdéa oikeaksi. Malleja on-
gelmanratkaisuprosesseihin on 1900-luvulla esitetty useita (Leppaaho, 2007).
Siitd huolimatta ongelmat voidaan ratkaista ilman yhdenk&én mallin tuntemis-
ta. Kuitenkin ongelmanratkaisun prosessien tunteminen voi auttaa ratkaisun
16ytymisessa etenkin silloin kun oma intuitio ei vie ratkaisua maaliin asti.

Téhén tutkielmaan esiteltdviksi on valittu Polyan ongelmanratkaisumal-
li. Polya on tyosséddn painottanut ongelmanratkaisun téarkeyttd matematiikas-
sa ja ongelmanratkaisun kehittyminen on perustunut péddosin hédnen tyohon-
sé (Schoenfeld, 1992). Mikili lukija on kiinnostunut ongelmanratkaisuprosessi-
malleista, suosittelen aloittamaan tutustumisen Leppaahon (2007) vaitoskirjan
luvusta 4.6, jossa niité on esitetty useita erilaisia.

Polya on alun perin vuonna 1945 julkaistussa kirjassaan How to solve it
listannut ongelmanratkaisun neljé vaihetta: ongelman ymmértdminen, ratkai-
susuunnitelman tekeminen, suunnitelman toteuttaminen ja ratkaisun tarkas-
telu. Tamé ei kuitenkaan tarkoita, ettd ongelmanratkaisu olisi vélttdméatta
suoraviivaista. Késitys ongelmasta muuttuu ratkaisemisen eri vaiheissa. Aluk-
si késitys voi olla vain pintapuolinen ja ndkokulmaa voi joutua muuttamaan
useita kertoja ennen kuin ratkaisu on valmis. (Polya, 1973.)

Jokaisella vaiheella on selked merkitys ongelman ratkaisemisen kannalta:
Ymmartamétta ongelmaa voi paétya laskemaan jotain ongelman kannalta epé-
oleellista asiaa. On myos mahdollista laskea ratkaisun kannalta térkeédd asiaa
tietamaétta ollenkaan, miksi se on oleellista tehtdvasséa. Tehtavin sisdistamisen
jalkeen taytyy selvittdd, miten alkutiedoista voidaan saada selville tehtavis-
sé kysytty asia, tuntematon. Ratkaisusuunnitelman tekeminen onkin yleensé
haastavin tehtdva. Tehdyn suunnitelman oikeaoppinen toteuttaminen ja jokai-
sen vaiheen tarkistaminen varmistavat tuloksen oikeellisuuden. Onnekkaissa
tilanteissa oppilas keksii ratkaisun kuin itsestdén, ilman mitdan valmisteluja.
Téllaisessakin tilanteessa tehtavista saadaan lisdhyotya, kun ratkaisua tarkas-
tellaan vield lopuksi. (Polya, 1973.)

Itse asiassa Polyan esittdméa listaa voi hyodyntaé kasitellessd mitéd tahansa
ongelmaa (Leppéaho, 2007) tai laskiessa laskua, joka vaatii useita vélivaihei-
ta. Késitelladn vaiheet yksinkertaisen esimerkin avulla: tehtdvénd on selvittaa
suorakulmaisen kolmion piiri ja pinta-ala, kun hypotenuusan ja toisen kateetin



pituus tunnetaan.

1.2.1 Ongelman ymméirtidminen

Ensimmaéinen askel ongelman ratkaisemiseen on tehtédvin ymmaéartdminen. Ei
kannata vastata kysymykseen, jota ei ymmérrd tai ldhted laskemaan ennen
kuin tietdd mihin pyrkii. Ongelmat esitetdén usein sanallisesti ja on tédrked&
pystyd poimimaan tehtdvinannosta tarpeelliset asiat: mikd on tuntematon,
mitd on annettu ja milld tavoin ndméa asiat ovat kytkoksissa toisiinsa. Kuvan
piirtdminen kannattaa, jos se on mahdollista. Téassé vaiheessa kehitetddan myos
notaatio eli merkintdtapa. On téarkedd miettid, onko tehtdvinannossa annettu
jotain ylimé&araistd, mika ei vaikuta ongelmanratkaisuun. On my6s mahdollis-
ta, ettd tehtdvistd puuttuu jokin térkea tieto, eiké tehtéaville vilttaméatta ole
yksiselitteisté ratkaisua. (Polya, 1973.)

Kasiteltavissa esimerkissd kannattaa aloittaa kuvan piirtdmiselld. Téassa
kohtaa tulee myos varmistus, ymmartadko laskija, mikd on suorakulmainen
kolmio. Todetaan aluksi, ettd pyrkimyksen&d on ratkaista kolmion piiri p ja
pinta-ala A. Notaatiota paatettéessd voidaan esimerkiksi valita, ettd tunnettu
kateetti on pituudeltaan a, tuntematon kateetti b ja tunnettu hypotenuusa c.
Yhteys piirin ja sivujen pituuksien vililla on p = a + b + ¢. Kolmion pinta-ala
lasketaan jakamalla kolmion kannan ja korkeuden tulo kahdella. Suorakulmai-
sessa kolmiossa kolmion kateetit voidaan tulkita kannaksi ja korkeudeksi ja
pinta-alan kaava saadaan muotoon A = ab/a.

Téamén jalkeen huomataan, ettd kaikki muu piirin ja pinta-alan laskemiseksi
tunnetaan paitsi kateetin pituus b. Mutta voidaanko se selvittdd tehtdvanan-
nossa annettujen tietojen perusteella?

1.2.2 Ratkaisusuunnitelman tekeminen

Ratkaisusuunnitelman keksiminen on ongelman ratkaisemisen ydin ja se voi
viedd paljon aikaa ja yrityksid. Taméa on haastavin listan kohdista. Suunnitel-
ma on valmis, kun vihintddn paépiirteittdin on tiedossa, mité vaiheita tulee
suorittaa tuntemattoman ratkaisemiseksi. Suunnitelma voi rakentua astettain
tai idean voi saada vildyksenomaisesti muutamien epéonnistuneiden yritys-
ten jéilkeen. Auttaakseen oppilasta keksimédén ratkaisusuunnitelman, opetta-
jan kannattaa huomaamattomasti ohjata oppilasta téllaista ideaa kohti. (Po-
lya, 1973.)

Polya (1973) huomauttaa, ettd hyvit ideat perustuvat kokemukselle ja ai-
emmin saaduille tiedoille. Pelkké tietojen muistaminen ei riitd, vaan tietoja
tulee myds osata soveltaa. Kuitenkin ilman pohjatietoja ratkaisu voi olla mah-
dotonta rakentaa. Jos ongelmaan ei tunnu l6ytyvéan ratkaisua, voi olla hyddyksi
miettid seuraavia kysymyksié:

e Oletko ndhnyt joskus aiemmin vastaavan ongelman?



e Tunnetko matemaattisen lauseen tai teoreeman, jonka kéyttdminen voisi
olla avuksi?

e Tiedédtko ongelmia, joissa on vastaavankaltainen tuntematon?

e Voitko kiyttdd apuna aiemmin ratkaisemaasi ongelmaa?

Voi olla vaikeaa loytédéd juuri se vastaava ongelma, joka auttaa ratkaisun
saamiseen. Tésta syysta kannattaa erityisesti keskittyad ongelmiin, joissa on sa-
mankaltainen tuntematon kuin késiteltdvéassa ongelmassa. Mikéli muistaa rat-
kaisseensa ongelman, joka liittyy télla hetkelld ratkaistavaan, kannattaa pyr-
kid hyodyntdméaén sitd. Jos esitetty ongelma ei ldhde aukenemaan suoraan,
kannattaa miettid voisiko ongelmasta ratkaista muunnellun version: yleisem-
man version, erikoistapauksen, osan ongelmasta tai voisiko lahtéarvoja liséata
tai kenties jopa vaihtaa ratkaistavaa tuntematonta. Lopuksi kannattaa muis-
taa palata esitetyn ongelman pariin. Itse asiassa muunnellun ongelman ratkai-
seminen voi auttaa keksiméén tavan ldhestyd alkuperdistd ongelmaa. (Polya,
1973.)

Oppilaan hienovarainen ohjaaminen ratkaisua kohti voi olla haastavaa. Po-
lya (1973) kehottaa asettamaan itsensi oppilaan asemaan: mitd vaikeuksia
ja onnistumisia muistat kokeneesi ongelmanratkaisun parissa? Itsellani han-
kaluuksia on aiheuttanut epdonnistuneesta yrityksesté siirtyminen uuden aja-
tuksen keksimiseen. Voi olla myds vaikeaa ndhdé, milloin ensimméinen rat-
kaisuyritys ei voi edes viedd maaliin asti. Liian hankalaa ldhestymistapaa k&-
sitellessdén saattaa turhautua ongelmaan. Itse olen huomannut helpommaksi
tuottaa useita ratkaisumahdollisuuksia tilanteissa, joissa tulee 16ytda sadnto
esimerkiksi lukujonoon. Téll6in sddnnén sopivuus on helppo todeta nopeasti
joko oikeaksi tai vadrédksi, ennen kuin ajatukseen ehtii kiintymé#n. Toisinaan
hankaluutta aiheuttaa se, ettei siséista hyodylliselld tavalla kaikkea tehtavassé
annettua informaatiota. My0Os oppilas voi saada hyotyd omien vaikeuksiensa
pohtimisesta. Vaikeuksien tiedostaminen voi nimittdin auttaa valttdmé&an nii-
ta.

Esimerkin ratkaisusuunnitelmassa on nyt edetty siihen, etté jos b tunnetaan
niin piiri ja pinta-ala osataan laskea. Tehtédva on tarjoillut kaikki mahdollisuu-
det kiiyttid Pythagoraan lausetta a? + b? = ¢?, joka piitee nimenomaan suora-
kulmaisille kolmioille. Toki mahdollisuutena on myos kayttaéd trigonometrisia
funktioita kahteen kertaan: ensin terdvin kulman o ratkaisemiseen esimerkik-
si yhtdlostd cosa = ¢ ja tdmén jilkeen kateetin b ratkaisemiseen yhtélostd
sina = g

Jos Pythagoraan lauseen kayttdminen ei tule oppilaalle mieleen, eiké tehté-
vé ldhde heti ratkeamaan, hén voi muokata tehtdvida hieman: tavoitteeksi voi
esimerkiksi ottaa terdvén kulman ratkaisemisen. Sen saa selville kdyttamal-
l& trigonometrisen funktion kadnteisfunktiota. Kulman ratkaisemisen jalkeen
oppilas on ldhempéné sivun b ratkaisemista.

Mikéli oppilas ei muista Pythagoraan lausetta tai tunne trigonometrisia
funktioita, han ei valttaméatta pysty tekeméin ratkaisusuunnitelmaa. Toki yk-
si vaihtoehto on piirtdé suorakulmainen kolmio, jonka kaksi sivua on tunnettu-
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jen pituiset. Tésta kuvasta voisi sitten mitata tuntemattoman kateetin pituu-
den. Tama ratkaisu olisi epatarkka, mutta osoittaisi oppilaan oivalluskykya ja
sisukkuutta ongelmatilanteessa.

1.2.3 Suunnitelman toteuttaminen

Suunnitelman toteuttaminen on paljon helpompaa kuin sen keksiminen. To-
teuttamiseen tarvitaan padasiassa vain karsivallisyyttéa, kun oletetaan etta tai-
dot riittdvét keksityn suunnitelman toteuttamiseen. Mikéli oppilas on saanut
suunnitelman opettajalta tai vaikka vierustoveriltaan suoraan, on olemassa ris-
ki, ettd oppilas unohtaa suunnitelman sen toteutuksen aikana. Jos oppilas on
taas itse keksinyt suunnitelman tai hénta on johdateltu siihen tarpeeksi hieno-
varaisesti, hin pystyy sen todennékéisesti myos toteuttamaan. (Polya, 1973.)

Toteuttamiseen kuuluu se, etté oppilas tarkistaa vélivaiheiden oikeellisuu-
den. Virheettomyyden voi perustella joko todistuksella tai syvalla ymmérryk-
selld asiasta. Tavoitteena on, ettéd oppilas itse on tdysin vakuuttunut ratkaisun
jokaisen vaiheen oikeellisuudesta. (Polya, 1973.)

Suunnitelman toteuttamiseen kuuluu nyt esimerkiksi kateetin b ratkaisemi-
nen Pythagoraan lauseesta ja tdmén jélkeen kaavaan sijoittaminen ja tulok-
sen kayttdminen piirin ja pinta-alan laskemisessa. Kateetin voi ratkaista myos
edelld esitetyisté trigonometrisista funktioista.

1.2.4 Ratkaisun tarkastelu

Tehtévan tarkastelu ratkaisun loytymisen jélkeen on erittdin opettavaista ja
tarkedd. Ratkaisuun johtaneen polun uudelleen tutkiminen voi lujittaa tietoja
ja kykyé ratkaista ongelmia. Loytyneen ratkaisun &érelld kannattaa pohtia
esimerkiksi seuraavia kysymyksié: (Polya, 1973.)

Pystytko tarkistamaan ratkaisun?

Pystytko tarkistamaan perustelusi?

Voitko saada saman ratkaisun eri menetelmalld?

Voisiko ratkaisun perustella helpommin?

Pystytko kdyttamadn tulosta tai kdyttamédsi menetelméd jossain toises-
sa ongelmassa?

Vaikka jokainen véilivaihe on tarkistettu, on mahdollista, ettd jossain koh-
dassa on tapahtunut virhe. Yksi hyvéa tapa tarkistaa tulos on kiyttédéa erilaista
ratkaisutapaa. Jos kahdella eri tavalla saa saman tuloksen, se tukee ratkaisun
oikeellisuuden tuntua. Ongelman ratkaiseminen saattaa antaa ongelmasta niin
paljon lisdtietoa, ettd lopuksi huomaa, ettéd ratkaisun olisi voinut ndhdéa paljon
helpommin. Téllaiset huomiot voivat antaa tyokaluja tulevia ongelmanratkai-
sutilanteita varten. Viimeiselld kysymyksella voi osoittaa, ettd matematiikassa
asiat ovat kytkoksissd toisiinsa. Se antaa my6s hienon mahdollisuuden hy6dyn-
tad tulosta, jonka eteen oppilas on ndhnyt vaivaa. (Polya, 1973.)
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Tehtavén tarkastamisen helppous vaihtelee, mutta aina kannattaa lopuk-
si miettid, onko saatu ratkaisu jarkeva. Mikéli ratkaisu ei tunnu jéarkevélta,
voi ratkaisustaan 16ytda samalla virheen tai saada uuden idean tehtédvén rat-
kaisemiseen. Toisaalta voi vakuuttua perusteluidensa pétevyydestid. Téarkedd
on varmistua siitd, ettd on muistanut selvittdd nimenomaan alun perin esi-
tetyn ongelman. Esimerkkitehtévésséd voi esimerkiksi unohtaa laskea kolmion
pinta-alan sen jélkeen kun on selvittényt sen korkeuden. Ratkaisun huolellinen
tarkastelu estédé ratkaisun jaamisen viitta vaille valmiiksi.

Esimerkissa ratkaisun tarkastelu tai vertailu toisen oppilaan kanssa voi tuo-
da erilaisia ratkaisutapoja. Oppilas voi myds muistaa Pythagoraan lauseen vas-
ta tassd vaiheessa ja kayttaa sitd b:n tarkistamiseen.

1.3 Todennikoisyys

Todennékoisyys on ldsna jokapaiviisissd padtoksentekotilanteissa. Todenné-
koisyyteen pohjautuvia paidtoksid voi tehdéa joko tiedostetusti tai tiedostamat-
taan. Mihin auto kannattaa parkkeerata, jotta kukaan ei kolhisi sitd? Mihin
aikaan kannattaa soittaa vieraalle ihmiselle, jotta hénet saisi kiinni varmim-
min? Kannattaako tdndin ottaa mukaan sateenvarjo? Naissd tilanteissa toden-
nékoisyytta voidaan arvioida subjektiivisesti, ja lisdksi tehtdvian pasatokseen
vaikuttaa koettu haitta ja hyoty. On myos tilanteita, joissa todennikoisyyden
arviointi on mahdollista perustella tarkasti tai aineistoon pohjautuen.

Kirjassaan Mikst heittdd lanttia: Padttamisen taito ja tiede H. W. Lewis
késittelee useita padtoksenteon tilanteita. Todennékoisyyden késitettd Lewis
(1999) kuvaa hienosti:

Todenndkoisyys on tapahtuman suhteellinen tapahtumismahdollisuus
keskelld muiden mahdollisten tapahtumien viidakkoa. Jotta todennd-
koisyytta voi kdyttad hyodykseen kunnolla, tdytyy tietdd, minkd mah-
dollisuutta se mittaa.

Todennékoisyydessd minua viehéttéaa se, ettd melko yksinkertaiseltakin nayt-
tava tehtdva voi olla haasteellinen. Toisaalta tarkalla jarkeilyllda voi padsté
pitkélle, kunhan laskija luottaa itseensé. Todennéikoisyyden opettamiseen tuo
haastetta se, ettd tehtdvad voi usein ldhestya eri ndkokulmista ilman etta yk-
sikdén on toista oikeampi. Tehtdvain voi myos joskus saada oikean vastauksen
vaaralla paattelylla ja laskulla, miké vaatii opettajalta tarkkuutta.

Toisinaan tapahtumien todennékoisyyksien vertailu onnistuu intuitiivisesti,
toisinaan intuitio vie harhaan. Tamaé saattaa aiheuttaa laskijassa epavarmuut-
ta ja tunteen siité, ettei osaa tai ymmaérra todennékoisyytta. Tastéd syystd on
tarkedd oppia kasittelemédn todennikoisyyksia jarjestelméllisesti ja perustele-
maan erityisesti itselleen péaéttelynsa periaatteet. Todennédkoisyystehtavat ovat
erittdin hyvid matematiikan sanallistamisen ja perustelemisen harjoittelussa.
Koettu epavarmuus kannattaa pyrkid kdantamédn haasteeksi, uteliaisuudeksi.



Kaydasan seuraavaksi lapi hieman todennékoisyyden késitteistoa. Jos lukija
kokee hallitsevansa todennikdisyyden perusteet hyvin, késitteistoon tutustu-
minen ei ole vilttdméatontad. Jos taas kisitteet tuntuvat tédysin vierailta, voi
olla hyodyllisté kerrata asioita myos jostain muusta lahteesta. Kayttaméni ka-
sitteet pohjautuvat suurimmaksi osaksi lukion pitkédn matematiikan kirjaan
Calculus 4, jonka ovat kirjoittaneet Paavo Jéppinen, Alpo Kupiainen ja Matti
Résénen (2003).

Todennékoisyyden avulla tarkastellaan satunnaisilmi6ité, joiden tulokseen
sattuma vaikuttaa. Kaikki eri tulosmahdollisuudet eli alkeistapaukset muo-
dostavat otosavaruuden eli perusjoukon 2. Tapahtuma on perusjoukon osa-
joukko, jonka ilmenemisesté ollaan kiinnostuneita. Nopanheiton tilanteessa pe-
rusjoukko ©Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} eli kaikki mahdolliset nopanheiton tulokset.
Mééaritelladn tapahtumat

A = "vahintddn 3” = {3,4, 5,6},
B = "pariton luku” = {1, 3,5},
C ="luku 2” = {2}.

Tapahtumien leikkaus siséltdéd alkeistapaukset, jotka kuuluvat jokaiseen
tapahtumaan. Esimerkiksi tapahtumien A ja B leikkaus on {3, 5}, silla 3 ja
5 kuuluvat tapahtumiin A ja B. Tapahtumilla B ja C ei ole yhteisid alkeista-
pauksia, joten niiden leikkaus on tyhja joukko 0.

Tapahtumien yhdiste siséltdd alkeistapaukset, jotka kuuluvat mihin ta-
hansa tapahtumaan. Yhdisteeseen kuuluvat siis kaikki alkeistapaukset, jotka
ovat tapahtumassa A tai B tai molemmissa. Esimerkiksi tapahtumien A ja
B yhdiste on {1, 3, 4, 5, 6}. Huomaa, etti jokainen alkeistapaus kirjoitetaan
joukkoon vain kerran. Kun tdhédn yhdisteeseen lisdtéain vield tapahtuma C|
saadaan koko perusjoukko €2, silld vain luku 2 puuttuu tapahtumien A ja B
yhdisteesta.

Tapahtuman A komplementtitapahtuma A sisiltid kaikki alkeistapauk-
set, jotka eiviat kuulu tapahtumaan A. Esimerkiksi

A =enintdén 2" = {1, 2},

B = 7parillinen luku” = {2,4, 6},

C' ="ei luku 2" = {1, 3,4,5,6}.

Tapahtuman todennikséisyys voidaan ilmaista prosenttina nollasta sa-

taan tai lukuna nollasta yhteen. Téten todennékoisyyden % voi esittdd myos

muodossa 0.47 ja 47 %. Perusjoukon todennikoisyys P(£2) = 1 ja tyhjén jou-
kon todennikoisyys P(0)) = 0. Todennékoisyys on siis aina vililtd 0-1. Komple-

menttitapahtuman todennékoisyys on P(A) =1 — P(A).
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1.3.1 Klassinen todennékdisyys

Yksinkertaisessa tilanteessa alkeistapauksia on dérellinen maéra ja niilla kai-
killa on sama todennékoisyys, eli ne ovat symmetrisid. Téalloin tapahtuman
A todennikoisyyden laskemiseen voidaan kayttaéd klassisen todennédkoisyyden
kaavaa:

_ tapahtumalle A suotuisien alkeistapausten mééri

P(4) kaikkien alkeistapausten méaara
Tapahtumalle A suotuisa alkeistapaus on sellainen, joka kuuluu tapahtumaan
A. Klassista todennékoisyytta hyodynnetaédn useissa uhkapeli- ja arvontatilan-
teissa.

Lasketaan edelld méériteltyjen tapahtumien A, B ja C' todennikoisyydet.
Kuusitahokkaan tapauksessa kaikkien alkeistapauksien lukumééra on 6.

2
P(nopan silméluku on vihintdéan 3) = §=37 0.67.
P(pariton Tuku) = > — = — 0.5
riton =—-=-=05.
pariton luku) = & = o
1
P(luku 2) = i 0.17.

1.3.2 Tilastollinen todennikoisyys

Useat satunnaisilmiot ovat monimutkaisempia kuin mité klassisen todennékoi-
syyden kéyttdminen edellyttdéd. Esimerkiksi kolikonheitossa voidaan pohtia,
ovatko klaava- ja kruunapuolet kesken&édn riittdvan samanlaisia tuottaakseen
symmetrisen tuloksen. Téllaisissa tilanteissa tapahtumien todennékoisyyttéa
voidaan tutkia tilastollisen todennékoisyyden avulla. Tilastollinen todennékoi-
syys perustuu nimensid mukaisesti joko tilastoon tai koetta varten kerattyyn
aineistoon. Télloin tapahtuman A todennékoisyys lasketaan:

tapahtumaan A kuuluvien toistojen méaéra
P(A) = — — v :
kaikkien toistojen maara
Nimittdja on siis koko aineiston maééra ja osoittaja on tapahtumaan A kuu-
luvien tapausten méaara. Tilastolliseen todennékoisyyteen pohjautuen voidaan
esimerkiksi laskea todennékoisyys, ettd yliopistossa aloittava opiskelija valmis-
tuu tavoiteajassa. Télloin arvio perustuu aiemmin aloittaneista opiskelijoista
keréittyyn aineistoon. Mitd suurempi aineisto on, sitd varmempana saatua tu-
losta voidaan pité&, mikéli aloittavien opiskelijoiden tilanne ei ole merkittavésti
muuttunut aineiston kerddmisen jélkeen.

Esimerkiksi pelinkehittédjé voi tehdé koejulkaisun uudesta pelisté ja arvioi-
da saadun aineiston perusteella, kannattaisiko peliin tehd& muutoksia ennen
sen julkaisemista muihin maihin. Jos free to play -pelin koejulkaisussa 1500
pelaajasta 75 tekee vdhintddn yhden oston pelissd, voidaan ostoja tekevien



pelaajien osuuden arvioida olevan % = 0.05. Tamén mukaan olisi siis 5 %
todennikoisyys, ettéd pelaaja maksaa pelaamisestaan jotain. Tamén jélkeen pe-
linkehittdjéan tulee arvioida, onko taméa tulos tarpeeksi hyva pelin julkaisemisen

jatkamiseksi.

1.3.3 Kombinatoriikka

Kombinatoriikka eli kombinaatio-oppi késittelee sité, kuinka monella eri tavalla
adrellisesté joukosta voidaan valita erilaisia yhdistelmiéd. Yhdistelméssa jérjes-
tykselld voi olla merkitysté, esimerkiksi urheilujoukkueissa kullakin pelaajalla
on tietty pelipaikka. Toisaalta merkitystd voi olla ainoastaan silld, millainen
joukko valitaan, eli kaikki yhdistelmén jasenet ovat keskendin samanlaisia tai
samanarvoisia Tamé4 tilanne esiintyy esimerkiksi, kun tietystd joukosta esinei-
ta valitaan, mitka kolme ottaisi mukaan autiolle saarelle. Kdydaén seuraavaksi
lapi kombinatoriikan peruskasitteita.

Tuloperiaatteella lasketaan, kuinka monta erilaista perdkkéisista valin-
noista koostuvaa yhdistelméd on mahdollista muodostaa. Sitd kaytetadn esi-
merkiksi, kun ratkaistaan, kuinka monta erilaista asua saadaan tietyistd maéa-
ristd paitoja, housuja ja kenképareja. Tuloperiaatteen mukaisesti kaikkien va-
lintatilanteiden vaihtoehtojen méarat kerrotaan keskenéén, jolloin saadaan eri-
laisten kokonaisuuksien mééra. Jos paitoja on 5, housuja 3 ja kenkédpareja 4,
erilaisia asukokonaisuuksia on 5 -3 -4 = 60, kun kaikista kategorioista tulee
valita yksi vaate.

Kun kaikki joukon alkiot laitetaan jirjestykseen, saadaan permutaatio.
Jokainen erilainen jérjestys on eri permutaatio, ja kaikkien permutaatioiden
médra voidaan laskea tuloperiaatteen avulla. Esimerkiksi kidytossd on seitse-
mén vérid, joilla varitetddn sateenkaaren seitsemén raitaa erivérisiksi. Ylim-
man kaaren véri voidaan valita seitsemésté vaihtoehdosta. Toiseksi ylin ei saa
olla samanvérinen, joten sen véri voidaan valita kuudesta. Tété jatketaan, kun-
nes kaikki kaaret on véritetty. Erilaisia vaihtoehtoja on 7-6-5-4-3-2-1 = 5040.
Téalle tulolle on merkintd 7!, joka luetaan “seitsemén kertoma”. Jos joukossa
on n alkiota, sen permutaatioiden méa#rd on m kertoma, joka méadritellaan
nl=n-(n—-1)-(n—2)-(n—3)-...-3-2-1. Lisiksi 0! = 1.

Mikéli koko maéadrdstd n valitaan k alkion jarjestetty osajoukko, puhu-
taan k-permutaatiosta, jota kutsutaan myos k-variaatioksi. Jos edelli-
sen esimerkin tilanteessa véreja olisi 11, erilaisia sateenkaaria voisi vérittaa
11-10-9-8-7-6-5 = 1663200. Tama 11 alkion 7-permutaatio saadaan

11!

myos laskemalla OEGIE Yleinen kaava n alkion k-permutaatiolle kirjoitetaan

(n%!k)!:n-(n—1)~(n—2)~...'(n—(k;—1)).

Kombinaatio on osajoukko, jonka alkioiden jérjestyksella ei ole vélia. Teh-
dédan esimerkiksi kakkua, johon on kymmenen eri tdytevaihtoehtoa. Kakun si-
sadn tulee kolme eri taytettéd, mutta ei ole merkitysta, mihin jarjestykseen téayt-
teet tulevat. Kolme tédytevaihtoehtoa voidaan laittaa 3! = 6 jdrjestykseen, eli

jokainen eri osajoukko esiintyy 3-permutaatioiden mééréssa 6-kertaisena. Kun



3-permutaatioiden méaara jaetaan talla luvulla, saadaan 3-kombinaatioiden maé-
rd. Talloin erilaisia taytevaihtoehtoja kakulle on Woi:s)! = 120.

Kun n alkion joukosta valitaan k-kombinaatio, edelld kéytetty kaava
yleistyy muotoon #Lk), Tatd merkitddn lyhemmin (Z) Merkintda kutsu-
taan binomikertoimeksi, ja se luetaan "n yli k:n” tai "n alla k7. Huomaa,
ettéd (Z) = 1 eli joukon kaikki alkiot voidaan valita yhdella tavalla, ja tuloksena
on koko joukko itse.

Kombinaatioilla on tulkinta my6s binomitodennékoéisyyden yhteydessé, kun
on n yritysté, joista k onnistuu. Téll6in kiinnostuksen kohteena on, kuinka mo-
nessa eri jarjestyksessd onnistumiset voivat esiintyé yritysten joukossa. Esimer-
kiksi, kun koripalloilija saa kolme vapaaheittoa ja hédn saa niisté kaksi siséén,
onnistuneet korit voivat tulla kolmella eri tavalla: sisédédn menee heitoista joko
kaksi ensimmaisté, kaksi viimeisté tai ensimmaéinen ja viimeinen. Tulos voidaan
myos laskea (g) = 3.

Mikali on epéselvad, ovatko edelld esitetyt esimerkit toisiaan vastaavia ti-
lanteita, voidaan kakkuesimerkki ajatella seuraavasti: asetetaan kaikki téayte-
vaihtoehdot poydélle riviin ja tdmén jélkeen valitaan kolmikkoja, jotka padse-
vit kakun téaytteeksi. Esimerkiksi yhteen tédytevaihtoon tulee rivisséa olevista
taytteistd ensimméinen, kolmas ja seitsemés ja téssé tilanteessa taytteet ovat
mansikkahillo, banaani ja kermavaahto. Té&lloin "yritys” on laittaa kakkuun

taytteitd, mutta vain kolme téytteistd "onnistuu”.

1.3.4 Onko jarjestykselld merkitysta vai ei?

Edellé esitettiin tilanteita, jossa laskettiin joko k-permutaatioita tai k-kombinaa-
tioita n alkion joukosta. Aina ei ole valttamatta selvié, pitdako osajoukon jar-
jestys ottaa huomioon vai ei. Otetaan esimerkki tavallisella korttipakalla. Kort-
tipakassa on neljé eri maata: punaiset maat ruutu ja hertta sekd mustat maat
risti ja pata. Jokaisesta maasta on kortit, jotka vastaavat lukuarvoja 1-13. Yh-
teenséd pakassa on siis 52 korttia. Tarkastellaan seuraavaksi eri tapoja laskea
pokerin neloskésien méadra ja yhdelld jaolla saatavan neloskidden todennékoi-
syys. Télloin kddesséd on nelja samannumeroista korttia ja yksi muu kortti.
Lasketaan ensin neloskésien méédra kombinaatioiden nakokulmasta, eli ké-
dessé olevien korttien keskindisella jarjestykselld ei ole merkitysta. Neloset voi-
vat olla mitd numeroa tahansa, mahdollisia arvoja on siis 13. Pakassa olevat
neljd samanarvoista korttia voi valita kédteen yhdelld tavalla. Viidennen kor-
tin voi valita 12 lukuarvosta, ja se voi olla mistd tahansa neljastéd eri maasta.
Téalloin tuloperiaatetta kayttdmélla saadaan erilaisten neloskédsien méaraksi
13-1-12-4 = 624. Saman voi laskea binomikertoimia kayttamalla:

() -z

jossa ensin valitaan, mitd numeroa neloset ovat. Témén jélkeen ne kaikki nel-
ja korttia valitaan kéteen mukaan. Sen jilkeen arvotaan, mitd numeroa viides
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kortti on, ja sen numeroisista korteista valitaan yksi kédteen. Viidenneksi kor-
tiksi voi myos valita suoraan minké tahansa jéljelld olevista 48 kortista:

() v

Pokerikdden voidaan myos ajatella muodostuvan kahdennumeroisista korteis-
ta, joita toisia on yksi ja toisia neljd. Kolmestatoista kortista kaksi voidaan
valita (123) = 78 tavalla. Téssi ei vield oteta huomioon, etti jokainen numero-
pari voi muodostaa kaksi erilaista neloskétté: toinen numeroista on neloset ja

toinen on viides kortti. Maara tulee siis kertoa kahdella. Tulos on taas sama:

13\ /4 (4 13-12-11!
2 =2 . 2 1. 4=13-12-1-4=624
(2)(4) <1) 2011 3 0

Neloskésien kombinaatioiden mééréan voi siis laskea usealla eri tavalla.

Neloskésien todennékoisyyksien laskemiseen tarvitaan myos klassisen to-
dennékoisyyden kaavassa olevan nimittdjéan arvo eli kaikkien mahdollisten k&-
sien madra. Binomikerrointa kayttamélla saadaan laskettua, kuinka monella
tavalla 52 kortista voi valita 5:

52 52! 52! 52-51-50-49-48
- = = = 2598 960.
< 5 ) 51(52 = 5)! 547! 5!
Niin nelosten todennékoisyydeksi saadaan 0,24 %:
24 1
P(neloset) = 0 ~ 0.00024.

T 92598960 4165

Edellé ei otettu huomioon, etté jokainen pokerikési voidaan jakaa useassa
eri jarjestyksessé. Lasketaan kaikkien erilaisten késien méara tésséd tapaukses-
sa. Ensimmaéinen kortti voidaan valita 52 kortista, toinen 51 kortista, kolmas
50:sté, neljas 49:sté ja viides 48 kortista. Kyseesséd on 5-permutaatio 52 kortis-
ta. Kaikkien jérjestysten maéra on:

52! 52!
G2_5) a7 52 -51-50-49-48 = 311875 200.

Neloskésien permutaatioiden méaara saadaan laskettua tuloperiaatteen avul-
la. Kédydaan lapi yksi esimerkkijako: Ensimméinen kortti voi olla miké tahansa.
Sen jilkeen pakassa on 3 samannumeroista korttia, jotka nousevat yksi kerral-
laan. Lopuksi kidden tdydentdd mika tahansa muu 48 kortista. Nita jéarjestyk-
sid on H2-3-2-1-48 = 14976. Nelosten kanssa kddessa oleva kortti voidaan
kuitenkin jakaa kdteen missd tahansa vaiheessa. Siksi jérjestyksid on yhteen-
sd 5 - 14976 = 74880. Kaikkien jérjestysten laskemista on havainnollistettu
taulukkoon 1.

Nelosten lisdksi kiddessa oleva yksittdinen kortti voi sijaita jaossa siis (?) =5
eri kohdassa, ja neloset voivat olla kesken#ddn 4! = 24 eri jarjestyksessa. Eri
jakojen ma&ra voidaan laskea my0s:
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(i)) -41-624 =5-4!1-624 = 5! - 624 = 74 880.

Kaavassa oleva kombinaatioiden méaérd 624 on voitu saada esimerkiksi milla
tahansa edellé esitetyistéd tavoista. Yleistetysti voidaan ajatella, ettd 5 korttia
voi olla 5! = 120 jérjestyksessé riippumatta siitd, mikéa kortin numero on.

Nelosten todennékéoisyydeksi permutaatioita kdyttamalla saadaan:

74880 1
311875200 4165

P(neloset) = ~ 0.00024,

joka on tasmailleen sama kuin kombinaatioilla laskettuna.

Jos siis laskee pokerin eri neloskésien méérad, on merkitysté silld, otetaan-
ko jérjestys huomioon vai ei. Todennékoisyyden kannalta silld ei kuitenkaan
ole merkitystd. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tAmé pétee aina, kun n kokoisesta
joukosta valitaan k. Olkoon m tapahtumalle A suotuisten alkeistapausten k-
kombinaatioiden lukumaéaréd. Tapahtuman todennékoisyys saadaan jakamalla
m binomikertoimella (Z), joka antaa kaikkien k-kombinaatioiden méadran. Kun
binomikertoimen mééaritelmé kirjoitetaan auki ja todennékoisyyden lauseketta
muokataan hieman, ndhdéan, ettd nimittdja vastaa k-permutaatiota ja osoit-
tajana on suotuisten alkeistapausten permutaatioiden méara:

m m _k:!m

(Z) k!(:ik)! (ni!k)!

Todennékoisyytta laskiessa ei ole siis merkitysté, ottaako jérjestyksen huo-
mioon vai ei. Tarkedd on se, ettd laskee kaikkien ja suotuisten tapausten méaa-
ran samalla tavalla (Lewis, 1999). Mikili taas lasketaan lukuméaria, taytyy
tietédd, lasketaanko eri jarjestykset keskenéén erilaisiksi vai samanlaisiksi.

Taulukko 1: Kuinka monella tavalla voi saada pokerissa neloset, kun kédessé
olevien korttien jérjestykselld on vélid. Taulukon oikea puoli osoittaa yksittéi-
sen kortin X sijainnin nelosten O joukossa. Vasemman puolen tulo osoittaa,
kuinka monessa jérjestyksessd kukin rivi voidaan valita. Yhteensé erilaisia ja-
koja tulee 5-52-3-2-1-48 = 74 880. Taulukko mukailee Lewisin (1999, s. 32)
esittdméad kaaviota.

52.48.3.2-1,:X O O O O
52.48.3-2-1,0 X O O O
52-3-48-2-1'0 O X O O
52.3-2:48-1'0 O O X O
52:3-2-1-4810 O O O X



1.4 Ongelmanratkaisu ja todennikoisyys peruskoulun ope-
tussuunnitelman perusteissa

Peruskoulun opetuksen tulee noudattaa peruskoulun opetussuunnitelman pe-
rusteita. Tarkastellaan seuraavaksi, miten ongelmanratkaisuun liittyvit ele-
mentit sekd todennidkoisyyden opettaminen ilmenevat Peruskoulun opetus-
suunnitelman perusteissa 2014 (Opetushallitus, 2016). Oppiainesisiltojen li-
siaksi opetussuunnitelmaan on kirjattu laaja-alaisen osaamisen tavoitteita.

Ensimmaéinen laaja-alaisista osaamiskokonaisuuksista (L1) on ajattelu ja
oppimaan oppiminen. Siihen siséltyy paljon ongelmanratkaisuun liittyviad tee-
moja, kuten tutkiva ja luova tyoskentelyote, yhdessa tekeminen sekéd mahdolli-
suus syventymiseen ja keskittymiseen. Itseensé ja omiin ndkemyksiinsé luotta-
minen, eri ndkokulmien tarkasteleminen, toisten ndkokulmien kuunteleminen
ja avoimuus uusia ratkaisuja kohtaan ovat myos taitoja, joita matemaattisessa
ongelmanratkaisussa harjoitellaan. Vuosiluokilla 7-9 ajattelun ja oppimaan op-
pimisen osaamiskokonaisuuden tavoitendkokulmissa painottuvat muun muassa
oppilaiden omien ideoiden tukeminen seké tilaisuuksien antaminen itsenéiseen
ja yhteiseen ongelmanratkaisuun, argumentointiin, paattelyyn ja johtopadtos-
ten tekemiseen.

Ongelmanratkaisun opettelu nikyy myods matematiikan oppimistavoitteis-
sa koko peruskoulun lépi, ja ongelmanratkaisutaito on yksi matematiikan ar-
viointikohteista 6. ja 9. luokan péittoarvioinneissa. Vuosiluokkien 7-9 mate-
matiikan opetuksen tehtédviin kuuluvat mm. ongelmien matemaattinen mallin-
taminen ja ratkaiseminen, omien ratkaisujen esittdminen ja niisté keskustele-
minen sekd tavoitteellinen, tdsmaillinen ja pitkdjénteinen toiminta. Liséksi 7-9
vuosiluokille kirjatuissa opetuksen tavoitteissa esiintyy tieto- ja viestintétek-
nologian sekéd ohjelmoinnin kidyttdminen sekd matematiikan opiskelussa etté
ongelmanratkaisussa.

Todennékoisyyden osalta peruskoulun opetussuunnitelma on melko vélja:
matematiikan siséltdalueisiin on vuosiluokilla 3-6 kirjattu "tutustutaan toden-
nakoisyyteen arkitilanteiden perusteella paétteleméilld, onko tapahtuma mah-
doton, mahdollinen vai varma” ja vuosiluokilla 7-9 "lasketaan todennékoisyyk-
sid”. 9. luokan padttoarvioinnin arvosanan 8 kriteeri todennékdisyyden osalta
on se, ettd oppilas osaa méaarittad seka klassisia etté tilastollisia todennakoi-
syyksié.

1.5 Ongelmanratkaisu ja todennékdéisyys lukion opetus-
suunnitelman perusteissa

Lukion opetussuunnitelman perusteet 2015 (Opetushallitus, 2015) kasittelee
ongelmanratkaisun harjoittelua useaan otteeseen yleisella tasolla. Luvussa 3.2
esitetddn tavoitteet opiskeluympéristoistd ja -menetelmistd. Oppimisen mo-
nimuotoisuuden vuoksi kdytetdin monipuolisia opiskelumenetelmia. Tutkimi-
seen, kokeilemiseen ja ongelmanratkaisuun perustuvien opiskelumenetelmien
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kéyton todetaan edistdvan oppimaan oppimista ja kehittavén kriittista ja luo-
vaa ajattelua. Myo6s lukuun 5.1 kirjattuihin opiskelun yleisiin tavoitteisiin kuu-
luu opiskelijan ongelmanratkaisutaitojen kehittdminen.

Luvussa 5.2 kisitelldén lukiokoulutukseen kuuluvia aihekokonaisuuksia, jot-
ka ovat yhteiskunnallisesti merkittavia kasvatus- ja koulutushaasteita. Naitéa
aihekokonaisuuksia on yhteensé kuusi. Kaikkien aihekokonaisuuksien yhteisiin
tavoitteisiin kuuluu mm. opiskelijalle mahdollisuuden antaminen luovaan on-
gelmanratkaisuun ja ajatteluun. Tamé tavoite on myos kirjattu erityisesti tek-
nologia ja yhteiskunta -aihekokonaisuuden alle. Samassa aihekokonaisuudessa
on myos tavoite oppia suhtautumaan erehdyksiin luovaan prosessiin kuuluvana
kokemuksena. Tama taito on tédrked ongelmanratkaisun parissa.

Matematiikan oppiaineen tavoitteet ja siséllot ovat opetussuunnitelman lu-
vussa 5.6. Seké pitkén ettéd lyhyen matematiikan tavoitteisiin kuuluu opiskeli-
jan kannustaminen matemaattisten ongelmien luovaan ratkaisemiseen. Liséksi
tavoitteena on kéiyttéia tietokoneohjelmistoja apuna matematiikan oppimiseen,
tutkimiseen ja ongelmanratkaisuun.

Pitkdn matematiikan osalta tavoitteita ongelmanratkaisulle on enemmén-
kin: Opiskelijan tulee kehittidd lausekkeiden késittely-, paattely- ja ongelman-
ratkaisutaitojaan. Lukio-opintojensa aikana hén harjoittelee késitteleméén tie-
toa matematiikalle ominaisella tavalla eli tekemééan otaksumia, tutkimaan nii-
den oikeellisuutta ja laatimaan perusteluja. Téarkedéd on pystyé arvioimaan pe-
rustelujen patevyytta ja tulosten yleistettdavyyttd. Opiskelija opettelee myos
mallintamaan kaytdnnon ongelmatilanteita ja hyodyntdméin erilaisia ratkai-
sustrategioita.

Lyhyen matematiikan puolelta ei 16ydy tarkennuksia matemaattisen ongel-
manratkaisun opettamiseen. Lahimpéna sitd opetuksen tavoitteissa on opiskeli-
jan rohkaiseminen kokeilevaan, tutkivaan ja keksivdén oppimiseen. Ongelman-
ratkaisussa tarvitaan taitoa tehdé johtopéadtoksid matematiikkaan pohjautuen,
joten myos tdmaé tavoite toteutuu ongelmanratkaisun opettamisessa.

Pitkdssd matematiikassa todenndkoisyyttd opetetaan kurssilla Todenné-
koisyys ja tilastot (MAA10). Se on pitkdn matematiikan viimeinen pakolli-
nen kurssi. Todennékoisyyden késitteestd opetetaan klassinen ja tilastollinen
todennékoisyys. Opiskelija perehtyy myos kombinatorisiin menetelmiin ja to-
dennékoisyyksien laskusdéntoihin. Tavoitteena on ymmaértaé diskreetin toden-
nékoisyysjakauman késite ja oppia madrittdméan jakauman odotusarvo ja so-
veltamaan sitd. Aiheena on lisdksi jatkuva todennékoisyysjakauma, jonka eri-
koistapaus on normaalijakauma.

Lyhyessd matematiikassa on kaksi todennékoisyyttéd késittelevaéd kurssia:
pakollinen tilastot ja todennidkoisyys -kurssi (MABS) sekd syventévid kurssi
tilastot ja todennékoisyys I (MABS). Todennikoisyydesté lyhyessid matema-
tiikassa opetetaan todennékoisyyslaskennan perusteet eli kombinatoriikkaa ja
todennéakoisyyden késite. Tavoitteisiin kuuluvat myo6s todennédkoisyyden las-
kulakien kdyttaminen. Syventéavalla kurssilla kiydadn myos normaali- ja bino-
mijakauma, toistokoe seké luottamusvali.
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2 Taitopelin kuningas

Seuraavan tehtévéssé kisitellddn todenndkoisyytta helposti lahestyttivissa ja
ymmarrettiavissid asiayhteydessd. Tehtdva sopii sekéd peruskouluun ettd lu-
kioon.

Eragssa digitaalisessa pelisséd on taitotehtévid, joita kukin pelaaja voi yrit-
tdd vain kerran. Ensimmaiisen tehtdvin suoritti onnistuneesti 40 % pe-
laajista ja toisen tehtdvin 70 % pelaajista. Samat pelaajat ovat yrittdneet
molempia tehtévia. Ei ole kuitenkaan kerrottu, mika osuus pelaajista péasi
lapi molemmat néista taitotehtavista.

Arvioidaan todennékoisyytté, ettd satunnaisesti valittu pelaaja on paéssyt
ldpi molemmat tehtdvat. Kuinka suuri tdméa todennékoisyys on korkein-
taan? Kuinka suuri kysytty todennédkoéisyys on vahintdan? Kuvaile, mil-
laisissa tilanteissa ndmé& todennédkoisyydet toteutuisivat. Miké arvo olisi
mielestdsi todennédkoinen molempien tehtédvien ldpéisemisen todennakoi-
syydelle? Perustele nikemyksesi.

2.1 Todennikoisyyden arviointi

Ongelman ymmaértadminen aloitetaan ldhtotietojen selvittdmiselld. Tehtavasté
kannattaa myos piirtdd havainnollistava kuva.

o Milla tavalla tiivistiisit tehtdvanannon?
e Poimi tarkeimmét tiedot tehtavanannosta.
e Mihin kysymykseen pitda vastata?

Ongelman kysymys on monivaiheinen. Tehtédvéssa pyydetdén arvioimaan to-
dennékoisyydelle suurin ja pienin mahdollinen arvo. Liséksi oppilaan tulee poh-
tia, mikd todennékoisyyden arvo olisi todennékoinen, eli mitd arvoa hén pitda
parhaana arvauksena. Jokainen kysymys kannattaa kdaydéa lapi erillisend. Aloi-
tetaan kuitenkin tehtdvénannon sisdistdmisella.

Tehtavissa tulee selvittda todennékoisyyksié, joten oppilaan ajatukset kan-
nattaa suunnata aluksi todennékoisyyden pohtimiseen:

Mitéa todennékoisyyksid tehtdvissa on annettu?
Miten ldhtoarvot tulkitaan todennékoisyyksiksi?
Mité todennékoisyys kuvaa?

Millaisia arvoja todennékoisyys voi saada?
Milla valilla todennékoisyys on aina?

Tehtavissd on annettu osuudet pelaajista, jotka ovat padsseet lapi tehtéavat.
Néaméi voidaan tulkita tilastollisiksi todennékoisyyksiksi:

1. tehtdvén suorittaneiden maara
P(suorittaa 1. tehtévin) = — — — = 40%.
kaikkien pelaajien maara

15



Todennékéisyys on luku, joka voidaan ilmoittaa joko lukuna vililtd 0-1 tai
prosenttilukuna 0-100 %. Todennikoisyys kuvaa, kuinka mahdollista tai var-
maa jokin tapahtuma on. Mahdottoman tapahtuman todennékoéisyys on 0 eli
0 %. Varman tapahtuman todennikoisyys on 1 eli 100 %.

Kun oppilaat sisdistavit tehtdvinannon, heille voi antaa omaa aikaa tehda
ratkaisusuunnitelmaa, tutkia ja ratkoa tehtdvaa. Mikéli ratkaisusuunnitelman
tekeminen ei ole heille tuttua tai he eivét osaa edeté ratkaisussaan, oppilaita
voi ohjata esittamallé heille kysymyksié.

Ensimmaéinen tehtdvanannon kysymyksista koskee todennédkoisyytta, ettéa
on pédssyt lapi molemmat tehtéavét eli todennékoisyyksien leikkauksen maksi-
mia. Seuraavilla kysymyksilld voi ohjata oppilasta ongelman pariin:

e Kuinka suuri osuus pelaajista on maksimissaan / korkeintaan paéssyt
ldpi molemmat tehtdavat?

e Kuinka paljon suorittaneiden osuus on kummassakin tehtdvéssi?

e Arvaa jokin todennékéisyys ja perustele, voiko se olla mahdollinen.

e Tuo tehtavaan lisda alkuarvoja.

Yksinkertaisimmillaan ongelman voi ratkaista esimerkiksi seuraavalla ajatte-
lulla: Ensimmaisen tehtdvin lipaisee pelaajista 40 % ja toisen 70 %. Molem-
mat tehtéavat ldpéisseitd voi olla korkeintaan yhta suuri osuus kuin ensimméi-
sen tehtavén lapaisseita. Jos kaikki ensimmaéisen tehtavin ldpéisseet lapaisevit
toisen tehtdvan, on molempien tehtiavien lipiisseiden prosentti 40 %. Kaavana
asian voi esittaéd esimerkiksi:

min(40 %, 70 %) = 40 %.

Jos tehtavin ratkaisu néin systemaattisesti ei heti onnistu, oppilas voi esi-
merkiksi arvata, ettd 50 % péési lipi molemmat tehtéivit. Tamén jilkeen hanen
tulee perustella, voiko arvaus olla mahdollinen. Koska ensimméisen tehtavin
paasi lapi vain 40 % pelaajista, 50 % ei ole voinut p#ésté ldpi molempia. Tama
havainto voi auttaa péddseméén ratkaisuun.

Mikali tehtavad on vaikeaa ldhestyé vain osuuksien ja todennékéisyyksien
kautta, oppilas voi ratkaista tehtdvan padttdaen, ettd pelaajia on ollut yhteen-
sé esimerkiksi 100. Konkreettisilla luvuilla laskiessaan hidnen voi olla helpompi
huomata, kuinka monta ihmistd on voinut pa#sta ldpi molemmat tehtéavat. Eli
kuinka monta pelaajaa on maksimissaan voinut paéasta ldpi molemmista teh-
tavistd, jos 40 pelaajaa padsi lapi ensimmaéisen tehtédvéan ja 70 pelaajaa padsi
lépi toisen tehtavin? Kun oppilas keksii vastauksen, hén on ldhelld ratkaisua.
Vastaus ei saa kuitenkaan perustua itse lisdttyihin alkuarvoihin, joten hinen
taytyy ratkaista vield alkuperédinen tehtéavi, jossa ei ole annettu kaikkien pe-
laajien maaraa.

Oppilas saattaa tehda virhepddtelmén siitd, ettd maksimi on 70 %. Eri-
tyisesti télloin oppilas voi piirtdmalla havaita tehneenséd virheen. Kuvassa 1
on esitetty visualisointi tehtdvadn. Yhtéa lailla tehtdvien suorittamisen toden-
nékoisyydet voi esittdd kahtena ympyrané, joiden leikkaus on todennékoisyys
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Tehtdvien 1 ja 2 ldpaisytodennikoisyyksien leikkauksen maksimi

40 %

Kaikki pelaajat = 100 %

Kuva 1: Havainnollistus mahdollisimman suuresta todennékoisyydesté suorit-
taa molemmat tehtavit 1 ja 2. Todennikoisyyden maksimi on 40 %.

padstd lapi molemmat tehtéavat. Talloin taytyy olla tarkkana, ettei yhdisteen
todennékoisyys ylitd 100 prosenttia. TAmén estdmiseksi kuvaan on havainnol-
listettu kaikki pelaajat. Kummallekin tehtéville on oma palkki, joka kuvaa
tehtédvén suorittamisen todennédkoisyyttd. Kuvaan on piirretty tehtdvien pal-
kit mahdollisimman paljon péaallekkéin, silld etsitdédn leikkauksen maksimia.
Pasllekkédin meneva osuus kuvaa todennékoisyytta ldapaistd molemmat tehté-
vit. Tassé tapauksessa ensimméisen tehtédvan palkki sijoittuu kokonaan paal-
lekkiin toisen tehtavan palkin kanssa. Kokonaisuudessaan leikkaus on 40 %.

Seuraavana oppilaan tulee selvittda alaraja leikkauksen todennékoisyydelle.
Oppilas voi osata soveltaa edellistd kohtaa itsendisesti vastauksen saamiseen.
Mikéli on tarvetta avulle, ohjaamisessa voi kiyttdd pédasiassa samoja kysy-
myksid ja tekniikoita kuin maksimin etsimisessé. Lisdksi alarajaa voi ldhestya
pohtimalla mahdollisimman pientéd todennakoisyytté:

e Kuinka suuri osuus pelaajista on minimissédén / vahintdan padssyt 1api
molemmat tehtavit?
e Voiko kysytty todennikéisyys olla 0 %7

Tavoitteena nyt on saada tapahtumien leikkaus mahdollisimman pieneksi. Min-
ké tahansa tapahtuman todennikoisyys on vihintaan 0 %, joten se on hyva
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arvaus leikkauksen todenndkoisyyden alarajaksi. Tamé todenndkoisyys tar-
koittaisi, ettd kaikki ensimmaéisessd tehtédvéssa onnistuvat epédonnistuvat toi-
sessa tehtédvassa. Talloin kukaan ei péadse ldpi molempia tehtavid. Ensimméi-
sessd tehtavissi onnistuu 40 %, mutta toisessa tehtivissi epdonnistuu 100 % —
70 % = 30 %. Télloin kaikki ensimmaéisessd tehtdvissd onnistuneista eivit voi
epaonnistua toisessa tehtédvissé, eikd tapahtumien leikkauksen todennékoisyys
voi olla 0 %.

Tama pédttely voi auttaa ndkemédn vastauksen alkuperdiseen kysymyk-
seen. Pienin leikkaus saadaan, kun mahdollisimman moni ensimmaéisessé teh-
tavassid onnistuneista epdonnistuu toisessa tehtévissa. Toisessa tehtédvissa epé-
onnistuvia on 30 %, joten ensimmaéisessd onnistuvia ja toisessa epaonnistuvia
on korkeintaan 30 %. Niinpid molemmissa onnistuvia on vahintdan 40 % —
30% = 10%.

Saman voi padtelld myos toisin: Pienin leikkaus saadaan, kun mahdolli-
simman suuri osuus ensimmiisessi tehtivissi epdonnistuneista 60 %:sta on-
nistuu toisessa tehtédvéssia. Kun toisen tehtdvin suorittaneiden osuudesta va-
hennetdén osuus, johon kuuluvat onnistuivat toisessa tehtdvéssa ja epdonnis-
tuivat ensimmaisessé, saadaan osuus molemmissa tehtavissd onnistuneille. Eli
70% — 60% = 10% ensimmiisessi tehtavissi onnistuneista onnistuu myos toi-
sessa tehtavassa.

Saman tuloksen voi saada myo6s kolmannella tavalla: Kaikki pelaajat muo-
dostavat 100 %, eikd timéi méirid saa ylittyd edes eri tapahtumien yhdisteel-
le. Lasketaan siis ensimmaéisen ja toisen tehtdvéan onnistuneesti suorittaneiden
osuudet yhteen ja katsotaan, kuinka paljon 100 % ylittyy. Talloin saadaan
osuus, jonka tapahtumat vahintaén leikkaavat. Témé on leikkauksen todenné-
koisyyden minimi.

40 % + 70 % — 100 % = 10 %

Saman voi ajatella visuaalisesti: Kuvaan 2 on havainnollistettu leikkauksen
minimi kahdelle tapahtumalle. Kaikkia pelaajia kuvaava palkki asettaa rajat,
joiden ulkopuolelle muita palkkeja ei voi asettaa. Nyt tehtévien ldpdisemisen
todennikoisyyksia kuvaavat palkit tayttavit koko 100 % ja ne leikkaavat mah-
dollisimman vahéan. Tehtédvien 1 ja 2 suoritustodennédkdéisyydet menevét paal-
lekkéin 10 %-yksikon osalta.

Kun leikkauksen todennékdéisyyden yléa- ja alaraja ovat selvilld, tulee ku-
vailla sanoin, millaisia tilanteita saadut todennékoisyydet kuvaisivat. Oppilas-
ta voi auttaa yksinkertaistamalla kysymyksia:

e Miten kuvailisit pelaajia?
e Miten kuvailisit tehtavia?

Jos leikkaus olisi maksimi 40 %, kaikki ensimméisessd tehtivissid onnis-
tuneet pelaajat onnistuisivat myos toisessa tehtéavissé. Lisdksi ensimmaéisessé
tehtavissi epdonnistuneista puolet eli kokonaisuudesta 30 % saisi toisen teh-
tavén lapi. Toinen tehtéva on siis joko helpompi kuin ensimméinen, tai ensim-
méisestd on opittu jotain toisessa hyodynnettivad asiaa.
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Tehtdvien 1 ja 2 ldpiisytodennikdsisyyksien leikkauksen minimi

10%

Kaikki pelaajat = 100 %

Tehtava 1 lapi
=40 %

Tehtava 2 1api =70 %

Kuva 2: Havainnollistus mahdollisimman pienestid todennékdéisyydesta suorit-
taa molemmat tehtavit 1 ja 2. Todennikoisyyden minimi on 10 %.

Jos taas leikkauksen todennikoisyys olisi minimi 10 %, ensimmaisen tehté-
vén osanneet eivit olisi parjanneet toisessa yhtéd hyvin, silld heistd vain neljés-
osa (10%/140%) olisi padssyt myos toisen tehtdvéin lapi. Kuitenkin ensimméisessé
tehtévissd epdonnistuneista (60 % osuus) kaikki olisivat saaneet toisen tehté-
vén lapi. Talloin vaikuttaisi siltd, etta tehtavat ovat keskendén todella erilaisia,
silld ensimmaéisessd onnistuminen ei kaytdnnossi edesauta toisessa onnistumis-
ta, ennemminkin péinvastoin.

Nyt, kun leikkauksen todennékoisyyden déripdiden tulkinnat ovat selvilla,
padstadn viimeiseen kysymykseen: mika olisi mielestési hyva arvio molempien
tehtavien ldpéaisemisen todennékoisyydelle? Tamé arvio on henkilokohtainen,
ja péddasia on, ettd oman arvionsa osaa perustella. Yksi arvio voisi olla esi-
merkiksi vélin puolivili. Molempien tehtdvien suorittamisen todennékoisyys
on véliltd 10-40 %. Puolivilissd on siis 25 %. Etenkin yldkoululainen voi miel-
tad tdmaén tilanteeksi, jolloin ensimmaéisessé tehtéavissa parjadminen ei vaikuta
toisessa tehtédvissa parjaamiseen. Mikali oppilas paatyy téllaiseen tulkintaan,
voi riippumattomuuden késitettéd tarkastella seuraavan luvun pohjalta.

Lopuksi voi my0s pohtia, mikd tapa oli helpoin ratkaista tehtédvé tai voi-
siko oppilas 16ytdd paremman tavan perustella ala- ja ylaraja leikkauksen to-
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dennékoisyydelle. Oppilaille voi myos antaa luvussa 2.3 esitettavéan lisdtehta-
vén, jossa tehtdvéssi opittua padsee hyodyntdmaan uudestaan. Konkreettisen
tehtavan kautta voi olla helpompi 10ytdé omasta mielestd paras tapa ratkoa
tallaista tehtdvéa kuin jéalkikdateen ratkaisuaan muistellessa.

Lukiolaisille lisda tehtdvéan tuo riippumattomuus, jota voi hyédyntéiéa teh-
dessé arviota todennédkoisyyksien leikkaukselle. Ylakoulun puolella riippumat-
tomuus ei ole niin oleellinen osa tehtdvié, vaan térkeintd on perehtyé toden-
nékoisyyden maaritelmééan. Yldkouluun ensisijainen tavoite on, ettéd oppilas
ymmaértid, ettd 70 % ja 40 % leikkaa viahintaan 10 %-yksikkod ja enintdéan 40
%-yksikkod. Lisdksi todennakoisyyksien tulkinta on oleellinen osa tatéd tehté-
VAA.

2.2 Riippumattomuuden hyédyntiaminen

Lukiossa késitelladn riippumattomuutta enemman kuin yldkoulussa, joten lu-
kiolaiset voivat todennédkoisyyden arvioinnissa hyodyntaé tietoaan riippumat-
tomuudesta. Jos kaksi tapahtumaa A; ja Ay ovat riippumattomia, todenn#koi-
syys, ettd molemmat tapahtuvat, on niiden tapahtumien tulo. Eli

P(Al ja Ag) = ]P)(Al) . ]P)(AQ)

Mikéli ehdolliset todennékoisyydet ovat opiskelijalle tuttuja, tapahtumien riip-
pumattomuus tarkoittaa myos sité, ettei ensimmaéisen tapahtuman tulos vai-
kuta toisen tapahtuman todennékoisyyteen. Tamé tieto voi olla erittdin hyo-
dyllinen riippumattomuuden tulkinnassa. Seuraavilla kysymyksill4 voi ohjata
opiskelijaa kiyttdmadn riippumattomuutta todennikéisyyden arvioinnin tuke-
na:

e Mitd sinun tulee olettaa, etta voit laskea todennékoisyyden lapéistd mo-
lemmat tehtavit?

e Mikd on todennikdisyys lapéistd molemmat tehtévit, jos ne ovat toisis-
taan riippumattomia tapahtumia?

e Mitéd riippumattomuus tarkoittaa?

e Ovatko tapahtumat mielestési riippumattomia?

e Milla tavalla voit kdyttéaa riippumattomuutta todennékdisyyden arvioin-
nissa’?

Jos ensimmadisen ja toisen tehtédvén suorittaminen olisivat toisistaan riip-
pumattomia tapahtumia, todennékoisyys saada molemmat tehtavit 1api olisi
aineiston perusteella 0.4 - 0.7 = 0.28. Jos tapahtumat olisivat riippumattomia,
toisessa tehtédvissd onnistuminen olisi yhtd todennékoista riippumatta siité,
onnistuiko ensimmaéisessd tehtavissd. Tamaé ei liene totta, koska kyseesséd on
taitopeli. Leikkauksen todennékoisyys siis poikkeaa riippumattomuustilanteen
28 %:sta. Koska ensimmaisessé tehtdvissia onnistuminen ennustanee myos toi-
sessa tehtédvéssd onnistumista, todennikdisyyden tulisi olla suurempi kuin 28
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Tehtédvien 1, 2 ja 3 ldpidisytodennikdsisyyksien leikkauksen maksimi

40 %

Kaikki pelaajat = 100 %

Kuva 3: Havainnollistus mahdollisimman suuresta todennékoisyydesté suorit-
taa kaikki tehtavit 1, 2 ja 3. Todennékoisyyden maksimi on 40 %.

%. Talloin on todennikoisempad piadsti lapi toinen tehtévi ehdolla etta lapaisi
ensimmaéisen tehtdvén kuin ettd ei lapéissyt.

2.3 Lisidtehtiava: Kolmas tehtava

Kun alkuperéinen tehtédvé on saatu ratkaistuksi, ongelmaa voi muokata tuo-
malla mukaan peliin kolmannen tehtavin. Kolmella tapahtumalla riippumat-
tomuuden tarkastelu monimutkaistuu, ja sen tarkastelu jatetddn huomiotta.

Kolmannesta tehtivisti padsi lapi 50 % pelaajista. Mitkd nyt ovat ala-
ja yldraja todennékoisyydelle, ettd satunnaisesti valittu pelaaja paési lapi
kaikista kolmesta tehtavasta? Oletetaan, ettd samat pelaajat ovat yritté-
neet kaikkia tehtévia.

Edellisesté tehtdvasta opittiin erilaisia tapoja ratkaista téllainen ongelma.
Nyt kolmas tehtdvd monimutkaistaa hieman tarkastelua. Mielesténi havain-
nollisin tapa ratkaista tdmé ongelma on visualisoiminen. Aiemmin opittiin,
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ettd maksimia etsittdessd tapahtumien leikkauksesta halutaan mahdollisim-
man suuri, eli kuvassa palkit piirretddn mahdollisimman paljon péillekkéin.
Minimin tapauksessa leikkauksesta halutaan mahdollisimman pieni, eli palkit
sijoitetaan mahdollisimman kauas toisistaan.

Maksimin tapauksessa voidaan toimia samalla tavalla kuin luvussa 2.1:

min(40 %, 70 %, 50 %) = 40 %.

Kolmen tehtdvén suoritustodennikoisyyksien minimi on 40 %, ja se on mak-
simi todennékoisyydelle, ettd suorittaa kaikki tehtéavit. Tamén voi perustella
myos sitd kautta, ettd koska kahden tehtévin tapauksessa ylaraja oli 40 % ei-
k& kolmannen tehtédvan suoritustodennékdéisyys ole sitéd pienempi, sama ylaraja
on edelleen voimassa.

Kuvassa 3 on kuvattuna kolmen tehtédvén ldpéisyosuudet palkkeina. Pal-
kit on asetettu mahdollisimman paljon pé&illekkéin, ja tilanne sdilyy samana:
Maksimi kolmen tehtdvén suorittamisen todennékoisyydelle on 40 %.

Alarajan tilanteessa aiemman tavan mukaiset laskutoimitukset muuttuvat
hankaliksi. Pad#dasia on huomata, ettd selvitetdén alarajaa todennékdoisyydelle
suorittaa kaikki kolme tehtavad. Télloin 0 %:n tulokseen riittaé se, etté jotkin
kaksi tapahtumaa eivét leikkaa ollenkaan. Kannattaa siis tutkia kahta pieninté
todennédkoisyyttd samaan tyyliin kuin aiemmassa tehtévéssa:

40% + 50 % — 100 % = —10 %.

Kahden pienimmén todennikoisyyden summa ei siis ylita 100 %, joten ne eivit
valttdmétté leikkaa ollenkaan. Alarajaksi tulee siis 0 %.
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Tehtédvien 1, 2 ja 3 ldpidisytodennikdisyyksien leikkauksen minimi

0%

Kaikki pelaajat = 100 %

Tehtava 1 lapi
=40 %

Kuva 4: Havainnollistus mahdollisimman pienestid todennékoisyydesta suorit-
taa kaikki tehtdvit 1, 2 ja 3. Todennédkoisyyden minimi on 0 %.

Kuvassa 4 ensimmaéisen ja kolmannen tehtdvéin todennékoisyyksia kuvaavat
palkit on sijoitettu mahdollisimman kauas toisistaan, eivitkd ne mene yhtaéan
padllekkain. Toisen tehtdvédn palkin voisi asettaa mihin vain, eiké silla olisi
vaikutusta kolmen tehtavan suorittamisen todennékoisyyden alarajaan. Koska
palkkien leikkaus jdi tyhjiksi, alaraja on 0 %.
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3 Pelata vai eik6 pelata?

Ongelmanratkaisutehtdvin tehtdviananto voi ohjata ajattelua, silld sen muo-
toilusta riippuen ratkaisua voi ldhted hakemaan eri tavoin. Joskus tehtavan-
annossa annetaan ratkaisun kannalta ylimaaréisia, tarkeilta nayttavia tietoja.
Télloin voi olla vaikeaa 16ytaa ratkaisun kannalta oleelliset asiat. Luvuissa 3.1
ja 3.5 esitetddn kaksi eri versiota samasta tehtévisti. Versiot eroavat toisistaan
kehystarinan ja annettujen lahtotietojen osalta. Ensimméinen tehtdvénanto on
suunnattu ylakouluun ja toinen lukioon. Tehtdvin ratkaiseminen késitellaan
ensimmaisen tehtdvan kohdalla, joten lukion tehtavésti kiinnostuneen kannat-
taa tutustua myos yldkoulun tehtédvén versioon.

Tehtéavan alkuperdinen versio on peréisin kirjasta Five hundred mathema-
tical challenges, jonka ovat kirjoittaneet Barbeau, Klamkin ja Moser 1995.
Tehtava 16ytyy kirjasta numerolla 317.

Luvun 3.1 ongelmasta esitetdén kolme erilaista ratkaisuvaihtoehtoa: En-
simmaiseksi paattelymenetelmé, luvussa 3.2 yleinen ratkaisu ja luvussa 3.3
listaamismenetelmé, jota kdytetddn viela myohemmin luvussa 3.6. Ongelman-
ratkaisussa hyodynnetédén luvussa 1.2 esitettyja vaiheita.

3.1 Miki elokuva katsotaan?

Taméa tehtdava on ajateltu ylakouluikéisille sopivaksi.

Seitsemaésluokkalaiset kaksoset riitelevét joka sunnuntai siitd, miké eloku-
va katsotaan perheen kesken illalla. Aiti on kylldstynyt jatkuvaan kinaan
ja sanoo kaksosille, ettd he saavat minuutin aikaa pa#std sopuun tai pela-
taan seuraavaa pelid: Aiti laittaa kirjekuoreen molempien lasten alakoulun
koulukuvat, siis kuusi kuvaa kummastakin. Tamén jélkeen kuoresta arvo-
taan pareja siihen asti, ettd kuori on tyhja. Mikéli nostetut kuvat esittavét
samaa lasta, saa kuvissa oleva lapsi parin itselleen. Mikéli nostetaan yksi
kuva kummastakin lapsesta, pari laitetaan sivuun. Katsottavan elokuvan
saa paattad kaksosista se, kummalla on enemmén pareja, kun kuori on tyh-
jé. Jos molemmilla on yhtd monta paria, diti padttaa katsottavan elokuvan.
Mitd nuorten kannattaisi tehdé tédssi tilanteessa?

Kysymys voisi olla vaihtoehtoisesti: Kannattaako nuorten pelata? Miten
neuvoisit nuoria téssd tilanteessa? Myos kysymyksen asettelu voi vaikuttaa
sithen, milld tavalla tehtdvéia ajattelee. Tehtdvénanto on kirjoitettu siten, et-
td kuulijana oleva yldkouluikédinen oppilas voisi samaistua ongelmaan. Oppi-
las saattaa ndhdé ongelmassa myts mahdollisuuden kayttéaa sitéd jollain tapaa
omassa arjessaan.

Ongelman esittdmisen jialkeen luokassa saattaa herdtéd lisdd kysymyksia,
jotka voisivat vaikuttaa siihen, kannattaako pelata vai ei. Esimerkiksi &didin
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elokuvamieltymyksesta ei kerrota tehtdvanannossa. Mité jos se suosiikin toista
nuorista? Kysymysten herdéminen on positiivinen ilmio, silla oppilaat osoitta-
vat kiinnostusta tehtavid kohtaan. Peruskoulun opetussuunnitelman (Opetus-
hallitus, 2016) tavoitteisiin kuuluu oppilaiden omien ideoiden tukeminen. T&l-
laisessa tilanteessa oppilaan idean tukeminen voisi tarkoittaa sité, ettd opettaja
kehuu oppilaita heidédn esittdmistédan huomioista. Tehtdvéan yksinkertaistami-
seksi opettaja voi kuitenkin suositella jattaméadan elokuvamieltymyksien kasitte-
lyn tdmén tehtdvian ulkopuolelle. Naité erilaisia mieltymyksid voi pohtia myos
vasta esitetyn tehtdvan ratkaisun 16ytymisen jélkeen. Jos pohditaan elokuva-
mieltymyksié, ne voivat esimerkiksi olla: kummallakin nuorella ja myos &idil-
14 on erilaiset toiveet katsottavasta elokuvasta, nuoret katsoisivat mieluummin
toistensa valitseman elokuvan kuin &didin valitseman, nuoret katsovat mieluum-
min &didin valitseman elokuvan kuin toistensa tai nuoret eivét halua myontya
sithen, etté toinen saisi paattia.

Ongelmanratkaisun ensimméinen vaihe on ongelman ymmértdminen. Mi-
kali luokassa ei herdd kysymyksia tai ideoita tehtdvan ratkaisemiseksi voi opet-
taja kysyé esimerkiksi:

Miké nuorilla on tavoitteena?

Onko kummallakin nuorella yhta hyvét mahdollisuudet voittaa didin esit-
taméssa pelissa? Miksi?

Kannattaako siis pelata?

e Miten tdmé peli toimii?

Niilla kysymyksilla pyritddn kohdistamaan ajatukset pelin tutkimista kohti
siten, ettd huomio kiinnittyy ratkaisun kannalta oleellisiin asioihin tehtdvén-
annossa. Nuorilla on tavoitteena 16ytdéd heidén kannaltaan paras ratkaisu, ja
sen loytdminen on myos ratkaisu esitettyyn ongelmaan.

Kysymys voittomahdollisuuksista ei ole vilttdmé&ton, mutta asian perus-
teleminen on kuitenkin matemaattisesti kiinnostavaa. Taméan kysymyksen voi
nostaa esille myos vasta lopuksi. Tarkoitus on herdttdd ajatuksia ratkaisun
loytamisen sijaan. Ei siis ole vialttamatonta tietdéd, kannattaako pelid pelata
todennékoisyyksien valossa. Tésséd vaiheessa opettajankin kannattaa olla poh-
diskelevalla kannalla sen sijaan, ettd vahvistaisi oikeaa ajatusta tai yrittiisi
saada oppilaan vaihtamaan mieltdnsa. Oppilas voi olla kumpaa mieltd tahansa
pelaamisen kannattavuudesta, ja siitd syystd myos lukija saa pohtia vastausta
sithen asti, ettd ratkaisu alkuperiiseen ongelmaan 16ytyy. Molemmissa tapauk-
sissa voi siirtyd pohtimaan, miten késiteltdvéna olevassa pelissa kay. Mikali
mahdollista, oppilaiden kannattaa pelata muutama kierros pelid saadakseen
siitd hyvén mielikuvan.

Merkintédtavan eli notaation kehittdminen on térkedd, koska silloin pelis-
td on helpompi keskustella ja tehdd muistiinpanoja. Oppilaita voi johdatella
keksiméaan merkintédtapa esimerkiksi seuraavilla kysymyksilla:

e Mille asioille olisi hyodyllistd saada merkintéatapa?
e Miten peli etenee?
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e Milld on merkitystd pelin kannalta?
e Voiko merkint6ja yksinkertaistaa?

Luultavasti oppilas kiinnittdd huomiota siihen, ettd pelaajia on kaksi. Heitéa
voidaan merkité esimerkiksi nuori A ja nuori B. Pelipakka koostuu kuudesta
kummankin nuoren kuvasta, eli kuvia on yhteensé kaksitoista. Pelissa jactaan
pareja, ja ne voivat koostua joko yhden nuoren kuvista tai kummankin nuoren
yvhdesté kuvasta. Jaettava pari voi siis olla joko tasapari 1" tai sekapari S. Pelis-
sé lasketaan kummallekin nuorelle muodostuvia tasapareja, ja jos parit haluaa
merkité erilaisiksi, voi esimerkiksi kayttaa alaindekseja Ty, Ts. Tasapareja voi
my0s valita merkitsevénsa vain kirjaimilla A ja B.

Téssd on pelin kulkujen yksinkertaistamiseksi valittu merkitd tasaparit
alaindeksein 1 ja 2. Pari 77 kuvaa tasapareja sille nuorelle, jonka pari nousee
ensin. Toisen nuoren parit merkitddn 7,. Nain yhdelld pelinkululla saadaan
kuvattua kahden pelin kulku, kun ei tarvitse madrittdd, kummalle nuorista
nousee ensimmainen pari.

Kahdentoista kuvan pelipakka voi olla liian monimutkainen oppilaalle k&-
siteltaviksi. Talloin ratkaisusuunnitelmaa tehdessédédn oppilas voi ldhted rat-
komaan yksinkertaisempia tilanteita. Seuraavaksi kdydaan ldpi yksinkertais-
tettuja versioita parienkerdyspelistéd, ennen kuin padstaan kasiksi alkuperdisen
ongelman ratkaisuun.

2 + 2 kuvaa

Muokataan tehtavia yksinkertaisemmaksi siten, ettd molemmista nuorista on
kuoressa vain kaksi kuvaa. Padttelytapaa kiytettiessd kdaydéadan ldpi mahdolli-
sia pelin kulkuja. Pelin kannalta oleellista on, millaisia pareja kuoresta nousee.
Neljalla kuvalla on helppoa kéyda erilaiset vaihtoehdot lapi, silla pareja muo-
dostuu vain kaksi ja toisen parin kortit madrdytyvét suoraan ensimméisen pa-
rin korttien perusteella. Oppilasta voi kehottaa kertomaan erilaiset vaihtoeh-
dot, joita pelissé voi tapahtua. Paittelytapa voi edeté esimerkiksi seuraavasti:

Vaihtoehto 1
Ensimmaéisessd nostetussa parissa on kuva kummastakin nuoresta. Té-
mén jéalkeen kuoressa on jéljelld samanlainen pari. Molemmat parit me-
nevét siis sivuun, eikd kumpikaan nuorista saa yhtédéan paria.

Nostetut parit ovat siis S'S.

Vaihtoehto 2
Ensimméinen pari koostuu kumman tahansa nuoren molemmista kuvis-
ta. Télloin kyseinen nuori saa parin. Tamén jéilkeen kuoressa on jaljella

toisen nuoren kuvat, joten toinen nostettu pari menee hénelle. Molemmat
nuoret saavat yhden parin.

Tamén vaihtoehdon jako voidaan esittad 7775.
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Kummassakin tapauksessa peli paattyy tasan. Molemmat nuoret saavat joko
yhden tai ei yhtdén paria.
2 4+ 2 kuvan tapauksesta on tavoitteena oppia seuraavat asiat:

o Piittelytekniikan kaytto.
e Peli paattyy tasan.
e Molemmat pelaajat saavat joko yhden tai ei yhtdéan paria.

Esitetty péaattelytapa vie oikeaan ratkaisuun. Sitd kiytettiessa saattaa kui-
tenkin jadda virhekésitys, ettd molemmat tilanteet ovat yhtd todennikoisié.
Esitetyn ongelman kannalta silld ei ole merkitystéd. Kuitenkin ettei virhekési-
tysté jaisi, opettaja voi esittdd asiasta kysymyksen esimerkiksi ongelman koon-
tivaiheessa:

e Onko 2 + 2 kuvan tilanteessa yhta todennédkoistd, ettd molemmat saavat
yvhden parin tai ei yhtdan paria? Miksi?
e Miké on todennékoisyys saada yksi pari?

Tahan kysymykseen vastatakseen taytyy listata kaikki jaot kortti kortilta. Lis-
ta esitetddn listaamismenetelmén kohdalla taulukossa 2 sivulla 32. Todenné-
koisyys voidaan laskea klassisella todennédkoisyydella. Alkeistapaukset ovat eri
jarjestyksia. Niitd on yhteenséd kuusi, ja kahdessa molemmat osallistujat saavat
yhden parin. Todenn#koisyys parin saamiselle on siis 2/6 = /3 ~ 0.33.

Ensimmaisen yksinkertaistetun ongelman ratkaistuaan oppilaalle voi tulla
vahva oletus siitd, ettd peli pddttyy aina tasan. Se ei kuitenkaan riitd, vaan
perustelu pitdd pystya esittdmaéédn joko yleisesti tai alun perin esitettyyn 6 +
6 kuvan ongelmaan. On mahdollista, ettd oppilas osaa hyodyntia 2 + 2 kuvan
ratkaisua suoraan 6 + 6 kuvan ratkaisuun. Mikéli oppilas ei kuitenkaan keksi
tapaa, voidaan ratkaisusuunnitelmassa edeté lisaamalld yksi kuva kummasta-
kin nuoresta mukaan.

3 + 3 kuvaa

Padttelymenetelmélld on mahdollista saada ratkaisu melko yksinkertaisesti
myo6s 3 + 3 kuvan tilanteessa. Vaihtoehdot on mahdollista pelkistdad kahteen.

Vaihtoehto 1
Ensimmaéinen nostettu pari on sekapari. Tamén jalkeen kuoressa on kaksi
kuvaa molemmista nuorista, joten tilanne palautuu 2 + 2 kuvan tilan-
teeseen. Koska ensimméinen nostettu pari menee sivuun, nuoret saavat
joko yhden tai ei yhtdén paria, kuten 2 + 2 kuvan tilanteessa kay.

Mahdolliset jaot voidaan siis merkitd SSS ja STiT5.

Vaihtoehto 2
Ensimméinen pari koostuu kumman tahansa nuoren kahdesta kuvasta.
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Téamén jalkeen kuoressa on jaljelld yksi kuva kyseiseltd nuorelta ja kolme
toisen nuoren kuvaa. Niistd korteista muodostuu yksi sekapari ja yksi
pari toiselle nuorelle. Parien nousemisjérjestykselld ei ole merkitysté pelin
tuloksen kannalta. Molemmat nuoret saavat yhden parin.

Nousevat parit ovat siis joko muotoa 175715 tai T1715S.

Edellisessé padattelyssé olisi hyodyllistd huomata, ettd aina tulee ainakin yksi
sekapari. Oppilas voi perustella sekaparin ilmenemisen esimerkiksi siksi, etté
kummallakin nuorella on pariton mé&ara kuvia, joten ainakin yksi pari muo-
dostuu erilaisista kuvista. Toinen vaihtoehto on huomata, ettd 2 + 2 kuvan ti-
lanteessa kuvat voivat muodostaa parin kummallekin nuorelle, ja nyt lisdtaan
joukkoon kaksi kuvaa, jotka eivit keskendin muodosta paria. Tata kautta op-
pilas voi oppia jakamaan ongelmaan pienempiin osiin. Alkuperéisen ongelman
ratkaisu l0ytyy helpommin, jos osaa osittaa tilanteita.
3 4+ 3 kuvan tapauksesta on hyvé oppia:

e Peli paattyy tasan.
e Tulevien parien jirjestyksellé ei ole vilid pelin lopputuloksen kannalta.

e Edellisen kohdan perusteella peli voidaan ajatella koostuvan tilanteista
jolloin on yhdistetty 2 4+ 2 ja 1 + 1 kuvaa samaan peliin.

Nyt, kun on késitelty tehtdava sekéd parittomien ettéd parillisten kuvien ta-
pauksessa, ratkaisun keksiminen yleisessé muodossa on helpompaa. Jos oppi-
las ei osaa sanallistaa yleista ratkaisua, hén voi lahestyé alkuperéisen tehtavin
ratkaisua lisédmaélla esimerkkiin taas yhden kuvan kummastakin nuoresta.

4 + 4 kuvaa

Kaikki mahdolliset muodostuvat parit voi paatella myos 4 + 4 kuvan pelissé.
Paattelymenetelméd monimutkaistuu, kun pelissd mukana olevien kuvien maara
kasvaa. Vaihtoehdot voi kirjata aiemmin ratkaistuihin kohtiin pohjautuen.

Vaihtoehto 1
Ensimmaéinen nostettu pari on sekapari. Tamén jélkeen kuoressa on kol-
me kuvaa molemmista nuorista, joten tilanne palautuu 3 + 3 kuvan ti-
lanteeseen. Koska ensimméinen nostettu pari menee sivuun, peli paattyy
joko 0-0 tai 1-1, kuten 3 4 3 kuvan tilanteessa kay.

Nostetut parit ovat siis SSSS, SST 115, ST1ST, tai STT5S.

Vaihtoehto 2
Ensimmaéinen pari koostuu kumman tahansa nuoren kahdesta kuvasta.
Tamén jélkeen nousee sekapari. Nuorten kuvia on jaljelld 1 + 3, joista
valttaméatta syntyy yksi sekapari ja pari sille nuorelle, joka ei saanut
ensimmaisend paria. Peli paéttyy 1-1 tasan.

Talloin jaot voidaan kirjoittaa T7.5T5S ja T1.5STs.
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Vaihtoehto 3
Ensimmaéinen pari koostuu kumman tahansa nuoren kahdesta kuvasta.
Tamén jéalkeen nousee kaksi toisen nuoren kuvaa. Nyt tilanne palautuu
2 4 2 kuvan tilanteeseen. Peli paéttyy joko 1-1 tai 2-2.

N&amaéa jaOt voidaan lyhentaa merkinnoin TlTQSS, TlTQTlTQ ja T1T2T2T1.

Vaihtoehto 4
Ensimmaéinen ja toinen pari koostuu kumman tahansa nuoren kuvista.
Tamén jéalkeen tulee kaksi paria toiselle nuorelle. Peli paéattyy tasan 2-2.

Téata jakoa vastaa merkinta 1711575 .

Vaihtoehto 3 osoittaa hyvin, ettd 4 + 4 kuvan tilanne voidaan ndhdé kahtena
2 + 2 kuvan tilanteena. Oppilasta kannattaa ohjata huomaamaan, ettd sama
pétee joka tilanteessa, koska parien nousemisjérjestykselld ei ole merkitystéa
pelin lopputuloksen kannalta. Nelja ensimmaéisté kuvaa ei vilttamatta koostu
kahdesta molempien nuorien kuvasta, mutta kokonaisuudesta loytyy kaksi 2 +
2 kuvan pelitulosta. Tdmé& on vastaava osittaminen kuin mitd kaytettiin jo 3
+ 3 kuvan tilanteessa.

Neljan kuvan pelin tulos on 0-0, jos kumpikin kahden kuvan pelistd muo-
dostuu pelkisté sekapareista. Tulos on 1-1, jos jompikumpi kahden kuvan osista
padttyy yhden kuvan tasapeliin ja toisessa kumpikaan ei saa paria. Jos mo-
lemmat ositteet padttyvat 1-1, kokonaisuutena neljan kuvan peli paéttyy 2-2.
Yhteenvetona 4 4+ 4 kuvan tapauksessa peli paéttyy aina tasan.

4 + 4 kuvan tapauksesta on tarkoituksena oppia:

e Peli padttyy tasan.

e Peli voidaan ajatella koostuvaksi kahdesta 2 + 2 kuvan tapauksesta.

Ratkaisu alkuperiiseen 6 + 6 kuvan ongelmaan

Helpompien erikoistapauksien késittelyn jilkeen tulee lopulta ratkaista alun
perin esitetty ongelma, jossa kummastakin nuoresta on kuoressa kuusi kuvaa.
Mikéli erikoistapaukset on sisdistetty hyvin, vastaus 6 + 6 kuvan ongelmaan
l6ytynee helposti. Pddasiat, jotka oppilaan tulee keksié ratkaisun 16ytéamiseksi
ovat:

e Peli voidaan ajatella koostuvaksi kolmesta 2 + 2 kuvan tapauksesta.

e 2 + 2 kuvan tapaukset padttyvat aina tasan, joten 6 + 6 kuvan peli
paattyy myos tasan.

Oppilasta voi auttaa kayttdmélla samantyylisia kysymyksid kuin 4 + 4
kuvan tapauksessa. Ainoana erona on se, ettd nyt kannattaa kohdistaa oppilaan
ajatukset juuri edelld opittuun erikoistapaukseen.
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Aidin ehdottama peli tulee siis padttyméin tasan jokaisessa tapauksessa.
Mitéa nuorten sitten kannattaisi tehdd? Jos nuoret haluavat valttda didin va-
litseman elokuvan katsomisen, heidén kannattaa 16ytda sopu nopeasti. Nuoret
voivat esimerkiksi sopia, ettd toinen paidttdd katsottavan elokuvan tdnédin ja
toinen ensi viikolla.

Ongelman ratkaisun tarkasteluvaiheessa voidaan kidyda lapi alussa esitetty
kysymys pelin voittotodennékoisyyksistd. Molemmilla nuorilla on yhtd hyvé
mahdollisuus voittaa pelissé, silla tilanne on symmetrinen: kummallakin on
yhtd monta kuvaa kuoressa ja arvonta on satunnainen. Se ei vield kuitenkaan
tarkoita, ettd pelid kannattaisi pelata. Hauska yksityiskohta on, ettéd yhté suuri
voittotodennékoisyys ei tarkoita, ettd kumpikaan kilpailija voi voittaa. Téssé
tapauksessa molempien voittotodennékéisyys on nolla, ja peli pddttyy aina
tasan.

Ratkaisun tarkasteluvaiheessa kannattaa tutkia, voiko tuloksen perustel-
la my0s toisin. Seuraavissa luvuissa esitetddn kaksi muuta tapaa vastauksen
perustelemiseksi. Niiden jédlkeen luvussa 3.4 esitetdén tehtdvistd muunnelma,
jossa, opittua péasee syventaméain.

3.2 Yleinen ratkaisu

Erityisesti lukiolainen saattaa kiinnostua yleisen ratkaisun muotoilusta luvus-
sa 3.1 asetettuun ongelmaan. Aluksi kannattaa kuitenkin tutustua vahintdan
2 + 2 kuvan erikoistapaukseen, jotta ratkaisun alkuun on helpompi péasta.
Opettaja voi ohjata opiskelijaa yleisen ratkaisun muotoiluun esimerkiksi seu-
raavasti:

Mitké asiat tarvitsisivat merkintdtavan?

Millaisia erilaisia pareja voi jakaa?

Kuinka monta paria yhteenséi jaetaan?

Mité halutaan todistaa?

Tarkastele yksinkertaistettuja esimerkkejé. Millaisia vaihtoehtoja pakan

jakamiseen on?

Miten voisit tiivistad eri jaot?

e Muotoile eri vaihtoehtojen tilanteet valitsemasi merkintdtavan mukaises-
ti.

e Kay ldpi erilaiset jaot yleisella tasolla. Miten pelisséi kéy?

Peli perustuu pakan jakamiseen. Pakka muodostuu kahdenlaisista kuvista. Pa-
kan kooksi on alkuperiisessé tehtédvissd annettu 6 + 6, joten télle merkinnélle
olisi luonnollista saada yleinen muoto. Pakasta tulee jakaessa joko tasapareja
tai sekapareja. Tasapareja voi muodostua kahdelle eri pelaajalle. Pyrkimyk-
send on todistaa olettamus, ettd kummankin pelaajan tasapareja muodostuu
aina yhta monta.

Jos tutkii 2 + 2 kuvan tapausta, voi kiinnittd4 huomiota siihen, etté parit
ovat joko pelkkid tasapareja tai pelkkid sekapareja. Jos liséksi tarkastelee 3

30



+ 3 kuvan tilannetta, huomaa, ettd téssd tapauksessa voidaan jakaa myo0s
molempia. Jakoja voisi siis ajatella olevan kolmenlaisia: pelkkid tasapareja,
pelkkid sekapareja tai jakoja, joissa tulee kumpiakin. Vield tiivistetymmin jaot
voi mieltéd siten, etté jaossa joko esiintyy sekapareja tai ei esiinny. Tavoitteena
on yleiselld tasolla ndyttéid, ettd molemmissa tapauksessa kumpikin pelaajista
saa saman verran tasapareja.

Esitetdén seuraavaksi yleinen ratkaisu.

Seké A- ettd B-kuvien madrd on n € N. Pakka koostuu siis kuvista, joita on
n+n, ja sen koko on 2n. Pakka jaetaan pareiksi, joita tulee 27" = n kappaletta.
Jaettu pari voi olla sekapari, jossa on A- ja B-kuva tai tasapari, jossa on joko
kaksi A-kuvaa tai kaksi B-kuvaa.

Olkoon muodostuneiden A-parien m#ara k ja B-parien maard [. Talloin
k + [ on korkeintaan n.

Jos k 4+ | = n, sekapareja ei muodostu ollenkaan, silld tasaparien maarit
yhteenlaskettuna on kaikkien parien mééra n. Koska molempia kuvia on sama
méird, voidaan paatelld, ettd k =1 =n/2.

Jos taas k+1 < n, niin sekaparien méaré on kaikkien jaettujen parien maa-
rd, josta vihennetdén tasaparien mééra eli n — (k+1) kappaletta. Sekapareihin
menee A- ja B-kuvia sama mééréd, n — (k + [). Niinpé tasapareihin niitd jaa
k + [ kumpiakin, jolloin k& = [.

Jos kaikki jaettavat parit ovat sekapareja, tasapareja ei muodostu ollenkaan,
ja k = [ = 0. Talloinkin peli padttyy tasan. Tamaé tilanne sisiltyy edelliseen
kohtaan eiké siis ole valttaméton esittéa.

3.3 Vaihtoehtoinen ratkaisutapa: Listaus

Aiemmin todettiin, ettd luvun 3.1 ongelman 2 + 2 kuvan tilanteessa on kaksi
eri vaihtoehtoa: joko molemmat pelaajat saavat yhden parin tai ei yhtédén
paria. Téstd saattaa tulla ajatus, ettd ndmé tapahtumat ovat keskenédén yhta
todennékoisia. Kaikkien symmetristen alkeistapausten kirjaaminen on térkeé
taito, sillé se kehittdd kombinatorista ymmérrysta ja mahdollistaa tapahtumien
todennikoisyyden laskemisen.

Listaamismenetelméa voi olla oppilaalle luonnollisempi ja helpompi tapa la-
hestyé tehtdvad, ja silld voi ratkoa 2 + 2 ja 3 + 3 erikoistapaukset esitetysta
ongelmasta. Siitd syystd ratkaisu on kirjoitettu siten, ettd oppilasta voi oh-
jata listaamisessa vaikka tehtédvén lopputulos ei olisi tiedossa. Jos ratkaisun
on saanut padttelymenetelmélld, oppilas voi syventdd listaamismenetelmélla
ymmaérrystadn tehtdvistd ja samalla varmistaa perustelujensa oikeellisuutta.

Tavoitteena on listata kaikki erilaiset jarjestykset, joissa pakka voi olla.
Jarjestys voidaan kirjoittaa ik&dn kuin yhdeksi sanaksi esimerkiksi 3 + 3
tilanteessa BAAABB, josta peridkkiiset kuvat tulkitaan jaettavaksi pariksi
BA|AA|BB. Kun kaikki keskenéén erilaiset jaot on listattu, eri tapahtumien
todennéakdisyyden voi selvittaéd helposti laskemalla listasta tapahtumaan kuu-
luvat alkeistapaukset ja jakamalla sen kaikkien jérjestysten magralla.
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Listaamismenetelmaélle voi kehittdd notaation mukailemalla pééattelymene-
telméssé kaytettyja kysymyksié:

Mille asialle olisi hyodyllistéd saada merkintéatapa?
Missé jarjestyksessd kuvat voivat esimerkiksi olla?
Mill&d on merkitysta pelin kannalta?

Voiko merkint6ja yksinkertaistaa?

Kahdella ensimmaéiselld kysymykselld on tarkoitus kiinnittd4 huomio nuorten
valokuviin, jotka muodostavat pelipakan. Térkedd on keksid merkinnét, jot-
ka erottelevat nuorten valokuvat toisistaan. Esimerkiksi kirjain A tarkoittaa
nuoren A kuvaa ja kirjain B nuoren B kuvaa.

Kahta viimeistd kysymystéd voidaan kéyttad, mikéli ehdotetuissa merkin-
noissd otetaan huomioon koulukuvan luokka-aste, esimerkiksi A;, As, ..., Ag
ja By, Bs, ..., Bg. Télloin tavoitteena on saada oppilas ymmaéartdmaéaén, etta
muodostuvien parien kannalta ei ole merkitystd, minka luokka-asteen kuvas-
ta on kyse. Télloin pelipakan voi kirjoittaa yksinkertaisemmin kuudella A- ja
B-kirjaimella.

Tarkastellaan yksinkertaistettua esimerkkid. Taulukkoon 2 on listattu eri
jarjestykset, joissa pakka voi olla, kun molemmista nuorista on kaksi kuvaa.
Yhden nuoren kuvat katsotaan keskenédén samanlaisiksi, eiké niiden keskinéista
jéarjestysta tarvitse ottaa huomioon. Erilaisia jarjestyksid on yhteensa kuusi.

Listan tekemisessé on tarkedd, ettd oppilas 10ytéaa kaikki erilaiset vaihtoeh-
dot ja ymmaértaa, ettd on loytdnyt kaikki erilaiset vaihtoehdot. Listaamisen
aloittamista voi tukea esimerkiksi kayttamalld jompaakumpaa seuraavista ky-
symyksista:

e Ajattele, ettd kuvat ovat kuoressa sekaisin ja nostat yhden kuvan kerral-
laan. Millaisissa jarjestyksissa kuvat voivat tulla?

e Pyrit jakamaan nelja kuvaa pdydélle riviin. Kuinka monella eri tavalla
A-kuvat voivat sijaita?

Taulukko 2: Parienkerédyspelin mahdolliset tulokset 2 + 2 kuvan tilanteessa.
Ensimmaéinen rivi osoittaa kuvien nostamisjérjestyksen. Pystykatkoviiva erot-
taa jaettavat parit. Poikkiviivan yldpuolella ovat jérjestykset, joissa muodos-
tuu yksi pari kummallekin pelaajalle. Poikkiviivan alapuolella ovat jarjestykset,
joissa kumpikaan pelaajista ei saa yhtdan paria.
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Seuraavia kysymyksiéd voi kidyttdd, kun oppilas on loytanyt ainakin osan jar-
jestyksisté, mutta ei keksi niitd enéd liséd. Tavoitteena on, ettd oppilas osaa
kertoa ajatteluprosessistaan. Sitd kautta hén voi saada ideoita uusiin vaihtoeh-
toihin tai pystya selittdméén, miksi han on keksinyt kaikki jéarjestykset.

Kerro minulle keksimistési jarjestyksista.

Milla tavalla 16ysit ndma jarjestykset?

Onkohan eri jarjestyksia viela lisda?

Mill& perusteella olet 16ytényt kaikki jarjestykset?

Tuntuuko, etté erilaisia jarjestyksid on vield 16ytymatta? Miksi / Miksi
ei?

Oppilas voi perustella kaikkien vaihtoehtojen 16ytymista esimerkiksi silla, etta
on listannut kaikki A-kuvien mahdolliset sijainnit neljan kuvan joukossa. Toi-
nen tapa perustella on tutkia jéarjestyksissé olevia pareja. Erilaiset vaihtoehdot
voidaan perustella esimerkiksi seuraavasti: Mikéli kuvista muodostuu parit AA
ja BB, niiden jéarjestykselle on kaksi vaihtoehtoa sen mukaan kumpi nuorista
saa parinsa ensin. Sekaparit voivat olla joko AB tai BA. Jos ensimmaéinen pari
on AB, toinen pari voi olla AB tai BA. Vaihtoehtoja on siis kaksi. Mikéli en-
simméinen pari on BA, erilaisia jirjestyksia muodostuu myos kaksi. Yhteensé
erilaisia jarjestyksid on siis kuusi eiké yhtddn enempéé.

Oppilas saattaa kohdata erilaisia vaikeuksia listaa tehdessddn. Késitelladn
seuraavaksi joitakin mahdollisia virhekésityksié ja hankaluuksia, joita oppilas
saattaa kohdata ratkoessaan tehtéavéa.

e Jos oppilas listaa jérjestykset ajatellen pareja, on otettava huomioon,
ovatko sekaparin muodostavat kuvat jarjestyksessi AB vai BA. Muutoin
osa alkeistapauksista ja&d laskematta. Erilaisia pareja voi havainnollistaa
seuraavasti: Kuoresta poimitaan yksi kuva kummallakin kéadelld yhta ai-
kaa. Mikéli saat AA-parin, molemmissa késissid on A-kuva. Mikéli saat
sekaparin, A voi olla joko vasemmassa tai oikeassa kédessa. Eli on kaksi
tapaa saada sekapari.

e Oppilas saattaa ajatella, ettd AA-parin voi saada kahdella tavalla, silla
kuvat ovat erilaiset. Vastaavassa tapauksessa AB-pari voitaisiin saada
neljalla eri tavalla, silld nostettava A voidaan valita kahdella eri tavalla
kuten myos nostettava B. Mutta kuten edelld todettiin, pelin tapauksessa
kaikki saman nuoren kuvat ovat samanarvoisia kesken&an.

e Kaikkien parien 16ytymisen perustelu voi osoittautua hankalaksi. Talloin
opettaja voi kertoa erilaisten jérjestysten méadran, jolloin oppilas tietda
kuusi vaihtoehtoa 16ytaessiaéin saaneensa kaikki listattua. Tavoiteméaéarian
tietdminen voi auttaa oppilasta 16ytdmaéén eri jarjestykset. Riski on, etta
oppilas ei kuitenkaan ymmarra, miksi kaikki erilaiset jarjestykset tarvi-
taan.
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e Jos oppilas kirjaa saman jérjestyksen monta kertaa, voi opettaja kehot-
taa héanté esimerkiksi korostamaan eri merkinnét eri véreilld tai esimer-
kiksi ympyroimélla toiset symbolit. Téll6in oppilaan on helpompi 16ytaa
samanlaiset jarjestykset.

Otetaan esimerkki tilanteesta, jossa oppilas on keksinyt osan mahdollisista
jarjestyksistd. Kuvitellaan, ettd oppilas on 16ytanyt kolme ensimméista taulu-
kossa 2 olevista vaihtoehdoista. Oppilas on keksinyt, ettd kahdella ensimmaisel-
14 rivilla esitetyt jérjestykset ovat keskenédén erilaisia, silld nuoret saavat parit
eri jarjestyksesséd. Sivuun laitettaville pareille hén on 16ytéanyt kuitenkin vain
yhden vaihtoehdon neljasta. Talloin oppilaan ajattelu perustuu parien jakami-
seen. Mikéli oppilaalla on kuitenkin tarkoituksena 16ytaé kaikki eri jarjestyk-
set tai hdn kuvittelee ne 16ytédneensi, hinen huomionsa kannattaa kiinnittaa
yksittaisten kuvien pohtimiseen. Téssé vaiheessa voi kiayttda edelld esitettyja
kysymyksié, mutta oppilaan ajattelua voi herételld myos hinen loytdmiensé
jéarjestysten kautta.

e Nyt kahdessa tapauksessa ensimméisend nousee A ja yhdessd B. Onko
se mielestési odotettua?

e Hyvi, 16ysit nyt yhden jarjestyksen lisdd (taulukossa 2 jérjestys 5 tai 6).
Pystytko 16ytaméan vield lisaa?

e Milld tavalla keksit uusimman jérjestyksen? Voiko samaa ajatusta kéyt-
tden keksia vield erilaisia jarjestyksia?

Ensimmaiselld kysymykselld pyritdén saamaan oppilas huomaamaan, etté en-
simméisen kuvan tulisi olla yhtd todennédkéisesti A tai B, silla kuoressa on
yhtd monta nuoren A ja nuoren B kuvaa. Oppilas saattaa tdmén keksittydan
pyrkid loytdméadn yhden jarjestyksen lisdd, joka alkaa kuvalla B. Mikéli op-
pilas 16ytéa jarjestyksen BAAB, han on kddntanyt ensimmaéisen parin kuvat
eri jarjestykseen. Tamén jialkeen A- ja B-alkuisia jarjestyksid on yhtd monta
ja opettajan tulee varmistaa, ettei oppilas tyydy tédhén ratkaisuun. Oppilasta
rohkaistaan sanallistamaan toimintansa ja kidyttdméaédn samaa ideaa vield uu-
destaan. Oppilaan tulee huomata, ettd myos toisena nousevan parin jérjestys
kaantamalla saadaan uusia jéarjestyksia aikaan.

Kun oppilas on 16ytényt kaikki eri jérjestykset ja vakuuttunut siitd, etté
lista on valmis, listasta halutaan 16ytéa tietoja, jotka auttavat ongelmanrat-
kaisussa. Oppilasta voi ohjata esimerkiksi seuraavilla tavoilla:

e Miten peli voi paattya?
e Milla tavalla tiivistéaisit taulukossa olevat tiedot?
e Mieti, miké on oleellista pelin kannalta.

Vastauksena ensimmaéiseen kysymykseen tulisi huomata, etté peli voi padttyé
tasan 1-1 tai 0-0. Taulukon voi tiivistda pelin kannalta oleellisesti siten, et-
ta kaksi kertaa kuudesta kumpikin saa yhden parin ja nelja kertaa kuudesta
kumpikaan ei saa yhtdédn paria. Ei siis ole yhtd todennédkdisté, ettd pelaajat
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saavat yhden tai ei yhtdan paria. Taulukkoon 2 on merkitty poikkiviiva, joka
erottelee ndmé eri tapaukset. Tiivistdmisen kautta oppilas késittelee tietoja
mielessddn ja myohemmin hén voi 10ytaéa keinon hyodyntéda saatua informaa-
tiota alkuperéisen tehtdvéan ratkaisemisessa. Liséksi listaamismenetelméssia on
térkedd oppia, ettd AB on eri kuin BA.

3 + 3 kuvaa

Kun kuvia on 3 + 3, erilaisia jérjestyksia syntyy (S) = 20 ja tehtavad on mah-
dollista l&dhteéd ratkomaan listaamismenetelmélld. Jarjestysten méird saadaan
laskettua binomikertoimella, silld ongelma vastaa tilannetta, jossa kuuden ku-
van joukosta valitaan kolme. Kysymys on siis esimerkiksi, kuinka monella tapaa
nuoren A kuvat voivat olla kaikkien kuvien joukossa.

Mikéli oppilaalla on vield hankaluuksia listaamismenetelmén kayttadmises-
sé, hanté voi ohjata samanlaisilla kysymyksilla kuin 2 + 2 kuvan tapauksessa.
Talla kertaa voi kuitenkin olla hyvé auttaa oppilasta kertomalla erilaisten jér-
jestysten maara.

Siirrytadn nyt tarkastelemaan syntyvéa listaa, joka on esitetty taulukossa 3.
Pelin tuloksen lisdksi listasta pyritdan 16ytdméén asioita, jotka auttavat kehit-
tamadn ratkaisua alkuperdiseen 6 + 6 kuvan ongelmaan. Listaa voi tarkastella
seuraavien kysymysten kautta:

Miten peli voi nyt paattya?

Miké kiinnittda huomiosi listassa?

Onko listassa jotain toistuvaa?

Mika on ero 2 + 2 tilanteen ja 3 + 3 tilanteen valilla?

Miten peli muuttuu, kun kummastakin nuoresta lisdtdan peliin yksi ku-
va?

Korosta muodostuvat parit.

o Loydatko listasta jotain samankaltaista edellisen 2 + 2 -listan kanssa?
e Kuinka tdmén taulukon voisi tiivistaa?

Listasta huomataan helposti, ettd myos 3 + 3 kuvan tapauksessa peli pa&t-
tyy aina tasan. Viiden seuraavan kysymyksen tarkoituksena on saada oppilas
huomaamaan, ettd nyt jokaisessa jaossa tulee ainakin yksi pari, jossa on seké
A ettd B. Mikéli oppilas korostaa muodostuvat parit, hanen voi olla helpompi
hahmottaa, ettd jokaisella rivilld on vahintdéan yksi sekapari. Mikali jokaiselta
riviltd poistaa sekaparin, rivit ovat samanlaisia kuin 2 + 2 kuvan tapauksessa,
toki osa riveistd on kesken#ddn samanlaisia. Taulukon voisi tiivistdé siten, et-
ta 8 tilanteessa kumpikaan ei saa yhtdén paria ja 12 tilanteessa kumpikin saa
yhden parin ja yksi pari menee sivuun.

Oppilas saattaa haluta taulukkoa tiivistdessdéan ottaa huomioon, monente-
na sekapari nousee. Télloin hénté voi ohjata huomaamaan, etté tiivistdminen
halutaan tehda pelin kannalta merkitykselliseksi. Téllainen tilanne on oikeas-
taan hyvé, silld oppilas tulee kiinnittdneeksi enemmé&n huomiota siihen, ettei
parien nousemisjirjestykselld ole vélia.
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Taulukko 3: Parienkerdyspelin mahdolliset tulokset 3 + 3 kuvan tilanteessa.
Ensimmaéinen rivi osoittaa kuvien sijainnin pakassa. Pystykatkoviivat erottavat
jaettavat parit. Poikkiviivan ylapuolella ovat jarjestykset, joissa muodostuu
yksi pari kummallekin pelaajalle. Poikkiviivan alapuolella ovat jérjestykset,
joissa kumpikaan pelaajista ei saa yhtdan paria.
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4 + 4 tai 6 + 6 kuvaa

Kun molemmista nuorista on nelja kuvaa, listatattavia jarjestyksia tulisi (i) =
70 ja 6 + 6 kuvan tapauksessa (162) = 924. Listaamisessa olisi suuri ty6 ja riski
tehd& huolimattomuusvirheité, joten tehtédvin ratkaisemiseen taytyy 16oytaa
jokin muu keino. Edelld on haluttu 16ytaé erilaiset tulosmahdollisuudet pelille,
eiké tehtavia ole pakko ratkaista listaten loppuun asti. Listaamismenetelmélla
on opittu samoja asioita kuin padttelymenetelmaélld, ja opittua voi soveltaa
perustellakseen ratkaisun 4 + 4 ja 6 4+ 6 kuvan tilanteessa luvun 3.1 tyyliin.
Listaamistekniikkaa kaytetdén lukiossa myos luvun 3.6 lisdtehtavaan. Tal-
16in listat kiinnostavat nimenomaan kokonaisuuksina, ja opiskelija tarvitsee

kombinatorista ymmaérrysta listojen muodostumisen sadnnoista.

3.4 Lisatehtavia: Useampi osallistuja

Luvussa 3.1 esitetyn ongelman ratkaisun tarkasteluvaiheessa voidaan ottaa tar-
kasteluun muunnelma, joka monipuolistaa oppimiskokemusta. Tehtavaéa voi
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kéayttada joko seuraavalla oppitunnilla tai antaa lisdtehtéaviksi edellisen tehté-
vén nopeasti ratkaisseille.

Miten pelissé kéy, jos mukaan otetaan &iti, isé ja kaksoset? Korttipakasta
jatetadn pois kuvakortit, ja jokainen valitsee itselleen maan. Tédmén jédlkeen
40 kortin pakka sekoitetaan ja jaetaan pareiksi. Jokainen saa itselleen parit,
jotka muodostuvat hénen valitsemastaan maasta. Mikali parien kortit ovat
eri maata, ne laitetaan sivuun. Paattyyko peli néailldkin sdannoilla aina
tasan?

Aluksi poimitaan tehtdvanannosta oleelliset asiat. Pelaajia on nelji, ja jo-
kaiselle on pakassa kymmenen korttia. Muuten sdannot ovat kiaytannossa edel-
lisen tehtdvan kaltaiset. Tehtdvananto voi hamata yliméaraisella tiedolla siité,
ettd kuvakortit jatetddn pois. Talloin kaikilla on parillinen mé#ra kortteja,
kuten edellisessékin tehtavassa.

Tehtavéda kannattaa lahestya pelaamalla sitéd yksi kierros, jos mahdollista,
tai kuvittelemalla pelin kulkua. Mikéli oppilas on omaksunut liikaa edellisen
tehtavan piirteité, voi hén keksié vain kahden maan tyylisia jakoja. Esimerkiksi
hén saattaa ryhmitelld punaiset ja mustat kortit omiksi ryhmikseen, joissa voi
muodostua pareja oman maan kanssa tai kahden samanvérisen kortin vélille.
Toisille oppilaille tehtédvé saattaa olla paivéanselva. Vastauksen keksiminen voi
olla. my0s tuurista kiinni: satunnainen pelikierros tai sen kuvitteleminen ei
valttdmétta auta keksiméén ratkaisua.

Pelisté voi keksié esimerkkijakoja, jotka padttyvit tasan, mutta on olemas-
sa myo0s jakoja, jolloin jokin maista voittaa. Tehtavan ratkaisemiseksi oppilai-
den tarvitsee vain l0ytda esimerkki pakan jérjestyksesté, joka tuottaa muun-
laisen tuloksen kuin tasapelin. Kun kéytosséd on neljé eri maata, erilaisia mah-
dollisia pareja on paljon enemméin kuin kahdella maalla. Mikd tahansa maa
voi muodostaa parin saman maan kortin tai jonkin kolmen muun maan kor-
tin kanssa. Jaossa voi kdydéa esimerkiksi niin, ettd ruutu muodostaa viisi paria
padan ja viisi ristin kanssa, jolloin ruutupareja tulee nolla. Téstd huolimatta
hertta voi muodostaa kaikki parit oman maansa siséilld, jolloin herttapareja
muodostuu viisi. Koska ruutu muodostaa pareja seké ristin ettd padan kans-
sa, kumpikaan néistd maista ei voi saada tayttd madrdd pareja oman maansa
kanssa. Télloin hertta voittaa.

Esimerkin voi esittdd myos tdsméllisemmin keksimélla pakan jdrjestyksen,
jossa hertan valinnut voittaa: pakan paillda on kaikki hertat ja sen jélkeen nu-
merojarjestyksessa ruudut, ristit ja padat siten, ettd maat tulevat aina samas-
sa jarjestyksessd. Télloin muodostuu viisi herttaparia ja muut parit koostuvat
korteista, jotka eivit ole samaa maata. Esimerkiksi tdmé jako osoittaa, etté
peli ei padty aina tasan.

Télla tehtdvanannolla padstdéan harjoittelemaan vastaesimerkin kayttoa to-
distuksessa. Jos haluaa nayttéa, ettei jokin véite pidd aina paikkaansa, perus-
teluksi riittda antaa yksi esimerkki, jossa vaitetty asia ei toteudu. Kunkin maan
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korttien parillinen mééré ei ole tehtédvan kannalta oleellista, silld peli toimisi
samaan tapaan kokonaisella korttipakallakin. N&illd sdannoilla oppilaat eivit
voi tehdé virheellistd paatelméa siité, ettéd korttien parittomuus aiheuttaisi sen,
ettéd pelissé voi voittaakin.

3.5 Karkkipiiva

Luvussa 3.1 esitetyn tehtédvénannon voi esittdd myos vaikeammassa muodos-
sa. Tehtavénantoon on nyt lisétty haastavuutta kasvattamalla pakan kokoa ja
lisaamalla peliin panos ja voitto.

Samilla ja Tepolla on karkkipéivé, ja he ovat saaneet erilaiset karkkipussit.
Sami pitdd enemmén Tepon karkkipussista, mutta Teppo ei halua vaih-
taa pusseja. Siispd Sami ehdottaa Tepolle seuraavaa pelid: Teppo antaa
pussistaan Samille osallistumispanoksena kaksi Samin valitsemaa karkkia.
Teppo saa valita, ottaako korttipakan punaiset vai mustat kortit. Sekoitet-
tu korttipakka jaetaan pareiksi. Jos pari on Tepon valitsemaa vériéd, han
saa parin itselleen. Sami saa toisenvériset parit. Sivuun laitetaan parit,
jotka koostuvat erivarisisté korteista.

Kun pakka on kayty lépi, saadut parit lasketaan. Mikéli Tepolla on enem-
mén pareja kuin Samilla, hdn saa valita jokaista saamaansa paria kohden
neljé karkkia Samin pussista. Sami ei voi kuitenkaan saada osallistumis-
maksua enempéd karkkeja Tepolta. Samin karkit houkuttelevat Teppoa.
Millainen péa#tos Tepon olisi jarkevéd tehda?

Tehtédvasta voi esittdéd vieldkin haastavamman version, jos odotusarvo on jo
opiskeltu. Télloin kysymys voisi olla, mikéd on Samilta saatavien karkkien odo-
tusarvo.

Ongelman ymmaértdmisen kannalta kannattaa aluksi kiteyttdd tehtdvanan-
to: Pelid pelataan korttipakalla ja pakka jaetaan pareiksi. Panos on 2 karkkia,
ja jos Teppo saa enemmén pareja kuin Sami, hén saa jokaisesta parista 4 kark-
kia.

Mikéli opiskelija pohtii tehtdvad odotusarvon kannalta, hédnen ajatuksen-
sa kohdistuvat todennékoisesti tehtévista saatavien karkkien méériin ja kun-
kin méa&rin todennikoisyyksin. Teppo voi saada pareja 0—-13 kappaletta, miké
tarkoittaa 0-52 karkkia. Témén ajatuksen rinnalla kahden karkin osallistumis-
maksu tuntuu pieneltd ja osallistuminen hyvalta ajatukselta. Tehtdvananto on
myo6s kirjoitettu siten, ettéd tasatilannetta ei korosteta millaan tavalla, jolloin
ajatus tasapelisté ei luultavasti ole ensimmaéisené mielessa.

Esitetdan mahdollinen ajatuskulku: Teppo voi voittaa saamalla pareja 1-13
kappaletta. Odotusarvon laskemiseen tarvitaan jokaisen sellaisen tapauksen to-
dennékoisyys, ettd Teppo saa enemmén pareja kuin Sami. Naiden todennékoi-
syyksien laskeminen voi aiheuttaa opiskelijalle ongelmatilanteen. Miten laskea
esimerkiksi todennédkoisyys, ettd Teppo saa yhden parin ja Sami ei yhtdaén?
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Opiskelija saattaa aloittaa tehtdvin ratkaisemisen myos tutustumalla esi-
tettyyn peliin. T&lloin panokselle ja voitolle ei tule niin suuri painoarvo rat-
kaisussa ja tilanne muistuttaa luvussa 3.1 esitettyéd. Ainoastaan pelipakka on
suurempi. Jos opiskelija ldhestyy tehtdvdd odotusarvon kautta, opettaja voi
ohjata hanti eri raiteille ehdottamalla, ettd lopputuloksen (esim. voitto 13 pa-
rilla) sijaan hén ajattelisi pelin kulkua: Millainen pelin tilanne on silloin kun
Teppo saa 13 paria? Tai missé jérjestyksessi kortit on voitu esimerkiksi jakaa,
kun Teppo on saanut yhden parin ja Sami ei yhtdén? Oikeat vastaukset néihin
kysymyksiin ovat: Sami on saanut myds 13 paria, ja kortteja ei voi jakaa niin,
ettd toinen saa yhden parin ja toinen ei yhtéaén.

Ratkaisua pohtiessaan opiskelija saattaa huomata, ettei ole mahdollista teh-
dé voittavia jakoja. Taméan jélkeen opiskelijan pitdd pystyd perustelemaan,
miksi nédin on. Mikali perusteleminen on hankalaa, opettaja voi ohjata opiske-
lijaa samalla tavalla kuin luvussa 3.1.

Tehtéva on esimerkki siitd, ettd joskus ratkaisu voi olla yksinkertainen,
vaikka tehtéva vaikuttaisi haastavalta. Mikéli alkuperdinen kysymys esitetdén
odotusarvon kautta, vastaus eli Samilta saatavien karkkien mééran odotusarvo
on nolla, silld todennékoisyys Tepon voitolle on nolla. Teppo hévidé osallistu-
mismaksuna annetut kaksi karkkia jokaisella pelikerralla, eikd hidnen kannata
suostua Samin ehdottamaan peliin.

3.6 Lisdtehtava: Ei yhtdin saman maan paria

Lukiolainen saa edellisesté tehtavista enemmaén irti, kun tehtdvinanto muute-
taan laskennallisemmaksi. Téssé esitettdvissid tehtdvan muunnelmassa péadsee
soveltamaan useita todennékoisyyden laskusaantoja.

Teppo kieltdytyy Samin ehdotuksesta, joten Sami keksii nopeasti uuden
pelin: Hén ottaa pakasta viisi herttaa ja viisi ristié ja sekoittaa niistd uuden
pelipakan. Osallistumismaksu on edelleen kaksi Samin valitsemaa karkkia.
Pakasta jaectaan pareja, ja mikéli yhtdan hertta- tai ristiparia ei tule, Teppo
voittaa kymmenen karkkia Samin pussista. Kummalla on etu pelissd?

Tehtévan ratkaiseminen kannattaa aloittaa taas etsimélla tehtdvinannosta tar-
vittavat alkutiedot. Mikéli opiskelija ei péadse alkuun sen jélkeen, kannattaa
opettajan yrittdd avata keskustelu selvitettéavisté asiasta:

Mita tarkoittaa "etu pelissd”™?

Milla tavalla voi selvittdsd, kummalla pelaajalla on etu?
Missé tilanteessa Tepon kannattaa pelata?

Miké aiemmin oppimasi asia auttaisi tassa?

Pakka koostuu 5 + 5 kortista, panos on 2 karkkia, ja jos yhtddn paria ei muo-
dostu, Tepon voitto on 10 karkkia. Etu voidaan késittda toistojen kautta: Kun
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pelid pelataan useita kertoja, etu on hénellé, joka jéa plussalle eli saa enemmén
karkkeja kuin menettdd. Teoreettinen tyokalu tdmén asian ratkaisemiseen on
odotusarvo. Odotusarvo kuvaa saatavien tai menetettdvien karkkien méasaraé
keskiméaérin yhté pelid kohden. Mitd enemmén odotusarvo poikkeaa nollasta,
sitd enemmaén peli suosii toista pelaajista. Pelin etua voidaan tutkia joko Sa-
min tai Tepon karkkien odotusarvon kautta. Koska tehtavé on esitetty Tepon
padtoksenteon kannalta, lasketaan nyt Tepon odotettavien karkkien méaéréa.

Tepon kannattaa pelata, mikéli hén saa keskimédrin enemmén karkkeja
kuin menettad eli odotusarvo on positiivinen. Jos odotusarvo on negatiivinen,
Tepon ei kannata pelata, silld hin todennékoisesti saa vihemmén karkkeja
kuin menettda. Mikéali tarkastelun kohteena on Samin karkkien odotusarvo,
odotusarvon etumerkin tulkinta Tepon nidkokulmasta tehddén painvastoin.

Tehtédvan ymmértamisen jélkeen siirrytdén ratkaisusuunnitelman tekemi-
seen. Mikéli opiskelija on suunnannut ajatukset odotusarvoon mutta ei osaa
edeté ratkaisussaan, opettaja voi ohjata héntéd esimerkiksi seuraavasti:

Kuinka odotusarvo lasketaan téssé tapauksessa?

Kuvaile sanoin, mistd odotusarvo koostuu.

Mistd odotusarvon kaava muodostuu?

Miten pelistd voitettavien karkkien odotusarvo lasketaan?

Kuinka maksettava panos otetaan odotusarvon laskemisessa huomioon?

Koska Tepon panos halutaan ottaa huomioon odotusarvon laskemisessa, las-
ketaan netto-odotusarvoa. Odotusarvo on siis Tepon voittamien karkkien odo-
tusarvo, josta vihennetdin Tepon maksama panos. Sama voidaan esittda kaa-
vana:

E(Knetto) = E(erli) - P7 (1)
jossa E(Kpetto) on Tepon karkkien nettovoiton odotusarvo, E(Ke) on odo-
tusarvo Tepon voittamille karkeille pelistd ja P on Tepon maksama panos.
Sadntojen mukaan panos on aina kaksi karkkia.

Odotusarvo pelista voitettaville karkeille lasketaan kéayttdmaélla odotusar-
von kaavaa E(Kpe;) = Yoy kip;, jossa k; on satunnaismuuttujan arvo indeksil-
14 2 ja p; on arvon pistetodennékoisyys. Eri tulosvaihtoehtoja on m kappaletta.
Todennékoisyyksille pitee > " p; = 1.

Téssé tapauksessa k; kuvaa pelin tulosvaihtoehtoja, joita on kaksi eli nollan
ja kymmenen karkin voitot. Siis k; = 10 ja ky = 0. Merkitdén todennékoisyytta
p1 pelissé, jossa on n+n korttia, P, ("Ei pareja”). Teppo siis saa kymmenen
karkkia, miké&li pareja ei muodostu ollenkaan. Jos voitto on 0, se ei kasvata
odotusarvon summaa, silld voiton ja sen todennédkdisyyden tulo on 0. Pelistéa
voitettavien karkkien odotusarvon kaava sievenee muotoon:

E(Kpeti,,,,) = 10 - P, ("Ei pareja”). (2)

Ratkaisusuunnitelma on valmis, kun saadaan selville, milla todennékoisyy-
delld pelissé ei muodostu yhtédén paria eli kaikki jaettavat parit ovat sekapare-
ja. Aloitetaan tutkiminen yksinkertaistetusta esimerkisté, jossa pelipakka on
pieni. Opettaja voi oheistaa opiskelijoita tarpeelliseksi katsomansa verran:
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Tutki odotusarvon laskemista yksinkertaistetulla esimerkilla.

Selvitd netto-odotusarvo, mikali kortteja on 2 + 2 ja 3 + 3.

Miten voisit laskea odotusarvon 4 + 4 tilanteessa?

Milla tavalla voit laskea todennékoisyyden, ettei tule yhtddan paria?
Mitéa sinun pitéisi selvittda saadaksesi laskettua kyseisen todennékoisyy-
den?

Kuinka voit laskea kaikkien jakojen mééréan ilman etté luetteloit?

e Kuinka saat selville niiden jakojen mééran, jossa ei muodostu pareja?

Jos alkuperdinen 5 + 5 kortin peli tuntuu liian vaikealta, ratkaisusuunnitel-
maa tehdessédédn voi yksinkertaistaa tehtdvaa viahentamalla jaettavien korttien
médraé. Pelin 2 4+ 2 kortin ja 3 + 3 kortin versioista on taulukoitu kaikki sym-
metriset alkeistapaukset luvussa 3.3. Kun kaikki alkeistapaukset ovat tiedossa,
erilaisten tapahtumien todennékoisyydet on luontevaa laskea klassista toden-
néakoisyyttd hyodyntden. Sivun 32 taulukosta 2 ndhd&dén, ettd 2 + 2 kortin
tapauksessa erilaisia jakoja on 6 ja niistd 4:ssé ei muodostu yhtdéan paria. Tau-
lukko 3 sivulla 36 nayttéia, ettd 3 + 3 kortin pelissé vastaavat luvut ovat 20 ja
8. Netto-odotusarvoiksi tulee:

4 2
E(Knett02+2) =10- ]P>2+2<”Ei pareja”) —2 =10- 6 -2 = 45 ~ 467,
8
E(Kpettog, ) = 10 - P3;5("Ei pareja”) —2 =10+ 20" 2 =2

Pelin yksinkertaisimmissa versioissa Tepon karkkien netto-odotusarvo on po-
sitiivinen eli hdnen kannattaisi pelata.

Kun pelid vaikeutetaan 4 + 4 kortin versioon, kaikkien jakojen luettelointi
kdy tyoladksi. Yksinkertaistetuista esimerkeistd voidaan katsoa, mitd toden-
nékoisyyden "yhtddan paria ei muodostu” laskemiseen tarvitaan: tulee tietéda,
kuinka monta erilaista jakoa on ja monessa niisté ei synny yhtééan paria. Mika-
li opiskelijan on vaikea keksia, kuinka saisi lasketuksi jakojen méaarén, opettaja
voi johdatella esimerkiksi seuraavilla kysymyksilla:

Misté jako muodostuu?

Milla tavalla luetteloit jakoja ja varmistuit, ettéd olet kirjannut ne kaikki?
Kuinka monella eri tavalla esimerkiksi herttakortit voivat sijaita jaoissa?
Kuvittele, etta sinulla on kéddessési pelkét herttakortit.

— Kuinka monta korttia sinulla on?

— Kuinka monta "paikkaa” on, joihin voi "asettaa” hertan?

— Kuinka monella eri tavalla voit jakaa hertat eri paikoille? (Kortin
numerolla ei ole merkitysta.)

— Kuinka monella eri tavalla herttojen paikat voidaan valita kaikkien
paikkojen joukosta?

Muistatko aiemmin kéasitelleesi esimerkkié, jossa kysyttéisiin samanta-
paista asiaa?
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e Mitka vastaavat kysymykseen "kuinka monella eri tavalla”? Mika niista
sopii tdhan tilanteeseen?

Jokaisessa jaossa on kahta korttimaata yhtd monta korttia. Oman luetteloin-
titapansa sisdistdminen voi auttaa opiskelijaa keksimé&én, kuinka voisi laskea
kaikkien erilaisten jakojen lukumé&érdn. Yksi hyvé tapa luetteloida on, etté
asettelee toisen maan kortit aina eri tavalla ja tayttad "tyhjat paikat” jéljelle
jadneen maan korteilla. Kun tekee luetteloinnin systemaattisesti, saa helpom-
min kaikki erilaiset vaihtoehdot kirjattua ja listaansa jokaisen vaihtoehdon vain
kerran. Jos opiskelija ei ole luetteloinut systemaattisesti tai hdnen on vaikea
kuvailla luettelointimenetelméénsé, héanta voi ohjata edella olevaan ajatteluun
esimerkilld hertoista.

Mikéli opiskelija ei 1ahde pohtimaan erilaisten jakojen laskemista, esimerkki
kannattaa tehdé konkreettisemmaksi. Opiskelija kuvittelee kéteensé 4 herttaa,
joille valittavia paikkoja on 8. Niilla 4 kortilla tulee kiydé lépi kaikki eri paikat,
joihin kortit voi asettaa yhté aikaa. Kaytédnnossa 8 paikasta valitaan 4 siten,
ettd vain herttakorttien sijainnilla, ei numerolla, on merkitysta. T&alloin hertat
voivat olla esimerkiksi neljélla ensimmaéiselld paikalla vain yhdelld tavalla.

Kysymyksilld yritetdan ohjata opiskelijaa huomaamaan, etté esitetty ongel-
ma saadaan ratkaistua kayttdméllda binomikerrointa (Z) = Wlk), eli n alkion
joukosta valitaan k-kombinaatio. Binomikertoimen eri tulkintoja on késitelty
sivulla 10. Késiteltdvan korttipelin voi samaistaa tilanteeseen, jossa jaetaan
kortteja, joista puolet “onnistuvat” olemaan herttoja.

Kaikkien erilaisten jakojen méérda 4 + 4 kortin tilanteessa saadaan valit-
semalla 8 paikasta 4. Niitd on siis (i) = 70. Kun kortteja on 5 + 5, méa&ra
lasketaan valitsemalla 10 paikasta 5 eli kaikkien jaettavien korttien ma&résta
toisen maan korteille paikat. Télloin erilaisia jakoja on (150) = 252.

Kun kaikkien jakojen mééra on selvitetty, lasketaan jaot, joissa ei muodostu
saman maan pareja. Téssd hyodyllisia kysymyksiéa voivat olla:

e Millaisia ovat jaot, joissa ei muodostu saman maan pareja?

Tarkastele esimerkiksi 3 + 3 kortin listausta. Mitd huomaat jaoista, joissa

ei muodostu saman maan pareja?

Mita tarkoittaa, ettei muodostu yhtdéan paria?

Millaisia ovat parit, jotka ovat sekapareja?

Kuinka monella eri tavalla sekapari voi muodostua?

Kuinka monta sekaparia muodostuu yhteenséa pelissi?

Milla tavalla saisit laskettua, kuinka monella eri tavalla pelkkiéa sekapa-

reja siséltava jako voi muodostua?

e Muistatko aiemmin kasitelleesi esimerkkié, jossa kysyttéisiin samanta-
paista asiaa?

e Mitké vastaavat kysymykseen "kuinka monella eri tavalla”? Mik4 niista
sopii tahén tilanteeseen?

Jaot, joissa ei ole saman maan pareja ollenkaan, siséltdvat pelkédstdan sekapa-
reja. Sekapareissa on aina kaksi eri maan korttia ja kortit voivat olla kahdessa
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eri jarjestyksessd, joko AB tai BA. Mikili jaossa on pelkkid sekapareja, niité
muodostuu puolet kaikkien korttien madrésta tai toisin ilmaistuna niin monta
kuin kummankin maan kortteja on.

Pelkki& sekapareja sisiltdvien jakojen médrén saa laskettua tuloperiaatetta
kiyttamalla.

Esimerkiksi 4 + 4 kortin tapauksessa pareja jaetaan 4 ja jokainen jaettava
sekapari voidaan jakaa kahdella eri tavalla. Siis sekaparijakoja on yhteensé
2.2.2-2 = 2* = 16. Opiskelijaa voi kehottaa kokeilemaan laskutapaa myos
jo luetteloituihin 2 + 2 ja 3 + 3 kortin tilanteisiin saadakseen konkreettisen
esimerkin laskutavan kdyttdmisestéd ja toimimisesta.

Opiskelija saattaa keksid laskutavan myos eri kautta: 2 4+ 2 kortin pelisséa
sekaparijakoja on nelja erilaista ja 3 + 3 kortin pelissd kahdeksan. Voidaan
ajatella, ettd 3 4+ 3 kortin pelissé muodostuvat jaot saadaan lisddamalla 2 +
2 kortin jakoihin yksi pari. Jokaiseen neljdéin sekaparijakoon lisdtaén siis yksi
sekapari, joka voi muodostua kahdella eri tavalla. Kaikki jaot kirjatakseen tulee
jokaisesta neljésté jaosta siis kaksi uutta, eli 3 + 3 kortin pelissi on 4 -2 = 8
sekaparijakoa ja 4 + 4 kortin pelissd 8 - 2 = 16 erilaista jakoa. Vastaavasti 5 +
5 kortin sekaparijakojen mésri 32 voidaan laskea joko 2° tai 16 - 2.

Opiskelija voi muotoilla kaavan, jolla saadaan laskettua todennakéisyys,
ettei yhtddn saman maan paria muodostu n + n kortin pelissa:

2TL

()

Kaavan muotoilu ei ole tehtédvin kannalta valttam&aton, mutta opettaja voi
kannustaa kaavan keksimiseen opiskelijoita, jotka saavat muita nopeammin rat-
kaisun ongelmaan. Kaavan keksimistd voi auttaa, jos opettaja pyytéaa opiskeli-
jaa laskemaan todennékoisyyden eri korttimaérilla, kuten 7 4+ 7 ja 10 4+ 10. Té&-
mén jilkeen voi opiskelijalta kysyé, saako hén kirjoitettua laskemiseen kéytet-
tavan kaavan, jota voi kdyttda mille tahansa korttiméaralle. Mikéli héan tarvit-
see enemman tukea, kannattaa kehottaa opiskelijaa tutkimaan, mika laskuissa
muuttuu korttiméédrdéd vaihdettaessa. Liséksi on hyodyllistd miettid, kuinka
lasku riippuu korttiméarastd. Kun opiskelija keksii kaavan, kannattaa hanta
pyytaé testaamaan kaavaa erityisesti luetteloiduissa tapauksissa ja tarkastele-
maan tulosten mielekkyytta.

Kun kaikki tarvittavat tiedot on saatu selville, opiskelija pédsee toteutta-
maan ratkaisusuunnitelman eli laskemaan netto-odotusarvot 4 + 4 ja 5 + 5
kortin peleihin:

Pon("Ei parcja”) =

16 2
E(Kyettors) =10 - Pyya("Ei pareja”) —2 =10- i 2 = - R 0.29,
: : 32 46
E(Kettos,s) = 10 - P 5("Ei pareja”) —2 =10- 353 2 =— i 0.73.

Tepon kannattaisi pelata 4 + 4 kortin pelid, mutta 5 + 5 kortin pelin odo-
tusarvo tarkoittaa Tepon kannalta, ettd useita kierroksia pelattaessa hén hé-
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vidd keskimé&drin 0.73 karkkia per kierros. Koska odotusarvo on negatiivinen,
Tepon ei kannata suostua Samin ehdottamaan peliin.

Lopuksi opiskelijan tulee vield tarkastella ratkaisuaan, vakuuttua perustelu-
jensa péatevyydesté ja vilivaiheiden oikeellisuudesta. Téamén tehtdvén kohdalla
ratkaisun tarkasteluvaiheessa voi opiskelijoille antaa tehtavastd myos muunnel-
man, jossa juuri opittua pédsee soveltamaan.

Kuinka suuri voitettavan karkkiméaran tulisi olla, ettd etu olisi Tepolle?
Milld muulla tavoin pelin sdédntéja voisi muuttaa, jotta etu olisi Tepon
puolella? Millé tavalla peli ei suosisi kumpaakaan pelaajaa?

Ensimmaéinen esitetyistd kysymyksistd on vastaava kuin: kuinka monta karkkia
pelistd tulee voittaa, jotta Tepon kannattaa pelata? Kaavassa (1) mééritellyn
nettovoiton tulee siis olla positiivinen:

E(erli) —P>0.

Esitetéén pelista voitettavien karkkien odotusarvo E(K ;) voitettavien kark-
kien k ja voittotodennikoisyyden tulona, kuten kaavassa (2):

k-P,.,("Ei pareja’) — P > 0. (3)

Sijoitetaan kaavaan 5 + 5 kortin pelille edelld selvitetty voittotodennékdéisyys
32/952 ja panos 2 ja ratkaistaan voitettavien karkkien maara k:

32
229
9252 >0,
252
ST
k > 15.75.

Jos voitettavien karkkien médrd on suurempi kuin 15.75, Tepon kannattaa
pelata. Pienin luonnollinen luku, joka toteuttaa epdyhtélon, on 16 karkkia.

Kaavasta (3) ndhd&én, ettd nettovoiton odotusarvoon vaikuttaa mydos voit-
totodennédkdisyyden tai panoksen muuttaminen. Edelld huomattiin, ettd jos
kortteja on pelissd 2-4 paria, odotusarvo on 4.67-0.29 karkkia Tepon hyviksi.
Eli Tepon kannattaisi pelata, jos pelissé olisi mukana vihemmaéan kortteja. Jos
taas Tepon panos olisi vain yksi karkki, tulee odotusarvoksi muuten alkuperéi-
silla sdannaoilla:

32 17

10-P "Ei ") —1=10-— —-1= —~ 0.2
0 - P5.5("Ei pareja”) 0 555 53 0.27,

miké positiivisena lukuna on Tepon kannalta suotuisa odotusarvo.
Selvéasti haastavin on viimeisené esitetty kysymys sddnnoisté, jotka eivit
suosi kumpaakaan pelaajaa. Haastetta tuo se, ettd panos ja voitto ovat jarkevia
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vain luonnollisina lukuina, sillé kyseessé on karkkien mééré. Jotta peli ei suosisi
kumpaakaan pelaajaa, tulee olla voimassa:

k- P,.,("Ei pareja’) — P = 0.

Sopivan voittoméaéran, voittotodennékoisyyden ja panoksen voi 16ytdd monel-
la eri tavalla. Yksinkertaisin ratkaisu tdménhetkisilla tiedoilla 16ytynee valit-
semalla 3 4+ 3 kortin peli. Talloin voittotodennékdisyys on 8/20 = 0.4.

k-04—P=0,
P
=04
k

Eli panoksen ja voittokarkkien suhde on 0.4. Tdhén sopii esimerkiksi valinta,
jossa panos on 4 karkkia ja voitosta saa 10 karkkia.
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4 Matkamuistoja maailmalta

Tama tehtdava soveltuu kéytettdvéksi erityisesti lukion pitkdn matematiikan
todennékoisyyslaskennan kurssille.

Tuomaksen tyttéarelld Tiinulla on tylséé, ja hdnen isdnsa padttaa vithdyttaa
hénté arvausleikilla. Tiinu on erityisen kiinnostunut iséinsd matkamuistois-
ta ja Tiinu tietdd, mistd matkakohteista hdnen isdnsa on ne tuonut. Tuomas
on matkustellut yhdekséssé eri kohteessa ja tuonut jokaiselta matkalta tés-
mélleen yhden matkamuiston. Han on kiynyt kerran Australiassa, kahdesti
Belgiassa, kolmesti Chilessé, neljédsti Dubaissa, viidesti Egyptissd, kuudes-
ti Filippiineill4, seitsemésti Ghanassa, kahdeksasti Havaijilla sekéd yhdek-
sian kertaa Irlannissa. Tuomas valitsee satunnaisesti yhden matkamuiston
ja Tiinun tulee selvittda kylla-ei-kysymyksia esittamaélld, mistd kohteesta
h&nen isdnséd valitsema matkamuisto on tuotu. Tiinu saa kysymyksissaan
kayttdd ainoastaan tietoa matkakohteesta, ei esimerkiksi matkamuistojen
ulkondkoon liittyvid seikkoja.

Keksi vahintddn kaksi kysymyssarjaa, joilla saa minké tahansa mat-
kamuiston alkuperdmaan selville. Vertaile keksimi&si kysymyssarjoja. Mita
kysymyksid Tiinun kannattaisi esittdd saadakseen oikean vastauksen mah-
dollisimman v&hilla kysymyksilla?

Tehtéva on perdisin kirjasta New mathematical diversions, jonka on Kir-
joittanut Martin Gardner vuonna 1969. Kirjan esimerkki kiyttda korttipakan
kortteja, mutta nyt mukaan on rakennettu tarina. Tarinan kadyttdminen voi
lisdta tehtdvan ldhestyttavyyttd, mutta myos vaikeuttaa tehtdvan hahmotta-
mista.

4.1 Ongelman ratkaisemisen aloittaminen

Ensimmaéisend kannattaa selvittdd, mitd tehtdvananto vaatii. Nyt ongelma
koostuu kahdesta vaiheesta: kysymyssarjojen keksimisesté ja niiden vertailus-
ta. Koska vertailua ei voi tehdd ilman kysymyssarjoja, ongelman ymmaérta-
misen jéalkeen voi keskittyd ensin kysymyssarjojen keksimiseen. Pitkén teh-
tdvénannon johdosta on kuitenkin erityisen tédrkedd poimia tehtédvanannosta
tarpeelliset tiedot ja paattdda merkitsemistapa. Oppilasta voi ohjata 16ytdmaén
tietoja esimerkiksi seuraavilla kysymyksilla:

o Mitks tiedot vaikuttavat tarkeimmiltd tehtavian ratkaisemisen kannalta?
e Milla tavalla tiivistaisit tehtdvanannon?
o Mitki tiedot auttaisivat sinua tehtavanannon kuvaamassa tilanteessa?

Oleellisimmat tehtdvanannossa kerrotut tiedot ovat kustakin matkakohteesta
tuotujen matkamuistojen lukumééra. Tehtdvéan ratkaisemisen kannalta téarkedé
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Taulukko 4: Matkamuisto-ongelmasta kerdtyt tiedot koottuna taulukkoon.
Matkakohteisiin viitataan etukirjaimella. Kohteet ovat Australia, Belgia, Chile,
Dubai, Egypti, Filippiinit, Ghana, Havaiji ja Irlanti.

I yhteensé
9 45

matkakohde A B CDEVF G H
matkamuistojen méara 1 2 3 4 5 6 7 8

on myos tieto siitd, ettd kysymyksissd voi kiyttda tietoa vain matkakohtees-
ta, silla vain sellaisiin kysymyksiin voi vastata annetun informaation perus-
teella. Taulukkoon 4 on kerétty numeeriset tiedot. Yksinkertaisuuden vuoksi
matkakohteisiin on viitattu niiden etukirjaimella. Vaihtoehtoisesti matkakoh-
teisiin voisi viitata esimerkiksi numerolla aakkosjérjestyksessé. Tall6in numero
kertoisi suoraan tuotujen matkamuistojen méaran.

Ongelman ymmaértamisen jélkeen siirrytdén ensimmaéisen osan ratkaisemi-
seen. Mikéli tietojen poimimisen jélkeen opiskelija ei paése eteenpéin, opettaja
voi ohjata opiskelijaa alkuun ratkaisussaan:

Mité halutaan tietda?

Kuinka sen voisi selvittda?

Miten tehtavénanto ohjeistaa toimimaan?
Millaisen kysymyksen voisit esimerkiksi esittda?
Mité tietoa saat esittdmallasi kysymyksella?
Mité sinun téaytyy sitten vield tehda?

Tavoitteena on ohjata opiskelijaa keksiméén sellaiset kysymykset, joita kéyt-
tamaélla saa jokaisessa tapauksessa selville, mistd matkakohteesta matkamuisto
on tuotu. Kysymyksiin tulee voida vastata kylla tai ei. Opiskelija saattaa esi-
merkiksi kysyéa jotain tiettyd matkakohdetta. Yksi kysymys on kuitenkin vasta
alku: opiskelijan tulee keksid kysymyssarja, joka kattaa kaikki eri matkakohde-
vaihtoehdot. Osa matkakohteista voi selvitd vahemmilla kysymyksilld, mutta
kysymyksié tulee kysyd niin kauan etté vastaus selvidé jokaisessa tapauksessa.

Nyt opiskelija voi keksié esimerkiksi kysymykset, joissa aina kysytdan yk-
sittdinen maa aakkosjirjestyksessd, kunnes kaikki maat on kayty ldapi. Mikali
matkamuisto on Australiasta, vastaus selvida yhdelld kysymykselld. Mikéli se
on Irlannista, tarvitaan kahdeksan kysymystd matkakohteen selvittdmiseen.
Viimeinen kysymys aakkosjirjestystd noudattaen on "onko matkamuisto Ha-
vaijilta”. Kieltdva vastaus tarkoittaa, ettd matkamuisto on Irlannista, silld se
on ainut maa, jota ei ollut viela kysytty.

Kuvan 5 yldosassa on esitetty kysymyspuu aakkosjérjestystd kéytettées-
si. Kysymyssarja etenee vasemmalta oikealle. Kuvaa luetaan siten, ettd kuta-
kin matkakohdetta ldhinné olevan haaran kohdalta ndhdé&én sen matkakohteen
selvittdmiseen tarvittavien kysymysten méaéra vaaka-akselilta. Jokaisen haaran
kohdalla esitetdén kysymys siitd, kumpaan haaraan selvitettavé esine kuuluu.
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Kysymys voi olla yleisessé muodossa esimerkiksi "onko esine matkakohtees-
ta, joka kuuluu alempaan haaraan?”. Mikili vastaus on myonteinen, siirrytaan
alempaan haaraan. Kielteisessé tapauksessa siirrytddn ylempéadan haaraan. Ky-
symyksid kidydaian lapi kunnes vastaus saadaan selville. Aakkosjarjestysta kay-
tettdessd alempi haara tuottaa aina suoraan vastauksen. Vain ylemmén haaran
tapauksessa joudutaan kysymaéaéan uusi kysymys, mikéli vaihtoehtoja on jéljella
enemmaéan kuin kaksi.

Kun opiskelija on saanut yhden kysymyssarjan valmiiksi, hinen tulee viela
keksié jokin toinen tapa saada matkamuiston ostopaikka selville. Vaihtoeh-
toisesti opiskelijat voivat myos vertailla keksimidén kysymyksid parin kanssa.
Aakkosjérjestyksestd on helppo muokata toinen kysymyspuu vaihtamalla jér-
jestysté, jossa maat kdydadan lapi. Kuvan 5 alaosaan on piirretty kysymyspuu,
jossa kysymykset esitetddn todennékoisyysjarjestyksessd. Téssd tapauksessa
kysytédan jaljella olevista aina sitd matkakohdetta, josta on tuotu eniten mat-
kamuistoja. Opiskelija ei valttamatta nimita tata todennékoisyysjarjestyksek-
si, silld hédn voi mieltad jarjestyksen suurimman lukuméérdn mukaan tehdyksi.

4.2 Vaihtoehtoja yhdistelevin kysymyssarjan keksimi-
nen

Kuvaan 5 kuvatuissa esimerkeissé kysytdén aina kerrallaan vain yhtd maata.
Mikéli opiskelijoille on epdluontevaa tehdd muunlaisia kysymyksié, heitd voi
ohjata esimerkiksi seuraavanlaisella keskustelulla:

e Kuinka monta kysymysté tarvitset maksimissaan matkakohteen selvitta-
miseen?

Onko sitd maksimia mahdollista saada pienemméksi?

Milla tavalla kuvailisit téalla hetkelld kayttamidsi kysymyksia?

Milla tavalla voisitte muunnella nykyisia kysymyksia?

Milla tavalla matkakohteen voisi selvittdd kysymélld vihemmén kysy-
myksia?

e Olisiko mahdollista karsia useampia vaihtoehtoja yhdelld kysymyksell&?

Ensimmaiselld kysymykselld halutaan herédttad opiskelija miettimaéan kysytta-
vien kysymysten méaérda. Yhta vaihtoehtoa kerrallaan kysyttéessa kysymyksié
tarvitaan maksimissaan yksi vihemmén kuin vaihtoehtoja eli téssé tapaukses-
sa kahdeksan. Ainoa tapa pienentédé kysyttdvien kysymysten maksimiméaaraé
on niputtaa useita vaihtoehtoja yhden kysymyksen alle. Jos opiskelija huomaa
kysymyksistaan kysyvéanséa vaihtoehdot yksi kerrallaan, hanen lienee helpompi
luoda vaihtoehtoja niputtavia kysymyksid. Viimeinen kysymys tarjoaa opiske-
lijalle ratkaisun, mikéli héan ei sité itse keksi. Opiskelijaa kannattaa kannustaa
kehitteleméén kysymyssarja samaa menetelméd kayttden loppuun asti.
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Kysymyspuu aakkosjarjestyksella

Irlanti

—— Havaiji

Ghana

Filippiinit

Egypti

Dubai

Chile

Belgia

Australia

Kysymyspuu todennékdisyysjarjestyksella

— Australia

— Belgia

Chile

Dubai

Egypti

Filippiinit

Ghana

Havaiji

Irlanti

Kuva 5: Ylh&alla on kysymyspuu matkamuisto-ongelmaan aakkosjirjestyksel-
14. Alhaalla on kysymyspuu todenn#koisyysjérjestykselld. Vaaka-akselilta voi
lukea kunkin maan selvittdmiseen tarvittavien kysymysten mééarin matkakoh-

detta lahinna olevan haaran kohdalta.4 0



Opiskelijan voi olla esimerkiksi luontevaa tehda kysymykset maantieteel-
lisen sijainnin mukaan. Kysymys "onko matkamuisto Euroopasta” yhdistaé
Belgian ja Irlannin. Mikéli vastaus on "ei”, yhdella kysymykselld saa karsit-
tua pois kaksi védrdd vaihtoehtoa. Jos vastaus on "kylla”, taytyy esittaa viela
toinen kysymys oikean matkakohteen 16ytédmiseksi. Opiskelijalle ei ole vélt-
tamatta selvéd, onko téllaisesta vaihtoehtojen yhdistdmisestd mitdédn hyotya.
Ensisijaisesti on kuitenkin tarkedd loytad erilainen tapa. Opiskelijaa voi kehot-
taa vertailemaan keksimidén kysymyssarjoja sen jélkeen, kun on ensin saanut
suunniteltua kysymykset loppuun.

Oletetaan, ettéd opiskelija luo kysymyssarjan, joka on havainnollistettu ky-
symyspuuhun kuvaan 6. Siind matkakohteet on ryhmitelty maantieteellisen si-
jainnin mukaan. T&lla kysymystavalla tarvitaan maksimissaan viisi kysymysta
vastauksen saamiseen, mutta toisaalta tarvitaan vihintddn kaksi kysymysté.
Jos valittu matkamuisto on esimerkiksi Irlannista, tarvitaan nelja kysymysta.
Ne voivat olla esimerkiksi:

”Onko matkamuisto Australiasta, Filippiineiltd tai Havaijilta?”
7’Ei.?7

”Onko se Chilesta?”

77Ei'77

"Enté Irlannista tai Belgiasta?”

"Kylla.”

"No onko se Belgiasta?”

77Ei‘77

"Eli se on Irlannista!”

4.3 Eri kysymyssarjojen vertailu

Nyt opiskelijalla on tehtyné vdhintdan kaksi kysymyssarjaa, ja héan voi siirtya
ongelman seuraavaan vaiheeseen eli kysymyssarjojen vertailuun. Opettaja voi
auttaa vertailuun tarttumisessa esittdmélld kysymyksen monipuolisilla tavoil-
la.

Millé tavalla voi verrata eri kysymistapoja? Kummalla kysymyssarjalla saa
todenndkoisemmin vastauksen vihemmilld kysymyksilla? Vai onko esitet-
tavilla kysymyksilla merkitystd keskimédriiseen kiytettdavien kysymysten
maaraan?

Nyt opiskelijoiden taytyy loytaa oleelliset tiedot keksimistadn kysymyspuis-
ta. Koska alkuperéisessé tehtédvanannossa mainitaan "mahdollisimman v&hilla
kysymyksilld”, suuntautunevat opiskelijat selvittdméan kussakin kysymyssar-
jassa tarvittavien kysymysten méadrdad. Taulukossa 5 on esitetty ndaméa méaarat
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Kysymyspuu maantieteellisen
sijainnin mukaan

Egypti

Dubai

Ghana

Irlanti

Belgia

Chile

Filippiinit

Australia

Havaiji

Kuva 6: Kysymyspuu matkamuisto-ongelmaan, kun kédytetddn maantieteellisté
jarjestysta. Vaaka-akselilta voi lukea kunkin matkakohteen selvittdmiseen tar-
vittavien kysymysten méiran matkakohdetta ldhinné olevan haaran kohdalta.

matkakohteittain eri kysymyssarjoille. Mikéli méérien laskeminen on hanka-
laa, ne kannattaa selvittda kdymalld kysymykset 1dpi kunkin matkakohteen
tapauksessa ja laskemalla méaérd samalla. Kahdesta vaihtoehdosta oikean saa
selville yhdella kysymykselld, mika on tarkedd kertoa opiskelijoille. Vastauksen
ei siis tarvitse olla myonteinen, jotta oikean vastauksen voi péadtella. Tama kay
ilmi aiemmasta esimerkkikeskustelusta.

Jos ratkaiseminen tuntuu opiskelijasta hankalalta yhdeksén maan tapauk-
sessa, ongelmaa voi yksinkertaistaa. Yksinkertaisimman mielekkdédn ongelman
saa kolmella vaihtoehdolla, silld télloin voi tehda kolme erilaista kysymyssar-
jaa. Matkakohteiksi kannattaa valita kohteet, joiden vililla on paljon vaihtelua
matkamuistojen méarissi. Esimerkiksi Australia, Belgia ja Irlanti ovat toimiva
kolmikko. Kolmella vaihtoehdolla kysymyssarja on kdytdnnosséd yhden matka-
kohteen kysymisté kerrallaan. Kolme erilaista sarjaa saa siten, ettd muuttaa
ensimmaisend kysyttavad kohdetta. Vastauksen selvittdmiseen tarvitsee kysy-
myksid joko yhden tai kaksi.

Opiskelijaa voi ohjata samalla tavalla riippumatta siitd, onko kyseessé yh-
deksén tai kolmen vaihtoehdon kysymyssarjat. Kun opiskelija keksii vertailu-
tavan yksinkertaistettuun erikoistapaukseen, hénen tulee soveltaa keksimaansa
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alkuperéisiin yhdeksén matkakohteen kysymyssarjoihin.

Mikéli opiskelijan on vaikeaa saada ideaa siitéd, kuinka vertailla eri kysy-
myssarjoja keskenédén, hdnen ajatuksiaan voidaan kohdistaa oikeaan suuntaan
esimerkiksi seuraavilla kysymyksilla:

e Miké on tavoitteena?
e Onkohan silld merkitysté, mitd kysymyssarjaa kayttaa?
e Mité noista kysymyssarjoista kayttéisit itse? Miksi?

Tavoitteena on loytdd tapa, jolla voidaan verrata eri kysymyssarjoja keske-
nddn. Opiskelijalle on myos hyvéa antaa aluksi mahdollisuus pohtia tehtavan
merkitysté; hdnen tulisi 16ytdé syy toiminnalleen. Mikéali opiskelija uskoo, et-
tei kysymyssarjan valinnalla ole merkitystd, hénen ei ole mielekésta yrittaa
todistaa péinvastaista. Parhaimmassa tapauksessa eri mieltd olevat opiskeli-
jat ryhtyvét perustelemaan omia kantojaan toisilleen ja ongelman ratkaisun
avaimet 16ytyvéat kuin itsestdan.

Kysymyssarjan valitseminen omaan kéyttoon tuo opiskelijalle konkretiaa
ongelman késittelyyn, jos héan uskoo valitsemisella olevan merkitysta. Esimer-
kiksi aakkosjérjestys tuntunee intuitiivisesti todennékoisyysjarjestystd huonom-
malta, koska siind kaytetddn eniten kysymyksiéd yleisimpiin vaihtoehtoihin ja
véhiten niihin, joista on vihdn matkamuistoja. Intuitio on hyvé ldhtokohta
vertailutavan keksimiseen ja ongelman matemaattiseen tarkasteluun.

Opiskelijoille voi tulla ratkaisuvaiheessa mieleen erilaisia virheellisia paétel-
mié. Esimerkiksi kysymyssarjojen vertailu kysymysmééarien summien tai arit-
meettisen keskiarvon avulla. T&lloin oppilasta voi pyytdd vertaamaan aakkos-
jarjestysta ja todennidkdisyysjarjestystd. Molemmat niistd saavat samat arvot
(summa 44, keskiarvo 44/9 ~ 4.89) edelld mainittuja vertailutapoja kiytta-
mélld. Intuitio puhuu kuitenkin todennékoisyysjérjestyksen puolesta, mika voi
herdttaa ajatuksen siité, etté esitetyt keinot eivit toimi ratkaisuna vertailuon-
gelmaan.

Mikali todennékoisyysjarjestyksen paremmuus verrattuna aakkosjérjestyk-
seen ei ole intuitiivista, voi eroa havainnollistaa kdymalla kysymyssarjoja lapi

Taulukko 5: Tarvittavien kysymyksien méérét ja niiden pistetodennékoisyydet
matkakohteittain matkamuisto-ongelman kolmesta eri kysymyssarjasta. Mat-
kakohteisiin viitataan etukirjaimella. Kohteet ovat Australia, Belgia, Chile,
Dubai, Egypti, Filippiinit, Ghana, Havaiji ja Irlanti.

aakkosjarjestys
todennékoisyysjérjestys
maantieteellinen jérjestys 3 4 2 5 5 3 4 2 4

pistetodennékaisyys Vs 2/as 3/as 4fas Blas 6/as T/as 8as 9/ss
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siten, ettd Australia valitaan kerran ja sitten Irlanti jopa yhdeksin kertaa. Jos
samalla lasketaan kédytettyjen kysymysten médrad, selvinnee kysymyssarjojen
ero. Painotusta kayttamalld opiskelija saattaa myos keksia tavan laskea luvun,
jolla kysymyssarjoja voi vertailla.

Opiskelija voi ajatella, ettd valittu matkakohde vaikuttaa sithen, mita ky-
symystapaa hédnen kannattaa kayttda. Kuitenkin yksi kysymyssarja on valit-
tava kayttoon. Téalloin hanta voi pyytdd selvittdmasdn, minka matkakohteiden
tapauksessa esimerkiksi aakkosjérjestys on parempi kuin todennékoisyysjarjes-
tys. Taulukosta 5 nihd&éan, ettd molemmissa tavoissa kiytetddn viisi kysymys-
td Egyptin arvaamiseen. Aakkosjirjestystd kaytettdessa aakkosilla A-D alka-
vat maat 16ytyvat vihemmilld kysymyksilla kuin todennéakdisyysjérjestyksellé
ja aakkosilla F-T alkavilla matkakohteilla asia on péinvastoin. Nyt kummankin
tavan puolesta puhuvia matkakohteita on yhtd monta, joten oppilas saattaa
ajatella tapojen olevan yhté hyvia kesken&én.

Mikali oppilas pitda kutakin matkakohdetta samanlaisena arvausleikin kan-
nalta, opettaja voi kiyttda esimerkiksi seuraavia kysymyksié, joilla johdatel-
laan huomaamaan, ettd matkakohteesta tuotujen matkamuistojen maéra tulee
ottaa huomioon péittelyssa:

e Mité alun perin kysyttiin?

e Miten matkamuistot vaikuttavat tehtavain?

e Miten voisit ottaa vertailussa huomioon sen, kuinka usein mikékin mat-
kakohde on oikea vastaus?

e Oletko ratkaissut vastaavan ongelman aiemmin?

e Miten voisit laskea sen kuinka useasti satunnainen valinta kohdistuu esi-
merkiksi Filippiineihin? Miksi?

Alkuperiinen tehtdvananto késittelee matkamuistoja, miké on hyvéa palauttaa
mieleen, mikali opiskelija on keskittynyt ajattelemaan vain matkakohteita. Jos
opiskelija jattdda matkamuistot huomiotta, toisella kysymykselld voi tdsmen-
tdd hénen ajatuksensa niihin. Kolmas listan kysymys vihjaa opiskelijalle, ettéa
kaikki matkakohteet eivit ole yhtd todennékoisid ja suuntaa ajatuksia piste-
todennéakdoisyyksia kohti. Kaikkia kysymyksia ei tarvitse valttamétta esittas,
vaan opiskelija saattaa ryhtya selvittdmaéaan pistetodennékoisyyksid jo vihem-
mill& vihjeilla.

Tarvittavat tiedot matkakohteisiin liittyvien pistetodennékoisyyksien laske-
miseen ovat tehtdvinannossa ja taulukossa 4. Pistetodennékdisyyksien laske-
minen perustuu klassiseen todennéakoisyyteen, joka on opeteltu lukion todenné-
koisyyskurssin alkupuolella. Taulukossa 5 esitetyt pistetodennékéisyydet saa-
daan siis jakamalla suotuisten alkeistapausten maéra kaikkien alkeistapausten
maéaaralld. Tassa alkeistapaukset ovat tietystd matkakohteesta ostettuja mat-
kamuistoja.

Mikéli opiskelija ei keksi, kuinka hyddyntéé tietoja matkamuistoista, héan-
td kannattaa pyytdd etsimédn vastaavaa ongelmaa. Opiskelija voi samaistaa
ongelman esimerkiksi korttipakkaan: Korttipakassa on 4 &sséd ja yhteensé 52
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korttia, ja dssdn todenn#koisyys on 4/52. Koska matkamuistoja on yhteensé 45
ja niistéd 6 on Filippiineilté, todennékoisyys sille, ettd satunnaisesti valittu mat-
kamuisto on Filippiineiltd on 6/45. Mikéli opiskelija ei keksi itse sovellettavaa
esimerkkid, haneltd voi esimerkiksi kysyé, miten korttipakan kanssa toimittiin
ja pystyisiko samaa periaatetta kayttdmaéadn téssa tilanteessa.

Kun opiskelija on saanut selvitettyd pistetodennékoisyydet, hidnen tulee
saada vield tarkein oivallus, jotta kysymyssarjojen vertailu on mahdollista.
Mikali oivallus ei synny itsestédén, opettaja voi johdattaa opiskelijaa esimerkiksi
seuraavien kysymysten avulla:

Mité tietoja sinulla nyt on kdytettavissa?

Mité haluat selvittaa?

Miten voisit vertailla eri tapoja?

Miten sen voisi selvittda sinulla olevia tietoja kayttamalla?

Oletko kéayttdnyt samankaltaisia tietoja aiemmin?

Muistuttaako tdma tehtédva jotain, jonka olet jo aiemmin ratkaissut?
Mink& odotusarvon voisit nyt laskea?

Mité kaytossési olevat méarit kuvaavat?

Kaytettiavissd olevat tiedot saattavat heréttdd opiskelijassa tuttuuden tunteen
siitd, ettd hén on kiyttényt vastaavia tietoja laskuissaan aiemmin. Vaikka en-
simméinen kysymys ei auttaisikaan opiskelijaa suoraan oivallukseen, on hyva
aloittaa ldhtotilanteen kartoituksella. Tédhdn mennessd on selvitetty kunkin
matkakohteen matkamuistojen méaéarit ja todenndkoisyydet sille, ettd matka-
muisto on tietystd kohteesta. Lisdksi on keksitty useampi kysymyssarja, joista
jokaisesta tiedetéddn, kuinka monta kysymysta joutuu kayttdméaian oikean vas-
tauksen 16ytymiseen. Naita tietoja kdyttdmalla halutaan selvittad, milla kysy-
myssarjoista tarvitsee keskimédrin kidyttdd véihiten kysymyksid satunnaisesti
valitun matkamuiston ostokohteen selvittédmiseen.

Opiskelija saattaa huomata yhtélédisyyden jonkin aiemman tehtévin kans-
sa: diskreetin muuttujan odotusarvon laskemiseen on kédytetty satunnaismuut-
tujan arvoja ja pistetodennikoisyyksia. Téassé tapauksessa satunnaismuuttuja
on tarvittavien kysymysten méaara. Matkamuistojen mééarda on kdytetty piste-
todennikoisyyksien laskemiseen ja ainoastaan kysymyssarjoihin liittyvien tar-
vittavien kysymysten lukumaéarié kayttamalld voidaan saada vertailtavat odo-
tusarvot. Télloin lasketaan nimenomaan kaytettavien kysymysten odotusarvo
kullekin kysymyssarjalle. Opettajan kannattaa kuitenkin tiedostaa riski, etté
opiskelija kidyttdd matkamuistojen lukumééria laskussaan.

Mikali opiskelija ei yhdista kaytossa olevia tietoja odotusarvojen laskemi-
seen, hanté voi yksinkertaisesti kehottaa pohtimaan tapaa laskea luku, jonka
avulla eri kysymyssarjoja voi vertailla. Opiskelija voi nimittéin paétya sisallolli-
sesti vastaavaan laskuun ajattelematta odotusarvon kaavaa. Mikéli keksiminen
on vaikeaa, opiskelijaa voi ohjeistaa katsomaan kurssikirjan siséllysluetteloa ja
miettiméan, mika opiskelluista asioista voisi auttaa hantéa eteenpéin.
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Kuvataan kolmen matkakohteen erikoistapauksen ratkaisu kayttamatta suo-
ranaisesti odotusarvon kaavaa. Valituissa kohteissa, jotka ovat Australia, Bel-
gia ja Irlanti, matkamuistoja on yhteensd 1+ 2+ 9 = 12. Jos vastaus osuu en-
simmaiselld kysymykselld oikein, tarvitaan yksi kysymys, muuten kaksi. Kes-
kima#raisen kaytettdvien kysymysten méaéran voi laskea ajattelemalla, kuinka
monta kertaa kokonaisméaérésta kukin matkakohde on oikea vastaus. Kun mat-
kakohteen arvaamiseen tarvittavien kysymysten méaré kerrotaan talla luvulla,
joka itse asiassa on matkakohteen todennikoisyys, saadaan kysymysméarasta
yhté suuri osuus kuin sen yleisyys on.

Jos ensimméinen kysymys on, onko matkamuisto Irlannista, kysymyksia
tarvitaan keskimé&arin:

1 9+2 1+2 2—11—125
12 12 12 4 7
Mikéali ensimmaéisené kysytddn Belgiaa, keskimaérdinen kysymysmaéra on:
2 1 9 >
l-—+2- —4+2. —=1-~1.83.
12 * 12 * 12 6

Jos taas ensin kysytédédn, onko matkamuisto Australiasta, kysymyksia esitetéaén
odotettavasti: ) 5 9 1
~E+2-E+2-ﬁ—1ﬁml.92.

Saadut luvut eroavat toisistaan, joten kysymyssarjalla on merkitystd. Kannat-
taa siis kysyé ensin Irlantia, joka on muita vaihtoehtoja yleisempi vastaus.

Yksinkertaistetusta erikoistapauksesta opiskelijan pitdd loytda oleellinen
informaatio, jotta hédn voi ratkoa alkuperidisen ongelman. Opiskelijan huomio
kannattaa kiinnittda sithen, mité kdytettdvat luvut ovat ja kuinka vastaavat
loydetéédn alkuperiisestéd ongelmasta.

Edellisessa esimerkissé laskettiin itse asiassa odotusarvo, vaikka asia voi
jaada opiskelijalta huomaamatta. Kaydaan seuraavaksi lépi esitettyjen kysy-
myssarjojen vertailu odotusarvon kaavaa kayttden. Tamaén jéalkeen kiinnitetdan
vield lisédd huomiota mahdollisiin erilaisiin ajatustapoihin, joilla voidaan padsté
samaan tulokseen.

Madritelladn satunnaismuuttuja K tarvittavien kysymysten méaériksi. Odo-
tusarvo diskreetille muuttujalle K lasketaan kaavalla

E(K) - Z kipi,

el

1

jossa indeksijoukko [ kdy lépi kaikki mahdolliset tapaukset, esimerkiksi mat-
kakohteet, k; on tarvittavien kysymysten méaara indeksilla ¢ ja p; on indeksiin
¢ liittyva pistetodennékoisyys. Odotusarvot tarvittavien kysymysten méirélle
aakkosjirjestyksen (aak), todennékoisyysjarjestyksen (tn) ja maantieteellisen
jarjestyksen (maan) tapauksissa ovat:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 2
E Kaa =1 —+2.— — 14— — — — — — =0— ~ 0.1 ,
(Kaa) PPttt ittty i e
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1 ) 3 4 5 6 7 8 9 29
E(K,) = 8 —+8 —+7-——4+6-——4+5-—44-—+3-—+2.—+1.— = 3= ~ 3.64,
(Kn) =8 45+8 45+7 45+6 45+5 5 45+3 IR TR 345 3.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 5
E(Kaan) = 3z 4 242 =45 45 43 pbd 42 o b = 35~ 3.56.
Siis maantieteellisen tavan kysymysméiréan odotusarvo on néisti vaihtoehdois-
ta pienin ja aakkosjérjestyksen suurin. Aakkosjirjestyksen odotusarvo on huo-
mattavasti suurempi kuin kahden muun tavan, mika selittda sitd, ettd aak-
kosjérjestys on melko helppo ndhda intuitiivisesti huonommaksi vaihtoehdoksi
kuin todennékoisyysjarjestys.

Yksinkertaistetun erikoistapauksen laskemisessa esitettiin erilainen niko-
kulma odotusarvon laskemiseen. Yhtéa lailla tarvittavien kysymysten méaaraa
voi painottaa kohteesta tuotujen matkamuistojen méaarillda, summata painote-
tut arvot yhteen ja jakaa summan kaikkien matkamuistojen méaaralla. Talloin
nimittdja otetaan ikddn kuin yhteiseksi tekijiksi ja jakolasku tehdéadn vasta
lopussa.

Odotusarvon voi laskea myos ajattelematta matkakohteita. Talloin tulee
selvittda esiintyvien kysymysméérien todennékoisyydet, ja summausindeksi ¢
kay lapi kaikki esiintyvét kysymysten méaarat. Esimerkiksi todennakoisyysjér-
jestyksessid Australian ja Belgian selvittdmiseen tarvitaan kahdeksan kysymys-
té, jolloin todennékoisyys kahdeksalle kysymykselle on kyseisten matkakohtei-
den todennikoéisyyden summa. Muiden matkakohteiden tapauksessa samoja
kysymysmééria ei esiinny, joten kahdeksaa pienemmille kysymysméaérille pis-
tetodennékoisyytend voi kayttda suoraan matkakohteeseen liittyvéaa todenné-
koisyytta. Talloin odotusarvoa laskettaessa indeksi kay ldpi kysymysmaéaarat
yvhdestd kahdeksaan ja pistetodennékoisyys on kunkin kysymysmééran toden-
nékoisyys.

4.4 Kysymyssarjan kehittiminen paremmaksi

Nyt on saatu kehitettya tapa vertailla kysymyssarjojen paremmuutta. Ratkai-
sun tarkasteluvaiheessa voi pyrkia kdyttdmadn oppimaansa ratkaisun paranta-
miseen. Seuraavassa tehtivéssi voi kiayttiad odotusarvoa soveltavasti.

Keksi vield yksi kysymyssarja ja pyri siithen, etté saisit sille tdhdn mennesséa
pienimmén odotusarvon. Onnistuitko?

Kun minimoidaan odotusarvoa, pyritd&én minimoimaan keskiméérin kéytet-
tavien kysymysten méadriaéd. Esimerkiksi todenndkoisyyksien mukaan ryhmit-
tely voisi auttaa saamaan pienemmén odotusarvon. Kuvassa 7 on esimerkki
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Kysymyspuu tasaisen
todennédkdisyyden jaottelulla

Belgia

Australia

Irlanti

Ghana

Dubai

Filippiinit

Egypti

Havaiji

Chile

Kuva 7: Kysymyspuu matkamuisto-ongelmaan, kun matkakohteet on jao-
teltu todennékoisyyksien mukaan mahdollisimman tasaisiin ryhmiin. Vaaka-
akselilta voi lukea kunkin maan selvittdmiseen tarvittavien kysymysten mé&a-
ran matkakohdetta ldhinné olevan haaran kohdalta.

kysymyspuusta, jossa on pyritty luomaan neljd haaraa, joiden todennékoisyy-
det olisivat mahdollisimman samat. Kun matkamuistoja on pariton méaéra,
todennéakoisyyksiltddan tdysin samanarvoisia ryhmié ei voida luoda. Nyt saa-
daan kolme kahden kohteen ryhméé, joiden todennikoisyys on 11/45 ja yksi
kolmen kohteen ryhmé, jonka todenndkoisyys on 12/45. Kysymysten méérét on
koottu taulukkoon 6. Tésséd esimerkissd Australian ja Belgian selvittdmiseen
tarvitaan nelja kysymystd ja kaikki muut maat saadaan selville tdsmélleen
kolmella kysymykselld. Neljan kysymyksen todennékoisyys on siis Australian
ja Belgian yhteenlaskettu todennékoisyys 3/45. Sen komplementtitapahtuman
todennédkoisyys on 1 — 3/45 = 42/45, miké téssd tapauksessa kertoo todenndkoi-
syyden kéyttdd kolme kysymystid vastauksen saamiseen. Odotusarvo voidaan
yksinkertaistetusti laskea:

42 3 1
E(Ki ko) =3-— +4- — =3— ~ 3.07.
(Konjaro) =3+ 35 4+ 35 = 335 = 307

Télla tavalla saatiin pienempi odotusarvo kuin edellisilld kysymyssarjoilla.

o7



Taulukko 6: Matkamuisto-ongelman tasaisen todennédkoisyyden jaottelun ky-
symyssarjan kysymysten méiré ja niiden pistetodennékoisyydet matkakohteit-
tain. Matkakohteisiin viitataan etukirjaimella. Kohteet ovat Australia, Belgia,
Chile, Dubai, Egypti, Filippiinit, Ghana, Havaiji ja Irlanti.

A B C D E F G H I
todennékoisyysjaottelu 4 4 3 3 3 3 3 3 3
pistetodennékéisyys Vs 2/a5 3fas 4)a5 S/as 6/as T/as /a5 9/as

Téssé esitetyistd ratkaisuista viimeisin olisi siis Tiinulle paras. Han tarvit-
see keskim&drin vain hieman yli kolme kysymysta loytadkseen oikean vastauk-
sen, mutta toisaalta myos vahintddn kolme kysymystéd. Luokassa opiskelijat
voivat keksid hyvin erilaisia kysymyssarjoja, ja se on itse asiassa toivottavaa:
tavoitteena on tarkastella ongelmaa mahdollisimman monipuolisesti useiden
kysymyssarjojen kautta. Tehtdvista voivat nauttia eritasoiset opiskelijat, silla
tehtava koostuu useasta vaiheesta, jossa jokaisessa on tilaa omalle oivalluksel-
le. Ratkaisuun padsemiseen vaaditaan uteliaisuutta, luovuutta, kekselidisyytta
ja keskittymisté, mika tekee matkamuistotehtévista oivallisen ongelmanratkai-
sutehtévén.

Esitiedoiksi vaaditaan pistetodennékoisyys seké diskreetin muuttujan odo-
tusarvon laskeminen. Kuitenkaan ei ole valttdmé&tonta, ettd ndmé tiedot ovat
juuri opeteltuja ja tuoreessa muistissa. Mikéli tarvittavan tiedon opiskelusta on
hieman aikaa, opiskelija joutunee kdyttédméaan enemmén pohdintaa ratkaisun
l6ytamiseen.

Todennékoisyydessé tarked kisite, odotusarvo, esiintyy ongelmassa erittéin
tulkinnallisessa roolissa. Kunkin kysymyssarjan odotusarvo on odotettavissa
oleva kysymysten mééré, joka keskimédrin tulee esittdd vastauksen 16ytymi-
seen. Tehtédvan kautta odotusarvo voidaan ndhda hyodyllisend tyokaluna eri
tilanteiden vertailuun, ei pelkkéné satunnaismuuttujan jakauman tunnusluku-
na.

Kysymyssarjojen keksiminen, odotusarvon hyédyntdminen niiden vertailus-
sa ja pyrkimys kehittda kysymyssarjaa optimaalisempaan suuntaan ovat lukio-
laiselle hieno tapa nauttia esitetystd ongelmasta ja saada oppimisen seké oival-
tamisen kokemuksia. Matkamuisto-ongelman kayttdminen lukio-opetuksessa
tassd laajuudessa tuo opiskelijalle tarpeeksi pohdittavaa, mutta ongelmalle
on myos olemassa optimaalinen ratkaisu, joka esitetddn seuraavassa luvussa.
Opettaja voi késitelld sitd luokan kanssa harkintansa mukaan.

4.5 Optimaalinen ratkaisu

Ongelman pohtimisen kannalta ei ole valttdmé&tonta esittad optimaalista rat-
kaisua. Tarkedmpéd on se, ettd opiskelijat keksivét ja kokeilevat monipuoli-
sia tapoja tehda kysymyspuita ja osaavat vertailla niitd odotusarvojen avulla.
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Ratkaisu esitetdédn tésséd taustatiedoksi, mikéli opiskelijoilla herdé kiinnostus,
16ytyyko matkamuisto-ongelmalle paras kysymyssarja. Optimaalinen ratkaisu
sopii myo0s Polyan ongelmanratkaisumallin neljanteen osioon eli alkuperéisen
ongelman ratkaisun tarkasteluun. Huffmanin koodi tuo tehtdvadan uuden néa-
kokulman, joka osoittaa matemaattisten ongelmien yhteyksia toisiinsa.

David A. Huffman on esittényt viestien koodaamiseen optimaalisen ratkai-
sun 1952 artikkelissaan A method for the construction of minimum-redundancy
codes. Koodeissa kaytetddn vaan tiettyd méadrdaa eri merkkejé, esimerkiksi bi-
nédrisessd koodissa kahta. Mahdollisia viestejd on &arellinen mééra, ja nii-
den esiintymistodennékoisyydet tunnetaan. Viestien todennékoisyyksien sum-
ma on yksi. Viestikokonaisuus voi siséltdd yhden tai useamman viestin. Koo-
dattua viestikokonaisuutta kutsutaan koodiketjuksi. Tavoitteena on saada koo-
diketjuista mahdollisimman lyhyitéd. Tavoitteeseen paastiadn, kun keskiméaaréai-
nen viestikoodin pituus minimoidaan. Keskimééridinen viestikoodin pituus [y,
madritelladn l, = Z?Zl l;p;, missd n on eri viestien méaari, viestin ¢ koodin
pituus on /; ja todennékoisyys on p;.

Otetaan esimerkki bin#arisestd koodista matkamuisto-ongelman tapaukses-
sa. Kéytetdin kahta merkkid 0 ja 1. Aiemmin esitellyistd kysymyspuista saa
poimittua koodit kullekin matkakohteelle eli Huffmanin termein viestille. Tar-
kastellaan maantieteellistd kysymyspuuta, joka on esitetty sivulla 51. Koodi
kertoo matkakohteen sijainnin kysymyspuussa seuraavasti: 0 tarkoittaa, etté
haarautumiskohdassa puussa kuljetaan alempaan haaraan, ja 1 tarkoittaa kul-
kemista ylempédn haaraan. Té&lloin koodi 011 tarkoittaa, ettd ensin puussa
kuljetaan alempaan haaraan ja sen jilkeen kaksi kertaa ylempédén haaraan.
Haara padttyy ja lopusta 16ytyy koodia vastaava matkakohde. Maantieteelli-
sessé kysymyspuussa koodia 011 vastaava matkakohde on Filippiinit. Mikali se
olisi arvauksen kohde, 16ytédmiseen tarvittaisiin koodin pituuden verran kysy-
myksié eli kolme.

Huffman (1952) listaa ja perustelee ominaisuuksia optimaaliselle koodille:
Minké&éan viestin koodi ei saa olla sama kuin toisen, eiké yksikaén koodi saa olla
toisen alkuosa. Esimerkiksi, jos yksi koodeista on 00, ei voi esiintyé koodia 0,
eiké ainuttakaan muuta koodia, joka alkaa 00. Kysymyspuusta luodut koodit
ovat automaattisesti tallaisia, silld kunkin haaran paésté loytyy vain yksi viesti
ja viesti voi 16yty4 ainoastaan haaran paésté, ei matkan varrelta. Jalkimméinen
sdanto mahdollistaa sen, ettd koodiketju voidaan esittdéd yhteenkirjoitettuna.
Kun koodisto tunnetaan, koodiketju pystytadn purkamaan tietdmétta kunkin
koodin pituutta.

Taulukossa 7 on kullekin matkakohteelle koodit sekéd maantieteellisen etté
optimaalisen kysymyspuun mukaan. Huffmanin menetelmélla rakennettu op-
timaalinen kysymyspuu on kuvassa 8. Ennen Huffmanin menetelmén esittely&
kéasitelldadn esimerkki koodiketjun purkamisesta.
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Taulukko 7: Maantieteellisen ja optimaalisen kysymyspuun mukaan luodut bi-
nédriset koodit matkakohteille.

Maantieteellinen Optimaalinen
kohde koodi | kohde koodi
Havaiji 00 Irlanti 00
Australia 010 Dubai 010
Filippiinit 011 Egypti 011
Chile 10 Ghana 100
Belgia 1100 | Havaiji 101
Irlanti 1101 | Filippiinit 110
Ghana 1110 | Chile 1110
Dubai 11110 | Australia 11110
Egypti 11111 | Belgia 11111

Koodiketju on ikédn kuin salakirjoitus. Oletetaan, ettd saat koodatun vies-
tin, jossa jokainen maininta koodissa tarkoittaa yhtéd viikkoa kohteessa. Koo-
diketju on seuraava:

1011111011011101111100100010011

Jotta koodiketjun voi purkaa, tulee tuntea kaytetty koodisto. Koodiketju pure-
taan alusta koodi kerrallaan. Vasemmalta lukien etsitdén siis mahdollisimman
lyhyt koodi, joka 16ytyy koodistosta. Tété jatketaan lopulle koodiketjulle, kun-
nes koko ketju on kayty ldapi. Maantieteellisen kysymyspuun koodistosta ei 16y-
dy koodia 1 mutta 10 16ytyy. Ensimméinen matkakohde on siis Chile. Eroteltu
koodiketju nayttaa talta:

10 —11111 - 011 - 011 — 10 — 11111 — 00 — 10 — 00 — 10 — 011

Viesti vastaa reittid Chile — Egypti — Filippiinit — Filippiinit — Chile — Egypti
— Havaiji — Chile — Havaiji — Chile — Filippiinit. Viesti kertoo siis yhdentoista
viikon matkasuunnitelman, ja viestikokonaisuus siséltdé vain nelja eri maata.

Optimaalisen koodiston tapauksessa sama viesti purettaisiin erilaiseksi rei-
tiksi:

101 - 11110 — 110 — 1110 — 11111 — 00 — 100 — 010 — 011

Viesti sisdltdd tiedon reitistd Havaiji — Australia — Filippiinit — Chile — Belgia
— Irlanti — Ghana — Dubai — Egypti. Nyt viesti sisdltda kaikki matkakohteet,
ja matkasuunnitelma olisi yhdeksén viikon mittainen. Optimaalinen koodis-
to on optimaalinen luvussa 4 esitetylle tehtédvalle. Jotta koodi siis olisi paras
mahdollinen, tulisi matkakohteiden esiintya viesteissé tehtévéssa olevien to-
dennékoisyyksien mukaan. Téssd havainnollistettiin koodiketjun purkamista
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viestikokonaisuudeksi eiké otettu kohteiden todennékdéisyyksid huomioon mil-
ld4n tavalla.

Tarkastellaan lisdd Huffmanin (1952) mukaan optimaaliselle koodistolle pé-
tevid rajoitteita:

e Optimaalisessa koodistossa yhdenkéén viestin koodi ei voi olla lyhyempi
kuin sitd todennikdisemmén viestin koodi on.

e Kahdella vahiten todennakoisimmalla viestilla tulee olla samanmittaiset
koodit.

e Yhta todennakoisilla viesteilla voi olla erimittaiset koodit.

e Jokaiselle pisimmisté koodeista on vihintdan yksi yhta pitka koodi, jolla
on sama alkuosa, mutta viimeinen merkki on erilainen. Téllaisia keske-
ndin ainoastaan viimeisen merkin kohdalla poikkeavia koodeja voi olla
korkeintaan yhtd monta kuin koodeissa kéaytettavia erilaisia merkkeja on.

e Kaikki pisintd koodia yhdelld merkilld lyhyemmét koodit tulee olla joko
kaytossa tai niiden miké tahansa alkuosa tulee olla kaytossé oleva koodi.

Kaksi viimeistd kohtaa péatevit mille tahansa kysymyspuusta muodostetulle
koodistolle. Optimaalisen koodin rajoitteet saattavat kuulostaa hankalilta to-
teuttaa, mutta menetelmé on varsin yksinkertainen. Tiivistetysti viestille tu-
lee sitd lyhyempi koodi, mitd suurempi sen esiintymistodennékoisyys on. Seu-
raavaksi esitetddn Huffmanin menetelmé ja sen soveltaminen matkamuisto-
ongelmaan. Esitetyt rajoitteet toteutuvat automaattisesti Huffmanin menetel-
méa kaytettdessa.

Huffmanin menetelméi

Huffmanin bind&rinen menetelmé etenee seuraavasti: Ensin niputetaan yhdek-
si viestijoukoksi ne kaksi viestid, joilla on pienimmaéat todennékoisyydet. Na-
mé muodostavat yhden haaran kysymyspuuhun, joka matkamuistotehtavin
tapauksessa on Australia-Belgia-haara. Viestien todennédkoéisyyksien summa
muodostaa kyseisen viestijoukon todennékoisyyden, ja joukkoa késitellaéan jat-
kossa aivan kuin yhté viestid. Tamén jélkeen sama menettely toistetaan. Néin
aina kaksi pienintd todennékoisyytta lasketaan yhteen ja viestien méaard vé-
henee yhdelld kunnes kaikki viestit kuuluvat samaan joukkoon, jonka toden-
nékoisyys on 1. Mikéli pienimmilld todennékdisyyksilla olevat viestit eivit ole
yksikésitteiset, mitkd tahansa niistéd voidaan valita.

Tamén jéalkeen alkuperdisille viesteille annetaan koodit siten, ettd koodin
pituus kertoo, kuinka monta haaraa kysymyspuussa tarvitsee edeté viestin 16y-
tamiseksi. Talloin lyhimmét koodit menevit viimeisimpinéd niputetuille vies-
teille. Huffmanin menetelmé optimoi koodit todennékoisyyksien mukaan siten,
ettd keskimééridinen koodin pituus on mahdollisimman lyhyt. Talloin myos ky-
syttavien kysymysten médréan odotusarvo on mahdollisimman pieni.
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Optimaalinen kysymyspuu

Belgia

Australia

Chile

Filippiinit

Havaiji

Ghana

Egypti

Dubai

Irlanti

Kuva 8: Kuvassa on kysymyspuu, joka on optimaalinen matkamuisto-
ongelmaan. Optimaalinen kysymyspuu on muodostettu Huffmanin menetel-
mélld. Vaaka-akselilta voi lukea kunkin matkakohteen selvittdmiseen tarvitta-
vien kysymysten méédrin kohdetta lahinné olevan haaran kohdalta.

Kaydaan lapi Huffmanin menetelmén soveltaminen matkamuisto-ongelmaan.
Erillista alustusta Huffmaniin koodiin ei ole valttaméatonté esittaéd opiskelijoil-
le. Menetelmé&a voi perustella siten, ettd kysymyksien méardn minimoimiseksi
halutaan kayttad vahéan kysymyksid todennékoisten vaihtoehtojen selvittéami-
seen, eikd haittaa kayttdd useita kysymyksid harvinaisten vaihtoehtojen sel-
vittdmiseen.

Huffmanin menetelmén vaiheita kannattaa verrata valmiiseen kysymyspuu-
hun, joka on kuvassa 8. Matkakohteiden yhdistdminen aloitetaan Australiasta
ja Belgiasta, silla niilla on pienimmét todennékoisyydet. Niiden yhteenlasket-
tu todennékdisyys on 3/45, joka on sama kuin Chilelld. Namé ovatkin yhdis-
tdmisen jilkeen pienimmét todennédkoisyydet, joten Chile niputetaan yhteen
Australian ja Belgian kanssa (yhteenlaskettu todennékoisyys 6/45).

Téamén jilkeen pienimmét todennékoisyydet ovat Dubailla ja Egyptilla (yh-
teistodenndkoisyys 9/45). Niiden yhdistymisen jilkeen pienimmét todennékdoi-
syydet ovat Filippiineilla seké Australian, Belgian ja Chilen yhdistetylla joukol-
la (yhteistodennékoisyys 12/45). Sitten niputetaan Ghana ja Havaiji keskenédén
(yhteistodennédkoisyys 15/45). Téamén jalkeen Irlanti liittyy samaan joukkoon
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Taulukko 8: Matkamuisto-ongelman optimaalisen kysymyssarjan kysymysten
médra ja niiden pistetodennédkdisyydet matkakohteittain. Matkakohteisiin vii-
tataan etukirjaimella. Kohteet ovat Australia, Belgia, Chile, Dubai, Egypti,
Filippiinit, Ghana, Havaiji ja Irlanti.

A B C D E F G H I
optimaalinen ) ) 4 3 3 3 3 3 2
pistetodennékoisyys /a5 2/as 3/as 4)as 5/as 6/as T/as 8/as 9ss

Egyptin ja Dubain kanssa (yhteistodennikoisyys 18/45). Nyt on kolme joukkoa,
joista pienimmét todennékaoisyydet ovat joukoilla, jossa on Australia (12/45) ja
jossa on Havaiji (15/45). Néiden joukkojen yhdistymisen jilkeen on enéé kaksi
joukkoa, jotka lopulta yhdistyvat. Tamén jéalkeen selvitetddn tarvittavien ky-
symysten méaéra kdyden kysymyspuu lédpi ensimméisestd haarasta eteenpéin.
Tarvittavien kysymysten méaarat 10ytyvéat taulukosta 6.

Optimaalisen (opt) menetelmén kysymysten odotusarvo on

1 2 3 4 5 6 7 8 9
E(Kopt) =5-—4+5-—4+4-—+3-—+3-—+3- —+3- —+3- — +2-

s ottt s s sttty

Tama on siis pienin odotusarvo, joka matkamuisto-ongelmaan voidaan saada.
Keskiméirin satunnaisesti valitun matkamuiston ostopaikka selvida siis kol-
mella kysymykselld, mikali kdytetddn optimaalista kysymyssarjaa. Todenné-
koisyyksien tasaisella jaottelulla saatu odotusarvo 3.07 on melko ldhella opti-
maalista odotusarvoa.
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5 Pohdinta

Olen halunnut tuoda esille useita eri tapoja ldhestyd ongelmia, silld koen sen
auttavan opettajan tyotd antamalla valmiuksia erilaisten ratkaisutapojen koh-
taamiseen. Toivon, ettéd sitd kautta myos oppilaat ja opiskelijat voivat huo-
mata, ettd matematiikassa voi olla useita tapoja ratkaista sama tehtava. Ja
vaikka joku tapa olisikin muita elegantimpi, sitd tapaa ei valttamétta ajattele
ensimmaisena.

Edelléd on esitetty ideaaleja tilanteita, jotka eivét valttamatta siirry luokka-
tilanteeseen sellaisinaan. Tutkielman tavoitteena onkin ollut antaa opettajalle
evaitd ongelmanratkaisun opettamiseen. Toivottavasti lukijani on saanut on-
gelmien lapikdymisessd ahaa-elamyksiéd ja huomannut seikkoja, jotka auttavat
hénté ratkaisun sisdistdmisessa.

Tutkielmaa tehdessédni huomasin, ettd ongelmanratkaisusta voisi perustel-
lusti tehdd myds tietoteknisemmén matematiikan tutkielman. Lukion opetus-
suunnitelman perusteisiin (Opetushallitus, 2015) tutustuessani 1ysin tavoit-
teista tietokoneohjelmistojen kidyton matematiikan oppimisen ja tutkimisen
sekéd ongelmanratkaisun apuviélineind. Tastd ndkokulmasta voisi kehitella on-
gelmia, joita voisi ratkoa esimerkiksi ohjelmoinnin, simuloinnin ja visualisoin-
nin kautta. Téhén sopiva alusta olisi esimerkiksi R-ympéristo (R Core Team,
2017).

Olen rajannut tehtévét koskemaan todennékoisyytté, silla se on ldhelld sy-
dénténi. Minua kiehtoo se, ettd todennékoisyyksiin pohjautuen voidaan tehdé
hyvid paatoksia epavarmoissa tilanteissa. Minua innostaa myos se haaste, joka
voi sisdltyd yksinkertaisen nakoiseen tehtéavadn. Todenndkoisyyksien viidakos-
sa eksyy helposti, jos ei ole tarkkana.

Erilaisia tutkielmaani sopivia todennikdéisyysongelmia on tarjolla melko
paljon. Olen kuitenkin halunnut késitella tehtéavia laajasti ja mielesténi on ol-
lut kiinnostavaa keksia ja jatkokehittad tehtévia itse sen sijaan etté olisin kayt-
tanyt vain kirjallisuudesta 16ytdmiéni ongelmia. N&in koen antavani enemmén
itsesténi télle tutkielmalle. Opettajan kannattaa kuitenkin kdyttdd omaa har-
kintaansa, kuinka laajasti késittelee eri ongelmia tunneillaan. Esimerkiksi koko
luvun 3 késitteleminen vie paljon aikaa, mutta samalla opitaan, etté yksinker-
taisestakin ongelmasta voi 10ytya reilusti tarkasteltavaa. Pienilld muutoksilla
ongelmasta saa paljon irti. Toisaalta tehtéavid voi kayttaa eriyttdmiseen, jotta
kaikille riittda mielekésté ratkottavaa ongelman parissa.

Lukuun 2 olen luonut melko avoimen tehtévén, jolla pyrin herétteleméin
oppijan ajattelua sen sijaan, ettd tavoitteena olisi saada vastaukseksi tietty lu-
ku. Itse koen vasta yliopistossa oppineeni matematiikasta sen, ettd vastauksen
ei tarvitse olla aina tarkka. Joskus péadtoksentekoon riittad tietdd luvulle vain
alaraja, yldraja tai molemmat.

Toivon, ettd odotusarvoa késittelevit tehtdvit antavat lukijalle kasitys-
ta siitéd, kuinka monipuolisesti odotusarvoa voi hyddyntda. Luvun 4 tehtéava
valikoitui mukaan nimenomaan leikillisyytensé ja tulkinnallisen odotusarvon
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vuoksi. Odotusarvo on mukana myo6s luvun 3.6 ongelmassa. Kortinjakopelis-
sd paastddn tutkimaan pelin symmetrisyytté, ja odotusarvon avulla voidaan
tarkastella reilua pelid seké pelin kannattavuutta eri pelaajien nakokulmasta.
Kombinatorisia ongelmia otin mukaan tutkielmaan, jotta pé#sin sivuamaan
my0s ikuisuuskysymysta siitd, onko jarjestykselld valid. Halusin teoriaosuu-
dessa luvussa 1.3.4 tuoda esille eri tapoja laskea sama todennidkoisyys, jotta
opettajan olisi helpompi sisdistéé oppilaiden erilaiset ndkemykset. Toivon, etté
tatd kautta tutkielmani antaa varmuutta oman ajattelun kayttoon todenné-
koisyyksien madrittamisessa.

Mikali lukijan kiinnostus on herdnnyt nimenomaan todennikdéisyysongel-
mia kohtaan, useita hyvid ongelmia 16ytyy Mostellerin (1987) kirjoittamasta
kirjasta Fifty challenging problems in probability with solutions.

Yksi ongelmanratkaisun opettamisen haasteista on, ettd oppilaat pitda si-
touttaa pitkédjanteiseen tyohon. Pienien pulmien antaminen ratkaistavaksi voi
kehittdd oppilaiden itseluottamusta ja kiinnostusta ongelmanratkaisua koh-
taan. Mutta jos oppilaalle muodostuu mielikuva, etté kaikki ongelmat on rat-
kottavissa kolmessa minuutissa, hdn saattaa luovuttaa nopeasti vaikeamman
ongelman parissa. Toisaalta ei voida aloittaa ongelmasta, jonka ratkominen
kestédd kolme tuntia, silld suurin osa oppilaista visyy kesken ratkaisuprosessin.

Polya (1981) késittelee opettamisen periaatteita kirjassaan Mathematical
discovery: on understanding, learning and teaching problem solving. Opetta-
jan tulee myydéa oppilaille kiinnostus matematiikkaa kohtaan. Oppilaille tulee
myos tarjota edes silloin télldin ongelmia, jotka vaativat enemmén kuin juuri
opetellun sddannon kayttamistd. Haastavat ongelmat antavat esimakua tieteelli-
sesté tyosté. Polya ohjeistaa, etté oppilaita voi innostaa ratkaistavan ongelman
pariin esimerkiksi antamalla heiddn osallistua ratkottavan ongelman muotoi-
luun. Ongelmanratkaisuun aktiivista osallistumista voi lisdtd myos antamalla
oppilaiden arvata tuloksen tai sen osan ennen ratkaisun muotoilemista.

Tutkielmassani on esitetty melko laajoja ongelmia, joiden ratkaisemiseen
tarvitaan useita vilivaiheita. Than ensimmaiseksi ratkaistavaksi ongelmaksi ne
voivat olla liian vaikeita. Ratkaiseminen on haastavaa etenkin, jos oppilas ei ole
motivoitunut ratkaisemaan ongelmaa. Ja vaikka oppilas olisi kiinnostunut rat-
kaisemaan ongelman, punainen lanka saattaa katketa kesken monimutkaisen
ajatteluprosessin. Toisaalta ongelmanratkaisun tavoitteena on kehittdd oppi-
laan sinnikkyytta ja kykyé tarkastella asioita monelta kantilta, joten ongelmat
eivit saisi olla liian helppojakaan. Tuon seuraavaksi esille tapoja, joiden kautta
voisi ldhestyéd ongelmanratkaisun oppimista.

Ongelmanratkaisun taitojen oppiminen on matematiikan liséiksi osa suomen
kielen ja kirjallisuuden, biologian, maantiedon, fysiikan, kemian, késitéiden
ja kotitalouden opetussuunnitelmaa vuosiluokilla 7-9 (Opetushallitus, 2016).
Peruskoulun opetussuunnitelmassa (Opetushallitus, 2016) mainittu monialai-
nen oppimiskokonaisuus voisi olla esimerkiksi ongelmanratkaisuun pohjautu-
va teemapéiva. T&lloin ongelmanratkaisusta voitaisiin antaa monipuolinen né-
kemys. Matematiikka-pajoja voisi olla kaksi: toisessa olisi pistetydskentelyné
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Taulukko 9: Taulukkoon on ryhmitelty suomen kielen sanoja kolmeen erilaiseen
ryhmédn A, B ja C. Keksitko sddnnon, jonka mukaan sanat on lajiteltu?

A B C
aamupala lounas illallinen
parveke  eteinen vessa
kdarme koira kissa
pipo huivi  lippalakki
sanky poyta lattia
raha luotto luotto

useita pienid ongelmia, joiden ratkaisemiseen olisi rajallinen aika ja toisessa
olisi muutama monimutkainen ongelma, joista voisi valita yhden ratkottavak-
seen. Ratkominen tapahtuisi 2-4 oppilaan ryhmissé. Pistetyoskentelyn aikana
tutustuttaisiin useisiin pieniin ongelmiin ja kartutettaisiin oppilaiden ndkemys-
ta erilaisista ongelmista. Ongelmat voisivat olla eritasoisia, jotta jokainen saisi
ratkottua vahintddn yhden ongelman. Monimutkaisempi ongelma voisi edeté
vélivaiheittain, jotta olisi mahdollista ratkaista myds jokin osa ongelmasta.

Olen kehittanyt suomen kielen opetukseen ongelman, joka voisi olla osa on-
gelmanratkaisupéivéd tai tavallista oppituntia. Tehtdvan innoittajana on toi-
minut Ira Ewenin esittdmé ongelma "Moon is, Sun isn’'t” Alfred Posamentie-
rin ja Wolfgang Schulzin toimittamassa teoksessa The art of problem solving
(1996).

Opettaja esittdd rivi kerrallaan taulukon 9, jossa on kolmeen ryhméén jaet-
tuja sanoja. Oppilaiden tulee keksiéd, minké sddnnon mukaan sanat kuuluvat
kuhunkin ryhmé#in. Kun oppilas uskoo loyténeensa ratkaisun kysymykseen,
hénen tulee itse keksid kuhunkin ryhméédn kuuluvia sanoja.

Taméa on ongelma, jossa taytyy loytda sddanto. Ensimmaéisen rivin perus-
teella sdanto voisi liittyd esimerkiksi vokaalien ja konsonanttien suhteeseen
sanassa: A-ryhméssd on enemmén vokaaleja kuin konsonantteja, B-ryhméssé
yhtéd paljon kumpiakin ja C-ryhméssd enemmén konsonantteja kuin vokaale-
ja. Tama sadnto ei sovi aineistoon, mikéd huomataan jo toisella rivilla. Taman
tyyppisisséd tehtavissd ratkaisusuunnitelma on usein saadun idean testaamis-
ta, jonka jilkeen keksitty sdédnté huomataan joko aineistoon sopivaksi tai ei.
Jalkimmadisessa tilanteessa taytyy keksid uusi sdanto.

Vastaus ongelmaan on: B-ryhmén sanoissa esiintyy kussakin sanassa ta-
vu, jossa on kaksi erilaista vokaalia perdkkéin. Tatd kutsutaan diftongiksi. C-
ryhmén sanoissa esiintyy taas geminaatta eli kaksoiskonsonantti, jonka vélisséa
on tavuraja. A-ryhmén sanoissa ei esiinny kumpaakaan. C-ryhmén sana lattia
ei sisilla diftongia, silld tavutus on lat-ti-a, eivatki i- ja a-kirjaimet ole siis sa-
massa tavussa. Ongelman ei siis tarvitse ndyttdd matemaattiselta vaatiakseen
saannonmukaisuuksien 16ytamista.

Opintojeni aikana tutustuin pelisuunnitteluun, mika avasi silméni sille, etta
pelit sisdltavit paljon ongelmanratkaisua. Pelit kuitenkin opettavat pelaajaan-
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sa hyvin, jolloin tilannetta ei aina koeta ongelmaksi vaan sen sijaan tunnetaan
jannitysté ja selvittdmisen riemua. Peli on kiinnostava ja turvallinen ympéristo
késitelld ongelmanratkaisun perusteita.

Digitaalinen peli on pelaajalle leikkikentté, jonka saannot eivit valttaméatta
ole tiedossa. Pelaaja tutustuu sdéntoihin pelin antaman palautteen perusteel-
la. Vastaantulevaan hahmoon térméamisessid menettad elamén, mutta padlle-
hyppéyksesséd hahmo litistyy pois ja pistetili karttuu. Kysymysmerkilla koris-
teltuun palikkaan hyppadamaélla saa rahaa tai muita pelissd auttavia esineité.
Esineiden avulla pelihahmo voi kasvaa tai saada erilaisen asun. Tamén jalkeen
pelaajan tdytyy oppia kayttdmé&dn uutta ominaisuuttaan, esimerkiksi kykyé
viskoa tulipalloja. Isompi koko auttaa myos kestdméidn enemmén torméayksiéa
vihollisten kanssa.

Kaiken tdméan pelaaja oppii kokeilemalla. Aiempi pelikokemus erityises-
ti saman lajityypin peleistd voi antaa pelaajalle tietoa siitd, mitkd ratkaisut
voisivat toimia hénen kohtaamassaan tilanteessa. Esimerkiksi useissa peleissé
paavastuksen voittamiseen tarvitsee kolme osumaa, mutta se, mika lasketaan
osumaksi, vaihtelee.

Edelld kuvattu peli Super Mario Bros. (Nintendo, 1985) ei ole varsinai-
sesti ongelmanratkaisupeli. Siinéd tavoitteena on selvitéd kaikista esteisté, joita
matkan varrella on, ja pelata peli lépi taso kerrallaan. Pelin ensimmaéinen ta-
so on suunniteltu siten, ettd haasteet kasvavat tason edetessid. Yhden kohdan
selvittamalld oppii taitoja, jotka auttavat seuraavan ldpidisemiseen. Muistan
edelleen, kuinka sitkeésti pelasin lapsena taté pelid ja kuinka iloinen olin, kun
ensimmadisté kertaa en tippunut ensimmaéiseen pelissé olevaan korotettuun rot-
koon.

Esimerkiksi téllaisen pelikokemuksen analysoiminen voi auttaa oppilasta
ldhestymé&dn ongelmanratkaisua. Pelatessa pohdinta tapahtuu hyvin nopeasti.
Pelaaja testaa erilaisia asioita ja oppii toimivia ratkaisuja. Kun pelissé esiin-
tyvét ongelmat tehdéén tietoisiksi, oppilas saa konkreettisen tarttumapinnan
ongelmanratkaisuun. Sitd kautta voi kehittdd oppilaan ymmérrysta ongelman-
ratkaisun prosessista ja sen eroista ja yhtéldisyyksista peliin.

Mitd nadmaé erot ja yhtélaisyydet sitten ovat? Pelien maailmassa epédonnis-
tumisen jédlkeinen uudelleen yrittdminen on ldhes aina sisddnrakennettu omi-
naisuus. Harva pelaaja lopettaa pelin heti ensimmaéiseen epédonnistumiseen.
Osoitus siité, ettd kokeiltu tie oli vadra, sulkee pois vaihtoehdon ja auttaa 16y-
tdméan oikean suunnan. Jopa pelihahmon kuolemasta yleensé opitaan jotain,
miké auttaa eteenpédin. Ja tdmén jilkeen padstdan hyodyntdméaan oppimispro-
sessiin varattuja lisdelamié.

Samanlainen suhtautuminen kuuluu myos ongelmanratkaisuun. Yritys, jo-
ka ei tuota tulosta, osoittaa, ettd kannattaa yrittda jotain muuta. Matemaatti-
sen tehtdvan parissa epdonnistuminen koetaan usein vakavammin kuin pelissé
kuoleminen, sillé pelaaja ei koe tarvetta lapaisté pelid ilman virheitd. Han osaa
odottaa haasteita. Virhe ei myoskéaan osoita, ettei pelaaja voisi paésta tasoa la-
pi. Lukion opetussuunnitelman perusteissa todetaan, ettd erehdys on luovaan
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prosessiin kuuluva kokemus (Opetushallitus, 2015). Opiskelijan tulee késitt#é,
ettd mikddn ratkaisuyritys ei ole arvoton eiké osoita ratkaisijan olevan huono.
Sekin, ettd péddsee ensimméisen rotkon yli, on arvokasta, vaikka sen jdlkeen
tormaéisi viholliseen.

Pelit antavat pelaajalle rajatun ympéariston, jossa tehda rajallisia valintoja.
Siitéd syystéd peleisséd ongelman ratkominen voi olla helpompaa kuin paperilla.
Peli tarjoaa ratkaisusuunnitelmia ja kaikki eri vaihtoehdot on mahdollista kay-
dé 1api. On myo6s helppo kokeilla erilaisia vaihtoehtoja, silla peli antaa usein
valittoméan palautteen, ja pelaaja tietdd tehneenséd oikein. Matemaattisessa
ongelmanratkaisussa vastuu ratkaisun ymmaéartdmisesté on oppilaalla itselldén.
My®6s alkuun pédseminen voi olla hankalaa, koska erilaisia mahdollisia ldhesty-
mistapoja on monia. Tésta syystd on hyva kiyttiad aikaa ratkaisusuunnitelman
(Polya, 1973) kehittdmiseen.

Muissa kuin ongelmanratkaisupeleissid ongelmat kohdataan usein niin pie-
nind, ettei niitd mielletd ongelmiksi. Pelaaja oppii vdhéan kerrallaan ja osaa
hyédyntéaa oppimaansa jatkossa. Matemaattisessa ongelmanratkaisussa ongel-
maksi voi muodostua myos se, ettei muista mitdédn keinoa, miké auttaisi teh-
tavassd eteenpdin. Opettajan voi olla vaikeaa tietdd, mitd ongelman ratkaise-
misessa tarvittavia taitoja oppilas on unohtanut.

Kuten kokemus samantyyppisesté pelistd antaa ideoita uuden pelin pelaa-
miseen, kokemus ongelmanratkaisussa antaa tydkaluja uusien ongelmien rat-
kaisuun. Nimenomaan vastaavan ongelman aiempi ratkaiseminen voi auttaa
ongelman ratkaisussa eteenpéin, mikd on térkedd myos Polyan esittdméssé
ratkaisumallissa (Polya, 1973). My6s muiden ongelmien ratkaiseminen voi an-
taa itseluottamusta ja mindpystyvyyden tunteen oppilaalle, mikd on erittédin
tarkedd uusiin ongelmiin tarttumisessa.

Toiselle rotkon ylitys on haaste, toiselle ei. Samoin matematiikassa oppilaat
kokevat eri kohdat vaikeiksi ja heitéd tulee tukea eri vaiheissa ratkaisua. Vaik-
ka ensimmaisen tason ldpéiseminen ei olisi haastavaa, se voi olla palkitsevaa.
Samalla tavalla oppilaan tulisi iloita my0s ongelmanratkaisussa etenemisesta,
kun hén kokee oppineensa tehtévasta jotain uutta tai keksineensé jotain, miké
vie tehtdvaa eteenpéin.

Sen liséksi, ettd peleistd voi oppia ongelmanratkaisun prosesseista, ongel-
mien ratkaisuun voi ottaa hieman pelillistd otetta. Ongelmaa voi liéhestyé ute-
liaasti ja etsia erilaisia asioita, joita tehtdvdnannon perusteella voi péaétella sen
sijaan, ettd etsisi vain "sitd oikeaa ratkaisua”. Ongelmien ratkaisemisessa saa
olla luova.

Viime péivinéd olen lumoutunut ongelmanratkaisusta The Witness -pelin
parissa (Thekla, 2016). Pelissa tutkitaan saarta ja ratkotaan loogista péaéttelya
vaativia ongelmia. Peli on upea esimerkki siitd, kuinka ratkomisessa tarvitta-
vat sdannot voi opettaa ongelmien kautta antamalla pelaajalle palautetta siité,
miké osa ratkaisusta menee oikein ja miké ei. Peli siséltdd monia eri sdantojé,
joita tulee myos yhdistelld ja soveltaa ratkaistakseen ongelmat. Kunkin sédén-
non ensimmaéinen tehtévé on aina ldhes triviaali, mutta ongelmat muuttuvat
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nopeasti melko haastaviksi.

The Witness antaa hienon ympériston harjoitella sdantojen sanallistamista.
Pelisséd huomataan, ettd pelkkd ratkaisu ei ole térked vaan se, mité siitd opi-
taan. Koen yhteistyon voiman olevan erittdin suuri téssa pelissd. Kun pelaajat
keskustelevat ratkaisuista, he huomaavat, miten eri tavoin sdannén voi tulki-
ta. Usein ratkominen saattaakin tysséta siitd syystd, ettd muutaman tehtéavan
pohjalta sd&nté on ymmaérretty puutteellisesti. Edistyneemmén ongelman rat-
kaisemisen voi toisinaan todistaa olevan mahdotonta omaksumansa sd&nnon
avulla. T&lloin aiempien tehtdvien pariin palaaminen ja niistd keskustelemi-
nen voi edesauttaa sdédnnon tarkentumista. Pelissé toistuu siis Polyan (1973)
ongelmanratkaisumallin ratkaisun tarkastelu -kohta erittdin merkityksellisessé
roolissa.

The Witness -pelin voisi tuoda kouluopetukseen mukaan esimerkiksi seu-
raavasti: Oppilaat saisivat varata tietyn méaéran pelivuoroja viikossa vélitun-
neille, pelaajia kerrallaan voisi olla 2-5. Pelaajat kirjoittaisivat oppimiaan séén-
t6ja ylos muita pelaajia varten, jotta pelaajien vaihtuessa menetettéisiin mah-
dollisimman vahén tietoa. Pelin lomassa oppilaat harjoittelisivat huomaamat-
taan matemaattisen paattelyn lisdksi sosiaalisia taitoja. Uskon, ettd peli he-
rattaisi keskustelua oppilaiden vilille siitd, kuinka peli etenee ja millaisia rat-
kaisuja ongelmiin kannattaisi kokeilla.

Erilaisten asioiden etsimiseen ja hyodyntdmiseen voi paneutua myos ei-
matemaattisissa point and click -ongelmanratkaisupeleissa. Itse olen viettanyt
useita tunteja pelaten téllaisten pelien tarinaa eteenpéin ja pahkéillen erilaisia
vaihtoehtoja, jotka voisivat toimia kohtaamissani tilanteissa. Uusimpana suo-
sikkinani tdmén genren peleistd on mobiilipeli Love you to bits (Alike Studio,
2016).

Opettajana tulee antaa oppilaille riittava tuki ongelmanratkaisuun. Yksi
tapa tukea on osata ratkaisu perin pohjin, jotta voi opastaa oppilasta jokaises-
sa ongelmatilanteessa. Toinen tapa on samaistua oppilaan tilanteeseen, hénen
kokemiin tunteisiin ja epdvarmuuteen, mikd on myos Polyan (1973) mukaan
hyva keino ldhestyé oppilaan hienovaraista ohjaamista kohti ratkaisua. Mikéli
rohkeutta riittad, voi valita kasiteltdviksi ongelman, jota ei ole itse ennen néh-
nyt. T&lloin jokainen ehdotettu ratkaisu tulee perusteltua tarkasti, koska opet-
tajan vakuuttamiseksi ratkaisun oikeellisuudesta joutuu ndkeméadn enemmén
vaivaa. Oppilaille voi olla erittdin opettava kokemus nahdé eldavé esimerkki on-
gelman pohtimisesta. Toki etukéteen tulee varmistua siité, ettéd oppilaiden on
mahdollista ratkaista tehtava.

Mikéli kaipaa vihemmén jannitysté, voi tyytyd kohtaamaan epavarmuuden
tunteita koulun ulkopuolella. Oppilaat késittelevit joka péaiva koulussa asioita,
joista eivit ole ennen kuulleetkaan. Mielesténi opettajalle voi olla sekd amma-
tillisesti ettd henkilokohtaisesti eduksi tehdéd uusia asioita, jotka ovat oman
mukavuusalueen ulkopuolella. Esimerkiksi johonkin uuteen peliin tutustumi-
nen voi olla téllainen kokemus. Onnistumisen onni ja epaonnistumisen petty-
mys ja turhautuminen ovat tunteita, joita jokainen késittelee eri tavoin. Epédon-
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nistumisen pelko ei saa estda oppilasta yrittaméasta. Samalla tavalla opettajien
tulisi edes silloin télldin kokeilla jotain uutta.

On hyodyllista valilla olla tilanteessa, jossa kaikki on uutta eiké yksikéén
késite ole tuttu. Tai 16ytaa itsensd pakohuoneesta ystéiviensa, tikittdvan kellon
sekd epamaédrdisten vihjeiden kanssa. Tai kokea se tunne, kun on varma, etté
kaikki mahdollinen on yritetty ja taytyisi olla vaan paljon parempi pelaamaan
pédstikseen eteenpéin. Ja yhden painikkeen vahinkopainallus tuottaa ratkai-
sun ongelmaan ja antaa oppimiskokemuksen, josta on hyodtyd myos jatkossa.
Seké se yhtdaikainen hdmmennys ja riemu, kun kolmatta kertaa palaa saman
ongelman pariin ja keksii ratkaisun.

Mité itse olen ongelmien ratkaisemisesta oppinut? Ainakin sen, ettei on-
gelmaa tule aliarvioida. Ongelmalle kannattaa antaa aikaa. Nopeasti keksitty
ratkaisu pitdd malttaa perustella. Taytyy varmistua, etté padttely on oikein.

Téarkeinté ei ole saada vastaus, joka tdsméé kirjan takana olevaan tai saa-
da ratkaisuun hyvéaksyntéd opettajalta. TarkeAmpéaéd on ymmértda, mita tekee
ja pystya itsendisesti varmistumaan antamansa vastauksen oikeellisuudesta tai
mahdottomuudesta, perustelemaan toimintaansa tai 16ytdméaan omat virheen-
si. Tarkeampéad kuin kirjoittaa tietty luku paperiin on kokea, ettéd itse ym-
mértad, miksi tarvittiin tietyt vélivaiheet. Tulee pystyé perustelemaan ajatte-
luketjunsa ja luopumaan ideasta, joka vie umpikujaan.

Ratkaisuja voi olla useita oikeita. Ja vaikka ongelma ei ratkeaisi, siitd voi
silti oppia. Mutta mika térkeintd: muista nauttia ongelmasta jonkin aikaa.
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