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Funktion f Fourier'n sarja on dareton funktiosarja, jossa summataan funktiosta f ja
summausindeksistd n riippuvia Fourier 'n kertoimia funktiolla e'"* kerrottuna. Fou-

rier'n sarjoja kdytetddn esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtdldiden ratkaisemiseen.

Téassa tutkielmassa késitellddn Fourier 'n sarjan suppenemista. Kun Fourier'n sarja
keksittiin, pitkdan luultiin, ettd jatkuvan funktion Fouriern sarja suppenee aina.
Téssd tyossd osoitetaan, ettd ndin ei ole.

Ensin tydssd osoitetaan, ettd jatkuvan funktion Fourier'n sarja “melkein suppenee,”
eli on Abel- ja Cesaro-summautuva. Abel-summautuvuudessa sarjan summattavat
kerrotaan luvulla 7", missd luku r on itseisarvoltaan pienempi kuin 1 ja n kertoo mo-
nesko summattava on kyseessd, ja tutkitaan suppeneeko néin saatu sarja } ;o a,7".
Cesaro-summautuvuudessa puolestaan lasketaan osasummien keskiarvoja, ja tutki-

taan suppeneeko osasummien keskiarvojen jono.

Lisdksi todistetaan, ettd kun funktio on rajoitetusti heilahteleva, niin sen Fourier'n
sarja suppenee niissd pisteissd, missd funktio on jatkuva. Tama tarkoittaa samalla
sitd, ettd kun funktio on paloittain C!-funktio, Lipschitz-jatkuva tai absoluuttisesti
jatkuva, niin funktion Fourier'n sarja suppenee.

Viimeisend ty0ssd esitellddn jatkuva funktio, jonka Fourier 'n sarja hajaantuu. Funk-
tion konstruoinnissa kdytetaan menetelméd, jossa kansanomaisesti sanottuna pienet

ongelmat kasaantuvat ja tuottavat massiivisia ongelmia.
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1 Johdanto

Fourier'n sarja

o0

F(n)e™*, missa f(n) = 1 /n f(x)e M¥dx,

e 27T ) x

kuten moni muukin matemaattinen idea, on alunperin fysiikan tarpeisiin syntynyt.
Ranskalainen matemaatikko ja fyysikko Jean-Babtiste Joseph Fourier tutki 1800-
luvun alussa lammon johtumista kiinteissd materiaaleissa ja esitteli tutkimuksensa
ohessa ddrettdmaén sarjan, joka nykyisin tunnetaan Fourier 'n sarjana. Saksalainen
Peter Dirichlet puolestaan formalisoi asian tarkemmin ja osoitti muun muassa, etta
aina kun funktio on “piirrettdvissd,” eli paloittain siled, niin sen Fourier'n sarja
suppenee. Aluksi kaikille oli tdysin selvdd, ettd kaikkien jatkuvien funktioiden
Fourier'n sarjat suppenevat. Taman todistaminen osoittautui kuitenkin odotettua
hankalammaksi, ja epdilykset herdsivdt. Vuonna 1876 Paul du Bois-Reymond esitte-
likin jatkuvan funktion, jonka Fourier n sarja ei suppene. Jiljelle jdi kysymys, milld
ehdolla Fourier'n sarja sitten suppenee. Tadssa tyossa tutustutaan tarkemmin tdhan

1900-luvun alussa ratkaistuun kysymykseen.

Fourier’n sarjan suppenemista voidaan tarkastella ainakin kahdesta eri nakokul-
masta. Voidaan maééritelld erilaisia suppenemistapoja, jotka ovat erilaisia kuin pe-
rinteinen pisteittdinen tai tasainen suppeneminen, ja kdyttda niitd Fourier 'n sarjan
oo
tutkimiseen. Esimerkiksi voidaan sanoa, ettd sarja ) _ a5 on Abel-summautuva
k=0

o0
jos sarja Z r*a; suppenee. Nyt voitaisiin tutkia, onko funktion f Fourier'n sarja
k=0
esimerkiksi Abel-summautuva. Toinen ndkokulma on tutkia, mitd ominaisuuksia

funktiolla pitdd olla, ettd funktion Fourier n sarja suppenee perinteisessd mielessa.

Kun tutkitaan funktion f Fourier'n sarjaa ensimmaiselld tavalla, huomataan, etta
kun funktio f on jatkuva, niin sen Fourier'n sarja on Abel-summautuva ja Cesaro-
summautuva. Toisella tavalla tutkittuva huomataan, ettd jos funktio f on rajoitetusti
heilahteleva, niin sen Fourier’'n sarja suppenee kaikissa niissd pisteissd, missa
funktio f on jatkuva. Silloin myos absoluuttisesti jatkuvan funktion, C'-funktion ja

Lipschitz-jatkuvan funktion Fourier n sarja suppenee.

Fourier n sarjalla on monia mielenkiintoisia sovelluksia, joihin tdssa tydssa ei syval-

lisesti tutustuta. Esimerkiksi perunakellarin ihanteellisen syvyyden méarittdmiseen
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voi kdyttda Fourier n sarjaa [2]. Aikaisemmin mainittu Fourier 'n tutkima ldammon
johtuminen on luonteeltaan osittaisdifferentiaaliyhtdloongelma, ja Fourier n sarjaa
voi kdyttdd muihinkin osittaisdifferentiaaliyhtdldongelmiin, kuten vaikkapa kitaran

kielen vardhtelyn ymmartamiseen.

Téassa tyossda on kdytetty pddldhteend Rajendra Bhatian kirjaa Fourier Series [1].
Maééritelmien, tekstikappaleiden ja lauseiden ldhteend on tdima paaldhde ellei toisin
mainita. Jos lauseen muotoilussa ja todistuksessa ei kummassakaan ole ldhdeviitettd,
niin todistus on kirjoittajan omaa tuotosta. Lisdd hyvéaa luettavaa aiheesta 10ytyy
muun muassa Dymin ja McKeanin kirjasta Fourier Series and Integrals [2] ja Mikko
Salon luentomonisteesta Fourier analysis and distribution theory [7].

2 Integrointiytimid ja muita tarpeellisia esitietoja

Tassd kappaleessa esitelldan tarpeellisia esitietoja, jotka eivat ainakaan kirjoittajan
mielestd ole triviaaleja. Kappale koostuu kolmesta osasta. Ensimmaéisessad osas-
sa on sekalaisia esitietoja, toisessa késitellddn integrointiytimid, ja kolmannessa

funktioiden ominaisuuksia.

2.1 Sekalaisia tyokaluja

Weierstrassin M-testi on erds funktiosarjan suppenemistesti.

Lause 2.1 (Weierstrassin M-testi). Olkoon f, reaali- tai kompleksiarvoinen funktiojono

fn 1 A — C. Jos on olemassa sellainen lukujono M, jolle piitee

|fu(x)| <M, kaikillax € Ajan € Z ja

(o]
Y My < oo, niin funktiosarja

n=—oo

Y fu(x) suppenee tasaisesti joukossa A.

n=-—oo



Todistus. [8] Tarkastellaan funktiosarjan osasummia

n
Y. filx)
k=—n
Tiedetddn, ettd ) ;" _,, M, suppeneeja M, > 0 kaikilla n. Talloin Cauchyn kriteerinﬂ
mukaan kaikille € > 0 on olemassa N € IN siten, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla
njamjoille n > m > N pétee

—(WH—l) n
Y Mu+ ), M,<e
k=—n k=(m+1)

Nyt osasummille S, (x) ja Sy, (x) pétee

—(m+1) —(m+1)
[Sn(x) = Sm(x)] = | Z fnt Z ful <1 Z fn|+| Z ful
k=—n k=(m+1) k=—n =(m+1)
—(m+1) n —(m+1)
< X I+ X 6l X Mt Y M,
k=—n k=(m+1) k=—n =(m+1)
<E€
kaikilla x € A. Tama tarkoittaa sitd, ettd ) ,_ ., fu(x) suppenee tasaisesti. [

Konvoluutiota kdytetdan tassa tyossa Fourier 'n sarjan laskemisen helpottamiseksi.
Konvoluution ja integrointiytimien avulla voidaan ddretdn sarja muuttaa suhteelli-
sen yksinkertaiseksi integraaliksi.

Mairitelma 2.2 (Konvoluutio). Kahden 27r-jaksollisen integroituvan funktion f ja

¢ konvoluutio (f * g)(x) mééritelldan seuraavasti:

— [ s ngiar

Konvoluutio on mééritelty niissi pisteissi x, joissa [™ | f(x — t)g(t)|dt < oo.

1y% , an suppenee jos, ja vain jos kaikille € > 0 on olemassa N € N s.e. [a,1 + a2 + -+ +
Anyp| < € patee kaikillen > Njap > 1.



Lemma 2.3 (Eb Jos f ja g ovat integroituvia 27t-jaksollisia funktioita, niin (f x g)(x) =
(8% f)(x).

Todistus. 2r-jaksollisten funktioiden f ja g konvoluutioille pétee

(Fre)) = [ flx— gty
X+7T

= [ rg(x -ty
— [ sgtx - nar
= (g+))()

O

Diracin jono on melko keskeinen tdssa tyossa. Diracin jonon ja jatkuvan funktion
f konvoluutio suppenee tasaisesti funktioon f, kun n — co. Kun tutkitaan in-
tegrointiytimid, huomataan, ettd osa niistd on Diracin jonoja. Tédlloin Fourier'n
sarjan suppenemiseksi riittdd, ettd Fourier'n sarjan voi sanoa funktion f ja jon-
kin Diracin jonon konvoluutiona. Valitettavasti timd osoittautuu mahdottomaksi,

mutta onneksi tdstd tulee olemaan jotain muuta hyotya.

Miiritelmd 2.4. Funktiojonoa Q, : [—m,71] — R sanotaan Diracin jonoksi, jos
seuraavat ehdot ovat voimassa: kaikilla n € IN:

(i) Qu(t) 20

(i) Qu(—t) = Qu(t)
(i) /7, Qu(t)dt =1
ja

(iv) Jokaiselle € > Oja § > 0 on olemassa sellainen N, jolle

-0 T
/ Q. (H)dt +/ Qu(H)dt < e kaikillan > N.
-7 1)

Funktiojoukkoa Q, : [—7m,7] — R,0 < r < 1 sanotaan Diracin perheeksi, jos

vastaavat ehdot ovat voimassa.

2 Aputuloksen ja lemman ero on téssé tyossa hiuksenhieno. Lemma on yleismaailmallisempi
tulos kuin aputulos, jota kdytetddn oikeastaan vain seuraavan lemman tai lauseen todistamiseen.
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Lause 2.5. Jos funktio f on jatkuva ja 27t-jaksollinen ja Q, on Diracin jono, niin Qy * f
suppenee tasaisesti funktioon f, kun n — oo.

Todistus. [1] Olkoon h,, = Q, * f, jolloin pétee
flx—=1)Qnu(t)dt — f(x)
Flx=DQu()at = £(x) [~ Qu(t)a

flx = £)Qu(t)dt — /_n/;f(x)Qn(t)dt
(f(x —t) = f(x))Qnu(t)dt.

—7T
s

Olkoon € > 0 miki tahansa. Funktio f on tasaisesti jatkuva vélilld [—7t,7t], joten on
olemassa 6 > 0 siten, etta

flx—1t) — f(x)| < g kaikilla t € [6,d).

Olkoon M = sup_ ... |f(x)|. Kéyttamalla Diracin jonon neljéttd ominaisuutta,
voidaan valita N, jolle patee

-5 - c
- 1 > .
/n Qn(t)dt+/5 Qu(t)dt < v dna kunn > N

Funktiolle [Ji,(x) — f(x)| pitee
a(x) — f(x)| =
| [ =0 - e Quoar+ [ (70 - fa)Qunar

+ [T 0 - FE)Qua
<|[ -0 - seaumal+

[ n - f(»QMme

7Wﬂx—w—fungﬂom'

/_55(f(x —1) _f(x))Qn(t)dt‘

_|_




Tutkitaan tétd paloittain. Kun n > N, ensimmaiselle ja viimeiselle integraalille patee

’/_5 (x — ) — F(x))Qnlt dt' ‘/ (x — ) — F(x))Qu(b)dt
< [ lte= 0 - leuae+ [ 15— 0 - FwlQur
g/_;(szMQn(t)dt+/5 2MQy(1)dt

€

— 2M(/: Qu(t)dt + /; Qu(t)dr) <2M > =2,

Keskimmadiselle integraalille pétee

[ =0 = ren@una] < [ 1560 = ol IQu(o]a
</_2§Qn(t)dt
<t
-2

Nyt funktiolle |k, (x) — f(x)| pétee
|hy(x) — f(x)| < e kaikillan > N,

jolloin funktiojono h, suppenee tasaisesti funktioon f. O

2.2 Integrointiytimia

Integraalimuunnos T maééritellddn seuraavasti:

t
(TH) = [ KelDf (.
1
Téssd f on muunnettava funktio, ja funktiota K, (#) sanotaan integraalimuunnoksen
ytimeksi tai integrointiytimeksi. Tt voidaan myos merkitd K(x,f) tai K(¢,x). Tassa
tyOssd kdytetddn seuraavia integrointiytimia:
n

1. Dirichlet'n ydin D, (t) = % Y. e missin € N,



-1
2. Fejérin ydin: F,(t) = 1 'Y Dy(t), missa n € N\ {0},
k=0

oo .
3. Poissonin ydin: P(x) = Y 57Kl missa 0 <r < 1.
k=—o0

Lause 2.6 (Dirichlet'n ytimen ominaisuuksia). Dirichlet’n ytimelli on seuraavia omi-
naisuuksia:

(i) Du(—t) = Dy(t),
(ii) [ Du(t)dt =1,

(iii) Dy(t) = L 300200

27 sin 5

Todistus. (i) Ensimmdinen kohta seuraa siitd, ettd Dirichlet'n ydin on summa

kokonaisluvusta —n kokonaislukuun #:

(ii) Huomioidaan ensin, ettd Dirichlet'n ytimen integraali on ytimen summatta-

vien integraalien summa:

/ D, (t Z / ekt at.

Kun néité integraaleja lasketaan, niin huomataan, etta integraalilla on kaksi
mahdollista arvoa:

s

1 ikt
T, e =0, kunk #0,
ektqr =4 8
/—n

—7T

[T ektdt = [T 1dt =27, kunk = 0.

Nyt Dirichlet'n ytimen integraali saadaan muotoon

n 1
/ Du(t)dt = —(0+ - +0+27+0+---+0) = 1.
—7T 27



n .
(iii) Dirichlet'n ydin voidaan ilmoittaa muodossa Dy, (t) = % (% + Re ( Y elkt> >:
k=1

n " n
Dn(t):% Y e t=2i Y (cos (kt) +isin (kt))
k=—n =—n

1 n
=—Z s (kt) —|——Zsmkt

21 k=— k——n

1 & I &
= Z cos (kt) —i—g_(kg;)(sin (kt) — sin (kt))

:HH

( Feotn) < (1ene(£))

Kun télle kdytetddan geometrisen sarjan summan kaavaa, niin Dirichlet'n ydin

saadaan muunnettua seuraavaan muotoon:

1 (1 eit — pit(n+1)
1/1 1 — eitn
=7 (z*Re (e’ o ))
in in in
e'2 ((3_12 —612)

1
7T 2 iL —l’i ii
e2le 2 —e¢2

I

|

I
+
)
)
QN

=
N

I
Al
N —
+
=
(@)

N _
(7)) [¢)]
2z =
5| -
=N
~—~
o)
o . :
73}
~—
=
N
=
N
+
@
=]
=
+
=
~—
~
N~

st
Sin 5

I
Al
N —

)
—
o}

NS
e

o)

o

7]

=

NF

=
N——

~__—

t(n+1)
B 1 smz—l—Zsm 2 COS ——5—

T o sin 2

Tama saadaan trigonometristen funktioiden summakaavoja ja kaksinkertaisen



kulman kaavoja [5] kdyttamalld lopulliseen muotoonsa:

tHn+1
1 smz—l—Zsm 2 Ccos (”;)
Dy, (t) =
27T smz
_ t
= St (sin 5 +2sin 4 cos (% + §))
2
— tn t tn t
= ST (sm —|—2sm (cos 4 cos 5 —sin 4 sin 1))
2
_ tn tn t
= T (sin 5 +2sin 4 cos 4 cos 5 — 2sin 4! sin 4! sin §)
2
— tn t
= ST (cosntsm2 +2sin 2 B cos 2 cos 5)
2
1 b t
= — (cos ntsin £ + sin (tn) cos 3 )
27tsmz
1 . 1
:2 - tsm<<n+7> t)
7rsin L
2
: 1
1 sm<<n+§> t>
- — )
27 sin 5

]

Dirichlet'n ytimien jono ei kuitenkaan ole Diracin jono, silld Dirichlet'n ytimet eivat
ole kaikkialla positiivisia. Esimerkiksi kun t = 3 pitee

1sin((1+4)3) 1 0

27 sin(3/2) 27 sin(3/2) =0

D1(3) =

Tama nakyy myos esimerkiksi kuvasta

Fejerin ytimien jono F, sen sijaan on Diracin jono. Diracin jonon ensimmdisen ehdon
mukaan Fejerin ytimen on oltava positiivinen. Sen todistamista varten taytyy laskea

Fejerin ydin auki ja katsoa, mitd siitd tulee:

1] 1”11sm((k+))
T n Z:‘) Z 27t sin(t/2)
1"l 1s (2k+1) )

“u ; _7r sin(t/2)



1 n—1

) t
B n2msin(t/2) £ Z sin{(2k + 1)5)

:—Zsm (2k—1)= )

n27m sm t/2

1 :
I SR wlb S {6/ S5 )F
n27msin(t/2) / 2 m )

1

_ - i(2k—1)4%
n27‘(sin(t/2)lm(k;e )

Tehd4dn tdssd vaiheessa laskemisen helpottamiseksi muuttujanvaihto £ =

1

n
— i(2k—1)x
Fa(22) = n27tsin(x ;
— 1 i —ix 12kx
n27t sin(x P
_ 1 Im(e—ix p2ix _ p2ix(n+1) )
n27 sin(x) 1 — e2ix
1 ix _ L2ixn+ix
_ : Im(e e )
n27 sin(x) 1—e?x
1 piX _ 2ix(n+3)
= - Im ( .
n27 sin(x) 1—e2x
_ 1 Im(eix(l—”) — e'ix("+1) z’nx)
n27tsin(x) 1 — e2ix
_ 1 ezx(e—zxn _ ezxn) 1nx)

n27 sin(x) m ei¥ (e~ix — ¢ix)

1 [ (2isin(nx))

:nZnsin(x)m 2isin(x) ")
B 1 (sin(nx)) .
_n27'csm() sin(x) sin(nx)
_ (smz(nx)) >0

n2mw sin?(x)
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Toisen ehdon mukaan Fejerin ytimen on oltava symmetrinen. Se seuraa suoraan

Dirchletin ytimen symmetrisyydesta:
1 n—1
==Y D(—t 2 Dy (t) = Fy(t
=0

Kolmannen ehdon mukaan Fejerin ytimen integraali vilin [—7,7t] yli on oltava
1. Tamaé seuraa siitd, ettd ddrellisen summan ja dédrellisen integraalin jdrjestysta

voidaan vaihtaa, kunhan integroitava funktio on integroituva:
T 1 n— 1 1’1 1 n—l 1
/ F,(t)dt = / ZDk / le—nzl.
_ n = n

Neljannen ehdon mukaan kaikilla € > 0ja § > 0 on olemassa sellainen N € IN jolle

patee

/__: Fa(£)dt + /5" Fy()dt < e

aina, kun n > N. Tamin todistamiseksi arvioidaan funktiota F,(t) seuraavalla
tavalla:

1 sin*(nt/2) 1 1—cos(nt) 1 2

F,(t) = =
n(t) 2n7 sin?(t/2)  2nm 1 —cos(t) < nni —cos(6)’

kun 0 < § < |t| < 7. Seuraavaksi voidaan arvioida integraalia. Kun valitaan

-0
N> 2
e sin” (%)

niin integraalille patee aina, kunn > N

<
/ Fu(t dt+/ F,(t)dt 2/ F,(t)dt 2/ zml_cos(&)dt

dt
/ N7t sin? é

(%)
1 1

—Js msinz(g)
. m=90
Nrsin?($)

dt
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Nyt seuraava lause on todistettu:
Lause 2.7. Fejerin ytimien jono F, on Diracin jono. Lisiksi Fejerin ytimelle piitee

Fo(f) = 1 sin’(n§) 1 1—cos(nt)
" 2 sin?(f)  27n 1 —cos(t)

Lause 2.8 (Poissonin ytimen ominaisuuksia). Poissonin ytimelli on seuraavia ominai-
suuksia.

N 1 1— 12 1 1+re”
) P _ = n|inx 2 — Re(— .
(i) Br(x) n;oo o ¢ 27t1 —2rcosx + r2 e(27t 1 — reix

),

(ii) Poissonin ydin P,(x) on Diracin perhe.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd ominaisuuden (i) molemmat yhtasuuruudet ovat

tosia. Muistetaan, ettd |r| < 1:

x® 1 : 1 & : >®
- |n] jinx __( —n ,inx ninx
ritet = r et 4 e'™)
n:Z_:oo 27 27 n:Z_;oo n;)
— 1+ —ix\n - ix\n
= (L e )"+ L ("))
1 reix 1
_E(l e 1o reix)
1, (re™)(1—re) 1—re ™™

)

_E( (1 —re=™)(1—reix) (1 —re)(1—re ™)
1 (re™™)(1 —re™) +1 —re™™

"2 (1 —re=)(1 — rex)
1 re ™ —p2 41 —pe ™

T2 (1 —rel* — re=ix 4 2

1 1—r?
" 2711+ 12 —r(cosx +isinx) — r(cos(—x) 4 isin(—x))
1 1—7?
271 +72 —rcosx —irsinx — rcos x + irsinx
1 1172

:Elqtrz —2rcosx’

12



jolloin ensimmadinen yhtdsuuruus on tosi. Toisaalta pétee
1 14+re® 1 1+7r(cosx+isinx)
2t1 —re* 2w 1—r(cosx +isinx)

1 (1+rcosx) +irsinx

- 27 (1 —rcosx) —irsinx

1 ((14rcosx)+irsinx)((1 —rcosx) +irsinx)
27 ((1 —rcosx) —irsinx)((1 —rcosx) +irsinx)
1 1—7?(cos?x +sin® x) + 2irsin x

2711+ r2(cos? x + sin® x) — 2r cos x

_1( 1—12 N 2ir sin x )
2711 4 r2(cos? x + sin? x) —2rcosx 14 r2(cos? x + sin® x) — 2rcosx”’
jolloin on
1 14 re™ 1 1—12
Re(— +re- ) - T 4 ’
2711 — rel* 2711 — 2rcos x + r2

ja toinen yhtdasuuruus on tosi. Seuraavaksi todistetaan, ettd kaikki Diracin perheen
ehdot toteutuvat.

(i) Ensimmadisen ehdon mukaan Poissonin ytimen on oltava positiivinen: Yhta-
losta

1 1—1r2
P = —
(%) 2711 —2rcosx + 12

huomataan, ettd 1 — 72> > 0jal —2rcosx + 72 > 1 —2r + 12

jolloin niiden osamé&&rédnkin on oltava positiivinen, eli on P,(x)

(1
>
(ii) Toisen ehdon mukaan sen on oltava symmetrinen nollan suhteen:

—7)2>0,
0.

1 1—r2 1 1—r?
P — = — —_ — - P .
(=%) 21 —2rcos(—x)+7r2 2m1—2rcosx+ r? ()

(iii) Kolmannen ehdon mukaan sen integraali yli vilin [—7,77] on oltava 1: Kiin-

(o)
1
teille r < 1 geometrinen sarja ) | o 71" suppenee, ja tiedetin, ettd
7T

n=—oo

P < Y o lr|e™| =

Y, 5l
n=—oo =—



(iv)

Nyt lauseen 2.1l mukaan ndhdéaén, ettd tarkasteltava funktiosarja suppenee
tasaisesti. Tasaisen suppenemisen perusteella integroinnin ja summaamisen

jarjestyksen voi vaihtaa seuraavassa yhtalossa.

/ dx—/ 1 r|n\einxdx_ & _1,|n/ oMy
B 77:1’1—700 n=-—oo

Lisdksi pdtee

/n g _ {O, kunn # 0,

-7 27, kunn =0,

jolloin on

| |
=

P (x) = —r”'/ eMdx = — - 2m
71_—00

Neljas ehto kertoo, ettd nollan vilittomén ldheisyyden ulkopuolella oleva
ytimen integraalin osa saadaan mielivaltaisen pieneksi: Pitdd todistaa, ettd

jokaiselle € > 0ja d > 0 on olemassa sellainen 7y, jolle
-6 s
/ Py (x)dx +/ P,(x)dx < € kaikilla r > r.
-7 6
Olkoon € > 0ja d > 0. Nyt on

/_—: P, (x)dx + /; P, (x)dx = 2/5npr(x)dx.

Lisdksi tiedetdan, etta

1 1—#2 1 1—#2
P = — — kaikilla 6 < x < 7,
(%) 211 —2rcosx+12 — 2w 1 —2rcosd + r? aatiao = x = 7
ja lim Py (6) = lim — ! 1 ! -1 =0
J r1 _r—>12n1—2rc085+r2 27t1—2cosz5+12_ '

Nyt siis on olemassa sellainen o < 1, jolle |P,(6)| < 5 kaikillarg < r < 1.
Siispa

7T T
2/ B@mxgz/ B(dx<2/ ="
) 1

14
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i)
t
(t

(a) Dirichlet'n ydin n:n ar-  (b) Dirichlet'n ydin n:n ar-  (c) Dirichlet'n ydin n:n ar-
volla 1. volla 5. volla 75.

Kuva 1. Dirichlet'n ytimid eri n:n arvoilla.

yit)

0.1575 01580 0.1585 0.1590 0.1595 0.1600 0.1605

(a) Fejerin ydin n:n arvolla  (b) Fejerin ydin n:n arvolla  (c) Fejerin ydin n:n arvolla
1. 10. 50.

Kuva 2. Fejerin ytimia eri n:n arvoilla.

S ©
@ |
S
<
«
. = 9 .
= z ©° =
= = ESIRSY
o < |

(a) Poissonin ydin r:n arvol- (b) Poissonin ydin r:n arvol- (c¢) Poissonin ydin r:n arvol-
la 0,5. la 0,75. la 0,95.

Kuva 3. Poissonin ytimid eri r:n arvoilla
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2.3 Funktioiden ominaisuuksia

M4dritellaan seuraavaksi Cl-funktio, funktion Lipschitz-jatkuvuus, absoluuttinen
ja tasainen jatkuvuus sekd funktion rajoitettu heilahteleminen ja selvitetddn niiden
suhteet toisiinsa. Naita tarvitaan kappaleessa [4 kun tutkitaan Fourier'n sarjan

suppenemista.

Miiritelmi 2.9. Jos funktio f : [a,b] — R on jatkuva ja sen derivaatta on olemassa
ja jatkuva kaikissa pisteissd x € [a,b], niin sanotaan, ettd funktio f on C!-funktio. Jos
funktio on rajoitettu ja silld on darellinen médara epdjatkuvuuspisteitd ja sen derivaat-
ta on olemassa ja jatkuva aina perdkkdisten epdjatkuvuuspisteiden muodostamalla

suljetulla vililla, niin sanotaan, ettd funktio f on paloittain Cl-funktio.

Maiiritelmi 2.10 (Lipschitz-jatkuvuus pisteessi xg). Olkoon f : [a,b] — R funktio,

ja xo vélin |a,b| piste. Jos on olemassa sellaiset vakiot M ja J, ettd on
f(x0) = F()] < Mlxo— £, kun [xo—t] <6,

niin sanotaan, ettd funktio f on Lipschitz-jatkuva pisteessd xg. Pienin mahdollinen
vakio M on funktion f lokaali Lipschitz-vakio pisteessa x.

Maairitelma 2.11 (Lipschitz-jatkuvuus). Funktio f : A — B on Lipschitz-jatkuva,

jos on olemassa sellainen vakio K > 0, jolle pdtee

|f(x) = f(£)] < K[x —t]
kaikilla x ja t € A. Pienin mahdollinen vakio K on funktion f Lipschitz-vakio.

Miiritelmi 2.12 (Rajoitetusti heilahteleva funktio). Olkoon funktio f : [2,b] - R
miké tahansa. Olkoon P vilin [a,b] jako, eli pisteet p; € [a,b] niin, ettd a = py <
p1 < ... < pn = b. Jos kaikilla mahdollisilla vélin jaoilla heilahtelulle pétee

o(f,P):= i |f(pi) — f(pi1)| <K < oo,

i=1

niin sanotaan, ettd funktio f on rajoitetusti heilahteleva. Lukua

V(f) = supo(f,P)
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sanotaan funktion f (kokonais)heilahteluksi.

Lause 2.13. Funktio f : [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva funktio jos ja vain jos on
olemassa sellaiset kasvavat funktiot h : [a,b] — R ja g : [a,b] — R joille pitee f = g — h.

Todistus. [4] Todistetaan ensin se, ettd rajoitetusti heilahtelevalle funktiolle f on
olemassa lauseen mukaiset funktiot ¢ ja h. Valitaan funktio g seuraavasti:

8(x) = Vy(ax)

k
::sup{2|f(xj)—f(xj_1)| :kE]N,a=x0<x1<---<xk=x}.
=1

Tama funktio on selvisti kasvava, silld kun xp > x; pdtee

Vf(a,xz) — Vf(a,xl) = Vf(xl,xz) >0

Nyt funktio h taytyy valita seuraavasti:

My®s funktio i on kasvava, silld heilahtelulle V¢ (xq,x2) pétee Vi(x1,x2) > f(x2) —
f(x1): Kun xp > x1, niin pétee

h(x2) —h(x1) = g(x2) — f(x2) — ¢
= Vi(x1,x2) — (f(x2
> f(x2) = f(x1) = (f(x2) — f(x1))
=0.

Nyt g ja h ovat kasvavia funktioita, ja f on niiden erotus.

Todistetaan seuraavaksi toinen suunta; jos funktiot g : [a,b] — Rjah: [a,b] - R
ovat kasvavia niin niiden erotus f = g — h on rajoitetusti heilahteleva funktio. Funk-
tiot g ja h ovat selvésti rajoitettuja, silld ne ovat kasvavia ja méaériteltyja suljetulla
vélilla. Olkoon P miki tahansa vélin [a,b] jako. Nyt funktion f heilahtelulle jaolla P
pétee

V(f.P) =Y |g(xi) — h(x;) — (g(xi—1) — h(xi—1))]

x;€P
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< ) lg(xi) —g(xiza)| + ) |n(xi) — h(xi)]
x;€P x;€P
=V(g,P)+ V(hP).
Koska edellinen pétee kaikilla jaoilla, niin on oltava

V(f) <VI(g)+V(h).

Koska funktiot g ja h ovat kasvavia ja rajotettuja, niin niiden heilahtelut valilla [a,b]
ovat V(g) = g(b) — g(a) ja V(h) = h(b) — h(a), eli erityisesti niiden heilahtelut
ovat rajoitettuja, jolloin on

V(f) < oo.

Lause 2.14. Rajoitetusti heilahtelevalla funktiolla f on seuraavia ominaisuuksia:
(i) Funktiolla f on (korkeintaan) numeroituva mdidri epdjatkuvuuspisteitd,

(ii) funktiolla f on kaikissa mdidrittelyjoukkonsa pisteissii olemassa vasemman- ja oikean-
puoleiset raja-arvot,

(iii) funktio f on integroituva,
(iv) funktio on differentioituva melkein kaikkialla,

(v) jos funktio f on jatkuva, niin funktion heilahtelu saadaan integroimalla funktion
derivaattan itseisarvoa yli mddrittelyvilin:

[ Vel =vip),

Téaman lauseen todistus sivuutetaan tdssa tydssa. Todistuksia voi etsid halutessaan
esimerkiksi ldhteestd [9] kappaleesta kolme, tai rajoitetusta heilahtelusta (engl.
bounded variation) kertovasta kirjallisuudesta. Internetistd 16ytyy myds Noella
Gradyn kirjoittama erittdin yleistajuinen Functions of Bounded Variation [3].

Miiritelmad 2.15. Funktio f : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva, jos kaikille € > 0
on olemassa § > 0 niin, ettd aina kun {(a;,b;) : i € I C IN} on &4rellinen joukko
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vélin [a,b] pistevieraita avoimia vileji joille

Y (b —a;) <6,

i€l
¥|f(bi) — f(a;)] <e.

Maidiritelma 2.16. Funktio f : A — B on tasaisesti jatkuva, jos kaikille € > 0 on
olemassa sellainen ¢ > 0, ettd aina kun pétee x,y € Aja |x —y| < J, niin pdtee myos

[f(x) = fy)l <e.

Lause 2.17. Jos funktio f : [a,b] — R on C'-funktio, niin se on Lipschitz-jatkuva.

Todistus. Funktion f derivaatta on jatkuva vililld [a,], ja kyseinen vili on suljettu
ja rajoitettu, joten derivaattafunktio on rajoitettu. Olkoon M = sup |f’(x)|. Nyt

analyysin peruslauseen mukaan, kun x < y pétee

)= sl =| [ ] < 7170 ar < Ml

Funktio f on siis Lipschitz-jatkuva. O

Lipschitz-jatkuvuus ei kuitenkaan tarkoita, ettd funktio olisi C!-funktio kuten seu-

raava esimerkki osoittaa:

Esimerkki 2.18. Funktio f : [-1,1] — R, f(x) = |x| on Lipschitz-jatkuva, koska
kolmioepdyhtdlon nojalla patee

f () = F)L = llx] = [yl] < [x =yl

mutta se ei ole derivoituva, kun x = 0, silld erotusosamaaéréat suppenevat eri arvoihin
eri puolilta 1dhestyttdessa:

i FOTW = F0) _
h—0+ h h—0 h




ja

o SOER) = F0) _
h—0— h h—0 h

Lause 2.19. Jos funktio f : [a,b] — R on Lipschitz-jatkuva, niin se on absoluuttisesti
jatkuva.

Todistus. Koska funktio on Lipschitz-jatkuva, niin kaikille pisteille x,y € [a,b] pétee

f(x) = fF(y)] < Mlx —y|

jollain M € R. Olkoon € > 0 miké tahansa, ja 6 = §;. Olkoon joukko vélin [a,b]
pistevieraita avoimia osavélejd (a;,b;) niin, ettd niiden yhteenlaskettu pituus on
pienempi kuin ¢ :

Z |ai — bl| < 9.
i
Nyt funktion arvojen erotuksien itseisarvoille patee

YoIf(a) = f(by)| < ZM|‘11' —bi| < Md =,

i

eli funktio f on absoluuttisesti jatkuva. O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd absoluuttisesti jatkuva funktio ei vélttamatta ole
Lipschitz-jatkuva:

Esimerkki 2.20. Olkoon funktio f : [0,1] — R, f(x) = \/x. Esimerkiksi ldhteessa
[4] on esitelty seuraavanlainen lause: Funktio f : [4,b] — R on absoluuttisesti
jatkuva, jos ja vain jos f on derivoituva melkein kaikilla x € |a,b[, derivaattafunktio
on Lebesgue-integroituva ja

X
F(x) = f(a) + / Fy)dy kaikilla x € [a,0].
a
Néama ehdot patevat funktiolle f :
Q) f'(t) = % on madritelty valilla ]0,1].
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1
(i) f'(t) = % on Lebesgue-integroituva, silla /0 ﬁdt =vV1-v0=1.

X
(i) f(x) = V& = VO + VI =0 = £(0) + [ F(w)ay,
joten funktio f on absoluuttisesti jatkuva.

Funktio f ei kuitenkaan ole Lipschitz jatkuva, silla

L f-f0)
x—0 x—0 ’

jolloin ei ole olemassa sellaista lukua M jolle pétisi aina |f(x) — f(y) < M|x —y|.

Lause 2.21. Absoluuttisesti jatkuva funktio f : [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva.

Todistus. Koska funktio f on absoluuttisesti jatkuva, niin kaikilla € > 0 on olemassa
d > 0 niin, ettd kun otetaan joukko pistevieraita vilin [a,b] avoimia vélejd (a;,b;),
joille

Y o |bi—ai] <6,

icl

niin on

Y If(a) — f(b)] <e.

iel

Olkoon P mika tahansa vélin [a,b] jako. Perdkkiisille jakopisteille p; ja p; 1 patee
pi = pival = [pi — [+ [c = pisal

ja
1f(pi) = f(pix)] < |f(pi) = F() +1f(€) = f(pira)l,

kaikilla luvuilla c, jotka ovat jakopisteiden vilissd, jolloin jaon tihentdminen kasvat-

taa summaa

Y. 1f(pi) = f(pia)l.

pi€Ppit1€P
Jakoa voidaan siis tihentdd niin, ettd kukin jakovéli on lyhyempi kuin 4. Nyt kullakin
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uuden jaon P, jakovalilld funktio on rajoitetusti vaihteleva, silld

\pi — pi_1] <9,

jolloin on

|f(pi) — f(pi1)| <e.

Nyt patee
L U9 = £(pion)l = X5 ()~ F(pics)] < e

jollain n € IN. Funktio f on siis rajoitetusti heilahteleva. O

Lause 2.22. Absoluuttisesti jatkuva funktio f : [a,b] — R on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Olkoon I = {1}, € > 0 miké tahansa. Nyt absoluuttisen jatkuvuuden
nojalla on olemassa sellainen § > 0, jolle patee

Y (bi—a;) <6 = Y |f(bi) — f(a;)| <e,

i€l i€l
eli
|bi —ai| <6 = |f(bi) — flai)| <e,
jolloin funktio f on siis tasaisesti jatkuva. O

Téassa vaiheessa on hyva huomioda, ettd rajoitetusti heilahteleva funktio ei valtta-

mattd ole jatkuva. Esimerkiksi funktio

1, kunx =1,

0, muutoin

f001] = R, f(x) = {

ei ole jatkuva, mutta sen heilahtelu on yksi, jolloin sen heilahtelu on rajoitettu.
Absoluuttisesti tai tasaisesti jatkuvat funktiot puolestaan ovat jatkuvia, jolloin

rajoitetusta heilahtelusta ei seuraa tasaista tai absoluuttista jatkuvuutta.

Osoitetaan vield esimerkkien avulla, ettd tasaisesta jatkuvuudesta ei seuraa heilah-

telun rajoittuneisuutta eikéd absoluuttista jatkuvuutta.
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Esimerkki 2.23. Funktio

tcos 2, kunt € (0,1],

fON =R )= {O, kunt =0

on tasaisesti jatkuva silld véli on suljettu ja rajoitettu, ja funktio on jatkuva:

limtcoszTn =0= f(0).

t—0

Se ei kuitenkaan ole rajoitetusti heilahteleva, silld kun valitaan jakopisteiksi

0,kunj =0,
pj = ]+2,kun0<]<n

1, kunj=mn,

niin saadaan

n—2
2 27 2 27
lim 2 [f(pjs1) = f(pj)| > lim Y |-—— cos 5 — —— cos 5|
n—eo o n—eo j+3 73 j+2 72

n—2
= lim Z |],_iz_3cos(j+3)7r— jizcos(j+2)n]

- 2
ZT?
1’122

3

in X

jolloin funktion f kokonaisheilahtelu on ddreton.

Esimerkki 2.24. Cantorin funktio [4] on jatkuva funktio, jonka maérittelyjoukko

on suljettu ja rajoitettu, jolloin se on myos tasaisesti jatkuva. Cantorin funktio

kasvaa vain nollamittaisessa Cantorin joukossa. Koska joukko on nollamittainen ja

kompakti, se voidaan peittdd darelliselld maaralld niin pienid vélejd kuin halutaan.

Silloin voidaan siis kaikilla 6 > 0 valita dérelllinen mééra vélin [0,1] pistevieraita

avoimia valeja (a;,b;) joilla koko Cantorin joukko on peitetty ja

Z(bl — LZZ') < 4.

i
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Koska koko Cantorin joukko on peitetty, niin on
Y 1F(00) — fla)] > 1.
1

Silloin esimerkiksi kun € = 0,5, niin ei 10ydy absoluuttisen jatkuvuuden méaritel-

mén tayttavad o > 0.

Lause 2.25. Jos funktio f : [a,b] — R on paloittain C'-funktio, niin se on rajoitetusti
heilahteleva.

Todistus. Olkoon M = sup |f(x) — f(y)|. Olkoon x1,...,.xx_1 funktion epédjaku-
x,y€|a,b]
vuuspisteiden joukko ja xg = a ja xx = b. Nyt kun tutkitaan funktion rajoittumaa

kullekkin vélille [x;_1,x;], 1 € {1,..k}, niin kukin rajoittuma on rajoitetusti heilahte-

leva. Lisiaksi
|lim f(x; —t) — lim f(x; + 1) < M,
t—0 t—0

joten funktion vaihtelulle on

k
; fIXI ] M) < 00,

Nyt on osoitettu, ettd kun funktiot jaotellaan ominaisuuksien mukaan, niin ndin

saatavien funktiojoukkojen viliset suhteet ovat seuraavat:
C! C Lipschitz C absoluuttisesti jatkuva C tasaisesti jatkuva,
C! C Lipschitz C absoluuttisesti jatkuva C rajoitettu heilahtelu
ja
paloittain C! C rajoitettu heilahtelu.
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3 Fourier’'n sarja

Fourier'n sarjan [1] avulla voidaan esittda jaksollinen funktio sini- ja kosinifunktioi-

den dédrettdménd sarjana. Fourier 'n kerroin méaéritellddn seuraavasti:

Maairitelma 3.1. Olkoon funktio f integroituva jaksollinen funktio, jonka jakson

pituus on 27, ja f(—7m) = f(7m). Télldin funktion Fourier'n kertoimet ovat:

Fomy = o [* fe s,

missa 1 on kokonaisluku.

Fourier'n sarja samalle funktiolle f puolestaan maééritellddn seuraavasti:

Maiiritelma 3.2. Funktion f Fourier n sarja on summa

i j?(n)einx.

n=—oo

Huomautetaan tdssd vaiheessa, ettd tdssd tydssd on valittu 27r-jaksollisuus ja jakson
keskikohdaksi nolla kdytannon syistd. Kuitenkin eri jaksonpituuksilla Fourier'n sar-
ja voidaan tietenkin laskea, ja ainoa merkittdva muutos tulee Fourier 'n kertoimessa
olevan integraalin edelld olevan kertoimen nimittdjaan. Toisaalta, jos funktion jak-
son keskikohta on jokin muu piste kuin nolla, niin tilanne on ekvivalentti jonkin
sellaisen tilanteen kanssa, missd funktio on nollan ympaérilld. Myoskdan jaksollisuus
ei ole tdysin ehdoton ehto. Funktiosta voidaan valita jokin tutkittava vili, ja jatkaa
funktio jaksolliseksi kyseisen vilin ulkopuolella.

Fourier'n sarjalle pétee sopivien ehtojen ollessa voimassa

o0

flm)e™ = f(x).
n=—oco
Naita ehtoja tutkitaan kappaleessa 4, Fourier 'n kertoimet ovat jarkevasti maaritelty-
ja, silla funktio f on integroituva ja funktio e~** on rajoitettu. Niinpa naiden tulo
on myds integroituva, ja integroituvan funktion maaratyn integraalin tuloksena saa-
daan jokin luku. Fourier'n sarjassa puolestaan summataan sini- ja kosinifunktioita

kerrottuna joillakin luvuilla, joten sekin on hyvin maééritelty.

Todistetaan seuraavaksi muutamia perustuloksia Fourier n sarjasta.
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Lause 3.3. Jos jatkuvien 27t-jaksollisten funktioden f ja ¢ Fourier'n kertoimet f(n) ja
Q(n) ovat samat kaikilla kokonaisluvuilla, niin funktiot f ja g ovat samat.

Todistus. Lauseiden [2.8]ja 2.5/ mukaan Poissonin ytimen ja funktion f konvoluutio
suppenee tasaisesti funktioon f:

(Py* f) (x) 725 f(x).

Kyseiselle konvoluutiolle pétee

(e )= [T Shrlent Oyt

Edellisen yhtdlon summa suppenee tasaisesti, joten integroinnin ja summan jarjes-

tystd voi vaihtaa:

(Pr *f)(x) — i E;/Weinx /_T; efintf(t)dt

_ Z r|n\einx§(n)

Nyt pétee

(Prxf)(x) 75 f(x) ja (Prxf)(x) 725 g(x),
eli on oltava f(x) = g(x). O

Lause 3.4. Jos jatkuvalle 27t-jaksolliselle funktiolle f piitee

=Y me™,

Nn—=——0o0

ja sarjan suppeneminen summaan f(x) on tasaista, niin
j?(n) =a, kaikillan € Z.
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e °] .
Todistus. Summan Y a,e"™* Fourier-kerroin on
n=—oo

j/r\(k / Z anemx ikxdx

T p=—o0

/ Zﬂnenk

T p=—oc0

Seuraavaksi kdytetdan tietoa, etté sarja Y00 ., a,e'™* suppenee tasaisesti funktioon

f(x), jolloin integroinnin ja summaamisen jarjestystd voidaan vaihtaa:

7T n=—o00
1 T
= Y o [t
n—=— 0027-[ 7T
00
/71 (n—k) xdx
n——oo T

Nyt integroitavaksi jai enda e/("—%)¥, jolle pétee

b . .
im-kx _ /__ v im-kx _ __t i(n—k)a _ i(n—k)b
/a ¢ / n—k' n—k (e ¢ ).

kunn —k # 0. Kun n = k, pétee

/abei(”_k)x = /abl = (a—Db)

Kun sijoitetaan a = —7ja b = 7, niin saadaan
/71 ei(n—k)x B _Lk(e (n—k)m —e (nfk)n) —0, kun 1 7& k
- — (—m) =2m, kunn = k.

Nyt siis saadaan funktion f Fourier-kertoimiksi

7K oo / (n—k)x g

7’1—700
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_ak27'(
- 2m

= ak’

-~

jolloin f(n) = a, kaikilla kokonaisluvuilla n. O

Lause 3.5. Jos jatkuvan 2m-jaksollisen funktion f Fourier'n sarja suppenee tasaisesti
johonkin funktioon, suppenee se funktioon f.

o ~~ .
Todistus. Lauseen3.4mukaan summafunktiong(x) = Y f(n)e" Fourier-kertoimet
n=—00

ovat samat kuin funktion f Fourier-kertoimet. Lisdksi funktio g on jatkuva, silld
funktion f Fourier'n sarja on jatkuvien funktioiden sarja, joka suppenee tasaisesti

funktioon g. Téstd seuraa lauseen 3.3 mukaan se, ettd funktiot f ja g ovat samat. [J

(ee]

Lause 3.6. Olkoon f jatkuva 2m-jaksollinen funktio. Jos Y |f(n)| suppenee, niin
n=—oo

funktion f Fourier'n sarja suppenee tasaisesti funktioon f valilli [—7t,7].

Todistus. Huomataan ensin, ettd

e
)
=
.
8

3 17| =

n—=—0o0 n—=——0o0

silla |e™*| = 1kaikillan € Zja x € R. Kéytetdan seuraavaksi Weierstrassin M-testia

(lause[2.1)):
fm)e™| < |f(n)] = My
ja

Y My < oo

n=—oo

Nyt Weierstrassin M-testin mukaan Z;":_oof(n)ei”x suppenee tasaisesti valilla
[—7t,7t]. Lauseessa 3.5 todistettiin, ettd jos funktion f Fourier-sarja suppenee tasai-
sesti, se suppenee tasaisesti funktioon f. O

Seuraavana kaksi esimerkkid Fourier n sarjan laskemisesta.

Esimerkki 3.7. Esimerkiksi funktion sin(x) Fourier'n sarja on helppo laskea. Sen

laskemisesta ei vilttdmaéttd ole muuta hyotyd kuin se, ettd se auttaa ymmarta-
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maan vihén, miten tdma toimii. Lasketaan ensin funktion f(x) = sin(x) Fourier'n

kertoimet:
~ 1 T . 1 T g . . .
f(n) = E/ sin(x)e "™ dx = 27'(/ Z(e_”‘ — e )e "Mdx
1 Tl ivinx ix—inx L —ix(1+n) ix(1—n)
27_(/ 2(e —e )dx = - n(e e )dx.

Tama integraali osataan laskea ja integraalilla on kolme mahdollista arvoa:
(i) Kunn = 1,niin f(n) = —1
(i) kunn = —1, niin f(n) = £,

(iii) kun # on jotain muuta, niin (1) = 0.

Talloin on

Z f znx — —ix éeix — sin(x)

n=—oo

Esimerkki 3.8. Funktion f : R — R,

|x|, kun x € [—7,7]
flx) = { .
f(x) = f(x+ 2krr) kaikilla k € Z.

Fourier n sarja voidaan laskea, silld funktio f on jaksollinen, integroituva, ja f(—7m) =

7t = f(m). Lasketaan funktiolle f Fourier'n kertoimet:
f(n) = i /n f(x)e_inxdx = i(_ /O xe_inxdx + /nxe—inxdx)
27T J—n 277 . 0

Todetaan ensin, ettd kun n = 0, niin f(0) on helppo laskea:

2 T 2
X X T
?+0/7>—§-

~_o

f(0) = %(—/_0 xdx—|—/ xdx) 2171(_

N

Lasketaan seuraavaksi integraali [ xe~""*dx osittaisintegroimalla:

/xeinxdx _ mx_|_/ znxdx+c

1x —l?’lx —inx
n (zn)2 *
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— i_xefinx + lefinx g
n n?
e ™ (inx + 1)

= e +C.

Talloin Fourier'n kertoimiksi saadaan:

f(n) = i(— /0 xe " dx 4 /7I xe " dx)
27 —7T 0

1 (- /0 e~ (inx +1) n 7 e~ (inx + 1))

—7T
1, e ™(in0+1) N e (—ingr + 1))
S 2m n2 | 2
N e*’””(z’nn—k 1) B eme(inO_F 1))
1’12 n2

1 e (—int+1) —14+e " (inr+1) -1
- E( ) )

o (Fmtl=liintl=1) — 0, kun 7 on parillinen,

%( _(—inﬂ+1)—111;'—(in7r+1)—1) _ _%%, kun 7 on pariton.

Funktion f Fourier n sarjaksi saadaan siis

7 inx _ T - l 2 ix(2n+1)
n;oof(n)e =5 X TRl :

n=-—oo

4 Fourier’'n sarjan suppeneminen

Fourier’n sarjan suppenemista voidaan tarkastella ainakin kahdesta eri ndkodkul-
masta. Voidaan maééritelld erilaisia suppenemistapoja, jotka poikkeavat perinteista
sarjan suppenemisesta jollain tavalla. Toinen ndkdkulma on tutkia, millainen funk-

tion f on oltava, ettd funktion Fourier n sarja suppenee.

Ensimmadiselld tavalla huomataan, ettd kun heikennetdan suppenemisehtoja riitta-
visti, saadaan kaikkien jatkuvien jaksollisten funktioiden Fourier'n sarjat suppene-
maan. Jdlkimmaiselld tavalla tarkasteltuna huomataan, ettd kun f on rajoitetusti

heilahteleva funktio, niin sen Fourier'n sarja suppenee.

Lisdksi huomataan, ettd kun Fourier n sarjaa tutkitaan pisteessa x, niin suppene-

miseen vaikuttavat vain funktion arvot pisteen ympéristossd, ja koko vélid [— 7, 7]
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ei tarvitse huomioida. Kappaleen lopussa esitellddan myos jatkuva funktio, jonka

Fourier 'n sarja ei suppene.

Kasitellddn ensin erilaisia suppenemisen késitteita.

41 Abel-summautuvuus

Abel-summaututuvuus on heikompi ehto kuin suppeneminen. Abel-summautuvuudessa

lisdtddn sarjan jokaiseen summattavaan kerroin r|”‘, missd 0 < r < 1.

Maiiritelmai 4.1. Olkoon

Z X (1)
k=1

sarja, jonka termit ovat reaali- tai kompleksilukuja. Jos sarja

(o]
Z rkxk
k=1

suppenee kaikilla reaaliluvuilla 0 < r < 1 ja sarjan summa ldhestyy raja-arvoa L,
[o°]
kun r — 1 niin sanotaan, ettd sarja ) xj on Abel-summautuva ja sen Abel-raja-arvo

k=1
on L.

Lause 4.2. Jos sarja (1) suppenee ja sen summa on L, se on Abel-summautuva Abel-raja-
arvolla L.

Todistus. [6] Sarja Y ;2 ; xx suppenee, joten klim xx = 0. Talldin on olemassa sellainen
—00
N € N, jolle |x;| < 1kunk > N.

k

Kéaytetaan nyt juuritestia [8] lukujonoon y = r*x;:

limsup {/|yx| = lirlzasup \/ [Thxy| = lirlznsupr{‘/ x| < lir;nsupr{‘/|1| =r<l,
—00 —00 —00

o0
jolloin sarja 2 r*x; suppenee.
k=1
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Osoitetaan vield, ettd raja-arvot ovat samat. Olkoon
(0]
= Z " xy.
k=1

m
Kun sovitaan, ettd edellisen sarjan nollas osasumma on sy = 0, summalle Z rkxk

k=1
pétee
m m r
Yo r"xy =Y (s —sk)r
k=1 k=1
m—1
=5+ (1—71) 2 skrk
k=1
(o)
2 (1—7) Y. stk
Nyt on

f)=1-nY s
k=1

Olkoon € > 0 mikd vaan. Nyt tiedetddn, ettd
(i) on olemassa luonnollinen luku N, jolle pétee |L — s, | < g aina, kunn > N,

N
(i) kun ro on riittdvan ldhelld lukua 1, niin (1 —7rg) ) _ sy — L] < g
k=0

Nyt, kunrg < r < 1ja N on luku jolla kohta (i) on voimassa, pitee

[e0]

f(r) =Ll =|(1=n) Y s~ L
k=1

(e9) oo

=|1-r) Y sk —La—7r) Y

={(1-7r) i (sg — L
k_

0

<(1-r) Z|sk—L|r
k=0

o0

N
(1—r7) Z|sk—L|r—|—1—r) Y. s — L|r¥
k=0 k=N-+1
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k=0 k=0
€ 1
< §+§(1—r)1_r = €.
Nyt on oltava
lim f(r) =
r—1

O

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd Abel-summautuva sarja ei vdlttaimattd suppene.

Esimerkki 4.3. Olkoon x, = (—1)". Nytsarja } ;. ; x, ei suppene, mutta ) > ; r"x,
suppenee:

||
Mg
T
—_
=

Il
gk
1
~
e

N

=
Il
Juy
=
Il
—_

Il
Mg
M

3

t

ﬁm
~

Y
1
~

g

+

3
I
—_

I
M8
i
||t18O
|
—
[ -
<
N
—_
|~
<
N
—_

n:O
1—7r 1 1 1
(1—r)(1+7) (1+7)
ja
1 1
im——k—1=—=.
rlil}(l—f—i’) 2

Seuraavassa lauseessa osoitetaan, ettd jatkuvan funktion f Fourier'n sarja on Abel-
summautuva.

Lause 4.4. Jos funktio f on jatkuva 27t-jaksollinen funktio, niin sen Fourier'n sarja on
Abel-summautuva ja sen Abel-raja-arvo on f(x) kaikissa pisteissi x.

Todistus. [1] Lauseen [2.8| perusteella tiedetdén, ettd Poissonin ydinten joukko on
Diracin perhe, jolloin lauseen 2.5 mukaan

(P * f)(x) =5 f(x)
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tasaisesti. Riittdd siis osoittaa, ettd seuraava yhtasuuruus patee:

Y Em)en = (B £) (x).

n=—oo

Konvoluution méaaritelméan nojalla on

(P, * f)(x / f(#) x—t)t

oo .
Integraalin sisélla oleva sarja suppenee tasaisesti (silla f(t) on rajoitettu,ja Y, rl"le(*=1)

n=-—o0
suppenee), jolloin integroinnin ja summauksen jdrjestystd voidaan vaihtaa:

(e f) = 3 [T sLrlent st

n=—oo
T .
_ Z 7,|n\emx / e—zntf(t)dt
n=—oo -7
_ Z r|n\einxj’c\(n).
n=—o0

4.2 Cesaro-summautuvuus

Cesaro-summautuvuus on Abel-summautuvuuden ja tavallisen suppenemisen va-
lissd oleva ehto. Kaikki Abel-summautuvat sarjat eivit ole Cesaro-summautuvia,
mutta kaikki suppenevat sarjat ovat Cesaro-summautuvia. Cesaro-summautuvuu-
dessa tutkitaan sarjan osasummien keskiarvojen muodostamaa jonoa. Tédssa kap-
paleessa pddstddn vahdan lahemmaksi tavallista suppenemista osoittamalla, etta

jatkuvan funktion Fourier n sarja on Cesaro-summautuva.
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Maiiritelma 4.5. Cesaro-summautuvuus: Olkoon )7 ; x,, sarja ja

N
SN = Z Xn
n=1

sen osasummien jono. Olkoon

81+ 82 + ... + Sk
O = 2

ensimmadisten osasummien keskiarvo. Jos jono oj suppenee johonkin raja-arvoon L,

sanotaan, ettd sarja on Cesaro-summautuva, ja sen Cesaro-raja-arvo on L.

Otetaan ensin kdyttoon muutamia aputuloksia ja todistetaan, ettd Cesaro-summautuvuus

todella on suppenemisen ja Abel-summautuvuuden vilissa.

oo . . N .
Lemma 4.6. Jos sarja ), | x, suppenee raja-arvoon L, niin se on Cesaro-summautuoa, ja
sen Cesaro-raja-arvo on L.

Todistus. Tiedetddn, ettd kaikilla 6 > 0 on olemassa sellainen luonnollinen luku Ny,
jolle |s, — L| < ¢ kaikilla n > Nj. Halutaan 16ytéda jokaiselle € > 0 sellainen N¢, jolle
kaikilla k > N pétee |0, — L| < €.

Olkoon € > 0 mika vaan. Valitaan sellainen ¢, jolle § < €. Valitaan

e YN s, — L jos N5 > 1
0 jos Ns=1.

Valitaan K. niin suureksi, ettd K% + 6 < ejaKe > Ns. Kun k > K, pétee

_ 51+...+Sk_ _ Sl+...+sk_kL
|0'k L‘— k L’— k ‘
(1 —=L)+---+ (s — L)
- k
(s1—1L) (sx — L)
< ..
=1 |t k
(s1—L) (sny—1 — L) ko5
<t - +n;ﬁ
—INg
A ks A
—?+n§%<?+5<e. O
—INg
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Siitd, ettd sarja on Cesaro-summautuva ei kuitenkaan seuraa tavallista suppenemista

kuten seuraava esimerkki osoittaa:

Esimerkki 4.7. Sarja Y0° ;(—1)""! ei suppene tavallisessa mielessd, mutta se on
Cesaro-summautuva: Osasummille s, patee

1, kun n on pariton,

Sy =
0, kunn on parillinen,
jolloin on
140414041441 _ 1k+1 .
B A =553 kun k on pariton,
O = 1

1+0+1+(;{+1+-~-+0 = 5, kun k on parillinen.

Silloin on selvasti

lim o _ !
k—o0 k_2.

Seuraavaksi todistetaan aputulokset 4.8 joiden avulla todistetaan, ettd Cesaro-
summautuvat sarjat ovat Abel-summautuvia.

Aputulos 4.8 ([9]). Jos sarja ) x, on Cesaro-summautuva, niin pitee
n=0

. Xn . Sn
lim — = lim — =0.
n—oo M1 n—oo 1

Todistus. Osasummalle s,, pdtee

sn (n+1)0y — 10y n—eo,
,

= s—s=20.
n

Summattaville x, patee

Xp Sy n—1 S;_1 nooeo
— = —— . > 0.

n n n n—1

]

Aputulos 4.9 ([9]). Jos sarjoilla Y a,r"™ ja Y. byr" on suppenemissiteet Ry ja Ry, ja jos
n=0 n=0
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n
cn = Y. agb,_, kunn > 0, niin
k=0

Z et = (Z ﬂﬂ") (Z an”> , kun [r] <min {Rq,Ra} .
n=0 n=0 n=0

Aputuloksen todistus 16ytyy lahteestd [9] sivulta 93 ideatasolla.

Aputulos 4.10.
i (n+1)r" = : 2
= (1—r7)
Todistus.
i”+1 iirn—kl:iirn—klzi ro_ 1
= o dr dr o dr 1—7r (1 _ },)2

O
o0
Aputulos 4.11. Jos Iukujono 3+ suppenee nollaan, niin sarja Y. x,r" suppenee, kun
n=0
lr| <1:
Inonoe g — Zx " < oo.
n n

n=0

Todistus. Kun lukujono 3% suppenee nollaan, niin jostain luonnollisesta luvusta g
lahtien |x,| on pienempédd kuin 7 :

|xy| <n, kunn > ny.

Talloin sarjalle > |x,1"| patee

Z x| < 2 || + 2 n|r|".

n=ngp+1
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Tamd suppenee, kun |r| < 1. T4lloin myos summa
(o)
Y x|

n=0

suppenee, jolloin suppenee myds summa

o0
Z X, 7"
n=0
O]

Lause 4.12 ([9])). Jos sarja Y,y xn on Cesaro-summautuva, se on Abel-summautuva.
Lisiiksi raja-arvot ovat samat.

Todistus. Kun sarja ) ;- x, on Cesaro-summautuva raja-arvoon s, niin

s — o] == 0.

Olkoon € > 0 mika vaan. Valitaan ng € IN niin, etta

€
~7

|s — o] <3

kun n > ny.

Valitaan ry € [0,1] siten, ettd

10

(1—rp)? Y (n+1)s—ou| <

n=0

€
5

Aputuloksen 4.8 mukaan 2 suppenee, ja aputuloksen mukaan tdma tarkoittaa
sitd, ettd Abelin summa suppenee, ja sarja on Abel-summautuva. Todistetaan vield
se, ettd Cesaron ja Abelin summat ovat tdssd tapauksessa samat. Abelin summalle
patee
o0 o0 o0
Ar=Y xu"=(1—71)) s =(1— r)? Y (n+1)our",

n=0 n=0 n=0

silld aputuloksen .9 nojalla on

£ (E) (5]
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ja

i (n+1)oyr" = <i rn) (i snr”>

n=0 n=0 n=0
=(1-r) 1 (Z snr”>
n=0
Aputuloksen .10 nojalla raja-arvo s voidaan ilmoittaa muodossa
s=(1-7r)?2Y (n+1)s".
n=0

Nyt Abelin summa ja raja-arvo s voidaan vihentéd toisistaan. Tédlloin saadaan
s—Ar=1-r?2Y (n+1)(s—on)r",
n=0
jolloin seuraava epayhtdlo on selva:
s— A S (1=7)2 ) (n+1)|s — oyt
n=0
Lisdksi pdtee, kunrg <r < 1:

(ee]

(1—7r)? Y (n41)s — a|r"
n=0
no (e}
= (1—71)? Y (n41)|s —ou|r" + (1—7r)? Y, (n+1)[s—oult"
n=0 n=ngp+1
no [e <]
<(1=r)* Y. (n+1)s—ou|+(1=7r)2 Y (n+1)]s—ou|r"
n=0 n=ng+1
< E+(1—r)2 i (n+1)Er” =e€.
2 ! 2
n=np+1
Nyt taytyy olla
lim Ar = S.
r—1
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Kéaanteinen tulos ei kuitenkaan ole totta, kuten seuraava esimerkki osoittaa:

Esimerkki 4.13. Sarja

i (_1)n+1n

n=1

on Abel-summautuva, mutta ei Cesaro-summautuva. Todistetaan ensin Abel-summautuvuus:

i n+1 irn(_l)n+ln

n=1 n=0
=Y P 2n+1) Z r?"2n
n=0
& d 2 1 d 2
=) rgrt ZT "
n=0
:1’%<21’(1’2)n—2(1’2)n>
n=0 n=0
_rir—l _ r
A2 (147)2
r—1 1
—>4.

Sarjan Y0 ; (—1)"*1n osasummille patee:

s1=(-1)2-1=1
so=1+(-1)32-2=-1
s3=—1+(-1)*.3=2

S4 = —2
Sop—1 =1
Sopy = —MN.
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Téalloin osasummien keskiarvolle pétee:

1-142-243-3+..+ 3n—2n

n

1-142-243—3+.. 43 (n+1) 14

- = 5=, kun n on pariton.

=0, kun n on parillinen,
Op =

Jonolla oy, ei siis ole raja-arvoa, silld parillisten indeksien raja-arvo on 0 ja paritto-

mien % Sarja on siis Abel-summautuva, muttei Cesaro-summautuva.
Todistetaan vield erds yhteys suppenemisen ja Cesaro-summautumisen vélille.

Lemma 4.14. Jos x, > 0 kaikilla luvuilla n € IN, niin sarja
(o)
Y x
n=1
on Cesaro-summautuova jos, ja vain jos se suppenee tavallisessa mielessi.

Todistetaan ensin pieni aputulos:

Aputulos 4.15. Jos lukujono x, on kasvava, positiivinen ja hajaantuu ddrettomdiin, luku-
jonon keskiarvojono hajaantuu.

Todistus. Todistetaan tdimd antiteesin “Lukujonon keskiarvo suppenee raja-arvoon

L” avulla. Aloitetaan kuitenkin todistamalla, ettd keskiarvojen jono on kasvava:
k+1
osoitetaan, ettd 03,1 = —— X, > O

Ok+1 = k+12xn

Xk4+1

(k+1kZ "R
K Xk+1
k1% Tkt
k Ok

> = .

Zrr1k Ty %

Edellinen epdyhtdlo seuraa siitd, ettd lukujono x, on kasvava, jolloin lukujonon
n ensimmaistd ovat pienempia tai yhtdsuuria kuin lukujonon seuraava, (n +1).:s

arvo, jolloin niiden keskiarvo on my®ds pienempi tai yhtéd suuri kuin x,, 1.
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Nyt antiteesin nojalla jokaista € > 0 kohti on olemassa luonnollinen luku N, jota
suuremmille luonnollisille luvuille n > N, pétee |0, — L| < €. Kuitenkin, kun

tehdaan seuraavat valinnat, niin on oy > L:

(i) € < L.

(ii) x4, > 2Ljan > Ne. Muistetaan, ettd x, hajaantuu dadrettomédan ja on kasvava,

jolloin téllainen valinta voidaan tehda.

(iii) N > 2n +2.

Nyt pétee
n 1 XN n 1 X
ON=70n+— Y x>—(L—e)+— ) 2L
N Nk:n+1 N Nk:n+1
ja
n 1 N 1 N 2N —2n—2 N
— (L — — 2L > — 2 = —— . > —L = L.
NE-o+xg L 2L>5 ) N N

Seuraavat keskiarvot ovat vield kauempana raja-arvosta, joten antiteesi johtaa

ristiriitaan ja keskiarvojen jono ei voi supeta. O

Lemman todistus. Lemman |4.6| mukaan suppenemisesta seuraa Cesaro-sum-
mautuvuus, jolloin riittda todistaa, ettd positiivisilla summattavilla Cesaro-summau-
tuvuudesta seuraa suppeneminen. Todistetaan tamékin antiteesilld: “On olemassa
Cesaro-summautuva sarja, jonka kaikki summattavat ovat epanegatiivisia, mutta
joka ei suppene.”

Luvut x,, ovat kaikki epanegatiivisia, jolloin osasummien jono s, on kasvava. Sum-
ma ei suppene, jolloin osasummien jonon taytyy hajaantua, ja koska se on kasvava,
on sen hajaannuttava ddrettomaan. Nyt aputuloksen oletukset ovat voimassa, joten
osasummien keskiarvon on myos hajaannuttava. Osasummien keskiarvo kuitenkin
suppenee, silld sarja on Cesaro-summautuva. Antiteesin on siis oltava vdard, ja

viite on todistettu. O

Jatkuvan 27-jaksollisen funktion Fourier'n sarjan Cesaro-summautuvuuden todis-
tamiseksi taytyy miettid sitd, ettd onko funktion f Fourier'n sarjan Cesaron jono

ilmoitettavissa jonkin Diracin perheen tai jonon ja funktion f konvoluution avulla.
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Jos téllainen Diracin perhe tai jono 16ytyy, suppenee funktion f Fourier'n sarjan
Cesaron jono lauseen 2.5/ mukaan funktioon f. Aiemmin integraaliytimista kerto-
vassa kappaleessa esiteltiin kolme integrointiydintd: Poissonin ydin, Dirichlet'n
ydin ja Fejérin ydin. Poissonin ydintd kdytettiin aiemmin Abel-summautuvuuden
yhteydessd, ja Dirichlet'n ytimien joukko ei ole Diracin perhe, jolloin jdljelle jaa

Fejérin ydin. Katsotaan, mitd sen ja funktion f konvoluutiosta tulee:

Viimeiseltd riviltd tunnistaa viimeisen summan olevan Fourier'n sarjan osasumma,
jolloin viimeinen rivi on 7n:n ensimmadisen Fourier n sarjan osasumman keskiarvo,

eli Cesaron jonon n:s alkio:

k
Fe N0 = T L eFi) = en(fx)

—_

Tatd voidaan kdyttdd seuraavan lauseen todistukseen.

Lause 4.16. Olkoon f integroituva 27t-jaksollinen funktio. Tilloin funktion f Fourier'n
sarja on Cesaro-summautuva raja-arvoon f niissi pisteissi, missi funktio f on jatkuva.
Lisiiksi jos funktio on jatkuva koko miirittelyvilillidin, niin Cesaron jonon suppeneminen
tdhin raja-arvoon on tasaista.

Todistus. Jos funktio f on jatkuva, niin dskeisen laskun perusteella viite on selva.
Olkoon € > 0 mikéa vaan. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva pisteessa x. Talloin
on olemassa ¢ > 0 niin, ettd

flx+1) — f(x)| < g aina, kun || < 6.
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Funktio f on integroituva, joten sen integraali on rajoitettu:
7T
/ |f(x)|dx < M jollain M > 0.
—7T

Lisdksi, kun 7t > |x| > §, Fejerin ydintd voidaan arvioida seuraavalla tavalla:

1 1— cos(nx) A missi A — 1 2
27tn 1 — cos(x) |n|’ - 27wl —cosd

o) = |

jolloin on lgn Fu(x) = 0, kun |x| > . T&lloin voidaan valita luonnollinen luku N
n o0
niin, ettd on

€
Fn(X) < m, kunn > N.

Nyt, kun n > N, niin funktion f Fourier n sarjan osasumman ja funktion f erotuk-
selle patee

|00 (x) = f(x)] = |(Fn % f)(x) = f(x)]
‘/ (x+ 1) — F(x))Ea(t)dt

< [" 1+ = F@)I )
= [t ) — S B ()a
+/ (x+1) — F(x)| Fa(t)dt

+/ — f()| Fa(t)dt
<m 3 yf(x+t |dt+/ CEa(
_WZM—FE_

jolloin on oltava

lim |03 (x) — f(x)] = 0.

n—00
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Téassa vaiheessa on tarked tehdd erds huomio. Tarkastellaan Dirichlet'n ytimid

Nt)=—) "
27 & N
Integroituvan funktion f ja Dirichlet'n N:nen ytimen konvoluutiolle patee
7T
<DN*fxw——/'znwx—waMf
7T
/ T % em x— t dt
T 27T

—N
N T 1 .
— Zel”x/nﬁe_mtf(t)dt
—N -
N

=) e fn)
-N

Funktion f ja Dirichlet'n N:nen ytimen konvoluutio on siis sama asia kuin funk-
tion f Fourier’'n sarjan N :s osasumma. Nyt jos Dirichlet'n ytimien joukko olisi
Diracin jono, niin funktion f Fourier'n sarja suppenisi tasaisesti funktioon f. Silloin
tama kappale olisi noin sivun mittainen, ja asia olisi késitelty. Se, ettd Dirichlet'n
ytimet ovat joissain pisteissd negatiivisia aiheuttaa kuitenkin ongelmia Fourier'n
sarjan suppenemisen kannalta. Erds mielenkiintoinen seikka on se, ettd siind missa
[T _|P(t)|dt =1 = ["_|F,(t)|dt kaikilla r ja 7 joilla ytimet on méritelty, Dirich-
let'n ytimelle patee 11m f |Dy(t)|dt = oo, ja hajaantuminen tapahtuu samaa
tahtia kuin funktion log n hajaantuminen [1]. Téta tietoa tutkitaan tarkemmin ja
kdytetddn kappaleessa 4.5, kun konstruktoidaan jatkuvaa funktiota, jonka Fourier'n

sarja el suppene.

4.3 Fourier'n sarjan pisteittiinen suppeneminen

Tassd kappaleessa todistetaan, ettd funktion Fourier n sarjan suppenemiseen anne-
tussa pisteessd vaikuttaa vain Fourier'n sarjan arvot pisteen ympaéristdssad. Ensin

tarvitaan kuitenkin muutamia aputuloksia.

Lause 4.17 (Weierstrassin approksimaatiolause). Jokaista jatkuvaa 27t-jaksollista funk-
tiota f voidaan arvioida epsilonin tarkkuudella ddrellisten trigonometristen polynomien
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N .
pN =) ape™ )
-N
avulla. Siis joillakin luvuilla a, ja N pitee

sup |pn — f| <e. 3)

—n<t<m

Todistus. Lauseessa 4.4 on todistettu, ettd funktion f Fourier'n sarja on tasaisesti
Abel-summautuva funktioon f, eli

N .
lim lim Y r"f(n)e™ = f.

r—1 N—co e N

Té&lloin on olemassa jokin ro, jolle patee

sup | Y o Foment — f(p)] <e.

—n<t<m n=—o0

Té&lloin on oltava jokin luonnollinen luku N, jolle on

N o~ .
sup | Y g f(m)e — f()| <e.

—n<t<m n=—N

Merkitdan

an =1 F(n),
niin lause on todistettu. O]

Lause 4.18 (Riemannin ja Lebesquen lemma). Olkoon f jatkuva 27t-jaksollinen funktio.

~

Silloin pitee lim ) o f (1) = 0.

Todistus. [1] Halutaan osoittaa, ettd kaikille € > 0 16ytyy sellainen N € N, etta

-~

|f(n)| < € kaikillan > N.

Valitaan py siten, ettd se toteuttaa edellisen lauseen yhtilot (2) ja (3). Lasketaan talle
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Fourier’'n kertoimet:

]5\(1’1) _ i/n p (t)e—intdt — i/?‘( ﬁ a eikte—intdt
N 27T —7T N 27T L N k
N
= 1 Z /n akeit(kfn)dt
21 oy S

{% ffn a,dt = a,, kunn < N,

0 muutoin.

Erityisesti siis py (1) = 0, kun n > N. Nyt saadaan funktion f Fourier'n kertoimelle

seuraava muoto, kunn > N :

-~ ~ —_—

f(n) = f(n) = pn(n) = f = pn(n).

Lisdksi tiedetdan, etta

=l = 5l [ (0 = prt)e ™t < 52w =,

kun n > N. Nyt siis jokaiselle € > 0 16ydetddn sellainen N € IN jota suuremmilla

luonnollisilla luvuilla funktion f Fourier'n kerroin on pienempi kuin e. O

Todistetaan sama vield integroituvalle funktiolle:
Lause 4.19 (Riemannin-Lebesquen lemma integroituvalle funktiolle). Olkoon f in-

tegroituva 2rt-jaksollinen funktio. Silloin piitee | llim f(n) =o0.
n|—

o0

Todistus. Olkoon € > 0 mikd tahansa. Olkoon funktio g sellainen jatkuva 27-

jaksollinen funktio, jolle patee

o [ 1) gl < 5.

—7T

Nyt koska g on jatkuva, voidaan valita jokin luku N € N, jolle

aina, kun n > N. Arvioidaan seuraavaksi funktioiden f ja ¢ Fourier n kertoimien
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itseisarvojen viahennyslaskua:

Fon) = 8001 < 1F0m) 80| = |- [ (£(0) — g(0)e ™ at
<o [T 1R =gl ™ar = o [ 1) - g(o)ar
<

Nyt funktion funktion f Fouriern kertoimelle pétee

€

Fom)] < 5 +180m)] < 5 +3

:el
kunn > N. O

Seuraus 4.20. Riemannin-Lebesquen lemmasta seuraa se, etti seki Fourier'n kertoimen
reaaliosan, etti imagindiriosan tulee supeta nollaan, kun luvun n itseisarvo kasvaa rajatta.

Silloin siis piitee

lim Ref(n)=0 ja lim Imf(n) =0,

|n|—c0 |n|—o0

jolloin on siis

lim /_n f(t)cos(nt)dt =0 ja  lim /_7I f(t) sin(nt)dt = 0.

|| —o00 |n|—o00

Aputulos 4.21. Olkoon f integroituva 2m-jaksollinen funktio. Funktiolle f piitee

lim [ 7; F(£) sin((n + %)t)dt ~0.

n—o00

Todistus. Edellisen seurauksen perusteella tiedetadan, etta

r}g{}o /_n f(t) sin(%) cos(nt)dt =0
ja
lim /if(t) cos(%) sin(nt)dt = 0.

n—00
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Edellisten lausekkeiden summan tdytyy siis my06s supeta nollaan:

lim [ " F(£)(sin(5) cos(it) + cos(5) sin(nt))dt = 0.

n—o J_

Kun integraalin sisédlld olevaa lauseketta sievennetddn saadaan trigonometristen
funktioiden summakaavoja kdyttamalla:

F(£)(sin(5) cos(t) + cos(5) sin(nt)) = £(£)sin(n + 7
= f(t)sin((n+ 5)1),

jolloin pétee

lim /if(t) sin((n + %)tdt = 0.

n—oo J_

Nyt voidaan todistaa kappaleen alussa luvattu asia.

Lause 4.22. Olkoon f integroituva 27t-jaksollinen funktio. Olkoon 0 < § < 7. Tilloin
kaikille x € [—7t,7t| piitee

nlgrolo/ flx—H)D dt+/fx—t L(H)dE) =

Todistus. [1] Olkoon x jokin piste tarkasteluvililta. Olkoon g 27t-jaksollinen funktio

os |t < ¢
g(t) = =D os s < |t < .
sin(i)

Funktio g on jaksollinen silld f on jaksollinen ja sin(5) on jaksollinen. Funktio ¢ on

integroituva, silla funktio f on integroituva ja —

— on jatkuva ja rajoitettu, kun
sin 2

|t| > . Nyt patee
/fx—t dt+/fx—t SO
sin((n + 3) dt—l—/ flx

sin(%)

sm((n + %)t)

dt
sin(%)

= [ -y
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/ sm( dt+/ Sin(l) sm (n+3)t)dt
m sin( sin(5

= / )sin((n + 3)t)dt. !

Nyt aputuloksen mukaan pétee

7T

lim g(t)sin((n+ 3)t)dt =0,

n—o J o

eli

nlgrolo(/ flx—1)D dt+/fx—t ()dt)

Kun muistetaan, ettd S, = f fn f(x —t)Dy,(t)dt, niin havaitaan, ettd funktion f
Fourier’n sarjan summa on 0, kun ollaan riittdvan kaukana tutkittavasta pistees-
td. Talloin pisteittdistd suppenemista miettiessa ei tarvitse huomioida kuin jokin

mielivaltainen J-ymparisto tutkittavan pisteen x ymparilla.

4.4 Fourier’n sarjan suppeneminen

Kappaleessa 2.3 médriteltiin funktion ominaisuuksia. Katsotaan seuraavaksi, miten

Fouriern sarja kdyttdytyy, kun funktiolla on joitakin ndistd ominaisuuksista.

Lause 4.23. Olkoon funktio f integroituva 2rt-jaksollinen funktio. Jos funktio f on Lipschitz-
jatkuva pisteessi x, niin funktion Fourier'n sarja suppenee pisteessi x pisteeseen f(x).

Todistus. [1] Halutaan osoittaa yht&lo

lim / 7; Flx — )Du(t)dt = ().

n—oo J_

Yhtilolle yhtapitdava muoto on

lim (/if(x — Dy (H)dt — f(x)) = 0.

n—oo
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Kun kéytetddn Dirichlet'n ytimen ominaisuutta | fn D, (t)dt =1, saadaan

lim (/if(x — Dy (H)dt — f(x)) = 0

n—o00

— lim(/_ﬂ f(x—t)Dn(t)dt—/_" Da(£)f(x)df) = 0

n—oo

< lim (f(x —t) — f(x))Dn(t)dt = 0.
n—oo J_
Kun tiedetddn, ettd funktio f on Lipschitz-jatkuva pisteessa x, voidaan valita ¢ ja
M siten, ettd |f(x +t) — f(x)| < M|x +t — x| = MJt| aina, kun |t| < é. Kun vield
1 sin(t(n+3))

muistetaan Dirichlet'n ytimen ominaisuuksista, ettd D, (t) = 5-———==, niin
Slnz
saadaan
1sin(t(n+13)), M, t)2
—t)— D, (t Mt ———=—= | < — ,
(=)= FEIDa(0)] < Mi == 0022 < I

kun |¢| < 6. Olkoon 0 < € < 4. Tallvin ylarajafunktio 24 Si;{fm] on rajoitettu vélilla
[—€, €], silla

/2 : 1/2

im———— =lim———— =1
t—0sint/2  t-01/2cost/2 !

joten funktio on jatkuva ja siten rajoitettu. Nyt

[ (=) = F(0)Dut)dt] < Ce

jollakin C kaikilla 7.

Nyt siis kaikilla € > 0 pétee

—€

tim ([ (Flr =) = FIDa(0dt+ [ (Flx = 1) = F(x)Da(1)dt) =0

n—oo " ) _
ja

€

—Ce < lim [ (f(x—1t)— f(x))Dyn(t)dt < Ce.

n—oo J_¢

Siispéd on oltava

T

—Ce < lim (f(x —t) — f(x))Dyu(t)dt < Ce,

n—00 —7T

51



jolloin on

lim /_i(f(x —t) — £(x))Du(t)dt = 0.

n—o00

]

Maairitelma 4.24. Funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessd x, merkitdan

f(x—), on raja-arvo

flx—) = lim f(t).

t—=x,t<x

Vastaavasti oikeanpuoleinen raja-arvo on

flx+)= lim f(t).

t—x,t>x

Lause 4.25. Olkoon funktio f 2m-jaksollinen paloittain C'-funktio. Téillvin funktion f
Fourier’n sarja pisteessi x suppenee arvoon

flat) + f(x=)
> .

Jos funktio f on jatkuva pisteessii x, niin

f(x+) _;f(x_) — f(X)

Todistus. Funktion f Fourier’'n sarjan osasummat pisteessa x ovat

Su(fx) = /if(x +t)D, (t)dt
= /_Onf(x+t)Dn(t)dt+/Onf(x+t)Dn(t)dt
:/Oﬂf(x—t)Dn(—t)dt—l—/O F(x + )Du(b)dt
= [" fx =D+ [ fx+ OD(B)

Todistetaan lauseen viite todistamalla, ettd Fourier'n sarjan osasumman ja vaitetyn
raja-arvon erotuksen raja-arvo on nolla:

Sn(f,x) o f(x+) —;f(x_)
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_/fx_t dt+/fx+t W (1)dt — flx+) + flx-)

2
:/0 f(x—t)Dn(t)dt+/() f(x+t)Dn(t)dt—f(’;+)—f(’;_)
_ /Onf(x—t)Dn(t)dt+/Onf(x+t)Dn(t)dt—%/_Zf(er)Dn(t)dt
2 [ FDadr
= Onf(x—t) dt+/ flx+1)Dy(t)dt — / f(x+)Du(t)dt

[ fx-)Da()at
- / (x =) = Fx=)Da(B)dt+ [(Flx+1) = F(e4)) Da(t)er

Nyt, koska funktio f on paloittain Cl-funktio, niin voidaan valita sellainen ry > 0,
jolle funktio f on jatkuva ja jatkuvasti derivoituva vileilld [x — ro,x] ja [x,x + o).
Funktio on nyt my6s Lipschitz-jatkuva kyseisilld vileilld. Huomiodaan vield, ettd
funktiolla voi olla epdjatkuvuuspiste pisteessi x, jolloin funktio ei valttamatta ole
jatkuva valilla [x — ro,x + ro] Nyt lauseen 4.22) mukaan ei tarvitse tutkia muuta kuin
suppenemista 26, § < rg kokoisella valilla:

i [54(7,6) - £ A60) ‘
= Jim | [C(fr = 0) = Fa-)DuBt + [ (Flxt1) —f(x+))Dn(t)df‘
= tim | [0 =) = e nDu0d+ [ (G540 = fles)Du0t
< lim / MytDy(t t‘+’/5M2tDn(t)dt’

£ £
< lim ; M1 51r212 dt—l—/ M, 51r212 dt.

Itseisarvojen sisdlle jadnyt funktio on aiemmin osoitettu rajoitetuksi, joten kaikilla

luonnollisilla luvuilla # on olemassa vakio C niin, etta
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aina, kun 0 < 6 < rg. Talloin on oltava

lim
n—oo

2

Sn(f,x) _ f(x+) +f(x_)‘ < Cé

kaikilla 0 < 6 < rg, eli

Sn(f,x) . f(x+) ";f(x_) ‘ —0.

lim
n—oo

]

Lause 4.26. Olkoon f 27t-jaksollinen Cl-funktio. Funktion derivaatan n. Fourier-kerroin

on

~ -~

F(n) = inf(n).

Todistus. Todistetaan tdma osittaisintegroimalla derivaattafunktion Fourier'n ker-

rointa:

ﬁ(n) = % /t{f’(t)e_intdt :4 %f(t)e—iﬂt _ % /if(t)(_ine—int)

= % (n)-(—l)—% (—n)-(—l)-l—in% /_Zf(t)e—inf
=0+ inf(n).

]

Seuraavat lauseet tahtddvat siihen, ettd osoitetaan, ettd rajoitetusti heilahtelevan

funktion Fourier n sarja suppenee niissd pisteissd missa funktio on jatkuva.

Lause 4.27. Jos funktio f on jatkuva 2m-jaksollinen rajoitetusti heilahteleva funktio, niin
A .

Fourier'n kertoimien itseisarvot ovat pienempid kuin Tl *
A
1]

fn) <
jollakin A € R.

A

Todistus. [1] Kunn = 0, niin ]

= o0, joten vdite on selva.
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Kun n # 0, niin todistetaan tdma osittaisintegoimalla. Osittaisintegrointia voidaan
kayttad, silla kun funktio f on rajoitetusti heilahteleva, niin se on integroituva ja

melkein kaikkialla differentioituva:

_ 2711';1 / 7; f’(t)ei”tdt‘
Z;in /7; fHe
= %’n‘/_z £/ (t)] dt

L v,

~ 27|n]

IN

dt

Edellisen epdyhtiloketjun viimeinen osa [ |f'(t)|dt = V(f) seuraa lauseesta

.14 O

Lause 4.28. Jos f on paloittain jatkuva 27-jaksollinen rajoitetusti heilahteleva funktio,
niin funktion f Fourier'n kertoimien itseisarvot |f(n)| ovat pienempii kuin 2 Tl kaikilla
ne-4z.

Todistus. Kun n = 0, niin viite on selva.

Oletetaan, ettd n # 0. Olkoon E funktion f epdjatkuvuuspisteiden joukko. Koska
funktio f on rajoitetusti heilahteleva, niin joukko E on numeroituva. Olkoon nyt

X1,%2,- - €E, xp=—mjaxyg <x1 <x<.. <T.

Jos epédjatkuvuuspisteitd on &darellinen méaard, m kappaletta, niin sovitaan, ettad
xx = 7 kaikilla k > m + 1. Nyt funktion f Fourier’'n kertoimien itseisarvot voidaan
kirjoittaa seuraavalla tavalla:

/ £(t) ’"tdt‘

1 & g int
—NZ/x f(t)e™dt|.

k
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Funktio f on jatkuva véleilld (xy,xx, 1), joten voidaan kédyttda osittaisintegrointia:

Xk+1 . .
R B 1 & f(t)e—mt i fl(t)eznt
Fol= |52\ /S [
Xk

Nyt summa voidaan jakaa kahteen osaan, silld funktiolle f patee

/" F(£)|dE < oo

—7T

Xk+1

fn)] = | 5— ; { f(t)e—mt_; /Xk £ (hetds

_ 1 _ o [ / int
= |5 (o ;/xk f/(t)e™dt

1 & /X ) .
= t)edt
27tin ;/xk fit)e

Tatd voidaan arvioida ylospdin siirtdmalld itseisarvo summan ja integraalin sisélle:

—~ 1 SR ) 1 © v
n)| < : / /temtdt:’ . / /t a4
|f( )| ‘27‘[17’1 kg) X f() Sin k;) . ‘f()|
1 i 1
pu < .
‘27‘[1'11 kg)v(fok,ka]) S ‘2711'11 V(f)

Seuraavaksi todistetaan, ettd kun Fourier'n kertoimet voidaan rajoittaa ylhaalta
funktiolla ﬁ, niin Fourier'n sarja suppenee. Tétd varten todistetaan ensin muuta-
mia aputuloksia. Aputuloksia varten muistetaan aiemmin kédytetyt merkinnét Fou-
rier'n sarjan osasummalle (S;) ja osasummien keskiarvolle (¢;,). Lisdksi merkitdan

indeksista 7 indeksiin m olevien osasummien keskiarvoa merkinnalla

o (f) = Sus1(f%) + oo+ S(f,X)

m—n

Aputulos 4.29. Olkoon f integroituva 27t-jaksollinen funktio. Nyt jokaiselle kokonaislu-
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vulle k pitee

im 03, (k41)n (fx) = f(x)

n—o00

kaikissa pisteissi x, joissa funktio f on jatkuva. Jos funktio on jatkuva koko mdirittelyvalilld,
niin suppeneminen on tasaista.

Todistus. [1] Osasummien keskiarvolle pdtee

( Stnt1(f/X) + o + Seg1yn (%)
T, (k1) (%) = (k+1)n —kn

B SilFx) = T Silfx) + T Si(Fx)
n
_Esi(fx) - £ Silf )
n
(k + 1)n0-(k+1)n — leO’kn

n
= (k —+ 1)U(k+1)n — ko—kn'

Nyt, kun luku n ldhestyy ddretontd, niin lauseen mukaan osasummien keskiar-
vot ldhestyvit funktiota f pisteessd x, jos funktio on jatkuva pisteessa x:

(k+ 1) 10 — kol == (k+1)f(x) —kf(x) = f(x).

Lisdksi suppeneminen on tasaista jos funktio on jatkuva koko maarittelyvalilla. [

Aputulos 4.30. Olkoon f integroituva 2r-jaksollinen funktio jolle pitee |f(j)| < i

kun j on nollasta poikkeava. Nyt kaikille positiivisille kokonaisluvuille k,m,n joille piitee
kn < m < (k+ 1)n on voimassa

2A
[, (1 (F2) = Sm(fx)| < 5=

Todistus. [1] Osasummien keskiarvolle pitee

Stnt1(f/X) + oo + Seg1yn (/%)

T, (k1) (%) = k+ 1)n —kn
kn+1 7 ijx (k+1)n 7y ijx
-y f(]) ot Y f()e
j=—kn—1 j=—(rm T
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kn  T(aijx

n

‘]|f( ) z]x

j=kn 1 kn<|j|<(k+1)n
1+ (k+1)n
n

kn<|j|<(k+1)n

Nyt siis pétee

o s (f%) = Sun(£)|

1+ (k+1)n
n

_sm(f+ YT “Ul g6 — 5,07 ,2)

kn<|j|<(k+1)n

— 1+ (k+ 1) ‘]’f( ) ijx _ Z J?(])ezjx
kn<|j|<(k+1)n " kn<[j|<m
_ Z 1+(k+1)1’1— |]| —le.\( .)eijx
p n J
kn<|j|<m
N O =l i
m<|j|<(k+1)n
1+ (k+1)n—|j| —n~, . iix
<y Ul g
kn<lj|<m
k+1)n
+ Z +( +n) |]|f()1]x’
m<|j|<(k+1)n
< Y If0)
kn<[j|<[(k+1)n
(k+1)n (k+1)n
<2 A <2 Z ﬂ — %
e U177 k” kn k

O

Lause 4.31. Olkoon f integroituva 27-jaksollinen funktio, jonka Fourier’'n kertoimien
itseisarvot | f(n) | ovat pienempii kuin ﬁ, jollakin vakiolla A. Silloin funktion f Fourier'n
sarja suppenee funktioon f kaikissa pisteissi, joissa funktio f on jatkuva. Jos f on jatkuva
koko jaksollaan, niin suppeneminen on tasaista.

Todistus. [1] Olkoon € > 0 mikd tahansa. On olemassa luku A, jolle patee epayhtalo

-~ A

1£()I <m
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kun kokonaisluku j on nollasta poikkeava. Valitaan kokonaisluku k, jolle péatee

<

I
W~ M

Nyt aputuloksen mukaan voidaan valita luku ny > k niin, ettd kaikille n > ng

patee

| e, (k1) (f ) — f(%)] < g

Aputuloksen mukaan puolestaan, kun valitaan m > kng ja n niin, ettd kny <
kn <m < (k+1)n, pétee

|Tien, (k1) (f %) — S (f,%)] < % <

N ™

Nyt kahdesta edellisestd epayhtalosta seuraa, ettd kun m > kng pétee, niin on myds

[Sm(fx) = F()| = 1Sm(f,x) = f(x) + G, (k1)n (%) = T, 1) (F3)]
< [Sm(f%) = G, (k+1)n (F2) | + 10, 1) (f )—f(X)|

<€+€—€
2 2

Nyt on siis todistettu, ettd jos funktion f Fourier'n sarjan summattavien jono on
ylhdilta rajoitettu jollakin muotoa ﬁ olevalla jonolla, jollakin A > 0, niin funk-
tion f Fourier’'n sarja suppenee niissd pisteissd missd funktio f on jatkuva. Lisdksi
on todistettu, ettd jos funktio f on rajoitetusti heilahteleva, niin sen Fourier’'n sar-
jan summattavien jono suppenee samaa tahtia kuin funktio 2 ] Siispd funktion f
Fourier'n sarja suppenee funktion f jatkuvuuspisteissa jos funktio on rajoitetusti
heilahteleva. Lisdksi huomataan, ettd jos funktio f on absoluuttisesti jatkuva, (pa-
loittain) C!-funktio tai Lipschitz-jatkuva, niin se on rajoitetun heilahtelun funktio,

ja sen Fourier 'n sarja suppenee niissd pisteissa missad funktio on jatkuva.
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4.5 Esimerkki jatkuvasta funktiosta, jonka Fourier'n sarja ei sup-

pene

Seuraavaksi annetaan esimerkki jatkuvasta funktiosta, jonka Fourier'n sarja ei sup-
pene. Téss4 kiiytetddn apuna tietoa siité, ettd Lebesguen vakioiden L, = [”_| Dy (t)|dt
jono hajaantuu, kun n ldhestyy daretonta. Esimerkissa kdytetaan funktioita, joilla on
ikdvid ominaisuuksia. Kun ikdvyyksien annetaan kasautua, niin saadaan jatkuva

funktio, jonka Fourier'n sarja ei suppene. Kappaleen runko on seuraava:
¢ Osoitetaan, ettd L, hajaantuu.
¢ Konstruktoidaan funktio.
¢ Tutkitaan funktion ominaisuuksia.
* Osoitetaan, ettd kyseisen funktion Fourier 'n sarja hajaantuu pisteessa 0.

Aloitetaan Lebesquen vakioista. Lebesquen vakiot on mééritelty Dirichlet'n ytimen

itseisarvon integraalina:
T
L, = / D, (1)|dt.
—TT
Lause 4.32. On olemassa nollasta poikkeavat positiiviset vakiot Cy ja Cy, joille pitee
Cilogn < L, < Cylogn  kaikillan > 2.

Todistus. Lauseen [2.6{mukaan Lebesquen vakio voidaa kirjoittaa muodossa

L= [ palae= [

Koska Dirichlet'n ydin on symmetrinen, voidaan edellinen muuttaa muotoon

Ln:2/

Télle voidaan tehdd muuttujanvaihto t = 2u, jolloin saadaan

= [ ), 2

60

Lsin((n + %)t)

dt.
27T sin §

1 sin( + 2)t)

t
sin 5 5

dt.

1 sm 2n-|— 1
sinu

sin((2n + 1)u)
sin u

du.




Selvitetddn ensin alaraja C; : Koska sin x < x kaikilla positiivisilla x :n arvoilla, niin

Lebesquen vakiota voidaan arvioida alaspéin:

L@E/z
7T Jo

Tama alaraja voidaan esittdd summana

2” 2 /2n+1 3
L
2

2n+1

sin((2n 4+ 1)u)
u

du.

sin 2n+1) ) du

Edellistd voidaan arvioida vield alaspdin korvaamalla nimittdjit integraalien yldra-

joilla:
L > % 2 /anz sin((2n+1)u du > % 2 /2n+12 sin( 2}:111— 1)u) du.
prEn ol TS 21
Summan sisélld olevat integraalit on helppo integroida, ja tulokseksi saadaan
4 2n 1 4 2n+1 1
L — =.
"2 2 k+1  n2 k; k

Nyt aputuloksen avulla tdima saadaan muotoon

2n+1 4 "= 1 k—+1 4
Ln> —5 Z log 3 Zlog = 5 logn.

Kaésitelldadn seuraavaksi yldraja: Lebesquen vakio voidaan ilmoittaa muodossa

1 7T
Ln:_/
7T J0

Kun integraalin jakaa osiin, niin saadaan

1 1/n T
Ln T / +/
7T 0 1/n

61

sin((n + %)t)

- f
251n§

dt.

sin((n + %)t)

.t
2sm§

sin((n + 3)t)
25111%

dt> |



Arvioidaan ensin ensimmadistd integraalia. Integraalille patee

1/n
J

silld aputuloksen mukaan, kun huomiodaan, ettd on Y}_, cos(tk) < n, pitee

sin((n + %)t)

t

dt <1+ .1,
2sin 5 - 2n

sin((n + %)t)

t

dt <n+1,
25in7 B 2

jolloin on

1/n
J

Kun kisitellddn toista osaa integraalista, saadaan

sin((n + %)t)

t

1/n 1
: dtg/ n+idt =1+ —
231n§ 0

2n’

m |sin((n + 1)t m 1 T 1
/ Mdté/ : tdtgz/ —dt
1/n 2sin 5 1/n|2sin 5 2 Ji/nt
= g(logn—klogn).

Edellisessa epayhtaloketjussa viimeinen epayhtald seuraa sinifunktion ominaisuuk-

sista:
T .
t < Esmt, kun0 <t < 7.
Nyt siis Lebesquen vakiolle ollaan saatu yléraja:

1
L, <2logn+2log m + ;(1—% A1) < Cylogn.

Nain Lebesquen vakioille ollaan saatu ala- ja yldrajat, jotka ovat oikeaa muotoa, ja
lause on todistettu. O

Lauseessa kaytettiin seuraavia kahta aputulosta:

Aputulos 4.33. Kaikille kokonaisluvuille n > 1 piitee

1 n+1 1

1 .
n+1<0g n n
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Todistus. Kaytetdan integraalilaskennan véliarvolausetta: Koska pétee

n+1 1
/ —dx:logn+1
n X n

ja % on aidosti vdheneva ja jatkuva valilld [n,n 4 1], niin integraalilaskennan valiar-
volauseen mukaan pétee
1 log == 1
<82
n+l n+l-n n

eli

1 <1 n+1<1
0 .
n+1 5 n n

O
Aputulos 4.34. Kun t ei ole 271:n monikerta ja n on jokin luonnollinen luku, niin piitee

" sin((n+1Ht) 1
Z COS(kt) = Tniz — 5
= 2

Todistus. Summa )}, cos(kt) on eksponenttimuodossa
Z cos(kt) Z ekt okt — E i ekt 4 E i ekt
2 k=1 2 k=1
Huomataan, ettd saadaan kahden geometrisen sarjan summa, jolle pitee

n 1 2 1 n o 1 eit — pit(n+1l) 1 p—it _ p—it(n+1)
k;cos(kt):igel +§Ze =St T3 1.

Kun nyt saadut summattavat lavennetaan samannimisiksi ja lasketaan yhteen,

saadaan
n 1 —eit(n+1) + eitn + p—itn _ p—it(n+1) 1
Y cos(kt) = = - - -
= 2 2—ett —e! 2

Nyt huomataan, ettd riittdd todistaa seuraava yhtasuuruus:

—eit(nt1) 4 pitn 4 o—itn _ o—it(n+1) sin((n + %)t)
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Yhtdlon vasemman puolen saa toiseen muotoon seuraavalla tavalla:

it 1)  pitn 4 p—itn _ —it(nt1)  _it(n+1) 4 itn | o—itn _ p—it(n+1)

2 _ it _ p—it it —it\ 2
—|le2 —e 2
itn+5)(,75 —it —it(n+l) i -5 it(n+l) *il’(nJrl)
—e"\"T2)(e2 —e2 ) e 2/(e2 —e2 ) VT2 —e 2

. N\ 2 it —it
it —it 12 —i
_(37_37> ez —e 2

Kun viela lavennetaan %:llé niin saadaan suoraan haluttu muoto:

) ) 1 z‘t(n+1) __—it(n+5)
it(n+3) _e—zt(n-l-%) i (5 2 —e 2 ) ~sin((n+ 1))

it —it N it —it ini
e2 —e 2 %((32—62> Sin 5

Konstruoidaan seuraavaksi tutkittava funktio. Olkoon A mika tahansa positiivinen

reaaliluku. Olkoon N sellainen luku, jolle pédtee Ly > A. Olkoon

1, kun Dy(t) >0,
gn(t) =
—1, kun Dy(t) < 0.

Nyt funktion gn Fourier n sarjan N. osasumma pisteessd 0 voidaan laskea:

Sn(gw0) = [ gn(~t)Dx(Hat
= [ an(hDy(t)a

7T

— [ IDn(la
-7

=Ly > A.

Funktio gn on paloittain jatkuva rajoitettu funktio, joten jokaiselle € > 0 loydetdan

jatkuva funktio g, jolle patee

8e(H)] <1,
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ja
150 - ano)ldt <e.

Kun lisdksi muistetaan, ettd D, (t) on jatkuva kaikilla 7, niin huomataan, etta

[ 180 — gn (0 Dx(0)dt < Me,

missd M = max Dy (). Arvioidaan funktion g. Fourier’n sarjan osasummaa pis-
teessa 0:

51(8:0) = / " ge(=DDN (1t = [ (ge(~1) = gn (1) + gn(~1) Dx (1)l

— [ (ge(=t) ~gn(~) Dn()dt + [ gn(~)Dn(t)cl
> [ an(=0Du(0dt = [ (1) = g (=0)] Du(t)t
> Ly — Me.

Kun nyt valitaan funktio ¢ = ge, missd A + Me < Ly, niin saadaan

SN(g,O) > A

Weierstrassin approksimaatiolauseen (lause 4.17) mukaan funktiolle g ja positiivi-
selle luvulle J 16ytyy trigonometrinen polynomi p(t) = Y'M.,/ p,e™, jolle patee

sup |p(t) —g(t)] <o.

—n<t<m

Selvisti voidaan myos valita funktio p niin, ettd sen Fouriern sarjan N. osasumma

on suurempi kuin A:

SN(p,O) > A.
Téalloin pétee
N N

Y. =) pne™ = Sy (p,0) > A

n=—N n=—N
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Yhtadloketjun viimeinen osa seurasi lauseesta jos funktiolla p on esitys p(x) =

Zfzo:—oo pne

valita p(t) niin, ettd sen itseisarvo on aina pienempi kuin 1, silld arvioitava funktio

in¥ niin funktion Fourier'n kertoimet ovat p(n) = p, Lisiksi voidaan

g on aina itseisarvoltaan pienempaa kuin 1.
Nyt voidaan kaikille luvuille k = 1,2... 16ytéda sellaiset trigonometriset polynomit
m(k) y
pe() =} pr(ie”,
j=—m(k)

jotka ovat itseisarvoltaan yhtd pienempiaé:
Pe(B)] <1, 4)
ja joille pdtee

n(k)
Yo p(j) > 2% (5)
j=—n(k)

jollakin positiivisella luvulla (k).

Oletetaan, et m (k) > n(k) ja m(k) > m(k — 1)} Olkoon

k
r(k) = 2(21”(]') +1)
]:
ja
fil) =3 ¢ pe(t) (6)
k=1

Lause 4.35. Funktiolla f,(t) on seuraavat ominaisuudet:

(D) fu(r(k) +J) = 25c()),

(i) fu(j) =0, kunj <O0.

Todistus. Lauseen todistus perustuu siihen, ettd funktion f Fourier n kertoimet ovat

3Trigonometriseen polynomiin voidaan tarvittaessa lisétd nollatermeja tarvittava maara.
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yksikésitteisid. Fourier 'n sarja on muotoa

OO A~ .
f(n)eznt,
—00

n=

ja jos funktiolle 10ydetddn toinen samanlainen esitys, niin sen on oltava funktion

Fourier'n sarja.

Funktio f,, on mééritelty seuraavasti:

1

‘ n m (k) 1 . .
?e”(k)tl?k(t) =), ) ?el(r(k)+])tﬁ<(j)- )
k=1 j=—m(k)

J

Taméa on oikeaa muotoa, joten riittdd endd etsid Fourier'n kertoimet. Fourier'n

kertoimeksi

fu(s)
tulee luvun ¢’ kertoimien summa yhtalon @) sarjasta. Huomataan, etta

(i) kun luvun s voi esittdda muodossa s = r(k) 4 j, missd k < nja j < m(k), niin

kertoimia on yksi tai useampi,
(ii) kun lukua s ei voi esittdd kyseisessda muodossa, kertoimia ei ole yhtiakaan.
Nyt riittda osoittaa, etta

(i) Kun luvun s voi esittdd muodossa s = r(k) 4 j, missd k < nja j < m(k), niin

kertoimia on tasmalleen 1.
(ii) Negatiivisia lukuja ei voi esittdd muodossa r(k) + j, missd k < njaj < m(k).

Kohdan (i) todistus: Tutkitaan kahta perdkkaistd summattavaa yhtdlon (7)) sisem-
mastd summalausekkeesta:

mk) q .
Z ?ez(r(k)ﬂ)tpk (j)
j=—m(k)
ja
mk1) g '
)3 zkﬁel(r(kmﬂ)tpkﬂ(]’)-
j=—m(k+1)
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Nyt riittdd osoittaa, ettd r(k + 1) +j # r(k) + h kaikilla j < m(k) jah < m(k+1).
Tahéan riittda osoittaa se, etta

r(k+1) —m(k+1) > r(k) + m(k).
Tama on totta, silla

r(k+1) —m(k+1) =r(k)+2mk+1) —m(k+1) > r(k) + m(k).

Kohdan (ii) todistus: Kohdassa (i) tuli samalla todistettua, ettd kun k > 1, niin
r(k) +j > r(1) + h kaikilla j < m(k) ja h < m(1). Riitt44 siis osoittaa, ettd r(1) —
m(1) >0:

]

Funktiojonon f, raja-arvosta saadaan haluttu jatkuva funktio, jonka Fourier n sarja
hajaantuu jossain pisteessa. Todistetaan ensin, ettd funktiosarjalla on raja-arvo, ja
ettd kyseinen raja-arvofunktio on jatkuva:

Lause 4.36. Kohdassa () miiritelty funktiojono suppenee jatkuvaan funktioon f.

Todistus. Olkoon n’ > n + 1. Nyt pitee

1’1/1
< ) %

k=n+1

n/

1 .
Z ?ezr(k)tpk(t)
k=n+1

[fur (8) = fu()] =

n/
~ 1
k
et ( )tpk(t)‘ < Z o
k=n-+1

jolloin Weierstrassin M-testin mukaan jono f, suppenee tasaisesti jatkuvaan funk-
tioon f. O

Nyt lauseen mukaiset ominaisuudet periytyvit tille funktiolle. N&itd ominai-
suuksia kdyttdmalld saadaan todistettua, ettd funktion f Fourier'n sarja hajaantuu

pisteessa 0.

Lause 4.37. Funktion f Fourier'n sarja hajaantuu pisteessii 0.

odistus. Arvioidaan seuraavaa funktion f kahden Fourier'n osasumman erotuksen
Todist A d funkt kahden F ! tuk
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itseisarvoa:

+n(k) (F0) = Sp(ky—n(i) (f /0)’ :

Kayttamalla lauseen .35/ kohdan (ii) mukaista ominaisuutta, saadaan osasummat

kirjoitettua seuraavasti:

r(k)+n(k) r(k)—n(k) _
+n(i) (f0) _Sr(k)—n(k)(fzo)‘ - h- X (]')‘-
j=0 j=0
Jalkimmaiselle muodolle pétee
rn) _ rk)-n(k) rnk)
H- X f=] Y fi
j=0 j=0 j=r(k)—n(k)+1
Z f — fr(k) = n(k))| .
]771’1

Nyt voidaan muuttaa Fourier'n kertoimet lauseen kohdan (i) mukaisiksi:

+n(k) (F0) = Seiy—n(i) (f0 ‘

Z Pk (n(k))|-

]_—7’1

Té&td voidaan arvioida alaspdin kolmioepayhtalolla:

0 (£0) = Sty iy (£0)] = 3¢ Zpk (n(k))
j=—n(k
1 n(k)
> | X AO| - Imnw0)] ).
j=—n(k)

Kun vield kdytetddn funktion p ominaisuutta (5), ja todetaan ominaisuuden

avulla, ettd |py(n(k))| on rajoitettu, saadaan

Srk +n(
1
2

(k) (f'O) - Sr k)—n(k) (f,O)’
Zrm m<»)>l@%cy

k
j=—n(k) 2
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Tama hajaantuu darettomddn, kun k lahestyy daretontd, joten funktion f Fourier'n

sarja hajaantuu pisteessa 0. [
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