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Tassa tutkielmassa késitellddn topologisia avaruuksia ja erityisesti niiden kom-
paktisuutta. Topologiset avaruudet ovat yleistys normiavaruuksista, mutta niissé ei
tunneta etdisyyden kisitettd. Topologisia kisitteitd ovatkin sellaiset, jotka siilyviét
avaruuden jatkuvissa muodonmuutoksissa, kuten venytyksissé ja taivutuksissa. To-
pologian nikokulmasta esimerkiksi véli (0,1) on sama kuin koko reaaliakseli R.

Kompaktisuus on yksi téarkeimpid topologisia ominaisuuksia ja tutkielmassa to-
distetaankin useita kompaktisuuteen liittyviéd tuloksia, joista térkein on ehdottomas-
ti Tihonovin lause. Tihonovin lauseen sovelluksena todistamme my&s Heine-Borelin
lauseen, joka karakterisoi euklidisen avaruuden R™ kompaktit osajoukot. Kompaktilla
avaruudella on monia hyodyllisid ja haluttuja ominaisuuksia. Tunnettuna esimerkki-
né naistd on se, ettd jatkuva kuvaus f: R — R saavuttaa suurimman ja pienemmin
arvonsa jokaisessa kompaktissa joukossa.

Liséksi tutkielmassa perehdytéén siihen, miten topologista avaruutta approksi-
moidaan kompaktilla topologisella avaruudella. Tétéa kutsutaan kompaktisoinniksi ja
se tapahtuu upottamalla topologinen avaruus kompaktiin topologiseen avaruuteen si-
ten, ettd alkuperdinen avaruus on topologian mielessid hyvin suuri uudessa kompak-
tissa avaruudessa. Esimerkkind kompaktisoinnista annetaan yhden pisteen kompakti-
sointi ja Stone-Cech-kompaktisointi, jotka tullaan osoittamaan tietyissi tapauksissa
pienimmaksi ja suurimmaksi kompaktisoinniksi.

Esitiedoiksi lukijalta vaaditaan perustaidot joukko-opista. Lisdksi Heine-Borelin
lauseen ymmaértamiseen vaaditaan tietoja vektoriavaruuksista ja erityisesti euklidisis-
ta avaruuksista.

In this thesis we address topological spaces and especially their compactness.
Topological spaces are a generalization of inner product spaces, but they don’t have
the concept of distance. Topological concepts are those that are preserved under
continuous deformations, such as stretching and bending. For example in topological
terms the interval (0,1) is the same as the entire real axis R

One of the most important topological concepts is compactness and we prove many
theorems regarding compactness, the most important of which is by far Tychonoff
theorem. As an application of Tychonoff theorem we also prove Heine-Borel theorem
which characterizes the compact subsets of the euclidean space R"™. Compact spaces
have many useful and wanted properties. A well known example of these is that
a continuous mapping f: R — R attains its minimal and maximal values on any
compact interval.

Additionally in this thesis we look into approximating topological spaces with
compact topological spaces. This is called compactification and it’s done by embedding
a topological space into a compact topological space such that the original space is very
large in the new compact space in terms of topology. As examples of compactification
we give the one point compactification and Stone-Cech-compactification, which turn
out to be the smallest and largest compactifications in certain cases.
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The reader is expected to have basic understanding of set theory. Additionally,
in order to understand the Heine-Borel theorem, the reader must have knowledge of
vector spaces, especially of the euclidean space.
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Johdanto

Téssé tutkielmassa pyritddn perehtyméén topologisiin késitteisiin ja tuloksiin, joi-
ta el valttaméatta kdydd matematiikan tutkintoon kuuluvilla topologian peruskurs-
seilla. Erityisen térkedssid asemassa tutkielmassa on kompaktisuus, joka on yksi to-
pologian keskeisimpié késitteitd. Kompaktisuuden voidaan ajatella olevan yleistys
euklidisen avaruuden sulkeutuneisuudesta ja rajoittuneisuudesta. Liséiksi Hausdorft-
avaruudet ovat tarkedssé osassa varsinkin kolmannessa luvussa, kun tutustutaan kom-
paktisointeihin.

Tutkielman voidaan ajatella koostuvan kolmesta osasta. Ensimméinen luku on
puhtaasti topologiaa. Téssd médritelladn hyvin paljon topologisia késitteitd ja todis-
tetaan tuloksia. Luvun pééatteeksi todistetaan Tihonovin lause, jolla on hyvin téarkeita
seurauksi, kuten tulemme huomaamaan.

Toisessa luvussa perehdytéddn siihen, miten topologia liittyy reaalianalyysiin. Jos
lukijalla ei ole esitietoja topologiasta, niin vasta téssé vaiheessa saattaa selvitd, misté
topologiassa edes on kyse. Liséksi toisessa luvussa todistetaan kuuluisa Heine-Borelin
lause kayttdaen topologisia tuloksia.

Kolmannessa luvussa perehdytéddan siithen, miten topologisia avaruuksia voidaan
approksimoida kompakteilla topologisilla avaruuksilla. Téassd myos Hausdorff-avaruudet
ovat tarkeéssa roolissa, kuten tulemme huomaamaan. Luvussa todistetaan my6s Stone-
Cechin lause

Tutkielmassa seurataan jossain méirin Kelleyn kirjaa General Topology [1] ja
Terence Taon blogia [3]. Suuri osa lauseista, todistuksista ja mééritelmistd tulevat
kirjoittajan omista tiedoista ja padttelyistd, vaikkeivit varmastikaan uusia tuloksia
matematiikan alalla olekaan. Paljolti topologian perustuloksista on opittu Jyvéskylan
Yliopiston topologian kurssilta ja Viisdldn teoksesta Topologia II [2]. Lukijalta ei
odoteta minki#nlaisia esitietoja topologiasta, vaan kaikki tutkielmassa tarvittavat
kisitteet médritelldsn ja tarvittavat lauseet todistetaan.

Suuret kiitokset ansaitsee ohjaajani, Tutkijatohtori Joonas Ilmavirta, avunannos-
ta tutkielman aiheen rajaamisessa, vinkeisté useissa todistuksissa, muutaman erittéin
nokkelan vastaesimerkin (3.8 ja 3.13) idean keksimisesté, ja yleisestd ohjauksen anta-
misesta tutkielman kirjoittamisen aikana.






LUKU 1
Topologia

Tamén luvun tarkoituksena on todistaa Tihonovin lause, jonka mukaan kompak-
tien topologisten avaruuksien tuloavaruus on edelleen kompakti. Témén lisiksi to-
detaan Tihonovin lauseen ja valinta-aksiooman yhtapitdvyys. Tihonovin lauseen ja
sithen tarvittavan Alexanderin lauseen todistuksissa seurataan Terence Taon blogia
[3]. Luvussa myos mééritelladn tyossi tarvittavia topologisia késitteité ja todistetaan
tarvittavia tuloksia. Liséda topologisian tuloksista voi lukea Vaisédlan teoksesta Topolo-
gia IT [2]. Tihonovin lauseen sovelluksena tutustutaan topologisiin vektoriavaruuksiin
ja todistetaan Heine-Borelin lause.

1.1. Topologisia késitteita

MAARITELMA 1.1. Olkoon X joukko ja 7 C P(X). Kokoelma 7 on topologia

joukossa X, jos

(1) X,0er.

(2) Uy e tvie I = |J U; € 7, missé I on mielivaltainen indeksijoukko.

i€l

B)UVer=UnVer.
Paria (X, 7) (tai vaihtoehtoisesti joukkoa X, jos topologia on selvé asiayhteydesté)
sanotaan topologiseksi avaruudeksi. Joukkoja U € 7 sanotaan avoimiksi, ja jouk-
koja X \ U, U € 7, suljetuiksi.

Ehdon (3) ja induktioperiaatteen nojalla siis topologia on suljettu kaikkien &&-
rellisten leikkausten suhteen. Annetaan avoimelle joukolle vaihtoehtoinen méaritelmé
sen sisaltdmien pisteiden avulla.

LAUSE 1.2. Olkoon X topologinen avaruus. Joukko A C X on avoin jos, ja vain
jos kaikille x € A on olemassa avoin U C X siten, ettda x € U C A.

TobisTus. Olkoon ensiksi A C X avoin. Télloin véitteen U voidaan valita jou-
koksi A kaikille x € A ja viite pétee selvistikin. Olkoon sitten kaikille z € A olemassa
avoin U, C X siten, ettd x € U, C A. Nyt

A= uw
€A
on avoimien joukkojen yhdisteené avoin. U
Maaritelladn aluksi tarvittavia topologisia késitteité, eli késitteitéd joita kuvataan

avoimien joukkojen avulla. Topologisen avaruuden osajoukkoon maérdytyy topologia
luonnollisella tavalla:

MAARITELMA 1.3. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja A C X. Maéritelladn
joukkoon A relatiivitopologia 74 asettamalla 74 = {ANU | U € 7}.

3



4 1. TOPOLOGIA

On helppo tarkistaa, ettd 74 oikeasti on topologia joukossa A. Paria (A, 74) sano-
taan topologisen avaruuden (X, 7) aliavaruudeksi. Lisiksi De Morganin kaavoista
huomataan, ettd F' C A on suljettu avaruudessa (A, 74) jos, ja vain jos on olemas-
sa avaruudessa (X, 7) suljettu S siten, ettd F' = S N A. Méaritelladn seuraavaksi
Hausdorff-avaruus, joka tulee olemaan hyvin térkeésséd osassa toisessa luvussa.

MAARITELMA 1.4. Topologinen avaruus (X, 7) on Hausdorff (tai T2-avaruus),

jos kaikille z,y € X, x # y, on olemassa avoimet joukot U,V € 7 siten, ettd z € U,
yeVijalinV =4.

Hausdorff-avaruus siis siséltda erdédssa mielesséd hyvin paljon avoimia joukkoja, sil-
14 kaikki pisteet voidaan erotella niilla keskenédén. On helppo néhda, ettd Hausdorft-
avaruuden aliavaruus A on Hausdorff, silla kaksi eri pistettd aliavaruudessa A ovat
eri pisteitd koko avaruudessa, joten niille 16ytyy pistevieraat ympéaristot koko avaruu-
dessa, eivitka nédiden leikkaukset joukon A kanssa myoskéddn sisdlld samoja pisteitd
siirryttéessé relatiivitopologiaan.

Erés téarked topologinen ominaisuus on kuvauksen jatkuvuus. Normi- ja metrisisséa
avaruuksissa kuvauksen jatkuvuus méaritelladn etédisyyden avulla, mutta topologises-
sa avaruudessa ei tunneta etdisyyden késitettd. Etédisyyden avulla saadaan kuitenkin
maédriteltyd avoimet joukot, joilla on samoja ominaisuuksia kuin topologian avoimil-
la joukoilla. Kappaleessa 2.1 perehdymme tarkemmin normiavaruuden ja topologisen
avaruuden avoimien joukkojen yhteyteen.

MAARITELMA 1.5. Olkoot (X, 7) ja (Y, 7’) topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X —
Y on jatkuva, jos kaikille U € 7/ pitee f~1[U] € 7, eli jos jokaisen avoimen joukon
alkukuva on avoin. Edelleen sanotaan, ettd kuvaus f on homeomorfismi, jos f on
jatkuva bijektio, jonka kidnteiskuvaus! f=! on myds jatkuva. Talloin sanotaan, etti
topologiset avaruudet X ja Y ovat homeomorfiset.

De Morganin kaavoista ja alkukuvan kommutoinnista joukko-operaatioiden kans-
sa huomataan helposti, ettd kuvaus on jatkuva jos, ja vain jos jokaisen suljetun joukon
alkukuva on suljettu. Homeomorfismin méiritelmissi kiddnteiskuvauksen f~! jatku-
vuudelle yhtapitdva ehto on se, ettd jokaisen avaruuden X avoimen joukon U C X
kuva f(U) on avoin avaruudessa U. Tamén huomaa siité, ettd bijektiiviselle kuvauk-
selle pitee f71[f(A)] = f(f7![A]) = A. Tillaista kuvausta kutsutaan avoimeksi.
Topologia késittelee vain avoimia joukkoja, joten homeomorfiset avaruudet ovat to-
pologian mielesséd samoja ja homeomorfisuus onkin ekvivalenssirelaatio topologisten
avaruuksien luokassa. Naytetddn vield, ettd kahden jatkuvan kuvauksen yhdiste on
jatkuva. Tamahan tietenkin yleistyy &érellisen monen jatkuvan kuvauksen yhdisteel-
lekin induktiolla.

LEMMA 1.6. Olkoon X,Y,Z topologisia avaruuksia ja f: X —Y jag: Y — Z
jatkuvia kuvauksia. Tdlloin go f: X — Z on jatkuva

Tobistus. Tulee siis osoittaa, ettd jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin.
Olkoon siis U C Z avoin. Télloin

(go Ul = (fog U] = f g~ [U]]-

MHuomattavaa téissi ero kidnteiskuvauksen ja alkukuvan vélilld. Bijektiivisen kuvauksen f
kisnteiskuvaus on kuvaus f~!': Y — X, kun taas alkukuva mielivaltaiselle kuvaukselle f on
L P(Y) — P(X). Téssi tyossi alkukuvassa kiytetisinkin hakasulkeita.
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Joukko ¢g~![U] on avoin avaruudessa Y kuvauksen g jatkuvuuden nojalla ja edelleen
joukko f~[¢g~1[U]] on avoin avaruudessa X kuvauksen f jatkuvuuden nojalla. Siispi
g o f on jatkuva. O

Seuraavaksi otetaan késittelyyn kompaktisuuden késite, joka tulee olemaan tdmén
tyon padtulosten aiheena. Kompaktisuus mééritellddn yleisimmin avointen peitteiden
avulla:

MAARITELMA 1.7. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Avaruuden X avoin peite
on kokoelma a C 7, jolle pétee
x=Ju

Uca

Kokoelmaa 5 C « sanotaan avoimen peitteen a (avoimeksi) alipeitteeksi, jos se
edelleen peittdd avaruuden X ylld olevassa mielessé.

MAARITELMA 1.8. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Sanotaan, etta avaruus X
on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld on dérellinen alipeite.

On huomattavaa, ettd kompaktisuus on koko topologisen avaruuden ominaisuus.
Topologisen avaruuden X osajoukkoa A C X kutsutaan kompaktiksi, jos topologi-
nen avaruus A relatiivitopologialle 74 on kompakti. On kuitenkin helppo néhda, etta
aliavaruus A C X on kompakti jos, ja vain jos sen jokaisella peitteelld avaruuden X
avoimilla joukoilla on &érellinen alipeite. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kompaktisuus
séilyy siirryttéessa suljettuun aliavaruuteen

LAUSE 1.9. Olkoon (X, T) kompakti topologinen avaruus ja A C X suljettu. Tdl-
loin (A, T4) on kompakti topologinen avaruus.

Tobistus. Olkoon A = {U;NA |i € I} avaruuden (A, 74) avoin peite, missi siis
U; ovat avaruuden X avoimia joukkoja. Huomataan, etta télle pétee siis

Ac|u.

Talloin B == {U; | i € I} U{A°} on avaruuden X avoin peite, silli A on suljettu.
Talloin on olemassa dérellinen J C I siten, ettd {U; | i € J} U {A°} on peitteen B
ddrellinen alipeite. Lisdksi {U; : i € J} peittdd joukon A, joten {U;NA | i € J} on
peitteen A &dérellinen alipeite avaruudessa (A, 74). Siispé (A, 74) on kompakti. O

Hyvin samantapainen mutta kddnteinen tulos patee myos Hausdorff-avaruuksille:

LAuse 1.10. Olkoon X Hausdorff avaruus ja A C X kompakti. Tdlloin A on
suljettu avaruudessa X .

TobIsTus. Osoitetaan ettd X \ A on avoin. Olkoon x € X \ A. Talloin jokaiselle
y € A on olemassa pistevieraat U, ja V siten, ettd x € U, jay € V,. Nyt huomataan,
ettd {V, | y € A} on joukon A avoin peite, joten on olemassa dérellinen F' C A siten,
ettd {V, | y € F'} on edelleen avoin peite joukolle A. Edelleen joukko

Uv=0,

yeF
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on avointen joukkojen &déarellisené leikkauksena avoin ja x € U. Nyt huomataan, etté

UNA=0,silla
Ac v,
yeF

eikd U leikkaa mitddn joukoista V. Siispd U C X \ A. Koska téllainen U 16ydetéén
mille tahansa z € X \ A, niin X \ A on avoin lauseen 1.2 nojalla. Siispd A on
suljettu. O

Topologiset ominaisuudet kuten kompaktisuus voidaan méaritelld ekvivalentisti
myo6s suljettujen joukkojen avulla, silld jokaista avointa joukkoa U € 7 vastaa yksi-
kéisitteinen suljettu joukko X \ U. Annetaan kompaktisuudelle vaihtoehtoinen mééri-
telmé suljettujen joukkojen avulla, silld tdmé helpottaa joidenkin tulosten todistusta
jatkossa.

LAUSE 1.11. Topologinen avaruus X on kompakti jos, ja vain jos jokaiselle kokoel-
malle avaruuden X suljettuja joukkoja F, jolla on ddrellisten leikkausten ominaisuus

(ALO):

ﬂ A 0 aina kun B C F on ddrellinen
AeB

pdtee

() A#0.

AeF

TopisTus. Oletetaan ensin, ettd X on kompakti, ja ettd kokoelmalla F suljettuja
joukkoja on ALO. Tehdéén lisdksi vastaoletus, ettd kokoelmalla F on tyhjé leikkaus:

(N A=0.

AeF

(A=x\|]A =0,

AeF AceF

Nyt kuitenkin

eli kokoelma {A¢| A € F} on avaruuden X avoin peite. Oletuksen nojalla siis on
olemassa &érellinen B C F siten, ettd {A°| A € B} peittdd avaruuden X. Télloin
yll& olevan yhtdlon mukaisesti patee

Na-o

AeB

miké on ristiriita, silli kokoelmalla F on ALO. Siispé kokoelmalla F on epiityhji
leikkaus

Olkoon sitten « avaruuden X avoin peite ja oletetaan, ettd jokaisella kokoelmalla
suljettuja joukkoja, jolla on ALO, on epétyhji leikkaus. Tehddsin vastaoletus: mikéidn
adrellinen 8 C « ei peitd avaruutta X. Talloin kaikille darellisille 5 C « pétee

X\ [ JA=[)A4#0.

Aep Aep
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Talloin siis kokoelmalla {A¢ | A € a} suljettuja joukkoja on ALO, mutta koska o on

avoin peite, patee
A =x\J4a=0,

Aca Aca
mik& on ristiriita oletuksen kanssa. Siispd avoimella peitteellda o on oltava ainakin
yksi ddrellinen alipeite ja X on kompakti. U

Osoitetaan vield jatkon kannalta téirked tulos, joka sanoo ettd kompaktin avaruu-
den kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti.

LAUSE 1.12. Olkoon X kompakti topologinen avaruus ja f: X — Y jatkuva ku-
vaus topologiselle avaruudelle (Y, ). Tdlloin (f(X),Tsx)) on kompakti topologinen
avaruus.

TobisTus. Madritelméan 1.8 jalkeisen huomautuksen nojalla riittdé osoittaa, et-
téa jokaisella joukon f(X) peitteelld avaruuden Y avoimilla joukoilla on &éarellinen
alipeite. Olkoon siis A C 7 kokoelma avaruuden Y avoimia joukkoja siten, etti nii-
den yhdiste peittdd joukon f(X). Tallsin {f~[A] | A € A} on selvistikin kokoelma
avaruuden X avoimia joukkoja, joka peittdd avaruuden X.

Nyt koska X on kompakti, 16yddmme #irellisen A" C A, jolle {f71A] | A € A’}
edelleen peittaa avaruuden X. Nyt huomataan, ettd A’ peittdd joukon f(X), silld
jos olisi z € f(X), joka ei kuulu peitteeseen A’, niin avaruuden X joukko f~!({z})
ei sisiltyisi joukkoon f~!'[A] millekdsin A € A’, mikd on ristiriita. Siispid f(X) on
kompakti. 0

Maéaritelladn seuraavaksi topologian kanta ja esikanta. Tarkoituksena on valita to-
pologian avoimien joukkojen "edustajat”’, jotka madrittavat tdméan topologian. Kan-
nassa ja esikannassa on yleensd vihemmén joukkoja kuin itse topologiassa ja tdmé
helpottaa usein topologian késittelyd. Liséksi kannan ja esikannan avulla voidaan
puhua topologioista, joiden kaikki joukkoja ei eksplisiittisesti tunneta.

MAARITELMA 1.13. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus. Kokoelma avoimia jouk-
koja f C 7 on topologian 7 kanta (kutsutaan myos avaruuden X kannaksi), jos
jokainen avoin joukko U € 7 voidaan esittéd yhdisteend kokoelman [ joukkoja.

Topologialla on yleensd enemmaén kuin yksi kanta. Esimerkkiné erés kanta on ai-
na topologia itse. Useita topologisia ominaisuuksia voidaan rajoittaa kannan ominai-
suuksiin, kuten seuraavan lauseen mukaan kompaktisoinnin karakterisointi avoimien
peitteiden avulla.

LAUSE 1.14. Olkoon [ topologisen avaruuden X kanta. Tdlloin avaruus X on
kompakti jos, ja vain jos jokaisella peitteelld kannan B joukoilla on ddrellinen alipeite

TobisTus. Lauseen "vain jos”-suunta on triviaali, silli kannan joukot ovat avoi-
mia. Olkoon siis I mielivaltainen indeksijoukko ja o := {A; |i € I} avaruuden X
avoin peite. Kukin A; voidaan ilmaista muodossa

A= Bij,
J€J;
missé J; on jokin indeksijoukko kaikille ¢ € I ja B, ; € 8 kaikille 7 € I ja j € J;. Téll6in
{B;;|itel,je J;} Cponavaruuden X peite kannan § joukoilla, joten 16ydamme
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aarellisen alipeitteen {By,...,B,} C {B;;|i € l,j € J;}. Nyt kaikille £ = 1,...,n
16ytyy indeksi i, € I siten, ettd By, C A;,, silld joukot A; muodostuvat joukkojen B;
yhdisteisté, joten {4;, | k =1,...,n} on haettu peitteen a #érellinen alipeite. Siispé
X on kompakti. O

Usein topologia mééritelldadn antamalla vain sen kanta eiké kaikkia avoimia jouk-
koja. Téta varten tutkitaan vield millaiset kokoelmat ovat kantana jollekin topolo-
gialle.

LAUSE 1.15. Olkoon X joukko ja B C P(X) siten, ettd

UB=x

Bep

Jos kaikille A, B € 8 ja jokaiselle a € AN B on olemassa C' € 3 siten, etti a € C C
AN B, niin B on jonkin joukon X topologian kanta.

TobisTtus. Todistetaan viite nayttamalla, ettd kaikki mahdolliset yhdisteet ko-
koelman [ joukoista muodostavat topologian. Téll6inhén 8 on kantana télle muodos-
tuneelle topologialle. Olkoon siis 7 C P(X) kokoelma, joka koostuu kaikista mahdol-
lisista yhdisteistd kokoelman S joukkoja. Oletuksen nojalla 8 on avaruuden X peite,
joten X € 7. Tyhja joukko on yhdiste yli tyhjan joukon kokoelman 3 joukkoja, jo-
ten () € 7. Lisdksi mielivaltainen yhdiste kokoelman 7 joukkoja on edelleen yhdiste
kokoelman f joukkoja, joten 7 on suljettu yhdisteiden suhteen.

Osoitettavaksi siis jad topologian mééritelmén ehto (3), eli ettd 7 on suljettu
pareittaisten leikkauksien suhteen. Olkoon siis A, B € 7. Jos AN B = (), niin viite on
todistettu. Olkoon siis a € A N B. Télloin, koska A ja B ovat yhdisteitd kokoelman
3 joukoista, on olemassa® joukot A’, B’ € f3 siten, etti a € A’ N B’. Nyt oletuksen
nojalla on olemassa C, € f3 siten, ettd a € C, C AN B’ C AN B. Nyt huomataan,
etta

AnB= ] C,
acANB
on yhdiste kokoelman [ joukkoja, eli A N B € 7. Siispad 7 on topologia ja viite on
todistettu. 0

MAARITELMA 1.16. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus, jonka erds kanta on [3.
Kokoelma avoimia joukkoja 7 C 7 on topologian 7 (tai avaruuden X) esikanta,
jos jokainen kannan S avoin joukko U € [ voidaan esittdd direllisend leikkauksena
kokoelman v joukkoja.

Jos v on siis topologian 7 = {U; | i € I} esikanta, niin jokainen avoin joukko U € 7
on jokin yhdiste &dérellisia leikkauksia esikannan 7y joukkoja

v=Un o
jeJ keK;

missé Uy, € v kaikille k& € K;, J C I ja K; C I on dérellinen kaikille j € J. Sanotaan,
ettd esikanta ~ virittda topologian 7, silld ottamalla kaikki mahdolliset yll& olevaa
muotoa olevat yhdisteet leikkauksista, saadaan topologia 7: Jos U € 7, niin se on yll&

2Tissi siis A’ C A ja B’ C B ovat jotkin niisté joukoista joiden yhdisteisté A ja B muodostuvat.
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olevaa muotoa kannan ja esikannan méiritelmien nojalla, ja jos taas U on ylla ole-
vaa muotoa, niin U € 7 topologian méédritelmén nojalla. Kuten kannan tapauksessa,
topologia saatetaan joskus mééritelld pelkéstddn antamalla sen jokin esikanta. Tar-
kastellaan siis vield millainen joukko yleensikédn voi olla jonkin topologian esikanta.
Osoittautuu, ettd mikéd tahansa avaruuden peite on esikantana jollekin topologialle.

LAUSE 1.17. Olkoon X joukko ja v C P(X) siten, etti

Uv=x

Uey

Talloin kaikkien muotoa

olevien joukkojen kokoelma, missi Uy € v kaikille k € K;, J C I ja K; C I on
adrellinen kaikille 5 € J, on topologia joukossa X . Erityisesti sits v on jonkin joukon
X topologian esikanta.

Tobistus. Topologian maaritelmén ehdot (2) ja (3) tayttyvit selvistikin. Lisdksi
yhdiste yli tyhjan joukon on tyhjé joukko, ja

YJv=x

Uey

oletuksen nojalla. dJ

Siispad mika tahansa kokoelma mielivaltaisen joukon X osajoukkoja virittéa jonkin
topologian, kunhan tdmé kokoelma peittdd joukon X. On huomattavaa, ettd topo-
logialla on usein monia eri kantoja ja esikantoja, mutta ne kaikki virittdvat saman
topologian (sen jonka kantoja/esikantoja ne ovat) méaéritelmén 1.16 jélkeisen huomau-
tuksen mielessd. Kannan virittdmaé topologia siis mééritelldédn analogisesti ottamalla
kaikki mahdolliset yhdisteet sen alkioista kuten lauseen 1.15 todistuksessa. Siispd on
jarkevaa kasitelld topologioita, joista ei tunneta muuta kuin jokin kanta tai esikanta.
Myohemmin tulemmekin késitteleméén topologioita pelkéstédin lauseen 1.15 oletuk-
sen mukaisten joukkojen avulla.

Kuten kannan tapauksessa, joitain topologisia ominaisuuksia voidaan karakteri-
soida esikannan avulla, kuten mychemmin tédrkedssid Alexanderin esikantalauseessa
huomataan. Téta ennen tarvitaan kuitenkin Zornin lemma, jota varten maééaritellaan
joukkojen jarjestdmiseen liittyviéd késitteité.

1.2. Joukkojen jarjestdminen ja Zornin lemma

Tassd kappaleessa mééritellddn muutamia joukkojen jarjestykseen liittyvia kéasit-
teitd ja annetaan Zornin lemman véite ilman todistusta.

MAARITELMA 1.18. Olkoon X joukko. Relaatio < on osittainen jarjestys jou-
kossa X, jos
(1) = < z kaikille z € X.
(2) z <y,y <x= x =y kaikille z,y € X.
(3) z<y,y <z= 1z <z kaikille z,y,z € X.
Télloin paria (X, <) kutsutaan osittain jirjestetyksi joukoksi
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MAARITELMA 1.19. Olkoon (X, <) osittain jérjestetty joukko. Osittainen jéarjes-
tys < on tdydellinen jarjestys, jos lisdksi kaikille x,y € X pétee joko = < y tai
y < z. Talloin sanotaan ettd (X, <) on tdysin jarjestetty joukko.

Usein kéytetddn myos sanontaa osittain/taysin jéarjestetty joukko X, jos sekaan-
nusta ei aiheudu useamman relaation takia. Téaysin jarjestetysséd joukossa siis pysty-
tdén aina vertailemaan kahta alkiota kesken&dn. Osittain jérjestetysté joukosta 16ytyy
aina téysin jérjestettyja osajoukkoja kdyttdmalla osittaisen jéarjestyksen rajoittumaa
osajoukkoon. Esimerkiksi jokainen osittain jarjestetyn joukon yhden alkion osajouk-
ko on taysin jarjestetty. Osittain jarjestetyn joukon téysin jirjestettyja osajoukkoja
kutsutaan ketjuiksi.

MAARITELMA 1.20. Olkoon X osittain jarjestetty joukko ja A C X. Alkio y € X
on ylaraja joukolle A, jos z < y kaikille z € A.

MAARITELMA 1.21. Olkoon X osittain jarjestetty joukko ja A C X. Alkiom € A
on maksimaalinen, jos kaikille x € A ehdosta m < z seuraa m = x.

Osajoukon yldrajan ja maksimaalisen alkion ero on siis siiné, ettd ylarajan ei
tarvitse kuulua osajoukkoon, mutta maksimaalisen alkion tulee. Lisiksi maksimaa-
linen alkio ei "ole suurempi” kuin kaikki muut alkiot toisin kuin yléraja. Se vain “ei
ole pienempi” kuin mik&idn muu alkio. Maksimaalista alkiota ei siis vélttaméatta edes
voi verrata kaikkiin muihin alkioihin, ja se voidaan ilmaista myos muodossa “kaikille
x € A\ {m} pitee m £ x” kiyttden mééritelman 1.21 merkint6jd. Namé huomau-
tukset kannattaa sisdistdd huolella, silli maksimaalisen alkion ja yldrajan méaéritel-
mét ovat hyvin samankaltaisia ja saattavat aiheuttaa sekaannusta. Vastaavalla tavalla
médritellddn myos joukon alaraja ja minimaalinen alkio

Nyt olemme valmiita méarittelemédan Zornin lemman. Emme kuitenkaan todista
tatd, mutta huomattakoon, ettd todistuksessa tarvitaan valinta-aksioomaa. Zornin
lemman todistuksen 16ytiaa esimerkiksi Viisédldan teoksesta Topologia II [2, Z.6].

LEMMA 1.22 (Zorn). Olkoon X osittain jarjestetty joukko. Jos jokaisella ketjulla
S C X on yldraja, niin joukossa X on olemassa ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Zornin lemman mukaan siis jos jokaisella osittain jirjestetyn joukon ketjulla on
yldraja, niin téstd osittain jérjestetystd joukosta 16ytyy ainakin yksi alkio joka ei
ole pienempi kuin mikd&n muu alkio. Huomattavaa on se, ettd tdmé ei kuitenkaan
tarkoita, ettd 10ytyisi jokin ylaraja koko osittain jarjestetylle joukolle.

ESIMERKKI 1.23. Olkoon X joukko. T&lloin avaruuden X potenssijoukko P(X)
varustettuna joukkoinkluusiolla C on selvistikin osittain jérjestetty joukko. Liséksi
jos (Ap)Se,, missd A, € P(X) kaikille n € N, on kasvava jono, eli A, C A,
kaikille n € N, niin {A, | » € N} on potenssijoukon ketju. Potenssijoukossa on
olemassa ainakin yksi maksimaalinen alkio Zornin lemman nojalla, silld onhan X
yldraja jokaiselle osajoukolle. Toisaalta on my6s helppo ndhdé suoraan, etté ainakin

X on maksimaalinen.

1.3. Alexanderin esikantalause

Todistetaan nyt Alexanderin esikantalause, joka on térke#ssd osassa kappaleen
padtuloksen, Tihonovin lauseen, todistuksessa. Esikantalauseen mukaan topologian
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kompaktisuutta osoittaessa riittdéd tutkia vain peitteitd topologian jonkin esikannan
avoimilla joukoilla. Tadmé&n todistus ei ole ldheskdén niin yksinkertaista kuin kannan
tapauksessa. Todistus seuraa Terence Taon blogia [3, Thm. 6].

LAUSE 1.24 (Alexander). Olkoon « topologisen avaruuden X esikanta. Tdlloin X
on kompakti jos, ja vain jos jokaisella avaruuden X peitteelld esikannan v joukkoja
on ddrellinen alipeite.

TobisTus. Jilleen lauseen "vain jos”-suunta on selvé, silli ovathan esikannan-
kin joukot avoimia. Notaation helpottamiseksi kutsutaan peitetté esikannan joukoilla
esikannan peitteeksi ja peitettd kannan joukoilla kannan peitteeksi. Edelleen sano-
taan, ettd peite on hyvé, jos silla on &dérellinen alipeite, ja huono muussa tapauksessa.
Oletetaan nyt, ettd jokainen esikannan vy peite on hyva. Lauseen 1.14 nojalla riittaéa
osoittaa, ettd jonkin avaruuden X kannan kaikilla peitteilla on &érellinen alipeite.
Kaytetadn todistuksessa sitd kantaa 3, jonka kukin joukko voidaan ilmaista dérel-
lisené leikkauksena esikannan 7 joukkoja. Téllainenhan on siis olemassa esikannan
médritelmén mukaisesti.

Tehdéaén vastaoletus, ettd on olemassa ainakin yksi huono kannan ( peite. Olkoon
A kaikkien kannan 5 huonojen peitteiden joukko. Varustettuna joukkoinkluusiolla %
on osittain jéarjestetty. Olkoon %' C % jokin ketju. Haluaisimme néyttdd, ettd on
olemassa oy € £ siten, ettid o C ag kaikille a € ', eli toisin sanoen, etté jokaisella
ketjulla %' C £ on ylaraja. Valitaan nyt

o = U Q.
acH’

Selvastikin ag on peitteiden yhdisteené peite. Jotta peite aq olisi yldraja, tulee néyt-
tad, ettd se on huono, eli etté se yleensdkaan kuuluu joukkoon Z. Olkoon nyt af, C ayp
jokin aéarellinen osajoukko. Merkitddn o = {A; C X | i = 1,...,n}. Talloin peitteen
ap konstruktion nojalla on olemassa peitteet a; € B', 1 = 1,...,n siten, ettd A; €
a;Vi =1,...,n. Koska %' on ketju, niin sen aéarellisestd osajoukosta {c; | i =1,...,n}
16ytyy? suurin alkio ay, jollekin k = 1, ..., n, eli a; C oy, kaikille 7 = 1, ..., n. Tallsinhén
myos A; € oy kaikille i = 1,...n, eli oy C ay. Tésté syystd o ei voi olla peite, silld
se on huonon peitteen ay, dérellinen osajoukko. Siispé peitteen oy mikédan dédrellinen
osajoukko ei voi olla peite, joten g on huono ja se kelpaa ylirajaksi ketjulle %'

Nyt mielivaltaiselle osittain jarjestetyn joukon £ ketjulle 16ydettiin ylaraja, jo-
ten Zornin lemman nojalla joukossa # on maksimaalinen alkio, olkoon tama [* =
{U; | i € I}, missé siis joukot U; ovat nyt kannan § avoimia joukkoja ja I on jokin
indeksijoukko. Jos tdhén peitteeseen 5* lisdtdan miké tahansa uusi joukko, niin tama
uusi peite on suurempi kuin * eiké ole sama kuin 8*, joten sen on oltava hyvé siitd
syystéd ettd * on maksimaalinen huonojen peitteiden joukossa. Olkoon U € [*. Nyt
U voidaan siis ilmaista muodossa U = B; N ... N B, joillekin By € ~v, k = 1,...,n,
silld kanta 3 on esikannan v virittdméa?. Nyt haluaisimme niyttii, ettd jokin niistd
joukoista By kuuluu kannan peitteeseen 5*.

3T&mi suurin alkio 16ydetién esimerkiksi vertaamalla kahta ensimmiiisté alkiota ja valitsemalla
niistd suurempi ja vertaamalla tétéd seuraavaan. Edelleen néisté valitaan aina suurempi ja verrataan
seuraavaan, kunnes kaikki alkiot on kayty lapi.

475114 virittdmiselld tarkoitetaan siis sitd, ettd O saadaan ottamalla kaikki d#relliset yhdisteet
kokoelman -~y joukoista.
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Tehd&dén vastaoletus: By ei kuulu peitteeseen §* millekddn k& = 1,...,n. Télloin
voimme lisdtd minkéd tahansa joukon By, k = 1,...,n, peitteeseen [£*, jolloin mak-
simaalisuuden nojalla peitteen 5* U {By} on oltava hyvé. Talloin siis on olemassa
aarellinen Jy C I siten, ettd {U; | i € Ji} U {Bg} on avaruuden X é&érellinen avoin
peite (joukon By on oltava téssé dérellisessd peitteessd, silla f* on huono). Yhtépi-
tavasti {U; | i € Ji} on avaruuden X \ By aérellinen avoin peite joukoilla U; € [,
1 € Ji. Valitaan nyt

J:::LJJJk,
k=1

jolloin J on #arellinen ja joukot U; € 5%, ¢ € J, peittavit joukon
U\ By =X\ (B =X\TU.
k=1 k=1

Nyt huomataan, ettd {U; | i € J} U{U} on huonon peitteen g* dérellinen alipeite,
mika on ristiriita.

Siispé jokaiselle U; € * on oltava olemassa jokin esikannan alkio C; € v N g*
siten, ettd U; C C;. Nyt koska [* peittdd avaruuden X, niin myos kokoelma v* =
{C; | i € I} C yNB* peittiaa avaruuden X. Oletuksen mukaan nyt peitteelld v* esikan-
nan v avoimia joukkoja on olemassa aérellinen alipeite, miké on ristiriita, silla tama
alipeite on myo6s huonon peitteen f* déarellinen alipeite. Siispé lopulta vastaoletuksen
ristiriidan nojalla jokainen kannan peite § on hyvé ja X on kompakti. U

1.4. Tuloavaruus ja Tihonovin lause

Téssé kappaleessa todistetaan yksi tyon paédtuloksista, Tihonovin lause. Téta en-
nen tarvitaan kuitenkin karteesisen tulon ja tuloavaruuden méaéaritelmét. Karteesinen
tulo méaritelldéan tavalliseen tapaan kuvauksien avulla.

MAARITELMA 1.25. Olkoon X, joukkoja kaikille a € A. Joukkojen X, karteesi-
nen tulo on

X::HXa:{f:A—> UXa|f(a)eXa\meA}.

acA acA
Tuloavaruuden alkion f € X a:s komponentti on f(a) = f,. Lisdksi jokaiselle a € A
méiritelladn projektiokuvaus P,: X — X, siten, ettd P,(f) = f(a) kaikille f € X.

MAARITELMA 1.26. Olkoon X, topologisia avaruuksia kaikille a € A. Karteesiseen

tuloon
X = H X,

acA
médritelladn tulotopologia valitsemalla se topologia, jonka erés esikanta on

U {P, U] | U avoin avaruudessa X, } .

acA

Néin syntyvéd topologista avaruutta kutsutaan tuloavaruudeksi.
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Selvéstikin avoimien joukkojen alkukuvat projektioissa P, peittavit avaruuden X,
silld onhan P;'[X,] = X. Siispd ndmé alkukuvat tosiaankin ovat jonkin topologian
esikanta lauseen 1.17 nojalla. Projektiot P, ovat jatkuvia, silld avointen joukkojen
alkukuvat projektioissa ovat médritelmélti&n avoimia tuloavaruudessa. Jatkossa to-
pologisten avaruuksien karteesisessa tulossa oletetaan olevan tulotopologia, ellei toisin
mainita.

Tuloavaruuden esikannan joukot ovat siis muotoa

11

acA

missd U, = X, kaikille paitsi mahdollisesti yhdelle a € A, ja U, on avoin avaruudessa
X,. Talloin esikannan méadritelmén nojalla eréds kanta tuloavaruudelle ovat muotoa

e

acA

olevat joukot, missd U, = X, kaikille paitsi mahdollisesti &érellisen monelle a € A.
Eradssa mielessa siis kannan ja varsinkin esikannan joukot ovat hyvin suuria.

Jatkossa tarvitsemme tulosta, jonka mukaan Hausdorff-avaruuksien tuloavaruus
on edelleen Hausdorff

LAUSE 1.27. Olkoon X,, a € A, Hausdorff-avaruuksia. Tdlloin tuloavaruus

X::HXa

a€A

on Hausdorff.

TobpisTus. Olkoon x,y € X, x # y. Télloin on olemassa a € A siten, ettd z, # y,.
Néamé ovat siis projektion P, kuvina avaruuden X, alkioita, ja koska X, on Hausdorff,
on olemassa avoimet joukot U,, U, C X, siten, ettd z, € U,, y, € U, ja U, N U, = 0.
Nyt A = P;'[U,] ja B == P;!U,] ovat Hausdorff-ehdon vaatimat joukot pisteille
x ja y vastaavasti avaruudessa X. Selvéstikin ne ovat tulotopologian mééaritelméan
nojalla avoimia. Lisdksi x € A, silld projektion alkukuva rajoittaa tuloavaruudessa
vain komponenttiavaruuden X, joukoksi U,, ja x, € U,. Samalla tavalla ndhdaan,
ettd y € B. Lopuksi huomataan, etti A N B = (), silli jos olisi olemassa z € AN B,
niin patisi z, € U, N U,, mika on ristiriita. Siispd X on Hausdorff. O

Osoitetaan vield tulos sellaisten kuvauksien jatkuvuudelle, joiden maaliavaruutena
on tuloavaruus

LAUSE 1.28. Olkoon X topologinen avaruus ja Y, topologinen avaruus kaikille
a € A. Kuvaus f: X =Y tuloavaruuteen

Y = H Y,
acA
on jatkuva jos, ja vain jos sen yhdiste projektion P, kanssa P,o f: X — Y, on jatkuva
kaikille a € A.

TobDISTUS. Lauseen "vain jos’-suunta seuraa lemmasta 1.6, silld projektiot ovat
jatkuvia.
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Oletetaan sitten, ettd P, o f on jatkuva kaikille a € A, eli (P, o f)7'[U] =
f7YP;[U]] on avoin aina kun U on avoin avaruudessa Y,. Olkoon V C Y avoin.

v-Unu

Talloin V' on muotoa
jeJ kekK;

missd Uy, € v kaikille k € K;, J C I ja K; C I on aérellinen kaikille j € J. Téassé
on siis médritelmén 1.26 mukainen projektioiden méaraama esikanta. Nyt

Fvi=U N o,

jeJ kekK;

silld alkukuva kommutoi yhdisteiden ja leikkausten kanssa. Lisdksi kukin Uy on muo-
toa P, U] jollekin a € A ja avoimelle U C Y,. Téllsin f~[Uy] on oletuksen nojalla
avoin kaikille k& € K, eli f~*[V] on yhdiste &érellisié leikkausia avoimista joukoista
avaruudessa X, eli avoin. Siispa f on jatkuva. O

Lauseen 1.28 todistuksessa kéytettyjd menetelmid yleistdmélla huomataan, etté
kuvaus on jatkuva jos, ja vain jos maaliavaruuden jonkin esikannan jokaisen alkion
alkukuva on avoin ldhtéavaruudessa. Tamé "vain jos’- suunta ei ndy suoraan todis-
tuksesta yleistamallda, mutta se on triviaali, silld esikannan joukot ovat avoimia.

Seuraavaksi hyodynnetddan Alexanderin esikantalausetta luvun péaétuloksen, Ti-
honovin lauseen, todistamiseen. Tihonovin lauseen mukaan kompaktien avaruuksien
karteesinen tulo on kompakti. Todistuksessa osoitetaan, ettd mikdéan projektioiden vi-
rittdmén esikannan osakokoelma, jolla ei ole darellistd osajoukkoa joka peittéisi koko
tuloavaruuden, ei voi olla peite. Télloinhén jokaisella peitteelld esikannan joukoilla on
oltava dérellinen alipeite. Tdmékin todistus seuraa Terence Taon blogia [3, Thm. 10].

LAUSE 1.29 (Tihonov). Olkoon A mielivaltainen joukko ja X, kompakti topologi-
nen avaruus kaikille a € A. Tdlloin

X::HXaz{f:A—> UXa|f(a)eXa\meA}

acA acA

varustettuna tulotopologialla on kompakti topologinen avaruus.

TobisTtus. Olkoon S C v mielivaltainen kokoelma avaruuden X esikannan

v = U {P;'[U] | U avoin avaruudessa X, }

a€A

joukkoja. Oletetaan, ettd mikddan kokoelman 3 dérellinen osakokoelma ei peitd ava-
ruutta X. Jos tasta seuraa, ettd [ ei ole avaruuden X peite, niin télloin jokaisella ava-
ruuden X esikannan osakokoelmalla, joka peittiid avaruuden® X, on oltava #érellinen
alipeite. Jos néin pétee, niin X on kompakti Alexanderin esikantalauseen nojalla.
Olkoon a € A mielivaltainen ja «, kokoelma avaruuden X, kaikista niistd avoi-
mista joukoista U C X,, joille P, 1[U] € (. T&llsin yksikiiéin kokoelman ay #éirellinen
osakokoelma ei voi peittad avaruutta X, sillda muuten tdmén darellisen osakokoelman

STHssé on huomattava, ettd jokin tallainen peite esikannan joukoilla on olemassa, silla vain
kokoelma joka peittdd avaruuden X voi olla esikanta.
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alkioiden alkukuvat projektiossa P, muodostaisivat kokoelman g dérellisen osakokoel-
man, joka peittdd avaruuden X, miké on ristiriita oletusta vastaan. Talloin mydskaan
kokoelma «, ei voi peittdd avaruutta X,, silld X, on kompakti. Muutenhan «, olisi
avaruuden X, peite, jolla ei ole dérellista alipeitetté. Eli siis 16ydamme kaikille a € A
pisteen z, € X, siten, ettd z, ¢ U kaikille U € a,. Talloin piste x = (24)4ca €l kuulu
mihinkéa#in kokoelman [ joukkoon, sillé

B=J{P U U€a,}.

acA
Nyt [ ei ole avaruuden X peite ja viite seuraa. (l

Tihonovin lauseen todistusta varten kaytettiin valinta-aksioomaa useassa paikas-
sa, kuten Zornin lemmassa, Alexanderin esikantalauseessa joukkojen C; valitsemiseen
kullekin U;, ja itse Tihonovin lauseen todistuksessa pisteen x loytdmiseen. Osoittau-
tuu, ettd Tihonovin lause ja valinta-aksiooma ovat ekvivalentteja, eli myos valinta-
aksiooma voidaan todistaa olettamalla Tihonovin lause todeksi. Valinta-aksioomahan
siis sanoo, ettd mielivaltaisen monen epétyhjian joukon karteesinen tulo on epétyhja.

LAuSE 1.30. Oletetaan, ettd kompaktien topologisten avaruuksien karteesinen tulo
varustettuna tulotopologialla on kompakti. Olkoon X, # O kaikille a € A, missi A on
mielivaltainen joukko. Tdlloin

X =[] X #0.

a€A

TobisTus. Lisdtadn jokaiseen X, sellainen piste y, ettd y ¢ X, kaikille a € A ja
merkitddn Y, = X, U{y} ja
Y =]]Y.

acA
Lisiiksi varustetaan jokainen Y, topologialla {(), {y}, Y, }. Téll6in kukin Y, on kompak-
ti topologinen avaruus, silld sen topologiassa on vain darellisen monta avointa jouk-
koa. Olkoon Z, C Y tuloavaruuden Y joukko, Z, =Y \ P, }[{y}], missi P,: Y — Y,
on avaruuden Y projektio avaruudelle Y, kaikille a € A. Télloin {Z, | a € A} on ko-
koelma avaruuden Y suljettuja joukkoja, silla {y} on avoin avaruudessa Y,, joten
P '[{y}] on avoin avaruudessa Y. Nyt jokaiselle #irelliselle B C A voimme valita
pisteen leikkauksesta
(2

acB
madradmalla siitd piste f asettamalla f(a) = z, jollekin z, € X,, kun a € B (tdhén
siis el tarvita valinta-aksioomaa, silld B on #érellinen), ja f(a) =y, kun a € A\ B.

Talloin
m Za # (Dv

a€B
jolloin kokoelmalla {Z, | a € A} suljettuja avaruuden Y joukkoja on aéarellisten leik-
kausten ominaisuus. Nyt oletuksen nojalla Y on kompakti, joten lauseen 1.11 nojalla

X=()2.#0,

acA
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ja viite on todistettu. (l

Huomattavaa on, ettd viitteessi on tirked vaatia, ettd X, # () kaikille a € A.
Jos jokin joukoista X., ¢ € A, on tyhjé, niin t&lloin néiden karteesinen tulo on tyhja
riippumatta muista joukoista X,. Témén voi ndhda karteesisen tulon méaaritelméasta.
Karteesisen tulon alkiot ovat kuvauksia f joukolta A komponenttiavaruuksien yhdis-
teeseen siten, ettd f(a) € X, (edellisen lauseen merkinnéilld). Jos nyt jokin X. on
tyhja, niin mitdan tédllaista kuvausta ei ole olemassa, silla alkioita ¢ € A ei voida
kuvata mihink&an.



LUKU 2
Normi ja topologia

2.1. Topologiset vektoriavaruudet

Téassé kappaleessa tutustutaan topologisen avaruuden ja normiavaruuden yhtey-
teen. Normiavaruushan on vektoriavaruus, jossa on kéytossd etdisyyden kisite, jota
topologiassa ei kuitenkaan tunneta. Kuitenkin voimme mééritella topologian vekto-
riavaruuteen, kuten mihin tahansa muuhunkin joukkoon. Lisdksi jos vaadimme, et-
ta topologia tekee vektoriavaruuden laskutoimituksista jatkuvia, saamme topologisen
vektoriavaruuden késitteen. Tulemme myds huomaamaan, ettd jokainen normiava-
ruus on topologinen vektoriavaruus, eli laskutoimitukset ovat normin suhteen jatku-
via. Kuten aikaisemmin mainittiin, tuloavaruuden kannan joukot ovat hyvin suuria.
Téatd huomiota hyviksikayttden voidaan rakentaa topologinen vektoriavaruus, jolla ei
ole olemassa tdmén topologian kanssa yhteensopivaa normia. Ennen kuin néissé véit-
teissd on kuitenkaan edes mitédn jarked, on médriteltiava topologinen vektoriavaruus
ja muita kasitteita.

MAARITELMA 2.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja 7 C P(V) topologia. Sanotaan,
ettéd topologinen avaruus (V, 7) on topologinen vektoriavaruus, jos vektoriavaruu-
den V yhteenlasku y: V x V — V ja skalaarilla kertominen s: K x V" — V ovat
jatkuvia kuvauksia topologian 7 suhteen.

Yhteenlaskun ja skaalarilla kertomisen kuvia merkitdan normaaliin tapaan y(u,v) =
u+v ja s(a,v) = av kaikille u,v € V' ja a € K. Edelld mainituissa tuloavaruuksissa siis
kéytetadn jatkuvuuden tarkastelun kannalta ja muutenkin luonnollisesti tulotopologi-
aa, kuten aiemmin sovittiin. Tulemme huomaamaan, ettd normiavaruus on aina myos
topologinen vektoriavaruus. Palautetaan kuitenkin ensin mieleen normin mééritelma.

MAARITELMA 2.2. Olkoon V' vektoriavaruus kerroinkunnalla K (= R, C). Kuvaus
|- |l: V= [0,00) on normi avaruudessa V', jos

(1) |Jav]| = |al||v|| kaikille @ € K ja v € V, missé |a| on kerroinkunnan K alkion
a moduli.

(2) |lu+ o] < ul| + ||v|| kaikille u,v € V.

(3) [|v|| = 0 jos, ja vain jos v = 0.

Paria (V)| - ||) sanotaan normiavaruudeksi.

MAARITELMA 2.3. Olkoon (V|| - ||) normiavaruus. Kaikille z € V ja r € (0,00)
médritellddn r-keskinen r-siteinen avoin pallo

Bz, r)={yeV||z—-yl <r}

Sanotaan, ettd joukko A C V on avoin, jos kaikille z € A on olemassa r, > 0 siten,
ettd B(z,r,) C A.

17
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Nimitys avoin joukko ei ole sattumaa. Normiavaruuden (V|| - ||) kaikkien avoimien
joukkojen kokoelma on nimittédin topologia, kuten pian osoitetaan. T&ll6in sanotaan,
ettd normi ||-|| viritt44 tdméan topologian. Huomion arvoista on myos normin mielessé
avoimen joukon méadritelméan ja lauseen 1.2 yhtéldisyys.

LAUSE 2.4. Olkoon (V.|| -||) normiavaruus. Talldin kaikkien normin || - || mielessd
avoimien joukkojen kokoelma T on topologia

TobisTus. Selvastikin X € 7, eikéd tyhjéassd joukossa ei ole alkioita, joille ehto
pitéisi tarkistaa, joten () € 7. Olkoon sitten A; € 7,1 € I, ja

Télloin z € A; jollekin j € I, joten on olemassa r > 0 siten, ettd

B(x,r) C A; C UAZ"
iel
Siispd 7 on suljettu yhdisteiden suhteen. Olkoon lopuksi A,B € 7 jax € AN B.
Télloin = € A ja x € B, joten 10ytyy ra > 0 ja rp > 0 siten, ettd B(z,74) C A ja
B(z,rp) C B. Valitaan nyt r = max{ra,rg}, jolloin selvastikin B(x,r) C AN B.
Siispd AN B € 7. O

Normiavaruuden avoimien pallojen kokoelma on siis normin virittdméan topologi-
nen erds kanta, silld onhan jokainen avoin joukko A yhdiste avoimista palloista:

A= U B(a,r,),

a€A

missé r, on avoimen joukon méiritelméssé pisteelle a € A 16ytyva side.

ESIMERKKI 2.5 (Reaaliakseli). Reaaliakseli R varustetaan tavallisesti topologialla,
jonka kantana toimii {(a,b) | a,b € R}. Tétd kantaa vastaava erés esikanta ovat muo-
toa (—o0,a) ja (b,00), a,b € R, olevat joukot, silld voihan jokaisen vélin (a, b) ilmaista
leikkauksena (a,b) = (—o0,b) N (a,00). Rajoittamalalla tdmén kannan (vastaavasti
esikannan) joukot vilille [0, 1] saadaan kanta (vastaavasti esikanta) avaruudelle [0, 1]
varustettuna relatiivitopologialla [2, 5.7].

Nyt osoittautuu, etté vektoriavaruuden yhteenlasku ja skalaarilla kertominen ovat
aina jatkuvia kuvauksia normin indusoimassa topologiassa. Siispd normiavaruus on
aina topologinen vektoriavaruus:

LAUSE 2.6. Olkoon (V,||-||) normiavaruus. Tallgin (V, 1), missd T on normin || ||
virittdmd topologia, on topologinen vektoriavaruus.

Tobistus. Olkoon A C V avoin. Viitteen todistamiseksi siis riittaé osoittaa, ettd
y~[A] on avoin avaruudessa V x V', ja ettd s ' [A] on avoin avaruudessa Kx V', eli etta
kuvaukset y ja s ovat jatkuvia. Osoitetaan ensin kuvauksen y jatkuvuus. Lauseen 1.2
nojalla riittéis osoittaa, ettd jokaiselle (u,v) € y~'[A] on olemassa avoin U C V x V
siten, ettd (u,v) € U C y~'[A].

Olkoon siis (u,v) € y~[A]. Téllsin siis y(u,v) = u+v € A, eli on olemassa r > 0
siten, ettd A’ .= B(u+ v,r) C A. Tallin myos y~'[A] C y~'[A] ja (u,v) € yHA].
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Osoitetaan nyt, etté

U= P B, 5)] N P (B, )]
on avoin, (u,v) € U jaU C y~'[A’], jolloin siis myds U C y~1[A], eli ettd U on etsitty
avoin joukko. Téssé siis P ja P, ovat projektiot avaruudelta V' x V ensimmaiselle ja

toiselle komponenttiavaruudelle vastaavasti. Selvéstikin U on avoin tulotopologiassa
kahden esikannan joukon leikkauksena. Joukon U voi ilmaista my6s muodossa

U={(ab)eVxV]|u=-a| <z Jv-b] <5}
mistd ndhdédén, ettd (u,v) € U. Lopuksi kaikille (a,b) € U pétee
ly(u, v) = yla,b)|| = [[(u+v) = (a+ b
= [l(u—a) + (v —b)
< lu—all + [lv = bl

<47l
—+=-=r
5 13

Eli siis y(a,b) € A’ ja siten (a,b) € y~![A’]. Edelleen nihdiin, ettd U C y~'[A'].
Y14 olevassa laskussa ensimméinen epayhtilo seuraa normin mééritelmésté ja toinen
joukon U rakenteesta. Siispa U on etsitty avoin joukko mielivaltaiselle pisteelle (u,v) €
y~'[A], ja siten y~[A] on avoin ja yhteenlasku jatkuva.

Osoitetaan seuraavaksi skalaarilla kertomisen s jatkuvuus. Todistus on hyvin sa-
mankaltainen kuin yhteenlaskun tapauksessa, mutta joukon U valinta on hieman mut-
kikkaampaa. Olkoon A C V avoin ja (p,u) € s '[A]. Nyt s(p,u) = pu € A, joten
loyddmme luvun r > 0 siten, ettd A’ = B(pu,r) C A. Jilleen téstd seuraa, ettd
s7A] C s71[A]. Valitaan nyt

U= Pg'[B(p,r)] N Py [B(u, 1),
missd ' on sellainen® ettid 0 < 72 +7/(|p| + |Ju]|) < r. Jélleen Px ja Py ovat projektiot
avaruudelta K x V' komponenttiavaruuksille K ja V' vastaavasti. Téalloin U on avoin
kahden tulotopologian esikannan alkion leikkauksena. Liséiksi U voidaan kirjoittaa
muodossa
U={(k,v) e KxV ||p—Fk|l <7 |ju—v|<r}
Téstd nahdéén, ettd (p,u) € U. Lisdksi huomataan, ettd kaikille (k,v) € U pétee

[s(p, u) — s(k, v)[| = [[pu — kvl

= |jpu — ku + ku — kvl|

< |p = Klllull + [£l|lu — |

< |p = Klllull + (& = p[ + |p])[lu = v]|
[p = [ ([Jul] + lu = v[]) + [p[[[u — 2|
r'([[ull + ') + |plr’
= +r'(Ipl + [lull) <.

Téssé ensimméinen epayhtélé seuraa normin ominaisuuksista ja toisessa kaytetdan
tietoa |k| = |k—p—+p| < |k—p|+|p|. Siispé s(k,v) € A’ joten (k,v) € s7'[A] C s71[A],

A

ITsllainen ' 16ydetiiin, silld |p| ja |Jul| ovat kiinnitettyji lukuja ja r>0
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ja edelleen U C s7'[A]. Néin ollen kaikille (p,u) € s™'[A] 16ytyy avoin U C K x V
siten, ettéd (p,u) € U C s7'[A], siispd s~![A] on avoin ja s jatkuva. O

Todistetaan vield tulos, jonka mukaan topologisten vektoriavaruuksien tulo on
edelleen topologinen vektoriavaruus.

LAUSE 2.7. Olkoon V; topologisia vektoriavaruuksia kaikille © € I. Tdlloin tuloa-

VaTUUS
V= H \%
el
on topologinen vektoriavaruus.

TobDIsTUS. Lauseen 1.28 mukaan kuvaukset y: V xV — Vijas: KxV — V
ovat jatkuvia, jos niiden yhdisteet projektioiden P; kanssa ovat jatkuvia kaikille ¢ €
1. Koska vektorien yhteenlasku y tuloavaruudessa on mééritelty komponenteittain,
niin P; o y on avaruuden V; yhteenlasku y;: V; x V; — V;, joka on jatkuva silla V;
on topologinen vektoriavaruus. Samoin myos skalaarilla kertominen tuloavaruudessa
médritellddn komponenteittain, joten P; o s on avaruuden V; skalaarilla kertominen
s;: KxV; — V;, joka on myo0s jatkuva. Siispé y ja s ovat jatkuvia lauseen 1.28 nojalla.
Siispa V' varustettuna tulotopologialla on topologinen vektoriavaruus. U

MAARITELMA 2.8. Olkoon (V, 7) topologinen vektoriavaruus. Avaruus V' on nor-
mistuva, jos on olemassa normi || - ||: V' — [0, 00), joka virittdé topologian 7.

Kuten aiemmin mainittiin, normi virittdd aina topologian, jossa laskutoimituk-
set ovat jatkuvia, joten normiavaruus on aina topologinen vektoriavaruus. Tamé ei
kuitenkaan péde toiseen suuntaan. Annetaan nyt esimerkki topologisesta vektoriava-
ruudesta, joka ei ole normistuva. Ideana on se, ettd ddrettémén monen topologisen
avaruuden tuloavaruuden avoimet joukot ovat erdilld tavalla rajoittamattomia, kun
taas avoimet pallot eivit. Tarkemmin sanottuna jokainen tulotopologian avoin joukko
siséltdd jonkin suoran.

ESIMERKKI 2.9 (Ei-normistuva topologinen vektoriavaruus). Olkoon V; topologi-
sia vektoriavaruuksia kerroinkunnalla R kaikille ¢ € I, missd I on &déreton indeksi-

joukko. Olkoon liséksi
V= H Vi

iel
néiden karteesinen tulo varustettuna tulotopologialla. Lauseen 2.7 nojalla V' on to-
pologinen vektoriavaruus. Tehddédn antiteesi: tuloavaruus V' on normistuva, eli on
olemassa normi || - || joka virittdéd tulotopologian. Olkoon B(0,1) C V avoin origo-
keskeinen yksikkopallo. Télloin B(0, 1) on siis avoin myos tulotopologiassa, joten se
siséltdd jonkin muotoa
U= H Ui,

el
olevan joukon, misséd U; on avoin avaruudessa V; ja U; = V; kaikille paitsi mahdolli-
sesti ddrellisen monelle ¢ € I, silld ovathan tdtd muotoa olevat joukot tuloavaruuden
kanta, ja jokainen avoin joukko siséltda ainakin yhden kannan alkion. Liséksi joukko
U voidaan valita siten, ettéd se siséltdd origon, silld avoin yksikkdpallo siséltdé ori-
gon ja on yhdiste kannan joukkoja. Olkoon j € I sellainen indeksi jolle U; = V; ja
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valitaan = € V sellaiseksi alkioksi jonka j:s komponentti on z; # 0 ja muut kompo-
nentit ovat nollia, jolloin ||z|| # 0. Télloin selvéastikin tx € U C B(0, 1) kaikille ¢ € R.
Erityisesti HTle € B(0,1), mik& on ristiriita, silld tdméin vektorin normi on 1. Siispé
tuloavaruudessa V' ei ole olemassa normia, joka virittdd tulotopologian, eikd V' ole
normistuva.

Yleisestikin on hyvin helppo keksid topologinen vektoriavaruus, joka ei ole normis-
tuva esimerkiksi ottamalla vektoriavaruus R ja maarddmaélld tdhdn topologia {0, R}.
Kuitenkin vaikeampaa on 16ytéa topologinen vektoriavaruus, joka on Hausdorff, mut-
ta ei normistuva. Esimerkin 2.9 tapauksessa kuitenkin voimme valita vaikkapa V; = R
tavallisella topologialla kaikille 7 € I. On helppo ndhda ettd R on Hausdorff valitse-
malla eri pisteiden z ja y ympirille $|lz — y|| séteiset pallot. Edelleen Hausdorff-
avaruuksien tulo on Hausdorff, eli myos V' on Hausdorff, mutta ei normistuva kuten
huomattiin.

2.2. Heine-Borelin lause

Kaytetddn nyt Tihonovin lausetta tunnetun Heine-Borelin lauseen todistamiseen.
Heine-Borelin lause siis sanoo, ettd avaruuden R™, n € N, kompakteja osajoukkoja
ovat tdsmélleen suljetut ja rajoitetut joukot. Avaruus R varustetaan siis euklidisen
normin (tdmé on siis itseisarvofunktio) virittamalld topologialla, ja edelleen avaruus
R™ tulotopologialla. Emme kuitenkaan ole késitelleet normiavaruuksien tuloja ko-
vin paljoa. Mainittakoon néistd muutamia ominaisuuksia ilman todistuksia. Toisin
kuin ddrettomén tulon tapauksessa, ddrellinen tulo normiavaruuksista varustettuna
tulotopologialla (ndiden normien virittdmien topologioiden suhteen) on normistuva
topologinen vektoriavaruus. Liséksi ddrellisulotteisen vektoriavaruuden kaikki normit
ovat niinsanotusti ekvivalentteja, eli ne kaikki virittdviat saman topologian, tuloto-
pologian. Tuloavaruuden, niinkuin yleensdkin normiavaruuden rajoitetulla joukolla
tarkoitetaan joukkoa, joka sisiltyy normin (mikd normi nyt avaruuteen onkaan valit-
tu) johonkin palloon B(0,r), missé r > 0 on #érellinen. Téssé tulee vastaan ongelma,
silld olemme késitelleet normiavaruuksien tuloja vain topologian kannalta, emmeké&
madritelleet tuloavaruuksien normeja ollenkaan. Annetaan nyt kuitenkin &éarellisu-
lotteisen tuloavaruuden rajoitetulle joukolle ekvivalentti méaaritelméa komponenttien
avulla euklidisten avaruuksien tapauksessa. Tétd méadritelmééd kdyttden emme joudu
valitsemaan tuloavaruuksiin normeja.

MAARITELMA 2.10. Olkoon n € N. Euklidisen avaruuden R" osajoukko A C R”

on rajoitettu, jos kaikille & = 1,...,n on olemassa r;, > 0 siten, ettd Py(A) C
B(0,r,) C R

Heine-Borelin lauseen todistamiseksi tarvitsemme vield aputuloksen, jonka mu-
kaan avaruuden R suljetut vélit [a,b], a,b € R, a < b, ovat kompakteja. Tamén taas
todistamme kayttden Cantorin joukkoa ja Tihonovin lausetta.

MAARITELMA 2.11. Olkoon Y = {0,1} C R varustettuna topologialla 7 = P(Y).
Talloin tuloavaruutta

C=Y"={f:N—{0,1}}

kutsutaan Cantorin (tulo)joukoksi.
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Cantorin joukko mééritellddn usein reaaliakselin vélin [0, 1] osajoukoksi erédénlai-
silla konstruktioilla. Ndiden konstruktioiden antamat joukot ovat kuitenkin homeo-
morfisia méaritelmén 2.11 mukaisen tulomuotoisen Cantorin joukon kanssa. Reaaliak-
selin Cantorin joukkoa ei kuitenkaan tarvita tédssd tyosséd. Lisdd Cantorin joukoista
voi lukea Viiséldn teoksesta Topologia 1T [2, 7.18]. Nyt huomataan, ettd {0,1} va-
rustettuna diskreetilla topologialla (=koko potenssijoukko) on kompakti topologinen
avaruus?, silld {0,1} on #irellinen, joten niin on myos sen jokainen topologia. T#l-
16in Tihonovin lauseen nojalla C on kompakti. Osoitetaan nyt tdmén huomion avulla
suljetun yksikkovilin [0, 1] € R kompaktisuus 16ytamélla jatkuva surjektio Cantorin
joukolta suljetulle yksikkovilille.

LAUSE 2.12. On olemassa jatkuva surjektiivinen kuvaus f: C — [0,1]. Erityisesti
siis [0,1] C R on kompakti.

TobisTus. Jos téllainen jatkuva surjektio f on olemassa, niin f(C) = [0, 1] on
kompakti lauseen 1.12 nojalla. Merkitdén kaikille 7 € N ja k € C alkion k komponent-
tia P; o k = k;. Madritelladn nyt kuvaus f: C — [0, 1],

fk) =) siki,
ieN
missél s; = 5. Koska k; € {0,1}, piitee
0< fk) <D si=1,
ieN
eli f oikeasti kuvaa Cantorin joukon alkion k viélille [0, 1]. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd f on surjektio. Olkoon x € [0, 1]. Valitaan k € C rekursiivisesti siten, ettd

n—1
1, jos > siki+s, <z
kn = nifll
0, jos > sik;+ s, > x.
i=1
Téassé kidytetddn merkintdaa
0
Z Siki =0
i=1

Piste k£ on nyt valittu niin, etta
Z Siki S X
i=1
kaikille n € N, joten
i=1

Surjektiivisuuden osoittamiseksi tulisi siis nayttad, ettd f(k) = x. Tehdddn antiteesi:
f(k) < z. Oletetaan ensin, etti k,, = 0 darettomén monelle n € N. Koska lim,, . s, =

tseasiassa diskreetti topologinen avaruus on kompakti jos, ja vain jos avaruus X on #érellinen,
silld diskreetissé avaruudessa yksiot muodostavat avoimen peitteen.
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0, loyddmme luvun N € Nsiten, ettd sy < x— f(k) ja ky = 0 (silld k,, = 0 ddrettoman
monelle n). T&ll6in kuitenkin

N-1

Zsiki+3N < f(k) + sy <,
=1

joten konstruktion nojalla ky = 1, miké on ristiriita. Siispa k, = 0 vain aérellisen
monelle n € N. Olkoon M suurin néistéd indekseisté. Nyt

M-1 M—-1 [e'S)
Zsiki+sM: Zsllﬂ—i— Z Slklzf(k‘) <z,
=1 =1 i=M+1

jolloin kuvauksen f konstruktion nojalla kj; = 1, miké on jélleen ristiriita. Y14 olevas-
sa yhtélossd M:s termi on jétetty merkitsemétté, silla &y, = 0. Liséksi ensimmé&inen
yhtdsuuruus seuraa siité, ettd kaikille n € N pétee

(2.1) Z Si = Sp

1=n-+1

ja k, = 1 kaikille n > M. Siispé ei pade f(k) < z, joten on oltava f(k) =z, eli f on
surjektio.

Vield tulee siis nayttdd kuvauksen f jatkuvuus. Lauseen 1.28 jilkeisen huomau-
tuksen nojalla riittdd osoittaa, ettd jonkin avaruuden [0, 1] esikannan jokaisen joukon
alkukuva kuvauksessa f on avoin. Edelleen esimerkissd 2.5 todettiin, ettd erés esi-
kanta avaruudelle [0, 1] ovat muotoa [0,a) ja (b, 1] olevat joukot, missd a,b € [0, 1].
Niytetddn joukkojen f~1[[0,a)] avoimuus avaruudessa C. Joukoille (b, 1] todistus me-
nee hyvin samantapaisesti. Olkoon siis a € [0, 1]. Olkoon j pienin indeksi, jolle s; < a.
Nyt yhtélon 2.1 mukaisesti patee

o0
E 5 = s; < a.

i=j+1
Siispa kaikille k € C, joille k; = 0 kaikilla ¢ < j, pétee f(k) < s; < a. Nyt
(2.2) A= f0s5) = [[Ya U {ks},

ieN

missd Y; = {0}, kun i < j, ja V; = {0,1}, kun ¢ > j. Vektori k; € C on sellainen,
jolla j7:s komponentti on 1 ja muut nollia. Yhtélon 2.2 nékee todeksi tarkkailemalla
kuvauksen f mééritelmdd ja huomaamalla, ettd kaikille muille & € C pétee f(k) > s;.
Liséksi f todettiin jo surjektioksi, joten joukon A; kuvan on taytettévi joukko [0, s;].

Nyt koska [0,s;] C [0,a), pitee A; C f~[0,a)], eli erityisesti joukon f~'[[0,a)]
kaikki komponentit, paitsi mahdollisesti j ensimmaistd (eli dédrellisen monta), ovat
koko komponenttiavaruus {0,1}. Tamén lisiksi j ensimméiistd komponenttia ovat
automaattisesti avoimia joukkoja avaruuksissa {0, 1}, silld néihin oli méaéritelty dis-
kreetti topologia. Témén huomion ja méadritelmén 1.26 jalkeisen tarkastelun nojalla
siis f71[0, )] on avaruuden C kannan joukko, eli avoin.

Kuten mainittiin, tdmé jatkuvuuden todistus menee hyvin pienilld ja epékiinnos-
tavilla muutoksilla 1&pi my6s joukoille (b, 1]. Siispa jokaisen avaruuden [0,1] erdén
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esikannan avoimen joukon alkukuva on avoin kuvauksessa f, eli f on jatkuva. Siispa
[0, 1] on kompakti. O

Cantorin joukko C ei kuitenkaan ole homeomorfinen joukon [0, 1] kanssa. On help-
poa ndhdé, ettei f kuten ylld ole edes injektio, silld vektori k € C, jolle vain k; = 1,
kuvautuu samaksi alkioksi kuin vektori, jonka ¢ ensimmaistd komponenttia ovat nollia
ja muut ykkosid. Téméan huomion nikee yhtalosta 2.1.

Nyt voimme helposti ndyttdd, ettd mikéd tahansa reaaliakselin suljettu véli on
kompakti venyttamalla ja siirtdmalld yksikkovélid, silld aiemmin osoitimme etté ska-
laarilla kertominen ja yhteenlasku ovat jatkuvia kuvauksia.

SEURAUS 2.13. Olkoon a,b € R, a < b. Tdlloin [a,b] on kompakti.

TobisTus. Yhden pisteen joukko {b—a} on kompakti avaruudessa R, ja lauseen 2.12
nojalla myos [0, 1] on kompakti, joten tuloavaruus {b—a} x [0, 1] C R xR on kompakti
Tihonovin lauseen nojalla. Nyt huomataan, etta

0,06 —al ={(b—a)x |z €[0,1]} = s({b—a} x [0,1])

on kompakti kompaktin avaruuden kuvana jatkuvassa kuvauksessa s (=skalaarilla
kertominen). Samaan tapaan joukko

[a.0] ={a+z |2 €[0,b—a]} =y({a} x[0,b—a])
on kompakti. Téssé siis y on reaaliakselin yhteenlasku, eli jatkuva. U

LAUSE 2.14 (Heine-Borel). Olkoon n € N ja A C R". Tdllin A on kompakti jos,
ja vain jos A on suljettu ja rajoitettu.

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettd A on suljettu ja rajoitettu. Talloin kaikille k =
L,...,n loytyy r siten, ettd Py(A) C (0,7%) C [0, 7)), missd [0,r;] on kompakti
seurauksen 2.13 nojalla. Lisiksi selvastikin selvastikin

A - H{O, Tk].
k=1
Edelleen

H [0, T k]
k=1
on Tihonovin lauseen nojalla kompakti, joten A on kompaktin joukon suljettuna os-
ajoukkona kompakti lauseen 1.9 nojalla.
Oletetaan seuraavaksi, ettd A on kompakti. Hausdorff-avaruuden R™ kompaktina
osajoukkona A on suljettu lauseen 1.10 nojalla. Lisdksi kaikille & = 1,...,n pétee,
ettd Py(A) on kompakti, silld projektio on jatkuva kuvaus. Nyt kokoelma

{B(x,1) |z € F(A)}
on joukon Py(A) avoin peite kannan joukoilla, joten lauseen 1.14 nojalla on olemassa
ddrellinen B C Py(A) siten, etté
{B(z,1) |z € B}
on edelleen joukon Py(A) peite. Valitaan nyt rp, = max{|z| + 1 | x € B}, jolloin

selvistikin P,(A) C B(0, 7). Téllainen ry 16ydetaén kaikille £ = 1,...,n, joten A on
rajoitettu. 0



LUKU 3

Kompaktisointi

Téassd luvussa tutustutaan topologisen avaruuden kompaktisointiin. Ideana on
upottaa avaruus X kompaktiin topologiseen avaruuteen Y siten, ettd avaruuden X
kuva homeomorfismissa on avaruuden Y tihed osajoukko, jolloin Y on hyvin ldhella
avaruutta X, mutta kompakti. Esimerkkind kompaktisoinneista annetaan yhden pis-
teen kompaktisointi, ja tietynlaisten topologisten avaruuksien X tapauksessa, Stone-
Cech-kompaktisointi, joka tulee olemaan yliraja ja maksimaalinen alkio Hausdorff-
kompaktisointien joukolle Aluksi tarvitaan vield muutamia topologisia kasitteita. Yh-
den pisteen kompaktisointi osoitetaan myos alarajaksi Hausdorff-kompaktisoinneille,
mutta se ei valttamattd ole minimaalinen. Téssd luvussa seurataan Kelleyn kirjaa
General Topology [1, s.149].

Lisdksi luvussa on kéytetty verkkosivua m-base [4] muutamien vastaesimerkkien
(3.21 ja 3.24) avaruuksien keksimiseen. Verkkosivu on erittdin kéitevéd topologiassa
vastaesimerkkien keksimiseen. Verkkosivulla mééritat itse, mitd topologisia ominai-
suuksia haluat avaruuden omaavan, ja mitd ominaisuuksia et halua avaruuden omaa-
van. Téamén jélkeen saat listan konkreettisia topologisia avaruuksia, jotka tayttavét
antamasi ehdot. Verkkosivu on liséksi oppimisen kannalta erittdin hyodyllinen, silld
ndiden esimerkkiavaruuksien topologisten ominaisuuksien todistaminen toimii erin-
omaisena harjoituksena méaritelmien kaytossa.

3.1. Kompaktisointi

MAARITELMA 3.1. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X. Joukon A sulkeuma
A on

missd Fq = {F C X | F suljettu , A C F'} on kaikkien joukon A siséltévien suljettu-
jen joukkojen kokoelma.

Topologian méaritelméstéa ja De Morganin kaavoista huomataan, etta suljettujen
joukkojen mielivaltainen leikkaus on suljettu, joten joukon A sulkeuma voidaan tulkita
pienimpéné suljettuna joukkona, joka siséltdd joukon A. Selvistikin joukko A on
suljettu jos, ja vain jos A = A.

LAUSE 3.2. Olkoon X ja 'Y topologisia avaruuksia ja f: X — Y jatkuva kuvaus.

Télloin f(A) C f(A) kaikille A C X.
TobpisTus. Olkoon
K, ={K Cc X | AC K, K suljettu }
ja
Ko ={K CY| f(A) C K, K suljettu }.
25
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Nyt, koska f on jatkuva, pitee ettd f~!'[K] on suljettu avaruudessa X. Lisiksi, koska
f(A) C K, patee
Ac A c fK]
Nyt siis jos merkitdan
Kz = {f'[K]C X | AcC f'[K], K suljettu },

niin K3 on kokoelma avaruuden X suljettuja joukkoja, jotka siséltavat joukon A, eli

K3 C K;. Edelleen siis
A= Kc () K

Keky KeKs
ja sama inkluusio patee myos nédiden kuville kuvauksessa f, eli

f(A)Cf<ﬂ K) c () fE).

KeKs KeKs

Lopuksi huomataan, ettéa

JA) c () fE) = () K = FA)

KeKs KeKsy
kuten haluttiinkin. O

Edellinen lause patee myo6s toiseen suuntaan, mutta emme todista taté, silld sitd
el tarvita téssd tyossd. Todistuksen toiseen suuntaan voi halutessaan lukea Kelleyn
kirjasta General Topology [1, 3.1]. Kuvauksen jatkuvuuden voisi siis méaéritelld myos
joukkojen sulkeumien avulla haluttaessa.

MAARITELMA 3.3. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X. Sanotaan, ettd
joukko A on tiheé avaruudessa X, jos A = X.

On helppo nihdé, ettd jos A on tihed avaruudessa X, niin jokaiselle z € A ja
avoimelle U C X, U # 0, jolle z € U, 1oytyy y € U N A. Jos nimittdin on olemassa
epityhji avoin joukko U C X, joka ei leikkaa joukkoa A, niin huomataan ettd A C X'\
U # X. Tama siis tarkoittaa, ettd jokainen joukon A sulkeuman piste on topologisessa
mielessé hyvin lahelléd joukkoa A itse, eli tihed joukko on topologisesti hyvin suuri koko
avaruudessa. Tamé johdattelee seuraavaan kompaktisoinnin méaéritelmaan.

MAARITELMA 3.4. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia, missd Y on liséksi
kompakti, ja f: X — f(X) C Y kuvaus. Sanotaan, ettd pari (f,Y’) on topologisen
avaruuden X kompaktisointi, jos f on homeomorfismi ja f(X) C Y on tihe4.

ESIMERKKI 3.5. Olkoon A C R rajoitettu joukko. Talloin (id4, A) on avaruuden
A kompaktisointi. Selvéstikin identtinen kuvaus ids: A — A, ids(a) = a, on ho-
meomorfismi, kun avaruuksissa kéiytetdin relatiivitopologioita. Lisidksi méaaritelméan
nojalla id4(A) = A on tihe# avaruudessa A. Lopuksi Heine-Borelin lauseen nojalla A
on kompakti.

Téssé esimerkissé joukkojen mielessé identtinen kuvaus ¢d on homeomorfismi. On
kuitenkin oltava varovainen yleisesti joukkojen mielessé identtisen kuvauksen kanssa,
silld maalipuolen joukossa ei automaattisesti ole sama topologia kuin ldhtoavaruu-
dessa. Télloin homeomorfisuus on syyté tarkistaa huolella. Maalipuolella kaytetdan
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siis avaruuden f(X) topologiana homeomorfismitarkasteluissa ja muutenkin (mé#éri-
telmén 3.4 merkinn6illd) relatiivitopologiaa 7¢(xy avaruuden Y suhteen.

MAARITELMA 3.6. Avaruuden X kaikkien kompaktisointien joukkoon méaéritel-
144n relaatio > siten, ettd (f,Y) > (g, Z) jos, ja vain jos on olemassa jatkuva surjektio
h:Y — Z siten, ettd hjpx) = go f', tal yhtépitivisti, ¢ = h o f. Edelleen kom-
paktisoinnit (f,Y’) ja (g, Z) ovat topologisesti ekvivalentit, jos kuvaus h: Y — Z
kuten ylla voidaan valita homeomorfismiksi.

Topologinen ekvivalenttisuus on helppo todeta ekvivalenssirelaatioksi kaikkien to-
pologisen avaruuden X kompaktisointien joukossa, joten voimme samaistaa topolo-
gisesti ekvivalentit kompaktisoinnit. TaAmé siis tarkoittaa, ettd (f,Y) = (g, %), jos
niamé ovat topologisesti ekvivalentit. Tatd samaistusta tarvitaan jatkossa, kun tut-
kimme milloin relaatio > on osittainen jirjestys. Lisdksi jos (f,Y) ja (g, Z) ovat topo-
logisesti ekvivalentit, niin (f,Y) > (g, Z) ja (9, Z) > (f,Y), silld onhan h~! tarvittava
jatkuva surjektio avaruudelta Z avaruuteen Y. Tamaéa ei kuitenkaan péde aina vas-
takkaiseen suuntaan, eli on olemassa kaksi saman avaruuden kompaktisointia, jotka
ovat molemmat toistaan suurempia, mutta jotka eivit ole topologisesti ekvivalentit.
Néaytamme téstd esimerkin madriteltydmme yhden pisteen kompaktisoinnin.

3.2. Yhden pisteen kompaktisointi

Mahdollisesti yksinkertaisin konkreettinen kompaktisointi on yhden pisteen kom-
paktisointi. Yhden pisteen kompaktisointia on késitelty esimerkiksi kompleksianalyy-
sin kurssilla luomalla homeomorfismi yksikkympyran (tai minké tahansa ympyrén)
kehalta lakipiste poislukien reaaliakselille. T&ll6in ympyréan kehén lakipiste kuvaa dé-
rettomyytta reaaliakselilla ja kehd on kompakti. Tietenkin tdmé reaaliakselin "taivu-
tus” ympyran kehéksi tehdédéan vain havainnollisuuden takia, mutta kompaktisoinnis-
sahan etsitddn juuri avaruuden kanssa homeomorfista kompaktin avaruuden tiheédta
aliavaruutta, joten se on sallittua. Tdméa yhden pisteen kompaktisointi voidaan teh-
dé yleiselle topologiselle avaruudelle seuraavan esimerkin mukaisesti. Esimerkki myos
niyttad miten reaaliakselin voisi kompaktisoida yhdelld pisteelld ilman "taivutteluja”.
Lopputulos on kuitenkin homeomorfismin tarkkuudella sama kuin ympyrén kehélla
tehtyné.

ESIMERKKI 3.7 (Yhden pisteen kompaktisointi). Olkoon X topologinen avaruus,
joka ei ole kompakti, ja co ¢ X mielivaltainen piste avaruuden X ulkopuolelta. Ava-
ruuden X yhden pisteen kompaktisointi on pari (idx, X*), missd X* = X U{oco}
varustettuna topologialla, jonka avoimia joukkoja ovat avaruuden X avoimet joukot
ja ne avaruuden X* osajoukot, joiden komplementti on suljettu ja kompakti avaruu-
dessa X . Selvistikin pisteen oo tulee siséltyd néihin jalkimmaéisen tyypin joukkoihin,
ja vain néihin, silld co ¢ X. Kuvaus idy : X — X mééritelldén siten, ettd idyx(x) = x
kaikille z € X.

Osoitetaan ensiksi, ettd X™* on topologinen avaruus. Tyhja joukko on kompakti
ja suljettu avaruudessa X, joten X* on avoin. Liséksi tyhja joukko on avaruuden X
avoin joukko, joten se on myos avaruuden X* avoin joukko. Olkoot A ja B avoimia
avaruudessa X*. Selvistikin télloin A N X ja B N X ovat avoimia avaruudessa X,
joten riittda tarkastella tapausta jossa oo € AN B, silld muissa tapauksissa AN B on
avoin siitd syysté, ettd X on topologinen avaruus, jonka avoimet joukot ovat avoimia
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avaruudessa X*. Nyt X*\ (AN B) = (X*\ A) U (X*\ B) on kahden kompaktin
suljetun joukon yhdisteend kompakti! ja suljettu, joten A N B on avoin avaruudessa
X*. Olkoon lopuksi A; avaruuden X* avoimia joukkoja kaikille ¢ € I. Jos

niin jokainen A; on avaruuden X avoin joukko joten yhdiste on avoin. Jos taas co € Ay
jollekin k£ € I, niin

X\ JA = O\ A) € X\ A
iel iel
on leikkaus avaruuden X suljettuja joukkoja, siis suljettu, ja kompaktin joukon X\ Ay
suljettuna osajoukkona kompakti lauseen 1.9 nojalla. Siispd mielivaltainen yhdiste
avoimia joukkoja on avoin joukko avaruudessa X*, ja X™* on topologinen avaruus.

Liséksi tulee néayttad, ettd idy on homeomorfismi. Selvéstikin idx on bijektio, jo-
ka sdilyttad joukot niin kuvassa kuin alkukuvassakin. Téssé kuitenkin huomattava,
ettd kuvajoukon idy(X) = X topologia, merkitddn tatd 7o, on nyt avaruuden X*
topologian maéarittama relatiivitopologia, kun taas ldhtoavaruuden X topologia on
alkuperdinen avaruuden X topologia, jota merkitsemme nyt 7. Madritelman mukaan
avaruuden X* topologia sisaltdid kaikki avaruuden X avoimet joukot, joten selvis-
tikin 71 C 7o, eli jokaisen avoimen joukon U € 7 kuva idx(U) € 7o, eli idx on
avoin. Joukkojen U € 7 lisdksi avaruuden X* topologiaan kuuluvat sellaiset pisteen
oo sisaltavit joukot V', joiden komplementti X* \ V' on avaruuden (X, 71) suljettu ja
kompakti joukko. Siispé relatiivitopologia 7, siséltédé topologian 7 liséiksi myos sellai-
set joukot V joille X \ V on suljettu ja kompakti avaruudessa (X, 7). Mutta téllaiset
joukothan ovat jo valmiiksi topologian 7y alkioita, silld 71 siséltda kaikki joukot joiden
komplementti on suljettu avaruudessa (X, 7). Siispd huomataan ettd 7, = 7, ja kos-
ka idy sdilyttdda alkukuvat, niin jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Siispd
tdx kuvalleen on jatkuva ja néin ollen homeomorfismi.

Avaruuden X* kompaktisuuden ndyttédmiseksi olkoon U;, 7 € J avaruuden X*
avoin peite. Télloin oo € Uy jollekin k& € J, ja X* \ Ux on kompakti, joten sen
peitteelld U;, j € J\ {k} on &érellinen alipeite. Kun téhén &dérelliseen alipeitteeseen
lisatddn Uy, saadaan alkuperdiselle avaruuden X* peitteelle U;, j € J, dérellinen
alipeite. Siispd X™* on kompakti.

Lopuksi huomataan, ettd {oo} ei ole avoin avaruudessa X*, silld oletimme etté
avaruus X ei ole kompakti. Kaikki muut (avoimet) joukot leikkaavat avaruutta X,
joten X on tihed avaruudessa X* madritelmén 3.3 jilkeisen huomautuksen nojalla.

Vaatimus siitéd, ettd avaruus X ei ole kompakti on tarvittava, silla jos X olisi
kompakti, niin mééritelmin mukaan {oco} olisi avoin avaruudessa X*, ja edelleen X
ei olisikaan tihed avaruudessa X*. Talloinhén yhden pisteen kompaktisointi ei olisi-
kaan kompaktisointi. Ta&ma on siis jarkeva vaatimus, silla eihén valmiiksi kompaktiin
avaruuten kannata mitddn lisdtd, jotta siitd tulisi kompakti. Yleisestikin jos X on
kompakti, niin kompaktisoinnin mééritelméssa vaadittava homeomorfismi f voi olla

Kahden kompaktin joukon vhdiste on helppo ndyttda kompaktiksi: jos jokin peite peittdd yh-
disteen, niin se peittdd myts molemmat yhdisteen muodostavat joukot, ja molempien tapauksessa
voidaan valita dérelliset alipeitteet. Ndiden alipeitteiden yhdiste on nyt alkuperéisen peitteen &dérel-
linen alipeite
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vaikka identtinen kuvaus ja avaruus Y = X sen sijaan, ettd avaruutta X pyrittaisiin
upottamaan tiheéksi johonkin suurempaan avaruuteen.

Useissa lahteissé yhden pisteen kompaktisoinnissa ei vaadita, ettd avaruuden X*
pisteen oo siséltdvien avoimien joukkojen komplementit ovat avaruuden X suljettuja
joukkoja, vaan ainoastaan kompakteja. Tamé& johtunee siitd, ettd usein vaaditaan-
kin kompaktisoinnin maaliavaruuden olevan kompakti ja Hausdorff. Télldisia kom-
paktisointeja sanotaan Hausdorff-kompaktisoinneiksi ja niilld on monia kiinnostavia
ominaisuuksia. Myohemmin todistetaan, ettd jos yhden pisteen kompaktisointi on
Hausdorftf-kompaktisointi, niin alkuperdinen avaruus X on Hausdorff. Tall6inh&n sen
kompaktit osajoukot ovat siis automaattisesti suljettuja lauseen 1.10 nojalla. Kuiten-
kaan emme vaadi kompaktisoinnilta tdatd Hausdorff-ominaisuutta, joten yhden pisteen
kompaktisoinnissa vaaditaan, ettd pisteen oo avoimet ympéristét ovat niitd, joiden
komplementti on sekd kompakti ettd suljettu. Tamé vaatimus on hyvin perusteltu,
silld jos tutkimme kuvauksen idyxy homeomorfisuutta kuten ylld, emmeké vaadi etté
avaruuden X* pisteen oo siséltédvien avoimien joukkojen komplementit ovat suljettuja
avaruudessa X, niin saatamme "luoda” topologiaan 7, (mééritelty kuten ylla) avoimia
joukkoja, jotka eivdat kuulu topologiaan 7. Télloin kuvauksen idy jatkuvuus ei ole
taattu.

Annetaan seuraavaksi alemmin mainittu esimerkki kahdesta saman avaruuden
kompaktisoinnista, jotka ovat toinen toistaan suurempia mééritellyn relaation > mie-
lessé, mutta jotka eivit ole topologisesti ekvivalentit. Ideana on mééritella luonnol-
listen lukujen joukkoon kaksi eri topologiaa, minké jélkeen syntyneitd avaruuksia
laajennetaan samalla tavalla kaksi kertaa jolloin saadaan kaksi samaa joukkoa eri
kompakteilla topologioilla. Lopuksi yksi pisteisté, joka on konstruktion aikana valittu
tihedksi, upotetaan kumpaankin néisté jolloin syntyy kaksi eri kompaktiointia jotka
tayttavat ylla mainitut vaatimukset. Tamén esimerkin idean keksi Joonas Ilmavirta.

ESIMERKKI 3.8. Olkoon Y, Z = N. Varustetaan Y topologialla, jonka kantana on
{{2n—1,2n} | n € N}, ja Z topologialla, jonka kantana on {{3n—2,3n—1,3n} | n €
N}. Téllaiset kokoelmat tosiaankin ovat kantoja lauseen 1.15 nojalla, silld kumpikin
peittdd joukon N ja kummankin sisdltdmét joukot ovat pareittain pistevieraita.

Madritelladan kuvaus f: Y — Z, f(2n — 1) = f(2n) = n kaikille n € N. Kuvaus f
on selvistikin surjektio. Lisiiksi se on jatkuva: olkoon U C Z avoin. Alkukuva f~1[{z}]
on madritelmén nojalla avoin avaruudessa Y kaikille z € U. Siispa

= [U{z}] = U /1=
zeU zeU
on avoimien joukkojen yhdisteené avoin avaruudessa Y. Siispd f on jatkuva. Vastaa-
vasti méadritellddn g: Z — Y, g(3n —2) = g(3n — 1) = g(3n) = n kaikille n € N,
jolloin vastaavalla péaédttelylla g on jatkuva surjektio.

Olkoon nyt (idy,Y™) ja (idz, Z*) vastaavasti avaruuksien Y ja Z yhden pisteen
kompaktisoinnit kdyttden pistettd —1 ¢ N. Télloin siis avaruudet Y* = Y U {—1}
ja Z* = Z U{—1} ovat kompakteja. Maaritellddn lisdksi kuvauksien f ja g jatkeet
f* ja g* kuvaamalla piste —1 itselleen, eli siis f*(y) = f(y) kaikille y € Y, ¢*(2) =
g(z) kaikille z € Z ja f*(—1) = ¢g*(—1) = —1. Selvastikin kuvaukset f* ja g* ovat
surjektiivisia. Osoitetaan, etta ne ovat liséksi jatkuvia. Muistetaan, ettd yhden pisteen
kompaktisoinnissa uuden avaruuden A* avoimia joukkoja ovat alkuperéisen avaruuden
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A avoimien joukkojen lisdksi ne joukot, joiden komplementti on suljettu ja kompakti
avaruudessa A. Liséksi huomataan, ettd avaruuksissa Y ja Z kompakteja osajoukkoja
ovat tdsmélleen darelliset osajoukot, silla ddretonta joukkoa ei voi peittaéd darelliselld
méadralla darellisid joukkoja, ja avaruuksien Y ja Z kantojen avoimet joukothan ovat
kaikki dérellisid. Kompaktisuutta tutkiessahan siis riittda tutkia vain peitteita jonkin
kannan alkiolla lauseen 1.14 mukaan.

Néaytetdan kuvauksen f* jatkuvuus. Kuvauksen ¢* jatkuvuus voidaan néyttaa
vastaavalla tavalla. Olkoon U C Z* avoin. Jos U on avaruuden Z avoin joukko, niin
sen alkukuva on avoin, kuten aiemmin néytettiin. Olkoon siis {—1} € U ja U° C Z
suljettu ja aérellinen (eli siis kompakti). Nyt

() U= ()T T = ()W) = (FHT))",

missé viimeinen yhtésuuruus seuraa siitd, ettd U C Z (vain alkio —1 kuvautuu al-
kioksi —1). Nyt joukko f~![(U¢)] on suljetun joukon alkukuvana suljettu. Liséiksi ku-
vauksen f maéaritelmén nojalla siind on korkeintaan kaksi kertaa niin monta alkiota
kuin joukossa U, eli direllinen médri. Siispd f~![(U¢)] on kompakti. Liséiksi huoma-
taan, ettd {—1} € (fH(U)))¢, eli (f7H(U)]) = (f*)"[U] on avoin avaruudessa Y*.
Siispd f* on jatkuva. Vastaavasti g* on jatkuva.

Lisdtddn nyt vield joukkoon Y™* piste 0 ¢ N. Lisiksi valitaan syntyvddn uuteen
joukkoon topologia siten, ettd {0} on tihed uudessa avaruudessa Y** := Y*U{0}. T&-
mé tapahtuu valitsemalla avaruuteen Y** topologia {UU{0} | U avoin avaruudessa Y*
() (tdmén osoittaminen topologiaksi on hyvin helppoa). Huomataan, etti avaruus Y **
on kompakti, silld jos {4; | ¢ € I} on avaruuden Y** avoin peite, niin {A4;\{0} | i € I}
on avaruuden Y* avoin peite, eli on olemassa dérellinen J C I siten, ettd {4; \ {0} |
i € J}. Nyt huomataan, ettd {A; | ¢ € J} on alkuperidisen avaruuden Y** peitteen
aarellinen alipeite, silld {0} € A; kaikille ¢ € I. Siispd Y** on kompakti.

Vastaavalla tavalla médritellain kompakti topologinen avaruus Z**, ja edelleen
{0} on tihed téssi. Jatketaan nyt jatkuvaa surjektiota f* kuvaukseksi f**: Y** — Z**
asettamalla f**(y) = f*(y) kaikille y € Y* ja f**(0) = 0. Nyt f** on edelleen surjektio.
Osoitetaan liséksi, ettd se on jatkuva. Olkoon U C Z** avoin. Nyt siis 0 € U, ja on
olemassa avaruudessa Z* avoin U’ siten, ettd U = U’ N {0}. Nyt pétee

(f) Ul = (f)7 U u{o}]
= (") UTu () o}
= (/) Huu{oy,
missé viimeinen yhtdsuuruus seuraa kuvauksen f** méaritelméstd avaruuden Y™ al-
kioille. Nyt huomataan, ettd (f*)~'[U’] on avoin, joten (f**)~![U] on méiritelméin
mukaan avoin avaruudessa Y **. Vastaavasti méaritellddn ¢**: Z** — Y™ ja huoma-

taan sen olevan jatkuva surjektio.
Lopuksi mééritellaan X = {0} ainoalla mahdollisella topologiallaan. Olkoon

Z'd)gyi X —>XC Y**,Z‘d_)gy(()) =0
ja
’L'dX’ZI X —>XC Z**,Z'dxz(()) =0
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identtisid kuvauksia. Nyt (idxy,Y ™) ja (idx z, Z**) ovat kompaktisointeja, silld ku-
vaukset idxy ja idx z ovat homeomorfismeja. Témén huomaa siitd, ettd ndmé ku-
vaukset sailyttévit joukot kuvassa ja alkukuvassa, ja {0} on ainoa epétyhjd avoin
joukko aliavaruudessa {0} C Y™ (ja vastaavasti tapauksessa Z**). Edelleen ava-
ruuden X kuva {0} on tihed kompakteissa avaruuksissa Y** ja Z**. Lis#ksi, koska
Y™ — 7% ja g 77 — Y ovat jatkuvia surjektioita jotka kuvaavat nollan
nollaksi, pétee idx z = f* oidxy ja idxy = ¢** oidx . Tamai siis tarkoittaa, ettd
(idxy,Y™) > (idx z, Z**) > (idx,Y™).

Kuitenkaan (idxy,Y™) ja (idx z, Z**) eiviit ole topologisesti ekvivalentit, eli ei
ole olemassa homeomorfismia ¢: Y** — Z** siten, ettd idx z = ¢ o idxy. Olkoon
¢: Y™ — Z** bijektio, joka tayttdd topologisen ekvivalenssin vaatiman kuvausten
kommutoinnin kuten edelld. Osoitetaan, ettéd se ei ole avoin. Joukko {1,2} on avoin
avaruudessa Y, joten se on avoin avaruudessa Y*. Siispd joukko U := {0,1,2} on
avoin avaruudessa Y**. Topologisesti ekvivalenttien kompaktisointien mé&aritelmén
mukaisen kuvausten kommutoinnin nojalla on oltava 0 € ¢(U). Koska ¢ on bijektio,
niin joukossa ¢(U) \ {0} on vain kaksi alkiota avaruuteen Z* kuuluvaa alkiota. Jotta
#(U) olisi avoin avaruudessa Z**, on joukon ¢(U) \ {0} oltava avoin avaruudessa
Z*. Niin ei kuitenkaan ole, silla avaruuden Z* avoimet joukot ovat joko sellasia,
jotka sisdltavit pisteen {—1}, ja joiden komplementti on dérellinen, tai sellaisia, jotka
sisdltdvét kannan joukon, eli joukon jossa on kolme pistettd. Huomataan etta ¢(U) \
{0} ei tdyta kumpaakaan néaisté kriteereisté, silld sen komplementti on déreton, eika se
edes itse sisilla kolmea pistettd. Siispa ¢(U) \ {0} ei ole avoin avaruudessa Z*, joten
¢(U) ei ole avoin avaruudessa Z**, ja edelleen ¢ ei ole avoin eikd siten myoskddn
homeomorfismi.

Tamé esimerkki on hyvin abstrakti. Siindhédn kompaktisoidaan jo valmiiksi kom-
paktia yhden pisteen avaruutta lisédmallé tdhan kaikki luonnolliset luvut ja vield yksi
ylimddrdinenkin luku. Kuitenkin esimerkin avaruudet ja kuvaukset tayttavat kaikki
kompaktisoinnin vaatimukset. Tdmé& ominaisuus on erddssid mielesséd hyvin epétoi-
vottua, silld avaruuden X kompaktisointien joukko relaatiolla > varustettuna ei ole
osittain jarjestetty. Taméa voidaan kuitekin korjata rajoittamalla kompaktisointeja.

3.3. Hausdorff-kompaktisointi

Haluaisimme siis, ettéd relaatio > olisi osittainen jarjestys kompaktisointien vélil-
4. Tédmé& onnistuu rajoittamalla tarkastelu Hausdorff-kompaktisointeihin. Hausdorff-
kompaktisoinnit ovat erittdin hyodyllisia, silla kompakteilla Hausdorff-avaruuksilla on
topologisessa mielesséd hyvid ominaisuuksia. Tulemme my6s téssd kappaleessa huo-
maamaan, ettd Hausdorff-kompaktisoinnit ovat erdésséd mielessd jérkevia kompak-
tisointeja. Monissa lahteissd vain Hausdorff-kompaktisoinnit ovat kompaktisointeja.
Téssé tyossa ei kuitenkaan yleisesti vaadita kompaktisoinnilta, ettd maaliavaruus olisi
Hausdorft.

MAARITELMA 3.9. Kompaktisoinnin (f,Y’) sanotaan olevan Hausdorff, jos Y on
Hausdorff-avaruus.
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Osoitetaan nyt, ettd Hausdorff-kompaktisointien joukossa toisiaan suuremmat kom-
paktisoinnit ovat topologisesti ekvivalentit, eli topologisessa mielesséd samat. Téta var-
ten tarvitsemme kuitenkin lemman jonka mukaan kuvaukset topologiselta avaruudel-
ta Hausdorff-avaruudelle ovat samat, jos niiden rajoittumat tiheéén osajoukkoon ovat
samat.

LEMMA 3.10. Olkoon X topologinen avaruus ja'Y topologinen Hausdorff-avaruus.
Olkoon lisiksi A C X tihed ja f: X — Y ja g: X — Y jatkuvia kuvauksia siten, ettd
f(z) = g(x) kaikille x € A. Tdlloin f(x) = g(x) kaikille x € X.

Tobistus. Tehdédén vastaoletus: f(a) # g(a) jollekin a € X \ A. Koska Y on
Hausdorff, 16yddmme avoimet joukot U,V C Y siten, ettd f(a) € U, g(a) € V ja
UNV = 0. Lisdksi

a€ fUINg V] = W.

W on kahden avoimen joukon leikkauksena avoin, joten mééritelmén 3.3 jélkeisen
huomautuksen nojalla on olemassa b € AN W. Nyt siis f(b) = ¢g(b), silli b € A ja
lisiksi f(b) = g(b) € UNV, sillda b € W, mikd on ristiriita, silld U ja V' valittiin
Hausdorff-ehdon mukaisesti pistevieraiksi. Siispa f(x) = g(z) kaikille xz € X. O

Lause 3.11. Jos (f,Y) ja (g,Z) ovat Hausdorff-kompaktisointeja ja (f,Y) >
(9,2) > (f,Y), niin (f,Y) ja (g, Z) ovat topologisesti ekvivalentit.

TobisTus. Olkoon h: Y — Z ja k: Z — Y kuvauksien go f~! ja f o g~ ! jatku-
vat surjektiiviset relaation > maééritelméan mukaiset jatkeet. Télloin kuvauksen h o k
rajoittuma joukkoon f(Y') on identtinen kuvaus, ja koska f(Y") on tihed Hausdorff
avaruudessa Y, on h o k identtinen kuvaus koko avaruudessa Y lemman 3.10 nojalla.
Vastaavalla pédttelylla k o h on identtinen kuvaus koko avaruudessa Z. Talloin siis h
ja k ovat toistensa kddnteiskuvaukset ja homeomorfismeja, silld ne ovat jatkuvia. [

Hausdorff-kompaktisoinneilla on siis tdmé hyvin miellyttdva ominaisuus. Nyt olem-
me valmiita osoittamaan, ettd avaruuden X Hausdorff-kompaktisointien joukko va-
rustettuna relaatiolla > on osittain jarjestetty.

LAUSE 3.12. Olkoon X topologinen avaruus. Kompaktisointien vdilinen relaatio >
osittain jarjestdda avaruuden X kaikkien Hausdorff-kompaktisointien joukon

TobpIsSTUS. Osittaisen jarjestyksen ehto (1) on triviaali. Liséksi ehto (2) on todet-
tu lauseessa 3.11, kun muistetaan, ettd samaistimme topologisesti ekvivalentit kom-
paktisoinnit. Osoitettavaksi jad siis ehto (3). Olkoon siis (f,Y), (¢, Z) ja (¢, H) ava-
ruuden X kompaktisointeja siten, ettd (f,Y) > (¢,2) ja (9, 2) > (¢, H). Talléin on
siis olemassa jatkuvat surjektiot h: Y — Z ja k: Z — H siten, ettd ¢ = ho f ja
p=kog.

Nyt ko h: Y — H on selvistikin surjektiivinen ja liséksi jatkuva lemman 1.6
nojalla. Lisdksi ¢ = kog = (ko h)o f, eli relaation > médritelmén mukaisesti
(f,Y) > (¢, H). Siispd > on osittainen jirjestys. O

Hausdorff-kompaktisointien joukko varustettuna relaatiolla > ei kuitenkaan ole
taysin jéarjestetty. Annetaan téstéd esimerkki. Tarkoituksena on kompaktisoida kahden
reaaliakselin avoimen vilin yhdistelméé ensin kahdella "aédrettomyyspisteelld” kuten
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yvhden pisteen kompaktisoinnissa ja toiseksi lisdamaélla toiseen vileistd toinen péaéte-
piste ja tdmén jélkeen tekemaélld yhden pisteen kompaktisointi nédin syntyneelle ava-
ruudelle kidyttden saman vélin, johon toinen pédtepiste lisdttiin, toista padtepistetti
adarettomyytend. Talloin huomataan, etteivit syntyneet saman avaruuden kompakti-
soinnit ole verrattavissa. Esimerkin idean antoi Joonas Ilmavirta.

ESIMERKKI 3.13. Olkoon a < b < ¢ < d reaalilukuja ja X = (a,b) U (c,d) varus-
tettuna tavallisella topologialla 7. Ensin kompaktisoidaan X kahdella "aarettomyys-
pisteelld”. Olkoon co; ¢ X ja ooy ¢ X, 001 # 00y. Madritelladin X** = X U {00y, 009}
topologialla, jonka avoimia joukkoja ovat vilien (a, b) ja (¢, d) yhden pisteen kompak-
tisointien (pisteilld 0oy ja 0oy vastaavasti) avoimet joukot ja niiden yhdisteet. Talloin
pari (idx, X**) on kompaktisointi. Kahden kompaktin joukon yhdiste on kompakti.
Liséksi yhden pisteen kompaktisoinnin avoimien joukkojen mééritelmin nojalla sel-
viistikin X on tihed? avaruudessa X **. Lisdksi samalla p#dttelylld kuin yhden pisteen
kompaktisoinnin tapauksessa idy on homeomorfismi.

Seuraavaksi kompaktisoidaan X eri tavalla. Mééritellddn aluksi X, = (a, b)U(c, d]
tavallisella topologiallaan. Olkoon nyt (idx,, X)) avaruuden X, yhden pisteen kom-
paktisointi pisteelld c. Téalloin siis X on kompakti ja sen topologia sisiltdd muun-
muassa topologian 7 avoimet joukot. Liséiksi huomataan, ettd X on tihed avaruudessa
X, silld ainoat joukot avaruudessa X, jotka eivit leikkaa avaruutta X, ovat {c} ja
{d} ja nédiden yhdiste. Joukko {c} ei ole avoin, silli X, ei ole kompakti Heine-Borelin
lauseen nojalla. Myoskéin joukko {d} ei selvistikddn ole avoin, silli se ei ole ava-
ruuden Xy avoin joukko, eiké siséilla darettomyyspistetta c. Lopuksi huomataan, ettei
nididen yhdistekdén voi olla avoin, silld jos {c,d} olisi avoin, niin

{c} = ((a,b) U[e,d)) N {c, d}
olisi avoin kahden avoimen joukon leikkauksena. Siispa jotta pari (idx, X)) olisi kom-
paktisointi, tulisi ndyttas, ettd kuvaus

dx: X > X C X;,de(l') =

on homeomorfismi. Téssé siis maaliavaruudessa X on topologisen avaruuden X méé-
radma relatiivitopologia. Jos ndytdmme ettd tdmé on sama kuin avaruuden X topo-
logia 7, niin identtinen kuvaus on homeomorfismi. Yhden pisteen kompaktisointia
tutkiessa huomasimme, ettd avaruuden X, topologia on sama kuin sen relatiivitopo-
logia avaruuden X aliavaruutena. Lisdksi huomaamme, ettd avaruuden X topologia
on sama kuin sen relatiivitopologia avaruuden X, aliavaruutena. Tésté seuraa, ettd 7
on sama kuin avaruuden X sen aliavaruuteen X méiriaimai relatiivitopologia®. Siispi
(idx, X}) on avaruuden X kompaktisointi.
Nyt siis olemme rakentaneet avaruudelle X kaksi eri kompaktisointia C := (idx, X**)

ja Cy == (idx, X}). Ndytetadn ensin, ettei voi pited C; > Cy. Olkoon h: X™ — X}

surjektiivinen siten, ettd tdx = h o idyx. Tamé selvéstikin pétee jos, ja vain jos
h(z) = (x) kaikille x € X. Siispd f(co1,002) = {c,d}, silld f on surjektio. Tutki-
taan avoimen joukon U = (y,d] C X alkukuvaa, missd ¢ < y < d. Télle péitee

2THssé on huomattava, ettéd Heine-Borelin lauseen nojalla X eikd kumpikaan sen muodostavista
vileistd ole kompakti.

3Tissé kiytetdan tietoa siitd, ettd jos A C B C X, missd X on topologinen avaruus, niin
74 ={ANU | U € 75}. Tamin nikee helposti relatiivitopologian mééritelmésta.
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RU] = ht(y,d)] Uh™'{d}] = (y,d) Uu, missi u = ooy tai u = 00. Tapaus
u = o0 ei selvistikddn kelpaa, silld oo on védrdn vilin "ddrettomyyspiste”. Siispa
U = 009 ja pitee

((e;d) U{oo2}) \ A7 U] = (e, y].
Heine-Borelin lauseen nojalla (¢, y| ei ole kompakti, joten h~![U] ei ole avoin avaruu-
dessa X** yhden pisteen kompaktisoinnin mééritelmén nojalla. Siispé h ei ole jatkuva,
eiké taten voi olla Cf > Cs.

Osoitetaan seuraavaksi, ettei voi pated Cy > (). Olkoon g: X; — X** surjek-
tiivinen siten, ettd idy = g o idy. T&lloin jdlleen pitee g(z) = x kaikille z € X ja
g({c,d}) = o001, 00y. Tutkitaan nyt avoimen joukon U = (a,b) U {ooy} alkukuvaa.
Nyt siis kuten kuvauksen h tapauksessa, pitee ¢ 7' [U] = (a,b) U {u}, missi u = ¢ tai
u = d. Joukko (a,b) U {d} ei ole avoin, silld ei selvéstikdén loydy avointa joukkoa,
joka siséltéd pisteen d ja siséityy joukkoon (a,b) U {d}. Siispd u = c¢. Nyt huomataan,
etta

Xi\g U= X3\ ((a,b) U{c}) = (c,d].

Heine-Borelin lauseen nojalla (c, d] ei ole kompakti, joten g~![U] ei ole avoin avaruu-
dessa X yhden pisteen kompaktisoinnin méaritelmén nojalla. Siispa g ei ole jatkuva,
eika taten voi olla Cy > ()

Edella ei misséddn oletettu, ettd Hausdorff-kompaktisointeja yleensé edes olisi ole-
massa. On olemassa avaruuksia joilla ei ole lainkaan Hausdorff-kompaktisointeja, ku-
ten jatkossa tulemme huomaamaan. Tarkastellaan siis seuraavaksi minkéalaisilla ava-
ruuksilla yleensidkédédn voi olla Hausdorff-kompaktisointeja. Paljastuu, ettd téllaisia
avaruuksia ovat niinsanotut Tihonov-avaruudet. Mééritelldadn néitd varten muutama
topologinen kisite.

MAARITELMA 3.14. Olkoon X topologinen avaruus. Sanotaan, ettd X on T1-
avaruus, jos yksio {x} on suljettu kaikille x € X.

On helppo huomata, ettd Hausdorff-avaruus on 77.
LAusE 3.15. Olkoon X Hausdorff-avaruus. Talloin X on T.

Tobistus. Olkoon x € X. Tulisi osoittaa, ettd {z} on suljettu. Hausdorff-ehdon
nojalla kaikille y € X \ {z} on olemassa U, siten, ettd y € U, ja v ¢ U,. Nyt
huomataan, etté

{z} =X\ U Uy
yeX\{z}

on avoimen joukon komplementtina suljettu. Siispd X on 77. U

MAARITELMA 3.16. Sanotaan, ettid topologinen avaruus X on taysin sddnnol-
linen, jos jokaiselle suljetulle joukolle F' C X ja jokaiselle pisteelle x € X \ F on
olemassa jatkuva kuvaus f: X — @ avaruudelta X suljetulle yksikkovilille @) siten,

ettd f(x) =0ja f(F) = {1}.

MAARITELMA 3.17. Topologinen avaruus X on Tihonov, jos se on T1 ja taysin
saannollinen.
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Tarkoituksena olisi nyt todistaa lause, jonka mukaan kompakti Hausdorff-avaruus
on Tihonov, ja ettd Tihonov-avaruuden aliavaruus on Tihonov. Télloinhén jos ava-
ruudella X on Hausdorff-kompaktisointi, niin se on kompaktin Hausdorff-avaruuden
aliavaruutena Tihonov. Tamén todistusta varten tarvitaan kuitenkin vield normaalin
avaruuden késite ja Urysohnin lemma, jota emme kuitenkaan todista.

MAARITELMA 3.18. Topologinen avaruus X on normaali, jos kaikille pistevie-
raille suljetuille joukoille F} ja F, on olemassa pistevieraat avoimet joukot U; ja Us
siten, ettd Fy C Uy ja Fy C Us.

Todetaan seuraavaksi Urysohnin lemma. Todistuksen Urysohnin lemmalle 16yta&
Viiséldn teoksesta Topologia II [2, 19.2].

LEMMA 3.19 (Urysohnin lemma). Topologinen avaruus X on normaali jos, ja
vain jos kaikille pistevieraille suljetuille joukoille Fy ja Fy on olemassa jatkuva kuvaus

f: X —[0,1] siten, etti f(Fy) = {0} ja f(F2) ={1}.

Urysohnin lemmasta ndhdaéan helposti, ettd normaali T}-avaruus on Tihonov, sil-
14 T avaruudessa yksio on suljettu joten tdysin sddnnollisen avaruuden vaaditut ku-
vaukset suljetulle joukolle ja sen ulkopuoliselle pisteelle 16ytyvéat Urysohnin lemman
nojalla.

LAUSE 3.20. Kompakti Hausdorff-avaruus X on Tihonov. Lisiksi Tthonov-avaruuden
aliavaruus on Tihonov.

TobisTus. Lauseen 3.15 nojalla X on T;. Siispd jos osoitamme ettd X on nor-
maali, niin X on Tihonov lemman 3.19 jélkeisen huomautuksen nojalla. Osoitetaan
ensin, ettd jokaiselle suljetulle joukolle F' C X ja pisteelle z € X \ F' loydetdén avoi-
met pistevieraat U ja Uy siten, ettd o € U ja F C Up*. Olkoon siis F' C X suljettu ja
z € X\ F. Koska X on Hausdorff, l6yddmme jokaiselle y € I avoimet joukot U, , ja
U, siten, ettd € U, jay € Uy,. Nyt {U, | y € F'} on joukon F' C X peite kompaktin
avaruuden X avoimilla joukoilla, joten mééaritelméan 1.8 jélkeisen huomautuksen no-
jalla on olemassa dérellinen F' C F siten, ettd {U, | y € F'} edelleen peittééd joukon

F'. Valitaan nyt
U= () Usy

yer’

ja
Up=|J U,

yeF’
Nyt U ja Ur ovat topologian méaritelmén nojalla avoimia ja lisdksi x € U ja F' C Up.
Liséksi jos olisi olemassa z € UNUp, niin pétisi z € Uy jollekin y' € F’. Liséksi patisi
2 € Uyy, jolloin z € U, N Uy, miké on ristiriita. Siispd on oltava U N Up = ().

Osoitetaan nyt avaruus X normaaliksi. Olkoot siis S ja F' pistevieraat suljetut

joukot avaruudessa X . Tulisi siis ndyttad, ettd on olemassa pistevieraat avoimet joukot
Us ja Up siten, ettd S C Ug ja F' C Up. Tamén todistus menee hyvin analogisesti ylla
olevan aputuloksen kanssa. Sen nojallahan siis jokaiselle € S on olemassa avoimet
joukot U, ja Up, siten, ettd x € U, ja F' C Up,. Nyt {U, | € S} on joukon S avoin

4Tsllaista avaruutta X sanotaan my6s sddnnolliseksi.
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peite, joten on olemassa dérellinen S’ C S siten, ettd {U, | = € S’} edelleen peittad
joukon S. Valitaan nyt

Up = () Ura
zesS’
ja
Us= | U..
zes’

Nyt Ur ja Ug ovat avoimia, S C Ug, F' C Ur ja Us N Up = () aivan samanlaisella
padttelyllda kuin edelld joukoille U ja Up. Siispd X on normaali ja Tihonov.

Osoitetaan vield lopuksi ettd Tihonov-avaruuden X aliavaruus A C X on Tihonov.
Olkoon x € A. Talloin € X eli {x} on suljettu avaruudessa X. Siispa {z} = {z}NA
on suljettu avaruudessa A, eli A on T7. Olkoon nyt F' C A suljettu avaruudessa A ja
x € A\ F. Jotta A olisi taysin sddnnollinen, tulisi 16ytaa jatkuva kuvaus f: A — [0, 1]
siten, ettd f(z) = 0 ja f(F) = {1}. Maaritelmén 1.8 jélkeisen huomautuksen nojalla
on olemassa avaruudessa X suljettu S C X siten, ettd F© = S N A. Edelleenkin
selvésti péatee x ¢ S. Nyt koska X on tdysin sdannollinen, on olemassa jatkuva kuvaus
g: X — [0,1] siten, ettd g(x) = 0 ja g(S) = {1}. Valitaan nyt

f=gua A— [0, 1],

Jolloin huomataan, ettd f(x) =0 ja f(F) = g(SNA) = {1}. Enda tulisi nidyttaa etta
f on jatkuva. Olkoon siis U C [0, 1] avoin. Téllsin f~[U] = ¢~ '[U] N A. Kuvauksen
g jatkuvuuden nojalla ¢g~[U] on avoin avaruudessa X, joten ¢ '[U] N A on avoin
avaruudessa A, eli f on jatkuva. Siispd A on Tihonov. U

Tamaé lause siis sanoo, etté jos avaruudella X on Hausdorff-kompaktisointi, niin se
on homeomorfinen kompaktin Hausdorff-avaruuden aliavaruuden kanssa, eli Tihonov-
avaruuden kanssa. Télloinhdan siis X on myo6s Tihonov-avaruus. Huomion arvois-
ta on kuitenkin se, ettd on olemassa Hausdorff-avaruuksia joilla ei ole Hausdorff-
kompaktisointia. Annetaan tastd esimerkki. Ideana on 16ytaé topologinen Hausdorff-
avaruus joka ei ole Tihonov. Lauseen 3.15 nojalla Hausdorff-avaruus on T1, joten
vastaesimerkin avaruuden ei tulisi olla taysin sdénnéllinen.

ESIMERKKI 3.21. Méaritellaan reaaliakselille R niinsanottu K-topologia. Olkoon
K = {+ | n € N}. Olkoon 7 se topologia, jonka erééné kantana on

{(a,b) CR|a<b}U{(a,b)\ K |a,beR,a<b}.

On helppo néhda, etta tatd muotoa olevien joukkojen leikkaus on joko tyhja tai samaa
muotoa, joten naméa joukot tosiaankin ovat kanta jollekin topologialle lauseen 1.15 no-
jalla. Nyt (R, 7) on selvéastikin Hausdorff, silld kaksi eri pistettéd voidaan oikein valitse-
malla erotella pistevierailla muotoa (a,b) olevilla vileilld kuten reaaliakselin tapauk-
sessa. Tulisi siis ndyttdad, ettd (R,7) el ole tdysin sddnnollinen. Aluksi huomataan,
etta

R\ K = | J((=n,n) \ K)

on kannan avoimien joukkojen yhdisteené avoin, joten K on suljettu. Oletetaan, ettd
on olemassa jatkuva kuvaus f: (R,7) — [0,1] siten, ettd f(K) = 1 ja f(0) = 0.
Olkoon lisiiksi Ao = [0, 1) ja Ay = (3,1]. Téllsin Ay ja A; ovat avoimia pistevieraita
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joukkoja avaruudessa @, joten f~![Ao] ja f~'[A;] ovat avoimia pistevieraita joukkoja
avaruudessa (R, 7), silld

FHA N A = fH Ao N A = f7H[0] = 0.

Nyt lisiksi 0 € f~'[Ag] ja K C f~'[A1] kuvauksen f valinnan nojalla. T&lloin selvis-
tikin f~1[A;] siséltdid jonkin muotoa (0,a), a < 0, olevan vilin. Lisiiksi huomataan,
ettd f1[Ap] siséltdi jonkin muotoa (—b,b) tai muotoa (—b,b)\ K, b > 0 olevan vilin.
Nyt huomaamme, ettéd (—b,b) N (0,a) # 0 ja ((—b,0) \ K)N(0,a) # 0 kaikille a, b > 0,
eli f~Ao] N f71[A1] # 0, mikd on ristiriita. Jalkimmaéisen néistd leikkauksista huo-
maa epétyhjiksi vaikkapa irrationaalilukujen tiheydesté. Siispa téllaista f ei voi olla
olemassa, eli (R, 7) ei ole tdysin sdénnollinen eikd myoskaan siis Tihonov. Télloin
lauseen 3.20 nojalla Hausdorff-avaruudella (R, 7) ei ole Hausdorff-kompaktisointia.
Huomaamme samasta lauseesta myos ettd (R, 7) ei voi olla kompakti.

Mythemmin tulemme mééritteleméin jokaiselle Tihonov-avaruudelle Stone-Cech-
kompaktisoinnin, joka on Hausdorff-kompaktisointi. T&ll6in siis huomataan etta ava-
ruus X on Tihonov jos, ja vain jos sillda on Hausdorff-kompaktisointi. Tamé ei kui-
tenkaan tarkoita, ettd jokainen Tihonov-avaruuden kompaktisointi olisi Hausdorff.
Téasté esitetddan esimerkki kunhan olemme tutkineet sité, milloin yhden pisteen kom-
paktisointi on Hausdorff-kompaktisointi. Tata varten tarvitaan lokaalisti kompaktin
avaruuden maaritelma.

MAARITELMA 3.22. Topologinen avaruus X on lokaalisti kompakti, jos jokai-
sella z € X on olemassa avoin U C X ja suljettu F' siten, ettd x € U C F ja F on
kompakti.

LAUSE 3.23. Olkoon X ei-kompakti topologinen avaruus ja (idx, X*) tamdn yhden
pisteen kompaktisointi. Tdlloin kompaktisointi (idx, X*) on Hausdor(f jos, ja vain jos
X on Hausdorff ja lokaalisti kompakta.

TobisTus. Oletetaan ensin ettd X on lokaalisti kompakti ja Hausdorff. Vaitteen
todistamiseksi riittad siis osoittaa ettd X* on Hausdorff-avaruus. Lisdksi tdmén osoit-
tamiseksi riittda nayttaéd ettd mielivaltaisella z € X ja pisteelld oo on olemassa avoi-
met U,V C X siten, etti x € U, co € V jaUNV = . Avaruuden X eri pisteille
tallaiset joukot 1oytyy, silla X on Hausdorff. Olkoon siis z € X. Télloin on olemassa
avoin U C X ja kompakti F' C X siten, ettd x € U C F. Valitaan nyt V = X*\ F,
jolloin V' on avoin, co € V ja U NV = (). Siispd X* on Hausdorff.

Lauseen toinen suunta seuraa siité ettd kompaktin Hausdorff-avaruuden avoin
aliavaruus X on lokaalisti kompakti ja Hausdorff. Emme kuitenkaan todista tété.
Todistuksen loytéd Viisilan teoksesta Topologia 11 [2, 17.3]. O

5

Téasté lauseesta saamme mielenkiintoisen seurauksen. Nimittédin lokaalisti kom-
paktilla Hausdorff-avaruudella on Hausdorff-kompaktisointi, yhden pisteen kompak-
tisointi. Téllainen avaruus on siis Tihonov lauseen 3.20 nojalla. Témén tuloksen
saamikseksi ei tarvitse olettaa ettei avaruus ole kompakti. Kompaktin avaruuden yh-
den pisteen "kompaktisointi” ei ole kompaktisointi, silld avaruuden kuva ei ole tihea.
Kuitenkin se on kompaktin Hausdorff-avaruuden aliavaruutena Tihonov.

5X on avoin avaruudessa X joten se on avoin myos avaruudessa X * mééritelmén nojalla.
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Annetaan nyt aiemmin mainittu esimerkki Tihonov-avaruuden kompaktisoinnis-
ta, joka ei ole Hausdorff. Ideana on 16ytéda avaruus, jolla on olemassa yhden pisteen
kompaktisointi, mutta jolle tdmé ei ole Hausdorff-kompaktisointi. Siispé tulisi 10y-
taa taysin sddnnollinen Tl-avaruus (eli Tihonov-avaruus), joka ei ole Hausdorff, tai ei
ole lokaalisti kompakti. Liséksi haluamme ettei tdmé 16ydetty avaruus ole kompakti,
jotta sen yhden pisteen kompaktisointi oikeasti tayttda kompaktisoinnin vaatimuk-
set. Télloinhéan yhden pisteen kompaktisointi on olemassa mutta ei ole Hausdorft-
kompaktisointi lauseen 3.23 nojalla. Kuitenkin esimerkin 3.21 jélkeisen huomautuk-
sen nojalla jokainen Tihonov-avaruus on Hausdorff-avaruuden aliavaruus, eli Haus-
dorff. Siispé ainoa mahdollisuus on 16ytédd Tihonov-avaruus, joka ei ole kompakti eika
lokaalisti kompakti.

ESIMERKKI 3.24 (Sorgenfreyn suora). Olkoon X = R ja maééritellddn joukkoon
X se topologia, jonka erds kanta on § = {[a,b) | a,b € R a < b}. Selvistikin
on jonkin topologian kanta lauseen 1.15 nojalla. Niin syntyvéad topologista avaruutta
kutsutaan Sorgenfreyn suoraksi. On helppo huomata, ettd jokainen kannan joukko
[a,b) on my6s suljettu, silla

R\ [a,b) = (—o0,a) U [b,c0)

on avointen joukkojen yhdisteend avoin. Joukon [b, 00) avoimuuden voi ndyttaa esi-
merkiksi silla, etta
[bv OO) = U[ba C)
c>b

on kannan avointen joukkojen yhdisteenéd avoin. Vastaavalla tavalla joukon (—oo,a)
nékee avoimeksi.

Osoitetaan aluksi ettd X on Tihonov, eli T'1 ja tdysin sdédnnollinen. Olkoon siis
x € X. Talloin on helppo huomata etta

{z} = ﬂ [z, x + %)
neN

Siispd {x} on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu, eli X on T'1.

Olkoon seuraavaksi A C X suljettu ja a ¢ A. Jotta X olisi tdysin sdannollinen,
on loydettavé jatkuva kuvaus f: X — [0, 1] siten, ettd f(a) = 0 ja f(A) = {1}.
Nyt 16yddmme avoimen joukon U siten, ettd a € U ja U N A = (), silld jos jokainen
pisteen a siséltiavi avoin joukko leikkaisi joukkoa A, niin méaritelmén 3.1 jélkeisen
huomautuksen nojalla olisi @ € A. Lisiksi saman huomautuksen nojalla pétisi a €
A = A, silli A on suljettu. Tamahin on ristiriita. Siispd tdllainen U 16ytyy, ja se
siséltad jonkin kannan alkion [ag, by). Médritelladan nyt f: X — [0, 1],

(@) :{ 1 josz € R\ [ag,bo)

0 jos x € [ag, bo)
Talloin selvastikin f(a) = 0 ja f(A) = {1}. Tulee siis osoittaa, ettd f on jatkuva.
Olkoon V' C [0, 1] avoin. Nyt jos
(1) 1,0 ¢ V, niin f~'[V] = 0, joka on avoin
(2) 1€V,0¢ V, niin f7V] =R\ [ag, bo), joka on avoin
(3) 0eV,1¢V, niin f~[V] = |ag, by), joka on avoin
(4) 1,0 € V, niin f~}[V] =R, joka on avoin.
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Siispa f on jatkuva ja X on Tihonov.

Lopuksi osoitetaan ettei X ole lokaalisti kompakti. T&lloinhén X ei myoskéén ole
kompakti, silld kompakti avaruus on lokaalisti kompakti, silld onhan itse avaruus X
talloin lokaalisti kompaktin avaruuden mééritelmésséd vaadittavata joukko jokaiselle
pisteelle. Olkoon nyt x € X. Tehdddn antiteesi, ettd on olemassa avoin U C X
ja kompakti /' C X siten, ettd x € U C F'. Télloin on olemassa jokin kannan alkio
l[a,b) C U C F, jolloin [a, b) on kompaktin joukon F' suljettuna osajoukkona kompakti
lauseen 1.9 nojalla. Nyt kokoelma

1 1
{la,b n) |neN,n> —
avaruuden F' avoimia joukkoja peittdd avaruuden F', mutta silla ei kuitenkaan ole
adrellisté alipeitettd. Tadmén huomaa valitsemalla dérellinen osakokoelma, jolloin on
olemassa suurin indeksi ng, ja joukko [b— nio, b) # () jad peittaméitta. Siispa téllaisia U
ja F ei ole olemassa, eiké siis X ole lokaalisti kompakti. Edelleen siis Tihonov-avaruus
X ei ole kompakti, joten silla on olemassa yhden pisteen kompaktisointi. Kuitenkaan
tdma ei ole Hausdorff-kompaktisointi lauseen 3.23 nojalla.

Seuraavassa kappaleessa médrittelemme Tihonov-avaruuksien Stone-Cech-kompaktisoinnin
ja osoitamme sen olevan suurempi kuin mikdan muu Hausdorff-kompaktisointi. Osoi-
tetaan kuitenkin ennen tétd tulos, jonka mukaan yhden pisteen kompaktisointi on
pienempi kuin mikéain Hausdorff-kompaktisointi. Jotta téssd véitteessé olisi jarked,
avaruus X ei saa olla kompakti, jotta yhden pisteen kompaktisointi yleensédkéén edes
olisi kompaktisointi. Tésséd vaatimuksessa on muutenkin jéarked, silld jos X olisi kom-
pakti Hausdorff-avaruus, niin sen pienin kompaktisointi olisi tietenkin pari (idx, X).

LAUSE 3.25. Olkoon X ei-kompakti topologinen avaruus. Olkoon lisiksi (f,Y)
avaruuden X Hausdorff-kompaktisointi. Tdalloin (f,Y) > (idx, X™).

TobI1sTus. Maaritellaan kuvaus h: Y — X™* asettamalla

FY(x), jos € f(X)
h(x):{ 00, jos ;EJGY\f(X)’

missd f~! on homeomorfismin f kidnteiskuvaus. Nyt h on selviistikin surjektio ja
pétee idx = ho f joten riittda osoittaa, ettd h on jatkuva. Olkoon siis U C X* avoin.
Jos oo ¢ U, niin U C X ja h™'[U] = f(U) on avoin, silli f on homeomorfismina
avoin kuvaus. Liséksi tédssd kédytettiin tietoa siitd, ettd bijektion f kédénteiskuvauksen
1 alkukuva joukosta U on f(U).

Olkoon siis oo € U. Télloin X*\U on avaruuden X kompakti osajoukko avaruuden
X* topologian mégritelman nojalla, joten

R XT\ U] = f(X*\U)
on kompakti kompaktin joukon X* \ U kuvana jatkuvassa kuvauksessa f. Siispd
h=1[X* \ U] on suljettu lauseen 1.10 nojalla, silli Y on Hausdorff. Tilléin siis
VAR X\ U= b XTI\ AT X\ U] = A X\ (XT\U)] = 17 {U]

on avoin avaruudessa Y. Téssé ensimméinen yhtdsuuruus seuraa kuvauksen h surjek-
tiivisuudesta, ja toinen alkukuvan kommutoinnista komplementin ottamisen kanssa.
Siispé h on jatkuva ja viite pétee. O
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Téassé lauseessa on muutamia mielenkiintoisia ja huomion arvoisia seikkoja. En-
sinnékin avaruuden X yhden pisteen kompaktisoinnin ei tarvitse itse olla Hausdorff-
kompaktisointi, mutta se kuitenkin on pienempi kuin mikéén avaruuden X Hausdorff-
kompaktisointi. Siispé (idx, X*) on alaraja kaikille avaruuden X Hausdorff-kompaktisoinneille.
Muista kompaktisoinneista ei voida tdmén perusteella sanoa mitédén, silla todistuk-
sessa kaytettiin oletusta ettd Y on Hausdorff. Kuitenkin jos X on lokaalisti kompakti
ja Hausdorff, eli jos sen yhden pisteen kompaktisointi on Hausdorff-kompaktisointi,
niin selvéstikin (idx, X*) on minimaalinen avaruuden X Hausdorff-kompaktisointien
joukossa. Lisiksi huomataan, etté t#lloin yhden pisteen kompaktisointi on ainoa tl-
lainen kompaktisointi topologisen ekvivalenssin tarkkuudella, silld jos jollain muul-
la Hausdorff-kompaktisoinnilla (g, Z) on sama ominaisuus, niin pétee (idx, X*) >
(9,2) > (idx, X"), eli (idx, X*) = (9, 2).

3.4. Stone-Cech-kompaktisointi

Madritelldén nyt vastaavanlainen suurin Hausdorff-kompaktisointi. Tama tulee
olemaan niinsanottu Stone-Cech-kompaktisointi, joka on mééritelty vain Tihonov-
avaruuksille ja tulee aina olemaan itsekin Hausdorff-kompaktisointi. Téta varten tar-
vitaan evaluaatiokuvauksen, joka tulee olemaan Stone-Cech-kompaktisoinnissa kéiy-
tettava upotuskuvaus, méaaritelméa. Lisdksi muutamia tuloksia tarvitaan ennen kuin
Stone-Cech-kompaktisointi voidaan niyttéé suurimmaksi Hausdorff-kompaktisoinniksi
(tai yleensikéén edes kompaktisoinniksi).

MAARITELMA 3.26. Olkoon X topologinen avaruus ja @ = [0,1] C R suljet-
tu yksikkovili tavallisella topologialla (eli avaruuden R euklidisen normin viritta-
mén topologian médrddmé relatiivitopologia). Olkoon lisdksi F'(X) = {f: X — Q |
f jatkuva } kaikkien jatkuvien kuvauksien f: X — @ perhe ja Q7Y = {g: F(X) — Q}
kaikkien kuvauksien g: F(X) — @Q perhe. (Q¥™X) on siis vilin Q tulo "F(X) kertaa”).
Miiritelldéin evaluaatiokuvaus e: X — e(X) C QF) siten, etti Proe(z) =
e(z)(f) = e(z); = f(x) kaikille z € X ja f € F(X), eli e(z) on se avaruuden Q%)
piste, jonka f:s komponentti on f(z).

Haluaisimme evaluaatiokuvauksen olevan homeomorfismi, jotta sitd voitaisiin so-
veltaa kompaktisointiin. Tamé& onnistuu valitsemalla X Tihonov-avaruudeksi.

LEMMA 3.27 (Upotuslemma). Jos X on Tihonov-avaruus, niin evaluaatiokuvaus
e: X — e(X) on homeomorfismi.

TobisTus. On siis osoitettava, ettd e on injektio, jatkuva ja avoin. Koska méa-
ritelmén mukaan (Proe)(z) = f(x) kaikille z € X ja f € F(X), niin kuvauksen e
komponentit ovat jatkuvia. Siispé e on jatkuva lauseen 1.28 nojalla.

Osoitetaan seuvaaksi injektiivisyys. Olkoon z,y € X eri pisteitd. Yksio {y} on
suljettu, silla X on T1, joten on olemassa f € F(X) siten, ettd f(z) =0 ja f({y}) =
{1}, joten f(y) = 1. Siispé e(x)(f) # e(y)(f), eli e(x) # e(y) ja e on injektio.

Avoimuuden néyttamiseksi olkoon U C X. Tulisi osoittaa, ettd e(U) on avoin
avaruudessa e(X), eli lauseen 1.2 mukaan, ettd jokaisella e(z), € U, on olemassa
avaruudessa e(X) avoin B siten, ettd e(z) € B C e(U). Téssd on huomattava etti e

6Alaraj an magritelmas tutkimalla itseasiassa huomaa, etté jos osittain jarjestetyn joukon alaraja
kuuluu joukkoon itseensi, niin se on yksikésitteinen téllainen.
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on bijektio joten voidaan tarkastella ehtoa siis kaikille e(x), x € U. Olkoon siis x € U.
Koska X on tédysin sddnnollinen, on olemassa kuvaus g € F'(X) siten, ettd g(x) = 0

ja g(X \ U) = {1}. Oleellisesti siis g(z) ¢ g(X \ U). Olkoon
A={ye Q" | ylg) ¢ g(X\T) }.

Joukko A koostuu sellaisista pisteistd ¢ avaruudessa QFX) | joille ¢(g) € [0,1). Eli
toisin sanoen A = P."![[0,1)], missé P, on g:s projektio avaruudelta Q*™) kompo-
nentille @. Lisdksi, koska [0,1) C @ on avoin, niin A on tulotopologian esikannan
joukkona avoin. Tésté syysta

B = Ane(X) = {e(a) € e(X) | e(a)lg) ¢ 9(X\ )}

on avoin avaruudessa e(X) ja e(x) € B. Jos nyt ndytdmme, ettd B C e(U), niin
avoimuus on todistettu. Olkoon siis y € B. Talléin on olemassa a € X siten, ettd
e(a) =y. Jos olisi a € X \ U, niin pétisi y(g) = e(a)(g) = g(a) = 1, mika on ristiriita.
Siispé on oltava a € U, jolloin y = e(a) € e(U), eli kuvaus e on avoin. O

Nyt olemme valmiita mésrittelemién Stone-Cech-kompaktisoinnin.

MAZRITELMA 3.28 (Stone-Cech-kompaktisointi). Olkoon X Tihonov-avaruus. Ava-

ruuden X Stone-Cech-kompaktisointi on pari (e, 3(X)), missé e on evaluaatiokuvaus
e: X — e(X) ja B(X) on joukon e(X) sulkeuma avaruudessa Q%)

On téirked huomata, etté usein kirjallisuudessa médritelliin Stone-Cech-kompaktisointi
yleiselle topologiselle avaruudelle X, eiké vain Tihonov-avaruuksille. Téalloin tdma ei
kuitenkaan valttamatta ole kompaktisointi. Kuitenkin Tihonov-avaruuksille ndin on
aina.

LAUSE 3.29. Olkoon X Tihonov-avaruus. Tdalldin pari (e, 5(X)) on Hausdorff-
kompaktisointi.

TobisTus. Tulee siis nayttdd, ettd e on homeomorfismi, e(X) on tihed avaruu-
dessa [(X), ja ettd S(X) on kompakti Hausdorff-avaruus. Lemman 3.27 nojalla e
on nyt homeomorfismi. Liséksi f(X) on joukon e(X) sulkeuma, joten e(X) on tihed
avaruudessa ((X). Yksikkovéli ¢ on avaruuden R suljettuna ja rajoitettuna joukko-
na kompakti, jolloin Tihonovin lauseen mukaan Q¥X) on my6s kompakti. Edelleen
B(X) on kompaktin avaruuden suljettuna osajoukkona kompakti lauseen 1.9 nojalla.
Lopuksi lauseen 1.27 mukaan tuloavaruus Q¥X) on Hausdorff-avaruuksien @ tulona
Hausdorff, eli sen aliavaruus f(X) on Hausdorff mééritelmén 1.4 jalkeisen huomau-
tuksen nojalla. 0

Nyt saimme myos todistettua sen, ettd avaruus X on Tihonov jos, ja vain jos
silld on olemassa Hausdorff-kompaktisointi. Tamé& "jos”-suunta tulee lauseesta 3.20.
Tarvitsemme vield yhden lemman ennen luvun pédtuloksen todistamista.

LEMMA 3.30. Jos f: A — B on kuvaus joukolta A joukolle B, niin kuvaus
QP — QA, f*(b) =bo f kaikille b € QP, on jatkuva.

TobisTus. Kuvaus f* on kuvaus tuloavaruuteen Q4, joten jatkuvuuden osoit-
tamiseksi riittdd nédyttad jokaisen komponenttikuvauksen P, o f*,a € A, jatkuvuus



42 3. KOMPAKTISOINTI
lauseen 1.28 nojalla. Olkoon siis a € A ja b € QB. Tallsin
* @ )
(Fao f7)(b) = Pu(bo f) = (bo f)(a),

missé yhtdlo (1) on kuvauksen f* médritelmé ja yhtdlo (2) projektiokuvauksen P,
médritelmé. Nyt b(f(a)) = Py (b) on pisteen b € QP projektio komponenttiin f(a),
siispd myos jatkuva. U

Témén lemman avulla saadaan avaruuksien Q) ja Q) vilille masréttyd jat-
kuva kuvaus. Tatd huomiota kéiytetdin seuraavassa Stone-Cechin-lauseen todistuk-
sessa.

LAUSE 3.31 (Stone-Cech). Olkoon f: X — Y jatkuva kuvaus Tihonov-avaruudelta
X kompaktille Hausdorff-avaruudelle Y. Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus g: f(X) —
Y siten, etti g(x) = (f o ex’)(x) kaikille x € ex(X).

Tobistus. Olkoon
7 F(Y) = F(X), f*(a) = ao f
kaikille a € F'(Y') ja edelleen olkoon
f**: QF(X) N QF(Y), f**<b> —bo f*

kaikille b € QF™X). Kuvaus f** on jatkuva lemman 3.30 nojalla. Avaruus Y on myos
kompaktina Hausdorff-avaruutena Tihonov lauseen 3.20 nojalla, joten evaluaatioku-
vaus ey : Y — ey (Y) on homeomorfismi.

Nyt g == ey’ o fi5(x) on vaadittu jatkuva kuvaus g: 8(X) — Y. Tulee siis ensin-
ndkin nayttdd, ettd g on hyvin médritelty, eli, ettd f**(8(X)) C ey(Y). Tamé siis
tarkoittaa etté f@? x) €l kuvaa mitddn pistettd joukon ey (Y') ulkopuolelle, silld kuvaus
ey’ on midritelty joukossa ey (V).

Tamén osoittamiseksi ndytetddn ensin, ettd f** oex = ey o f, silld tésta seuraa
ettd f**(ex(X)) C ey(Y), mistd viite f**(8(X)) C ey(Y) lopulta seuraa. Tadma
siis pétee, jos kaikille © € X pitee (f** o ex)(z) = (ey o f)(z). Edelleen, koska
(f*oex)(z) € QY ja (ey o f)(z) € QFY) (ovat kuvauksia avaruudelta F(Y)
avaruudelle Q), niin f**oey = ey o f jos, ja vain jos (f*oex)(z)(h) = (ey o f)(x)(h)
kaikille z € X ja h € F(Y). Néin on, silld

(f* 0 ex)(@)(h) Dlex () o f7)(h)

=(ey o f)(z)(h).
Téssé yhtasuuruudet (1) ja (2) ovat kuvauksien f** ja f* médritelmét vastaavasti, ja
yhtasuuruudet (3) ja (4) ovat kuvauksien ex(z) ja ey (f(z)) méadritelmét (ex(z) on
se avaruuden Q¥ piste, jonka f:s koordinaatti on f(x)) vastaavasti.
Nyt siis ndhdddn, ettd f*(ex (X)) = ey (f(X)) C ey (Y), silla f(X) C Y. Jotta
g olisi hyvin méaaritelty, tulee siis ndhda ettd f**(8(X)) C ey(Y). Joukko ey(Y)
on kompaktin joukon kuvana jatkuvassa kuvauksessa kompakti lauseen 1.12 nojalla.
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Liséiksi kompakti joukko ey (V') on suljettu Hausdorff-avaruudessa Q) lauseen 1.10,
siispd joukko ey (YY) on oma sulkeumansa médritelmén 3.1 jélkeisen huomautuksen
nojalla. Eli siis ey (Y) = 8(Y). Nyt f*(8(X)) C B(Y) = ey(Y), silld joukon e(X)
sulkeuman (X)) kuva sisiltyy kuvan ey (Y') sulkeumaan 3(Y") jatkuvassa kuvauksessa
lauseen 3.2 nojalla. Siispd g on hyvin méaéritelty kuvaus.

Liséksi, jotta g olisi kuten viitteessd, tulee ndyttaé ettd se on jatkuva. Néin on,
silld ¢ on yhdiste jatkuvista kuvauksista. Lopuksi tulee vield nédyttad, etta g(y) =
(f o ex’)(y) kaikille y € ex(X). Olkoon siis y € ex(X) ja x := ey (y). Tallsin ylli
olevan laskun nojalla f**(y) = f**(ex(z)) = ey(f(x)), eli erityisesti ey (f**(y)) =
f(z) kuvaamalla puolittain kuvauksen ey kiinteiskuvauksella e;! vasemmalta. Siispa
flex* () = f(x) = ex (f**(v)) = g(y), ja viite on todistettu. O

Stone-Cechin lause ei suoraan niyté etté Stone-Cech-kompaktisointi olisi ylira-
ja kaikille Hausdorff-kompaktisoinneille. Eihén véitteen f ollut edes kompaktisoinnin
vaatimukset tayttiava kuvaus. Todistetaan nyt kuitenkin seuraus, jonka mukaan ava-
ruuden X Stone-Cech-kompaktisointi on osittaisen jérjestyksen > mielessi suurempi
kuin mikédan muu Hausdorff-kompaktisointi. Samalla todistetaan ettd muita ylirajoja
ei ole, kun samaistetaan Stone-Cech-kompaktisoinnin kanssa topologisesti ekvivalentit
kompaktisoinnit kuten aiemminkin.

SEURAUS 3.32. Jos kuvaus [ kuten edellisessi lauseessa on lisikst homeomorfis-
mi f: X — f(X), missd f(X) C Y on tihed aliavaruus (t.s (f,Y) on avaruuden
X Hausdorff-kompaktisointi), niin (e, 5(X)) > (f,Y). Lisiksi jos kompaktisoinnilla
(f,Y) on sama jatko-ominaisuus kuin kompaktisoinnilla (e, B(X)), niin (e, 5(X)) ja
(f,Y) ovat topologisesti ekvivalentit.

TobisTus. Olkoon g: f(X) — Y edellisen lauseen mukainen. T&ll6in g(e(X)) =
f(X), joten f(X) C g(e(X)) C g(B(X)). Siispa g(8(X)) on tihed avaruudessa Y ja li-
siksi kompaktin joukon 5(X) jatkuvana kuvana kompakti avaruudessa Y. Avaruus Y
on Hausdorff, joten kompakti g(5(X)) on suljettu lauseen 1.10 nojalla ja téiten oma
sulkeumansa, eli g(f(X)) = Y. Nyt g on kompaktisointien vilisessd relaatiossa >
vaadittu jatkuva surjektio avaruudelta S(X) avaruudelle Y. Liséksi vaadittu kommu-
tointi on jo osoitettu Stone-Cechin lauseen todistuksessa. Siispi (e, 3(X)) > (f,Y).
Jos taas kompaktisoinnilla (f,Y") on sama jatko-ominaisuus, niin (f,Y") > (e, B(X)),
eli kompaktisoinnit ovat topologisesti ekvivalentit lauseen 3.11 mukaan. 0
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LUKU 4
Merkint6ja ja kaavoja

Selitys

Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}

Reaalilukujen joukko

Joukon X kaikkien osajoukkojen joukko {A | A C X}

Joukon A kuva kuvauksessa f, eli {f(a) | a € A}

Joukon B alkukuva kuvauksessa f, eli {b € X | f(b) € B}
x-keskinen r-siteinen avoin pallo {y € X | ||z — y|| < r}

Joukon X karteesinen tulo itsensd kanssa Y kertaa {f: Y — X}
Cantorin joukko {0, 1}

Suljettu yksikkovéli tavallisella topologialla [0, 1] € R

Jatkuvat kuvaukset avaruudelta X joukkoon @, eli {f: X — @ | f jatkuva }
Evaluaatiokuvaus e: — e(X) ¢ QF™X)

Evaluaatiokuvauksen kuvan sulkeuma e(X)

De Morganin kaavat:
Olkoon X joukko ja A; C X kaikille ¢ € I. Télloin

ja

X\ =[x\ 4)

i€l i€l

X\(4=Jx\4).

il iel
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