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Tiivistelmä: Tutkielma esittelee muodon optimoinnin menetelmiä sekä niiden histo-

riaa luoden katsauksen menetelmien kehittymiseen sekä niiden keskinäisiin suhtei-

siin. Tällaisia ovat esimerkiksi menetelmän matemaattisen teorian “kehittyneisyys”

ja ratkaisemisen tehokkuus tai soveltuvuus. Tarkoituksena on muodostaa yleiskuva

siitä, mitä menetelmiä muodon optimointiin on jo kehitetty, selvittää, miten ajan-

kohtaisia eri menetelmät ovat, miten menetelmät vertautuvat toisiinsa ja selvittää,

mihin eri menetelmät soveltuvat. Lukijan odotetaan selvittävän tarvittavat tausta-

tiedot, sillä tutkielma ei juurikaan esittele muodon optimoinnin matematiikkaa.
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Abstract: This thesis presents shape optimization methods, their history and crea-

tes an overview of the development of the methods and relationships between them.

Such relationships include, for example, the sophistication of the mathematical theo-

ry and the efficiency and suitability of the solutions. The objective is to form an

overview on what methods have already been developed to shape optimization,

find out, how current different methods are, how the methods compare to each ot-

her and find out, what different methods are suited for. The reader is expected to

find out the required mathematical background information, since the thesis hardly

presents the mathematics of shape optimization.
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1 Johdanto

Muodon optimointi on matematiikan ja tietotekniikan (numeerinen analyysi) ala,

joka yleisesti tutkii ongelmaa, jossa pyritään löytämään kappaleelle muoto, joka on

optimaalinen siten, että se minimoi jonkin kustannus- tai tavoitefunktion samalla,

kun se tyydyttää annetut rajoitteet. Kappaleen optimaalisen muodon löytäminen

on ollut pitkään tai aina tavoitteellista insinööritieteissä, mutta matemaattinen tai

tietotekninen muodon optimointi tarjoaa muodollisemman ja nopeammin toistetta-

van vaihtoehdon insinöörien yrityksen ja erehdyksen kautta tapahtuvalle kehitys-

toiminnalle. Muodon optimointi nousee myös ajankohtaiseksi tutkimusalaksi, kun

esimerkiksi luonnonvarojen ehtyminen pakottaa muotoilemaan esim. mekaaniset

kappaleet optimaalisesti jo esisuunnitteluvaiheessa. Muodon optimointi mahdollis-

taa mm. materiaalien säästämisen, optimaalisten elastisten ominaisuuksien, jäyk-

kyyden tai rasituskestävyyden suunnittelun kappaleille. Sitä voidaan myös sovel-

taa optimaalisten virtauksien (sähkö, neste jne.) suunnitteluun kappaleissa. Lisäksi

muodon optimointi on sen topologisten yhteyksien takia ylipäänsä keskeistä tieto-

koneavusteisessa suunnittelussa (CAD, CAE jne.) ja reaalimaailman ilmiöiden si-

muloinnissa.

Tämä tutkielma esittelee muodon optimoinin menetelmiä ja historiaa. Tarkoitukse-

na on muodostaa muodon optimoinnista metodologinen yleiskuva, mitä menetel-

miä on olemassa, miten ne eroavat toisistaan ja mihin ne soveltuvat. Ensimmäisessä

kappaleessa 2 esitetään lyhyesti muodon optimoinnin peruskonsepteja, jotta myö-

hemmille menetelmien käsittelylle on järkevä aihio. Toisessa kappaleessa 3 laajen-

netaan toisen kappaleen sisältöä esittelemällä yleiskuva eri menetelmien historialli-

sesta kehityksestä ja esitellään kukin menetelmä lyhyesti. Kolmannessa kappaleessa

4 suoritetaan eri menetelmien vertailua käyttäen kriteereinä matemaattisen teorian

“kehittyneisyyttä”, ratkaisujen käyttökelpoisuutta ja muita kriteerejä. Neljännessä

ja viimeisessä kappaleessa 5 kategorisoidaan vielä menetelmiä pohtimalla eri me-

netelmien ajankohtaisuutta ja spekuloidaan hieman muodon optimoinnin menetel-

mien nykytrendejä.
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2 Muodon optimointitehtävä

Tässä kappaleessa esitellään lyhyesti muodonoptimointitehtävien yleisiä malleja ja

niiden ratkaisemisen matemaattista teoriaa. Esitys on yleisluontoinen ja kirjallisuu-

dessa voi esiintyä hieman erilaista notaatiota. Lukija voi lukea mainituista lähteistä

tarpeen mukaan lisääkin teoriaa.

2.1 Yleinen muoto

Yleinen muodon optimointitehtävä on minimointitehtävä, jossa minimoidaan kustannus-

tai tavoitefunktiota J(x), jolle on annettu joitain rajoitteita (yhtälöitä, epäyhtälöitä ja

laatikkorajoitteita l ≤ x ≤ u). Tehtävä voidaan muotoilla seuraavasti:

min
Ω∈K

J(Ω)

missä K ⊆ V on joukko sopivia muotoja (engl. admissible shapes), jotka tyydyttävät

rajoitteet, V on (äärellinen/diskreetti tai ääretön/jatkuva) Banachin avaruus ja funk-

tionaali J : K→ R on kustannusfunktio (Igbida, 1). Mikäli on Ω∗ ∈ K siten, että

min
Ω∈K

J(Ω) = J(Ω∗)

niin Ω∗:n sanotaan olevan optimaalinen muoto, optimaalinen lähtöjoukko tai opti-

maalinen joukko (Igbida, 2). Syy Banachin avaruuden käyttämiseen (joskin myös

Banachia “korkeampia” avaruuksia voi käyttää) on selvä: vektorinormeja tarvitaan

mittaamiseen ja täydellisyys (engl. completeness) tarkoittaa, että Cauchy-jono vek-

toreita (myös funktioita) suppenee aina hyvin määriteltyyn raja-arvoon tai -funktioon

(Moslehian, Rowland & Weisstein).

2.2 Muodon optimointi

Muodon optimointi on muodon optimoinnin erikoistapaus. Muita erikoistapauksia

ovat koon ja topologian optimointi. Muodon optimoinnissa on tarkoitus löytää jon-
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Kuvio 1. Esimerkissä 2.3.1 käytetty laatikko (Tura & Dong 2014, 10).

kin lähtöjoukon optimaalinen muoto, joka minimoi kustannusfunktion. Tällöin siis

suunnittelumuuttuja (engl. design variable) on lähtöjoukko Ω.

2.3 Koon optimointi

Koon optimointi on toinen muodon optimoinnin erikoistapaus. Koon optimoinnissa

kappaleen muoto, ts. lähtöjoukko, ja tilamuuttujat (engl. state variables), esimerkiksi

pellin taipuma, jos objektifunktiona on pellin paksuus, tiedetään jo ennen optimoin-

tia ja ne pysyvät muuttumattomina optimointiprosessin läpi (Bendsøe & Sigmund

2004, 1). Optimointia suoritetaan vain kokoon vaikuttavien parametrien suhteen.

2.3.1 Esimerkki

Esimerkiksi, olkoon laatikko, jolle on annettu tilavuus V ja korkeus H. Halutaan

valita pituus l ja leveys w. Kun siis on annettu lwh = V ja h = H ja niin mahdolliset

ratkaisut l,w toteuttavat lw = V
H . (Tura & Dong 2014, 10.)

Mikäli tavoitteksi otetaan materiaalitilavuuden tai painon minimointi, niin saatai-

siin seuraavanlainen optimointitehtävä, missä T on “hyväksyttävä pieni arvo” eli

eräs sopiva muoto seinän paksuudelle:

3



Minimize Jm(w, l,h) = T (wl(bottom) +2lh(sides) +2wh) (tavoitefunktio)

subject to



lwh =V

h = H

l ≥ 0

w≥ 0

(rajoitteet)

suunnittelumuuttujat: w, l ja h.

(Tura & Dong 2014, 11).

2.4 Topologian optimointi

Topologian optimointi on kolmas muodon optimoinnin erikoistapaus. Topologian

optimoinnissa kappaleen ulkomuoto tunnetaan, mutta halutaan selvittää optimaa-

linen muodon sisäpisteiden konnektiivisuus ja reikien lukumäärä ja sijainti (Deaton

& Grandhi 2013, 1). Topologian optimointimenetelmissä yleensä muokataan jonkin

“lukitun” alueen sisäpisteiden joukkoa esimerkiksi lisäämällä tai poistamalla ma-

teriaali“soluja” tai reikiä (Allaire, Jouve, Gournay & Toader 2005, 67). Jotkin topo-

logian optimointimenetelmät sopivat myös muodon optimointiin, koska myös ne

tuottavat optimoinnin tuloksena muodon, ja menetelmät saattavat joskus olla jopa

tehokkaampia kuin muodon optimointiin tarkoitetut menetelmät.
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3 Muodon optimoinnin menetelmät ja historiallinen

kehitys

Muodon optimointiin on historiassa kehitetty jo monia menetelmiä, joilla on eri-

laisia ominaisuuksia. Tässä kappaleessa esitellään valikoimiani menetelmiä ja nii-

den historiaa. Esittelyissä kerron, mihin tarkoituksiin menetelmä on kehitetty, mil-

laisessa suhteessa ko. menetelmä on toisiin menetelmiin ja miksi menetelmä on niin

merkittävä, että valitsin sen esiteltäväksi. Neljännessä kappaleessa esitellään vielä

rakenteellisempi näkemys esiteltyjen menetelmien ominaisuuksista ja suhteista toi-

siinsa.

Kannattaa huomata, että ei ole vain yhtä kategoriaa muodon optimointimenetel-

miä. Vaan, kuten edellisessä luvussa esitettiin, niin muodon, koon ja topologian op-

timointi ovat erillisiä muodon optimoinnin alueita. Siten niille on myös omat me-

netelmänsä. Toisaalta, jotkin menetelmistä ovat yhdistettyjä (engl. combined), mikä

tarkoittaa, että ne soveltuvat useampaan kuin yhteen muodon optimoinnin tehtä-

vätyyppiin.

3.1 Muodon optimointimenetelmiä

3.1.1 Rajansiirtomenetelmä

Rajansiirto- (engl. boundary variation) tai muodon herkkyys (engl. shape sensitivi-

ty) -menetelmä on ehkä intuitiivisimpia muodon optimoinnin menetelmiä, koska

siinä nimensämukaisesti liikutellaan suoraan muotojen rajoja. Intuitiivisuutensa ja

yleisyytensä takia sitä voidaan pitää eräänlaisena muodon optimoinnin referens-

sinä, johon verrata muita menetelmiä. Menetelmä pohjautuu variaatiolaskentaan

(engl. calculus of variations), jossa siis tarkastellaan funktionaalien ääriarvoja (Juuti-

nen 2005, 2). Variaatiolaskenta on matematiikan alana vanha ja sen juuret ulottu-

vat ainakin 1600-1700 -luvuille ja sitä ovat kehittäneet monet matematiikan suuret

nimet (katso esimerkiksi Goldstine 1980). Seuraavasta Kollmanin (2008) antamasta
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muotoilusta rajansiirtomenetelmälle on helppo nähdä yhteys variaatiolaskentaan.

Rajansiirtomenetelmässä optimoinnin kohteeksi otetaan lähtöjoukon Ω ⊆ Rn “geo-

metriset muunnokset”. Toisin sanoen, olkoon

Tt : Rn→ Rn, t ∈ [0,ε),

perhe muunnoksia (eli funktioita), jotka kuvaavat Ω:n muutoksia:

X ∈Ω→ x = Tt(X)≡ x(t,X).

“Muuntunut” geometria on tällöin:

Ωt = Tt(Ω).

(Kollman 2008, 2.)

Yllä X voidaan mieltää Lagrangen koordinaatiksi ja x Eulerin koordinaatiksi (Koll-

man 2008, 2).

Muuttujan t rooli selviää, kun esitellään Eulerin derivaatta vektorikentän V suuntaan:

dJ(Ω;V ) = lim
t→0

J(Ωt)− J(Ω)

t
,

joka on suuntaisderivaatta funktionaalille J ja samankaltainen muotoilu kuin usean

muuttujan (vektori)funktioillekin. Edellä mainitussa Eulerin derivaatan muotoilus-

sa kannattaa huomata, että limt→0 Ωt = Ω0 on siis lähtömuoto tai muodon alkuar-

vaus, joka tiedetään. Edellä Ωt = Tt(V )(Ω), ts. Ωt on kuvaus Ω→ (V → Tt(V )). (Koll-

man 2008, 3.)

Edelleen, olkoon C1 -lähtöjoukko Ω⊂Rn, C1 -vektorikenttä V ja C1 -funktio k. Tällöin
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(muoto)funktionaali

J(k(Ωt)) =
∫

Ωt

k(Ωt)dΩt

on differentioituva ja sen Eulerin derivaatta pisteessä t = 0 suuntaan V on:

dJ(Ω;V ) =
d
dt

∫
Ωt

k(Ωt)dΩt |t=0

=
∫

Ω

k′(Ω;V )dΩ+
∫

∂Ω

k(Ω)(V ·n)d∂Ω,

Eulerin derivaatta yleistyy toki myös Ck -vektorikentille ja -funktioille. (Kollman

2008, 6, Sturm 2016, 4.)

Lisäksi, jos J täyttää miedot säännöllisyysominaisuudet, niin Hadamardin rakenne-

lause (engl. Hadamard structure theorem) antaa dJ:lle muotoilun:

dJ(Ω;V ) = 〈∇J,V 〉∂Ω =
∫

∂Ω

∇J(s)V (s)ds,

(Schmidt & Schulz 2009, 6).

Edellä funktiota k′(Ω;V ) = k̇(Ω;V )−∇k(Ω) ·V (0) nimitetään muotoderivaataksi (engl.

shape derivative). k̇(Ω;V ) := limt→0
y(Ωt)◦Tt−y(Ω)

t taas on materiaaliderivaatta (engl. ma-

terial derivative). (Kollman 2008, 6, 8.)

Yllä on huomioitavaa, että muotofunktionaali siis “palautetaan” derivoimalla on-

gelmaksi, jossa on muotoderivaatta. Tämä siksi, että muotoderivaattoja voidaan

käyttää monissa, muualtakin tutuissa numeerisissa algoritmeissä, esimerkiksi myö-

hemmin esiteltävässä gradienttimenetelmässä, sekä koska derivaatat määritelmän-

sä mukaan soveltuvat herkkyyden eli sensitiivisyyden mittaamiseen. Eulerin derivaa-

talle on joitain muitakin muotoiluja, mutta niitä ei esitellä tässä. Lisäksi voidaan

huomata, että yllä olevat muotoilut eivät sisällä mitään yllättäviä rakenteita, joten

niitä voidaan ratkoa yleisillä numeerisilla differentiointiin ja/tai optimointiin tar-

koitetuilla menetelmillä. Lisää teoriaa löytää lähteestä (Hiptmair & Jingzhi 2012),

mutta sitä ei esitellä tässä, vaan tutkitaan, mitä rajansiirtomenetelmällä voidaan teh-

dä.
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Muotoderivaatat esiintyvät yleensä differentiaaliyhtälöiden reuna-arvotehtävien rat-

kaisuissa, joskin myös alkuarvotehtäviä voidaan ratkaista muotoderivaatoilla. Eri-

tyisesti muotoderivaattoja esiintyy ainakin kahdelle luokalle funktionaaleja: läh-

töjoukkointegraalit ja reunaintegraalit. (Hiptmair & Jingzhi 2012, 84) Kytkös osit-

taisiin ja tavallisiin differentiaaliyhtälöihin mahdollistaa tälle menetelmälle laajan

sovellusalueen. Edelleen, koska menetelmä kytkeytyy differentiaaliyhtälöihin, niin

se kytkeytyy myös muun muassa niiden elementti- tai diskretisointimenetelmiin

(BEM, FEM jne.). Erityisesti rajansiirtomenetelmälle on olemassa myös elementtipe-

rustaisia muotoiluja, joissa rajansiirtoa suoritetaan liikuttelemalla elementtimene-

telmällä luotua verkkoa (engl. mesh) (Dogan, Morin, Nochetto & Verani).

Aiemmin esitelty gradientin ∇J sisältävä muotoilu Eulerin derivaatalle on tärkeä,

koska siihen voidaan soveltaa iteratiivista ratkaisumenetelmää nimeltään gradient-

timenetelmä, joka näyttää seuraavanlaiselta:

Ω
n+1 = Ω

n−α∇J(Ωn),

jollain muodon alkuarvauksella Ω0, ja missä reaaliluku α > 0 on “riittävän pieni”

niin kutsuttu pseudoaika-askel ja −∇J(Ωn) on (funktion J) jyrkin laskusuunta. (Al-

laire & Pantz 2006, 2–3) Koska halutaan minimoida funktiota J, niin gradientti-

menetelmässä pyritään konvergoitumaan kyseiseen minimiin. Erityisesti siis jono

(Ωk) on tällöin Cauchy-jono. Gradientin laskemiseen voidaan tietysti soveltaa mo-

nia numeerisen differentoinnin menetelmiä, erityisesti niistä tehokkaimpia tai kä-

siteltävään ongelmaan parhaiten soveltuvia. Toki, jos rajansiirto on toteutettavissa

ilman numeerisen differennoinnin menetelmiä, esimerkiksi lineaarisella ohjelmoin-

nilla, niin muitakin kuin gradienttimenetelmää voidaan soveltaa. Gradienttimene-

telmä on kuitenkin “Eulerimainen” iteratiivinen algoritmi ja siten varsin yleiskäyt-

töinen.

Rajansiirtomenetelmässä voidaan edelleen erottaa erilaisia reunan parametrisoin-

timenetelmiä, joita tarvitaan menetelmän käytännön toteutuksessa, jotta rajansiir-

toja voidaan suorittaa. Esimerkkijako parametrisoinneille on: CAD-parametrisointi
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Kuvio 2. CAD- ja CAD-Free -parametrisointi. Vasemmassa kuvassa nähdään CAD-

Free -parametrisoinnin nopeampi konvergoituvuus. Oikeassa kuvassa taas huoma-

taan, että samalla määrällä iteraatiota CAD-parametrisointi ei vielä kykene huo-

mioimaan muodon hienoja muutoksia, missä taas CAD-Free -parametrisointi mal-

lintaa jo muodon vivahteita tarkemmin. (Mohammadi & Pironneau 2009, 119.)

ja CAD-free -parametrisointi (Andreoli, Janka, Desideri & Nguyen 2004, 2). Joskus

CAD-free -parametrisointia nimitetään myös vapaamuotoiseksi epämuotoilemisek-

si (engl Free-form deformation). Näistä CAD-parametrisoinnissa käytetään käyriä,

esimerkiksi splinejä tai Bezier-käyriä, reunan muotoilemiseen (Andreoli, Janka, De-

sideri & Nguyen 2004, 2, 4). CAD-free -parametrisoinnissa reuna taas parametri-

soidaan liikuteltavien nodejen avulla eli pisteittäisesti, jopa yksittäisen pisteen tark-

kuudella (Andreoli, Janka, Desideri & Nguyen 2004, 3). Näistä CAD-free paramet-

risointi on intuitiivisesti tarkempi, mutta samalla laskennallisesti vaativampi. Käy-

tännön toteutuksissa voikin täytyä tehdä kompromisseja näiden kahden muuttujan

suhteen. Lisäksi menetelmissä on eroja konvergoitumisnopeudessa. CAD-free para-

metrisointi konvergoi usein varmemmin ja nopeammin (Mohammadi & Pironneau

2009, 119.) Tässä mainittuja eroja on havainnollistettu visuaalisesti kuviossa 2.
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3.2 Topologian optimointimenetelmiä

3.2.1 Materiaalijakauma -menetelmä

Materiaalijakauma -menetelmä (engl. material distribution method tai material den-

sity method) on topologian optimointimenetelmä, joka pohjautuu aiempaan kuvit-

teellinen lähtöjoukko (engl. fictitious domain) -menetelmään (Kasolis 2014, 23). Ciarle-

tin (1998, 621) mukaan kuvitteelisen lähtöjoukon menetelmän esitteli Hyman vuon-

na 1952. Erityisesti menetelmää kehitettiin ratkaisemaan niin kutsuttuja Dirichlet -

reuna-arvo-ongelmia. Tutkimusta menetelmän parissa ovat suorittaneet eri henki-

löt aina 50-luvulta asti nykypäivään. (Ciarlet 1998, 621–622.) Bendsøen (1989, 194/2)

mukaan Kohn ja Strang esittivät vuonna 1986 “pisteittäistä materiaalia/ei materiaalia -

muotoilua” muodon optimointiin. Siten tätä voidaan pitää ensimmäisenä mainintana

materiaalijakaumamenetelmästä. Edelleen Bendsøe ja Kikuchi tutkivat menetelmän

käytännön mahdollisuuksia vuonna 1988 artikkelissaan “Generating optimal topo-

logies in structural design using a homogenization method” (Bendsøe & Kikuchi

1988). Materiaalijakaumamenetelmää on tämän jälkeen kehitetty edelleen.

Materiaalijakaumamenetelmä on tärkeä sen takia, että se on esimerkki vaihtoeh-

toisesta lähestymistavasta topologian optimointiin. Toisin kuin rajansiirtomenetel-

män raja- tai reunalähestymistapa, niin materiaalijakaumamenetelmässä tarkaste-

luun otetaan materiaalin määrä eli materiaalijakauma optimoitavan muodon eri

osissa. Erityisesti tämä saavutetaan elementtimenetelmillä, jolloin elementtien ja-

kauma on optimoinnin tavoitefunktiona. Bendsøe esittää myös, että rajansiirtome-

netelmä sisältää ongelmia. Eräs rajansiirtomenetelmän ongelma on, että menetel-

män toteutus elementtimenetelmällä vaatii muodon uudelleenverkottamista (engl.

remeshing). Toinen ongelma on, että rajansiirtomenetelmä on sovelluksissaan rajoit-

tunut, koska se vaatii aina jonkin muodon alkuarvauksen. Bendsøen mukaan mate-

riaalijakaumamenetelmän lähestymistapa on hyvä laajennos aiempiin menetelmiin.

(Bendsøe 1989, 194/2.)

Bendsøen esitys materiaalijakaumamenetelmälle on seuraavanlainen:
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Ei jkl(x) = X(x)Ēi jkl

missä Ēi jkl on vakioarvoinen jäykkyystensori kappaleen materiaalille ja X(x) on in-

dikaattorifunktio osalle Ωm ⊂ Ω, joka on materiaalin täyttämä. Lisäksi määritellään

tilavuusrajoite. Optimointitehtävä on siten valita optimaalinen Ei jkl eli sellainen ma-

teriaalijakauma, jolla kappaleella on optimaaliset jäykkyys- ja elastisuusominaisuu-

det, samalla kun materiaalijakauma tyydyttää tilavuusrajoitteen. Edellä annettu muo-

toilu on diskreetti versio materiaalijakaumamenetelmästä. Bendsøe antaa myös jat-

kuvan muotoilun, jossa X(x) korvataan funktiolla µ(x)p, 0 ≤ µ(x) ≤ 1 ja p >> 1.

(Bendsøe 1989, 194/2.)

Gomes ja Senne (2012) puolestaan esittelevät joitain numeerisia ratkaisumenetel-

miä materiaalijakaumamenetelmälle. He erottelevat ensin kaksi ongelmatyyppiä.

Ensimmäinen on pienet paikan siirtymät ja toinen on suuret paikan siirtymät (Gomes

& Senne 2012, 4). Pienissä paikan siirtymissä oletetaan, että rasitusten ja siirtymien

suhde on lineaarinen. Suurissa paikan siirtymissä taas oletetaan, että rasitusten ja

siirtymien suhde on epälineaarinen. Epälineaariset eli suurten siirtymien ratkaisu-

menetelmät ovat kuitenkin vaikeutensa takia vähemmän tunnettuja kuin lineaari-

set. (Gomes & Senne 2012, 4.)

He esittävät ylläoleville muotoiluille samankaltaisen optimointiongelman pienille

siirtymille:

min
p

f T u(p)

s.t. K(p)u(p) = f
nelem

∑
i=1

vi pi ≤V ∗

0 < pmin ≤ p≤ 1,

jossa siis minimoidaan tiheyttä eli materiaalin määrää mittaavaa funktiota p ja ob-

jektifunktiota KT (p), koska f T u(p) = KT (p) (Gomes & Senne 2012, 5). Suurten siirty-
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mien tapauksessa K(p) = K(u(p), p). K on globaali jäykkyysmatriisi (engl. global stiff-

ness matrix) ja u kuvaa siirtymiä (engl. displacement). Optimointiongelmassa pitää

siis osaongelmana ratkaista lineaarinen yhtälöryhmä K(p)u(p) = f . Gomes ja Senne

(2012, 6) esittävät, että yleensä tämä ratkaistaan Choleskyn menetelmällä. Jatkuva

versio K(u(p), p)u(p) = f taas on epälineaarinen ja ratkaistaan esimerkiksi Newto-

nin menetelmällä (Gomes & Senne 2012, 7). Siirtymien tutkiminen tässä voi vaikut-

taa oudolta, koska aiemmassa muotoilussa niitä ei näkynyt, mutta K ja ja u liittyvät

jäykkyystensoriin Ei jkl . Gomes ja Senne antavat esityksessään vielä enemmänkin

teoriaa. Erityisesti, koska kyseessä on kuitenkin lineaarinen ohjelma, niin Gomes

ja Senne esittävät, että tämänkaltaisia monimutkaisia ongelmia voidaan ratkaista

käyttäen toistetun lineaarisen ohjelmoinnin menetelmiä: toistettu neliöllinen ohjel-

mointi (SQP), toistettu neliöllinen ohjelmointi diagonaalisella Hessen matriisilla tai

toistettu paloittainen lineaarinen ohjelmointi (SPLP). (Gomes & Senne 2012, 10.)

SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) -menetelmä on tehostus materiaa-

lijakaumamenetelmään. Tehostus ratkaisee ongelman, että tiheysfunktion p arvoil-

la ]0,1[ ei ole rakenneoptimoinnissa fysikaalista tulkintaa (Bendsøe 1989, 195/3).

Tai ongelman, että menetelmässä komputoidaan tarpeettoman paljon p:n väliarvoja

(engl. intermediate values). SIMP:ia ei esitellä tässä, koska se on jokseenkin meka-

nistinen tehostus, eikä niinkään mullistavasti muotoihin vaikuttava laajennos, mut-

ta siitä voi halutessaan lukea esimerkiksi lähteestä (Cazacu & Grama 2014).

Edelleen materiaalijakaumamenetelmään liittyy myös homogenisointimenetelmä (engl.

homogenization method), joka on syytä esitellä hyödyllisyytensä takia. Homoge-

nisointimenetelmä on erityisesti materiaalien elastisuuden ongelmiin (esimerkik-

si Bendsøe & Kikuchi 1988) kehitetty optimointitekniikka tai optimoinnin osana

käytettävä tekniikka. Sitä voidaan toki soveltaa myös elastisuuden suhteen saman-

kaltaisiin ongelmiin, kuten sähkön johtumiseen tai yleisesti myös virtausmekaniik-

kaan. Vaikka menetelmä esitetäänkin tässä “komputationaalisena”, niin homogeni-

sointiteoria esiintyy myös puhtaasti matemaattisena differentiaaliyhtälöille ja myös

fysiikan teoriana (katso esimerkiksi Khruslov & Marchenko 2005).

Homogenisointimenetelmän intuitiivinen lähtökohta on, että reaalimaailman fysiik-
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ka, esim. materiaalin elastisuus, noudattaa monimutkaisia mikrorakenteisia voimia,

mutta mikrorakenteen tasolla suoritettava optimointi olisi laskennallisesti erittäin

raskasta, teoreettisesti vaativaa ja lisäksi monissa sovelluksissa ei tarvita mikrora-

kenteen mallintamisesta saatavaa tarkkuutta, vaan suurpiirteisempi “makrotason”

ilmiöiden ymmärtäminen riittää. Mikrotason teoria voidaan kuitenkin ottaa lähtö-

kohdaksi, mutta homogenisointimenetelmän idea on vain yksinkertaistaa tai suur-

piirteistää sitä, jotta saavutetaan helpompi muotoilu ongelmalle sekä tehokkuutta

laskentaan.

Matemaattisesti homogenisointimenetelmässä lähtökohtana on, että mallinnettava

fysiikka on jokin differentiaaliyhtälö, jossa on nopeasti oskilloivia osia. Nopeasti os-

killoivat osat tuottavat intuitiivisesti suuren määrän ratkaisuja pienilläkin paramet-

rien väleillä, joten siksi homogenisoimattomien yhtälöiden ratkaiseminen olisi työ-

lästä. Tässä tulee muistaa myös, että materiaalijakaumamenetelmässä nimenomaan

on funktio p ∈ [0,1], jonka väliarvot on jo aiemmin todettu vaikeuksia tuottavaksi.

Homogenisointi tapahtuu matemaattisesti hieman erilailla riippuen tarkasteltavista

yhtälöistä, mutta perusidea on sama.

Yksinkertainen esimerkki homogenisoinnista on seuraavanlainen yhtälö:

∇ ·
(

A
(
~x
ε

)
∇uε

)
= f

missä ε on “erittäin pieni”, ~x on ilmiön “hidas” periodinen muuttuja (tai makros-

kooppinen muuttuja),~y = ~x
ε

on “nopea” periodinen muuttuja (tai mikroskooppinen

muuttuja) ja A(~y) on periodinen kerroin (Allaire 2010, 2). Huomaa muotoilun saman-

kaltaisuus aiempaan muotoiluun Ku = f . Koska ε on nimittäjässä ja erittäin pieni,

niin ylläoleva yhtälö “räjähtää” pienillä epsilonin arvoilla ja saa periodisesti suures-

ti vaihtelevia arvoja. Erityisesti homogenisointimenetelmä siis koskettaa aiemmassa

muotoilussa matriisia K, koska ε olisi sen sisällä.

Mikäli tarkasteltavassa ilmiössä riittää kuitenkin tarkastella makroskooppisempia

ilmiöitä, siis jos ratkaisu uε → u, kun ε → 0, niin edellämainittu yhtälö voidaan kor-
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vata homogenisoidulla yhtälöllä:

∇ · (A∗∇u) = f

missä A∗ on nyt vakioarvoinen, eikä oskilloiva, tensorikerroin (Allaire 2010, 12). Ho-

mogenisointimenetelmää voidaan siis käyttää materiaalijakaumamenetelmän osa-

na, ennen varsinaista materiaalijakaumamenetelmää, yksinkertaistamaan ja tehos-

tamaan ongelmaa.

3.2.2 Level set -menetelmä

Tasa-arvojoukkomenetelmät (engl. level set methods) ovat joukko menetelmiä to-

pologian optimointiin. Tasa-arvojoukkomenetelmä (engl. level set method) on tä-

hän astisista menetelmistä selvästi vaativin. Se pohjautuu nimensämukaisesti tasa-

arvojoukkoihin eli joukkoihin f−1(c) = {x ∈ D : f (x) = c} ⊂ Rn, f : D⊂ Rm→ R.

Tasa-arvojoukkomenetelmän kehittivät matemaatikot Stanley Osher ja James Set-

hian 1980-luvulla tutkimusartikkelissaan “Fronts propagating with curvature-dependent

speed: Algorithms based on Hamilton-Jacobi formulations” (Osher & Sethian 1988).

Fedkiw ja Osher (2000) antavat artikkelissaan “Level Set Methods: An Overview

and Some Recent Results” esityksen tasa-arvojoukkomenetelmän käytännöstä. He

esittävät (Fedkiw & Osher 2000, 3), että muodot Ω esitetään Lipschitz-jatkuvan funk-

tion φ : D⊂ Rd → R välityksellä:

Ω = {x ∈ D : φ(x, t)< 0},∂Ω = {x ∈ D : φ(x, t) = 0},(Ω∪∂Ω)c = {x ∈ D : φ(x, t)> 0}

Tasa-arvojoukoissahan siis muodostetaan tasa-arvokäyrä, jonka voi mieltää hori-

sontaaliseksi viipaleeksi funktion graafista korkeudella c. Siten muodon optimoin-

tiin sovellettaessa on tehty oikeastaan vain huomio, että jokainen horisontaalinen

viipale korkeudella c muodostaa muodon, jonka reunat ovat funktion graafin kor-

keudella c olevien reunojen mukaiset.
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Kuvio 3. Tasa-arvojoukkomenetelmän visuaalinen havainnollistus (Pérez 2012, 3).

Muodon Ω muunnokset taas tapahtuvat “normaalien suuntiin” eli reunan ∂Ω pis-

teet liikkuvat joko sisäänpäisen tai ulospäisen normaalin suuntaan nopeudella v

(Pérez 2012, 5). v voi riippua paikasta, ajasta, pinnan geometriasta ja ulkoisista fy-

sikaalisista vaikutuksista (Fedkiw & Osher 2000, 3). Tasa-arvomenetelmässä onkin

oleellista pyrkiä muotoilemaan sellainen φ , joka tuottaa muodonoptimoijan halua-

mia muotoja. v:lle on myös esitys v = div
(

∇φ

|∇φ |

)
(Burger & Osher 2005, 10). Lisäksi

φ toteuttaa tasa-arvojoukkoyhtälö (engl. level set equation) -nimisen Hamilton-Jacobi

-yhtälön:

∂φ

∂ t
= v|∇φ |,

jonka voi ratkaista numeerisesti esim. äärellisten differenssien menetelmällä (Pérez

2012, 5) ja joka siis johtaa myös muotojen Ω ratkaisuihin. Hamilton-Jacobin yhtälö

on osittaisdifferentiaaliyhtälö, joiden numeerinen ratkaisu on kandidaattitasoa mo-

nimutkaisempi ongelma. Eräs esitys tasa-arvojoukkomenetelmän numeerisesta rat-
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kaisemisesta löytyy kuitenkin esimerkiksi Herve Lombaert’n kotisivulta (Lombaert

2006). Lisää tasa-arvojoukkomenetelmien ja erityisesti Hamilton-Jacobin yhtälöiden

numeerisista ratkaisumenetelmistä löytää halutessaan esimerkiksi lähteestä (Burger

& Osher 2005).

Tasa-arvojoukkomenetelmällä on varsin laaja sovelluskelpoisuus. Tasa-arvojoukko-

menetelmä löytää sovelluksia kuvankäsittelystä, konenäöstä, erilaisten materiaa-

lien, esimerkiksi kristallien kasvun mallintamisessa (Fedkiw & Osher 2000, 31), jään

sulamisessa (Fedkiw & Osher 2000, 28), virtauksen mallintamisessa (esimerkiksi

Smereka, Sussman & Osher 1994) ja inversio-ongelmissa (Burger & Osher 2005).

Tasa-arvojoukkomenetelmän etuna voidaan pitää mahdollisuutta mallintaa todella

monimutkaisia muotoja ja muodonmuutoksia. Tämä näkyy myös sovellusten laa-

juudessa. Huonona puolena taas voidaan pitää funktion φ ja nopeuksien v muotoi-

lun vaikeutta ja usein korkeaa laskennan vaatimusta. Tosin Pérezin (2012, 3) mukaan

tasa-arvojoukkomenetelmillä olisi laaja potentiaali laskennan rinnakkaistamiseen.

3.2.3 Vaihekenttämenetelmä

Vaihekenttämenetelmä (engl. phase field method) on hieman esoteerisempi lisäys

kolmeen aiempaan ja hyvin laajalti sovellettuun muodon optimointimenetelmään.

Vaihekenttämenetelmä sopii määritelmänsä takia erityisesti virtausten muodon op-

timointiin. Virtauksia ovat esimerkiksi sähkövirta ja erilaiset nesteet. Menetelmässä

ei tosin tarvitse rajautua vain siihen, että pitäisi optimoida vain virtauksia, vaan vir-

taukset voidaan abstrahoida moneksi muuksikin materiaaliksi. Oleellista on, että

vaihekenttämenetelmässä ajatellaan muodon optimointia ikään kuin elastisen ma-

terian, kuten nesteen, järjestymisenä johonkin optimaaliseen muotoon, kun se inte-

raktoi sitä ympäröivän materian tai siihen kohdistettujen voimien kanssa.

Hecht (2014, 3–4) antaa erään esityksen vaihekenttämenetelmästä sovellettuna vir-

tausmekaniikan muodon optimointitehtävään. Tehtävänmuotoilussa määritellään

ensin säiliö (engl. container) Ω ⊂ Rd,d ∈ {2,3}, reunadata (engl. boundary data)

g : ∂Ω→ Rd ja runkovoima f : Ω→ Rd . Näiden käyttäytyminen on nähtävissä seu-
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raavan sivun kuvasta. Säiliö on täytetty nesteellä E, jolla on nopeus u : Ω→Rd . Kun

tämä kuvataan E:ssä Navier-Stokes’n yhtälöillä, niin u = 0, kun u ∈Ω\E. Seuraavaksi

idea on minimoida jokin funktionaali f varioimalla E:tä, esimerkiksi:

min
E⊂Ω,u

∫
Ω

f (x,u,Du)dx+ c0|DχE |(Ω)

siten, että (u,E) tyydyttävät Navier-Stokes’n yhtälöt. Termille |DχE | ∼Hd−1(∂E∩Ω).

Toisin sanoen, tämä termi approksimoi d− 1 ulottuvuuksista Hausdorff -ulkomittaa,

joka sijaitsee ongelman niin kutsutussa rajapinnassa (engl. interface) eli optimoita-

van alueen reunan ja koko alueen Ω leikkauksessa. Yllä oleva integraali voidaan siis

tiivistää: optimoitava alue on E ⊂Ω, jonka yli halutaan minimoida jotain alueella ta-

pahtuvaa fysiikkaa kuvaava f . f riippuu nesteen E nopeudesta ja sen derivaatasta

eli kiihtyvyydestä. Lisäksi, koska halutaan muokata E:n muotoa, niin lisätään inte-

graaliin myös termi c0|DχE |(Ω), joka määrittää E:n reunaa. Esimerkki f :stä on esi-

merkiksi tehon häviäminen (engl. dissipated power) f (x,u,Du) = µ

2 |Du|2− f (x) · u.

(Hecht 2014, 3–4.)

Lisäksi Hecht määrittelee vaihekenttämuuttujan φ : Ω→R. Nesteessä E = {φ = 1} ja φ

saa arvoja allaolevan kuvan mukaisella tavalla. Tällöin myös aiemman minimointi-

integraalin |DχE | termi korvataan termillä |DχEφ | eli nyt se riippuu myös vaihekent-

tämuuttujasta. (Hecht 2014, 7–8.) Hecht antaa vielä lisääkin muotoiluja ja perustelu-

ja, mutta mielestäni tässä esitellyt riittävät tarpeisiimme ja loppuja lukija voi halu-

tessaan katsella itse Hecht’n luentokalvoista.

Vaihemenetelmän voi todeta olevan matemaattisesti varsin vaativa muodon opti-

mointimenetelmä, mikä voidaan laskea menetelmän huonoksi puoleksi. Lisäksi tä-

män muotoilun monimutkaisuuden luulisi heijastuvan myös numeerisen ratkaise-

misen vaativuudeksi. Itseasiassa, tästä kohta lisää. Toisaalta, menetelmän sovellus-

mahdollisuudet näyttävät laajoilta, mikä on eräs menetelmän hyvä puoli. Tällä me-

netelmällä luulisi pystyvän mallintamaan varsin arbitraarisia muotoja ja lisäksi tä-

mä menetelmä on Navier-Stokes’n yhtälöiden seurauksena tiukasti sidoksissa fysi-

kaalisiin ilmiöihin, joten se sopinee erityisesti virtauksia tai esimerkiksi sähkökent-
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Kuvio 4. Hecht’n käyttämän vaihekenttämenetelmämuotoilun visuaalinen havain-

nollistus (Hecht 2014, 3).

tiä sisältäviin muodon optimointitehtäviin.

Menetelmän numeerisesta vaativuudesta saa osviittaa esimerkiksi Takadan, Misawan

ja Tomiyaman paperista “A Phase-Field Method for Interface-Tracking Simulation

of Two-Phase Flows” (Takada, Misawa & Tomiyama 2005), jossa he siis käyttivät vai-

hekenttämenetelmää mallintamaan niin kutsuttuja kaksivaiheisia virtauksia. Kap-

paleessa “Basis of Phase-Field Method (NS-PFM)” (Takada, Misawa & Tomiyama

2005, 2) he selittävät, että he sovelsivat ratkaisussa tavanomaisia numeerisia mene-

telmiä, joskin niiden määrä on suurehko. He käyttävät ensin diskretisointimenetel-

miä, sitten kolmannen kertaluvun ylävirtakaavaa (engl. upwinding scheme), sitten

neljännen kertaluvun keskeisdifferenssikaavaa. Lisäksi he käyttivät gradientien las-

kemiseen neljännen kertaluvun keskeisdifferenssikaavaa ja viskositeettitermiin toi-

sen asteen keskeisdifferenssikaavaa. Aika-askellus (engl. time marching) toteutet-

tiin perustuen toisen kertaluvun Runge-Kutta -menetelmään. Lisäksi he mainitse-

vat lämpötilalliseen kaksivaiheiseen virtaukseen sovelletun MacCormack -kaavaa.

(Takada, Misawa & Tomiyama 2005, 2–3.) Tästä nähdään, että tarvittavien eri nu-

meeristen menetelmien määrä voi olla varsin suuri, mikä tietysti lisää menetelmän

ja simulointien kompleksisuutta.

18



3.3 Koon optimoinnista erikoistapauksena

Edellä ei esitelty koon optimointiin mitään erityisiä menetelmiä ja syy on, että koon

optimointi voidaan nähdä edellisten erikoistapauksena. Kokoa optimoitaessa ai-

noastaan lukitaan osa muuttujista siten, että varioitavina muuttujina on ainoastaan

kokoon vaikuttavia muuttujia. Koon optimointitehtävään voidaan sitten käyttää ai-

empia menetelmiä. Ainakin rajansiirtomenetelmä ja materiaalijakaumamenetelmä

voidaan jo intuitiivisestikin rajoittaa koon optimointiin. Esimerkiksi artikkeleissa

(Grihon, Krog & Bassir 2009) ja (Tomšič & Duhovnik 2015) on sovellettu materiaa-

lijakaumamenetelmää koon optimointiin. Lisäksi Hoffmann’n (2015, 19) esityksestä

löytyy maininta parametrisesta tasa-arvojoukkomenetelmästä, joka näyttäisi sovel-

tuvan myös koon optimointitehtäviin.
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4 Menetelmien vertailu

Aiemmissa kappaleissa on esitelty jo muodon optimointia ja sen menetelmiä, mut-

ta tässä kappaleessa syvennytään menetelmien vertailuun, jotta saadaan yksinker-

tainen yleiskuva siitä, miten eri menetelmät vertautuvat toisiinsa, missä niitä voi

soveltaa, miten paljon ne vaativat matemaatikolta tai sovellusalan asiantuntijalta ja

miten paljon tietokoneelta.

4.0.1 Sovelluskelpoisuus

Menetelmien tärkeimpänä ominaisuutena voidaan pitää niiden sovelluksia, koska

muodon optimointi itsessään on melko turhaa, jos sitä ei sovelleta johonkin, esim.

tekniikan, sovellukseen. Mikäli menetelmän sovellusalue on laaja, niin tämä on hy-

vä ominaisuus. Koska tällöin soveltaakseen muodon optimointia useampaan ongel-

maan ei tarvitse opetella ja osata ammattitaitoisesti useampaa menetelmää.

Kolmesta esitellystä muodon optimoinnin perusmenetelmästä sovelluskelpoisim-

pana voidaan esittelyjen valossa pitää vaihekenttämenetelmää. Joskin vaihekenttä-

menetelmä on joillekin yksinkertaisemmille muodon optimointitehtäville yliampu-

van kompleksinen. Myös tasa-arvojoukkomenetelmälle voisi löytää paljon sovelluk-

sia. Muut kaksi menetelmää näyttävät olevan sovelluksissaan rajoitetumpia. Mitään

yleistä menetelmää ei siis voi oikein suositella. Voidaan kuitenkin tutkia, mitä “level

set method” ja “phase-field method” tuovat internetin hakukoneesta esiin. Hakutu-

losten avulla voidaan päätellä, että nämä kaksi menetelmää olisivat nykyään ylei-

simmin käytettyjä. Tämä johtunee yksinkertaisesti siitä, että menetelmiä pidetään

rajansiirto- ja jopa materiaalijakaumamenetelmän parannuksina. Erityisesti vaihe-

kenttämenetelmä löytyy monesta moderneja ja tulevaisuuden fysiikan ilmiöitä, ku-

ten materiaalien järjestymistä, tutkivilta sovellusalueilta (katso esimerkiksi Lugino-

va & Singer 2008, Elder & Provatas 2010 ja Faghihi 2012).
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4.0.2 Matemaattinen ja numeerinen kompleksisuus

Toinen menetelmän tärkeä ominaisuus on sen matemaattinen ja numeerinen vaati-

vuus. Matemaattisella vaativuudella tarkoitetaan, että kuinka vaativaa matematiik-

kaa ja algoritmiikkaa soveltaja joutuu käyttämään mallinnustehtävässä. Eli toisaal-

ta, kuinka ammattitaitoinen matemaatikko tarvitaan käyttämään menetelmiä. Nu-

meerisella kompleksisuudella taas tarkoitetaan sitä, että kuinka helppoja ja tehok-

kaita numeerisia ratkaisumenetelmiä optimointimenetelmälle on saatavilla ja kuin-

ka robusteja ne ovat käytössä.

Allairen, Dapognyn ja Freyn tasa-arvojoukkomenetelmää koskettavassa paperissa

“Shape Optimization with a Level Set Based Mesh Evolution Method” (Allaire, Da-

pogny & Frey 2014) nähdään lajitelma menetelmiä, joita tasa-arvojoukkomenetelmässä

voi joutua käyttämään. Paperissa mainitaan ensimmäisen kertaluvun Eulerin me-

netelmä, Runge-Kutta menetelmä ja äärellisten elementtien menetelmä (Allaire, Da-

pogny & Frey 2014, 10). Lisäksi Lassilan (2008) paperissa “Optimal Damping of a

Membrane and Topological Shape Optimization” mainitaan jyrkimmän gradientin

algoritmi (engl. descent gradient algorithm) (Lassila 2008, 6). Lisäksi Lassila viittaa

toiseen paperiin, jossa käytettiin äärellisiä differenssejä (Lassila 2008, 2). Gradient-

timenetelmillä ratkaistaviin ongelmiin löytyy usein tehokkaita menetelmiä, koska

gradienteilla suoritettavilla ratkaisumenetelmillä on pitkä historia. Lisäksi gradient-

timenetelmä ei ole kovin monimutkainen numeerinen menetelmä. Toisaalta, gra-

dienttimenetelmä voi tuottaa virheellisiä tuloksia tai epäonnistua konvergoitumaan,

koska usein tarkkuuttaa vaativissa sovelluksissa gradienttimenetelmää tehostetaan

muilla menetelmillä. Lisäksi, tasa-arvojoukkomenetelmässä määriteltävä funktio φ

ei muodostu vaikeudeksi, kun mallinnettava muoto on riittävän yksinkertainen, ku-

ten Lassilan paperissa mallinnettava kalvo.

Vapnyarskii & Vatel (2017) puolestaan esittävät, että niin kutsutun Pontryagin maksi-

miprinsiipin seurauksena variationaaliset ongelmat, eli esimerkiksi rajansiirtomene-

telmää soveltavat optimointiongelmat, redusoituvat erittäin usein reuna-arvotehtäviksi

(katso miten, esimerkiksi Belenky 1998, 288). Lisäksi he mainitsevat, että tällaiset

reuna-arvotehtävät ratkaistaan usein Newtonin menetelmällä osamääräisillä aske-
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leilla. Newtonin menetelmä on yksinkertainen algoritmi. Toisaalta Schmitzin, Bes-

nardin ja Hefazin (2004) paperista “Automated Hydrodynamic Shape Optimization

Using Neural Networks” löytyy maininta neuroverkoista, joten rajansiirtomenetel-

mäkin voi vaatia kompleksisia numeerisia algoritmeja, joilla tosin saavutetaan myös

esimerkiksi nopeuseroja.

Materiaalijakaumamenetelmässä todettiin monta numeerista algoritmia, mutta ai-

van yksinkertaisia nämä eivät ole. Mutta eivät myöskään kaikkein vaikeimmasta

päästä. Koska ne ovat lineaarisia ohjelmia, niin niille luulisi löytyvän myös tehok-

kaita toteutuksia. Materiaalijakaumamenetelmän etuna voidaan myös pitää sitä, et-

tä testattuja menetelmiä ja lähdemateriaalia löytyy paljon. Toisaalta materiaalijakau-

mamenetelmään liittyy äärellisten elementtien menetelmä (FEM), joka ei ole kovin

yksinkertainen menetelmä.
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5 Menetelmien ajankohtaisuus ja muodon

optimoinnin nykytrendit

Tässä viimeisessä kappaleessa olen pyrkinyt selvittämään, mitä nyky- ja tulevai-

suudentrendejä liittyy muodon optimointiin. Alahan kuitenkin kehittyy edelleen ja

siihen tulee uusia menetelmiä, joista osaa tutkitaan juuri tällä hetkellä. Esittely mu-

kailee kolmannen kappaleen esittelytyyliä.

5.1 Menetelmien ajankohtaisuudesta

Tutkielmassa esitetyt menetelmät eivät suinkaan ole vanhentuneita, vaikka osan

niistä historia onkin pitkä. Niiden muotoilut ovat perustavanlaatuisia, joten ne säi-

lynevät vielä pitkään muodon optimoinnin standardityökaluina. Erityisesti jokaisel-

le menetelmälle voi edelleen löytää uudehkoja artikkeleita, joissa niitä on sovellet-

tu. Toki menetelmissä on nähtävissä myös modernisaatiota, siinä mielessä, että vai-

hekenttämenetelmä edustaa selvästi modernia näkökulmaa muodon optimointiin.

Lisäksi vaihekenttämenetelmä todettiin jo sovelluksissaan selvästi monipuolisim-

maksi, joskin samalla melko raskaaksi menetelmäksi. Neljännen kappaleen päätte-

lyillä vaihekenttämenetelmää ei silti voi pitää vanhempia menetelmiä korvaavana,

vaan niitä komplementoivana. Edelleen myös vanhemmat menetelmät kehittyvät.

Esimerkiksi niiden ratkaisumenetelmät kehittyvät ja osaa vanhempien muotoilujen

ongelmista korjataan. Esimerkki tällaisesta kehittymisestä on esimerkiksi geneettis-

ten algoritmien käyttö materiaalijakaumamenetelmässä (Tomšič & Duhovnik 2015).

5.2 Tulevaisuuden näkymiä

5.2.1 Isogeometrinen analyysi

Isogeometrinen analyysi on eräs tietokonemallintamisen moderni kehityskulku, jol-

la on vaikutusta myös muodon optimointiin. Isogeometrinen analyysi perustuu niin

kutsuttuihin NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) -käyriin tai -splineihin. NURBS-
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käyriä on käytetty jo pitkään CAD (Computer Aided Design) -ohjelmissa, mutta

toisaalta NURBS-käyriä ei ole vielä hyödynnetty laajalti äärellisiin elementteihin

perustuvissa simulointiohjelmistoissa (engl. Finite Element Analysis Software eli

FEA software). CAD- ja FEA-ohjelmistot ovat siis käyttäneet erilaista geometriaku-

vausta ja näiden formaattien välillä on täytynyt muuntaa käyttäessään malliin toi-

sen tyypin ohjelmistoa. Isogeometrinen analyysi avaa FEA-ohjelmistoissa suoritet-

taviin muodon optimointitehtäviin uusia muotoilutapoja ja ratkaisukeinoja. (Hug-

hes, Cottrell & Bazilevs 2004.)

Menetelmän kehittäjät Hughes, Cottrell ja Bazilevs esittävät artikkelissaan “Isogeo-

metric analysis: CAD, finite elements, NURBS, exact geometry and mesh refine-

ment” paitsi muotoiluja, niin myös syitä sille, miksi heidän mukaansa isogeomet-

rinen analyysi on potentiaalinen vaihtoehto tavanomaiselle, polynomeihin pohjau-

tuvalle äärellisten elementtien analyysille. He pyrkivät tekniikkaan, jossa muodos-

tetaan FE-analyysia varten NURBS-pohjainen malli, jolloin CAD- ja FEA- geomet-

riat vastaisivat suoraan toisiaan. (Hughes, Cottrell & Bazilevs 2004, 2/4136.) Heidän

mukaansa isogeometrinen analyysi ei edes vaadi NURBS-käyriä, vaan yhtä hyvin

voitaisiin käyttää esimerkiksi niin kutsuttuja A-paikkoja (engl. A-patches) tai jako-

pintoja (engl. subdivision surfaces). Heidän paperinsa kuitenkin esittelee NURBS-

käyriin pohjautuvan version. (Hughes, Cottrell & Bazilevs 2004, 5/4139.)

Hughesin et al. menetelmän kasaaminen B-splineistä lähtien on annettu artikkelis-

sa. Tässä rajoitutaan käsittelemään vain menetelmän sovellettavuutta muodon op-

timoinnin näkökulmasta. Oleellista on huomata, että isogeometrinen analyysi on

äärellisten elementtien menetelmän kaltainen. Isogeometrisessa analyysissä muo-

dostetaan analysoitavalle kappaleelle NURBS-pinta ja tälle luodaan verkko (engl.

mesh), joka koostuu äärellisten elementtien kaltaisesti elementeistä, jotka tosin nyt

ovat rationaalisten kantafunktioiden (engl. rational basis functions) rakennepaloina.

Lisäksi menetelmässä tarvitaan algoritmit artikkelissa esitellyille verkon hienon-

nuksille. Kirjoittajat mainitsevat myös isoparametrisuuden konseptin, joka tarkoittaa

sitä, kun geometrialla tapahtuvat fysikaaliset kuvaukset esitetään samojen kanta-

funktioiden avulla kuin geometria. Tällöin äärellisiä elementtejä vastaava raken-
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ne saadaan kasaamalla isoparametrisia NURBS-pintoja globaaleihin taulukoihin (engl.

global arrays). (Hughes, Cottrell & Bazilevs 2004, 14/4148.)

NURBS-geometrialle saadaan myös reuna-arvotehtävien kannalta tärkeät Dirich-

let’n reunaehdot, jotka on helpointa asettaa NURBS-käyrien kontrollipisteisiin. Lisäk-

si kirjoittajat esittävät huomion siitä, että NURBS-käyrillä ei tapahdu äärellisten

elementtien interpolointifunktioilla esiintyvää Gibbs’n ilmiötä, jossa sovitus oskilloi

amplitudin suhteen, kun se on tehty epäjatkuvaan dataan. Jotta isoparametrisilla

NURBS-pinnoilla voidaan viimein suorittaa analyysiä, niin niille luodaan äärellis-

ten elementtien menetelmän kaltaisesti vielä lista “pintatestejä”, joilla voidaan tes-

tata elementtien konvergoituvuutta sekä oikeellisuutta. Lisäksi kirjoittajat antavat

liudan käytännön mallinnusesimerkkejä heidän menetelmällään. Tässä vaiheessa

voidaan huomata, että käytännössä menetelmää käytetään hyvin samantapaisesti

kuin äärellisten elementtienkin menetelmää. Kirjoittajat päättävät paperinsa kertaa-

malla NURBS-menetelmän etuja verrattuna tavalliseen äärellisten elementtien me-

netelmään. (Hughes, Cottrell & Bazilevs 2004, 14–16/4148–4150.)

Menetelmä liittyy muodon optimointiin tietysti äsken tehdyn päättelyn perusteella

siten kuin äärelliset elementitkin liittyvät, koska isogeometrinen analyysi on sovel-

lus äärellisten elementtien menetelmään. Tutkielmassa on mainittu äärelliset ele-

mentit aiemmin rajansiirtomenetelmän ja materiaalijakaumanmenetelmän yhtey-

dessä. Siten isogeometrinen analyysi muokkaa ainakin näitä kahta menetelmää ja

erityisesti se voi ratkaista monia niiden ongelmia.

Esimerkiksi Cyron, Frenzel & Wall (2008) antavat artikkelissaan “Isogeometric struc-

tural shape optimization” esimerkin isogeometrisen analyysin soveltamisesta ra-

kenneoptimointiin tasossa R2. Yleinen rakenneanalyysitehtävä on seuraavanlainen:
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min
s

z(s,u(s)),s ∈ Rn

subject to si ≤ si ≤ si

h j(s,u(s)) = 0

gk(s,u(s))≤ 0

with i = 1, ...,n

j = 1, ...,no. of equalities

k = 1, ...,no. of inequalities

(Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2977–2978.)

Tämä voitaisiin ratkaista monella matemaattisen ohjelmoinnin menetelmällä. Kun

äärellisten elementtien sijaan käytetään ongelman diskretisointiin isogeometristä

analyysiä, niin siirtymät (engl. displacements) u(x) ∈ R2 ja pisteet x ∈ Ω saadaan

seuraavasti:

x(ξ ,η) = RP ξ ,η ∈Ωpatch

uh(ξ ,η) = Rd ξ ,η ∈Ωpatch,

missä P on vektori NURBS-käyrien kontrollipisteitä, R sisältää rationaaliset kanta-

funktiot ja d on vektori diskreettejä siirtymiä (Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2979–

2980). Yläindeksi (·)h ei ole potenssiinkorotus, vaan sen puuttuminen ilmaisee, että

geometria on esitetty eksaktisti (Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2980).

Edelleen artikkelissa (Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2981) on kuvattu, kuinka edelli-

sistä päästään globaaliin jäykkyysmatriisiin:

Kpatch =
∫ ∫

Ωpatch

BT (ξ ,η)CB(ξ ,η)detJdξ dη ,

joka on aiemminkin Materiaalijakauma -menetelmä -luvussa mainittu matriisi K yh-

tälössä:
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Ku = f ,

mutta nyt NURBS-paikka (engl. NURBS patch) -kohtainen. C on konsistentti linea-

risointi diskreetistä rasituksesta σh ja B on lineaarinen rasitusoperaattori (Cyron,

Frenzel & Wall 2008, 2981).

Tähän viimeisimpään muotoiluun voi soveltaa monia optimoinnin menetelmiä. Cy-

ron et al. käyttivät iteratiivista, gradienttiperustaista liikkuvien asymptoottien menetel-

mää (engl. Method of Moving Asymptotes) (Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2982). Mut-

ta yhtälöön voitaisiin soveltaa montaa muutakin, esimerkiksi muihin kuin gradient-

teihin perustuvia menetelmiä (Cyron, Frenzel & Wall 2008, 2983).

5.2.2 Moderneja ongelmia ja ratkaisuja

Koziel, Leifsson ja Yang esittävät artikkelissaan “Computational Optimization, Mo-

delling and Simulation: Recent Trends and Challenges” näkemyksiä mallinnuksen

nykyaikaisista ongelmista. He (Koziel et al. 2013, 859) listaavat seuraavat tämänhet-

kisiksi tutkimusalueiksi: luonnon inspiroimat metaheuristiset algoritmit, seulonta-

menetelmään perustuvat mallit (engl. surrogate models) ja optimointi, suurikokoi-

set ongelmat (engl. large-scale problems) sekä vihreä laskenta (engl. Green Com-

puting) ja hilalaskenta. Lisäksi he listaavat näkemyksensä edellämainittuihin liitty-

vistä kysymyksistä. Kysymykset ovat: Mikä ohjaa metaheuristisen algoritmin suo-

rituskykyä ja konvergoitumista? Miten tehdä algoritmista todella älykäs? Miten ta-

sapainottaa optimaalisesti lokaaleja ja globaaleja hakuominaisuuksia algoritmissa?

Skaalautuuko pienikokoisten ongelmien metodologia suuriin ongelmiin ja toimiiko

se yhtä hyvin suuriin ongelmiin? Mikä on paras tapa rakentaa hyvä seulontame-

netelmään perustuva malli annetulle tehtävälle? Miten valita parhaat algoritmit ja

seulontamenetelmään perustuvat mallit annetulle ongelmalle? (Koziel et al. 2013,

859–860).

Kirjoittajat myös erottelevat yllämainittuja kysymyksiä hieman syvemmin. Heidän

mukaansa metaheuristiset algoritmit ratkaisevat perinteisten menetelmien ongel-
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mia, kuten konvergoitumisongelmia. Tämän ne saavuttavat tehostamalla iteratii-

vista hakualgoritmia stokastiikalla. Tällaisia hakualgoritmeja ovat esimerkiksi hiuk-

kasfarmioptimointi, käkihaku ja tulikärpänen-algoritmi. (Koziel et al. 2013, 857.) On

syytä huomata, että metaheuristiset menetelmät eivät siis ole täysin uusia menetel-

miä sinänsä, vaan nimensä mukaisesti ne ovat makrotason strategioita, heuristiikko-

jen heuristiikkoja, joilla lähinnä ohjaillaan aiempien ja alempien menetelmien haun

tai konvergoituvuuden ilmiöitä ongelman tai ratkaisun globaalista perskeptiivis-

tä. Näennäisestä kompleksisuudestaan huolimatta metaheuristiset menetelmät ovat

kirjoittajien mukaan yksinkertaisia ja helppoja toteuttaa. (Koziel et al. 2013, 857.)

Toisekseen kirjoittajat mainitsevat, että kehityksestä huolimatta menetelmien sovel-

tamisen ja teorian välillä vallitsee aukkoja. Metaheuristiset algoritmit voivat toimia

hyvin, mutta syitä siihen ei tunneta täysin. Lisää aukkoja vallitsee pienten ja suurten

ongelmien välillä. Monia menetelmiä on tutkittu vain pienissä tai keskikokoisissa

ongelmissa, joissa suunnittelumuuttujia on muutamasta kymmenestä muutamiin

satoihin. Monet reaalimaailman ongelmat ovat kuitenkin näitä paljon kompleksi-

sempia ja suunnittelumuuttujien määrä voi kasvaa tuhansiin tai jopa miljooniin.

(Koziel et al. 2013, 858.)

Toisaalta, kirjoittajien mukaan myös yleisemmällä tasolla mallinnuksessa ja simu-

loinnissa esiintyy ongelmia. He esittävät, että eräs tavanomainen ongelma on, että

osittaisdifferentiaaliyhtälöihin perustuvia ongelmia ei voida ratkaista analyyttisesti.

Kun niitä taas ratkaistaan approksimatiivisesti, niin ellei ratkaisu käyttäydy sileästi,

niin ratkaisujen seuraaminen voi olla mahdotonta. (Koziel et al. 2013, 858.) Viime ai-

koina suosittu menetelmä ongelman ratkaisuun on ollut seulontamenetelmään pe-

rustuva optimointi, johon on esitelty monia menetelmiä. Lisäksi monet ovat tutki-

neet niin kutsuttuja matalan tarkkuuden (engl. low-fidelity) ja muuttuvan tarkkuu-

den (engl. variable-fidelity) malleja. (Koziel et al. 2013, 858.) Näiden menetelmien

idea on nimienkin mukaisesti hyödyntää aiemmin tunnettuja menetelmiä, mutta si-

ten, että diskretisointia ja iteraatioita suoritetaan pienempi määrä. Toisin sanoen,

malleissa käsitellään täyden ongelman redusoitua versiota. Menetelmiä pitäisi kui-

tenkin edelleen kehittää, jotta niistä saataisiin globaalisti tarkkoja, sileitä ja lasken-

nallisesti vaatimattomia (Koziel et al. 2013, 858).
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6 Yhteenveto

Tutkielmassa aikaansaatiin yleiskatsaus muodon optimointiin, sen menetelmiin se-

kä nykytrendeihin. Tutkielman esittelyillä on mahdollista ymmärtää, mistä muodon

optimoinnissa on kyse ja miten muodon optimointia tehdään. Lisäksi tutkielmasta

voi lukea, miten eri menetelmät vertautuvat toisiinsa ja missä ne sijaitsevat muo-

don optimoinnin aikajanalla. Edelleen tutkielman lähdeluettelo palvelee melko kat-

tavana näkemyksenä alan kirjallisuuteen. Lisäksi tutkielman avulla voi alkeellisesti

valikoida esitellyistä menetelmistä sopivan johonkin annettuun ongelmaan. Mene-

telmien esittely tehtiin kattavasti, mutta aivan syvälle niiden muotoiluissa ja esimer-

kiksi toteutuskäytäntöihin ei juurikaan menty. Toteutuspuolessa esiintyy joidenkin

menetelmien kohdalla aivan uudenlaista problematiikkaa, jota teoreettisella puolel-

la ei vielä huomata. Erityisesti vertailu ei ollut kattavaa, vaan vertailua suoritettiin

aika pintapuolisesti. Vertailua voitaisiin suorittaa paljon tarkemmalla ja käytännöl-

lisellä tasolla. Annettu vertailu kuitenkin riittää yleiserojen havaitsemiseen. Lisäksi

luotiin pieni katsaus siihen, mitä muodon optimoinnissa on nyt ja tulevaisuudessa

tulossa. Tutkielman avulla pitäisi voida tutustua muodon optimointiin ja tutkielman

pitäisi helpottaa syvempää itse- ja jatko-opiskelua aiheesta.
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