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Tésséa tutkielmassa esitellddn tapa laskea diskreetti approksimaatio option deltal-
le. Approksimaatio saadaan diskreetin Malliavin-laskennan avulla ja tédta varten maa-
ritellddn Malliavin-derivaatta seké Skorohod-integraali sopivaan diskreettiin todenné-
koisyysavaruuteen. Tavoitteena on laskea eurooppalaisen osto-option ja bindérioption
deltat.

Ensimmaisessé luvussa esitellddan oleellisimpia maéritelmia, esimerkkeji ja aputu-
loksia, joita tarvitaan esitiedoiksi myohempia lukuja varten. Luvun mééaritelmiin ja
aputuloksiin ei kuitenkaan syvennytd sen enempéd. Heti toisen luvun alussa méa-
ritellddn todennidkdisyysavaruus diskreettid satunnaiskédvelyd varten. Satunnaiské-
velyd kaytetddn diskreetissd optionhinnoittelumallissa Brownin liikkeen vastineena,
siis mallinnettaessa option kohde-etuuden hintaa. Toisessa luvussa késitelladn myds
diskreettia Malliavin-laskentaa ja maéaritelladn kaksi oleellista késitettd: Malliavin-
derivaatta ja diskreetti Skorohod-integraali. Malliavin-derivaatan mééritelmén yh-
teydessa esitetddn tulokset, joiden nojalla diskreetti Malliavin-derivaatta yhdistyy
tietyin oletuksin tavalliseen derivaattaan. Vastaava tulos esitetddn myos yhdistetyil-
le funktioille. Toisen luvun lopussa méaritellidn Skorohod-integraali ja todistetaan
diskreetin Malliavin-laskennan osittaisintegrointikaava.

Kolmas ja viimeinen luku késittelee binomipuumallia ja option deltan laskemista
diskreetin Malliavin-laskennan avulla. Luku rakentuu siten, ettd ensin mééritellaan
binomipuumalli, jolla mallinnetaan option kohde-etuuden hintaa. Sen avulla saadaan
diskreetit approksimaatiot Black-Scholes -mallin mukaiselle option hinnalle ja op-
tion deltalle. Taméan jélkeen option deltalle johdetaan muoto tilanteessa, jossa option
tuottofunktio tayttda tietyt oletukset. Erityisesti tuottofunktion tulee olla rajoitet-
tu, jatkuva ja derivoituva. Edeltédvid oletuksia voidaan kuitenkin lieventid&d. Option
tuottofunktiolla voi olla pisteitd, joissa se ei ole derivoituva tai edes jatkuva. Viimei-
sessé ja tarkeimmaésséd lauseessa lasketaan delta optiolle ¢, jolla on &dédrellinen méaéra
ongelmapisteitd ja jota voidaan approksimoida kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvalla
funktiolla kaikkien ongelmapisteiden ympéaristoissa.

Avainsanoja: binomipuumalli, diskreetti Malliavin-laskenta, Malliavin-derivaatta,
Skorohod-integraali, diskreetti satunnaiskéavely, option delta
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Johdanto

Optio on sopimus, joka antaa haltijalleen oikeuden ostaa tai myyda sovitun méai-
ran kohde-etuutta ennalta sovittuun hintaan. Eurooppalaisilla optioilla on yksi tietty
lunastushetki, mutta on olemassa myos esimerkiksi amerikkalaisia optioita, jotka voi-
daan lunastaa koska vain option voimassaoloaikana. Option kohde-etuus voi olla mité
vain mink& hinta muuttuu ajan kuluessa, esimerkiksi osake tai valuutta.

Option hinnoittelussa kohde-etuuden hinnan mallintaminen on oleellista. Tunne-
tussa Black-Scholes -mallissa eurooppalaisen option kohde-etuuden hintaa mallinne-
taan Brownin liikkeen avulla. Mallin kehittivat Robert Mertonin avustuksella Fischer
Black ja Myron Scholes, ja se julkaistiin vuonna 1973. Vuonna 1997 tydstd myonnet-
tiin Mertonille ja Scholesille Ruotsin keskuspankin taloustieteen palkinto (The Sveri-
ges Riksbank Prize in Economic Sciences in Memory of Alfred Nobel). Black-Scholes
-malli antoi ratkaisun tarkeédén kayténnon ongelmaan, eurooppalaisen osto-option tas-
apuolisen hinnan laskemiseen. Myohemmin Black-Scholes -mallia on yleistetty ja sen
avulla voidaan hinnoitella my&s muunlaisia optioita.

Kéaytannon sovelluksia varten Black-Scholes -mallista haluttiin kehittda yksinker-
taistettu versio. Ensimmaéisenéd mallin diskreettid vastinetta kehittivit 1970-luvun lo-
pulla John Cox, Stephen Ross ja Mark Rubinstein sekd Richard Rendleman ja Brit
Bartter. Syitd mallin diskretisoinnille ovat esimerkiksi se, ettd kaupankaynti ei oi-
keasti ole jatkuva-aikaista ja etté tietokoneella ei voida laskea jatkuva-aikaisesti. Bi-
nomipuumalli on Black-Scholes -mallin diskreetti vastine ja siihen liittyva laskenta
on kaytdnnon kannalta yksinkertaisempaa kuin jatkuva-aikainen. Binomipuumallilla
approksimoidaan Brownin liikettd ja se pohjautuu Donskerin lauseeseen ja sopivasti
skaalattuun Bernoulli-satunnaiskévelyyn.

Malliavin-laskenta on nykyéan téarked tyokalu rahoitusteoriassa ja sitd kaytetaan
laskettaessa option herkkyysparametreja. Téassd tutkielmassa ei késitella jatkuva-
aikaista Malliavin-laskentaa, mutta siité ja sen sovelluksista 16ytyy lisétietoa ldhteesté
[9]. Tdma4 tutkielma pohjautuu monilta osin ldhteeseen [8], joka on Yoshifumi Muroin
ja Shintaro Sudan kirjoittama artikkeli diskreetistd Malliavin-laskennasta. Artikke-
lissa jatkuvaa Malliavin-laskentaa on pyritty yksinkertaistamaan maéaarittelemélla sen
vastine diskreetille satunnaiskévelylle. Diskreettid Malliavin-laskentaa on kéytetty ar-
tikkelissa option herkkyysparametrien laskemiseen. Téssé tutkielmassa méaritelladn
diskreetti Malliavin-derivaatta ja diskreetti Skorohod-integraali kuten edelldmainitus-
sa artikkelissa. My0s diskreettiin Malliavin-laskentaan liittyvét lauseet ja osa option
deltan laskemista kéasittelevistd luvusta pohjautuvat Muroin ja Sudan artikkeliin.
Tutkielmassa kyseisia tuloksia on kuitenkin tdsmennetty ja yleistetty, ja niiden todis-
tuksiin on lisétty yksityiskohtia. Erityisesti deltan laskemisessa esiintyy artikkelissa
epatasmallisyyttd, joten se osa on tehty téssa tutkielmassa eri tavalla.



6 JOHDANTO

Option hinta riippuu kohde-etuuden hinnasta. Delta mééaritellddn option hinta-
funktion derivaattana kohde-etuuden hinnan suhteen. Témé& mé&éritelmé johtaa op-
tion tuottofunktion derivaattaan. Eurooppalaisen osto-option tuottofunktiolla ei ole
kuitenkaan olemassa derivaattaa lunastushinnassa ja bindérioption tuottofunktio ei
ole kyseisessé pisteesséd edes jatkuva. Tutkielman viimeisené tuloksena esitelldan kei-
no méaarittada delta optiolle, jonka tuottofunktiolla on dérellinen mééra vastaavia on-
gelmapisteitd. Eurooppalaisen osto-option ja binddrioption tuottofunktioista 16ytyy
GeoGebralla piirretyt kuvat luvun 3 loppupuolelta.



LUKU 1
Kasitteita ja maaritelmia

Tassa luvussa madritellddn ja palautetaan mieleen tutkielman kannalta hyodyllisia
késitteitd. Aloitetaan méarittelemélla todennédkoisyysavaruus.

MAARITELMA 1.1 (o-algebra, mitallinen avaruus). Olkoon  epétyhja joukko.
Joukon (2 osajoukkojen kokoelmaa F sanotaan o-algebraksi, jos se tayttda seuraavat
kolme ehtoa:

(1) 0,2 e F,
(2) Jos A€ F,niin Q\ A € F,
(3) Jos Ay, Ag,--- € F,niin ;2 A; € F.

Paria (2, F) sanotaan mitalliseksi avaruudeksi.

MAARITELMA 1.2 (Potenssijoukko). Olkoon € epétyhja joukko. Joukon €2 kaik-
kien osajoukkojen kokoelmaa sanotaan potenssijoukoksi ja merkitédéan

P(Q):={A: ACQ}.

MAARITELMA 1.3 (Todennékéisyysmitta). Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus. Ku-
vaus P: F — [0, 1] on todennékéisyysmitta, jos seuraavat ominaisuudet ovat voimas-
sa:

(1) P(Q) =1,
(2) Jos Ay, Ag, -+ € F siten, ettd A; N A; = ) kaikilla ¢ # j, niin

Kolmikkoa (€2, F,P) kutsutaan todennikdoisyysavaruudeksi.

Madritelladn seuraavaksi filtraatio, joka kuvaa tietylla ajanhetkelld kiytossé olevaa
informaatiota.

MAARITELMA 1.4. Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus. Filtraatio (F;)°, on jono
o-algebroja siten, etta

FoCF1C--CF.

My6hemmin tarvitaan myo6s ehdollisen odotusarvon késitetté, joten mééritelladn
se ja esitellddn kaksi sithen liittyva&d ominaisuutta. Méaaritelmé, ominaisuudet ja to-
distukset 16ytyvéit esimerkiksi lahteesté [12] sivulta 213 alkaen.
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8 1. KASITTEITA JA MAARITELMIA

MAARITELMA 1.5. Olkoon (9, F,P) todennékéisyysavaruus ja G C F o-algebra.
Satunnaismuuttujan f € £ (2, F,P) ehdollinen odotusarvo o-algebran G suhteen on
G-mitallinen satunnaismuuttuja g € £ (2, G, P), jolle

/ fdP = / gdP kaikilla B € G.
B B

Ehdolliselle odotusarvolle g kdytetdan merkintdéa

g=E(f|9).

LEMMA 1.6. Olkoot f,g € L1 (2, F,P) ja G C F o-algebroja. Talldin seuraavat
kaksi ominaisuutta ovat voimassa.

(i) Jos u, A € R, niin melkein varmasti pdtee
E\ +pglG) =AE(f|G) +uE(g]G).
(it) Jos h: Q — R on G-mitallinen kuvaus ja fh € Ly (2, F,P), niin melkein var-

masti pdtee
E(hf1G)=hE(f]G).
TobisTus. Todistus 16ytyy ldhteesta [12] sivulta 215 alkaen. O

MAARITELMA 1.7 (Funktioiden luokka C1%). Olkoon @ > 0. Derivoituva kuvaus
f : R = R kuuluu luokkaan C'?, jos on olemassa jatkuva funktio h siten, etti
|f' (z)] < h(z) kaikilla € R ja jos kaikille e > 0 on olemassa jatkuva kuvaus Ry (z)
siten, etté kaikilla z,6 € R

fz+6)=f(z)+df () + Ry (2,0),
missé
IRs (x,8)] < Ry () 0], kun || <e.

MAARITELMA 1.8 (Funktioiden luokka CL'). Kuvaus g € C'! kuuluu luokkaan
CL1 jos on olemassa C' > 0 siten, etti kaikilla € > 0 ja kaikilla z € R pétee

Rye(x) =C.

HuoMmAauTUs 1.9. Olkoon g € CL!. Téllsin

g (z+6) —g(z) — 8¢ (z)] < C|5]*.

ESIMERKKI 1.10. (1) Olkoon f kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva funktio,
jonka toinen derivaatta f” on rajoitettu. Talloin kuvaus f kuuluu joukkoon
CL1 Taylorin lauseen ja méiritelmin 1.8 nojalla.
(2) Madéritelldan kuvaus f: R — R siten, ettd

o) = {(1),2 kun z < 0

5T, kun x > 0.
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Talloin kuvaus f on derivoituva ja f’ on jatkuva, mutta toista derivaattaa
f" ei ole méaritelty pisteessi © = 0. Kuvaus f kuuluu kuitenkin joukkoon
CH!. Nimittiin jos 6 < 0, niin

f(O+8)=0= f(0)+df(0)+0.
Jos taas § > 0, saadaan
F(O+06) = %52 — £(0) + 6£'(0) + %52.

(3) Olkoon f(x) = e*. Télloin f"(x) = €*, joten tdmén esimerkin kohdan (1)
ehto ei tayty. Taylorin lauseen nojalla kaikille § € R pétee kuitenkin

e
6:(:—}—5 — % 4 e + 5527
missé € € [z, + 0] tai £ € [z — §,x]. Siis f € CVL.

ESIMERKKI 1.11. (1) Olkoon @ > 0. Olkoot lisiksi f,g € C ja o, 8 € R.
Talloin af + Bg € CHY, koska

(af + Bg) (x +9)

= a(f(x) + 6/ (x) + Ry (z,0)) + B (9(x) + 6g'(x) + Ry (z,0))

= (af + Bg) () + 0 (af' + Bg) (x) + aRy (x,0) + BRy (x,0).
Nyt kaikilla € > 0 on olemassa funktiot Ry, (z), Ry (x) siten, ettd

|aRf (2,0) + SRy (x,0)| < (aRy. (z) + SRy (x)) |6|(1+9) ’

kun |0] < e.
(2) Olkoon 6 > 0. Jos f, € C* ja on olemassa vakio C,, siten, ettd kaikilla
¢ >0 jax € R pitee R, (x) = Cy, niin po f € CH:
Olkoon € > 0 ja z,0 € R siten, ettd |0| < e. Kirjoitetaan

o (f(z+0) =@ (f (x) +0f (x) + Ry (x,0))
ja otetaan kiiyttoon merkintd 6 := o f' () + Ry (z,6). Nyt edelleen saadaan

o (f (@) +3)

= (f (@) + 3¢ (f @) + Ry (f ().,6)

— o (f (2) + 0 (2)¢' (f (2)) + &' (f (@) By (,8) + R, (f (2) )
= (po ) @) +6(po f) @)+ |¢ (f (@) By (2.6) + B, (f (2),9)]

Nyt viimeiselle termille saadaan
& (f (@) By (@,0) + Ry (f (@),9) |

< [1¢' (f @) Ry (@) 181" + Rpetw) (f (2)) |6

146
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/ 146 / 1491119
< 01§ (f @] Ry @) 18]+ Co [1011F (@)] + Ry (@) 18]+

= [l @Dl Rl + €, 17 @)+ R ) 07] 01,

missd € := €| f' ()| + Ry (x) le| 7.



LUKU 2

Diskreetti Malliavin-laskenta

Téassé luvussa madritellian Malliavin-derivaatan ja Skorohod-integraalin diskree-
tit versiot ja todistetaan niihin liittyvid térkeitd tuloksia. Léhteessé [9] on esitelty vas-
taavia tuloksia jatkuvalle Malliavin-laskennalle. Luvun paétulos on osittaisintegroin-
tikaava, jota kéytetddn laskettaessa option deltaa luvussa 3. Tutkielmassa kdytetaan
binomipuumallia, joten mééritelladn aluksi sopiva todennékoisyysavaruus.

MAARITELMA 2.1. Olkoot N € N ja T'" > 0. Olkoon liséksi 0 < p < 1. Otetaan
selvyyden vuoksi kayttoon merkintd At := % Madritelladn todennékoisyysavaruus

(]D)N,T, Fn, Mg@) siten, etti

]DN,T = {BN = (61, e 7€N)7Ei € {—\/E, \/E}},
JT"N 3:’P<]D)N7T) ja
,ugf;) fexd) =p" (1 = p)V ", missi k = # {@ L€ = \/E}

HuoMmAuTUs 2.2. Téssa tutkielmassa kédytetddn avaruutta

1

<DN’T7fN”uN) = (DN,TM;ENv/*L](VQ)) .

N

MAARITELMA 2.3. Maéritellddn avaruuteen <DN7T,FN,/LS\I;)> filtraatio (F;);_,

asettamalla

.FQ = {@,ID)N7T} ja EZ:O'(El,..-,Ei)-

2.1. Diskreetti Malliavin-derivaatta

MAARITELMA 2.4. Olkoot Wja; : Dy — R satunnaismuuttujia, joille

J
WjAt <€N) = Z €;.

=1

Stokastista prosessia <WjAt>§V:1 kutsutaan diskreetiksi satunnaiskévelyksi.

11



12 2. DISKREETTI MALLIAVIN-LASKENTA

Edella olevat madritelmét antavat diskreetin vastineen Brownin liikkeelle, jonka
avulla mallinnetaan option kohde-etuuden hintaa jatkuva-aikaisessa Black-Scholes-
mallissa. Perusjoukon alkioiden ey skaalaus perustuu Donskerin lauseeseen. Donskerin
lauseesta 1oytyy lisdtietoa esimerkiksi lahteesté [3] luvusta 2. Tulos on lihteessé lause
4.20.

MAARITELMA 2.5. Mychemmin kdytetédén jonoja ey, joissa alkio €; on kiinnitetty.
Otetaan néille jonoille kdyttoon merkinnit

it . \/ ;

ey = (61,...767;_1, At,EH_l,...,EN) ja
= A/

€Ny = (61,...762‘,1,— At7€i+17~--7€N> ,

missa ¢ € {1,..., N}. Merkitédén vastaavasti

Wik = Wiae (€y)

J
jar = Wiae (e ) .
missé ¢,j € {1,...,N}.

Maaritelladn seuraavaksi diskreetti Malliavin-derivaatta, jota hyodynnetdéan lu-
vussa 3 option deltaa laskettaessa.

MAARITELMA 2.6. Satunnaismuuttujan F': Dypr — R Malliavin-derivaatta on
N

i—1» nissi

prosessi (D;aiF)
F(ey) — F(ey)
2V/At ‘

LAUSE 2.7. Olkoot 68 > 0, prosessi (I/ij);vzl

DiAtF (€N> =

diskreetti satunnaiskdvely ja f

kuvaus luokasta C“. Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus R? siten, ettd kaikilla
i,k €{l,...,N} pitee

Diacf Wing) = <f/ (Wiae) + Ri <\/A_t>> Li<i,

missd

‘Ri,k (\/Kt)( < R? (Wia)) VAL,

ToDISTUS. Suoraan diskreetin Malliavin-derivaatan maaritelmasta saadaan

f(Wis) = fF (W)
VAL '

Diarf Wiar) =

Tapaus k£ > i on selvi, koska talloin

k+ _ k— _ :
Wixy = Wixe = Wiae

(2
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ja siten Dga¢f (Wiar) = 0. Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, jossa k < i ja ¢ =

VAt. Tallsin
f (W@]X;) = f(WiAt>
ja
F W) = f (Wi = 2VAL).

Olkoon ¢ := 2v/T. Nyt koska f € C'?, mésritelmén 1.7 nojalla on olemassa jatkuva
kuvaus Rs¢ siten, etta

f (WiAt - 2\/A_t> = f (Wiae) = 2VALF (Wiag) + Ry (Wmt, —2\/E>
ja

]Rf (Wia, —2VAE) ‘ < Ry (Win) At

Télloin satunnaismuuttujan f (W;a,) Malliavin-derivaatalle (D f (Wmt))ivzl pétee

1 Wis) = (f (Wiad) = 2VALP (Wias) + Ry (Wiai, —2v/A7) )

Diarf (Wiae) = SVAL
2VALS (Wise) = Ry (Wiar, —2V/AT)
= VI
/ Ry (Wiar, —2V/A1)
= [ (Wiar) — NI :
Viimeinen tapaus, k < i ja ¢, = —VAt, saadaan vastaavasti. Tall6in nimittain

(WD) = 1 (Wiar+2VAL)

ja

FWE) = F Wia) .

Jélleen médritelmén 1.7 nojalla kuvauksella Ry, pétee

f <Wz’At + 2\/Kt> = f (Wins) + 2VALf (Wins) + Ry (VViAt, QE)

ja

Ry (Wise, 2VAL) | < Ry (Wiae) A
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Tésséd tapauksessa satunnaismuuttujan f (W;a,;) Malliavin-derivaatalle

(DkAtf (M/iAt»éV:l

patee

[ (Wiae) + 2VALf (Wiae) + Ry (WiAt; 2@) — f (Wiar)
2VAt
2VALf (Wiae) + Ry (Wmt, 2\/5)
- 2V/At
Ry (Wim, 2@)
2V/At '

Diaef (Wine) =

= (Wiae) +

Talloin siis
Diacf (Wiae) = f (Wiae) + Rix (\/ At) ,

missé

/ [ 7_2
R ( At) . Ry (WA; Gk).

Nyt erityisesti

‘Ri,k (\/E)‘ < Ry¢ (Wine) \/Eurg

- 2 VAL
_ Rre(Wiar) VAL
5 .

Nyt voidaan mééritelld jatkuva kuvaus RY : R — R,

)Ri,k (\/E)( < R? (Wiar) VAL, 0

LAUSE 2.8. Olkoot 8 > 0 ja f,g funktioita luokasta C*°. Oletetaan lisiksi, ettd
on olemassa Cy > 0, jolle Ry (x) = Cy kaikilla € > 0 ja kaikilla x € R. Tdllin on
olemassa jatkuwva kuvaus Ryop siten, ettd satunnaismuuttujan g o f (Wia,) Malliavin-
derivaatalle pdtee

Dy (F Wiae)) = (9 (F (Wiae)) - Diaef (Wine) + R (VAL) ) i,

missd

)Ri’k (@)‘ < Rgoy (Wiat) VAL
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TobisTus. Tapauksessa k > ¢ viite pétee selvisti koska,

WL = Wi, = Wiae
Kun k < ja ¢, = VAt, lauseen 2.7 todistusta jéljitellen saadaan funktiolle g o f

g (f (Wixe) = 9 (f Wiar))
ja
g (f (W) =g (f (Wiae — 2VAT))
9 (f Wia) = 2VALF (Win) + Ry (Wiai, —2v/A7) )
Nyt, koska myds g € C¥, voidaan edelleen kirjoittaa
9 (F (W) = g (£ (Wiar) = 2VAL (Wiar) + By (Wiar, ~2VAt) )
= 9(f (Wia)) + (=2VALf Wiar) + By (Wiar, ~2VAE) ) f ( (Wiar)
+ By (F (Wiad) ,=2VALS (Wise) + By (Woar, ~2VA7) )
=g (f Wiae)) = 2VAL (Wia)) g’ (f (Wiar)
+ By (Wiar, ~2VA1) o (F (Wiar))

+ Ry (f Wiar) . —2VAL (Waa) + By (Winr, ~2VAY) ).

Té&ll6in satunnaismuuttujan g o f (W;a;) Malliavin-derivaataksi saadaan

g (f (W) =g (f (W)

Diarg (f (Wiar)) = /A
g Waa) = (9.(F (Wia)) = 2VAEF (Wis)) ' (f (W)
2v/At
Ry (Wiae, =2VAL) g/ ( (Wiar))
2V
Ry (f Wise) , ~2VAEf (Wisr) + By (Wi, ~2V/AT ) )
2VAI

= ' Wiar) ' (f (Wiar))
Ry (Wiae, —2VA) g (f (Wiar))
2V/A
Ry (f (Wiae) . =2VAL (Wia) + Ry (Wias, —2V/AT) )
2V At ‘
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Lauseen 2.7 nojalla funktiolle f pétee
Ry (Wiar, ~2v/Al)
2v/At ’

Diacf Wine) = ff (Wiae) —

mista saadaan edelleen muoto
Ry (Wiar, ~2v/Al)
2v/At '

Sijoittamalla tdmé satunnaismuuttujan g o f (W;a;) Malliavin-derivaatan yhtdloon
saadaan

Diatg (f Wiar)) = ¢' (f Wiar)) Dieacf (Wiar)
R, (f (Wiae) , —2VALf" (Wias) + Ry (Wmt, —2\/Kt>>

' (Wiar) = Dyacf (Wine) +

2v/ At
Téaysin vastaavalla paattelylld voidaan laskea satunnaismuuttujan g o f (W;a;) Mal-
liavin derivaatta, kun k <1 ja ¢, = —v/At. Tall6in arvoksi saadaan

Diatg (f Wiar)) = ¢' (f Wiat)) Deacf (Wiae)
R, (f (Wiat) , 2VALf (Wiag) + Ry (Wmt, 2\/A_t>>
2V/At '

Nyt voidaan yhdistéaé edelliset paatelmaét, jolloin kaikilla & < i pétee

_|_

Dyseg (f (Wia)) = o' ( (Wiar)) Deae (Wiad) + Rig (VAL),

misséa

Rix (m) _ Rg (f (WiAt) ,—2¢€ [ (VIQ/ZN) + Rf (Wmt, —2616))'
—4Ck

Jasannos R; g (\/ At) on haluttua muotoa, koska

Ry cwiny (f Wiae)) [=2enf" (Wiae) + Ry (Wiae, —2¢;,) '

‘Ri,k (@)‘ < w
C, (‘2\/A_tf' (Wine) | + ‘Rﬂg (VViAt)Atl%g >1+9
< L
_ Cy (‘Qf/ (Wine)| + )Rf,g (Wine) \/Kte )1+9\/E9

— 2 Y
missii & = 2v/T ja £ (Wing) 1= 2VT | f' (Wins)| + Ry (Win,) T2 . Edell kuvaus Ry ¢
on jatkuva. Liséksi on olemassa jatkuva kuvaus h siten, etta |f' (x)| < h(z) kaikille
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0 1+6
Cy (120 (@) + | Ry (0) VAL
2 )
alkuperdinen véite on saatu todistettua. 0

x € R. Siis kun méaéaritellaan

Ryoy (2) :=

Seuraavaa esimerkkid hyodynnetdédn myohemmin esimerkissa 2.14, jota taas kéy-
tetddn myohemmin laskettaessa option deltaa.

ESIMERKKI 2.9. Olkoot s > 0 ja u,0 € R. Olkoot lisiksi f(z) = setTe’ ja
geCchl.

Esimerkin 1.10 kohdan (3) nojalla f € C''. Koska funktion f derivaatta f'(z) =
soetTe’ on jatkuva ja myods g € C1t, lauseen 2.8 todistuksen nojalla saadaan

Diarg (f Wiar)) = <9/ (f Wiae)) - Dracf (Wiae) + R (\/Kt» Li<i,

missé

o (VA7) < G2l (Vo) By (Wi ~26,)"

Koska funktion f toinen derivaatta on f” (x) = so?etTe”, jainnokselle Ry (Wias, —2€)
pétee esimerkin 1.10 kohdan (3) nojalla

S|U|2€uT60(WiAt+2\/E)

2 )

IRy (Wine, —2¢;)| <

Téata arviota kdayttden voidaan edelleen kirjoittaa

‘Ri,k‘ (\/A_t> ’ < C'|—2¢xf’ (WiAt;\‘;A_Rtf (Wine, —26k)]2

C (|2/BLy (Wese)| + 1By Wess, 200 )
<

B 2V/At
= 2CVAL|f (Winr)|?

C|Ry (Wiae, —2ep)*
2V AL

+2C | (Wiae)| [Ry (Wiae, —2¢x)| +
< 2CVAL (s]o]erT e iar)?

+2C (s|oferTeo™ine) <2S|0|2euT+2o\/EeontAt>
C (28‘0’26“T+20\/E€0WimAt> i

2V AL
=2C (s\a!e“T)Q e?7Wint\/ At

+
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+4C <s2|a| 2T +20VA ) e2oWint At

20 (sloPerTr2oVA)  2rWis A,
Nyt voidaan selkeyden vuoksi mééritella

a:=2C (s\a|e“T)2,

By 1= 4C (2o et 2e /1)
ja
v = 2C (8‘0”26”T+2‘7m>2,
jolloin
‘Ri,k <\/E)‘ < a2 /AL 4 By - 2 WIAAE Ly - 2oWini A
Erityisesti o < oo ja ylla méaéritellyt jonot (5y) N>1o (vw) v>1 Suppenevat:
6N—>4C( 2’U|3 QHT) kun N — oo
ja
v — 2C (S|0’|2e#T>2 e N — oo

Koska jonot (8y)ys;, (73)ys; suppenevat, niille on olemassa myds yldrajat 3 ja .

2.2. Diskreetti Skorohod-integraali

Madritelladn seuraavaksi Skorohod-integraali. Se on keskeinen késite diskreetissa
Malliavin-laskennassa ja sitd kdytetddn luvussa 3 laskettaessa option deltaa.

MAARITELMA 2.10. Olkoot Fja¢: Dy — R satunnaismuuttujia, missé
i € {1,...,N}. Prosessin (Fja;)~, Skorohod-integraali on

Mz

6 (Fa) : Fin ( — DintFine (en) At) .

=1

Malliavin-derivaatalla ja Skorohod-integraalilla on seuraavan lauseen mukainen
yhteys, joka vastaa osittaisintegrointikaavaa. Lauseen todistuksessa kdytetiadn ehdol-
lista odotusarvoa. Tarvittavat ominaisuudet on esitelty lemmana 1.6. Lausetta kéy-
tetddn todistettaessa tdmén luvun padtulosta, lausetta 2.12.

LAUSE 2.11. Olkoon F': Dypr — R satunnaismuuttuja ja (Umt)i]il stokastinen
prosesst, missi Uiay: Dy — R kaikilla i. Tdlloin

N

> (DiniF) Uin (en) At| =E[F6 (U.ay)].

=1
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TobpisTus. Aloitetaan véitteen vasemmasta puolesta. Se voidaan kirjoittaa odo-
tusarvon lineaarisuuden ja Malliavin-derivaatan mééritelmén nojalla muotoon

(Do F) U, N [E) ~Fler)
(21) E ;(D,AtF)U,At (en) At _;E i Uins (en) | At.

Miiritelliéin nyt jokaiselle 1 < k < N uusi o-algebra F¥ 4, siten, etti

k o
'FNAt = 0'(61, ey €1, €k41, - - - >€N) .

Avaruus (Dy 1, Fn, uny) on diskreetti ja dérellinen, joten satunnaismuuttujan Usay
chdollinen odotusarvo o-algebran Fj ,, suhteen on

. UiAt 63\75 + UiAt eiﬁ
(2.2) E [Uiat (en) | Fiad = () 5 ( )

Jatketaan tarkastelemalla yhtélon (2.1) oikealla puolella olevaa odotusarvoa. Seu-
raavissa yhtaloissd kiytetddn lemman 1.6 kohtia (i) ja (i7), sekd yhtaloa (2.2). Edel-
lamainitulle odotusarvolle pétee

F(ey) = F (en
U;

WAL at(en)
[ F (i) — F (€5 .

= K _]E ( N2) —At ( N)UiAt (GN) ]:JZVAt]]

G [ F(e) = F(ey)

= F E

2/ At

E

[Uint (en) | Fivad]

(2__2) B _F (67}\—}_) - F (611\7) ‘ UiAt (63\—’,:) + UiAt (621\7)
I 2/ At 2
& F (eX) Uine (e§) N F (X)) Uiae (e)
i 4V At 4/ At
CF(ey) Uine(e¥)  F(en) Uiae (e)
4V At 4/ At
= E —_

1 (F () Uine (X)) N F(ey) Uit (elN))

2 VAL —V/At

B F (e?{) Uint (eﬁ) n F (ef{) Uint (63\,_)
4vVAt 4vVAt

_F(en) Uiai () | F (en) Ui (6’&‘)]
4VAL 4VAt '

Nyt edelleen yhtélon (2.2) ja lemman 1.6 kohtien (7) ja (iz) nojalla saadaan
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E 1 <F (ef{) Uins (eéf{) N F (63\7) Uing (e?)) B F (e”) Uins (eﬁ)
2 VAL —V/At 4v/At

4V At 4V At 4V/At
22 g {E [F(GN) Uint (en)

€

+F (e?{) Uint (ei];) F (eév_) Uint (eﬁ) F (63\7) Uint (63\[_)]

_% (F () + F (ei7)) (Um (eﬁQ)\/_A_[fN ! )]

@ g [ [Flen)lisen) At} LB [F(en) [Fun,] Disdling (gm}
@ g ZE (F (en) giAt (en) ]_-]ivAt] —E [F (en) DintUsnt (en) |]:}§At]]
© g _E I (en) g’m (en) F (en) DiatUiat (en) PNAtH

. :FieN) gmt (en) — F (en) DiatUins <€N)] ]

Sijoittamalla edelld saatu tulos alkuperiisen véitteen vasempaan puoleen saadaan

N
E Z(DiAtF) Uint (en) At
i=1
o [F (o) Uia (en)
= ZE |: N e'lAt N - F(eN) DiAtUiAt (GN):| At
i=1 !
r N
UZ‘ (&
=E | F(en) Zl <—Atef v DintUine (eN)> At
: YU (en) At
=E |F (en) ZI: (ZAtE—ZN — DinUsat (en) At)
(@) _ -
=K |F (eN) Z (Umt (GN) € — DintUing (eN) At)
i=1
Edelld yhtilo (a) seuraa siité, etté €2 = At kaikilla 3. O

Todistetaan seuraavaksi luvun 2 tarkein lause, joka antaa keinon yhdistéa diskree-
tin Malliavin-laskennan ja option deltan mééritelmén luvussa 3.
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LAUSE 2.12. Olkoot 0 > 0 seki f ja g funktioita luokasta C?. Olkoot liscksi
Y: Dyr — R satunnaismuuttuja ja (HiAt)i]il stokastinen prosessi siten, ettd

Z inilen)Diacf (Wyar) 20 kaikilla ey € Dy .

Merkitaan
Y Hini (en)
Z;-V:l Hjat (en) Djacf (Wiae) At

Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus Ryor siten, ettd

Uiat (en) :=

B g (f Whae) Y] = E[g (f (Wxar)) 6 (Uad)]l =

ZRNz ( ) iAt (eN) At

ja termille Ry ; (\/ At) pitee

0
Ry (\/At> < Ryor (Wiae) VAL
TobisTus. Aloitetaan kirjoittamalla

Elg (f(WNAt))5(UAt)]

| 1=

ZDmg (Wyae))Usar(en) At

N

Z (g/(f(WNAt)) “Dinef(Wiae) + Ry, (@)) Uini(en)At

i=1

g

N
Z G (fWnar)) - Dinef Waae)Uine(en) At + Z Ry ; (V At) Uiat(en)At

i=1
N
Y Hine(en)
/
g WNAt iAtf(WNAt) At
|: Z Zjvzl HjAt(eN>DjAtf<WNAt)At
N

- Z Ry ( ) ,At(eN)Atl

SN Dinef (Wiar) Hine(en)
Z] 1 At(6N> jAtf(WNAt>At

+ZRN1< ) zAt(eN)At]
ZRM( VAL) Unsilex)At |

_E [g%f(vvm))

=E[¢'(fWyar)Y]+E
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Kohta (i) seuraa lauseesta 2.11 ja kohta (ii) seuraa lauseesta 2.8. Lauseen 2.8 nojalla
pétee liséksi

0
Ry (V At) < Ryor Wnat) VAL,
missd Rgo¢ on jatkuva kuvaus. U

Seuraava huomautus ja sitd seuraava esimerkki ovat valmistelua lukua 3 varten.
Sielld niitd kaytetddn jadnnostermin arvioinnissa laskettaessa option deltaa.

HuomauTus 2.13. Oletetaan, ettd on olemassa vakiot C',n > 0 siten, ettad edelli-
sen lauseen 2.12 prosessille (U;a;) pétee kaikilla

Uint < C, kun VAt <.
Nyt edelleen, kun v At < n, saadaan

ZR]W( > Uint(en)At

( ) Uint(en) At

<E [N- Ryo (Wyad)| VAL - C- At]
0
=E[|Rgor (Wnad)[] CTVA

¢
ESIMERKKI 2.14. Olkoot s > 0 ja pu,0 € R seki f(z) = setle’® ja g € CLL.
Arvioidaan lauseessa 2.12 esiintyvad jadnnostermia Ry ; (\/E) Esimerkkié 2.9 so-
veltamalla saadaan arvio

‘RN,Z' (V At) ‘ <o @2WNAL/AL 4 By - 2TVNANL 4y e20WNaL \t3
— <a + On - VAt 4y - At) e2Wnat\/ At

Maéaritellaan nyt
Ryop (z) := <a+ﬁN VAL + vy - At) 2oz

jolloin saadaan edelleen

E[|Rgor (Wiad)l] < (oz +5- VAL + - At) .E [G%Wzvm} '

Olkoon a € R. Nyt satunnaismuuttujat ¢; ovat riippumattomia, joten pétee

E[ aWNAt _

o[f1

E [e*“]

I
,’:]2

1

<.
Il
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Sl a I
_ H_ (ea At_i_efa At)
2
i=1

- (eam+6_am>N

B 2
Taylorin lauseen nojalla
VA = 1 4 VAt + %&a2At, missé & € [0, a\/E] i
Vastaavasti
e~ VA — 1 _ qV/At + ?azAt, missé & € [—a\/A_t, O} )

Talloin

el o6 N
E [eWvar] = (1 +aV At + SHa’ At + 1 — aV At + TazAt>

Koska
. T\"™
e’ = lim (1—1——) ,
n—o00 n
niin
. 2T avT
limsup E [eaWNAt] <ez*€ < 00.
N—oo

Nyt jos prosessi U;a; on kuten huomautuksessa 2.13, niin

limsup |E

N—oo

zNj Ry (VAL) Uisi(ex)At

< limsup (B[ Ryo (Wyar)l] CTVAL)

N—oo

= CTlimsup (B [|Ryey (Wiva) || VAT)

N—oo

< CTlim sup (E (| Ryoy (Wiva)) limsup (VA?)

N—oo N—o0

23



24

2. DISKREETTI MALLIAVIN-LASKENTA

< C'T'lim sup ((a+6-\/ﬂ+7.At> K [620'WNAt:|>

N—oo

< (CTa-limsupE [e%WNM} lim sup (\/ At)

N—oo N—oo

)2 o
E5=ET im sup <\/Kt>

N—oo

<(CTa-e

=0.

lim sup
N—oo

(v37)



LUKU 3

Option deltan laskeminen

3.1. Diskreettiaikainen optionhinnoittelumalli

Aloitetaan tdmé luku rakentamalla binomipuumalli, jossa on N aika-askelta. Bi-
nomipuumalleja hyodyntavid diskreettejéd optionhinnoittelumalleja ovat kehitténeet
ensimmaiseksi Cox, Ross ja Rubinstein sekéd Rendleman ja Bartter.

Tarkastellaan eurooppalaisia optioita, joiden maturiteettihetki on T = NAt ja
tuottofunktio on ¢. Oletetaan, ettd on olemassa riskiton korko r. Olkoon S;a; option
kohde-etuuden hinta hetkelld ¢A¢, missd i € {0,..., N — 1}. Olkoon p € (0,1) ja
u > €™ > d > 0. Kohde-etuuden hinta hetkelli (i + 1)At on

e uS;a; todennékoisyydella p
e dS;a; todenndkaisyydelld 1 — p.

Olkoon ¢ > 0. Tarkastellaan tilannetta, jossa

r—%aQ)At—a\/ At

_1.2
U= e(r 50 )At—l—avAt’ d = 6(

) 1
a = —.
J p 5

Tésséd parametrit on valittu liahteesta [5] 16ytyvin RB-mallin mukaan. Jatkossa kéy-
tetddn aina kyseistd RB-mallia.

Oletetaan, ettd kohde-etuuden hinta liikkuu hetkeen nAt mennessd ylospéin j
kertaa ja alaspédin n — j kertaa. Kun merkitdan Soa; =: s, saadaan kohde-etuuden
hinnaksi hetkelld nAt

Spar = su?d"

(31) _ Sej((r—%U%At—i—a@)e(n—j)((r—%a%At—a@)
_ Sen((’r—%UZ)At)eU(Qj—n)\/E'
Olkoon (€, ..., €,) jono satunnaismuuttujia, joille patee
VAL, jos kohde-etuuden hinta nousee hetkell& i
€ = . . .
—V At, jos kohde-etuuden hinta laskee hetkelld 7.

Kaytetadn luvusta 2 tuttua satunnaiskévelyn merkintéaa

n
WnAt: E €.
=1

Edelld tarkastellussa tilanteessa kohde-etuuden hinta nousi j kertaa ja laski n — j
kertaa, joten

25
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Woae = jVAL — (n — j)IVAL = (2] — n)VAL.
Néiden merkintojen ja yhtéalon (3.1) avulla saadaan seuraava méiritelma.

MAARITELMA 3.1. Option kohde-etuuden hinta hetkella nAt, n € {1,..., N} on

Spag 1= se(r=20%)A0 o Waar

MAARITELMA 3.2. Option hinta riippuu ajanhetkestd nAt, n € {0,..., N}, ja
kohde-etuuden hinnasta z > 0 kyseiselld ajanhetkelld. Olkoon i € {0,..., N —1}.
Madéritelldéan option hintafunktio

(3.2) C(x, NAt) := ¢(z),
(3.3) Cla, i) = % (Cluz, (i + )AL + Cde, (i + 1)AL)] e,

Edellisen mééritelmén kohta (3.2) perustuu ajatukseen, ettd option hinta ja tuotto
ovat tasapainossa lunastushetkelld, jolloin ei ole riskittomén voiton mahdollisuutta.
Kohta (3.3) taas pohjautuu siithen, ettd optio hinnoittautuu kullakin ajan hetkelld
vastaamaan tulevan hetken odotettua hintaa riskitén korko huomioituna. Option al-
kuperiinen hinta voidaan laskea ehtojen (3.2) ja (3.3) avulla kaénteiselld induktioalgo-
ritmilla. Seuraava lause on térkeé tulos ja sitd hyodynnetaian kdytannossa laskettaessa
option hintaa.

LAUSE 3.3. Olkoot ¢: R — R funktio ja C(s) := C(Soat, 0At) option hinta het-
kelli 0. Hinnalle C(s) pdtee

C(s) = e_TNAti (N> (%)N¢(sude_j)

=0 \7
=E[e™" ¢(Swar)]-
TobpisTUus. Tassd todistuksessa kédytetddn méaritelman 3.2 avulla rakennettua

kédnteista induktioalgoritmia. Olkoon = € R. Osoitetaan, etté kaikilla i € {0,..., N}
patee

(3.4) C (2, (N — i)At) = 6_2 Y (Z)d) (b d ).

Ehdon (3.2) nojalla viite (3.4) pétee, kun ¢ = 0. Oletetaan nyt, ettd viite pétee jollain
luvulla i € {0,..., N — 1}, ja osoitetaan, ettd se patee myos luvulle ¢ + 1.

C (z,[N — (i + 1)]At)

W 20 (e, [N~ i)A0) + € (dr, [N — i)An)] ™
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. —irAt .
ind.ol. % [6 > Z <;>¢ (uFd*uz)

k=0
TGS (i k gi—k —rAt
+; (k)qﬁ(u d da:)] e
k=0
e~ (i+1)rAt i i Kl i P
- 9i+1 L [(b (u d x) +¢ (u d x)]

0
(i i+1 .
e (i+1)rAt < i

= |

e—(i—l—l)rAt 4 i ] )
=) S R CICRES PRI
k=1

k—1
+Z (;>¢( kd”l_kx)]
k=0
6—(i+1)rAt [ % ( i ) il i ; L
— Z ¢(U dz+1 kl’) + ( )¢(ukdl+l kl’)
2i+1 — k—1 — k
+¢ (UH_IJ}) + Qb (di+1$) ]
—(4+)rAt [ E /s ' ‘ A
Lemma A.1 € S Z (Z ‘; 1)¢ (ukdz-i-l—kx) + ¢ (uz+1$) +6 (dz+1x)]
k=1
—(i+1)rAt [l /s .
_ €2T Z (l _Il; 1)¢ (ukdz—i-l—kx)
L k=0

Nyt siis véite (3.4) pétee kaikilla i € {0,..., N} ja siten valitsemalla i = N saadaan
tasta suoraan lauseen varsinainen véaite:

—NrAt N
C(s) = GQLNA > (]Z)¢ (uFdV*s)
k=0

=Ele T ¢(Syar))- O

3.2. Option delta

Aiemmin esiteltyjé tuloksia voidaan soveltaa laskiessa option herkkyysparametria
delta. Option delta kertoo kuinka herkésti option hinta reagoi kohde-etuuden hinnan
muutoksiin. Seuraavaksi lasketaan eurooppalaisen option delta aiemmin mééaritellys-
sé binomipuumallissa. Oletetaan, ettd option tuotto-funktio ¢ on derivoituva ja sen
derivaatta ¢’ on jatkuva. Delta on option alkuperédisen hinnan méairavan funktion C'
ensimméinen derivaatta kohde-etuuden hinnan s suhteen. Siis
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Ay :=C"(s)
d

——F |:efrT¢ <SeN((T'*%0'2)At)eUWNAt)i|
ds

:efrT]E |:¢/ (Se(rf%ch)TeoWNAt) e(T*%UQ)TeUWNAt]
—e TR [Cbl (Snat) e(r_%UQ)TeUWN“} )

Otetaan vield kayttoon merkintéd p :=r — 502, jolloin diskreetti option delta voidaan
kirjoittaa muodossa

Ay =eTE [gzﬁ' (Snat) e“Te”WNAt] )

Jatkossa tutkitaan jonon (Wya;) kdyttaytymistd, kun N — oo. Tatd varten tar-
vitaan heikon suppenemisen késitetté, joka on liitteessd médritelméa A.4. Tahén liit-
tyy vahvasti keskeinen raja-arvolause, joka on liitteessi tulos A.6. Keskeisen raja-
arvolauseen nojalla

— ¢ ~N(0,1), kun N — oo.
Téalloin

Wyae = g~ N(0,T), kun N — oc.

Luvun 3 lopullinen tavoite on osoittaa, ettd eurooppalaiselle osto-optiolle ja bindé-
rioptiolle pétee

efrT

uT og
N0 STUE[¢(S€ ¢ )g],

missd yhtdlon oikea puoli on ldhteessé [9] luvussa 6.2.1 laskettu Black-Scholes -malliin
perustuva option delta. Seuraavassa lauseessa option diskreetti delta kirjoitetaan hie-
man erilaiseen muotoon, jonka myota padstaan hyodyntaméaian Malliavin-laskentaa.

LAUSE 3.4. Olkoot f(x) = se"Te? ja ¢ € CL1. Tillgin

eUTeo'WNAt
¢ (Snat) 0
P\ Dya (Swar) At

Ay=e¢"TE +Qn,

missi (Qn),—, on jono reaalilukuja ja

N—oo
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TobisTus. Huomataan aluksi, ettd f(Wyar) = Syas. Esimerkin 1.10 kohdan 3
nojalla f € C'. Kun (H;a,), on stokastinen prosessi, jolla

N
> Hjailen)Djarf (Wyar) # 0 kaikilla ey € Dy,
j=1

lausetta 2.12 soveltamalla saadaan

ef'rTE [(b/ (SNAt> e,uTechNAt}

— e—TT]E

5 (Sxa) P
t
Z;-V:l H'At(eN>DjAt (SNAt) At

B |5 (V80 o T e

=1 Hja(en)Djae(Snae) At

missé

Ry, (\/A_t> < Rypor (Wnat) VAL

ja kuvaus Rgor on jatkuva. Valitsemalla H;a; = 1 kaikilla 4, saadaan

e—TTE |:¢l (SNAt) e,u,TGUWNAt}

eﬂ'Teo'WNAt
¢ (Snat)d
U\ D (Svar) At

— efrTE

euTeawNAt

N
—E Y Ry, (VAL At
; " ( ) Soim Dini(Snar)At

= . V11- Vi
Huomataan, etti e?"Vnvat j—1 €9, joten Malliavin-derivaatan mééritelmésta

saadaan

Ding(setTe™vat) = seit H o7 eoVAL _ o—oVAt
j#i 2V/At

oVAt _ —oVAL
= getT eoWnat ¢ ¢ e 7%,
2/ At

Talloin kdyttamélla lauseen 2.12 merkintdéd Usas (en), kaikille ¢ € {1,..., N} pétee

G,U'TGUWNAt
>omi Diae(Snan)At
1

AtMZ ¥ o

Uiat (en) =
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1 2V AL 1

sAt 60@ _ 670\/& Z;V:I e—0€;
< N 2V At 1
- 3_T€U\/E _ 670@ Nefa\/ﬂ

1 2v AL 1

o ST eoVAL _ o—oVAL e—ax/At'

Eksponenttifunktion Taylorin kehitelmén avulla ndhdéén, ettéa

2v AL

-
eOVAt _ o—oVAL o’

Liséksi tiedetédén, etta

kun VAt — 0.

1
o—oVAL

Edelliset péadtelmét yhdistamalld saadaan

— 1, kun VAt — 0.

1 2V At 1 1
PPN R — T kun VAt — 0.

Néin ollen U;a; tayttdd huomautuksen 2.13 ehdon kaikilla ¢ ja esimerkin 2.14 nojalla

N HT poWn ar

limsup |E ZRNvi <\/At> ~ i At||=0

N=oo =1 > im1 Dija(Snan) At

ja siten
AN - G_TTE [Qﬁl (SNAt> €MT60WNAt}
TE ¢ (S ) 6 e:uTeo'WNAt Q

= e_r NAt + N,

S0 Diae (Snae) At

missé

i, Qv =0
l

Option diskreetti delta saadaan siis esitettyd Malliavin-derivaatan ja Skorohod-
integraalin avulla. Seuraava tavoite on osoittaa, ettd rajoitetulle funktiolle ¢ pétee

efrT

—rT
E _
¢ sTo

E [¢ (SNAt> WNAt] ? 0.

¢ (Svar)d <

e.LLTeUWNAt >

321 Diac (Snad) At

Téamé tulos muotoillaan lauseeksi 3.7 ja sen todistuksessa tarvitaan aputuloksia,
jotka todistetaan seuraavaksi.
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LEMMA 3.5. On olemassa jonot (Yv)n>1 ja (Nn)n>1 positiivisia reaalilukuja siten,
ettd impy 0o v = 0, limy 0oy =0 Ja

5 el‘LTeo.WNAt 1 W
- NAt
>y Diae(Sna) At ) sTo

1 20V At N 1
< _ 1) Wad| 4 |————
sTo (60'@ _ 6—0'\/&) Zj:l e 0¢j NS€—2O'\/E

<N [Whad + 1w
Tobistus. Kirjoitetaan aluksi

5 M oW At _s et oo Wnat \
Zj'vzl DjAt (SNAt> At E;VZI DjAt (Se:u'TeUWNAt) T

L e?Wnat y
ST E:?I1L%At(€“WWAt)>

1 e?Wnat N
1 N
AL (=) e

1 20V At 5 N
sTo e(r\/ﬂ _ e—ox/ﬂ Zjvzl e ¢ .
Nyt siis véitteen vasen puoli saadaan muotoon

1 20V At N 1
_ 5 N - - WNAt
sTo @U\/E —e oVAt Z 1 e 9¢ sTo

)=

20V At N
T o ovai | ? N oo | Wia
eo — e o Zj:l e 0¢€;

Skorohod-integraalin mééritelmén nojalla saadaan

N
Zj:l e 7Y

N

N
— ¢, — D, — | At
N _0'6'61/ ZAt N —O0€j5
i—1 [Zj:le J (Zj:le J)

N
N Z N

s
i=1¢ 7

B 1
- sTo
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Q) N . ea\/E _ e—am N T

N o Vv — S E— —
Zj:le ’ 2VAL ;(Z ])(Zj#e i 4 eo€i)

j=1¢

Edelld viimeinen yhtils (i) saadaan seuraavasti:

N 1
DiAt (N—> At = Dz’At (N—> T
Zj:l e~ ¢ Zj:l e~ ¢

T 1 1
B 2V AL (Z i e ¢ —|—@_0\/E Z ~€U€j—f—eam>
T Z]#z 76 eTVAL Z]#z 04 — e oAl
AR (S e e VAL e+ eV

T 60—\/7 _ 6—0'\/&
-~ 2V/AL (i€ + e*ﬂ\/ﬂ)(z#i e=¢ + eoVAt)
T U\/E 670\/5

2\/_(2] 1 €779) (D0 e+ e<i)

Edella tehtyjen laskujen nojalla saadaan arvio

20v At N
) = — Whiat
(eax/Kt _ e—am) Z —0€;
20V At N

VAL _ —oVAINN o, Wiae
e —e > o1 €70
20V At eoVAL _ oVt N T W
_ — Wna

ea\/E _ 6_0@ 2v/ At p (ZN L e_oej)<2j7éi e~ + eoei) t

j:
1 20V At N W
= Ta (eo\/ﬂ _ 6_0\/&) ZNﬂ -WNAt

To
N Z —0o€; —o€; N Wit
] 16 J)(Zj;ﬁie J+€U€z)

20V At N 1w
(97\/7 e~ 0'\/7> Zj— e—o€) NAt

N

1
N —O0€4 —0€4 O€;
; (Zj:le ])(ijéie i+ e%)

20V At N
\/K — N - 1 WNAt
(ea t_ e ax/B) Z .

Jj=

1
sTo

B 1
- sTo

.

@ 1

sTo

IN

1
+ —
S

<
— sTo
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1| 1

g Zl Nefam . Ne*U\/E
1 20V At N A N
 sTo |\ (enVBl — VB TN oo NAH T o | N2e—20Vat

1 20V At N
= (< N - 1) WNAt

sTo eo VAL _ efax/At) z L e—0¢;

1
. + ‘NS€2U\/At
]:

Edelld epayhtilo (i) saadaan termejd siirtdmailld ja kolmioepdyhtélod kayttamalla.
Epéayhtélossa (i7) kidytetadn arviota

1 1
‘ Zj\le e~ € - ' Ne—O'\/Kt
Nyt voidaan mééritelld
= L 0, kun N
nN ‘= W — U, Kun — OQ.

Eksponenttifunktion Taylorin kehitelmén avulla ndhdéén, etté

o 20V At
AN = oVAL _ ooVt

— 1, kun N — oo.

Koska eksponenttifunktio on aidosti kasvava ja —v At < —¢; < vV At, saadaan

N
Ner\/E < Zefaei < NeU\/E
=1

ja edelleen

N < N < N
NGJ\/E - Zl\il e~ o€ Ne—am-

Nyt edellisissé epayhtéloissa pétee

. 1
m%ljamél,kun]\/%m,
joten myos
N
ﬁN = N — 1

Nyt voidaan kirjoittaa

lanfn — 1| = |lanfy —an +ay — 1]
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< lan||By = 1] + |an — 1]
< |supan||By — 1| + |an — 1]
N/
S |]. —|—supogN/| HﬁN — 1| + |OZN — ]_H
N/
— 0.
N
Talloin siis

20V At N
(eam _ 6*0\/5) ZN L e~ €

J]=

— 1.

Nyt tiedetéén, ettd on olemassa jono (yn)n>1 positiivisia reaalilukuja, joille

1 . .
E|QN6N_1| <N Ja A}l_f)lgo’YNZO-

Liséksi tiedetéddn, ettd limy o ny = 0. Tésté seuraa viite

< N [ Whael + nn-

6 e:u‘Teo'WNAt 1 W
- NAt
> imi Diac (Snar) At ) sTo
0

Lauseen 3.7 todistamiseksi tarvitaan vield arvio odotusarvolle E |[Wya¢|. Laske-
taan se seuraavaksi.

LAUSE 3.6. Olkoon (Wxa¢) n>o diskreetti satunnaiskdvely. Télloin kaikilla N € N

NI

E|Wyae < (E[Wyail®)? = T3,

TobisTus. Holderin epéayhtélosta saadaan

N

E [Wyat| < (E|WNAt|2) -
Nyt

E|[Wyael> = E
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Nyt ollaan saatu todistettua tarvittavat aputulokset ja voidaan todistaa tavoit-
teena ollut lause.

LAUSE 3.7. Olkoon ¢ rajoitettu funktio. Tdlloin

euTeUWNAt
¢ (Snat)
t >1 Diae (Swar) At

ToDISTUS. Lemmasta 3.5 saadaan arvio

e—rT

—rT
E
¢ sTo

lim
N—o0

E [¢ (SNAt) WNAt] =0.

<N [ Whatl + 1w,

6 eﬂTeUWNAt 1 -
Zévzl Diat (Snae) At sTo  NA!

missd yy 7 0 ja nn 7 0. Oletuksen mukaan kuvaus ¢ on rajoitettu, joten on

olemassa M < oo siten, ettéd |¢p(x)| < M kaikilla z € R. Nyt voidaan kirjoittaa

T8 |6 (Swan) 6 | oy © B 6 (Swad) Wial
€ NAt - NAt NAt
Soini Diar (Swac) At sT'o
pT oW At 1
=le""E ¢ (Snae) | 0 ‘ - Wiat
> mi Diai (Snar) At ) sTo
eMTeO'WNAt 1
<e R |6 (Snat)| |6 — Wat
Sy Djae (Snar) At ) sTo
< eE[|¢ (Snan)l (vn [Wxad + 1))
< e TE[M (yn [Wiad + 1))
<e M ('YNT% + UN) — 0.
Edella viimeinen epayhtélo seuraa lauseesta 3.6. O

Seuraava tavoite on osoittaa, ettd yhtalo (3.5) pitee, kun kuvaus ¢ tayttda lauseen
3.4 oletukset ja on liséksi rajoitettu. Téta tulosta varten tarvitaan seuraava lause.

LAUSE 3.8. Jatkuvalle ja rajoitetulle funktiolle ¢ pdtee
]\}EY;OE (6 (Snat) Wrad] = E [¢(se*Te?)g]
missd g ~ N (0,T).

TobisTus. Ehto

E([Wyal* =T

takaa, ettd perhe (Wxa¢)n>1 on tasaisesti integroituva. Tasaisen integroituvuuden
médritelmé ja tarvittava tulos 16ytyviat liitteestd A. Olkoon ¢ > 0. Maéritelldéan funk-
tio T.: R — [—c, ] seuraavasti:
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c, kun z > ¢
To(x) =< x, kun z € [—¢, ]
—c, kun x < —c.

Nyt voidaan kirjoittaa

’E [(b(se“Te"WN“)WNAt] —E [¢(36“T609)g] |
= [E [¢(se" e VAT (Wyat)| + E [¢(se"T e ¥80) (Wiar — To(Wiat))]
—E [p(se""e™)g] |
< ‘E [gf)(se“Te”WNAt)TC(WNAt)} - E [qb(se“Te”g)g} |
+ }]E [o(seT e Nar) (Wiyar — To(Wiar))] | :
Koska |¢(z)| < M kaikilla € R, jalkimmaéiselle termille pétee

|E [¢(S€“T€UWNN) (WNAt - TC(WNAt))] ‘ < ME |WNAt - TC(WNAt)|

S M Sup E ‘WN/At]‘{‘WN/At‘>C}‘ :
N'>1

Vastaavasti ensimmaéiselle termille pétee

|E [p(setT e )T (Wiar)] — E [¢(se"Te)g]|

= |E [¢(se"T """V T (Wyar)| — E [¢(se’Te?)T.(g)] + E [¢(se*T ™) T.(g)]
—E [gb(se”Te”g)g} |

< |E [¢(se"T eV (Wyat)] — E [¢(se*Te™)T.(g)] |
+[E [¢(se""e™)Te(g)] — E [p(se"e™)g]|

< [B [¢(se™ e NA)T(Wrar)] — E [¢(se""e™)Te(g)] | + ME [gl(g5ey] -

Yhdistamélla edelliset padtelmét saadaan epayhtilo

}IE [¢(SBHT60WNAt)WNAt] —F [gb(se“Te”g)g} ‘
< |E [p(se"T """V (Wyat)] — E [¢(se*T ) T.(g)] | + ME |gl(gse] -

+ M sup E ‘WN’At]-{\WN/Ach}‘ .
N'>1

Keskeisen raja-arvolauseen nojalla tiedetédén, etta
Wyar = g, missda g ~ N(0,7).
Lisdksi kuvaukset ¢ ja T, ovat jatkuvia ja rajoitettuja, joten

‘IE [gb(se“Te"WN“)Tc(WNAt)] —E [¢(5€“T609)Tc(9)] | 7 0.

Perhe (Wya¢)n>1 on tasaisesti integroituva, joten
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lim sup E |WN’At1{|WN/At\>C} = 0.

c— 00 N’Zl
Lisaksi
ME ‘gl{g>c}‘ — 0, kunc— oo.
Talloin siis
]\P_I&E (@ (Snvat) Wrad) = E [¢(3€uT609)9} . 0

SEURAUS 3.9. Jatkuvalle ja rajoitetulle funktiolle ¢ pdtee

_TT¢ (S ) 5 et Wi at
€ NA
A\ Djae (Swa) At

TobisTus. Lauseista 3.7 ja 3.8 saadaan

6—TT

= STU]E [(se'Te™)g] .

lim E

N—oo

E eirT(z) (S ) d i G_TTE [¢(5€“T609)g]
NA _
t ZjV:1 Djat (Snat) At sTo

R S B[ (Swar) Wirad

< e’ NAt - NAt) WAt
Z;'V:1 Diat (Syae) At sTo

€_TT e—rT .
+ sTaE [ (Snat) Wiad) — sTaE [p(se e 9)9]‘
— 0. -
N

Nyt seurauksesta 3.9 ja lauseesta 3.4 saadaan tulos, jonka mukaan diskreetti delta
suppenee Black-Scholes -mallin mukaiseen deltaan, kun option tuottofunktio ¢ tayttia
lauseen 3.4 oletukset ja on lisiksi rajoitettu.

SEURAUS 3.10. Olkoot f(z) = setTe’ ja ¢ € CL' rajoitettu kuvaus. Télldin
Snat = f (Wxae) ja option ¢ (Syae) diskreetille deltalle Ay pitee

—rT

: — 1 —rT / (T—lO'Z)T O'WNAt:| _ € uT og
]\}g{l)OAN A}l_lrgoe E |¢" (Snar) e 27 e STJE[gb(se e )g]

3.3. Eurooppalainen osto-optio ja bindirioptio

Aiemmin option tuottofunktion on oletettu olevan derivoituva ja rajoitettu. Esi-
merkiksi eurooppalaisen osto-option tuottofunktio ja bindérioption tuottofunktio ei-
vit tdyta naita oletuksia.

MAARITELMA 3.11 (C?-approksimaatio). Olkoot L € N ja ¢: R — [0, co] mitalli-
nen kuvaus. Olkoot lisdksi 0 < Ky < Ky < -+ < K < M < oo. Méaaritelldan kaikille
n >0

L
=K —nKi+q ja I"=[]JI
=1
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38
Sanotaan etti kuvaukselle ¢ on olemassa yksinkertainen C%-approksimaatio, jos seu-

raavat ehdot patevit:
o 0 < ¢(x) < M kaikilla x € R ja kuvaus ¢ on vakio vileilld |—oo, 0] ja [M, oo.

e Kaikille n € ]0, £, joilla
2 2 o,
LN =0 kun 4 # j,
on olemassa kuvaus ¢, € C? (R), jolle pitee 0 < ¢,(z) < M kaikilla z € R

kaikilla = ¢ I".

ja
Oy(x) = o(x)
Tarkastellaan tédsséd luvussa eurooppalaisia osto-optiota, jotka ovat muotoa
0, kun z < K
kin K <z < K+4+C

¢(x>: x_KJ
C,

Kaikilla n > 0 eurooppalaiselle osto-optiolle on olemassa yksinkertainen C?-approksi-
maatio vileilld |K —n, K +nlja|K + C —n, K + C 4+ [, missd 0 < 2n < C.

kun K +C < z.

Kuva 3.2. Bindérioptio

Binddrioption tapauksessa tuottofunktio on
¢($) = 1{m>K}-

Funktio on rajoitettu ja sille on olemassa yksinkertainen C?-approksimaatio vélilld
|K — n, K 4+ n|. Seuraava lause on yleisempi versio seurauksesta 3.9 ja sen avulla
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voidaan laskea delta esimerkiksi edelld mainituille eurooppalaiselle osto-optiolle ja
bindérioptiolle.

LAUSE 3.12. Olkoon ¢: R — [0,00[ mitallinen kuvaus, jolle on olemassa yksin-
kertainen C?-approksimaatio. Télldin

_TTqb (S ) 5 BNTGUWNAt
€ NA
t S Diae (Snae) At

TobisTus. Arvioidaan aluksi erotusta lisiamaélla termeja ja kayttamalld kolmio-
epayhtaloa

efrT

lim E =
e sTo

N—o0

E [gb(se”Te"g)g} .

o ohT oW AL o—'T .
Bl o B (Zﬁv—l Dijae (SNAt)At> a STJE [(?5(56“ € g)g}
— [E |76 (Swar) 8 ( e ) R b (Swad) Waad
>ty Djae (Snar) At sT'o
e—TT e—rT
+ sTaE (6 (Snat) Wiad — STUE [6(seTe9)g]
o ot oW AL o=
<IE e o (Snar)d (Zjvl Drr (Svad) At) - STUE[qﬁ(SNAt) Wyad
o= o=
+ STO'E [ﬁb (SNAt) WNAt] - STO'E [¢n (SNAt) WNAt]
e—rT 6—rT
[ B, (Svad Wil - S E 6,50 e
+|SE [gyserTern)g) - CE [s(seTern)g) ' -
sTo K sTo

Tarkastellaan epdyhtélon oikeaa puolta pala kerrallaan. Otetaan kdyttoon selkeytté-
vét merkinnét

A E|eTé (Syar) b e B 16 (Swar) Wad
N = e NA — Nat) WA | s
A D (Swar) At sTo t
6—7’T 6—rT
Bny, = STO'E [0 (Snar) Wiad) — sTaE [ (Svar) Wrad|
e—TT e—rT .
Cny = STO'E [Py (Snatr) Wiad] — STUE [(bn(se“ egg)g] )
6—TT - e—rT T
D, = sTaE [0 (se"Te?)g] — STO‘E [p(se"Te7)g] ‘

Funktiolle ¢ pétee 0 < ¢(x) < M kaikilla z. TAlloin lauseen 3.7 nojalla
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—rT

- E ¢ (Svat) Wiad

Ay =
N sTo

E

_T’T¢ (S ) 5 et coWnat
€ NA
A\ Dy (Swa) At

— 0.
N

Kuvaus ¢, on jatkuva ja rajoitettu, joten se tdyttaéd lauseen 3.8 oletukset ja siten
kaikilla 7

e_TT e—TT .
Cny = STO’E [ (Snat) Wiat] — STU]E [gbn(se“Te 9)9} '
— 0.
N

Funktiot ¢ ja ¢, ovat rajoitettuja. Té&ll6in

efrT i efrT Y
Dy, = STO'E [qbn(se“Te Ng] - STO']E [¢(36“T6 g)g}‘
et uT og uT og
=T ‘E [(qﬁn(se e??) — p(set e )) g”
—rT
€ T o T o
< © B [|on(serTe) — ofse?e)| Jgl]
Oletusten mukaan (¢, —¢)(x) voi erota nollasta vain kun x € I jollain ¢ € {1,..., L}.
Maaritellaan
al == —
! o sekT
ja

pom L (Bt
‘o serT |-

Nyt siis (¢, —¢)(se*Te?9) voi erota nollasta vain kun g € [a], b]] jollain: € {1,2,..., L}.
Télloin saadaan edelleen

e—rT L

Dy € MY E [lg ety |
N = gTg ™ 4 - 9 {oclarbl]}

1=

efrT

L
M ! E [1 ) i| .
sTo 26{811711)7[/} max {|az | ) | ) |} ZZ:; {ge[a;’,b,j]}

IN

lima] = lim b] = lhﬁ( K, >,
n

7—0 0 o setT

joten satunnaismuuttujan g tiheysfunktion jatkuvuuden nojalla
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E |:1{g€]ag,b?[}] — 0, kun n — 0.
Edelleen kaikilla N pétee

Dy, — 0, kunn— 0.
Viimeiselle termille By, pétee

efrT efrT

E ¢ (Snat) Wrat] — T

Ell¢ (Snat) = én (Svad)| [Wad]

]

By = sTo

e—rT

sTo

e—rT

sTo

Holderin epéyhtélolla saadaan

E (¢, (Svat) Wiad

<

<

ME H WNAtl{SNAtEI"}

: :
E HWNAtl{SNAtE”}H < (E UWNNWP (]E “hszvmel"}ﬂ)
%

1
== T2 (E |:1{SNAt€I"}:|) .
Nyt kaikille K; 16ytyy C*-funktio ¢, ,, jolle pétee
o vk, n(r) <1 kaikilla x,

* Lerm () < ox.q(x) ja
e ox, ,(z) =0 kaikilla 2 €|K; — 2n, K; + 27].

Nyt edellisten ominaisuuksien ja heikon suppenemisen nojalla kaikille ¢ = 1,..., L
saadaan

E [Hmaﬂ < E[prin(Snarl

— B [pr, o(se' )]

Télloin satunnaismuuttujan g tiheysfunktion jatkuvuuden nojalla tiedetédén erityises-
ti, etti

limsup E [115,0,e7y] < E [or,q5 )]
N 1
— 0, kunn—0.

Yhdistamélla edelliset paattelyt saadaan arvio

efrT ) L 2
By < sTo MT> < - E [QDKi,n(SNAt)] .

1=
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Nyt pétee

—rT
e’
E

~ e E [¢(36“T6"g)g]

2 j—1 Djar (Snar) At
S AN + BN,T] + CN,n + DN,’r]

eMTeUWNAt
e—TT¢ (SNAt) 5 ( N )

e—rT L L 5
< Any+ To MT= (ZE [(pKW(SNAt)])
efrT
Y Ui
+ Cny + sTaMi {sup }max{\a |, |b HZE[ (o] nbn[}] .

Nyt kaikki epéayhtdlon oikealla puolella olevat jonot ovat rajoitettuja, joten ylidraja-
arvon ominaisuuksien nojalla

,rT(b (S ) (5 SMTGUWNAt
€ NA
A D (Svar) At

E

lim sup
N

6frT

~ e E [qb(se“Te”g)g]

1
. . e—rT L 2
< hm]\?up (An) + thsup To MT? <;E [SOKi,n(SNAt)]>

e—rT

: S E [ ]
+hm]\§up (Cny) + STUMZG{SSF), max {|aj|, |b; HZ {g€]ay b7}

sTa MT2 (ZE [pre,n(setTe 09)])

—rT

2

€ n o
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LIITE A

1.1. Binomikertoimet

LEMMA A.1. Olkoot N,k € N ja 0 < k < N. Talloin

(- -65)

1.2. Tasainen integroituvuus

MAARITELMA A.2. Satunnaismuuttujaperhe {X;}.., on tasaisesti integroituva,
jos

supE [|XZ| 1{|Xi|>c}} — 0, kun ¢ — oo.

LEMMA A.3. Olkoon Xy, Xs,... jono satunnaismuuttugia ja G: [0,00[ — [0, 00]
kasvava funktio, jolle pdtee

lim —G (t) =0

t—o0 t

ja
sup E [G(|Xi])] < oo,

Tdlloin perhe {X;};5, on tasaisesti integroituva.

Lisdd tietoa tasaisesta integroituvuudesta 16ytyy lihteestéd [12] sivulta 188 alkaen.

1.3. Heikko suppeneminen

MAARITELMA A.4. Olkoot (2, Fy, Py) ja (Q, F, P) todennékoisyysavaruuksia se-
ki X, : @, = R ja X : Q — R satunnaismuuttujia. Jono (X,,),~, suppenee heikosti
satunnaismuuttujaan X, jos kaikille jatkuville ja rajoitetuille kuvauksille f : R — R

patee

lim E (f (X5)) = E (f (X))

n—oo

Heikolle suppenemiselle kédytetdan merkintda X, — X.
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LEMMA A.5. Olkoot (X,,). >, ja X satunnaismuuttujia seki F, ja F vastaavat
kertymdfunktiot. Tdlloin

X, = X
j0s ja vain jos
kaikilla funktion F jatkuvuuspisteilld x.
Tobistus. Todistus 16ytyy ldhteesta [1] sivulta 24 alkaen. O
LAUSE A.6 (Keskeinen raja-arvolause). Olkoon { X1, Xs, ...} jono riippumattomia

ja samoinjakautuneita satunnaismuuttujia, joilla

E(X))=p ja 0<E(X;—EX,)’=0%<o0.
Merkitidan lisiksi Sy, := > X;. Tdlloin

Sy — np ) 1 / T2
lIimP| — <z ) = — e~z dy,
n—00 ( vno? V21 J oo Y
eli jono (%) suppenee heikosti kohti nomaalijakautunutta satunnaismuuttujoa
g~ N(0,1).
TobisTus. Todistus l6ytyy lahteesta [12] sivulta 326. O
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