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Tamén tutkielman tarkoitus oli tuottaa tehtévid seké niihin liittyvid GeoGebra-
applikaatioita Jyvéskylén yliopiston "Johdatus matemaattiseen analyysiin 1”-kurssin
kaytettavaksi. Tutkielmassa kédytettivd GeoGebra-sovellus on ilmainen visuaalisen
kayttoliittyméan dynaaminen matematiikkaohjelma. Dynaamisuuden etuna on, etté
kayttajan tekeméat muutokset esimerkiksi funktioihin ovat néhtédvissd reaaliajassa.
GeoGebran avulla luotiin valmiit sovellukset, joita opiskelijat pystyvét kayttdméaan
ilman aiempaa tuntemusta GeoGebrasta.

Tehtavét jaoteltiin aihealueittain siten, ettd kurssin keskeiset asiat tulisivat mah-
dollisimman laajasti esiteltyd. Namé aihealueet ovat vaikeat funktiot, supremum ja
infimum, epsilon-delta-menetelmé, matemaattiset jonot seké konvergenssikriteeriot.

Vaikeat funktiot -osio késittelee analyysin kurssilla esiintyvid funktioita, jotka
ovat abstraktin luonteensa vuoksi vaikeita hahmottaa. Tutkielman tehtédvissd opis-
kelijat passevat késitteleméadn GeoGebralla funktioita reaaliajassa. Tehtévét visuali-
soivat vaikeat funktiot konkreettisiksi kuvaajiksi. Kun tehtavien funktioita mychem-
min kdytetddn analyysin opetuksen yhteydessé, opiskelijoilla on paremmat valmiudet
ymmartiaa opetettava asia.

Supremum ja infimum -osio késittelee kurssilla keskeisessé osassa olevia késitteita
pienin yliraja (supremum) ja suurin alaraja (infimum). Niiden opiskelussa kdytetdin
yleensé abstrakteja joukkoja, joiden supremumia ja infimumia tutkitaan. Téllaisten
abstraktien joukkojen ymmértédminen voi olla opiskelijoille vaikeaa. Tutkielman teh-
tavissa kaytetdankin joukkoja, joilla on selked geometrinen tulkinta. Témén ansiosta
opiskelijat voivat tutkia niitd GeoGebran avulla ja konkreettisesti ndhd& miten supre-
mum ja infimum muodostuvat.

Epsilon-delta-mééritelmé on yksi analyysin perusteiden vaikeimmista aiheista.
Maaritelmén sisdlld on lukuisia yksityiskohtia, jotka kaikki tulee ymmaértédéd, jotta
médritelmén kokonaisuuden voi sisdistdd. Tutkielman tehtdvissa visualisoidaan méé-
ritelmén osia ja johdatellaan opiskelijoita tutkimaan madritelméaéd GeoGebran avul-
la. Dynaamisen ohjelman ansiosta opiskelijat voivat esimerkiksi raahamalla ruudulla
nékyvid objekteja havainnoida epsilonin ja deltan suhdetta, seké tehdd muita méaéari-
telmén kannalta oleellisia huomioita.

Matemaattisia jonoja késittelevissa luvussa jonoja havainnollistetaan aluksi funk-
tioiden kautta. Lukion kéyneille opiskelijoille funktiot ovat tuttuja ja talld lahesty-
mistavalla pyritddn helpottamaan jonojen tutkimisen aloittamista. Varsinaista jono-
jen analyysiéd padstédin tekeméédn jonojen raja-arvoa kisittelevissé tehtavéissia. Myos
osajonoja késitelladn omassa tehtiavéissian, jossa opiskelija padsee GeoGebran avulla
itse tuottamaan niitd valmiiksi annetuista jonoista.

Tutkielman viimeisessé luvussa késitellddn konvergenssikriteerioita, jotka ovat eh-
toja jonon suppenemiselle. Tutkielma késittelee néista kahta, suppiloperiaatetta se-
k& monotonisten jonojen suppenevuusehtoa. Ehtojen avulla suppeneminen voidaan
todistaa ilman raskasta epsilon-delta-menetelmééd. Luvun tehtédvissd visualisoidaan
jonoja GeoGebralla ja kannustetaan opiskelijoita omaan ajatteluun.



SISALTO

Tiivistelma

1. Johdanto

2. GeoGebra

3. Analyysin peruskasitteiden matemaattista teoriaa

4. Aihepiirit ja tehtavat

5. Vaikeat funktiot dynaamisen matematiikan ohjelmalla

6. Supremum ja infimum dynaamisen matematiikan ohjelmalla
7. Epsilon-delta-menetelmé dynaamisen matematiikan ohjelmalla
8. Matemaattiset jonot dynaamisen matematiikan ohjelmalla
9. Konvergenssikriteeriot dynaamisen matematiikan ohjelmalla
Lahdeluettelo

O Ut I~ W+~

19
24
32
36



1. Johdanto

Tietotekniikan kayttdminen opetusvélineend on saanut runsaasti huomiota viime
aikoina ja se on noussut yhdeksi painopisteeksi uusissa opetussuunnitelmissa, niin pe-
ruskoulussa kuin ylemmilldkin asteilla. Esimerkiksi lukion opetussuunnitelmaan 2015
[5][s. 15] on kirjattu: "Opiskelijoita ohjataan hyodyntaméén digitaalisia opiskeluym-
péristoja, oppimateriaaleja ja tyovilineitd eri muodossa esitetyn informaation han-
kintaan ja arviointiin sekd uuden tiedon tuottamiseen ja jakamiseen.” Téatéd taustaa
vasten myos opetusmenetelmié on syyta paivittaa digitaalisempaan suuntaan kaikilla
koulutusasteilla.

Matematiikassa opiskelijoilla on jo kymmenié vuosia ollut kiytossdéan graafisia las-
kimia, joiden avulla opiskelijat voivat itse piirtda alkeisfunktioiden kuvaajia. Merkit-
tavéana kehityksend viime vuosina ovat yleistyneet ns. dynaamiset ohjelmistot, jotka
mahdollistavat reaaliaikaiset muutokset tuotetuissa kuvissa. Téllaisia on esimerkiksi
uudenaikaisissa CAS-laskimissa, seké tamén tutkimuksen kayttdmaéssd GeoGebrassa.

Tietotekniikan hyodyntamistd opetuksessa on tutkittu runsaasti. Vuonna 2011 jul-
kaistussa Coryn ja Garafalon tutkimuksessa [4] tutkittiin erityisesti dynaamisen ohjel-
miston vaikutusta opetukseen. Tutkimuksen mukaan dynaamista ohjelmistoa kaytta-
neet opiskelijat kykenivat tarjotun sovelluksen avulla tutkimaan omia ndkemyksidan
tutkittavasta aiheesta. Tamén ansiosta opiskelijat kykenivit muokkaamaan oletuksi-
aan ja vahvistamaan oppimistaan. Tutkimus myés tuki sitd ndkemysté, etta opiskelija
kykenee dynaamisen ohjelmiston avulla yhdistdmé&an visuaalisen esityksen teoreetti-
siin maaritelmiin, vaikka maaritelméat olisivat abstrakteja.

Tamén tutkielman tarkoituksena on luoda tehtévié yliopistotason analyysin alkei-
den opetuksen tueksi visualisoimaan ja antamaan erilaisia lahestymistapoja késitel-
taviin aiheisiin. Keskeisend tyckaluna tehtavisséd kiytetddn GeoGebra ohjelmaa, jon-
ka avulla tuotettiin matemaattiset sovellukset tehtédvien tueksi. Sovellukset 16ytyvat
GeoGebraTubesta linkistd https://www.geogebra.org/m/x9ybumg4. Liséksi jokaisen
tehtavin yhteydessé on linkki vastaavaan GeoGebra-sovellukseen.

Sovelluksista on tehty yksinkertaisia ja kdyttédjaystavallisia. Télloin myos digitaa-
lisiin tehtéviin ja ohjelmiin perehtyméttomét opiskelijat pystyvét kayttaméaan sovel-
luksia ilman suurta kynnysté. Liséksi tehtéaviin kidytettavésta ajasta mahdollisimman
suuri osa jéd varsinaiseen matemaattiseen analyysiin, teknisten yksityiskohtien har-
joittelun sijaan. Tehtévat on suunniteltu erityisesti Jyvéskyldn yliopistoa ajatellen ja
niiden siséltd noudattelee Jyvéskylan yliopiston "Johdatus matemaattiseen analyysiin
17-kurssin siséaltod. Myos tehtévien jarjestys on samankaltainen kuin kurssilla. Kaikki
tehtaviat ovat erillisid ja kaytettdvissd ilman muita tehtavia.



2. GeoGebra

2.1. Miki on GeoGebra? GeoGebra on matemaattiseen tyoskentelyyn tarkoi-
tettu ilmainen sovellus, jota voi kayttdd tietokoneella, tabletilla tai jopa &dlypuheli-
mella. GeoGebrassa on dynaaminen ohjelmisto, jonka avulla voi esittdd algebraa ja
geometriaa havainnollisesti. GeoGebra siséltad myos taulukkolaskentaosion sekd CAS-
laskentaan tarkoitetun osion, mutta niitd ei tissa tutkielmassa késitelld. GeoGebran
voi ladata ilmaiseksi osoitteesta www.geogebra.org. Kyseiseltd sivulta 10ytyy myos
paljon valmiita GeoGebra-sovelluksia, seké laaja valikoima kayttoohjeita.

GeoGebra on suunniteltu tekemddn matematiikan oppimisesta visuaalista ja mo-
tivoivaa. Kaikkia GeoGebran avulla luotuja objekteja voi ldhes vapaasti raahata ja
muokata naytolld, olivatpa ne sitten funktioita tai geometrisia kappaleita. Erityisen
kitevan tastd ominaisuudesta tekee se, ettd GeoGebra seuraa reaaliaikaisesti esimer-
kiksi funktioiden muutosta. Voit esimerkiksi aloittaa piirtdmalli paraabelin y = 224-2.
Tamaén jilkeet voit raahata paraabelia pitkin nidyttoé ja katsoa reaaliajassa miten pa-
raabelin yhtalo muuttuu. Téssé pédsee viela pidemmaélle, jos ensin luo parametrit a,
b ja c ja sen jilkeen paraabelin y = ax? + bz + c. Téllsin paraabelin raahaaminen
johtaa automaattisesti parametrien a, b ja ¢ muutoksiin. Voit myos muokata para-
metreja ja paraabeli muuttuu sen mukaan. Téllainen on erittdin havainnollistavaa ja
selventéikin tehokkaasti muuttujien vaikutusta paraabelin muotoon ja sijaintiin.

2.2. Miksi GeoGebra? GeoGebra valikoitui kéytettaviksi ohjelmaksi varsin
helposti. Tarkoituksena oli tuottaa visuaalista materiaalia matemaattisen analyysin
tarkoituksiin ja GeoGebran vahvuus on erityisesti visuaalisuudessa. Toisaalta ohjelma
on ilmainen, monipuolinen ja helposti muokattavissa. Esimerkiksi valmiiden sovellus-
ten tuottamisessa alkuun pédsee helposti.

Opettajan ndkokulmasta GeoGebra on kaytannollinen tyckalu. GeoGebra mah-
dollistaa valmiiden sovellusten luomisen, jotka opiskelijat voivat avata omilta laitteil-
taan. Télloin valtytddn tarpeettomilta teknisilté yksityiskohdilta, joiden opettaminen
veisi yliméaéraista aikaa. Pienelldkin vaivalla saa kétevia sovelluksia GeoGebran omalla
ohjelmointityokalulla, joka on varsin kiyttajaystéavillinen. Kokeneemmille ohjelmoijil-
le on my6s mahdollisuus kayttad JavaScript pohjaista ohjelmointia, joka mahdollistaa
huomattavasti monimutkaisempien sovellusten luomisen.

GeoGebraa on suosittu myds monissa muissa tutkimuksissa. Jyvéskylan yliopis-
tolla aihetta ovat viime vuosina pro gradu -tutkielmissaan késitelleet mm. Antti Lai-
tamiki (GeoGebra-ohjelma kostruktivistisen oppimiskésityksen mukaisen matema-
titkkanopetuksen tukena) ja Marjo Yli-Tokola (Lukiolaisten matemaattinen paattely
GeoGebra-avusteisessa tutkivassa matematiikassa).

2.3. GeoGebran ongelmia ja ratkaisuja. GeoGebran hienouksiin kuuluu sen
erddnlainen sisdinen tarkkailija-malli (eng. observer). Tamén avulla kiayttéaja voi luo-
da vaikkapa suoran az-+b ja muuttamalla vakiota a hédn nédkee suoran kulmakertoimen
muuttuvan. Ta&m& ominaisuus aiheuttaa kuitenkin jonkin verran ongelmia valmiiden
sovellusten luonnin kannalta. Tutkielmaa tehtédesséd havaittiin, ettd esimerkiksi perin-
teisesti ohjelmoinnissa kaytettavid for-silmukoita ei GeoGebran omasta ohjelmointi-
kielesté 16ytynyt.
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Esimerkiksi for-silmukoiden puuttuminen ratkaistiin kayttamaélla JavaScript-oh-
jelmointikielté niissd kohdissa, joissa GeoGebran oma ohjelmointikieli ei ollut riittéa-
véd. JavaScriptiin voi GeoGebrassa vaihtaa yhdelld klikkauksella. Valmiiden metodien
avulla voidaan tdmén jilkeen antaa kiskyja GeoGebralle. Tamé on melko kémpel6é
ja aikaa vievad, mutta mahdollistaa todella monipuolisten sovellusten luomisen.

3. Analyysin peruskisitteiden matemaattista teoriaa

Téssé luvussa esitetddn muutamia keskeisimpid méaaritelmié ja lauseita, joihin tut-
kielmassa viitataan. Tutkielman tarkoitus on esittdd tehtdavia analyysin ensimmaéisen
kurssin asioista, joten koko teorian ldpikdyminen edes tiivistetysti yhdesséd luvussa
olisi mahdotonta. Siispa keskitytdédn aivan oleellisempiin asioihin. Aiheesta kiinnos-
tuneille suositellaan kirjallisuutta, jota 16ytyy paljon. Esimerkiksi tdmén tutkielman
lahteet ([1] ja [2]) ovat helppolukuisia ja laajoja.

Matematiikan yksi keskeinen piirre on, ettd kaikki tulokset perustuvat annettui-
hin aksioomiin, mééritelmiin ja néistd johdettuihin lauseisiin. Tutkielmassa analyysin
perusteina kiytetyt ldhdeteokset ([1] ja [2]) esittavit aluksi reaalilukuaksioomat, joi-
den perusteelta lahdetdén analyysia tekemédan. Naméa aksioomat 16ytyvit esimerkiksi
koottuna Spivakin kirjasta Calculus ([1, s.9] ). Listauksesta puuttuu téydellisyysak-
siooma, joka otetaan esille vasta useita lukuja myohemmin.

3.1. Funktiot. Térkeé osa analyysisti késittelee funktioita. Naitd on ennen ana-
lyysin kurssia késitelty lukiossa runsaasti. Tdmén tutkielman kannalta riittda tieto,
ettd funktio liittda madrittelyjoukon jokaiseen pisteeseen tésmaélleen yhden maalijou-
kon pisteen. Calculuksessa funktiot méadritellddn myos tdsméllisesti relaationa ([1,
s.47]), mutta tuota madritelméé ei alkeellisessa analyysissi viela kdytetd.

3.2. Raja-arvot ja jatkuvuus funktioille. Funktiolle méaritellddn raja-arvo
pisteessi xy ns. epsilon-delta-méaéritelmallé

MAARITELMA 3.1. Olkoon I C R vili, zyp € I ja f : I — R. Funktiolla f on
raja-arvo a pisteessi xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa d > 0 siten, ettd

|f(x) — f(a)]| <€, kunz €l ja|r—xo <.
Talloin merkitdan

e, ) =a

Jatkuvuus voidaan maéritelld hyodyntéen raja-arvoa.
MAARITELMA 3.2. Funktio f on jatkuva pisteessé xg, jos

Jim f(x) = f(xo)

Jatkuville funktioille patee muutamia keskeisié lauseita. Ndistad tunnetuin lienee Bolza-
non lause.

LAUSE 3.3 (Bolzano). Olkoon f suljetulla valilld [a,b] jatkuva funktio, jolle pitee
fla) <0< f(b). Tdllgin on olemassa x € [a,b] siten, etti f(x) = 0.

TobIsTus. [1, s.143-144]
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3.3. Supremum ja taydellisyys. Reaalilukujen méarittelyvaiheessa Calculus
kisittelee kaksitoista reaalilukuaksioomaa ([1, s.9]). Naisté ei kuitenkaan seuraa re-
aalilukujen joukon taydellisyys ja tarvitaankin ns. tdydellisyysaksiooma. Taydellisyy-
saksiooman voi esittdéd useassa erilaisessa muodossa, kuten vaikkapa sisdkkaisten vé-
lien periatteella. Tésséd tutkielmassa noudatetaan kuitenkin Calculuksen esimerkkia
ja taydellisyysaksiooma perustuu supremumiin.

Supremumin médritelméé varten tarvitaan yldrajan késite.

MAARITELMA 3.4. Joukko A on ylhéilté rajoitettu, jos on olemassa z, jolle
x> a kaikilla a € A.

Talloin sanotaan, ettd x on joukon A ylaraja.
Nyt voidaan mééritelld supremum pieninpdanéd mahdollisena ylérajana.

MAARITELMA 3.5. Luku z on joukon A pienin ylaraja, jos

(1) x on joukon A yldraja
ja (2) jos y on joukon A yldraja, niin x < y.

Talloin sanotaan, ettd x on joukon A supremum.
Supremumin avulla tdydellisyysaksiooma voidaan kirjoittaa seuraavasti

AKs1I00MA 3.6 (Taydellisyysaksiooma). Olkoon A epdtyhji ylhddltd rajoitettu
joukko reaalilukuja. Tdlloin joukolla A on pienin yldraja.

3.4. Jonot. Jonot ovat funktioiden ohella térked osa matemaattista analyysia.
Itse asiassa jonot mééritelldan tdsméllisesti funktioiden avulla seuraavasti.

MAARITELMA 3.7. Reaalilukujono on funktio
f:N—=R.

HuomAuTUus 3.8. Téssd tutkielmassa kisitellddn vain reaalilukujonoja ja niistd
puhutaan yksinkertaistuksen vuoksi vain jonoina.

Myos jonoja tutkittaessa ollaan kiinnostuneita raja-arvoista. Jonon raja-arvo méaéri-
telladn hyvin samaan tapaan kuin funktion raja-arvo.

MAARITELMA 3.9. Reaalilukujono a,, suppenee kohti raja-arvoa L, jos jokaisella
€ > 0 on olemassa N, jolle

la, — L] < e kunn > N,

Té&lloin merkitdan lim a, = L, tai a, — L, kun n — oc.
n—oo

3.5. Konvergenssikriteeriot. Jonoja késiteltdessé ollaan yleensé kiinnostunei-
ta siitd suppeneeko jono. Suurinta osaa jonoista on kuitenkin hankalaa tai jopa mah-
dotonta tarkastella pelkéstddn maéaéritelmén avulla. On olemassa muutamia ehtoja,
joiden avulla suppenevuus voidaan todistaa ilman méaaritelméaéd. Ehka tunnetuin ehto
on Cauchyn ehto.

MAARITELMA 3.10 (Cauchy-jonot). Jono a, on Cauchy-jono, jos kaikilla ¢ > 0
on olemassa N, jolle pétee

la, —an| <€ ,kunn> N, jam > N..



Osoittautuu, ettd jono suppenee téasmélleen silloin kun se on Cauchy-jono.
LAUSE 3.11. Jono suppenee, jos ja vain jos se on Cauchy-jono.
TobISTUS. [2, 5.85-86]

HuomAuTUs 3.12. Cauchyn ehto ei kerro mitéén varsinaisesta raja-arvosta. Lauseen
avulla voidaan vain todistaa, ettd raja-arvo on olemassa.

Toinen suppenemisen tutkimiseen kaytettava tyokalu on ns. suppiloperiaate.
LAUSE 3.13. Olkoon suppenevat jonot a,, ja b,, sekd tutkittava jono x,, joille pdtee

lim a,, = lim b,
n—oo n—oo

ja
an, < x, <b, katkilla n € N.

Tdlloin myds x, suppenee ja lisikst

lim z, = lim a, = lim b,
n—oo n—oo n—oo

TobISTUS. [2, 5.63]

Viimeisenéd konvergenssiehtona on ns. monotonisten jonojen konvergenssiehto. Tét&
varten tarvitaan madritelmé monotonisille jonoille.

MAARITELMA 3.14. Jono a,, on kasvava, jos
a; S i1 kaikilla 7 € N.

Jono on vihenevé, jos
a; > a;y1 kaikilla 2 € N.

Jono on monotoninen, jos se on kasvava tai viheneva.

Monotonisuus on hyvin vahva ehto ja raja-arvon olemassaoloon riittas, ettd monoto-
ninen jono on rajoitettu.

LAUSE 3.15. Rajoitettu monotoninen jono suppenee.

ToDISTUS. [2, 5.68]

3.6. Osajonot. Joissain tilanteissa ollaan kiinnostuneita jonojen osista. Seuraa-
va méadritelma kertoo tédsméllisesti, mité tarkoitetaan termilld "osajono”.

MAARITELMA 3.16. Olkoon a,, jono. Jonon a, osajono on jono
Gy s Oy Gy gy - - ., JOSSA T <Ng <Ng < ...
Osajonoille tdméan tutkielman kannalta térkein tulos on Bolzano-Weierstrassin lause.
LAUSE 3.17. Rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

ToDISTUS. [2, 5.80]



4. Aihepiirit ja tehtaviat

4.1. Aihepiirit. Tutkielman tehtévét on jaettu aihepiireittédin siten, ettd kukin
aihepiiri sisdltda kahdesta viiteen tehtédvad. Aihepiirit puolestaan valittiin Jyvésky-
lén yliopiston "Johdatus matemaattiseen analyysiin 1”-kurssin aiheiden pohjalta. Va-
linnat tehtiin siten, ettd ne kattaisivat kurssin keskeisimmét asiat mahdollisimman
hyvin.

Ensimmaéiseksi aihepiiriksi valikoitui vaikeita funktioita késittelevé osio. Osio on
siiné mielessé poikkeuksellinen, etté se ei varsinaisesti ole osa analyysin kurssia sellai-
senaan. Sen sijaan osiossa késitellddn useita kurssilla esiintyvid haastavampia funk-
tioita. Naita funktioita késitellddn kurssin eri vaiheissa, yleensé esimerkeissa. Opiske-
lijan on helpompi seurata esimerkkien matemaattiseen analyysiin liittyvaa sisaltod,
kun funktiot on etukéteen kayty GeoGebra-avusteisesti lapi.

Loput aihealueet olivat tutkielman kirjoittajan ja ohjaajien ndkemyksiéd kurssin
keskeisistd teemoista. Niistd ensimmaéisend mukaan valikoitui raja-arvon ja jatku-
vuuden kannalta keskeinen epsilon-delta-mééaritelmé. Tamé on todennékoisesti kurs-
sin haastavin ja keskeisin asia. Jatkuvuuden tésmaillisen mééritelmén jélkeen aletaan
etsiad keinoja kasitelld ja osoittaa jatkuvuutta helpommalla tavalla. Téastd padstaan
konvergenssikriteerioihin, joita késitellddn viimeisessé aihepiirissa.

Yhtend aihepiirind mukaan valittiin supremum ja infimum. Osa analyysin kursseis-
ta pitdd supremumia keskeisesti esilld, jolloin sitd kdytetdéan erityisesti tdydellisyys-
aksiooman muotoiluun. Toisissa tapauksissa supremum voidaan jopa jattda pois ja
esittdd taydellisyysaksiooma esimerkiksi sisdkkéisten vilien periaatteella. Supremum
on kuitenkin hyodyllistd osata molemmissa tapauksissa.

Matemaattisia jonoja kéasitelldéan kurssilla jonkin verran. Tédhén tutkielmaan valit-
tiin aihepiiri matemaattiset jonot, joka on varsin laaja kokonaisuus. Téssé aihepiirissé
késitellddn jonojen muodostamista seké osajonoja. Muitakin matemaattisten jonojen
osa-alueita késitellddn muissa luvuissa, esimerkiksi konvergenssikriteerioissa.

4.2. Tehtavat. Tutkielma siséltda 16 tehtéivid seka tehtaviin liittyvia GeoGebra-
sovelluksia. Tehtdvat on suunniteltu siten, ettd ne on mahdollista tehd& itsenéisesti
ilman aiempaa kokemusta GeoGebran kaytostd. Tehtiinpéd tehtavit itsendisesti tai
opettajajohtoisesti, ne on syyté kidyda opettajajohtoisesti lapi. Tehtdvien yhteydessé
suositellaan ajankohtaa, jolloin tehtéva on suunniteltu tehtéaviksi. Kuitenkin tehtéavia
voi kdyttad misséd tahansa vaiheessa, jossa tehtdvan yhteydessd mainitut esitietovaa-
timukset tayttyvit.

Tehtdvien suunnitteluvaiheessa térkein ldhtokohta oli kdyttédjalaheisyys. Kunkin
tehtéavin oli oltava ratkaistavissa ilman erillistd perehdytystd GeoGebran kéyttoon.
Kaikkia tehtdvien GeoGebroja olisi pystyttava kéasitteleméain nappien painalluksilla,
tayttoaluiden syotteilla (esim funktiot ja jonot), raahaamalla ja klikkailemalla ruu-
dun objekteja tai muilla yksinkertaisilla menetelmilld. Tamé sulkee pois esimerkik-
si tutkivan matematiikan menetelmén, jossa opiskelijoille annetaan vain tdsmaélliset
ohjeet ja he esimerkiksi GeoGebran avulla paityvit ratkaisuun. Téllaisessa menetel-
massé on valttaméatonté, ettd opiskelijoiden tekniset taidot ovat riittdavét tai heilld on
mahdollisuus saada vilittomésti apua esimerkiksi ohjaajalta.
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Tutkielman tehtédvissd yhtené haasteena oli luoda riittava vaikeustaso huolimatta
helposta kéayttoliittymésta. Talloin tehtdvanantojen rooli korostuu. Suurin osa tehté-
visté perustuu johonkin vaikeaan aiheeseen, jota opiskelijat tarkastelevat GeoGebran
avulla tehtdvanannon ohjeiden mukaan. Vaikeustaso seuraa néissé tapauksissa aiheen
vaikeudesta.

Coryn ja Gaffalon artikkelissa todetaan, ettd dynaamisen ohjelmiston tarjoamat
mahdollisuudet ohjelman fyysiseen muokkaamiseen (raahaaminen, valitseminen, osoit-
taminen) tavallisen kuvan tuottamisen sijaan (esim. graafiset laskimet) tarjoavat opis-
kelijoille mahdollisuuden visualisoida ja tutkia parametrien vilisid yhteyksid [4][s.66-
67]. Artikkelissa kisitellddn dynaamista ohjelmistoa vain epsilon-delta-menetelmén
kautta. Tamén tutkielman epsilon-delta-tehtavit tarjoavatkin paljon samaa kuin ar-
tikkelissa kaytetty ohjelmisto. Artikkelissa mainittuja dynaamisen ohjelmiston mah-
dollisuuksia (raahaaminen, valitseminen, osoittaminen) hyodynnetéén tutkielman kai-
kissa tehtévissa.

Jonathan Borwein listaa kahdeksan tietokoneen mahdollista hyddyntdmismahdol-
lisuutta matematiikan opetukseen artikkelissaan [6][s.76].

(1) Saavuttaa oivalluksia ja intuitioita

(2) Loytaa uusia malleja ja suhteita

(3) Kuvata matemaattiset periaatteet graafisesti

(4) Testataan padtelmié, erityisesti osoittaen virheelliset paiatelmét epatosiksi
(5) Tutkitaan mahdollista tulosta ja tarkastellaan kannattaako sitd todistaa
(6) Tarjoamaan lihestymistapaa tédsmélliseen todistukseen

(7) Korvataan raskaat késin tehtdvit operaatiot tietokoneella

(8) Varmistamaan analyyttisesti johdettuja tuloksia

N&ita kohtia on 16ydettéavissd myos tutkielman tehtévistd. GeoGebran avulla saadaan
tutkielman jokaisessa tehtéavissd kuvattua matemaattisia periaatteita graafisesti. Li-
siaksi jokainen tehtédva pyrkii saamaan opiskelijoissa aikaan oivalluksia ja intuitioita.
Muutkin Borwein luettelemista kohdista tulevat esille yksittdisissd tehtédvissa. Esi-
merkiksi raskaiden késin tehtévien operaatioiden korvaamista 16ytyy Collatzin kon-
jektuuria késittelevéssé tehtavissa 8.3, jossa yhdelld klikkauksella voidaan suorittaa
jopa tuhansia iteraatioita.

5. Vaikeat funktiot dynaamisen matematiikan ohjelmalla

Funktiot ovat keskeisessé osassa matemaattista analyysid. Toisaalta opiskelijoilla
on vahva kokemus funktioiden kaytosté, silla suurin osa lukion pitkastd matematii-
kasta keskittyy nimenomaan funktioihin. Lukio kuitenkin myts muokkaa opiskelijoi-
den késitystd funktioista késittelemalld ldhinna jatkuvia ja derivoituvia funktioita.
Tamén osion tarkoitus on esitelld muutamia vaikeampia funktioita, joita kaytetdan
myohemmin esimerkiksi jatkuvuutta késiteltédessé.

Paras tapa ymmartaa funktioiden luonnetta on piirtaa funktion kuvaaja eli graafi.
Graafien avulla funktioiden luonne selkeytyy ja niiden avulla paédstdan myds helposti
kiinni funktion ominaisuuksiin kuten jatkuvuuteen. Graafit voivat kuitenkin myos
synnyttad virhekasityksid. Erityisen yleinen virhekésitys on, ettd funktio on jatkuva,
jos sen voi piirtdd nostamatta kynda paperista. Taméankaltainen ajattelu toimii ldhes
kaikille lukion pitkdn matematiikan esittémille funktioille. On kuitenkin olemassa
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lukuisia funktioita, joita ei edes voida tédsmaéllisesti piirtda. Yksi téllainen funktio on
rajua heilahtelua siséltiva f(z) = sin(1).

5.1. Raju heilahtelu. Seuraavassa tehtévéssé aloitetaan tutkimalla, miten va-
kiot A ja B vaikuttavat funktion Asin(Bz) kaytokseen. Vakioiden roolin ymmérti-
minen on valttdmatonta, jotta voidaan kéasitelld monimutkaisempia funktioita kuten
sin(%). GeoGebra-sovelluksen avulla vakioiden vaikutuksen seuraaminen on yksinker-

taista, silld vakion muuttaminen vaikuttaa reaaliajassa funktion kuvaajaan.
File Edit |View Options Tools Window Help

TLHE

! . N Vakioiden vaikutus SIN-funktion kiytékseen

1sin(1x)

Input: <)

Kuva 1. Raju heilahtelu: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 5.1. a) Tutki GeoGebralla, miten vakiot A ja B vaikuttavat funktion
f(z) = Asin(Buz)

kuvaajaan. Mita tapahtuu, jos korvaat vakiot funktioilla? Voit tutkia esimerkiksi funk-
tioita f(z) = xsin(z) ja f(z) = sin(z?).

b) Hahmottele ilman GeoGebraa seuraavien funktioiden kuvaajat hyodyntaméalld a-
kohtaa:

1
g(z) = sin()
ja
1
h(z) = xsm(;)
Perustele funktion kuvaajan muoto edellisen tehtdvén pohjalta, tarkista lopuksi Geo-
Gebralla (erityisesti tarkkaile funktiota origon ldhelld venyttamélla xz-akselia).

¢) Pohdi onko mahdollista mééritella funktioita g(x) ja h(x) nollassa siten, ettd niisté
tulisi jatkuvia?
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5.1.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /ZZ3GP94r

5.1.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtdva on tarkoitus tehda hyvin alkuvaiheessa ana-
lyysin opintoja, eiké esitietoina vaadita kuin lukiotiedot. Mikéli tehtavista haluaa laa-
jemman, voi a-kohtaan lisita kysymyksen "Miksi vakiot vaikuttavat télla tavalla?”.

5.1.3. Tehtdvdin tavoitteet. Tehtédvan ensimméinen ja tarkein tavoite on, etté opis-
kelija saavuttaa syvempéad ymmérrystéa sinifunktion kayttaytymisesta. Vakioiden A
ja B rooli tehtdvian a-kohdassa voi olla tuttu etenkin fysiikkaa opiskelleille, mutta
monelle niiden vaikutus funktion kuvaajan muotoon on epéselvii. Tavoitteena onkin,
ettéd opiskelija ymmértéisi a-kohdan tehtyéén, miten A ja B vaikuttavat. GeoGebran
avulla opiskelija nikee nopeasti vakion A vaikuttavan pystysuuntaiseen heilahteluun
ja vakion B vaakasuuntaiseen heilahteluun.

Tehtavissa tapahtuu vaikeustasolla melkoinen hyppéays, kun siirrytdén a-kohdasta
b-kohtaan. Monille opiskelijoille on a-kohdan jilkeen selviid, ettd funktion sin(t) ku-
vaaja venyy rajusti, kun siirrytddn kauaksi nollasta. Origon lahelld kaytos on kui-
tenkin varmasti haaste. Tehtdvidn kannalta onkin tarkedd, ettd opiskelijat korjaavat
omaa kasitystdin katsomalla funktion oikean muodon GeoGebralla.

Lopuksi c-kohdassa johdatellaan jo hieman tulevaisuuteen puhumalla jatkuvuu-
desta. Tehtdvéan funktio pyrkii murtamaan virhekésitysta jatkuvien funktioiden piir-
tamisestd. Tehtavan késittelyn yhteydessda on hyva korostaa sité, ettei funktioita voi
kéaytdnnon tasolla tdsméllisesti piirtda ddrettoméan voimakkaan heilahtelun johdosta.
Tastéa el kuitenkaan seuraa sité, etteivat funktiot voisi olla jatkuvia.

5.2. Tiheyden ongelmat. Lukiotasolla kisitellddn yleensé ldhinné alkeisfunk-
tioita. Paloittain méaritellyt funktiot ovatkin monille vieraampia. Téllaisista paloit-
tain madritellyistd funktioista saadaan vield haastavampia méérittelemalld palat eril-
lisissé tiheisséd joukoissa, kuten rationaali- ja irrationaalilukupisteissa. Téllaisten funk-
tioiden piirtdminen on tdysin mahdotonta minkaén pisteen ympéristossi (vrt. Sin(%).

Tehtévassa kisiteltava funktio on opiskelijoille vaikea, etenkin jatkuvuustarkaste-
lun osalta.

10, kun z € R\ Q

r+10, kunz € Q

a) Laske funktion f(z) arvot viidessé vélin [0, 1] rationaalipisteessé, seké viidessé ir-
rationaalipisteessid. Hahmottele funktion kuvaaja koko méaérittelyjoukossa laskemiasi
arvoja hyodyntéaen.

b) Funktion kuvaajaa ei voi tasmillisesti piirtdd. Oheisessa sovelluksessa voit kas-
vattaa piirrettdvien pisteiden méaraéd korkeaksi, jolloin saat késityksen siitéd, miten
funktio kdyttaytyy. Pohdi sovelluksen avulla, onko funktio jatkuva misséén pisteessa?

TEHTAVA 5.2. Olkoon f(x) =

5.2.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /UzhQHDc2

5.2.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtéava on tarkoitettu esitettédviksi samaan aikaa
ylld olevan funktiota sin(%) kasittelevan tehtédvén kanssa. Esitietoina riittavat lukio-
tiedot.

5.2.3. Tehtdvdn tavoitteet. Téassé tehtavissa pyritddn poikkeuksellisesti jopa luo-
maan virhekésityksié. Riittavalld pisteiden tihentdmiselld saadaan kuva nayttdméaan
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File Edit View Options Tools Window Help
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Kuva 2. Tiheyden ongelmat: GeoGebra-applikaatio

kahdelta suoralta ja suorathan tunnetusti ovat jatkuvien funktioiden kuvaajia. Toi-
saalta tehtavissa pyritddan myos kiinnittdmédan opiskelijan huomio siihen, etté kysees-
sé on joukko pisteitd, joiden viliin jad aina tilaa. Riippumatta siitd, kuinka paljon
lisidmme pisteiden méaaria, jad kahden pisteen véliin aina ddrettoméan monta pistetta
joita emme voi saada mukaan. Jatkuvuutta ei vield téssé vaiheessa kurssia ole kéasi-
telty. Voidaan kuitenkin perustella, ettei téllaisia aukkoja saa jatkuvaan funktioon
jaada. Ainoa kohta johon aukkoja ei jda on suorien leikkauskohta. Tasté seuraa, etta
funktio on jatkuva ainoastaa muuttujan x arvolla 0.

Calculus kéyttda tehtdvan funktiota hieman erilaisessa muodossa jatkuvuuden
mééritelméin yhteydessd [1, s.94]. Kirjassa funktiot ovat y = z ja vakiofunktio y = 0.
Tehtédvissa néitd funktioita on muokattu, koska x-akselin péélld funktio on hieman
epaselva. Tehtavan tarkoituksena on luoda opiskelijoille riittava ymmérrys funktion
kaytoksestd, jolloin jatkuvuuden méaritelméan opiskeluvaiheessa opiskelijat pystyvit
keskittymédn paremmin itse médritelméan. Jatkuvuuden madritelméan avulla funk-
tion jatkuvuuden tarkastelu on suoraviivaista, etenkin jos funktion kayttdytymisen
ymmartaa.

Tehtivi yhdessé edelld olleen funktiota sin(2) késitelleen tehtévin kanssa pyrkii
tuomaan opiskelijoiden tietoisuuteen hieman erilaisia funktioita. Opiskelijoille téllai-
set funktiot, joita ei voi tdsméllisesti esittaéd graafisesti voivat olla hyvinkin vieraita
ja vaikeita. Matemaattisessa analyysissa téllaiset funktiot ovat kuitenkin mielenkiin-
toisia ja niitd kadytetddn esimerkkeind téarkeissé aiheissa kuten jatkuvuus.

Tehtdva myos huomaamattomasti lahestyy raja-arvon ja jatkuvuuden ajattelua.
Tehtévassa voi "tarkentaa” kuvaajaa niin tarkaksi kuin haluaa. Kaytédnnosséa siis opis-
kelijoille selvenee, etté vaikka funktion kuvaajaa ei voi tdsmaéllisesti piirtdd, voimme
piirtdd kuvaajan joka on ldhes oikea ja voimme tarkentaa kuvaajaa niin paljon kuin
haluamme.
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5.3. Thomaen funktio. Raja-arvoja késiteltdessa kiytetddn yleensd esimerkki-
né varsin monimutkaista funktiota. Tamé& ns. Thomaen funktio rakennetaan rationaa-
liluvuista siten, ettd kullekin luonnolliselle luvulle n etsitdéin kaikki luvut & < n, joille
syt(n, k) = 1. Jokaiselle 16ydetylle luvulle k lasketaan osamééra k/n. Néissd kohdissa
funktio saa arvon 1/n. T&lld tavoin maéritelty funktio on opiskelijoille todella haas-
tava, koska on hyvin vaikeaa hahmottaa funktion luonnetta. Seuraavassa tehtéavissa
pyritadn selventdméaédn funktion rakennusprosessia ja muodostamaan visuaalinen kuva
funktiosta.

File Edit View Options Tools Window Help
A . [N s . _
D &
7 7 7 g ) 7 7 7 ) 7 7 &
T
Thomaen funktio
or
Lisaa kaikki kelvolliset luvut,
joissa jakaja on k.
06 0, kunxe R\ Q,0<x<1
f(x) = f(x) = 3 s
) ) 1/q, kun x = p/q (syt(p,q) = 1).0 <x <1 Lisaariik| k=20
o5 . Nollaa
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Kuva 3. Thomaen funktio: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 5.3. Olkoon
0, kinzeR\Q,0<x<1
f@) = \

1/q, kun x = p/q (syt(p,q) =1),0 <z <1
a) Hahmottele funktion kuvaaja.
b) Tutki funktiota sovelluksen avulla. Pohdi funktion raja-arvoa irrationaalipisteissi,
eli mikd on raja-arvo liin f(z), kun @ on irrationaalinen.

c¢) Enté jos a on rationaalinen?

5.3.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /Y qeGgzah

5.3.2. Esitiedot ja ajankohta. Tehtédva on tarkoitettu kédytéviksi ennen raja-arvon
esittelya, jolloin tehtévén funktiota voidaan hyodyntia raja-arvojen laskemisesta har-
joittavissa esimerkeissé. Esitietoina riittavéit lukiotiedot.
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5.3.3. Tehtdvin tavoitteet. Funktio on yksi vaikeimmista Calculuksen esimerkki-
funktioista. Funktion kayttadytymisen ymmértdminen vie reilusti aikaa, eikd véltta-
métté selkeydy kaikille opiskelijoille edes ajan kanssa. Tehtédvén tavoite on ennen kaik-
kea saada jonkinlainen késitys funktion kayttaytymisestd tutkimalla sovellusta. So-
velluksessa "kerrokset” lisdtdan yksi kerrallaan. Télld tavoin havainnollistetaan opis-
kelijalle miten funktio rakentuu. Kun kerroksia lisdtdén riittdvésti, saadaan varsin
hyvé kuva funktiosta.

Tehtéavan b- ja c-kohdat ovat tarkoitettu haastavaksi raja-arvo tehtaviksi, jotka
saavat opiskelijat pohtimaan mitd raja-arvo oikeastaan tarkoittaa. Tavoitteena on, et-
ta opiskelija myontéisi kohtia tehdessédédn, ettei hdnen tdmén hetkinen pohjatietonsa
riitd téllaisen funktion raja-arvon tutkimiseen. Kun funktioon on etukéteen tutustut-
tu, sitd voidaan hyddyntédd raja-arvon maéritelmén yhteydessa esimerkkind. Téalloin
opiskelijoille jd& hieman enemmén aikaa miettié raja-arvoa, koska kaikki aika ei me-
ne funktion kiyttaytymisen miettimiseen. Raja-arvon madritelméan avulla funktiolle
saadaan b- ja c-kohtien raja-arvoja koskevat havainnot perusteltua helposti.

6. Supremum ja infimum dynaamisen matematiikan ohjelmalla

Supremum eli pienin mahdollinen ylidraja on matemaattinen késite (3.5), jon-
ka avulla on mahdollista esittdi reaalilukujen téydellisyysaksiooma(3.6). Esimerkiksi
Calculus esittiaa taydellisyysaksiooman supremumin avulla ja kirja myo0s pitdd téy-
dellisyyttd reaalilukujen tdrkeimpéand ominaisuutena [1, s.131-133]. On syytd huo-
mata, ettd tdydellisyysaksiooman voi muotoilla lukuisilla tavoilla, joista supremumin
kayttdminen on vain yksi. Jos taydellisyys muotoillaan esimerkiksi sisdkkéisten vé-
lien periaatteen avulla, on supremumin merkitys kurssilla huomattavasti vahéisempi.
Téasséd luvussa késitelladn supremumia ldhtien siitd oletuksesta, ettd sitd kaytetdan
taydellisyysaksiooman muodostamiseen ja se on néin ollen keskeisessé osassa kurssia.

Supremumin késittely yliopistotasolla perustuu yleensé siihen, ettd pohditaan val-
miiksi konstruoidun joukon supremumia ja infimumia. Samalla pohditaan, ovatko né-
mé& mahdollisesti joukon maksimi tai minimi. Téllaisten tehtévien ongelmaksi osoit-
tautuu yleensé se, ettd joukoista joudutaan tekemédn varsin monimutkaisia riittdvéan
vaikeusasteen aikaansaamiseksi. Abstraktien joukkojen ymmértdminen voi olla osal-
le opiskelijoista jo valmiiksi haastavaa. Télloin opiskelijoille voi osoittautua vaikeaksi
ymmartad joukkoa ja toisaalta sen yla- tai alarajoja.

6.1. Supremumin maéairittdminen geometrian avulla. Seuraavassa tehté-
vésséd pyritddn luomaan joukko, jolla on selked geometrinen tulkinta. Télloin joukon
voi konkreettisesti mallintaa GeoGebran avulla. Tehtévéssd pyritddn muodostamaan
selked visuaalinen kisitys joukosta ja erityisesti siitd, miten joukko kayttaytyy men-
tdessd lahemmaéksi ddrettomyyttda. Vaikka joukon maéadritelmé on edelleen abstrakti,
voi visualisointi auttaa osaa opiskelijoista ymmaéartamaéan joukkoa paremmin.

TEHTAVA 6.1. Olkoon p,, sddannollisen n-kulmion piiri, jonka keskipisteen etaisyys
karjistd on 1. Tarkastellaan kaikkien téllaisten monikulmioiden piirien muodostamaa
joukkoa, eli joukkoa A = {p,: n € N,n > 3}.

a) Tutki oheisen sovelluksen avulla, mikd on joukon A supremum. Saavutetaanko
supremumia, eli onko kyseessd myds joukon maksimi?
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File Edit View Options Tools Window Help
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KuvaA 4. Supremumin méarittdminen monikulmiosta: GeoGebra-applikaatio

Olkoon r, keskipisteen etédisyys sdannollisen n-kulmion kérjesté, jonka piiri on 4.
Tarkastellaan kaikkien téllaisten etdisyyksien joukkoa, eli joukkoa B = {r,: n €
N,n > 3}.

b) Mikéd on joukon B infimum? Saavutetaanko infimumia, eli onko kyseessid myos
joukon minimi?

c¢) On selvad, ettéd joukossa B monikulmion sivun pituus lyhenee, kun sivujen maira
kasvaa. Selitd omin sanoin, miten on mahdollista, ettd sivun pituus ldhestyy nollaa,
vaikka piiri on koko ajan vakio.

6.1.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material / YyevrzgK

6.1.2. Esitiedot ja ajankohta. Tehtdva on suunniteltu ajoittuvan hieman supremu-
min esittelyn jélkeiselle ajalle. Pohjatietoina vaaditaan lukiotason geometriset taidot
seké supremumin ja infimumin késitteet.

6.1.3. Tehtdvdn tavoitteet. Tehtavassa on tarkoituksena saada opiskelijoille visu-
aalinen késitys siité, miltd joukot nayttavit. Seka a-, ettd b-kohdassa saadaan selkeé
geometrinen tulkinta joukoille. Tehtévissé kappale muuttaa muotoaan sivujen lisdén-
tyessé ja opiskelijat huomaavat GeoGebran avulla kappaleen muodon "ldhestyvan”
ympyrin muotoa. Talloin supremum ja infimum voidaan yhdistdd aiemmin opittuun
ympyroiden geometriaan. Geometria on lukion kéyneille opiskelijoille tutumpaa kuin
abstrakti todistaminen, joten tehtdva mahdollisesti helpottaa supremumin késittelyn
aloittamista.

Tehtévéan b-kohdassa kiytetdéan infimumia eli suurinta mahdollista alarajaa. Maa-
ritelméltadn se on hyvin supremumin kaltainen. Supremumia kaytetdan néistéa yleen-
sé enemmaéan matemaattisisissa teksteissd, erityisesti todistuksissa ja mééritelmissa.
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Esimerkiksi taydellisyysaksiooma méaritelldin Calculuksessa nimenomaan supremu-
min avulla. Kuitenkin my6s infimumin mééritelmé on analyysissé oleellinen ja aihetta
kéasittelevissa harjoituksissa kysytdan samalle joukolle usein molempia.

Seké a-, ettd b-kohdassa supremumia ja infimumia ei voida saavuttaa, mikd on
helppo osoittaa geometriselld padttelylla. Tadma on syyta ottaa esille tehtavasd kési-
teltdessd. Molempien joukkojen késittelyssa likiarvo saavutetaan GeoGebralla pyoris-
tysteknisista syistd. Tamén takia tehtdavan lapikdynti on térkedd, silld muuten opis-
kelijalle voi jaada virhekasitys.

Tehtévéan c-kohta on jo hieman johdattelua raja-arvoihin. Tehtdvadhan voisi muu-
tenkin késitelld my0s raja-arvon nakokulmasta pienilld muutoksilla. Tamén tehtdvén
yhteydessé ei ole tarkoituskaan péadsté raja-arvon kannalta tdsmaéllisiin vastauksiin,
vaan tavoite on johdatella opiskelijoita raja-arvon kasitteeseen.

6.2. Monikulmion suurimman kulman supremum. Seuraavassa tehtdvéis-
sé supremumia tutkitaan hieman erilaisessa ympéaristossia. Tehtavissa pyydetédédn et-
simé#n nelikulmion suurimman kulman supremum, eli valmiiksi konstruoidun joukon
sijaan tutkitaan geometrista kappaletta. Nelikulmio on opiskelijoille entuudestaan tut-
tu ja kun tehtévéssa havaitaan, ettd supremum on 360° niin padstadn johtopaatokseen
ettei yksi kulma voi sitd saavuttaa.

File Edit View Options Tools Window Help
a8
T

Huom: PistsstAja D ovatkiwitsty a pistat 6 ja  si vl raahata fjan 4D ofi Nelikulmion suurimman kulman supremum

Kaikki mahdolliset kulman arvot ovat silti mahdollista tuottaa (mieti miksi).

Suurin kulma: 187.71

Input 32

KuvaA 5. Monikulmion suurimman kulman supremum: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 6.2. a) Paéttele GeoGebran avulla mikid on nelikulmion suurimman
kulman supremum asteina. Perustele sanallisesti, miksi kyseessd on supremum.
b) Johda vastaavalla pééttelylld supremum n-kulmaisen monikulmion kulmalle, kun
n > 3. Todista havaintosi kdyttden suppremumin maéritelmas.

6.2.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /bFcsQ8pj
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6.2.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtdva soveltuu supremumin opetuksen yhteyteen.
Pohjatietoina vaaditaan supremumin méiritelmé, lisdksi b-kohdassa tédsmaélliseen to-
distamiseen tarvitaan epsilonin kayttoa.

6.2.3. Tehtdvdn tavoitteet. Tehtédva on siitd poikkeuksellinen, etté siiné ei anneta
joukkoa, jonka supremumia haetaan, vaan pelkkéd kappale. Toki tehtdvéssa oltaisiin
voitu luoda joukko periaatteella "kaikki mahdolliset nelikulmion kulman arvot”, mutta
tehtavissé padtettiin tietoisesti olla antamatta joukkoa. Tehtédvan yhteydessé voidaan
kuitenkin pohtia, miten téllainen joukko voitaisiin konstruoida.

Tehtédvéan a-kohta késittelee yleistéa nelikulmiota, jonka suurimman kulman supre-
mum halutaan méarittaa. Tarkoitus on, ettd opiskelijat GeoGebralla kokeilevat, kuin-
ka suureksi he voivat tuon kulman saada. Ajatus kuperasta kulmasta nelikulmiossa
voi olla osalle opiskelijoista vieras, joten he saattavat ajatella supremumin olevan oi-
kokulma eli 180°. GeoGebran avulla péadstiaéan kuitenkin helposti suurempiin kulmiin.
Kun opiskelija saa kulman yli oikokulmasta, hén voi muokata kérkipisteita siten, etté
muut kulmat menevét aina vain pienemmiksi ja ldhestytéddn 360° kulmaa. Tehtédvan
vastausta kasiteltdesséd on syyté kiinnittdd huomiota siihen, ettéd nelikulmion jokaisen
kulman on oltava aidosti suurempaa kuin nolla. Tamaé ei kuitenkaan ole ristiriita, silla
padsemme aina niin lahelle tdytta kulmaa kuin haluamme.

Tehtévan b-kohta on ldhinnd matemaattinen yleistys. Tehtédvén tarkoitus on mo-
tivoida opiskelijoita tutkimaan myos muita kuin valmiiksi luotuja tilanteita. Kolmiol-
le toivottavasti 10ytyy vastaavalla tavalla kuin a-kohdassa 180° supremum. Tamén
jalkeen opiskelijoiden toivotaan kokeilevan muutamaa isompaa nelikulmiota ja raken-
tavan niihin samalla tavalla yhden suuren kulman. Témé& on jopa helpompaa, kuin
a-kohdassa, silld kaikkien muiden kulmien ei tarvitse menné ldhelle nollaa.

6.3. Vaihtoehtoinen tehtivinanto. Nelikulmion kulman supremum voidaan
kysyé suoraan supremumin méaaritelmén jalkeen, mutta pienillda muutoksilla tehtavin-
antoon siitd saadaan johdatteleva tehtdva supremumin késittelyyn. Seuraavan tehté-
vdnannon oletuksena on, ettei supremumia ole viela mééaritelty, vaan tehtédvan on
tarkoitus motivoida supremumin tarpeellisuuteen.

TEHTAVA 6.3. Piirrd GeoGebralla nelikulmio ja tutki, kuinka suureksi saat sen
suurimman kulman (asteina). Loytyyko télle kulmalle ylarajaa? Mikéd on pienin ylé-
raja jonka 10ydét? Enté 16ytyyko maksimiarvoa (yldrajaa, joka voidaan saavuttaa)?

6.3.1. Esitiedot ja ajankohta. Tehtdva on tarkoitettu motivaatioksi juuri ennen
supremumin késittelyd. GeoGebran perushallinta on hyvé olla, muutoin liikaa resurs-
seja kuluu GeoGebran kayton harjoitteluun analyysin harjoittelun sijaan.

6.3.2. Tehtdvdn tavoitteet. Tehtéva johdattelee opiskelijoita supremumin méaérit-
telyyn. Tehtédvissé itse asiassa jopa piilovihjataan tulevaan supremumin méaéritel-
ma#n pyytamaélla opiskelijoita 16ytaméaén pienin yldraja. Opiskelijat luultavasti 16ytéa-
vt 360 asteen ylarajan GeoGebran avulla. Téll6in geometrian avulla voidaan helposti
perustella, ettd kulma ei voi olla néin suuri (muutoin muut nelikulmion kulmat olisi-
vat samalla suoralla). Téstd péadstddn tulokseen, ettei téllaista suurinta mahdollista
kulmaa ole olemassa, mutta sen sijaan silla on kylla ylaraja. Lisdksi voidaan perustel-
la, ettd kulma saadaan niin lahelle téaté ylarajaa kuin halutaan. Maéritelmén esittelyn
jalkeen voitaisiin jatkotehtdvéné pyytad opiskelijoita todistamaan tulos méaritelméan
avulla.
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6.4. Infimum funktioiden avulla. Yksi lukion pitkdn matematiikan tarkeim-
mistd aiheista on funktiot ja niiden kisittely. Joukko-oppiakin lukiossa muutamalla
kurssilla sivutaan, mutta joukot ovat lukiolaisille huomattavan paljon vieraampi kési-
te. Joukkojen esittdminen graafisesti on vaikeaa, toisin kuin esimerkiksi funktioiden.
Seuraavassa tehtavissi yhdistellaan joukkoja ja funktioita késittelemélld joukkoa, jo-
ka muodostetaan kahden funktion avulla.

File Edit View Options Tools Window Help
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Kuva 6. Infimum funktioiden avulla: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 6.4. Olkoon f ja g funktioita. Madritellddn joukko A seuraavasti:
A={y | y= f(x)—g(x) jollakin funktioiden yhteisen maarittelyjoukon pisteilla}.
Eli y € A tédsmailleen, jos on olemassa x siten, ettd y = f(x) — g(z).

Madrita perustellen joukon A infimum, kun funktiot ovat:

a)f(x):$2+a,a€}\/§,5[ ja g(z)=—1
b) f(z) =2 +]a| ja g(z)=—-2"—a>—4],a €R

) fe)== Ja gla) = —a R\ {0}

Mill& parametrin a arvolla infimum saavutetaan kussakin kohdassa?

6.4.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /jEZF4C8F

6.4.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtdva on suunniteltu supremumin ja infimumin
médritelmén jalkeiseksi helpohkoksi johdattelutehtéviksi. Tehtdvan funktioiden ké-
sittely onnistuu lukiotiedoilla.
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6.4.3. Tehtdvin tavoitteet. Tehtavissa pyritdén jalleen visuaalisuuteen, jonka avul-
la pédstddan abstrakteista joukoista konkreettisiin kuviin. Tehtévassa myos késitellaan
joukkoja funktioiden kautta. Tamén tarkoitus on auttaa opiskelijoita, joille lukion
funktioista abstrakteihin késitteisiin siirtyminen on vaikeaa. GeoGebran avulla opis-
kelijat voivat konkreettisesti nihdéa ja péaitelld, miké joukon infimumiksi tulee. Tél-
lainen kuvan kautta tehtavé péadttely auttaa myos keksiméaén varsinaiset todistukset,
jotka voidaan helposti tehdd myos tehtavén joukoille.

Tehtévan a-kohdassa on tarkoitus ldhinnéd havainnollistaa paraabelin kayttayty-
misté, etenkin parametrin a ja huipun suhdetta. Koska paraabelissa ei ole ensimméi-
sen asteen termié, huipun z-koordinaatti on vélttamétta nolla ja y-koordinaatiksi ja&
parametrin a arvo. Tamén jélkeen tehtédvéissi riittda havaita, ettd huippu on alim-
millaan valin pienemmaéssé padtepisteessid. Kohta on tarkoituksellisen helppo ja se on
muotoiltu helpottamaan sellaisenaan kenties liian vaikeaa b-kohtaa.

Tehtévéan b-kohdassa jatketaan a-kohdassa harrastettua ajattelua paraabelin hui-
puista. Nyt kuitenkin késitellddan kahta paraabelia ja paraabelien termejé on muokattu
hieman haastavammaksi. Kuitenkin edelleen paraabelien huiput ovat z-akselilla nol-
lassa, jolloin etdisyys on helppo laskea. Opiskelijan on tarkoitus péadstd GeoGebran
avulla helpohkosti oikeaan tulokseen. Tulokseen paédsyn jidlkeen onkin oleellista kan-
nustaa opiskelijaa perustelemaan saatu tulos analyysin tyokalujen avulla.

Tehtévéan c-kohdassa késitelldan tyypillisia rationaalifunktioita. Erés téarked huo-
mio on, ettd riippumatta parametrin a arvosta erotus menee aina ldhelle nollaa, kun
x kasvaa tai pienenee rajatta. Opiskelijat todennékoisesti huomaavat tdmén helposti
kokeilemalla muutamia parametrin arvoja. Téassé kohtaa tehtédvan ohjeistaja voi kan-
nustaa opiskelijoita keksiméén yleinen perustelu, miksi tdmé tosiaan toimii kaikilla
parametrin arvoilla. Perusteeksi voi todeta, ettd vaikka opiskelija kokeilisi kymmen-
td, sataa tai tuhatta parametrin arvoa, on edelleen ddrettémén monta, joita ei olla
kokeiltu.

Tehtavian jokaisessa kohdassa esiintyvélla parametrilla a on merkittava rooli Geo-
Gebrojen kannalta. Termid muuttamalla opiskelija saa aikaan erilaisia tilanteita, joita
tutkia. Néin tehtavistd tulee mielenkiintoisempi kuin tilanteessa, jossa tutkittaisiin
vain kahta paikallaan olevaa funktiota. Tehtdvan c-kohdassa parametrin tarkoitus on
saada opiskelija huomaamaan, ettd lahestyttiessid darettomyytta funktio kayttaytyy
samalla tavalla riippumatta parametrin a arvosta.

7. Epsilon-delta-menetelmi dynaamisen matematiikan ohjelmalla

Raja-arvo ja siihen ldheisesti liittyva jatkuvuus ovat analyysin keskeisid tyokaluja.
Jatkuvuudesta seuraa todella keskeisid tuloksia kuten Bolzanon lause (3.3) seké tu-
los, jonka mukaan suljetulla ja rajoitetulla valilld jatkuva funktio saavuttaa minimi-
ja maksimiarvonsa. Naihin tuloksiin paddseminen edellyttdd tdsmaéllistd méadritelméa,
joka on yksi vaikeimmista alkeellisessa analyysissd. Tésséd luvussa paneudutaankin
tahan vaikeaan epsilon-delta-méaritelméaén.

Epsilon-delta-mééritelmé (3.1) on yksi haastavampia alkeellisen analyysin tyoka-
luja. Siind on lukuisia kohtia, jotka opiskelijan tulee sisdistéé, jotta méadritelméan voi
ymmaéartdd. Ensimméinen haaste on kahden tuntemattoman késittely samanaikaises-
ti. Lisdhaastetta tuo se, ettd epsilon ja delta riippuvat toisistaan. Moni opiskelija
saattaa kysya voisiko tatéd tehdd yksinkertaisemmin. Tamén luvun keskeinen tavoite
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on havainnollistaa kaikkia mééaritelmén osia ja visuaalisin esimerkein osoittaa niiden
tarpeellisuus.

7.1. Hyppiysepdjatkuvuus. Jatkuvuuden todistaminen epsilon-delta-méaritel-
man avulla on opiskelijoille yleensd hankalaa. Hieman helpompaa on mé&éaritelmén
kaytto epdjatkuvuuden todistamiseen. Seuraavassa tehtévassa kisitelladn yksinker-
taisinta ja tutuinta epéjatkuvuuden muotoa eli hyppéaysepédjatkuvuutta. Nimitys tu-
lee siitd, ettd funktion arvo "hyppéd” eli muuttuu arvosta toiseksi saavuttamatta nii-
den vilissd olevia arvoja. Téllaista epédjatkuvuutta esiintyy jo lukion matematiikassa
ja tehtavan tarkoitus onkin tuoda epsilon-delta ajattelua tuttuun ympéristéon.

Matemaattisessa mielesséd hyppéaysepédjatkuvuutta esiintyy silloin, kun funktion
toispuoleiset raja-arvot ovat darellisia ja erisuuret tarkastelupisteessd. Funktion ar-
volla tarkastelupisteessa ei télloin ole merkitysta. Kun ldhestytadn tarkastelupistetta
vasemmalta, paddytadn siis eri arvoon kuin ldhestyttéessa tarkastelupistetta oikealta.
T&lloin nédiden arvojen vilisséd on hyppy, joka aiheuttaa epéjatkuvuuden.

Hyppéysepéjatkuvuuden todistaminen epsilon-delta-mééaritelmén avulla on mel-
ko yksinkertaista. Hyppy on aina suurudeltaan positiivinen, joten epsiloniksi voidaan
valita esimerkiksi puolet hypyn korkeudesta. Tehtédvan térkein tavoite onkin saada
opiskelija huomaamaan taméa. GeoGebra ympéristd tarjoaa visuaalisen nékokulman
tahén, jolloin opiskelijalle selvenee hypyn ja epsilonin suhde. Toisaalta tehtdva myos
pyrkii kiinnittdméén opiskelijan huomion siihen, miten deltaa tulee téllaisessa yhtey-
dessé kisitella.

File Edit View Options Tools Window Help
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Kuva 7. Hyppaysepdjatkuvuus: GeoGebra-applikaatio
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TEHTAVA 7.1. Osoita epsilon-delta-mééritelmén avulla, ettd seuraavat funktiot
eivat ole jatkuvia:

I
b f@) =4

c¢) Osoita jatkuvuuden mééritelmén avulla, ettd funktiot ovat jatkuvia kohdassa x =
0.1. Pohdi miten osoittaisit, ettd ne ovat jatkuvia kun x # 0.

7.1.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m /x9ybumgd#material /FRJ4eSKe

7.1.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtava vaatii luonnollisesti epsilon-delta-méaéritel-
mén pohjakseen. Tehtédvé on suunniteltu helpoksi tehtaviksi, joten se soveltuu kéy-
tettaviksi valittoméasti madritelmén esittelyn jalkeen.

7.1.3. Tehtdvdn tavoitteet. Tehtdvan ensisijainen tavoite on selventédéd, miten hyp-
paysepéjatkuvuus havaitaan epéjatkuvaksi epsilon-delta-mééaritelmén avulla. Erityi-
sesti tarkoituksena on linkittda epsilon tdhédn hyppéaykseen. Tétd havainnollistetaan
visuaalisesti GeoGebran avulla.

Tehtévén a-kohta on l1dhinné johdatteleva erikoistapaus ennen b-kohdan yleistysté.
Jo téssd vaiheessa opiskelijalle voi huomata epsilonin ja hypyn suhteen, mutta téssé
tarkeintd on 16ytdd mikéd tahansa kelvollinen epsilon. Erityisesti on syyté korostaa
deltan roolia. Epdjatkuvuus todistuksessa delta saa roolin "miké tahansa”, eli viitteen
tulee olla voimassa kaikilla deltan arvoilla. Tdmé& on kuitenkin helppo osoittaa kun
tutkitaan hyppédyskohtaa. Tésséd kohtaa ohjaaja voi osoittaa c-kohdan ja kehoittaa
opiskelijaa pohtimaan miksi deltaa tarvitaan.

Tehtévéan varsinainen tavoite on b-kohdassa. Tarkoituksena on 16ytéa yleistys té-
mén tyyppisille funktioille. Erityisen toivottavaa olisi, ettd opiskelijat havaitsisivat
hypyn suhteen epsiloniin. Tamén avulla opiskelija kykenisi todistamaan yksinkertai-
set hyppéysepédjatkuvat funktiot epajatkuviksi. Téssdkin kohdassa on hyva huomata
deltan rooli. Ohjaaja voi rohkaista opiskelijoita miettimééan toimiiko tdmé kaikilla
deltan positiivisilla arvoilla.

Tehtavan c-kohdassa opiskelijan on tarkoitus pohtia funktion jatkuvuutta muissa
pisteissd. Kohta on suunniteltu siten, etté opiskelijat pohtisivat sitéd jo a- ja b-kohdissa.
Téasséd korostuu deltan rooli. Funktio on epédjatkuva vain yhdessé pisteesséd, koska
deltaa voidaan pienentdé pienemmaéksi kuin etéisyys hyppéyskohtaan. Tésséd ohjaaja
voi johdatella opiskelijaa tiedustelemalla esimerkiksi: "Enté jos valitaan piste hyvin
ldheltd tuota hyppéayskohtaa?”.

7.2. Epsilon-delta yleisessid tapauksessa. Téssd luvussa on tarkoitus péads-
ta yleiseen todistamiseen epsilon-delta-mééritelméan avulla. Tavoite on haastava, silla
kyseinen aihe on yksi vaikeimpia yliopistotasolla. Téasséd luvussa lahdettiin tutkiel-
man kannalta poikkeuksellisesti rakentamaan ensin GeoGebra-ohjelmistoa. Tavoite
oli luoda ohjelma, jonka avulla opiskelija voisi tutkia ldhes mitd tahansa funktiota
epsilon-delta-méaritelméan kannalta.

Ensimméinen tavoite oli mahdollistaa epsilonin ja deltan muuttaminen reaalia-
jassa siten, ettd muutokset olisivat vélittomésti opiskelijoiden nahtévissé. Erityisesti
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tavoite oli konkreettisesti ndyttda, milloin kaikki on jatkuvuuden méaaritelmén kan-
nalta kunnossa ja milloin ei. Ohjelmiston avulla haluttuun funktioon tarkasteltavan
pisteen ympérille muodostettiin suorakaide siten, ettd sivut muodostuivat deltan ja
epsilonin péa#ssi pisteesté olevista suorista. Télloin funktio on jatkuva, jos mille ta-
hansa positiiviselle epsilonille on olemassa delta siten, ettd funktion kuvaaja pysyy
laatikon sisélld. GeoGebran avulla ohjelmisto nayttda visuaalisesti kaikki muutokset
reaaliajassa, olivatpa ne muutoksia funktioon, tutkittavaan pisteeseen, epsiloniin tai
deltaan. Ohjelmistoon lisdttiin ominaisuus, joka maalaa funktion laatikon ylittavat
kohdat punaisella ja sisélla olevat vihredlla. T&lloin opiskelija voi epsilonia ja deltaa
muokkaamalla havaita, milloin ollaan sallitulla alueella. Erityisesti toivottavaa olisi,
ettd opiskelija havaitsisi tédta kautta epsilonin ja deltan suhteen. Mitd pienemméksi
epsilon asetetaan, sitd pienemmaéksi on yleenséd deltakin valittava.

Yksi merkittavéa tekija jatkuvuuden todistuksissa on 16ytaé suhde epsilonin ja del-
tan vélilla. Monissa todistuksissa tutkitaan epayhtéloité ja saadaan deltalle muotoilu
epsilonin avulla, esimerkiksi § = 5. My®s tillainen haluttiin mahdollistaa, joten ohjel-
mistoon luotiin mahdollisuus asettaa delta riippumaan epsilonista. T&lloin ohjelmis-
toa voi kayttdda myos todistuksen jalkeen havainnollistamaan, kuinka funktio tosiaan
pysyy laatikossa kun esimerkiksi § = £, riippumatta siitd miten epsilonia muutetaan.

Taméa ohjelmisto on siitd poikkeuksellinen, ettd sitd ei suunniteltu minkadn val-
miiksi keksityn tehtdvan tutkimiseen, vaan tavoite oli luoda yleisesti epsilonin ja del-
tan tutkimista palveleva ohjelmisto. Ohjelmiston kdytto jaa néin kunkin oman har-
kinnan varaan. Alla kuitenkin esimerkkeja ohjelmiston mahdolliseen kayttoon.
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Kuva 8. Epsilon-delta: GeoGebra-applikaatio
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TEHTAVA 7.2. Tutki GeoGebra-sovelluksen avulla funktiota f(z) = 2z
a) Aseta epsiloniksi arvo 0.5 ja etsi delta, jonka etdisyydella tarkastelupisteesti funk-
tion arvot eivit karkaa yli epsilonin padhén funktion arvosta pisteesséd. Télloin Geo-
Gebrassa funktio mahtuu laatikkoon, joka muodostuu epsilonin ja deltan péadssé ole-
vista suorista (talléin |f(z) — f(zo)] < €).
b) Kokeile useita epsilonin arvoja, toimiiko sama delta néille kaikille? Minké suurui-
nen delta voi korkeintaan olla, jotta funktio mahtuu laatikkoon?
c) Aseta delta riippumaan epsilonista siten, etté véite patee kaikilla epsilonin arvoilla.
d) Kokeile jyrkentdd suoraa, eli aseta funktioksi f(x) = bz, f(z) = 10z, f(z) = 100z
jne. Mita havaitset deltan ja epsilonin suhteesta?

7.2.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m /x9ybumgd#material / JTQxFwjs

7.2.2. FEsitiedot ja ajankohta. Taméa esimerkki on suunnattu aivan epsilon-delta-
madritelmén ldpikdynnin yhteyteen. Téllaisenaan tehtava soveltuu kaytettaviksi maa-
ritelmén esittelyn jalkeen. Pienelld pohjustuksella ja tdsmaéllisilla ohjeilla voisi harkita
tehtdvan kayttod myos ennen méaaritelmén esittelya.

7.2.3. Esimerkin tavoitteet. Téasséa esimerkissd pyritddn avaamaan deltan riippu-
vuutta epsilonista. Tehtdvén tédrkein opetustarkoitus onkin juuri deltan ja epsilonin
suhteen esittely. Tehtdvan a- ja b-kohdissa aloitetaan tutkimalla yksittéisid epsilonin
arvoja, talloin jatkuvalle funktiolle 16ydetdéan delta, joka toteuttaa ehdon. Toisaal-
ta b-kohdassa pyritddn jo kiinnittdméén opiskelijan huomio siihen, ettei sama delta
toimi kaikille epsiloneille (téllaiselle suoralle voidaan aina valita epsilon s.e. funktio
ei mahdu positiivisen deltan kokoiseen laatikkoon, jos delta on annettu). Tehtdvan
b-kohdassa kysytddn myos suurinta mahdollista deltaa, jolle viite pétee. Téllaisen
loytéaminen pitéisi olla helppo tehtéavé, koska kyseesséd on yksinkertaisin mahdollinen
nouseva suora.

Tehtévan c-kohdassa on tarkoitus esitelld todistuksissakin tuttua kayténtoa, eli
asettaa delta riippumaan epsilonista. Opiskelija todennékoisesti huomasi b-kohdassa
epsilonin ja deltan riippuvuuden. Yksinkertaisimmillaan epsilon-delta todistuksissa
riittdd valita delta pienemmiksi kuin epsilon ja tdmén jdlkeen todistaa véite. Usein
kuitenkin tarvitaan monimutkaisempia riippuvuuksia, jotka yleensd johdetaan ana-
lyyttisesti epayhtéloiden avulla. Tehtdvéan d-kohdassa tutkitaan erilaisia suoria, jossa
tarkoitus on havaita suoran kulmakertoimen ja tarvittavan deltan vilinen yhteys.
Luonnollisesti mitd jyrkempi kulma on, sitéd pienemmiiksi delta on valittava.

Tehtévan kannalta oleellinen huomio on, etté erilaisille funktioille tarvitaan erilai-
sia epsilonin ja deltan suhteita. Opiskelijan on d-kohdassa tarkoitus havaita se, ettd
delta voidaan joutua rajaamaan hyvinkin paljon pienemmaéksi kuin epsilon. Tamaé ei
kuitenkaan ole jatkuvuuden kannalta ongelma. Tehtévasn valittiin yksinkertaisia suo-
rien yhtéloita juurikin siksi, ettd opiskelijat ovat késitelleet niitéd lukiossa ja tietavit
ne jatkuviksi. Toki d-kohdassa voidaan esittdd mielenkiintoinen kysymys, mitd ta-
pahtuu kun suoran jyrkkyys ldhestyy darettomyytta. Talloinhén kyseessé ei ole enédé
funktio, joten jatkuvuudestakaan ei ole mieltd puhua.

HuomaAuTUs 7.3. GeoGebra-sovelluksessa kaytetain raskasta leikkauspisteité et-
sividd apuohjelmaa, jonka avulla paivitetddn funktion véarit punaiseksi tai vihreiksi
sen mukaan ovatko ne sallitulla alueella vai eivdt. Kun sovellusta kdytetdaédn siten, et-
ta leikkauspisteiden maédrd muuttuu, voidaan hetkellisesti saada vérit vaarin. Taméa
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johtuu siité, ettd ohjelma suorittaa asioita dynaamisesti, eiké jarjestyksessa, eli vérit
asetetaan ennen kuin ohjelma ehtii laskea uudet leikkauspisteet. Téllaisen ongelman
sattuessa vérit saa oikein muokkaamalla epsilonia hieman.

Raskaudesta johtuen sovellus ei myoskéaan valttamattéa toimi selaimessa kovinkaan
hyvin. T&ll6in sovellus kannattaa ladata omalle koneelle. Lataamisen ohjeet 16ytyvat
GeoGebraTubessa olevan tehtédvan yhteydesta.

TEHTAVA 7.4. Mikko on tutkinut funktion f(z) = =z jatkuvuutta pisteessi
xo = 2. Han on péadtynyt tulokseen, jonka mukaan mille tahansa ¢ > 0 voidaan
valita 6 = €/5, jolloin jatkuvuuden méaaritelmén ehto tayttyy.

a) Tutki GeoGebran avulla, milloin Mikon 16ytaméa delta toimii.
b) Milld yksinkertaisella muutoksella saadaan 0, joka toimii kaikille positiivisille ep-
silonin arvoille?

7.2.4. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtéava soveltuu kdytaviksi jatkuvuuden mééritel-
mén esittdmisen jilkeen, ennen em. funktion jatkuvuuden todistusta (todistuksessa
b-kohdan vastaus tulee esiin). Esimerkkid voi myo6s hyodyntad demonstraatiotyoka-
luna todistuksen ldpikdynnin yhteydesséd (perustellaan miksi deltan lausekkeen pitda
olla kaksiosainen).

7.2.5. Tehtdvdn tavoitteet. Tehtdvan tavoitteena on havainnollistaa epsilon-delta-
médritelméd ja osoittaa oppilaille, etté deltan valinnan kanssa on hyvé olla tarkkana.
Tehtavan a-kohta on ldhinné maéritelmén graafista havainnollista edellisen tehtédvan
tapaan laatikoiden avulla. Ohjelman avulla opiskelijan on tarkoitus havaita, etté pie-
nilla epsilonin arvoilla viite kylla péatee, mutta suurilla arvoilla ei.

Tehtévan b-kohdassa opiskelijan on tarkoitus oivaltaa, ettéd epsilon-delta-méaéri-
telmén kannalta suuret epsilonit eivit ole ongelma vaan pienet. Koska delta on ase-
tettu riippumaan epsilonista, voi suurilla epsilonin arvoilla méa&ritelmén ehto jaada
toteutumatta. Téméa voidaan korjata yksinkertaisesti asettamalla deltalle maksimi,
eli muotoilemalla delta esimerkiksi § = max{1,¢/5}.

8. Matemaattiset jonot dynaamisen matematiikan ohjelmalla

Matemaattiset jonot ovat déarettoman pitkia lukujonoja. Ndiden maérittelyksi ase-
tetaan yleensé jokin sddnto, jota jonon termit noudattavat. Esimerkiksi aritmeettiset
ja geometriset jonot ovat opiskelijoille tuttuja jo lukiosta. Jonot voidaan tdsmaéllisesti
maédritelld funktioiden avulla (3.7) ja seuraavassa tehtévissd tdmén avulla johdatel-
laan opiskelijat jonojen maailmaan.

8.1. Funktioista jonoihin. Matemaattiset jonot aiheuttavat toisinaan hanka-
luuksia opiskelijoille. Jonoilla on arkikielessd hyvin erilainen merkitys, kuin mate-
maattisella jonolla. Arkikielessd jono on kokoelma perédkkéisia objekteja, joita on
oleellisesti adrellinen méaara. Kéaytdnnossa taméa tarkoittaa sitéd, ettd jonolla téaytyy
olla viimeinen alkio. Matemaattisen jonon yksi ominaisuus on, ettei viimeista alkiota
ole, vaan jono on aédrettoman pitkid. Seuraavassa tehtéivissi esitellddn matemaattisen
jonon ominaisuuksia ja kdyttdytymistd mainitsematta sanaa jono.

TEHTAVA 8.1. Muodosta GeoGebraa apunasi kidyttden funktioita, jotka saavat
arvoja vain positiivisissa kokonaislukupisteissa (eli z € N) ja joiden kuvaaja on mah-
dollisimman léhelld kuvan 9 funktioita:

Néayttavatko funktion arvot ldhestyvéan jotain lukua jarjestysnumeron kasvaessa?
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a) b)
c) d)
e) f)

Kuva 9. Muodostettavien jonojen kuvat

8.1.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /uTrFraMD

8.1.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtédvén rooli on johdatella matemaattisten jono-
jen kéasittelyyn, joten olisi térkedd sijoittaa tehtédvan kasittely hieman ennen mate-
maattisten jonojen méaérittelyé. Esitiedoiksi vaaditaan lukiotiedot.

8.1.3. Tehtdvin tavoitteet. Tehtdvén ensisijainen tavoite on tuoda esille mate-
maattisia jonoja ja niiden kanssa tyoskentelyéd ilman jono-sanan suoranaista kéyt-
tamistéd. Jonoille annetaan tehtdvissa hyvin funktiomainen luonne, koska funktioiden
kayttd on opiskelijoille tuttua. Toisaalta matemaattinen jono voidaan mééritella yk-
sinkertaisesti funktiona, jonka méérittelyjoukko on N.

Tehtévin GeoGebra-sovelluksessa opiskelijalle annetaan yksinkertainen tayttoruu-
tu, johon hén voi kirjoittaa haluamansa funktion. GeoGebra muokkaa tdmén jalkeen



26

funktiosta sellaisen, ettd madarittelyjoukkona on vain luonnolliset luvut. Tehtédvéan te-
kemisen on tarkoitus olla melko helppoa ja suoraviivaista. Suurin osa tehtdvian ku-
vien funktioista on tuttuja ja samankaltaisten kuvien saaminen onnistunee lukion
kayneiltd opiskelijoilta nopeasti. Sen sijaan tehtdvén sisdllon ymmaértdmisen kannal-
ta on todella suuri merkitys silld, ettd tehtdva kdydaan huolellisesti lapi. Tehtdvassa
pyritddnkin ennen kaikkea antamaan tyokaluja ldpikdynnin helpottamiseksi.
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Kuva 10. Funktioista jonoihin: GeoGebra-applikaatio

Tehtévan a-kohdassa esitetdén yksinkertainen vakiojono, jonka luomisen pitéisi
funktioiden avulla olla helppoa. Vakiojonot ovat yksi tapa ldhestyéd virhekésitysta,
ettd jono ei voi saavuttaa raja-arvoaan. A-kohdan yhteydessé onkin hyva korostaa,
etté kyseinen vakiojono tosiaan suppenee ja raja-arvo on 10.

Kohdat b- ja c-kohdat ovat varsin tuttuja ja toivottavasti yksinkertaisia. Tar-
koituksena on vahvistaa ajattelua funktioiden kautta ja samalla tuoda esille jonojen
monimuotoisuutta. Kohdassa ¢ on tarkedd huomata, ettéd jono suppenee kohti nollaa,
vaikka kaikki jonon termit ovat positiivisia.

Tehtévan d-kohta on hyvin samankaltainen tehtdvén c-kohdan kanssa ja on itse
asiassa tésmilleen sama funktio silla erotuksella, etté d-kohdassa joka toinen alkio on
negatiivinen. Téllaisen funktion luominen ei valttamétta ole itsestdédnselvad ja téssé
yhteydessa tarkkojen ohjeiden sijaan on tarkoituksenmukaisenpaa antaa opiskelijoiden
itse kehittdd tapoja luoda heilahtelua. Toki tehtdvéa lapikédytéessa on hyvé korostaa,
ettd yleensi téllainen saadaan aikaan kertoimella (—1)".

Tehtédvéan e-kohta on jéalleen verrattaen yksinkertainen ja siséltdd vain yksinkertai-
sen paloittain méadritellyn funktion. Tama tukee jdlleen sitd ajatusta, ettéd jonoja voi
tehd& mielivaltaisen monenlaisia, aivan kuten funktioitakin. Tehtdvan appletti tar-
joaa opiskelijalle painikkeen, jonka avulla hén voi siirtyd normaalin funktion sijaan
madrittelemédn funktion kahdessa osassa. Paloittain méérittely on toteutettu siten,
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ettd funktio on tietynlainen ennen opiskelijan méaardamaa arvoa ja toisenlainen sen
jélkeen.

Viimeisené tehtéavéssd on f-kohdan eksponentiaalisesti kasvava jono, joka saattaa
aueta opiskelijoille Fibonaccin lukuina. Fibonaccin luvut méaaritelladn yleisesti F; =
1,F, =1,F, = F,_1 + F,_», mutta tehtdvin kannalta tallaista mé&arittelya ei voida
tehd&. Esimerkiksi lyhyen internethaun avulla voidaan loytdd yleinen muoto F), =

\%((1*2\/5)” — (1555)"). Timé yleinen muoto on hyvi esittid opiskelijoille tehtivin

ldpikdynnin yhteydessé ja ndin motivoida myos rekursiivisen méaéarittelyn hyotyja.

8.2. Jonojen raja-arvon maéairitelmi. Raja-arvon méaéritelméa muuttuu oleel-
lisesti, kun puhutaan jonoista. Maéaritelméssd on paljon samaa kuin jatkuvuuden
epsilon-delta-méaaritelmassd. Naméa kaksi méaaritelméaé ovat niin lahelld toisiaan, etta
toisen osaaminen helpottaa merkittdvésti toisen oppimista. Yleenséd analyysin kurs-
seilla aloitetaan jommasta kummasta, kiydddn se varsin tarkasti ja toinen esitelladn
mychemmin huomattavasti lyhyemmin. Téssé tutkielmassa kéytiin melko tarkasti
epsilon-delta-méaéritelmé jatkuvuudelle ja seuraavaksi kdydaéan lyhyt versio siitd, mi-
ten vastaavaa voi tehdé jonojen raja-arvon méadritelméan kannalta.

Jonojen raja-arvon méadritelméssa (3.9) deltan korvaa n., joka on indeksi, jos-
ta eteenpéin jonon alkioiden tulee olla korkeintaan epsilonin péédssé toivotusta raja-
arvosta. Ero funktioiden jatkuvuuteen on merkittiava. Jono voi kiyttaytya lahes mie-
livaltaisesti, kunhan jonon "hédnta” asettuu ldhelle raja-arvoa. Toisaalta vastaava pé-
tee myos kéddntden, jono on suppeneva jos ja vain jos sen “hantd” asettuu ldahelle
raja-arvoa. Jono voi saada saman arvon ensimmaéiset sata, miljoona tai kymmenen
miljoonaa termié, jonka jidlkeen jono alkaa esimerkiksi kasvaa. Télloin vaikka jonon
alkupééta tarkasteltaessa jono néayttdd oikeinkin siistiltd, ei jonolla kuitenkaan ole
raja-arvoa.

Seuraavassa tehtédvéssd on tarkoitus tarkastella jonojen raja-arvon méiritelméaa.
Tehtédvassa pyritddn havainnollistamaan opiskelijoille sopivan indeksin valintaa, seké
jonon "hénnén” roolia médritelmén kannalta.

TEHTAVA 8.2. Tutki GeoGebralla seuraavia jonoja: a, = (—1)" - ja b, = cos(n)
a) Mik4 on jonon a, raja-arvo? Miten n. tulee valita, jotta tdstd indeksista eteenpéin
jonon alkiot ovat korkeintaan epsilonin etéisyydelld raja-arvosta? Kokeile ensin etsid
sopiva n. muutamalle epsilonille, esimerkiksi ¢ = 0,5 ja € = 0,2. Yritd sen jilkeen
asettaa n. riippumaan epsilonista (viittaa epsiloniin merkinnélla eps), siten ettd se
toimii kaikille epsilonin arvoille.
b) Mité voit sanoa jonon b,, raja-arvosta ?

8.2.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material / K74DKjtQ

8.2.2. Fsitiedot ja ajankohta. Tama tehtdvi on suunniteltu siten, etté raja-arvon
epsilon-delta-méaritelma on kayty ja on siirrytty puhumaan jonoista. Tehtévas varten
suunniteltu GeoGebra ohjelmisto mahdollistaa myts muunlaisten tehtévien késitte-
lyn, mutta ne jatetdédn tassd tutkielmassa lukijan itsenséd mietittéviksi.
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Kuva 11. Jonojen raja-arvo: GeoGebra-applikaatio

8.2.3. Tehtdvdin tavoitteet. Tehtavan tarkoituksena on havainnollistaa jonon raja-
arvon madritelmaé tarjoamalla opiskelijalle ohjelmisto, jonka avulla he voivat kon-
kreettisesti piirtda jonon pisteitd. Erityisesti ohjelmistolla halutaan visualisoida pis-
teiden kelpaavuus valitun epsilonin ja indeksin n,. kannalta. Kelpaavat pisteet vérja-
taan vihredlla, madritelmén toteuttamatta jattavat pisteet punaisella. Koska olemme
kiinnostuneita vain indeksin n,. jilkeisistd arvoista, ennen sité esiintyvéit indeksit vér-
jatddn mustiksi. Lisdksi indeksi n, varjatdan siniseksi erottuvuuden takia.

Tehtavissa kaytetdadn edellisestd tehtédvastd poiketen yksiulotteista mallia, jos-
sa kaikki jonon arvot ovat x-akselilla. Tété esittdmistapaa kdytetddn yleisesti mate-
maattisia jonoja esitettdessd. Yksiulotteisuus on hieman epéselvid, etenkin suppene-
ville jonoille, koska jonon arvot menevit joko péadllekkiin tai hyvin ldhelle toisiaan.
GeoGebra-sovelluksessa téata pyritdan vahentdmédn antamalla opiskelijalle mahdolli-
suuden valita piirrettdvien pisteiden méiréd. Opiskelija voi myd6s aloittaa haluamas-
taan indeksisté, jolloin hén voi tietoisesti jattaa alkua pois ja keskittyd "hantaan”.

Tehtévéan a-kohdassa késitelldéan analyysin kursseilla usein vastaan tulevaa jonoa.
Kyseinen jono muistuttaa tuttua jonoa a, = %, silld muutoksella, ettéd joka toinen al-
kio on negatiivinen. Téstd huolimatta jono tietenkin suppenee nollaan ja tdmé opiske-
lijoiden on tarkoitus huomata. Toisaalta tarkoitus on myos havainnollistaa sité, etta
indeksi n, riippuu epsilonista. Ohjeessa opiskelijaa pyydetéidn ensin etsimééan erillisil-
le epsiloneille sopiva n., jonka jalkeen tarkoitus on 16ytaa yleinen sédéanto. Tehtavassa
oletetaan, etté téllaisten sddntdjen 16ytdminen on tuttua epsilon-delta todistuksista.

Tehtévan b-kohta on tarkoitettu lahinné herdttamédn opiskelijassa se ajatus, et-
tei pida tuijottaa koko jonoa. Tamé jono kayttaytyy melko satunnaisesti, siten, etté
kaikki jonon alkiot jadvat vélille [—1, 1]. Télloin jos piirretddn runsaasti alkioita, saa-
daan taméa véli tdyteen pisteitd. Téassdkin korostuu vérityksen rooli, joka osoittaa
valittomaésti, ettd punaisia pisteitd on talloin runsaasti, riippumatta miten indeksi
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n. valitaan. Toki jono on myos siitd mielenkiintoinen, ettei sitd suoraan voi osoittaa
hajaantuvaksi jonoksi satunnaisen kaytoksen vuoksi.

GeoGebra-ohjelmistossa kiyttéja voi itse valita, milld vélilla hdn jonoa haluaa tut-
kia. Tama on toki kdytdnnon kannalta valttamattomyys, silla jonot tunnetusti jat-
kuvat ddrettomyyksiin. Télla on kuitenkin myos kaytannon sovellus. Ominaisuuden
avulla voidaan tutkia vain jonon héntapéita ja erityisesti voidaan asettaa indeksoin-
ti alkamaan indeksisté n.. Téalloin jos n. on valittu hyvin, kaikki jonon alkiot jaavét
muodostuvaan laatikkoon. Toki ominaisuudella on myo6s kdantopuoli, joka on hyva
ottaa esille tehtavia késiteltdessa. Koska tédssé piirretddn aina vain aédrellinen méara
pisteité, ei tdméan ohjelmiston perusteella voi tehda suoria johtopaédtoksia jonon sup-
penemisesta. Erityisesti b-kohdassa ei voida osoittaa, ettd jono hajaantuu, vaikka se
toki siltd nayttas.

8.3. Collatzin konjektuuri. Seuraava tehtdva esittelee erddn matemaattisesti
mielenkiintoisen jonoihin liittyvén konjektuurin. Collatzin konjektuurin mukaan mis-
td tahansa luonnollisesta luvusta paéstéddan ykkoseen kahdella hyvin yksinkertaisella
sdannolla. Aina jos késiteltdva luku n on pariton, seuraava luku on 3n + 1. Jos lu-
ku n on parillinen, seuraava luku on n/2 [3, s.1]. Néin jatkaen saavutetaan ykkonen
jossain vaiheessa (tédtéd ei ole todistettu, mutta tietokoneiden avulla on todettu, et-
ta viite péatee hyvin suurille luvuille [3, s.6]). Tehtéavissd konjektuuriin on lisdtty
ehto, ettd jonon jdsen on 1, mikéli edellinen jdsen on 1. Normaali konjektuuri jéa
ikuiseen silmukkaan 1,4, 2,1, .... Lisdyksen avulla jonosta saadaan suppeneva kaikille
GeoGebran puitteissa mahdollisille alkuarvoille.
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Kuva 12. Collatzin konjektuuri: GeoGebra-applikaatio
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TEHTAVA 8.3. Olkoon meilld seuraavanlainen jono:

1 Jkun a,_1 =1
a; €N, a,=1<3a,.1+1 ,kun a,_; on pariton
Ap_1/2 , kun a,_; on parillinen

Tutki jonoa oheisen GeoGebra-sovelluksen avulla. Valitse mieleisesi alkuarvo ja tutki
suppeneeko jono télld alkuarvolla. Kokeile my6s muita alkuarvoja, mitd huomaat?
Lisétietoja aiheesta 16ytyy hakusanoilla "Collatz conjecture”.

8.3.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material /nz2 Aappf

8.3.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtdvin tekoon riittdd periaatteessa lukiotiedot,
koska suppenemiseen ei vaadita perusteluja. Tehtédvan voi sijoittaa kurssin alkupuo-
lelle motivaatioksi, kurssin loppupuolelle herdttaméédn mielenkiintoa jatkaa aiheesta
eteenpéin tai esimerkiksi jonojen ldpikdynnin yhteyteen hieman erilaisena jonona.

8.3.3. Tehtdvin tavoitteet. Tehtévassad ldhinné tutustutaan Collatzin konjektuu-
riin, jolloin suurin tavoite on saada opiskelija kiinnostumaan aiheesta. GeoGebran
avulla opiskelija saa selkedn kuvan jonon kayttaytymisesté, joka alkuun nédyttaa sa-
tunnaiselta hyppéilylta edestakaisin. Joissain vaiheissa jopa néyttid, ettd jono karkaa
lilan kauas, jolloin voi kuvitella jonon hajaantuvan. Kuitenkin véistaméattéa kaikilla
GeoGebran mahdollistamilla alkuarvoilla jono saavuttaa ykkosen ennemmin tai myd-
hemmin. Té&mé& on uskomattomuudessaan varsin kiehtovaa matematiikkaa ja tehtéava
toivottavasti herdttiad téllaisia ajatuksia myos opiskelijassa.

GeoGebra-sovelluksessa 10ytyy kaksi tapaa kidyda jonoa lédpi. Ensimmaéinen tapa
on kiyda jonoa alkio kerrallaan. Tatd on tarkoitus kayttda alkuvaiheessa. Tamén
avulla saadaan selkedmpi késitys siitd, miten arvot kayttaytyvét. Toinen vaihtoehto
on kayda koko jono lépi, eli jatkaa kunnes saavutetaan arvo 1. Tamén tarkoitus on
nopeuttaa prosessia, jos haluaa kiyda ldpi paljon erilaisia alkuarvoja. Useiden eri-
laisten alkuarvojen lapikdyminen oli ainakin ohjelmaa tehtédessd addiktoivaa ja l&pi-
kdynnin nopeus teki siitd mielekésta. Jopa suurilla alkuarvoilla tietokone laskee jonon
suhteellisen nopeasti lapi.

GeoGebra seuraa myos indeksid, joten jonon lapikdynnilld ndhdadn valittomaés-
ti, montako askelta tarvittiin ykkoseen padsyyn. Myos tdmén seuraaminen on varsin
kiehtovaa. Nopea pédtelmé olisi, ettd suuret alkuarvot tuottavat selvisti suurempia
askelmadria. Tamaé ei kuitenkaan ainakaan lyhyen kokeilun pohjalta ollut totta. Esi-
merkiksi luku 13421 padtyy ykkoseen 95 askeleen jélkeen, kun taas esimerkiksi luku 55
vaatii 113 askelta. Tottakai alkuarvon kasvattaminen keskimé&érin nostaa tarvittavaa
askelmédrad, mutta hitaasti (jos esimerkiksi ajatellaan, ettd luku n vaatii k askelta,
niin luku 2-n vaatii vain yhden askeleen enemmaén, silla ensimmaéisen askeleen jélkeen
ollaan arvossa n).

8.4. Osajonot. Osajonolla tarkoitetaan matematiikassa jonoa, joka muodoste-
taan toisesta jonosta valitsemalla termeja kasvavassa jérjestyksessd. Osajonoilla on
mielenkiintoisia ominaisuuksia, kuten Bolzano-Weierstrassin lause (3.17).

Osajonojen opetuksen aloittamisen yhteydessi suurin ongelma tulee yleensi mer-
kintatavoissa. Yleisesti indeksointi menee varsin monimutkaiseksi, jolloin varsinaisen
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asian omaksuminen voi olla haasteellista. Seuraavassa tehtdvéssa pohjustetaan osajo-
nojen kayttoa ja indeksointia GeoGebran avulla.

) F
G
ra I e=v/n, kaikillan € N Osajonot
n
ms, I d=1in + cos(nmi8)
I~ e,={0,1,1,2,3,68,..} (Fibonacci)
Huom! Indeksien muuttaminen ei suoraan vaikuta nakyvaan jonoon
aloitus indeksi 1 vimeinen indeksi(max 100) 20 Paivita jono klikkaamalla rasti paalle ja pois saadaksesi muutaksen nalkyviin.
skaalaa | |zoom+ | [zoom- {surra vasampaan] {surra mkeaan} [zuumaa kohti arvoa: k] k=0
Klikkaamalla jonon tarmia lisaat sen osajonoon. Muista etta termizn indeksien tulee olla kasvavassa Jarjestyksessal
<
A19 Al5 ATl A1T AT Al3 A3 A Ad A5 A3 A2 Al A12 AB AlB AlD A20 Ald A1E
75 5 a5 M 55 5 a5 a a5 3 25 2 s il s H 05 H 15 z 25 3 35 3
B3 B4 B2 B1 B5
™ nuolet nékyviin
nollaa osajono
Input: ®

Kuva 13. Osajonot: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 8.4. Joissain tilanteissa jonon sisiltd 16ytyy kiinnostavia jonoja. Esi-
merkiksi jono a, = —1,1,—2,2, —3, ... voidaan jakaa kahteen varsin yksinkertaiseen
jonoon b, = 1,2,3,... ja ¢, = —1,—2,—3,..., kisittelemélla erikseen parillisia ja
parittomia termeja.

Madritelldén jonolle a,, osajono a,,. Jonon a, osajono saadaan valitsemalla al-
kuperéisestd jonosta termeja a,,, a,,, ... siten, ettd jarjestysnumerot ni, no, ... muo-
dostavat kasvavan jonon. Esimerkiksi ylld jono b, saatiin valitsemalla b; = a,,, kun

GeoGebra-sovelluksella voit jonon termejé klikkailemalla asettaa ne osajonon ter-
meiksi ( huom! muista ettd valittavien termien jirjestysnumerot on oltava kasvavassa
jarjestyksessd). Tee sovelluksen avulla seuraavat tehtévét:

(a) Muodosta:
(i) Jonolle a,, kasvava osajono
(ii) Jonolle b, vihenevi osajono
(b) Muodosta:
(i) Jonolle ¢, = /n osajono, jossa on vain kokonaislukuja.
(i) Jonolle d,, = % + cos % osajono, joka suppenee kohti lukua \/75
(iii) Fibonaccin jonolle e, = 0,1,1,2,3,5,8,... osajono, joka sisdltda
kaikki kolmella jaolliset luvut alkuperiisesté jonosta.

8.4.1. Linkkr sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd##material /TR2Zj2FS
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8.4.2. Esitiedot ja ajankohta. Tehtdva on tarkoitettu ennen osajonojen késitte-
lyd, mink&d vuoksi siind on pieni pohjustus. Kuitenkin jonoihin liittyvat késitteet,
mukaanlukien jonon suppeneminen oletetaan tunnetuksi.

8.4.3. Tehtdvdin tavoitteet. Tehtdvén tavoitteena on esitelld osajonoja seké niiden
indeksointia. Ensimmaéisessé kohdassa keskitytddn osajonojen muodostamiseen. Toi-
sessa kohdassa aletaan jo pohtia osajonojen indeksointia. Kohdan jonot on valittu
siten, ettd indeksointi onnistuu loogisesti, jottei tdhdn mene liikaa aikaa.

Tehtédvéan a-kohta on ldhinné johdattelua, joka ei vaadi paljoa aikaa. Tarkeinté tés-
sé on, ettd opiskelija ymmértdd miten osajonot muodostetaan. Erityisesti GeoGebra
pyrkii korostamaan kasvavassa jérjestyksessd tapahtuvaa indeksien valintaa. Mikali
opiskelija yrittda valita laittoman termin jonosta, GeoGebra kehoittaa hénta valitse-
maan osajonon termin uudestaan. Tehtédvan a-kohta myos johdattelee tekemé&édn myos
b-kohdan osat GeoGebraa klikkailemalla puhtaan paéttelyn sijaan.

Tehtévéan b-kohdassa aloitetaan valitsemaan osajonoja valmiiksi annetuista jonois-
ta. Talloin erityisesti indeksointi korostuu. Kohdassa i osajonoksi saadaan 1,2, 3,4, .. .,
kunhan osataan valita oikeat indeksit. Helpoin valinta on i = n? kaikilla n € N. Koh-
dan oleellisin opetustarkoitus on selventié, etteivit kaikki osajonot ole valittavissa
"joka kolmas” periaatteella. Tehtédvan yhteydessd on hyva selventédé opiskelijoille, etté
osajonot voidaan valita misséd tahansa kasvavassa jarjestyksessé, periaatteessa jopa
ilman loogista kaavaa.

Tehtévan b-kohdassa ii vaaditaan ensimméisté kertaa hieman ajattelua. Toki ly-
hyella MAOL-taulukkokirjan selauksella opiskelija pasee ratkaisuun nopeasti. Toinen
tapa on tutkia jonoa GeoGebran avulla. Jono siséltda termin % siksi, ettd muutoin
GeoGebrassa kaikki pisteet olisivat monikertoja (eli pisteité olisi 9 ja jokainen toistuisi
useaan kertaan). Talld valinnalla jonosta saadaan selkeimpi katsoa ja suppeneminen-
kin saadaan konkreettisesti aikaan (toki valitsemalla sama piste joka kerta saadaan
suppeneva jono, mutta téllainen on opiskelijalle vaikeampi késittdd suppenevana jo-
nona).

Kohta iii on jo hieman hankalampi ja vaatii Fibonaccin jonon tutkimista. Téssé
GeoGebran avulla voi nopeasti nidhdé, ettd joka neljds termi on jaollinen kolmella
(todistusta ei vaadita). Jos tehtdvéin haluaa lisdd haastetta, voi tdmén jalkeen kysyé,
voiko tatéd tulosta yleistdd. Fibonaccin jonossa joka ks termi on jaollinen luvulla Fy,
eli esim. joka neljés termi on jaollinen luvulla Fy = 3

9. Konvergenssikriteeriot dynaamisen matematiikan ohjelmalla

Yksi merkittiva tekija tutkittaessa jonoja ja funktioita, on kysymys raja-arvojen
olemassa olosta. Funktioiden raja-arvoja voidaan tarkastella misséd tahansa pistees-
sd, mutta jonojen raja-arvot ovat aina &ddrettomyyksissd. Raja-arvojen todistami-
nen epsilon-delta-mééritelmien avulla on yleisesti tyoldsta ja siksi matematiikkaan
on muovautunut useita tyokaluja raja-arvojen kasittelyyn. Téssa luvussa kéisitellaan
néistd muutamia, jotka esiintyvét analyysin kurssilla.

9.1. Suppiloperiaate. Yksi kdytannollinen ehto jonon raja-arvon maéaérittami-
seen on suppiloperiaate (3.13). Nimensd mukaisesti tutkittavalle jonolle etsitdén "sup-
pilo”, joka on kéytdnnossd kaksi muuta jonoa, jotka suppenevat kohti samaa raja-
arvoa. Lisdksi néiltd vaaditaan ominaisuus, etté niiden jésenet rajaavat tutkittavan



33

jonon kutakin jésentd ylhailta ja alhaalta. Suppiloperiaatteen avulla voidaan siis to-
distaa raja-arvon olemassaolo ja saadaan jopa tietoon itse raja-arvo. Suurin ongelma
on l6ytda suppenevat jonot, jotka rajaavat tutkittavan jonon. Yleisimmin suppilo-
periaatetta kaytettdessd kdytetddn yksinkertaisia jonoja, kuten b, = % Nain myos

sin(7n) .

seuraavassa tehtdvissé, jossa tutkitaan jonoa —
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Kuva 14. Suppiloperiaate: GeoGebra-applikaatio

sin(mn)

TEHTAVA 9.1. Osoita suppiloperiaatetta kéyttéen, ettd jono a, = —-— suppe-
nee. Kayta apunasi oheista GeoGebra-sovellusta.

9.1.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material/VDMhUzVY

9.1.2. FEsitiedot ja ajankohta. Tehtéva soveltuu kasiteltdviksi suppiloperiaatteen
esittelyn jélkeen. Vaatimuksena on myds, etté tiedetddn jonojen % ja —% suppenevuus.

9.1.3. Tehtdvin tavoitteet. Tehtédvan ensisijainen tavoite on tuoda suppiloperiaate
konkreettisena oppilaan silmien eteen. Erona tavallisiin taululle piirrettyihin kuviin
verrattuna on, ettd GeoGebra mahdollistaa reaaliajassa tehtdvit muutokset. Jonon
piirrettyédén opiskelija toivottavasti nékee jonon suppenevan nopeasti kohti nollaa.
Tavoitteena on ettéd opiskelija keksii, ettéd sopivat ylé- ja alarajajonot ovat % ja —%.

Ratkaisun jilkeen voidaan opiskelijaa kehoittaa kokeilemaan toisia tunnetusti sup-
penevia jonoja # ja —n—lg. Sovelluksen avulla huomataan, ettd ndma eivit tayta suppi-
loperiaatteen vaatimusta, vaan ovat pienenpia kuin tehtédvan jono. Toisaalta téllainen
jono voidaan osoittaa suppenevaksi samalla tavalla kuin tehtdvén jono (samat yli- ja
alaraja jonot kéyvit).
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9.2. Monotonisuus ja suppenevuus. Yksi yksinkertaisimmista konvergens-
siehdoista saadaan monotonisille jonoille. Monotoniset jonot suppenevat, jos ja vain
jos ne ovat rajoitettuja (3.15). Seuraavassa tehtdvéssi tutustutaan hieman monotoo-
nisuuden késitteeseen ja pohditaan myos raja-arvoja.

File Edit View Options Tools Window Help

E e

Monotonisuus ja suppenevuus

valitsea > &-1/x
54
leveys = 50
R
korkeus = 10
—»

Input: ®

KuvaA 15. Monotonisuus ja suppenevuus: GeoGebra-applikaatio

TEHTAVA 9.2. Tutki seuraavia jonoja ja p#éttele/arvaa ovatko ne monotonisia,
rajoitettuja tai suppenevia. Lopuksi tarkista syottdamaélla GeoGebraan. Tésmaéllisia
todistuksia ei vaadita.

a) a, =5—=

b) ¢, = 27;;31
2

c) dn = ?:;2—52

d) (~1)"

e) (1)

f) h \/_ 2jah, =+/24+ hp1

Pohd1 vield voidaanko ominaisuuksista monotoninen, rajoitettu ja suppeneva johtaa
toisiaan (kiinnitd huomiota suuntiin esim. rajoitettu jono suppenee vs suppeneva jono
on rajoitettu).

9.2.1. Linkki sovellukseen.
https://www.geogebra.org/m/x9ybumgd#material/bDNhM4Rd

9.2.2. Esitiedot ja ajankohta. Tehtdva on suunniteltu pohjustukseksi monotonis-
ten jonojen konvergenssikriteerion esittelyyn ja kayttoon. Tehtdva on tarkoitettu
kaytavéksi 14pi monotonisuuden méaaritelmén jéalkeen, muttei ennen monotonisuu-
den konvergenssiehdon lédpikayntié. Yleensd ndmé kuitenkin halutaan esitelld samalla
kertaa. T&lloin tehtdvaa voi halutessaan kéyttdid siten, ettéd antaa tehtdvad ennen
monotonisuuden méaritelmén. Kasvavuus ja vdhenevyys on esitelty lukiossa, joten
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tehtavan pitéisi talloin olla tehtévissd, silla tarkoitus ei vield tdssé vaiheessa ole saa-
da aikaan tdsmaéllisid todistuksia.

9.2.3. Tehtdvin tavoitteet. Tehtédva on suunniteltu pohjustamaan monotonisten
jonojen suppenemista koskevaa lausetta ja myos valmistella opiskelijaa todistuksiin.
Erityisesti tehtévassa keskitytdadan kolmeen asiaan, monotonisuuteen, rajoitettuihin jo-
noihin ja raja-arvoihin. Tarkoitus on, etté opiskelija huomaisi monotonisen rajoitetun
jonojen suppenevan. Toisaalta huomion voi tehdd myos eri jarjestyksessa. Tehtévas-
séd on ainakin yksi jono (a,), josta opiskelija todennékoisesti keksii suppenevuuden
ennen rajoittuneisuutta. Talloin havaitaan, ettéd lause péatee myos toiseen suuntaan.

Tehtévéan a-kohta on varsin selked ja todennékoisesti sen suoritus sujuu opiskeli-
jalta nopeasti. Jono on ensimméinen esimerkki kasvavasta jonosta, joka on rajoitettu
ja suppeneva. Tésséd opiskelija todennédkoisesti tajuaa suppenevuuden vélittomasti,
koska % on tuttu jo lukiotasolta. Téssé tehtdvan tavoite olisi, ettd rajoittuneisuuden
keksimiseksi opiskelija toteaa jonon olevan kasvava. T&ll6in suppenevuudesta seuraa,
ettd raja-arvo on myos jonon jasenten pienin yléraja.

Tehtéavén b- ja c-kohdat ovat lukiosta tuttua raja-arvolaskentaa. Molemmissa opis-
kelija saa lukiotiedoilla raja-arvon varsin nopeasti, jolloin jéljelle jaa kysymys mono-
tonisuudesta. Molemmat kohdat ovat monotonisia, toinen kasvava ja toinen vidhene-
vé. Kohtien lausekkeet ovat sellaisia, ettéd epsilon-delta-méaéritelmas kdyttden niiden
suppeniviksi osoittaminen olisi varsin tyoldsté, joten jilleen havaitaan katevampien
tyokalujen tarpeellisuus. Kohtien jonot ovat hyvin samankaltaisia, mutta kuitenkin
taysin erilaisia (kasvava ja vihenevd). Tamé toivottavasti herdttad opiskelijassa moti-
vaation kayttaa téllaisissa tilanteissa analyyttista tulkintaa sen sijaan etté vain arvaisi
jonon olevan esimerkiksi viheneva.

Kohdissa d ja e jonoissa esiintyy uusi termi (—1)". TAmé& on varsin yleinen ana-
lyysin kursseilla esiintyvé termi, joka vaihtaa jonon parittomien termien merkin. Tél-
16in ldhes aina kyseessé on ei-monotoninen jono. Kohdassa f on kyseessé kohtuullisen
tavallinen suppeneva jono, joka heilahtelee nollan molemmin puolin. Kohdan my®6-
td huomataan, ettd jonon ei tarvitse olla monotoninen supetakseen. Kohta f esittelee
jonon, joka suppenisi ilman termid (—1)", mutta kyseisen termin avulla j&& heilahtele-
maan ykkosen ja miinus ykkosen véliin (néitd kuitenkaan saavuttamatta). Opiskelijan
on tarkoitus huomata, etté vaikka jono olisi rajoitettu, niin se ei vélttadméatta suppene.

Viimeiseksi sdéstetty jono on ldhdeteoksessa [2, s.69-70] esiintyvé rekursiivisesti
médritelty jono, joka todistetaan suppenevaksi monotonisuuden avulla. Opiskelijan ei
tehtavaa tehdessé ole tarkoitus osata paatelld jonosta paljoakaan, vaan kohdan tarkoi-
tus on olla johdantoa myohemmin tulevalle todistukselle. Lyhyen péahkailyn jéalkeen
opiskelija syottad jonon GeoGebraan, joka varsin selkeésti paljastaa jonon kidytoksen.
GeoGebran avulla voidaan jopa lukea jonon raja-arvo, mité ei suoraan monotonisten
jonojen konvergenssikriteeriolla saada. Kuitenkin matematiikassa kuvien avulla ei to-
distella mitédén ja kohta toivottavasti herdttdd opiskelijassa mielenkiintoa, miksi jono
kayttaytyy nain.



36

Lihdeluettelo

MicHEAL SPIVAK: Calculus. Third edition, 1994.

BRIAN THOMSON, JUDITH BRUCKENER, ANDREW BRUCKENER: FElementary Real Analysis.
Second edition, 2008.

JEFFREY LAGARIAS: The Sx + 1 Problem And Its Generalizations. American Mathematics
Monthly 92(1), 1985.

BETH L. CORY, JOE GARAFALO: Using Dynamic Sketches to Enhance Preservise Secondary
Mathematics Teachers’ Understanding of Limits of Sequences. Journal for Research in Mathe-
matics Education vol. 42, no. 1 (January 2011).

OPETUSHALLITUS Lukion opetussuunntielman perusteet www.oph.fi, 2015.

JONATHAN BORWEIN: The Experimental Mathematician: The Pleasure Of Discovery And The
Role Of Proof. Internal Journal of Computers for Mathematical Learning, 10: 75-108 (2005).



