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Tiivistelma
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tutkielma, 49 s., Jyvéskylan yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos,
syksy 2016.

Tutkielman tarkoituksena on esitelld Reedin ja Solomonin koodeja ja nii-
den ymmértamiseksi tarvittavia esitietoja. Reedin ja Solomonin koodit ovat
virheenkorjaamiskoodeja, joiden kasittelyssé kaytetdadan darellisia kuntia. Vir-
heenkorjaamiskoodeja tarvitaan kun dataa siirretaén paikasta toiseen, koska
siirron aikana voi tapahtua virheita ja néin ollen perille tullut data eroaa al-
kuperaisestéd. Virheenkorjaamiskoodien avulla alkuperainen data voidaan mah-
dollisesti selvittaa perille tulleesta viallisesta datasta. Edella kdytetaan sanaa
mahdollisesti, koska virheenkorjaamiskoodeilla on olemassa ylaraja sille kuinka
monta virhettd saa tapahtua, jotta alkuperdinen data voidaan vield selvittad.
Reedin ja Solomonin koodien kohdalla tdmé ylaraja riippuu koodin paramet-
reistd n ja k yhtdlon ¢ = | “=5+1 | mukaan. Parametri n on koodin koodisanan
pituus ja parametri k£ on koodin dimensio, toisin sanoen koodisanan varsinais-
ta informaatiota sisdltdvan osan pituus. Varsinaisten informaatiota valittavin
osan liséksi virheenkorjaamiskoodeissa on péatka dataa, jota kdytetadn virheen-
korjaamiseen. Tahan osaan kuuluvia symboleita kutsutaan rendundanssisym-
boleiksi ja niiden méaaré on siis n — k. Redundanssisymbolit ovat lineaarisesti
riippuvia informaatiosymboleista.

Reedin ja Solomonin koodeista on olemassa syklinen versio ja alkuperéinen
ei-syklinen versio. Sykliset Reedin ja Solomonin koodit ovat nykyisin enemmén
kaytetty muoto, koska niille on olemassa tehokkaita algoritmeja, joilla koodi-
sanat voidaan purkaa alkuperaiseksi viestiksi. Syklisen Reedin ja Solomonin
koodin koodisanojen pituus on n = p™ — 1 ja alkuperéiselld tavalla muodos-
tetun Reedin ja Solomonin koodin koodisanan pituus on taas n = p™. Téssa
p™ on &édrellisen kunnan F,m alkioiden lukuméadra. Adrellistd kuntaa kaytetdén
Reedin ja Solomonin koodien molemmissa tapauksissa koodin aakkostona eli
koodisanojen merkkisymbolit ovat jonkin sopivan aérellisen kunnan alkioita. Se
mita darellistd kuntaa kaytetaan riippuu lahetettéavan viestin koosta, halutusta
virheenkorjaamiskyvysta ja minkalaista kanavaa kdytetaan.
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Johdanto

Nykymaailmassa liikkuu lukemattomat méaarit dataa erilaisten kanavien va-
lilld. Dataa siirtyy erilaisten tietokoneiden valilld mutta myos esimerkiksi kun
cd-levylta kuunnellaan musiikkia, niin cd-levylle tallennettu data siirtyy kana-
van eli soittimen vélityksella eteenpain ja tulee ilmi musiikkina. Kaikessa téssa
datan siirtymisessa paikasta toiseen erilaisten kanavien kautta on mahdollis-
ta, etta jossain vaiheessa siirtymista tapahtuu jokin héairio, jolloin siirtyva data
voi vioittua. Esimerkiksi, jos cd-levyyn tulee naarmu, niin levylle tallennettuun
musiikkiin voi tulla hairié. On kuitenkin olemassa keinoja, joilla nditd mahdol-
lisia virheitéd pystytdan korjaamaan. Yksi naistéd keinoista on virheenkorjaus-
koodit. Niiden avulla dataan voidaan liittda ominaisuus, joka pystyy tietyissa
rajoissa korjaamaan dataan sattuneet virheet. Dataan lisdtaan talloin patka
lisdéd dataa. Se milld tavalla tAmé patka lisdtadn riippuu koodin ominaisuuksis-
ta. Kaytetaan taas esimerkkina cd-levya. Nyt levyyn on tullut naarmu mutta
koska levylle tallennettu data on ennen tallentamista koodattu virheenkorjaa-
miskoodin avulla, niin naarmun koosta ja paikasta riippuen, on mahdollista,

etta cd-levylle tallennetussa musiikissa ei havaita hairiota sitd kuunneltaessa.

Taman tutkielman tarkoituksena on esitelld Reedin ja Solomonin virheen-
korjaamiskoodeja. Kyseessa on 1960 luvulla kehitetyt darellisten kuntien raken-
netta hyodyntéavat koodit, joiden avulla voidaan korjata useita virheita. Kysei-
set koodit ovat erityisen tehokkaita virhekasaumien korjaamisessa eli tilanteis-
sa, joissa virheitd tapahtuu monta perdkkéin. Reedin ja Solomonin koodeja
kaytetaan esimerkiksi juuri cd-levyissa mutta ne ovat tarkeitd myos esimerkik-

si avaruudessa tapahtuvassa viestinnéssa.

Tutkielman ensimmaéisessa luvussa kdydaan lapi mita koodit ja virheenkor-
jaaminen ovat. Taman jalkeen kasitelldan darellisid kuntia ja niiden rakennetta
niiltd osin kuin se on Reedin ja Solomonin koodien ymmartamisen kannalta
oleellista. Tésta siirrytadn kéasitellaédn syklisia koodeja, koska ne ovat nykyisin
yleisin Reedin ja Solomonin koodien kayttomuoto. Tutkielman toisessa luvussa
esitelldan varsinaisesti Reedin ja Solomonin koodit ja niiden erilaisia muotoja

ja ominaisuuksia. Lisaksi tassa luvussa kdydadn lapi, kuinka viesti koodataan



Reedin ja Solomonin avulla sellaiseksi, ettd siihen tapahtuneita virheita voi-
daan korjata. Kolmannessa luvussa kdaydédan lapi kuinka selvittaa vioittunees-
ta Reedin ja Solominin koodin avulla koodatusta viestista alkuperdinen viesti.
Neljannessa luvussa esitelladn hieman Reedin ja Solomonin koodien kayttoso-
velluksia.

Tutkielman laskujen laskemisessa on hyodynnetty Maxima-tietokoneohjel-
maa. Kaytety ohjelmaversio on 5.31.2. Tutkielman liitteind on maxima-koodeja,
joilla esimerkkejé on laskettu. Suuret kiitokset Maximan kiyton opetuksesta
etenkin aarellisia kuntia koskevien koodien kohdalla sekd muutoinkin pitkajan-

teisestd ohjauksesta Ari Lehtoselle.



1 Perusteita

Tassa luvussa kdydéaan lapi Reedin ja Solomonin koodien ymmértamiseksi tar-
vittavia peruskasitteita ja joitakin niiden ominaisuuksia. Luvussa on kaytetty
pohjana MacWilliamsin ja Sloanen kirjaan The Theory of Error-Correcting
codes (1977)[13] ja McEliecen kirjaa The Theory of Information and Coding
(1985)[12].

1.1 Koodi

Koodeja on monenlaisia. Jotkut koodit ovat tarkoitettu viestin salaamista var-
ten mutta jotkut koodit ovat taas virheenkorjaamista varten. Koodit voivat
olla myo6s yhdistelmé naisté. Tassa tutkielmassa kasiteltavat koodit ovat nime-
nomaan virheenkorjauskoodeja.

Kéydéan aivan aluksi lapi mika koodi C' on. Koodit koostuvat patkista sym-
bolijonoja, joita kutsutaan koodisanoiksi ja merkitdan ¢ = (cq, ..., ¢,). Taméan
tutkielman kannalta téarkea asia on, ettd koodisanoja voidaan ilmaista poly-
nomeina. Selkeyden vuoksi koodisanan ¢ = (cy, ..., ¢,) indeksointi kannattaa
muuttaa muotoon ¢ = (¢, ¢y, ..., ¢y_1). Nyt koodisana voidaan ilmaista poly-
nomina c(r) = ¢y + 17 + ... + ¢, 12"

Koodisanojen symbolit tai koodisanapolynomien yhteydessa kertoimet ovat
usein jonkin kunnan [F, alkioita. Kuntaa, josta symbolit ovat, kutsutaan koodin
C aakkostoksi. Koodin koodisanojen ei ole valttaméatonta olla saman pituisia
aina, mutta tédssa tutkielmassa koodien kaikki koodisanat ovat sitd. Koodisa-
nojen pituutta merkitdan parametrilla n.

Virheenkorjauskoodien koodisanat sisialtavat k kappaletta varsinaista vies-
tid koodaavaa symbolia eli informaatiosymbolia. Informaatiosymboleiden lisdk-
si koodisanoissa on viela n — k kappaletta redundanssisymboleita, joiden avul-
la koodi voi l6ytaa ja korjata virheita. Redundanssisymbolit ovat lineaarisesti
riippuvia informaatiosymboleista.

Koodeja ilmaistaan monesti parametrien n ja k avulla muodossa C(n, k).

Annetaan seuraavaksi madritelmé koodille kuten se on méaritelty McEliecen



kirjassa The Theory of Information and Coding [12] s. 140].

Maidéritelma 1.1. Lineaarinen koodi C(n, k) kunnan F, suhteen on n-ulotteisen

vektoriavaruuden V,,(F,) = {(x1, ..., ) |x; € Fy} k-ulotteinen aliavaruus.

Aliavaruuden maééritelmén nojalla lineaarisen koodin C' koodisanoja voi-
daan siis laskea yhteen ja kertoa jollakin kertoimella b € [, siten, etta syntyva
symboliketju on edelleen koodin C' koodisana.

Lineaarisella koodilla C(n, k) on vektoriavaruuden aliavaruutena olemas-
sa kanta ¢i,...,gx, missd g; € C ovat koodisanoja. Kaikki koodin C(n,k)
muut koodisanat voidaan ilmaista naiden k koodisanojen lineaarikombinaa-
tiona Ele b;gi, missa b; € ;. Kun kantakoodisanoista muodostetaan matriisi
asetamalla kukin kantakoodisana matriisin riviksi, niin saadaan k X n matriisi,

jota kutsutaan virittdjamatriisiksi (generatormatrix) ja merkitdén G.

Maaritelma 1.2. Olkoon C(n, k) lineaarinen koodi kunnan IF, suhteen. Matrii-
sia G, jonka rivit muodostavat koodin C kannan, kutsutaan koodin C' virittdja-
matriisiksi. [10, s. 52].

Virittajamatriisin avulla voidaan antaa kompakti kuvaus koodille C'. Ennen-
kaikkea matriisin G avulla voidaan helposti koodata viesti m = (my, ..., my) €

Vi(F,) lineaarisen koodin C koodisanaksi ¢ = (cy, ..., ¢,):

m — mG. (1.1)

Kun koodattu viesti ¢ lahetetdan jonkin kanavan lapi, esimerkiksi avaruu-
desta maahan, niin kuten jo edella todettiin, lahetyksessa voi tapahtua virheité,
jotka muuttavat koodisanaa c. Perille tulleesta viestistd y = (y1,....,Yn) € Fy
pitda pystya jotenkin tarkastamaan, onko se oikein. Taméa voidaan tehda kayt-

tamalld hyvaksi koodin C' lineaarista komplementtia
C*+ = {r € V,(F,)|(c|r) = 0 kaikilla ¢ € C}. (1.2)

Nyt sisatuloyhtalon
(ylr) =0 (1.3)

avulla voidaan testata, ettd onko saatu viesti y koodin C' koodisana. Jos y
toteuttaa yhtélon kaikilla » € C*, niin kyseessd on koodin C' koodisana.
Yhtaloa kutsutaan pariteettiyhtdloksi.

Koodin C' lineaarinen komplementti C* on myés n-ulotteisen vektoriava-

ruuden V,,(F,) aliavuruus ja sitd kutsutaan koodin C' duaalikoodiksi(dual code).



Duaalikoodin dimensio on koodin C' lineaarisena komplementtina n — k. Du-
aalikoodille voidaan muodostaa myos virittdjamatriisi n — k kantakoodisanan
avulla kun ndmé koodisanat asetetaan matriisin riveiksi. Syntyvaa (n — k) x n
matriisia kutsutaan koodin C' pariteetintarkistusmatriisiksi ja sitd merkitdén

H. Annetaan pariteetintarkistusmatriisille vield tarkka mééaritelmaé.

Maaritelméa 1.3. Olkoon C(n,k) lineaarinen koodi kunnan F, suhteen. Mat-
riisi H, joka on koodin C duaalikoodin C* virittijimatriisi, on koodin C pari-

teetintarkitusmatriisi. [10, s. 52]

Lause 1.1. Olkoon C(n, k) lineaarinen koodi kunnan Fym suhteen ja olkoon G
kyseisen koodin wvirittdjimatriisi. Tdllgin vektorille h € Fym pitee, etti h € C+

jos ja vain jos hGT = 0.

Todistus. 1. Oletetaan ensin, ettd h € C*. Talloin lineaarisen komplemen-
tin mééritelman nojalla (c|h) = 0 kaikilla ¢ € C'. Erityisesti tdma péitee
koodin C' kantakoodisanoille g;, ..., gx, jotka muodostavat matriisin G eli
pitee, ettd hGT = 0.

2. Oletetaan sitten, ettd hGT = 0. Koska matriisin G rivien avulla voidaan
ilmaista kaikki koodin C' koodisanat niin selvisti, jos hGT = 0, niin myos
he? = 0 kaikilla ¢ € C. Nin ollen (c|h) = 0 kaikilla ¢ € C ja h € C*

O

Lause 1.2. Olkoon C(n,k) lineaarinen koodi kunnan Fpm suhteen. Tdlloin
(n — k) x n-matriisi H on koodin C pariteetintarkistusmatriisi, jos ja vain
jos matriisin H rivit ovat lineaarisesti risppumattomat ja kaikille ¢ € C' pdtee,
etti He' =0

Todistus. 1. Oletetaan, ettd matriisi H on koodin C' pariteetintarkistus-
matriisi. Matriisi # on mééritelméin nojalla koodin C* virittdjamatriisi,
joten sen rivit muodostavat kyseisen koodin kannan ja siten ne ovat li-
neaarisesti riippumattomia. Edelleen kaikki kantakoodisanat ovat koodin
C* koodisanoja, joten lauseen nojalla HGT = 0 eli myos He' = 0
kaikilla ¢ € C.

2. Oletetaan, ettd Hc! = 0 ja matriisin H rivit ovat riippumattomat.
Talloin lauseen nojalla kaikki matriisin H rivit kuuluvat koodiin C*.
Koska matriisin H rivit ovat riippumattomat ja matriisin dimensio on
n — k, niin se todellakin on koodin C* virittdjimatriisi ja niin ollen

koodin C' pariteetintarkistusmatriisi.



]

Nyt koodit on kayty lyhyesti lapi, joten siirrytadn seuraavaksi minimietai-

syyden tutkimiseen.

1.1.1 Minimietiisyys ja koodin virheenkorjaamiskyky

Yleensé koodin virheenkorjaamiskyvyn kannalta on térkeéta, ettd koodisanat
eroavat toisistaan tarpeeksi paljon. Yksi paljon kaytetty koodien virheenkor-
jaustaktiikka on nimittédin korjata viallinen vektorijono y sité ldhinna olevaksi
koodisanaksi ¢ (nearest-neighbor-coding). Lahimmén koodisanan méaarittami-
seksi koodisanoilla taytyy néin ollen olla jollakin tavalla maaritelty etaisyys.
Koodien kohdalla etaisyytena kaytetaan usein Hammingin etdisyyttd ja se maa-

ritellaan seuraavasti:

Maaritelma 1.4. Hammingin etdisyys kahden vektorin x = (x1,...,x,) ja
y = (Y1, .., Yn) valilla on niiden paikkojen lukumddrd, joissa x ja y eroavat

toisistaan. Hammingin etdisyytta merkitiin dy(x,y). [13, s. 8]

Maaritelma 1.5. Olkoon C koodi, jossa on ainakin kaksi koodisanaa. Koodin
C minimietdisyys dmn(C) on pienin etdisyys erillisten koodisanojen vdlilld.
Toisin sanoen sis dpyi,(C) = min{dy(c;, ¢j)|ci,c; € Cyei # ;). [12, s. 147]

Oletetaan nyt, ettd ldhetetdan koodin C' koodisana ¢ mutta matkalla ta-
pahtuukin ¢ virhetta ja perille tulee vektori y. Sanotaan, ettd koodi C' pystyy
tunnistamaan tapahtuneet ¢ virhetta, jos koodisana ¢ ei muutu naiden ¢ virheen
sattuessa toiseksi koodin C' kodisanaksi ¢. Téall6in siis koodin C' koodisanojen
etaisyyden tulee olla enemmén kuin ¢. TAméa havainnollistetaan kuvassa [1.1]
Jos koodi C' on t-virheen tunnistava, niin se ilmoittaa ylla mainitussa tilantees-
sa, etta lahetyksessé on tapahtunut virhe. Koodi ei kuitenkaan osaa ilmoittaa,
ettd missa kohden vektoria y virheet sijaitsevat.

Edelleen koodi C' pystyy korjaamaan t virhettd, jos se ensinndkin pystyy
tunnistamaan, etté ¢ virhetta on tapahtunut. Toisekseen koodin C' pitaé pystya
tunnistamaan kohdat, joissa virheet ovat tapahtuneet. Téata varten viallisesta
vektorista y pitdd pystyd muuttamaan mitka tahansa ¢ symbolia siten, etté
muutosten seuraksena ei saada mitdan muuta koodin C koodisanaa kuin koo-
disana c. Toisin sanoen kun muutetaan vektorin y oikeat vialliset ¢ symbolia,
niin saadaan koodisana ¢ mutta muutoin muutoksien tuloksena on aina jokin
muu vektori, joka ei ole koodin C' koodisana. Kuvassa havainnollistetaan

tata.



Kuva 1.1. Koodi C' pystyy tunnistamaan ¢ virhettd kun koodisanan c
ympaérille voidaan pirtdéd t-sdteinen ympyré ja mitddn muita koodin C

koodisanoja ei osu tdmén ympyran sisélle.

o ¢
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Kuva 1.2. Koodi C pystyy korjaamaan t virhettd kun virheellisen vek-
torin y ympaérille voidaan pirtdéd t-sdteinen ympyré ja ainoa koodisana

joka osuu tdmén ympyran sisdlle on alkuperdinen koodisana c.

/mX\
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Huomautus. Jos kay niin, etta kaksi koodisanaa ovat yhta etaalla vektorista y
ja ne ovat lahimmaét koodisanat, niin téalloin koodi C' ilmoittaa tasapelisté ja

virhetta ei nain ollen voida korjata.

Kuvasta voidaan jo péaatelld, ettd koodin C koodisanojen pitdéd erota
viahintdan 2t + 1 kohdassa, jotta koodi C' pystyy korjaamaan niihin sattuneet ¢

virhetta. Tamé todistetaan seuraavassa lauseessa.

Lause 1.3. Koodi C pystyy korjaamaan t virhettd jos ja vain jos dpm(C) >
2t+ 1.

Todistus. 1. Oletetaan, ettd koodi C' pystyy korjaamaan t virhettd. Jos
dmin(C) < 2t + 1, niin tall6in on olemassa kaksi koodisanaa ¢; ja ¢; si-
ten, etta d(c;, ¢;) < 2t. Huomataan, etta jos d(c¢;, ¢;) < t+ 1, niin talldin
koodisana ¢; voisi muuttua koodisanaksi ¢; kun ¢ symbolia muuttuu. Téa-
ma on kuitenkin ristiriita, koska koodi C' on t-virheen-korjaava. Taytyy
siis olla d(c;, ¢;) > t + 1. Nyt voidaan esimerkiksi olettaa, ettd koodisa-
nat ¢; ja ¢; eroavat ensimmaisten d,,, symbolien kohdalla. Nyt patee, etté
t+1<d, <2t. Olkoon nyt y saatu viesti. Voidaan kirjoittaa, etta

Y=Y YYi+1"  YdpYdm+1 " Yn



missd symbolit yy,...,1; ovat samoja kuin koodisanassa c¢; ja symbolit
Yt41,s -, Yd,, Ovat samoja kuin koodisanassa c; seké symbolit yq,, 11, ..., Un
ovat samoja kuin kummankin koodisanan lopussa. Nyt d(¢;,y) = d,, —t <
t = d(cj,y). Tastéd seuraa, ettd jos d(c;,y) < d(cj,y), niin saatu viesti y
tulkitaan koodisanaksi ¢;, miké on ristiriita oletuksen kanssa, koska tassa
tilanteessa koodisanassa on tapahtunut vihemméan kuin ¢ virhetta. Jos
taas d(c;,y) = d(c;j,y) eli koodisanat ovat yhté kaukana toisistaan, niin
koodi ilmoittaa tasapelistd, mikéd on taas ristiriita. Taytyy siis olla, etta
dpin(C) > 2t + 1.

2. Olkoon d,,;,(C') > 2t + 1. Olkoon ¢; ldhetetty koodisana ja y lapitullut
vektori. Olkoon liséksi d(c;,y) = t. Nyt péitee, ettd jollekin toiselle koodi-
sanalle ¢;, j # tond(c;,y) > d(cj, ¢;)—d(c;, y) > 2t+1—t = t+1 > d(c;, y)
eli kun vektori y tulkitaan lahimmaéksi koodisanaksi, niin tuloksena on c;.
Tama on oikea alkuperainen koodisana, joten koodi kykenee korjaamaan
t virhetta.

O

Koska minimietédisyyden avulla saadaan tietoa koodin virheenkorjaamisky-
vysta, niin olisi hyva, ettd minimietaisyys voitaisiin jollakin tehokkaalla tavalla
maéarittda. Isojen koodien kanssa ei ole tehokasta kayda kaikkia koodisanoja la-
pi ja laskea niiden etaisyyksia. Seuraavan lauseen avulla saadaan yhteys koodin

C pariteetintarkistusmatriisin ja minimietéisyyden vilille.

Lause 1.4. Olkoon H pariteetintarkistusmatriisi koodille, jonka pituus on n.
Talloin koodin minimietdisyys on d jos ja vain jo jokainen joukko d — 1 mat-
ritsin H sarakkeita on lineaarisesti riippumattomia ja jotkin d saraketta ovat

lineaarisesti riippuvia.

Todistus. 1. Olkoon koodin minimi etéisyys d < n. Talloin on olemassa
koodisana ¢ = (cy, ..., ¢,), jolle dy (0, ¢) = d eli koodisanassa on d nollasta
eroavaa symbolia. Koska kyseessé on koodisana, niin pariteettimatriisille
H pitee, ettd Hc' = 0 eli

hi1 hin 1 01
Hc" =0+ : : =

h(nfk)l h(nfk)n Cn On—#

Saadaan siis yhtaloryhmat



h1161 + h1202 + ...+ hlncn =0

hn—ky1c1 + hn—ry2C2 + ... + An_gmCn =0

Kun namaé lasketaan allekkain yhteen niin saadaan yhtalo

(hi1 + . + hgnew)er + oo+ (han + .+ h—iyn)cn = 0 (1.4)

Huomataan, etta hiy + ... + h(y—x) on matriisin H ensimmaéinen sarake
ja vastaavasti hi, + ... + R_p), on viimeinen sarake. Merkitdén naita
matriisin A sarakkeita v; = hyg, ..., h(n_p);, missa ¢ = 1,...,n. Yhtalo

(1.4) saa nyt muodon
vici + ... +vpe, =0

Nyt koska d kappaletta ¢; # 0, niin d maarélle vastaavia vektoreita v;
taytyy pated, ettd > v,c; = 0 vaikka ¢; # 0 eli ne ovat lineaarisesti
riippuvia. Jos jokin néisté edella valituista d vektoreista jatetadn pois
ja otetaan siis jokin d — 1 kokoinen joukko kyseisia vektoreita v;, niin
niille pétee, ettd > v,c; = 0 jos ja vain jos ¢; = 0 kaikilla ¢ eli ne ovat

lineaarisesti riippumattomia.

2. Olkoon matriisin H jotkin d saraketta lineaarisesti riippuvia. Koska
pariteetintarkistusmatriisille pitee Hc! = 0, aina kun ¢ on koodisana,
niin olemassa koodisana ¢, siten, ettd dy (0, c) = d. Koska mika tahansa
joukko d — 1 matriisin H sarakkeita on lineaarisesti riippumattomia, niin
d on pienin mahdollinen etaisyys 0-vektorin ja ¢ vélilla. Téten d on koodin
minimi etaisyys.

]

Siirrytaan seuraavaksi koodisanojen etéisyydesta koodisanojen symboleihin.
Toisin sanoen siirrytadn késittelemaédn adrellisia kuntia, joita kiytetdan monien

koodien, etenkin Reedin ja Solomonin koodien, aakkostona.

1.2 Adrelliset kunnat

Algebran peruskurssilta tuttu dérellinen kunta on F,, misséd p on alkuluku.

Néiden lisaksi aérellisid kuntia ovat myos muotoa F,= olevat kunnat, missa p



on edelleen alkuluku ja m > 1. Lukua p kutsutaan kunnan karakteristikaksi.
Aiemmin tutkielmassa koodin méaritelmén kohdalla on esiintynyt kunta F,.
Tama kunta on juurikin darellinen muotoa F,m oleva kunta.

Aérellisen kunnan F,» muodostamisessa tarvitaan péddpolynomia 7(x), jon-
ka aste on m ja kertoimet ovat kunnasta [F,,. Paépolynomin johtava kerroin on 1.
Polynomin 7(x) tulee lisiksi olla jaoton eli se ei saa olla kahden tai useamman
alempi asteisen vakiosta eroavan [F-kertoimisen polynomin tulo. Nyt kaikki
polynomit, joiden aste on enintédén m — 1 ja kertoimet ovat kunnasta [F,, muo-
dostavat darellisen kunnan F,m, kun laskutoimitukset lasketaan modulo m(x).
Toisin sanoen F,m = F,[z]/(7(z)).

Huomioidaan, ettd on mahdollista 10ytaa useita jaottomia m-asteisia péaa-
polynomeja 7;(z) € F,[z]. Koska vaaditut ehdot téyttyvét, niin kaikkien nai-
den avulla voidaan luoda &érellinen kunta F,~. Voidaan kuitenkin osoittaa,
ettd kaikki namé syntyvat kunnat ovat isomorfisia keskenddn. Toisin sanoen

syntyvéit kunnat ovat vain alkioiden esitysmuotoja vaille samat kunnat.

Lause 1.5. Kaikki ddrelliset kunnat, joissa on p™ alkiota, ovat isomorfisia
keskenddn.

Edellisen lauseen todistusta ei esitelld téssa tutkielmassa, koska todistuk-
seen tarvittaisiin lauseita, jotka eivat ole tamén tutkielman kannalta merkitta-
via. Yksi versio todistuksesta 16ytyy Bhattacharyan, Jain ja Nagpaulin kirjasta
Basic Abstract algebra. [3], s. 310-312]

Viela ei ole osoitettu, etta edelld kerrotulla tavalla tosiaan saaadan aikaan

kunta. Naytetdan seuraavassa lauseessa, etta F,» tdyttaa kunnan kriteerit:

Lause 1.6. Olkoon 7(z) € F,[z] jaoton pddpolynomi. Tdllin Fym = F,[x]/(7(x))

on kunta, jossa on p™ alkiota.

Todistus. 1. Alkioiden méaréa on todella p™:
Kunnan alkiot voidaan esittaé sivuluokkina a = [a0+a1x—|—...+am_1xm*1]ﬂ(x),

missa a; € F,. Naitd on p™ erilaista.
2. Kunnan kriteerit tayttyvat:

(a) Joukosta Fym 16ydetéén nolla-alkio [0] (), koska polynomi p(z) =0

kuuluu alle (m — 1)-asteisten polynomien joukkoon.

(b) Joukosta Fym 16ydetaén ykkosalkio [1]r(y), koska polynomi p(z) =1

kuuluu alle (m — 1)-asteisten polynomien joukkoon
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(c) Joukossa Fy,m jokaisella alkioilla on olemassa vasta-alkiot eli [a]x()+
(@) = [0]rx(x) kaikilla a,b € F,m. Mistd tahansa alle (m — 1)-
asteisesta polynomista p,(x) saadaan polynomi p(x) = 0 kun siihen
lisdtdén polynomi py(x), jonka aste on sama ja kertoimet ovat po-
lynomin p,(z) kertoimien vasta-alkiot. Téllaiset kertoimet l6ytyvat

aina koska kertoimet tulevat kunnasta [F,,.

(d) Joukossa F,» jokaisella alkiolla on kédénteisalkio eli [ax(z)[b]r@) =

[1]7(). Tdmén nakemiseen tarvitaan seuraavaa lausetta.

]

Lause 1.7. Jos n(z) € F,[z] on jaoton piddpolynomi ja deg m(x) = m, niin jo-
kaisella enintddn (m—1)-asteisella polynomilla B(z) € F,[x] on yksikdsitteinen

kécnteispolynomi siten, etti B(z)B(x)™!' =1 mod 7 (z).

Todistus. Tutkitaan tuloja A;(x)B(x) mod m(z). Polynomille B(x) patee, etta

deg B(z) < m — 1 ja sille lasketaan tulo kaikkien polynomien A;(z) € F,[x]

kanssa, joiden aste on enintaén m — 1. Kaikki nama tulot ovat erisuuruisia.
Jos nimittédin olisi, ettd mille tahansa kahdelle eri polynomille A;(x) ja

Ay(x) patee
Ay (z)B(x) = Az(x)B(z) mod 7(z) < (Ai(z) — As(z))B(x) = 0 mod 7(z)

niin 7(x)|(A;(z) — Az(x))B(x). Tama taas on mahdollista vain jos pétee, et-
ta deg((A1(z) — Ax(z))B(x)) = Im, jollekin | € N. Nyt kuitenkin koska 7 (z)
jaottomana polynomina ei ole kahden alempiasteisen polynomin tulo, niin ti-
lanne 7(z)|(A;(z) — As(z))B(z) on mahdollinen vain jos 7(z)|(A;(z) — As(z))
tai 7(x)|B(z). Koska A;(z) — Asy(x) ja B(x) ovat enintddn m — 1 asteisia ja
kuitenkin degm(x) = m, niin 7(z) 1 (Ai(z) — As(x)) ja 7 1 B(x). Nyt siis
(A1(z) — As(z))B(x) = 0 mod 7(x) on mahdollinen vain jos A;(z) = As(x).
Oletuksen mukaan A;(z) ja Ay(z) ovat eri polynomeja, joten saadaan ristiriita.
Néin saadaan, etta kaikki tulot A(z)B(z) mod m(x) ovat erisuuruisia.

Tulo A;(x)B(x) mod 7 (z) vastaa aina jotain enintaan (m—1)-asteista poly-
nomia, jonka kertoimet ovat kunnasta F,. Nyt koska kaikki tuloista A;(z)B(x)
mod 7(x), i = 1,2,.. ovat erisuuruisia ja polynomit A;(z) € F,lx] kdyvit
lapi kaikki alle m olevat asteet, niin taten saadaan vastaavuus kaikkien [F,-
kertoimisten enintdan (m—1)-asteisten polynomien ja tulojen A;(z)B(xz) mod 7 (z)
vélille. Téalloin erityisesti jollekin A;(x) pétee, ettd A;(z)B(z) = 1 mod 7(x).

L
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Aérellisen kunnan alkioita voidaan ilmaista m-pituisina péatkind kunnan F,,
alkioita. Kutsutaan tata muotoa alkion listamuodoksi. Toinen tapa ilmaista al-
kioita on jaannosluokkapolynomin avulla. Esimerkiksi kunnan Fs2 alkiota 11
vastaa jadnnosluokkapolynomi [z + 1]o,,1,2 ja alkiota 20 vastaa jadnnosluok-
kapolynomi [2z]y,4,.2. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi sovitaan, ettd tas-
td edespain alkion polynomimuotoa ilmaistaan vain jaannosluokan edustajan
avulla kuten taulukossa[l.1|on tehty. Kyseisestéd taulukosta ndhdéan juuri edel-
14 mainittujen listamuotojen ja polynomimuotojen vastaavuus.

Alkion ilmaisutavan muuttaminen listamuodon ja polynomimuodon valilla
ei ole yksikasitteistd vaan alkiota 20 voisi vastata myos polynomi 2. Tamén
kanssa taytyy olla tarkkana kuinka asiasta on sovittu kussakin yhteydessé.
Tassé tutkielmassa aarellisen kunnan alkion polynomimuodosta saadaan lis-
tamuoto siten, ettd polynomin m — 1. asteen kerroin on listamuodon ensim-
méinen symboli ja niin edelleen kunnes tullaan vakiotermiin, joka vastaa aina
listamuodon viimeista symbolia.

Seuraavana maéaaritelladn primitiivisen alkion késite. Primitiivinen alkio on
tarked dérellisten kuntien ominaisuus, jolla on my6s iso rooli Reedin ja Solo-

monin koodeja késiteltaessa.

Maaritelméa 1.6. Alkio o € Fym on kunnan Fpm primititvinen alkio, jos sen
valilld [1,p™ — 1] olevien potenssien avulla voidaan ilmaista kaikki kunnan Fym
nollasta eroavat alkiot. Sanotaan, ettd primitiivinen alkio virittdd kunnan IFpm.
[17, s. 9]

Primitiivisen alkion avulla saadaan kolmas esitysmuoto kunnan F,~ alkioil-
le. Liséksi primitiivisen alkion avulla darellisen kunnan alkioiden valisista ker-

tolaskuista saadaan yksinkertaisempia.

Esimerkki 1.1. Olkoon a kunnan F,» primitiivinen alkio ja olkoon o', o’ €

F,m mielivaltaisia alkiota. Nyt, jos ¢ +j < p™ — 1, niin

alad = ot = o
missé af € F,m on tutusti jokin korkeampi potenssinen alkio. Jos taas i + j =

[ >p™ —1, niin

o L ) -
olad = o't = ol Z P = a" =a’,

missd o € Fym.
xl—n(p™—1)=r <p™— 1, missa kerroin n € N. Talloin r € [1,p"™ — 1].
*+ Fermat’'n pieni lause , jolloin saadaan, ettd a?”~' =1 mod (p™ — 1)
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Alkioiden kertolakussa syntyvit potenssien summat voidaan siis laskea

mod (p™ — 1) ja saadaan alkioiden tuloa vastaava kunnan [, alkio.

Esimerkki 1.2. Maarataan kaikille kunnan Fs2 alkioille niiden kaikki kolme
esitysmuotoa. Kunnan Fz2 muodostamisessa on kidytetty polynomia m(z) =
2+ x + 22 eli Fg2 = F3/(2 + z + 2?%). Olkoon « kunnan primitiivinen alkio. Al-
kion polynomimuodon ja primitiivisen alkion potenssin yhdistaminen tehdain
seuraavasti:

Asetetaan (o) = 7([2](z)) = 0, jolloin saadaan
24+a+a’=0a’=—-a—-2=2a+1 mod 3.
Lasketaan sitten kaikille téata korkeammille potensseille polynomimuoto:

o’ =cd’a=(1+2a)a=a+2a”=a+2(1+2a)=a+2+4da
=2a+2 mod 3
at=adfa’=1+4a+4a*=1+a+a’*=1+a+1+2a=2 mod3
o’ =a*a=2a mod 3

o =a’a=20"=2(1+2a)=a+2 mod3

o' =dfa=a*+2a=4a+1=a+1 mod3
Alkioiden listamuodot saadaan polynomimuodoista eli

a <+ 10
20+ 1 + 21
200 + 2 4= 22
2+ 02
2c < 20
a+2+12
a+1+11

Taulukossa on viela lueteltu kunnan Fs2 kaikki alkiot eri muodoissaan.
Masritelma 1.7. Alkion a € Fym kertaluku ord(a) on pienin positiwvinen ko-
konaisluku r, 1 <r < p™ — 1, siten, ettd " =1 mod p™.

Kunnan F,~ alkion a kertaluku on alkion a eri suuruisten potenssien luku-
médri. Toisin sanoen niiden potenssien lukumééra, joille pétee, ettd a/ # a*,
kun 0 < j < k < p™ [1] s. 88].
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Taulukko 1.1. Kunnan F32 alkiot

00 0 0
10 «a «
21 2a0+1 o?
22 200+2 o
02 2 at
20 2c ad
12 a+2 af
11 a+1 af
01 1 ab

Primiitivinen alkio méariteltiin edell& siten, etta sen eri potenssien avulla
voidaan ilmaista kaikki kunnan F,= nollasta eroavat alkiot. Nain ollen primi-

tiivisella alkiolla tulee olla p™ — 1 eri potenssia, joten sen kertaluku on p™ — 1.

Lause 1.8. Jokainen ddrellinen kunta Fpm sisdltiad primitiivisen alkion, jonka
kertaluku on p™ — 1 ja jonka potenssien avulla kaikki kunnan alkiot voidaan

ilmaista.

Todistus. Olkoon n kaikkien nollasta eroavien kunnan F,» alkioiden kertalu-
kujen maksimi. Olkoon nyt o € [F,m se alkio, jonka kertaluku on n. Talloin
jokainen o', 1 < i < n tuottaa jonkin kunnan F,m alkion, joten n < p™ — 1.
Olkoon nyt 8 € F,» mielivaltainen nollasta eroava alkio, jonka kertaluku on d.

Oletetaan ensin, ettd d t n. Talloin on olemassa alkuluku p ja kokonaisluku
k siten, ettd p* | d mutta p* { n. Annetaan nyt luvuille n ja d esitysmuodot
n =n'p’ ja d = d'p*, missa n’ ja d' eivat ole jaollisia luvulla p. Koska valittiin,
ettd p* | d, niin pétee, ettd p” < p* < p* eli v < 2. Olkoon o/ = o ja 3 = .
Nyt (/)" = (o) = o™’ = o" = 1 mod p™ — 1 ja luku n’ on selvisti
pienin luku, jolle tdmé pétee. Saadaan siis ord(a’) = n'. Vastaavalla tavalla
ndhdaan, etta ord(4’) = p*. Koska p 1 n/, niin syt(ord(«’),ord(f")) = 1. Tésta
seuraa, ettd ord(a/, 8') = ord(«/) ord(’) = n'p? [3, s. 79]. Nyt alun maaritelméan
mukaan luvun n tulisi olla suurin kunnan F,~ alkioiden kertaluvuista mutta
kuitenkin, koska kyseessi on dérellinen kunta, niin pétee, ettd o7 € Fpm ja
ord(o/f') = n'p* > n'p’ = n. Tama on ristiriita. Taytyy siis olla, ettd d | n.
Néin ollen jokainen nollasta eroava kunnan IF,= alkio S on polynomin z" — 1
juuri, koska 8" — 1 = (847 —1 =1 —1 = 0. Liséksi koska polynomin 2" — 1

aste on n, niin silld voi olla vain n juurta kunnassa F,=, joten saadaan, etta
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p™ —1 < n. Nain ollen saadaan, ettd n = p” — 1. Nyt alkion « kaikki potenssit
tuottavat eri kunnan alkion ja koska potensseja on p”™ — 1, niin potenssien
avulla voidaan ilmaista kaikki kunnan nollasta eroavat alkiot. Kyseessa on siis

primitiivinen alkio. [

Huomautus. Primitiivinen alkio ei ole yksikésitteinen. Tama taytyy ottaa huo-

mioon kun ilmaistaan jonkin kunnan alkioita primitiivisen alkion avulla.

Esimerkki 1.3. Tutkitaan kuntaa [F52. Téassa kunnassa alkiolle z pétee, etta
ord(z) = 8 mutta myos alkiolle = 4+ 1 pétee, ettd ord(x + 1) = 8. Néin ollen
molemmat alkiot ovat kunnan [Fs» primitiivisia alkioita.
Taulukossa|l.1|alkioiden potenssimuodot ja polynomimuodot on liitetty toi-
siinsa kun primitiivinen alkio o = z. Vaihdetaan nyt, ettd primitiivinen alkio

on o = z + 1, jolloin taulukko on seuraavanlainen:

Taulukko 1.2. Kunnan F32 alkiot kun primitiivinen alkioon a =z +1

00 0 0
11 z+1 «
12 z4+2 o
20 22 ad
02 2 at
22 22 +2 a
21 2241 af
10 x a’
01 1 ad

Primitiivinen alkion valinta siis vaikuttaa sithen kuinka kunnan alkioita

ilmaistaan.

1.2.1 Adérellisten kuntien muodostaminen Maximassa

Tassé kappaleessa esitellaan kuinka Maximassa muodostetaan aarellisia kuntia
ja kuinka kunnan alkiot saadaan ndkymaén eri muodoissaan. Taulukossa [1.1
esitetyt kunnan Fs2 alkioiden eri muodot on laskettu Maximan avulla.
Adrellinen kunta luodaan Maximassa kiyttamélld kiskyd gf set_ data().
Aérellinen kunta F,= voidaan luoda kahdella tapaa. Kunnan voi luoda anta-
malla Maximalle parametrit p ja m, jolloin Maxima kéyttad ohjelman sisélle
maéariteltyd m-asteista jaotonta polynomia. Toinen tapa luoda kunta on an-

taa kunnan karakteristika p ja jaoton polynomi, jonka avulla kunta halutaan
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luoda. Nama kaksi tapaa nakyvét alla olevassa Maximan koodipatkéssa. Kun
kunta on luotu Maximassa, niin sen tiedot saa esille kédskylla gf _info(), kuten
myo6s alla naytetadn. Jos luo monta erilaista kuntaa, niin taytyy olla tarkka-
na, koska kisky gf info() antaa aina viimeisimmaéksi luodun kunnan tiedot

nékyviin.

(%i1) gf_set_data(3,2);
(%01)  Structure|GF — DAT A]

(%i1) gf_set_data(3,2);
(%o01)  Structure|GF — DAT A]

(%i2) gf_info();

characteristic = 3
reductionpolynomial = x* + 1
primitiveelement = x + 1
nrofelements =9

nrofunits = 8

nrofprimitiveelements = 4

(%02)  false

(%13) gf_set_data(3,x"2+x+2);
(%03)  Structure[GF — DAT A]

(hi4) gf_info(Q);

characteristic = 3
reductionpolynomial = x* + x + 2
primitiveelement = x
nrofelements =9

nrofunits = 8

nrofprimitiveelements = 4
(%o04)  false

Kunnan F, primitiivinen alkio saadaan nékyviin myos kaskylla gf _primitive().
Primitiivisen alkion kertaluku saadaan késkylla gf _order(). Naméa kaskyt né-
kyvéat alla olevassa Maximan koodipéatkasséd. Kyseisessa péatkéssd kunnan luo-

misessa on kéytetty polynomia 7(x) = 2? + z + 2.
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(%i5) gf _primitive();
(%05) =«

(%16) gf_order();
(%06) 8

Jatketaan edelleen kunnalla F,m, joka on luotu polynomin m(z) = 2% + z + 2
avulla. Seuraavaksi ndhdaan kuinka Maximassa saadaan kunnan nollasta eroa-

ville alkioille muodot primitiivisen alkion potenssina, polynomina ja listana.

(%1i7) potenssimuoto:makelist(gf primitive()~i,i,1,gf order());
(%07)  [w,2% 2% 2%, 2% 2°, 2", 2"

(%18) polynomeina:map(gf_eval, potenssimuoto);

(%08) [r,2x+1,2x+2,2,2x, 2+ 2,2+ 1,1]

(%19) 1listamuoto:map(gf_p2l, polynomeina);
(%009) [[1,0],12,1],12,2], 2], [2,0], [1, 2], [1, 1], [1]]

Késky gf eval() sieventdd polynomeja. Se laskee yli m — 1 astetta olevat
polynomit modulo 7(z), missid 7(x) on siis jaoton polynomi. Sen avulla voi-
daan helposti sieventaéd polynomit siten, ettd lopputulokseksi saadaan jonkin
kunnan [F,» alkion polynomimuoto. Miinus-merkkiset potenssimuodot saadaan
my6s helposti ilmaistua positiivisina potensseina kun kaytetdan apuna késkya
gf eval(). Luvussa 1.2.3 ndhdadn kuinka edellinen temppu onnistuu. Kéasky

gf p2l() muuttaa polynomimuodon listamuodoksi. Painvastainen késky on
gf 12p().

1.2.2 Minimipolynomi

Minimipolynomin avulla aérelliselle kunnalle [F,» saadaan tarkea rakenteellinen
ominaisuus. Tassd kappaleessa esitelladn joitakin tarkeitd minimipolynomin

ominaisuuksia.

Maéritelma 1.8. Alkion o' € Fym minimipolynomi kunnan F, suhteen on

alinta astetta oleva pédpolynomi M;(z) siten, ettd M;(a') = 0. [13, s. 99]
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Lause 1.9. (Fermat’n pieni lause) Jokainen kunnan Fym alkio toteuttaa yhtd-
lon
P =z (1.5)

. . . . . e oo m . .
Toisin sanoen jokainen kunnnan Fym alkio on yhtdlon 2P = x juuri.

Todistus. Kaikki kunnan F,» nollasta eroavat alkiot voidaan ilmaista primitii-
visen alkion avulla ja primitiivisen alkion kertaluku on p™ — 1. Tésta seuraa,
ettd kaikki nollasta eroavat alkiot toteuttavat yhtélén 27" ~1—1 = 0. My®6s alkio
0 toteuttaa yhtdlén 0P = 0. Niin ollen kaikki kunnan F,= alkiot toteuttavat
yhtalon

™ —1

g2t D) =2 —r =02 =

]

Lause 1.10. Kunnan Fym alkion o minimipolynomi M;(z) kunnan F, suhteen
on aina olemassa ja yksikasitteinen. Tamd minimipolynomi on myds jaoton

kunnassa IF,,.

Todistus. 1. Olemassaolo: Fermat'n lauseen mukaan jokainen kunnan [Fym
alkio toteuttaa yhtdlén 2" — x = 0, joten tdma takaa, ettd minimipoly-

nomi on olemassa.
2. Yksikésitteisyys: Antiteesi: Olkoon M;(x) ja My(z) kaksi alkion o' €
F,» minimipolynomia. Jakoyhtalon mukaan saadaan

M (x) = k(x)My(x) + r(z), (1.6)

missa degr(z) < deg My(z) tai r(z) = 0. Nyt Mi(a) = 0 = My(«), jo-
ten yhtélosta (1.6 seuraa, ettd r(a) = 0. Nyt ei voi olla, ettd r(a) =
0 ja degr(z) < deg Msy(z), joten téytyy olla, ettd r(z) = 0. Talloin

Moy (z)| My (x). Toisaalta jakoyhtéld voidaan ilmoittaa myos muodossa
My(z) = Ul(x)Mi(z) + r(z),

jolloin saadan vastaavasti, ettd Mi(x)|Ms(x). Téten taytyy olla, etta
Ml(l') = MQ({E)

3. Jaottomuus kunnassa F,: Antiteesi: Olkoon minimipolynomi M;(z) jaol-
linen kunnassa [F,,. Téalloin M;(z) = g(z) f(z), missd deg g(x), deg f(z) <
deg M;(z) ja f(x) € F, ja g(x) € F, ovat paépolynomeja. Koska 0 =
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M;(a") = g(a)f(a'), niin téytyy olla joko f(a') = 0 tai g(a’) = 0. Ta-
maé on ristiriita, koska M;(z) on minimipolynomi. Siisp& M;(x) on jaoton

kunnassa IF),.

]

Lause 1.11. Olkoon M;(z) € F,[x] alkion o' € Fym minimipolynomi. Tdllgin
M;(z)|zP" — .

Todistus. Jokainen kunnan F,» alkio toteuttaa Fermat'n lauseen mukaan yh-
télon p(x) = 2" —x = 0. Taytyy olla deg p(z) > deg M (x), jolloin jakoyht#lod
hyodyntamaélla saadaan, ettda p(z) = k(x)M;(z) + r(x), misséd r(x) = 0 tai
degr(x) < M;(x). Nyt 0 = p(a) = k(a)M;(c) + r(«), joten minimipolynomin
médritelméan nojalla téytyy olla, ettd r(z) = 0. Tallsin M;(z)|2P" — x. O

Lause 1.12. Olkoon o; € Fpm. Talloin (37, ;)P = >0 oF, kunn > 2.

Todistus. Induktio:

1. n = 2: Binomikaavalla saadaan, ettd (ay + a2)? = >h_, (Z)aﬁ’_ko/;,
missé, (g) =1= (i). Huomataan lisiaksi, ettéa (Z) = W =0

mod p. Saadaan siis, ettd (a; + ag)? = of + ob.
2. induktio-oletus: véaite péatee, kun n = k

3on=k+1: (I a)P = (Zh_, ;)P o, =y o tag,, = Yol
* kohta 1.

*x induktio-oletus

Lause 1.13. Kunnan F,m alkioilla o ja o on sama minimipolynoma.

Todistus. Olkoon nyt M € F,[z] alkion o € F,m minimipolynomi. Talloin

maaritelmén nojalla pitee, ettd M(a') = 35_ym o’ = 0, missé m; € F,. Nyt

(1.7)
joten alkion alkion v minimipolynomi on myos alkion a? minimipolynomi.
* Fermat'n pienen lauseen nojalla m; = m?.

*x Lause [[.12] o
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Edellista lausetta hyodyntamalla ndhdaan, ettd myos niilla kunnan [F,» alkioil-
la o, jotka ovat muotoa of = o, j = 1,2, .. on sama minimipolynomi kuin
alkiolla o. Niiiden alkioiden potenssit muodostavat joukon {p, p?, ..., p*~1}, mis-
s k on pienin kokonaisluku siten, ettd p¥ = 1 mod p™ — 1. Merkitddn tatéa
joukkoa (1.

Otetaan sitten kunnan F,» alkio o® ¢ C4, s € N. Myos télle alkiolle voidaan
kayttaa edellistd lausetta, jolloin siis alkioilla o® ja (a®)? = a*P on sama mini-
mipolynomi. Edelleen alkioilla a*” on sama minimipolynomi. Naiden alkioiden
potenssit muodostavat joukon {s, sp, sp?, ..., sp* "1}, missd sp¥ = s mod p™—1.
Merkitaan tata joukkoa C.

Tata kunnan alkioiden jakamista minimipolynomien avulla voidaan jatkaa kun-

nes kaikki kunnan F,~ alkioit kuuluvat johonkin joukkoon Cj, missd s € N.

Minimipolynomit tosiaan jakavat kunnan [F,~ alkiot erillisiin joukkoihin. Naita
joukkoja kutsutaan syklotomisiksi sivuluokiksi. Edelleen alkioita, joiden potens-
sit kuuluvat samaan syklotomiseen sivuluokkaan, kutsutaan konjugaattialkioik-
1.

Maaritelma 1.9. Kokonaisluvun s sisdaltdvd syklotominen sivuluokka modulo

p™ — 1 on joukko Cy = {s,ps,p?s,...,p""1s}, missd k on pienin positiivinen

kokonaisluku siten, ettd p*s = s mod p™ — 1. [13, 5. 104/
Lause 1.14. 1. Minimipolynomille pitee, ettd M;(x) = [Lieo, (x — o).

2. Polynomille zP" 1 — 1 pitee, etti xP" 1 — 1 = [[, My(x), missi s kdy

lapi syklotomisten sivuluokkien modulo p™ — 1 edustajat.

Todistus. 1. Olkoon M;(z) € F, alkion o’ € F,m minimipolynomi. Kaikille
alkion o' konjugaattialkioille o/, missi j € C, pitee myos M;(a’) = 0.
Néin ollen minimipolynomin tulee olla ainakin muotoa

M(z) = [] (x — o). (1.8)

ieCy
Madritelmén mukaan alkion o' € F,» minimipolynomi on alinta astetta
oleva paapolynomi. Néin ollen minimipolynomi on yhtalossa ((1.8)) olevaa

muotoa, koska tdmé on alinta mahdollista astetta oleva paapolynomi,
jolle M;(a’) = 0 kaikilla konjugaattialkioilla .

2. Fermat'n lauseen nojalla 27" — x = [ger,. (x — B). Tistd ja kohdasta
1. saadaan 27"~ — 1 = [[, M,(z), missi s kiy lipi syklotomisten sivu-

luokkien modulo p™ — 1 edustajat.
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Esimerkki 1.4. Halutaan 16ytdé kunnan Fse = F3/(2+z+2?) kaikien alkioiden
minimipolynomit M,,(z) € Fs. Olkoon a kunnan primitiivinen alkio, jolloin
sille patee ord(a) = 8. Ensimmaiseksi taytyy selvittaa siis mitké alkiot ovat
keskenddn konjugaattialkioita eli mitka alkiot kuuluvat samaan syklotomiseen

sivuluokkaan. Lasketaan nama sivuluokat. Laskut suoritetaan modulo &:

Co = {0}

C1:1,1x3=31x3*=1, eli C; = {1,3}
Cy:2,2x3=6,2x3=2, eli C, = {2,6}
Cs = C)

Cy:4,4x3=4, eli O, = {4}
Cs:55x3=75x%x3>=, eli Cs = {5,7}
Cs = Cy

Cr = Cs

Kun syklotomiset sivuluokat ovat selvilla, niin voidaan laskea minimipolyno-
mit. Naita on tassa tapauksessa 5 erilaista. Minimipolynomit on nimetty kunkin

syklotomisen sivuluokan ensimmaisen alkion mukaan.

Néin on saatu selville kunnan Fz2 minimipolynomit.

1.2.3 Adérellisen kunnan alkioilla laskeminen Maximassa

Néaytetadn seuraavaksi kuinka Maximassa voidaan laskea darellisen kunnan al-
kioilla. Esimerkissa [T.4] on kdytetty hyviksi Maximaa.

Maximassa luodaan kunta Fs2 = F3/(2 + z + 2%). Lasketaan nyt esimerkkind

3

alkioiden o ja o’ minimipolynomi. Esimerkin ensimmainen vaihe on las-

kea kertolasku auki. Tdma on tehty manuaalisesti. Tamén jalkeen polynomia
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on alettu sieventdmédn ja se on tehty Maximan avulla. Alla olevassa koodi-
pitkissd on ensin asetettu summa o + o ja tdmén jilkeen se on sievennetty
kiskyn gf eval() avulla polynomiksi 2. Télle polynomille on lasketty loga-
ritmi eli vastaava primitiivisen alkion potenssi késkylld gf log(), jolloin on
saatu, ettd kyseessi on a*. Seuraavaksi on laskettu tdméin alkion vasta-alkio.
Kasky gf eval() palauttaa aina polynomin, joten sen avulla saadulle polyno-
mille 1 on laskettu vastaava primitiivisen alkion potenssi. Néin on siis saatu,

ettd —(a®+a)=—-a*=1

(%i1) gf_set_data(3, x"2+x+2);
(%01)  Structure[GF — DAT A]

(%12) a:gf_primitive()~3+gf _primitive();

(%02) 2°+x

(%13) Db:gf_eval(a);
(%03) 2

(hid) gf _log(b);
(%04) 4

(%i5) gf_eval(-gf_primitive()~4);
(%05) 1

(%i6) gf_log(1);
(%06) 0

Muut minimipolynomit voidaan laskea vastaavalla tavalla. Toinen ja nopeampi
tapa laskea alkion minimipolynomi on késkyllda gf minimal_poly() kuten

alla on tehyt.

(%i1) gf_set_data(3, x"2+x+2);
(%01)  Structure|GF — DAT A]

(%i2) gf_minimal_poly(x);

(%02) 2%+ 242
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(%13) gf minimal poly(2*x+2);

(%03) 22+ 2+2

1.3 Sykliset koodit

Reedin ja Solomonin koodit ovat usein syklisid koodeja. Syklisen koodin koo-
disanoille patee, ettd kun koodisanan viimeinen symboli siirretdan koodisanan
ensimmaiseksi symboliksi, ts. tehdédan syklinen siirto, niin nain syntyva vektori
on myos koodisana. Se ei ole kuitenkaan sama koodisana kuin aiempi. McE-
liecen kirjassa The Theory of Information and Coding syklinen koodi méaritel-

laan seuraavasti: [12, s. 167

Maéritelmé 1.10. Lineaarinen koodi C (n,k) kunnan Fym suhteen on syklinen,
jos jokaiselle koodisanalle c = (cy, ..., 1) pitee, etti ¢ = (c,_1,Co, ... Cn_n) €

C.

Lause 1.15. Olkoon koodi C(n, k) on syklinen koodi kunnan F,m suhteen. Til-

lin pitee, etti c®(x) = zc(x) mod (2™ — 1).

Todistus. Olkoon koodin C' koodisana c(x) = ¢y + 1z + ... + ¢,_12" 1. Kun

téalle tehdaan syklinen siirto, niin saadaan

2 1
Cno1 + cox +c1x” + o o =g +xe(x) — 2"

=xc(z) + cpo1(1 — 2") = ze(x) — cpor (2™ — 1)
Tasté saadaan, etta
Cno1 + CoT + 12”4 ...+ cp_ox™ ! = we(z) mod (2" — 1)
Eli kun tehdéaéan syklinen siirto koodisanalle ¢(x), niin saadaan koodisana

xe(x) mod (2" — 1). O

Koska koodin C' koodisanoille voidaan tehdéa syklinen siirto, joka tuottaa toisen
saman koodin koodisanan kun lasketaan modulo 2™ — 1, niin sykliset koodit

kuuluvat jéédnnoésluokkarenkaaseen R, = Fym[z]/(z™ — 1).

Maaritelma 1.11. Jos C' on syklinen koodi, niin alinta astetta olevaa koo-
din C' padpolynomia(=koodisanaa) kutsutaan koodin virittdjapolynomiksi. Tdtd

virittdjapolynomia merkitian g(z).[12, s. 173]
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Koodi C' méaaritellian monesti virittajapolynomin avulla. Seuraava lause antaa

tarkeita virittdjapolynomin ominaisuuksia.

Lause 1.16. Olkoon koodi C(n, k) syklinen ja g(x) koodin C virittdjipolynomi.
Talloin

1. g(z) on yksikasitteinen,

2. C={g(z)),

3. g(x)l(z" = 1),

4. jos degg(x) = n — k, niin koodin C' dimensio on k ja sen kanta on
{9(z),zg(z), .., 2" 1g(2)}.

5. jos deg g(x) = n—k, niin jokainen koodin C(n,k) koodisana voidaan il-
maista yksikasitteisesti muodossa g(x) f(x), missa f(x) = 0 taidegf(z) <
k ja f(x) € Fym|2]

Todistus. 1. Olkoon r(z) toinen alinta astetta oleva padpolynomi C'ssa.
Talloin siis deg g(x) = degr(x) = s. Aliavaruutena C' on suljettu yhteen-
ja vahennyslaskun suhteen. Nyt g(z) — r(z) € C ja deg(g(z) —r(x)) < s.
Tama on ristiriita, koska koodiin C' kuuluvan koodisanapolynomin alin

mahdollinen aste piti olla s. Néin ollen g(z) on yksikéasitteinen.

2. Olkoon c¢(z) € C' mielivaltainen. Koska g(x) on alinta astetta ole-
va koodisanapolynomi koodissa C', niin sen ja jakoyhtalon avulla koo-
disana c(x) voidaan esittdd muodossa c(z) = g(z)f(x) + h(x), missa
f(x),h(z) € Fym|z]. Liséksi h(z) = 0 tai degh(zr) < degg(x). Ehdosta
c(x),g(x) € C seuraa, ettd myos h(z) € C, koska koodi C' on aliava-
ruus. Koska kuitenkin g(z) on alinta astetta oleva koodisanapolynomi
koodissa C, niin ehdosta deg h(x) < deg g(z) seuraa ettd, h(z) = 0. Néin
ollen, koska ¢(z) on mielivaltainen koodin C' koodisanapolynomi ja se on
muotoa ¢(z) = g(x)f(z), niin mika tahansa koodin C' koodisana voidaan

ilmaista tasstd muodossa. Toisin sanoen g(z) todella virittda koodin C.

3. Esitetdén polynomi z™—1 jakoyhtélon avulla, jolloin 2" —1 = g(z) f(z)+
k(x), missd taas f(x),k(x) € Fym[z] ja liséksi k(z) = 0 tai degk(x) <
deg g(z). Huomataan, ettd jadnnosluokkarenkaassa Fym[z]/(z™ — 1) po-
lynomi x™ — 1 vastaa nollapolynomia. Talloin se vastaa nollapolynomia
myo0s ideaalissa eli koodissa C'. Toisin sanoen ™ — 1 vastaa koodissa C'

koodisanaa 0. Téssa tarkenta on, ettd 2™ — 1 vastaa koodin C' koodisanaa.
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Talloin saadaan samoin kuin kohdassa 2., ettd k(xz) = 0. Téstd seuraa,
ettd g(x)|z™ — 1.

4. & 5. Kohdan 2. nojalla jokainen koodisana voidaan esittdéd muodossa
c(z) = g(x) f(x), missa f(z) € Fym[z]. Nyt jos c(z) = 0, niin téytyy olla,
ettd f(z) = 0, koska g(z) # 0 aina. Muistetaan, etta c(x) = co+c1x+...+
Cn1z" 1V eli dege(x) = n—1. Jos ¢(x) # 0, niin edellisestd muistutuksesta
ja oletuksesta deg g(z) = n — k seuraa, ettd deg f(x) = k — 1 < k. Néin
ollen saadaan, ettd C' = {g(x)f(z)|f(z) = 0 tai deg f(x) < k}. Edelleen

joukko {g(z),zg(x), ..., x*g(x)} virittdd koodin C ja sen dimensio on k.

]

Edellisessé lauseessa nahdéén, etté virittdjapolynomille g(x) pétee, etta g(z)|z™—

Kuinka tamé onnistuu?

Alkion o € Fym minimipolynomille pétee lauseen nojalla, ettd M,i(z) =
[Lico, (z — a*). Edelleen pétee, ettd a?” ! — 1 = [[, M,(z), missid M; on syklo-
tomisen sivuluokan Cj alkioiden minimipolynomi ja luku s € N kay lapi kaikki
kunnan IF,,m syklotomisten sivuluokkien edustajat. Nyt yleistetaan taté lausetta
siten, etta kaytetdan p-syklotomisia sivuluokkia modulo n kunnan Fpm suhteen.
Néamaé ovat myos muotoa Cys = {s, sp, sp?, ...,spk_l}, missd sp® = s mod n.
Néin ollen kokonaisluvut {0,1,...,n — 1} jakautuvat p-syklotomisiin sivuluok-
kiin modulo n eli {0,1,....,n — 1} = U, C,, missd s kidy lapi p-syklotomisten

sivuluokkien modulo n edustajat. Tastd saadaan, etté

2" — 1 =[] M), (1.9)

missé s kay lapi kunnan F,» suhteen olevien p-syklotomisten sivuluokkien mo-

dulo n edistajat ja M, on p-syklotomisen sivuluokan C minimipolynomi.

Esimerkki 1.5. Halutaan 16ytééd polynomin 2® — 1 jaottomat tekijit kunnassa
F32. Esimerkissé [1.4] laskettiin minimipolynomit kaikille alkioille. Tiedetdén,
ettd 2" — 1 = [, My(z) eli 28 — 1 = My(z) M, (x) My(z) My(x) M5(z). Néin ollen
saadaan, ettd 2® — 1 = (x — 1)(2* + o + 2)(2® + 1) (x + 1) (2® 4 20z + 2).

Syklisen koodin virittdjapolynomi g(x) muodostuu siis joidenkin polynomin

™ — 1 tekijoiden avulla. Toisin sanoen
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g(x) = [[(x — o), (1.10)

i€T
missd T = UCy ja s’ kay lapi jotkin p-syklotomisten sivuluokkien modulo n
edustajista. Joukkoa T" kutsutaan virittajapolynomin g(x) maarittdméan koodin
C maddrittelyjoukoksi. Alkioita o € T kutsutaan koodin nolliksi, koska koodi-
sanoille ¢(z) pétee, ettd c(a’) = 0 kaikilla 7 € T'. Koodin méarittelyjoukolla on

téarked rooli koodin virheenkorjaamiskykyéd maarittaessa.
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2 Reedin ja Solomonin koodit

Vuoden 1960 kesakuussa julkaistiin Journal of the Society for Industrial and
Applied Mathematics lehdessé Irvingin Reedin ja Gus Solomonin artikkeli ni-
meltd Polynomial Codes over Certain Finite Fields. Téssé artikkelissa esiteltiin
virheenkorjauskoodi, jota nykyisin kutsutaan Reedin ja Solomonin koodiksi.
Taman koodin aakkostona on jokin aarellinen kunta F,~. Monesti kaytannon
sovelluksissa data siirtyy binaérisessd muodossa paikasta toiseen ja taten mo-
nesti kdytannossa Reedin ja Solomonin koodien aakkostona kéytetty kunta on
muotoa Fom, missa m > 1. Reedin ja Solomonin koodeilla on monia kaytto-
kohteita. Niitd kaytetdan avaruudessa tapahtuvassa datan siirrossa esimerkiksi
satelliiteissa ja kaukaisen avaruuden tutkimisessa. Ne ovat tarkeitd myos maan
paalla tapahtuvassa langattomassa viestinnéssa. Myos datan tallentaminen esi-
merkiksi cd-levyille on yksi paljon kédytetty Reedin ja Solomonin sovellus, mutta
tdma ei ehka enda nykypéaivana ole se tarkein sovellus, kun cd-levyjen kaytto
on vahentynyt, koska esimerkiksi musiikki on siirtynyt enenevissa maarin in-

ternettiin.

Reedin ja Solmonin koodeja tutkittaessa torméaéd enimmaéakseen kahteen tapaan
koodata néita koodeja. Toinen tapa on Irving Reedin ja Gus Solmonin alkupe-
ridinen tapa ja toinen tapa on myohemmin kehitetty virittajapolynomin avulla

tapahtuva koodaaminen.

2.1 Alkuperidinen Reedin ja Solomonin koodi

Alkuperéisen Reedin ja Solomonin koodin idea on melko yksinkertainen. Siina

koodisanat muodostetaan seuraavasti:

1. Olkoon my, .., my_1 joukko viestisymboleita, missa m; € Fym.

2. Muodostetaan viestisymboleista polynomi

P(z) =mo+mx+ ...+ my_ox* 2 + my_xF L.
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3. Lasketaan polynomin P(x) arvo kaikilla alkioilla o' € Fym, jolloin saa-
daan koodisana ¢ = (cg, ¢y, ..., cym_1) = {P(0), P(), ..., P(a?" 1)}

4. Annetaan viestisymboleiden my, .., my_1 saada kaikkia mahdollisia arvoja
kunnassa [F,m, jolloin kohtia 1-3 toistamalla saadaan loput koodin koodi-

sanat.

Talld tavoin muodostetun koodin koodisanojen pituus on n = p™. Télla ta-
voin muodostetussa Reedin ja Solomonin koodissa on p™* koodisanaa. Koodi
on myos selvésti lineaarinen, koska kahden & — 1-asteisen polynomin Pj(x) ja
Py(x) summa on my6s k — l-asteinen polynomi. Toisin sanoen kahden koodi-
sanan mudostamiseen kaytettédvien polynomien Pj(x) ja P2(x) avulla voidaan

muodostaa polynomi Ps(x), jonka avulla voidaan muodostaa kolmas koodisana.

2.2 Sykliset Reedin ja Solomonin koodit

Syklinen Reedin ja Solomonin koodi on nykyisin enemman kéytetty kuin al-
kuperdinen Reedin ja Solomonin koodin muoto. Syklisid Reedin ja Solomonin
koodeja késiteltaessa on tarkedtd muistaa seuraavia aiemmin esiteltyja késit-
teitd: minimietdisyys (mééritelmé [1.5)), virittédjapolynomi g(z) ja sen lausees-
sa esitellyt ominaisuudet, minimipolynomi M (z) (mé&aritelma seka
syklisen koodin maarittelyjoukko (s. 25).

Sykliset Reedin ja Solomonin koodit ovat BCH-koodeiksi kutsuttujen koodien

alaluokka, joten méaritellaan ensin lyhyesti BCH-koodit.

Maaritelma 2.1. Syklinen (n, k)-koodi C' kunnan F,m suhteen on BCH-koodi,

jonka suunniteltu etdisyys on 9, jos jollekin kokonaisluvulle b > 0 pdtee
g9(z) = pyi{ Mp(z), Mp1(2), ..., Myy5-2()}
Toisin sanoen g(x) on alinta astetta oleva padpolynomi, jolle pdtee
g(a’) = g(a™*)... = g(a™*7%) = 0.
[15, s. 202]

Lause 2.1. (BCH-bound) Olkoon C(n,k) syklinen koodi kunnan Fym suhteen,
jonka virittajipolynomille g(x) pdtee joillakin kokonaisluvuilla b > 1 ja § > 1,
etta

gl@®) = g(a®™) = ... = g(a®7H) = 0. (2.1)
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Toisin sanoen koodin mddrittelyjoukossa T on vdhintddin 0 — 1 perdkkdistd al-

kiota. Talloin koodin minimietdisyys on o

Todistus. Olkoon ¢ = (cg, c1, .., 1) koodin C' koodisana. Polynomina koodi-
sana c on ¢(z) = co+ 1T + ... + Cn_12" 1. Muistetaan, ettd lauseen nojal-
la jokainen koodin C(n, k) koodisanan ¢ voidaan ilmaista virittdjapolynomin
avulla eli ¢(z) = g(x) f(z), missé f(x) = 0 tai deg f(z) < k. Télloin oletuksesta

seuraa, etta

Y = =) = 0. (2.2)

c(a®) = c(a

Tassa siis esimerkiksi

C(ab) = o+ clo/’ + 02a2b +...+ Cn_la(n—l)b —0

Kirjoittamalla kaikki yhtalalot (2.2]) auki ne voidaan ilmaista myos matriisi-

muodossa

1 Oéb 0426 L. a(n—l)b
1 abtl 204D L (DB o 0o

=] (2.3)
1 abto-2 2046-2) .. ,(-D)(b+6-2) Cn—1 On—1

Oletetaan nyt, ettd koodin C' minimietéisyys on pienempi kuin §. T&lloin koo-
disanassa ¢ on siis w < 0 — 1 nollasta eroavaa symbolia. Oletetaan, etta koo-
disanassa ¢ on tasan w = § — 1 nollasta eroavaa symbolia. Olkoon koodisanan
nollasta eroavat symbolit paikoilla {c;,, ..., ¢;, }. Télloin esimerkiksi saadaan,

etta

c(a®) = ¢, a™ + .. 4 ¢, a™" = 0.

Nyt yhtalo (2.3) saadaan muotoon

a1t 20 . ofiwb ¢
1
o0+ (D) jiw(bt) ci, .
Qitb+=2)  qia(+5-2) L qib-2) | ¢
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Huomataan, ettd vasemman puoleinen matriisi on (§ — 1) x w- eli w x w-
matriisi ja, ettd vektorit (a™?, ..., a®?), ..., (@92 qiw(t+9=2)) gyat lineaa-
risesti riippuvia. Talloin niiden muodostaman matriisin determinantti on nolla.

Kuitenkin huomataan myos, etta

it o b 1 . 1
ail(b+1) e aiw(b+1) ) . ail e aiw
det = q(FHiwb et
Qi bH5-2) L iu(b+o-2) o1 (0-2) i (6-2)

missé oikean puoleisin matriisi on samoin kuin edelld w X w-matriisi. Huoma-
taan myos, ettd kyseessa on Vandermonden neliomatriisi, jolloin sen determi-
nantti on Vandermonden determinanttina nollasta eroava [13] s. 116]. Kuiten-
kin myos a(1+)b on nollasta eroava. Téamé on ristiriita. Taytyy siis olla, etté
koodisanan ¢ nollasta eroavien symbolien maéra w # 0 — 1. Jos w = delta — 1,
1 =2,...,0 — 2, niin saadaan vastaavalla tavalla ristiriidat, jolloin saadaan, etté
koodisanassa ¢ taytyy olla enemmaén kuin 6 — 1 nollasta eroavaa symbolia. Néin
ollen koodin C' minimietaisyys on vihintaan 9. [

BCH-koodit ovat tarkea syklisten koodien luokka, joilla on paljon kayttosovel-
luksia. BCH-boundin nojalla, BCH-koodeille pétee, ettd niille voidaan suun-
nitella minimietaisyys 6. Taémé on hyodyllinen ominaisuus virheenkorjaamis-
ta ajatellen, koska nain ollen voidaan méaritelld kuinka monta virhetta koodi

pystyy korjaamaan. Méaritelladn seuraavaksi Reedin ja Solomonin koodi.

Maaritelma 2.2. Sykliset Reedin ja Solomonin koodit ovat BCH-koodeja, joille

patee, ettd n = p™ — 1. Niiden virittdajipolynomi on muotoa
g(x) = (x —a’)(x —a® 1) - (z = a”7?) (2.4)

missd 0 on koodin suunniteltu etdisyys. [15, s. 294]

Yleensé Reedin ja Solomonin koodien tapauksessa b = 1.

Koska Reedin ja Solomonin koodin pituus on n = p™ — 1, niin ord, (p™) = 1.
Talloin polynomin 2™ — 1 kaikki juuret ovat kunnassa F,» ja ne ovat kaikki

kunnan F,~ nollasta eroavat alkiot. Edelleen kaikki syklotomiset sivuluokat
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mod n sisaltavat vain yhden alkion. Nain ollen on Reedin ja Solomonin koo-
din maérittelyjoukkoon on mahdollista valita juurikin § — 1 perdkkaista alkio-
ta. Reedin ja Solomonin koodien virheenkorjaamiskyky voidaan siis maéritella
tarkasti.

Lauseen [1.16| nojalla syklisen Reedin ja Solomonin koodin koodisanat voidaan
muodostaa kaavalla

c(x) = m(x)g(x). (2.5)

Toinen tapa muodostaa Reedin ja Solomonin koodien koodisanat on laskea ne
alla esitetylla tavalla. Naiden kahden tavan ero on siina, ettd alla olevan yh-
talon (2.6) mukaisella tavalla muodostetussa koodisanassa viesti on niakyvissa
suoraan koodisanasta. Néin ollen jos koodisana c lahetetaén, niin sen jalkeen
kun ollaan varmistuttu, etta kyseessa on oikea c, niin viesti voidaan lukea suo-
raan koodisanasta kun tiedetaén niiden koordinaatit. Namaé taas tiedetdan kun
tiedetadn kuinka koodisana muodostetaan. Yhtalon tavalla koodattu vies-
ti saadaan nakyviin kun koodisana lasketaan modulo g(z). Tapojen ero on siis

siina missa vaiheessa modulo laskutoimitus tehdédan. Nyt

c(x) = 2" Fm(x) + (2" Fm(z) mod g()). (2.6)

Yhtélossé (2.6)) viestipolynomia siirretddn hieman eteenpéin, jotta koodisanan
alkuun saadaan tilaa virheenkorjaukseen tarvittaville redundanssisymboleille,

jotka saadaan yhtélosta 2" *m(z) mod g(x).

Esimerkki 2.1. Halutaan lahettaa viesti m = (1,2,2,0,2,1,1,1) ja halutaan,
ettd viestistd tulee ainakin puolet oikein perille. Nyt voidaan valita aakkos-
toksi kunta 32, jonka muodostamisessa kiytetddin taas polynomia z? + z + 2.
Niin saadaan, ettd viesti on muotoa m = (a a®, a? a’) = (mg, my, ma, m3).
Kéytettavéa koodi on néin ollen RS(8,4)-koodi, joka voi korjata t = 2 virhetta.
Kun viesti muutetaan polynomiksi saadaan m(z) = a8 + o’z + a?z? + a"23.
Koodin suunniteltu etiisyys on § = 5 ja maarittelyjoukoksi voidaan valita

T ={1,2,3,4}, jolloin virittdjapolynomiksi saadaan

2 2 3,.3

g(z) = (z — oMz — ) (z — ®)(z — o) = a® —x + a®2® — ®2® + 2!

missd « € F32 primitiivinen alkio. Koodisana voi olla nyt kahta muotoa:

L. ofx) = m(z)g(x)
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2. c(z) = z*m(x) + (x*m(z) mod g(z)).
Jos koodisana lasketaan tavalla 1., niin saadaan
c(r) =1+ a's + ar® + a2 + o*a? + az® + a2
Toisin sanoen koodisana on ¢ = (1,a%, o, a®, a*, o, 0,a").

Huomautus. Téassa taytyy olla tarkkana, jotta ei sekoita koodisanan polyno-
mimuodon muodostamista darellisen kunnan alkioiden listamuodon muuttami-
seen polynomimuotoon. Adrellisen kunnan alkioiden kohdalla vasemmanpuo-
leinen symboli on syntyvan polynomin korkeimman asteen kerroin mutta koo-
disanan kohdalla tdmé menee juuri toisin péain ja vasemmanpuoleisin symboli

on vakiotermi.

Tapa 2. vaatii hieman enemmaén laskemista. Lasketaan ensin

v'm(r) = 24’ + o’ + o2 + a"2%) = a2t + a°2° + a?2® + 2"

Seuraavaksi lasketaan z*m(z) mod g(z). Lasketaan tdmé polynomien jakolas-
ku esimerkin vuoksi jakokulmassa.

z'm(z) mod g(z) :

a’z3 +ab2? + oPx + o’
vt —a32® + a?2? — z + a?)a’2” + 228 + abad 4 abzrt (2.7)
a’z” — a2 + ax® — ozt + B
ab28 + azd + a2t + o2
ab25 — ax® + a2 — ab23 + o
a®z® + ozt + atad + ata’®
a2’ — a2t + o723 — P2® + o'z
a2zt + o234+ o2 + ox
Pzt — %23 + a"2? — P+ o
a3 +a’z? + abx + o

01,2

7

rim(z) mod g(z) = o323 + a2 + oz + a3
Tasté saadaan, etta

c(z) = o® + o’z + a2 + o2 + b2t + a’2® + a?2% + a2’

Toisin sanoen koodisana on

c = (a%a%a",0%a% a0 a") = (2,2,1,2,1,1,2,2,1,2,2,0,2,1,1,1)
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Huomataan, ettd tavassa 2. alkuperdinen viesti tosiaan l10ytyy muuttumatto-

mana koodisanasta.

Yksi syklisten Reedin ja Solomonin koodien tarkea ominaisuus on se, etta ne
ovat MDS-koodeja eli maximum distance separable-koodeja. MDS-koodit ovat
koodeja, joiden koodisanojen vélinen pituus (distance) on suurin mahdollinen
(maximum) kyseisilld koodi parametreilld. Toisin sanoen koodille pétee, et-
td dym = n — k + 1. Lisdksi nédiden koodien koodisanoista voidaan erotella
(separate) viestisymbolit ja pariteetintarkistussymbolit. Koodaus voidaan teh-
dé joko systemaattisesti tai epasystemaattisesti. Systemaattisessa koodaukses-
sa viesti on luettevissa koodisanasta suoraan tai laskemalla koodisana modu-
lo g(x). Epésystemaattisesssa koodaauksessa viestin selvittamiseksi tarvitaan
enemman laskemista viestin selvittdmiseksi. MDS-koodit ovat siis laskennalli-

sesti kétevia jos ei ole tarvetta jostain syysté salata viestié.

Lause 2.2. (Singleton bound) Olkoon C' (n, k)-koodi. Tdlloin n—k > dpm — 1.

Todistus. Nyt r = n — k on pariteettimatriisin H aste. Talloin » on matriisin
H lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden suurin mahdollinen méaara. Nain

ollen Lauseen 2.2 avulla saadaan, etta d,,;, <n —k+ 1. O

Edellisen lauseen avulla voidaan osoittaa, ettéd sykliset Reedin ja Solomonin
koodit ovat MDS-koodeja.

Lause 2.3. Sykliset Reedin ja Solomonin koodit ovat MDS.

Todistus. Koska RS-koodi on syklinen (n, k)-koodi yli kunnan F,» ja koodin
suunniteltu etdisyys on ¢ ja méirittelyjoukko "= {b,b+ 1,...,0 + 0 — 2}, niin
BCH-bound antaa d,,;,(C') > 4. Singleton-bound taas antaa, etta k < n—d,,,+
1eli dpin(C) < n—k+1, kun d,,;,(C) < n. Eli saadaan n—k+1 > d,,(C) > 0.
Jos 0 on nyt RS-koodin suunniteltu etéisyys, niin § = 2t +1 =n —k+ 1, joten
dmin(C) =n —k + 1. O

2.3 Yleistetyt Reedin ja Solomonin koodit

Esitellaén téssa kappaleessa lyhyesti yleistetyt Reedin ja Solomonin koodit.

Maaritelma 2.3. Olkoon n mikd tahansa kokonaisluku vdlilla 1 < n < p™. Va-
litaan v = (71, ..., Yn—1) € Fpm erisuuria alkioita ja v = (vq, ..., 0y—1) € Fpm nol-

lasta eroavia alkiotta mutta niiden ei tarvitse valttamdtia olla erisuuria. Talloin
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yleistetty Reedin ja Solomonin koodi GRSk(y,v) = {v1 f(71), s Va1 f(n_1)|f €
Pr}, missi Py on kaikkien niiden polynomien joukko, joiden aste on alle k ja

joiden kertoimet ovat kunnasta Fym. [7, s. 176]

Tama muistuttaa hieman Reedin ja Solomonin alkuperiisen koodin muodos-
tamistapaa. Nyt eroina on kertoimen v; liséksi, etta yleistetyn Reedin ja Solo-
monin koodin pituus voi olla mika tahansa valilta 1 < n < p™ seka se, ettéa
kunnnan F,n alkioiden 0, 1, a, a2, ...,aP" 1 ei tarvitse olla téssé jirjestyksessi
vaan ne voivat olla sekaisin. Yleistetylla Reedin ja Solomonin koodilla on viela
enemman mahdollisia koodisanoja kuin kapeataajuisella. Taméa kapeataajuinen
Reedin ja Solomonin koodi on G RSi-koodi, jolle v; = 1 kaikilla 1 <7 < p™ —1

ja v = o', kun o on kunnan Fm primitiivinen alkio.

Yleistetyn G RSk-koodin virittajamatriisi on:

0 k—1
0 k—1
V1% ... V279
Gars, =
0 k—1
UnYp -+ UnVpn

Alkioita 71, ...7pm—1 kutsutaan koodin virittdjamatriisin G' sarakevirittajéksi ja

alkioita vy, ..., vpm_1 kutsutaan sarakkeiden kertoimiksi.

2.4 Reedin ja Solomonin koodit ja virhekasaumat

Reedin ja Solomonin koodit ovat tehokkaita virhekasaumien korjaamisessa. Ta-
ma, johtuu siitd, etta koska koodin aakkostona on kunta [F,». Kunnan F,~ alkiot
voidaan esittad m-pituisena jonona kunnan I, alkioita. Virhekasaumat ovat ni-
mensa mukaisesti perdkkéin tapahtuvia virheita. Virhekasauma voi esimerkiksi
syntya jos ldhetyskanavassa tapahtuu hairio. Télloin nédiden hairichetkien ai-
kana kanavan lapi kulkenut viesti voi vaurioitua ja tapahtuneet virheet ovat

perakkain.

Esimerkki 2.2. RS(255,233)-koodin avulla koodattu data joka ldhetetaan ky-
seisen kanavan lapi, jossa tapahtuu 2 sekunnin hairi6é. Taman koodin alkiot ovat
kunnasta Fos6. Oletetaan, ettd naiden 2 sekunnin aikana tapahtuu 50 symbo-
livirhettd. Tiedetadn, ettd RS(255,233)-koodi pystyy korjaamaan 16 virhetta

koodisanassa eli koodin virheenkorjaamiskyky ei riitd syntyneiden virheiden
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korjaamiseen. Nyt kuitenkin, koska nama 50 virhetta tapahtuvat perdkkain
ja RS(255,233) = RS(2% — 1,233)-koodin koodisanojen yksittéiset symbolit
muodostuvat 8 bitin jonoista, niin nama 50 virhetta vaikuttavat enintdaan 7
koodisanan symboliin. Nyt siis RS(255,233)-koodi pystyy korjaamaan héirion

aiheuttamat virheet ja lahetetty data tulee oikein perille.

Usein Reedin-Solomonin koodien aakkostona kaytetddn jotakin kuntaa Fom,
missd m > 1, koska nykymaailmassa data on usein bindarisend. Suosittu RS-
koodin pituus on n = 255 ja yksi suosittu tdmén pituinen koodi on RS(255, 223)
eli RS(28—1,223). Kyseisen koodin virheenkorjaamiskyky on 255 —223 = 36 =
2t eli t = 16.

35



3 Viestin selvittaminen lahetetysta

koodisanasta

Kuinka alkuperéinen viesti saadaan selville jonkin kanavan lépi tulleesta koo-
disanasta, jos matkalla on tapahtunut virheitd? Tédh&n on olemassa erilaisia
tapoja. Kaydédan ensimmaiseksi lapi alkuperaiselld Reedin ja Solomonin taval-
la koodatun koodin purkaminen ja virheiden korjaaminen. Téssé pohjana on
kaytetty Bhargavan ja Wickerin kirjaa Reed-Solomon Codes and Their Applica-
tions [2]. Alkuperéiseen Reedin ja Solomonin koodaustapaan liittyy myos Suda-
nin ja Guruswamin algoritmi, jonka avulla voidaan korjata enemmén virheita

kuin mita teoreettinen virheenkorjauskyky olisi.

Syklisille koodeille on olemassa useita algoritmeja, joilla koodeja voidaan pur-
kaa. Yksi néistd tavoista tunnetaan Petersonin, Gorensteinin, Zierlerin koo-
dinpurkamisena, joka on BCH-koodeille suunniteltu tapa ja toimii siis sykli-
sille koodeille. Petersonin, Gorensteinin, Zierlerin tapa kaydaén téasséa lapi ku-
ten Huffman ja Pless esittavat sen kirjassaan Fundamentals of Error-correcting
Codes [1].

3.1 Viestin selvittidminen alkuperiisella Reedin ja

Solomonin koodilla koodatusta viestista

Kuinka alkuperdinen viesti saadaan selville vioittuneesta koodisanasta, kun
koodaukseen on kéytetty alkuperaista Reedin ja Solomonin koodaamistapaa?

Kaydéaan tama tapaus tassa yhteydessé lapi.

Ensinndkin kaikista koodisanoista, jotka ovat muotoa
¢ = (co, 1,y pm1) = {P(0), P(a), ..., P(a”" )}

voidaan muodostaa p™ lineaarisen yhtalon ryhmaé:
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P(O) = my
P(a) = mo + mya + mac® 4 ... + my_1a"!

P(a?) = mg +mia® + ... + my_1a2F=D (3.1)

m_q m_q m_1
P ™) =mo+mia? T+ .+ my_1af

Viesti m voidaan selvittaé tasta yhtaloryhmasta. Jos koodisanassa ei ole tapah-
tunut virheitéd, niin koska koodin dimensio on k, joten yhtaloryhmasta voidaan
valita mitka tahansa k£ yhtéloé, joiden avulla viestisymbolit voidaan selvittaé.
Valitaan selvyyden vuoksi nyt k ensimmaistéd yhtaloa. Valituista k yhtéalosta

muodostetaan matriisit:

Ca et g | e P()

P
IR L L
I : . : -
1 bl @201 L gD |\ P(a™)

Lasketaan sitten vasemman puoleisimalle matriisille determinantti:

1 0 0 0
2 k—1
1 « a? k1 « «Q T «
2 4 .. 2(k—1)
det 1 052 Oé4 s az(k_l) =1- det « o «@
' ‘ i k=1 2(k—1 B 1) (k1
1 aF 1 o2t-b k=D (k=1) a I AL

Huomataan, etta oikean puoleinen determinantti saadaan muotoon:

1 1 1 1
1 2 3 (k—1)
azlelj det “ Of “
oF=2 k1) Q20k-1) k=2 (k=1)
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Kysessa on taas Vandermonden matriisi, joka on epasingulaarinen. Talloin
myos alkuperdinen matriisi on epésingulaarinen, joten silld on olemassa kdan-

teismatriisi. Néin ollen on mahdollista laskea arvot (my, ..., mg_1).

Misté tahansa k yhtalon joukosta voidaan muodostaa Vandermonden matriisi,
joten yhtaloisté 2.1 voidaan todella valita mitké tahansa viestin m selvittamista

varten.

Nyt jos viestin lahetyksessa tapahtuu t virhetta, niin talloin ¢ kappaletta yh-

taloista:

P(O) mo
P(a)

P(CVQ) =mo+mia®+ ...+ mk_1a2(k—1)

2 k—1
mo + mia + moea” + ... + Mp_ 1«

m_1 m_1 m_1
P ™) =mo+mia? T+ .+ my_1a?

ovat muuttuneet. Yhtaloistd voidaan valita k& kappaletta yhtéaloita (p: ) taval-

la. Néista tavoista kuitenkin (Hi_l) tavalla voidaan valita siten, ettd joukkoon
kuuluu virheellinen yhtéloé. Jos kaikille mahdollisille yhtaloryhmille lasketaan
ratkaisut ja ratkaisun, jonka todennéakoisyys on suurin, oletetaan olevan oikea,
niin taytyy péatea (Hi_l) < (pmk_t) Toisin sanoen niiden tapojen maéré, joilla
voidaan valita k oikein olevaa yhtédlod on suurempi kuin niiden tapojen, joilla
k valitun yhtalon joukossa on ainakin yksi virheellinen yhtélé. Kun binomin-
kertoimet lasketaan auki, niin saadaan, ettd ¢t < pm_TkH. Toisin sanoen Reedin

ja Solomonin koodi voi korjata ¢ virhettd kun t = {pm_zk“J — V—’;HJ.

Edella kerrotusta seuraa, etté jos lahetetysta viestistd halutaan selvittaé alku-
pm
k
olla hidasta, koska tapojen maara kasvaa nopeasti kun parametri n kasvaa.

perainen viesti, niin silloin taytyy laskea ( ) eri tavalla yhtalot 2.1. Tama voi

Esimerkki 3.1. Halutaan lahettda viesti m = (1,2,2,0,2,1,1,1). Valitaan
aakkostokunnaksi 52, jonka muodostamisessa kiytetdan polynomia 22+ x +2,
6 a% a? a’) = (mg, my, mg, m3). Kiytettiavi
koodi on néin ollen RS(4,9)-koodi, joka voi korjata ¢t = 2 virhetta. Viestista

saadaan koodisana saadaan kun lasketaan m(z) = a® + o’z + %22+ a"2? arvo

jolloin viestiksi saadaan m = («

jokaiselle aakkostokunnan Fg alkiolle:
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m(0) = a® m(a®) = a’
m(a) =a’ m(a®) = o’
m(a®) = o® m(a’) = a’
m(a?) = a® m(a®) =1
m(at) = o

Naéin koodisanaksi saadaan

c=(a%a",a*ab a* a0’ a",a%) =(1,2,1,1,2,2,1,2,0,2,1,1,2,0,1,1,0, 1).

Jos nyt tama koodisana lahetettaisiin meluisan kanavan lapi ja vastaanottajan

saama viesti on

7 7

_ 2 3 6 5 5 7 0
y—(Oé,Oé,Oé,Ck,CY,CK,CK,Oé,Oé),

niin ldhetyksessa on tapahtunut kaksi virhetta kohdissa cy ja cs. Nyt téaytyisi
laskea (Z) = 126 tavalla yhtalot , jotta saataisin alkuperdinen viesti m
selville. Taté ei luonnollisesti tassa tutkielmassa esitetd. Lasketaan kuitenkin
viesti m = (mg, my, ma, m3) kun valitaan viestista y neljé ensimmaista symbolia

ja sitten, kun valitaan ensimmaéiset nelja oikein olevaa symbolia.

Nelji ensimmaéistda symbolia ovat (a?, a”, a3, a®), jolloin saadaan matriisi

1 0 0 O

1 a o o

1 o® ot af

1 o o «

jonka kadnteismatriisi on

1 0 0 0
of o o o
o o o o
ol o o o

Tistd saadaan, ettd m = (a2, a%, a”, a), joka on tdysin viirin.
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Lasketaan sitten vastaavat laskut kun kaytetédan oikein olevia arvoja eli valitaan

viestistd y symbolit (y1, 92, y3,y5) = (a7, a?, a8 7). Tilloin saadaan matriisi

2 3

1 o o «
1 o> o* af
1 o o «
1 a® o? af
jonka kadnteismatriisiksi saadaan
ot o? a? o
a2 o ot a?
0 ot ot ot
ab o® o o

Tistd saadaan, ettd m = (af o’ a? a’), joka on juuri se miké pitda.

Edellisen esimerkin laskut on laskettu Maximalla. Nama Maxima-laskut 10yty-
vat Liitteista 1-3.

3.2 Petersonin, Gorensteinin ja Zierlerin

koodinpurkaminen

Olkoon y kanavan lapi tullut viesti. Tiedetdan, ettd y = ¢ 4 e, missa e =
(€0, ..., €n—1) on virhevektori. Vektorin alkiot e; € F,m ilmaisevat tapahtuneen

virheen suuruuden. Jos virhetta ei ole tapahtunut, niin e = 0 ja y = c.

Jotta mahdolliset virheet pystytdan korjaamaan, niin oletetaan, etta virheel-
listen symbolien méaralle w patee w < t. Talloin virhevektori on polynomina
e(z) = ex, 2™ + ... + e, 2™, missi kj, j = 1,..,w ovat virheiden koordinaatit.

Néitd koordinaatteja ei tunneta vielé.

Alkuperéisen viestin selvittdminen tehdaén kolmessa osassa, jotka ovat virhe-
syndrooman laskeminen, virheenpaikannuspolynomin l6ytaminen ja sen juurien

laskeminen.

3.2.1 Virhesyndrooman laskeminen

Muistetaan, ettd jos vektori ¢ € C, niin c¢(a') = 0 kaikilla ¢ € T. Viestille

y patee, ettd y(a') = c(a’) + e(a’) = e(a’). Jos saatu viesti y on koodisana,
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niin y(a') = e(a’) = 0 ja jos taas y(a') = e(a’) # 0, niin tiedetddn, ettd
ldhetyksessd on tapahtunut virhe. Termid y(a') kutsutaan syndroomaksi ja

merkitiin S; = y(a'). Syndrooma siis riippuu ainoastaan virhevektorista e(a?).

Ensimméinen vaihe kohti alkuperéisen koodisanan selvittamista on laskea vek-

torille y syndroomat:

Si=yla') = ep () =3 e, (o), missi 1 <i < 2t (3.3)
j=1 j=1

Merkitédan selvyyden vuoksi, etté e, = Ej, jolloin E; vastaa virheen suuruutta

virhevektorin kohdassa k;. Olkoon myés a*i = X, joka vastaa virheen sijaintia

vektorissa e.

Si=> E;X! kan 1 <i <2t (3.4)
J=1

Yhtaloista (57, ..., So;) saadaan yhtaloryhma. Muodostuva yhtaléryhma on kui-
tenkin epalineearinen virheiden sijaintien X, j = 1, ..., w suhteen. Liséksi ker-
toimet E; ovat tuntemattomat. Yhtaloryhmasta tehdaédn lineearinen £ suh-
teen, jolloin virheiden suuruudet pystytadn laskemaan. Taté varten tarvitaan
uusia muuttujia oy, ..., 0,,,. Seuraavassa osiossa selvitddn naiden avulla virhei-

den sijainnit.

3.2.2 Virheenpaikannuspolynomin selvittdminen

Halutaan selvittad virheiden sijainnit vektorissa y. Maaritellaén virheen pai-

kannuspolynomiksi

olx)=(1-zX;)1—2Xs)---(1—2X,) =1+ i:aixi. (3.5)

Huomataan, etta kyseisen polynomin juuret ovat virheiden paikkojen X; kaan-

teisluvut X; " eli o(X;') = 1+ 00(X;) ™ 4+ 0o(X;) 2+ -+ + 0u(X;) ™ =0

kaikilla j = 1,..,w. Kun o(X;") kerrotaan termilli £; X" saadaan mille ta-

hansa 7, etta
EXT + o X B X 4 4 0, XU E XY

= E]X;er + UlEjXJZ:eril + -+ O'wE]X;
=0.
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Kun naista lasketaan summa j:n suhteen saadaan, etta
NEXT Y B X 4+ 0, B X = 0. (3.6)
j=1 j=1 j=1

Huomataan, ettd naimé summat vastaavat syndroomeja (S, ..., Sa;), missé siis
S; = ;-”:1 EjX; kun 1 <7 ja i+ w < 2t. Koska luvun alun oletuksen mukaan

w < t, niin saadaan edelleen, etta

Sitw + 018i4w-1 + 02Si4w—2+ -+ 0,5 =0«
018i+w—1 + 028itw—2 + **+ + 0uwSi = =Sitw

missd 1 < <t.

Tastéd saadaan matriisi

SQ s Sw—H Ow—1 . _SQ—i-w
S . | 01 —S9u

Nyt tastda matriisiyhtalosta pitaisi selvittda muuttujat o; kaikille 1 < ¢ < w.
Toisin sanoen pitéisi saada laskettua kadnteismatriisi vasemman puoleisimmal-
le matriisille. Kédanteismatriisin olemassaolon varmistamiseen ja siten laskemi-

seen tarvitaan seuraavaa lausetta.

Lause 3.1. Olkoon p <t ja olkoon

Sl 5'2 ce Sﬂ
MM _ 5"2 .SS o S;H—l
SH S‘u_g_l T SQ,u—l

Matriisi M,, on epdsingulaarinen, jos p = w ja singulaarinen, jos (> w.

Todistus. Ei todisteta téssé tutkielmassa. Ks.[7, s. 182] O
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Sattuneiden virheiden méarad w ei tiedetd. Téssé tapauksessa se pitda yrittaa
arvata. Olkoon tdma arvaus nyt p. Jos arvaus osuu oikeaan, niin matriisi M,
on epésingulaarinen eli det M, # 0. Arvaaminen kannattaa aloittaa suurim-
masta mahdollisesta virheiden mééréasté. Olkoon siis 1 = t. Jos matriisi M,
on epasingulaarinen talla arvolla voidaan jatkaa seuraavaan vaiheeseen ja rat-
kaista o(z) juuret. Jos taas matriisi on singulaarinen niin arvataan uudelleen,
talla kertaa p =t — 1. Edetdan nain kunnes 16ydetadn sopiva p. Siirrytaén siis

kolmanteen vaiheeseen ja ratkaistaan virheiden paikat.

3.2.3 Virheen paikan ja suuruuden selvittidminen

Edelld maariteltiin, ettd polynomin o(x) juuret ovat virheiden sijaninti nume-
roiden kaanteisluvut. Juurien loytamiseksi joudutaan usein kidyméan lapi me-
kaanisesti kaikki o(a’) arvot, missia 0 < i < n. Kun kaikki juuret ovat selvilla,
niin selvitetaan niiden kaénteisalkiot X;. Tdéman jalkeen neljas vaihe alkuperai-
sen koodisanan selvittamiseksi on laskea yhtéloista virheiden suuruudet
E;. Télloin saadaan selville polynomi e(z) ja alkuperédinen koodisana saadaan

yhtélostéa c(x) = y(z) — e(x).

Esimerkki 3.2. Olkoon y = (a°, o, «,af o, a 0,a") RS(8,3)-koodin avul-
la lihetetty viesti, joka on polynomina y(x) = 1 + o'z + ax?® + az® + at2* +

2+ a2’

Nyt syndromeiksi saadaan:

S =yla) =a’

Sy = y(a?) =a®
Sz =y(a®) = a®
Sy =y(a*) =a’

Arvataan nyt, ettd lahetyksen aikana virheita olisi tapahtunut kahdessa koh-

dassa, jolloin saadaan matriisi

M2: Sl SQ _ 055 046
52 Sg a6 (1/6
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Tastd saadaan det My = o # 0 eli matriisi on episingulaarinen. Arvaus oli siis
oikea ja virheitd on tapahtunut kahdessa kohtaa. Lasketaan nyt kadnteismat-

riisi M, !, jonka avulla voidaan laskea oy ja o, yhtilosta

Kaanteismatriisiksi saadaan

5
4 [a «a

Edelleen saadaan, etta

(-0

Nyt saadaan, ettd o(x) = 1 + o1z + 092? = 1 + oz + 22, Kun lasketaan
nollakohdat, niin saadaan r = o® ja = o’. Koska pitee, ettd o(X; ') = 0,
niin virheiden paikoiksi saadaan X; = (o®)™! = a® ja Xy = (®)™! = a®. Nyt

voidaan laskea virheiden suuruudet syndromeista S; ja So:

Sl = E1X1 + E2X2 < 045 = Ck3E1 -+ OKSEQ
Sy = B1 X7 4+ By X3 <3 a® = a°E) + o B,

Saadaan E; = o ja By = o2, jolloin e(x) = a3x® + o?z”. Edelleen saadaan

c(r) =y(z) —e(z) = 1+ a'v + ax® + 2% + o'z’ + 2° + a"2" — (’2® + o?2”)
=1+a*r +ar® +o°2® + a*z* + ar® +a'2")

Eli ¢ = (o o, a,a’ ot a,0,a"). Tama on sama koodisana kuin esimerkissé

tavalla 1. viestille m = (1,2,2,0,2,1,1,1) laskettu koodisana.

Maxima-laskut tdhan esimerkkiin 16ytyvat Liitteesa 4.
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Tamé koodaustapa toimii hyvin kun koodin virheenkorjaamiskyky on melko
pieni. Jos virheenkorjauskyky kasvaa, niin toinen vaihe kay raskaaksi laskea.
Tietokoneellakin hyvin suuren virheenkorjaamiskyvyn tapauksessa laskeminen
on aikaavievda kun kasitelldan isoja matriiseja. Berlekamp ja Massey sekd Su-
givama, Kasahava, Hirasawa ja Namekawa ovat kehittaneet algoritmejé, joilla
tasta Petersonin, Goresteinin ja Zierlerin algoritmin toisesta vaiheesta saadaan

selvitettyé virheenpaikannuspolynomi o(z) tehokkaammin. 7], s. 186-195]

3.3 Sudanin ja Guruswamin algoritmi

McElicen artikkelissa The Guruswami-Sudan Decoding Algorithm for Reed-
Solomon Codes (2003) on esitelty Guruswamin ja Sudanin algoritmi. Sudan ja
Guruswami julkaisivat kyseisen algoritmin Reedin ja Solomonin koodien pur-
kamiseen vuonna 1999. Tassa algoritmissa oletetaan, ettd koodi on koodattu
alkuperaiselld Reedin ja Solomonin koodilla. Kyseinen algoritmi on kiinnostava,

koska sen avulla voidaan korjata enemmaén virheitd kuin Reedin ja Solomonin

n—k+1
2

niin kun ylitetdén arvo ¢ niin on mahdollista, ettd kaksi RS-koodin koodisanaa

koodeille perinteinen t = { J . Kuten aiemmin tutkielmassa ollaan todettu,
on yhté etdalla korjattavasta viestistd y. Arvoa t korkeampi virheenkorjaamis-
kyky perustuu siihen, ettd tutkitaan todenndkoisyyksid tapahtumalle, etta tie-
tylle etédisyydelle t, > t korjattavasta viestistd y osuu kaksi RS(n, k) koodin

koodisanaan. Téma todennakoéisyys voi olla hyvinkin pieni.

Sudanin ja Guruswamin algoritmill& korjattavien virheiden maksimi maara on
tas <n—1-— { (k — 1)nJ Monessa tilanteessa tzg voi olla voi olla huomat-
tavasti suurempi kuin ¢. Algoritmin avulla voidaan laskea heuristinen ylaraja
todennakoisyydelle, etté t,,-sateelle viestistd y osuu jokin muu koodisana kuin
lahetetty c. Nain ollen algoritmin avulla voidaan osoittaa monesti teoreettista

suurempi virheenkorjaamiskyky monille Reedin ja Solomonin koodeille.

Algoritmin idea on, ettd saadusta viestistd y muodostetaan tietyin ehdoin kah-
den muuttujan polynomi. Télle polynomille etsitdan tekijat, jotka ovat muotoa
y — p(z), missd p(x) vastaa koodin C' etaisyydella t,, viestista y olevaa koodi-
sanaa. Luku m on kokonaisluku siten, ettd m > 1. Se on interpolointikerroin,
jonka suuruus madraytyy myos tietyin ehdoin. Kahden muuttujan polynomil-
le etsitadn tekijoita luvun m eri suuruksilla ja joka kerralla néista tekijoistéa
muodostetaan lista ja néille listoille lasketaan todennékoisyys, etta t,,-séiteelle

viestista y osuu jokin muu koodisana kuin lahetetty c.
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Vaikka algoritmin avulla voidaan osoittaa, ettd koodin virheenkorjaamiskyky
voi olla suurempi kuin perinteinen arvo ¢, niin oikean koodisanan l6ytaminen
voi olla haastavaa. Sudanin ja Guruswanin julkaisema algoritmié ei nimittéin
oltu suunniteltu kdytantoon vaan enemmaéankin juuri osoittamaan, etté algorit-
mi suurempaa virheenkorjaamiskykya varten on olemassa. Myohemmin Roth-
Ruckenstein ja Kotter ovat parannelleet algoritmia, jonka myota sita voidaan

kayttad kiytannossa.

3.4 Puuttuvan symbolin selvittidminen

Enté jos ldhetyksessa yksi tai useampi symboli havidd? Symbolien haviami-
nen on yleinen virhe. Reedin ja Solomonin koodit pystyvéit korjaamaan myos
haviaméavirheita. Tassa kappaleessa esitetadn lause, joka néyttad Reedin ja So-
lomonin koodien virheenkorjaamiskyvyn, kun lahetyksen aikana tapahtuu seka
hévidmia ettd symbolien muutoksia. Varsinaista algoritmia haviamien korjaa-
miseen ei tassa tutkielmassa nayteta mutta kiinnostunut lukija voi lukea siitéa

esimerkiksi McEliecen kirjasta Theory of Information and Coding [12]

Haviamé nakyy vektorissa y symbolina *. Tata varten saapuvan viestin akkos-
toa pitad laajentaa siten, ettd symboli * on mahdollinen. Tésta saadaan aak-
kostoksi F = F,m U {*}. Tamén aakkoston avulla voidaan antaa mééritelmé

laajennetulle Hammingin etdisyydelle [12].

Maaritelma 3.1. Laajennettu Hammingin etdisyys jonkin joukon F symbo-

leille (z,y)

0,josx =y

du(z,y) =<1, josx # yja x tai y kumpikaan ei ole *
%,josx £ y ja joko x tai y on *

Tdmd laajennetaan vektoreille siten, ettd kun x = (x1,...,x,) jay = (Y1, -y Yn),

nimn

EH(% y) = ZEH@% Yi)-
i=1

Nyt kun koodi kaytttad virheen korjaamiseen lahimmaén naapurin koodausta
ja etdisyytena kaytetdan laajennettya Hammingin etaisyytta niin virheenkor-

jaamiskyvylle saadaan seuraava lause:
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Lause 3.2. Olkoon C RS(n,k) koodi kunnan Fym suhteen. Koodi C pystyy

korjaamaan eq hdaviamdd ja ey virhettd jos eq + 2e; < n — k.

Todistus. Muistetaan, ettd RS-koodille n — k = d,,;,, — 1. Olkoon koodisana
¢ lahetetty meluisan kanavan lapi, jolloin on tapahtunut ey haviamaa ja e;
virhetté siten, ettd eg+2e; < n—k = d,;,, — 1. Olkoon nyt y lépi tullut vektori.
Téalloin d(c,y) = 30+ €1 < 3 (dmin — 1). Nyt, jotta koodi pystyy korjaamaan
virheet , niin koodisanan c¢ taytyy olla nyt vektoria y lahinna oleva koodisana.
Néin on, silld jos jokin toinen koodisana ¢ olisi ldhempéané tai yhtd lahell4,
niin pétisi dg(c,y) < 3(dmin — 1). Talléin dg(c, ) < du(e,y) + du(y,d) <
Hdmin—1)+ 2 (dpmin — 1) = dpnin — 1. TAmé on ristiriita ja ndhdéén tosiaan, ettd
c on vektorin y ldhin koodisana ja y on mahdollista korjata oikein koodisanaksi

C. L]
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LIITTEET

LIITE 1

Esimerkin [3.1] Maxima laskut koodisanan ¢ selvittamiseksi:
(%i1) gf_set_data(3, x"2+x+2);
(%01)  Structure|GF — DAT A]
Asetetaan polynomi m(z)
(%12) m(z):=gf_primitive() "6+gf_primitive() ~5*z
+gf primitive() "2xz"2+gf primitive() ~7*z"3;

(%02) m(z) := gf primitive ()® + gf_primitive ()’ z 4+ gf _primitive ()* 22 +

gf primitive ()7 23

Lasketaan polynomin m(z) arvot jokaisella kunnan GF(372) alkiolla

(%i3) m(0);
(%03) a°

(%i4) a:makelist(m(gf_primitive()~i), i,1,gf order());
(%04) [0 422042 23+ 2" 4228 210+ 228 + 20 210 4 210 4 2% 420 22 +

22 4 !0 4 2% 2B M gt b 2 210 1?2 2l 2 2! 2t 4 2]

(%15) Db:map(gf_eval,a);

(%05) [z+1,2x+2,2+2,2,x+1,2z,2+1,1]

(%16) map(gf_log,b);
(%06) [7,3,6,4,7,5,7,0]

Muutetaan alkioiden polynomimuodot patkdmuotoon
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(%17) map(gf_p2l, b);
(%o07) [[1,1],(2,2],[1,2], 2], [1,1], [2,0], [1, 1], [1]]
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LIITE 2

Esimerkin [3.7] Maxima laskut kun kiytetadn viestin y neljaa ensimmaéistd sym-
bolia:

(hi1l) gf_set_data(3, x"2+x+2);
(%o0l) Structure|GF — DAT A]

(%12) gf9s:makelist( gf _eval( (gf_primitive())~j), j,1,gf_order() );
(%02) [z,2zx+ 1,22 +2,2,22, 2+ 2,2+ 1,1]

Muodostetaan sitten matriisi primitiivisen alkion potensseina ilmaistuna

(%13) ml:matrix([1,0,0,0],
[1,gf primitive(),gf_ primitive()~2,gf primitive()~3],
[1,gf primitive()~2,gf primitive()~4,gf primitive()~6],
[1,gf primitive()”3,gf_primitive()”6,gf_primitive()]);

1 0 0 O
1 = z2 28
(%03) 1 22 z* 28
1 22 25 2

Muokataan matriisia siten, etté se ilmaistaan alkioiden polynomimuotoina

(%i4) ml12:matrixmap(gf_eval,ml);

0 0 0

1

1 T 22+1 2x+2
(%o04)
1 2z2+1 2 T+ 2
1

20 +2 x4+ 2 T

Lasketaan determinantti ja sen kdantesluku

(%15) d:determinant(ml2);

(%05) = (22— (x+2)°) = Qz+1) (z 2z +1) - (z+2) (27 +2))
+2z+2) (z+2) 2z+1)—2 (22 +2))

(hi6) d:gf_eval(d);
(%06) 2z +2
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(%i7) idl:gf_eval(gf_inv(d));
(%07) 2z

Lasketaan adjungoitu matriisi matriisille m1 ja muokataan se taas alkioiden

polynomimuotoon

(%i8) adjml:adjoint(m12);

adjml matriisimuoto on liian iso téssd naytettédvaksi. Seuraavassa kohdassa

sievennetdan adjm1 matriisi.

(%19) b:matrixmap(gf_eval,adjml);

2242 0 0 0
1 2¢4+1 2z+1 2x

2¢4+1 2241 x42 x+2
x 2x r+2 2x+1

(%09)

Lasketaan kaanteismatriisi adjungoidun matriisin ja det(ml) kdanteisalkion

avulla

(%i10) kaanteismll:b*idi;

2z (22 + 2) 0 0 0

2 2z (2 1) 2z (2 1 4 2

(%010) T r(2x+1) 2z (2z+1) T
2z 2z +1) 22 2z+1) 2z (x+2) 2z (r+2)
2 x? 4 z? 2z (z+2) 2z (2z+1)

(%111) kaanteisml: matrixmap(gf_eval,kaanteismil);

1 0 0 0
2x z+1 xz+1 2x+1
r+1 z+1 2242 2242
r+2 2x+1 224+2 x+1

(%o011)

Tarkistetaan, etta saatu matriisi on tosiaan m1l kadnteismatriisi

(%112) gf matmult(kaanteisml,ml);

1000

0100
(%012)

0010

0 0 01
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Lasketaan (m_0O,m_1,m_2m_3)

(%113) Pl:matrix([2*xx+1], [x+1], [2*x+2], [x+2]);

2z +1
x+1
2¢+2
x+2

(%013)

(%1i14) gf matmult(kaanteisml,P1);

2x+1
T+ 2
z+1

Xz

(%014)

Saadaan, ettd m=(a~2,a~6,a”7,a), kun a on primitiivinen alkio
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LIITE 3

Esimerkin [3.1] Maxima laskut kun kéytetdan viestin y neljaa ensimmaéista oi-

kein olevaa symbolia:

(%i1) gf_set_data(3, x"2+x+2);
(%01)  Structure|GF — DAT A]

[lmaistaan matriisi m2 primiriivisen alkion avulla

(%12) m2:matrix([1,gf primitive(),gf_primitive()~2,gf_primitive()~3],
[1,gf primitive()~2,gf primitive()~4,gf primitive()~6],
[1,gf primitive()~3,gf primitive()”6,gf primitive()],
[1,gf_primitive()~5,gf_primitive()~2,gf_primitive()~7]);

1 =z 2 =z
1 22 z* 2
%02
(O ) 1 22 25 «
1 2° z22 27

Muokataan m2 siten, etta se ilmaistaan alkioiden polynomimuotojen avulla

(%13) m2:matrixmap(gf_eval,m2);

1 x 2041 2242
1 2241 2 T+ 2

1 2242 x+4+2 T

1 2x 2¢+1 xz+41

(%03)

Lasketaan m2 determinantti ja sen kadnteisalkio

(%i4) d2:determinant(m2);

(%o04) (2z+1) (—2x2+(m+1) 2z +2)—2 (m—|—2)—2x—1)
~2 ((z+1) (27 +2) — 247

—224+2) (22+1) 2z+2)—(z—1) 2z+1) -2z (z+2) —4)
+(x+2) (2z+1) 2z+2)—2z (v +2))

—z (2 r+1)+(x+1) (z+2)+(x—1) (z+2) —2)
+2x+1) (z+1) (z+2)—z (22 +1))

(%i5) d2:gf_eval(d2);
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(%05) 2z +1

(%i6) id2:gf_inv(d2);
(%06) x+2

Lasketaan matriisin m2 adjungoitu matriisi

(%1i7) adjm2:adjoint(m2);

adjm2 matriisimuoto on liian iso, joten sité ei tassa kohden nayteta. Seuraavassa

kohdassa sievennetdan matriisi adjm?2.

(%1i8) b2:matrixmap(gf_eval,adjm2);

T+ 2 2 2 rz+1
2 2z x+2 2
0 r+2 z+2 z+2
1 z+1 1 2x

(%08)

Lasketaan kidanteismatriisi

(%i9) kaanteism2:b2*id2;

(z +2)° 2 (x+2) 2(x+2) (z+1) (z+2)
2(x+2) 2z (z+2) (z+2)° 2 (z+42)
0 (r +2)° (z+2)° (r +2)°
r+2 (z+1)(z+2) z+2 2z (x4 2)

(%110) kaanteism2:matrixmap(gf_eval,kaanteism2) ;

(%09)

2 2¢4+1 2z+1 2x
2¢+1 2z2+2 2 2x+1
0 2 2 2
x+2 2z r+2 2x42

(%010)

Tarkistetaan, etta saatu matriisi todella on m2 kaanteismatriisi

(%i11) gf matmult(m2,kaanteism?2);

1 000

0100
(%011)

0010

0 001

Lasketaan m=(m_0,m_1,m 2m_3)
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(%i12) P2:matrix([x+1], [2*x+2], [x+2], [x+1]);

r+1
20+ 2
x4+ 2
r+1

(%113) M2:gf matmult(kaanteism2,P2);

(%012)

x4+ 2
2x
2z +1
r+1

(%013)

(%114) matrixmap(gf log,M2);

(%014)

N Ot O

\]

Saadaan, ettd m=(a~6,a~5,a~2,a~7), kun a on primitiivinen alkio
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LIITE 4

Esimerkin Maxima-laskut:

(%i1) gf_set_data(3,x72+x+2);
(%01)  Structure[GF — DAT A]

(%12)  c(z):=1+gf_primitive() “4xz+gf primitive()*z"2+gf primitive() “5*z~3+gf prim
(%02) ¢ (2) := 1+gf_primitive ()* z+gf _primitive () z2+gf primitive ()® 2>+
gf primitive ()* 2! 4+ gf _primitive () z° + 0 2% + gf_primitive () 27

(%13) makelist(gf_eval(c(gf_primitive()~i)),i,1,gf_order());
(%03) [0,0,0,0,2 4 2,2,2x,2x]

Lasketaan syndroomat:

(%id) y(z2):=1+gf primitive() “4*z+gf primitive()*z~2+gf_primitive() “6*z"3+gf prim

(%04) v (2) := 14gf_primitive ()* z+gf _primitive () 2> +gf_primitive ()° 2°+

gf primitive ()* 24 4 2° + gf _primitive ()7 2

(%15) makelist(gf_log(gf_eval(y(gf_primitive()~i))),i,1,gf order());
(%05) [5,6,6,5,3,0,7, false]

Muodostetaan matriisi M 2:
(%16) M:matrix([gf_primitive()~5,gf primitive()~6], [gf_primitive()~6,gf_primitiv

$5 $6
(%06) ($6 $6)

Lasketaan kaénteismatriisi adjongoidun matriisin ja M_ 2:n determinantin avul-

la:

(%i7) d:determinant(M);
(%o7) 't — 22

(hi8) d:gf_eval(d);
(%08) 2z
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(%19) id:gf_inv(gf_primitive()75);
(%09) 2z +2

(%i10) adjM:adjoint(M);
28 —af

%010

o (%, )

(%i11) kaanteisM:gf primitive()~3*adjM;
I

%ol1

oty (%, %)

(%hi12) gf_eval(-gf_primitive()"9);
(%012) 2z

(%113) kaanteisM:matrix([gf_primitive(),gf_primitive()~5], [gf_primitive()”5, 1]);
r 2’
%013
oty (% 7)
Asetetaan sigma matriisi
(hi14) s:matrix([gf_primitive()~2], [gf_primitive(D]);
72
(%014) ( )
x
Lasketaan sigma_ 1 ja sigma_ 2 arvot
(%115) sigma:gf matmult(kaanteisM,s);
1
(%015)
2z +1
Muodostetaan sigma(x) ja lasketaan sen nollakohdat

(%116) s(x):=1+gf_primitive() "2*x+x"2;

(%016) s (x) := 1+ gf_primitive ()* z + 2

(%i17) makelist((gf_eval(s(gf_primitive()~i))),i,1,gf _order());
(%017) [z+1,2,0,2+1,0,1,2,21]

Lasketaan nollakohtien kidnteisalkiot
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(%i18) gf_inv(gf _primitive()~3);
(%018) 2z

(%hi19) gf_inv(gf_primitive()~5);
(%019) 2z + 2

(%120) gf _log(2#*x);
(%020) 5

(hi21) gf_log(2%x+2);
(%021) 3
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