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Tama tutkielma késittelee verkkoja ja filttereité, joiden avulla voidaan yleistai
jonon kisite topologisiin avaruuksiin. Metrisisséd avaruuksissa suppenevat jonot méé-
ravét taysin avaruuden topologian, jatkuvat funktiot seké kompaktit joukot. Yleisissé
topologisissa avaruuksissa tilanne on toisenlainen: on olemassa avaruuksia, joissa jo-
not eivit toteuta niitd hyodyllisid ominaisuuksia. Tdmén vuoksi on tarve kehittda
parempia késitteitd, jotka toteuttaisivat ndmé ominaisuudet.

Verkko konstruoidaan korvaamalla jonon méaérittelyjoukkona toimiva luonnollis-
ten lukujen joukko suunnatulla joukolla. Verkko on funktio suunnatulta joukolta to-
pologiseen avaruuteen. Verkoille mééritellddn suppeneminen samalla tavalla kuin jo-
noille: verkko suppenee pisteeseen a, jos se on lopulta kaikissa pisteen a ympéris-
toissd. Téarkeimpind verkkoihin liittyvinéd tuloksina esitetdén, ettd toisin kuin jonot
topologisissa avaruuksissa, suppenevat verkot maaréavéit taysin avaruuden topologian,
jatkuvat funktiot ja kompaktit joukot. Liséksi verkot ovat myos kéyttokelpoisia yk-
sinkertaisimmissa avaruuksissa: funktion f: R — R Riemannin integraali voidaan
esittdd verkon raja-arvona.

Filtteri on joukkokokoelma, joka toteuttaa tietyt ehdot. Tutkielmassa esitetyt filt-
tereihin liittyvét padtulokset osoittavat, ettd niin kuin verkot, myos filtterit méaara-
vét tdysin topologisen avaruuden topologian, jatkuvat funktiot sekd kompaktit jou-
kot. Tutkielmassa kéytetadn useassa todistuksessa apuvélineené filtterikantoja. Filt-
terikantoja kayttamaélla padstddn yksinkertaisempaan esitykseen, silld ne ovat usein
pienempié joukkoja kuin filtterit. Niitd hyodynnetdin myos, kun tutkitaan jonojen ja
filtterien yhteyttd. Osoittautuu, ettd jonosta voidaan aina konstruoida filtteri. Néain
konstruoitu jonoon liitetty alkeisfiltteri osoittautuu mielekkégksi, silld kyseinen filt-
teri suppenee johonkin pisteeseen téasmaélleen silloin, kun alkuperdinen jono suppenee
samaan pisteeseen.

Verkot ja filtterit ovat yhteydessé toisiinsa: verkosta voidaan aina konstruoida filt-
teri, ja vastaavasti filtteristd voidaan aina konstruoida verkko. Néiden konstruktioiden
jarkevyys todistetaan nayttamaélld, ettd néin kehitetyt verkot ja filtterit suppenevat
johonkin pisteeseen tésmaélleen silloin, kun alkuperéiset suppenevat samaan pistee-
seen.
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Johdanto

Jono on varmasti kaikille matematiikkaa tunteville tuttu késite. Matematiikan
yliopistotason peruskursseilla opetetaan, miten metristen avaruuksien jonoilla on eh-
k& hieman yllattavidkin yhteyksid muihin, avaruuden rakenteisiin liittyviin térkeisiin
késitteisiin. Topologiaan aiemmin perehtyneelle lukijalle lienee tuttua, ettd jonojen
kéyttamisessd topologisissa avaruuksissa tulee vastaan erditd ongelmia. Tamén tut-
kielman tavoitteena onkin esittdéd, miten namé ongelmat voidaan kiertdd maéarittele-
méllé jonoille kaksi vaihtoehtoista yleistysta topologisiin avaruuksiin.

Lukijan esitiedoiksi suositellaan topologian tuntemusta. Tutkielman edetesséa tér-
keimpié kasitteitd kdydaan lapi, mutta mikali ndma eivét ole ennestéén tuttuja, vaa-
ditaan lukijalta hieman enemmén paneutumista asian omaksumiseksi.

Ensimmaisesséd luvussa kerrataan jonoihin liittyvid kasitteité ja johdatellaan luki-
jaa topologian alkeisiin siirtymélléa euklidisista avaruuksista topologisiin avaruuksiin.
Luvussa on kayty ldpi yksinkertaisia jonoihin liittyvia todistuksia metrisissd avaruuk-
sissa, jotta lukija voisi myohemmin vertailla néité erityisesti verkkoihin liittyviin vas-
taaviin todistuksiin. Jonojen ja verkkojen samankaltaisuus korostuu huomatessa, et-
td monet todistuksista eroavat ainoastaan avaruuden rakenteiden osalta — esimerkiksi
metrisisséd avaruuksissa kdytetdan yleenséd palloympéristojé, joita ei yleisiin topologi-
siin avaruuksiin voida edes méaéritelld. Luvun térkein osuus késittelee ongelmia, joita
tulee vastaan, kun jonoja kaytetddn topologisissa avaruuksissa.

Tutkielman toisessa ja kolmannessa luvussa konstruoidaan jonoja topologisissa
avaruuksissa yleistéavit verkot ja filtterit. Luvuissa esiteltdva sisélté on pyritty esit-
tdméadn yhteensopivasti molemmissa luvuissa, niin ettd verkkoja ja filttereitd voisi
helpommin vertailla. Liséksi viimeinen luku on omistettu verkkojen ja filtterien yh-
teyden tutkimiseen.

Tutkielman lihteind on kdytetty padasiassa teoksia [1] ja [3]. Verkkoja koskeva
osuus on koottu suurimmilta osin teoksesta [3], mutta myos lahteitd [2] ja [4] on hyo-
dynnetty. Filttereitd koskevaa osuutta kirjoitettaessa teos [1] on ollut korvaamaton.
Léhdekirjallisuutta ei ole seurattu orjallisesti: tutkielman sisalté on valikoitu siten, et-
td halutut tulokset saadaan todistettua. Tutkielmassa késitellyt todistukset on péa-
asiassa kirjoitettu lahteitd mukaillen, tosin paikoitellen todistuksia on téydennetty.
Osaa todistuksista ei ole esitetty ldhteissa lainkaan, jolloin ne on kirjoitettu itse.






LUKU 1

Jonot

Jonot ovat térkeitd monella matematiikan osa-alueella, kuten analyysissé ja topo-
logiassa. Epéavirallisesti jonot voidaan méaritellé jarjestetyksi joukoksi, jossa sama al-
kio voi toistua moneen kertaan. Tadsméllisemmin jono on kuvaus luonnollisten lukujen
joukosta N = {0,1,2,...} johonkin joukkoon. Jono on siis funktio z: N — X, missd
X voi siis olla miké tahansa joukko. Yleisemmin kaytetdén tiiviimpad merkintétapaa
(), missd x,, = z(n).

Jonoihin liittyy monia térkeitd kisitteité, joista merkittévin lienee suppeneminen.
Jotta suppenemisesta olisi mielekdstd puhua, tdytyy jonon maalijoukoon liittda yli-
médraista rakennetta, jonka avulla voidaan ilmaista milloin kaksi pistettd ovat ldhel-
14 toisiaan. Talloin puhutaan avaruuksista. Yleisimpié esimerkkejé avaruuksista ovat
euklidiset avaruudet, metriset avaruudet ja topologiset avaruudet.

Jonon suppeneminen jonon rajapisteeseen tarkoittaa, ettd jonon alkiot saadaan
mielivaltaisen ldhelle jonon rajapistettd. Toisin sanoen, jos suppeneva jono halutaan
jostain alkiosta lahtien tietylle etdisyydelle jonon rajapisteesté, tdméa voidaan saavut-
taa kasvattamalla jonon indeksid tarpeeksi suureksi. Vaaditaankin, ettd jonon indeksin
kasvaessa suppenevan jonon alkiot ovat tietylla tavalla yhé lihempéné rajapistetta.
Pelkéstadn tama ehto ei kuitenkaan ei riitd. Esimerkiksi jono (x,), missd

{Znn_—Q’ jos m on parillinen
Ty =

3, jos m on pariton

ei selvastikddn suppene pisteeseen 2, vaikka osa jonon alkioista saadaankin mielival-
taisen ldhelle kyseista pistettd. Kuva 1.1b havainnollistaa tilannetta. Pisteelld 2 on
kuitenkin erityinen merkitys kyseiselle jonolle, se on jonon eriis kosketuspiste!.

Euklidisessa avaruudessa kahden pisteen a,b € R"™ vélinen etdisyys mééritelladn
pisteiden a ja b erotuksen normina? ||a — b||. Niin suppeminen tarkoittaa seuraavaa:
jono (x,) suppenee pisteeseen a, jos kaikille € > 0 on olemassa N € N siten, ettd
||xn, — a|| < € aina, kun n > N.

Metriset avaruudet ovat yleistyksid euklidisista avaruuksista. Kuten ylla todet-
tiin, euklidisessa avaruudessa etdisyyttd mitataan euklidisen normin avulla. Kuiten-
kaan yleisesti ottaen kaikkia normin ominaisuuksia ei tarvita, jotta padstddn mielek-
kédseen teoriaan. Fuklidisessa avaruudessa kahden pisteen vilinen etdisyys on aina
véhintééan nolla (ja nolla vain, kun pisteet ovat samat), pisteiden a ja b vilinen etéi-
syys on sama kuin pisteiden b ja a vélinen etédisyys ja lisiksi kolmioepayhtalo pétee.
On luonnollista vaatia ndma samat ominaisuudet myds yleisempéén avaruuteen. Nain

IKosketuspiste miigritellizin verkkojen yhteydessi (midritelmé 2.16).
x| =22+ 422, kun z = (z1,...,2,)

3
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(B) Jono hajaantuu.

Kuva 1.1. Esimerkkejé jonoista.

saadaan metrinen avaruus: pari (X, d), missié X on joukko ja d joukossa X mééritel-
ty metriikka tai etaisyysfunktio, joka tdyttaéd seuraavat ominaisuudet kaikille pisteille
x, Y,z € X:

(1) d(x,y) > 0jad(z,y) =0, jos ja vain jos z =y,
(2) d(y, z) = d(z,y) ja
(3) d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Metrisen avaruuden jonon suppeneminen voidaan ilmaista luonnollisesti kaytté-
mélla kyseisen avaruuden metriikkaa: metrisen avaruuden jono (x,) suppenee pistee-
seen a, jos kaikille € > 0 on olemassa N € N siten, ettd d(z,,a) < € aina, kun
n > N.

Edelld mainitut jonon suppenemisen médritelmét ovat hyvin samankaltaiset —
ainoa poikkeava seikka niissé on kunkin avaruuden etéaisyysfunktio. Helposti ndhdéén,
ettd suppenemisen idea siilyy, kun siirrytddn abstraktiotasolla ylospéin.

Osa metristen avaruuksien teoriasta pohjautuu avoimiin joukkoihin. Topologisten
avaruuksien ldhtokohtana on luopua kokonaan metriikan olemassaolon vaatimisesta.
Sen sijaan mééritelladn suoraan avaruuden avoimet joukot. Pari (X, 7) on topologinen
avaruus, missé X on joukko ja 7 on kokoelma joukon X osajoukkoja, kun
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(1) Xerjaber,
(2) kokoelman 7 joukkojen dérelliset leikkaukset ovat kokoelmassa 7 ja
(3) kokoelman 7 joukkojen yhdisteet ovat kokoelmassa .

Joukkokokoelmaa 7 kutsutaan avaruuden X topologiaksi. Edelliset ominaisuudet
ovat valikoituneet sen vuoksi, ettd avoimet joukot tayttdvat ne metrisissd avaruuksis-
sa. Niiden avulla saadaan jarkevésti madriteltyd avoimuuteen pohjautuvat késitteet,
joita ovat esimerkiksi jatkuvuus, yhtenéisyys ja kompaktius.

Osa metristen avaruuksien késitteistd voidaan mééritelld topologisissa avaruuk-
sissa pitkalti samankaltaisesti. Erds ongelma kuitenkin nousee esille: miten jonojen
suppeneminen yleistyy topologisiin avaruuksiin, joissa etéisyysfunktion olemassaololle
ei ole taetta (silld avaruus voi olla metrisoitumaton)? Pulmaa voidaan ldhestyé tutki-
malla tarkemmin aiempia madritelmii. Ehto “kaikille € > 0 on olemassa N € N siten,
ettd d(z,,a) < € aina, kun n > N” voidaan ilmaista myos “kaikille € > 0 on olemassa
N € N siten, ettd z, € B(a,¢€), kun n > N” missi B(a,€) on pallo, jonka keskipiste
on a ja side e. Topologisessa avaruudessa ei ole mieltd puhua palloista (silld pallot
liittyvét etédisyysfunktioon, jota ei valttdméatta voida méiritelld), joten ehtoa taytyy
vield muokata. Jarkevadn madritelmaan padstdadan, kun pallot korvataan ympéristoil-
143, Yleisessi topologisessa avaruudessa jono (w,,) suppenee pisteeseen a, jos kaikille
pisteen a ymparistoille U on olemassa N € N siten, ettd x,, € U aina, kun n > N.

Suppenemisen késite on metrisissd avaruuksissa siind mielessé intuitiivinen, etté
metristen avaruuksien jono voi supeta korkeintaan yhteen pisteeseen. Yleisessé topo-
logisessa avaruudessa néin ei valttdméatta ole: esimerkiksi avaruudessa varustettuna
triviaalilla topologialla (jossa vain tyhji joukko ja koko avaruus ovat avoimia) kaik-
ki jonot suppenevat kaikkiin avaruuden pisteisiin! Jonon raja-arvo on yksikésitteinen
vain Hausdorffin avaruuksissa. Avaruus on Hausdorffin avaruus, jos sen milld tahansa
kahdella eri pisteelld on pistevieraat ympéristot (katso kuva 1.2). Metriset avaruudet
ovat aina Hausdorffin avaruuksia. Todistetaan malliksi tuloksen toinen puoli reaalilu-
kujen tapauksessa.

LAUSE 1.1. Reaalilukujono suppenee korkeintaan yhteen pisteeseen.

TobisTus. Olkoon (x,) reaalilukujono. Oletetaan, etté lause ei pidd paikkaansa.
Télloin on olemassa a,b € R siten, ettd a # b, mutta (x,) suppenee molempiin
pisteisiin. Olkoon 0 < € < |b— a|. Koska (x,) suppenee pisteeseen a, on olemassa
Ni € N siten, ettd |z, —a| < § aina, kun n > N;. Vastaavasti, koska (z,) suppenee
pisteeseen b, on olemassa Ny € N siten, ettd [z, — b| < § aina, kun n > N,. Olkoon
nyt N3 € N siten, ettd N3 > Ny ja N3 > Np. Talloin, kun n > N3, on |z, —a| < § ja
|z, — b] < 5. Kolmioepiyhtdlén nojalla on siis
€
2
Taméa on kuitenkin ristiriidassa luvun e valinnan kanssa. 0

b—al =lb— .+, —al <|ay = bl +len —al < S+ 5 = e

3T4ssé tutkielmassa pisteen ympéristoksi médritelliin joukko, joka siséltédd jonkin kyseisen pis-
teen sisdltavin avoimen joukon. Huomaa, etté kirjallisuudessa kdytetdian toisinaan myos niin sanot-
tuja avoimia ympéristojé, jolloin pisteen ympéristé on miké tahansa kyseisen pisteen siséltdvé avoin
joukko.
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Kuva 1.2. Hausdorffin avaruudessa X pisteilld a ja b on pistevieraat
ympéristot U ja V.
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Kuva 1.3. Jono on lopulta joukossa (,2).

Topologisen avaruuden jonon suppenemisen mééaritelméssd on melko paljon mer-
kint6jd, ja suppenemisen perusajatus voi jadda piiloon. Ajatus voidaan tuoda sel-
kedmmin esille ottamalla kayttoon uusi apukésite.

MAARITELMA 1.2. Jono (z,,) on lopulta joukossa A, jos on olemassa N € N siten,
ettéd kaikille n € N, joille n > N, pétee x,, € A.

Edellinen méaritelmé tarkoittaa kdytdnnossa sitéd, ettéd jostain indeksistéd ldhtien
koko jonon “h&ntd” on annetussa joukossa. Esimerkiksi kuvan 1.3 jono on lopulta jou-
kossa (%, %), silld indeksista 8 lahtien kaikki jonon alkiot kuuluvat kyseiseen joukkoon.
Kun yhdistetddn tdmé aiemmin saatuun méiritelméén, padstadn seuraavaan:

LAUSE 1.3. Avaruuden X jono (x,) suppenee pisteeseen a € X, jos se on lopulta
kaikissa pisteen a ympdristoissa.

TobisTtus. Helposti johdettavissa suppenemisen méaritelmésta ja madritelmasta
1.2. O
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1.1. Jonot metrisissi avaruuksissa

Jonot ovat hyoddyllisia tyokaluja metrisissd avaruuksissa, silld suppenevilla jonoilla
on yhteyksid moniin muihin avaruuteen liittyviin ominaisuuksiin. Seuraavassa lausees-
sa on nostettu naisté esille muutamia.

LAUSE 1.4. Olkoot X ja'Y metrisid avaruuksia.

(1) Kuvaus f: X — Y on jatkuva pisteessi a, jos ja vain jos jonon (x,) supetessa
pisteeseen a, jono (f(x,)) suppenee pisteeseen f(a).

(2) Osajoukko A C X on suljettu, jos ja vain jos se sisdltid kaikkien suppenevien
jonojensa rajapisteet.

(3) Metrinen avaruus X on kompakti, jos ja vain jos jokaisella avaruuden X
jonolla on osajono, joka suppenee johonkin avaruuden X pisteeseen.

Tobistus. Todistetaan lauseen ensimmaéinen kohta.

Olkoot X ja Y metrisié avaruuksia, (z,) jono avaruudessa X ja f: X — Y kuvaus.

Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva pisteessid a € X ja ettd (x,) suppenee pistee-
seen a € X. Olkoon € > 0. Koska f on jatkuva pisteessd a, on olemassa 0 > 0 siten,
ettd kaikille z, joille dx(z,a) < 6, on dy(f(x), f(a)) < €. Koska (x,) suppenee pis-
teeseen a, on olemassa N € N siten, ettd jos n > N, pitee dx(x,,a) < J. Néin ollen
dy (f(zy), f(a)) <€, kun n > N. Siispa jono (f(x,)) suppenee pisteeseen f(a).

Oletetaan seuraavaksi, ettd jonon (z,) supetessa pisteeseen a € X, jono (f(x,))
suppenee pisteeseen f(a). Nyt, jos f ei ole jatkuva pisteessd a, on olemassa € > 0,
jolle ei ole olemassa lukua 6 > 0 siten, ettd kaikille x € X, joille dx(z,a) < ¢, on
dy(f(z), f(a)) < e. Erityisesti luku 6 = 1 ei kdy, joten on olemassa piste xy, jolle
dx(z1,a) < 1, mutta dy (f(z1), f(a)) > €. Samoin luku 6 = 3 ei kéy, joten on olemas-
sa piste x, jolle dx(z2,a) < 3, mutta dy (f(z1), f(a)) > €. Jatkamalla niin saadaan
jono (x1,2s,...), jolle dx(2,,a) < =, mutta dy(f(2,), f(a)) > € kaikille n € N. Té&-
mé on kuitenkin ristiriidassa oletuksen kanssa, silla jono (x,) suppenee pisteeseen a,
mutta jono (f(z,)) ei suppene pisteeseen f(a). O

Miksi edellistd lausetta ei ole muotoiltu vield yleisempéén muotoon, niin ettd X ja
Y voisivat olla mitd tahansa topologisia avaruuksia? Téhén on yksinkertainen syy: mi-
kédan lauseen kohdista ei pdde mielivaltaisessa topologisessa avaruudessa. Tamé voi
olla yllattéavas. Jonojen médritelmé ei ole muuttunut siirryttéessa abstraktimpaan
avaruuteen, ja myos topologisen avaruuden jonon suppeneminen on sama kuin metri-
sissé avaruuksissa. Nostetaan esiin muutama esimerkki avaruuksista, joissa lause 1.4
ei toteudu.

ESIMERKKI 1.5.

(1) Olkoon X = R varustettuna topologialla 7x = {A € X | X \ A on
numeroituva tai A = (0}, Y = R varustettuna diskreetilli topologialla (jol-
loin kaikki avaruuden Y osajoukot ovat avoimia) ja (z,) jono avaruudessa
X. Olkoon liséksi f: X — Y identtinen kuvaus. Naytetdan, ettd nyt ehdos-
ta x, — a seuraa f(z,) — f(a), mutta f ei ole jatkuva misséén avaruuden
pisteessé.
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Osoitetaan ensin, ettd f(x,) — f(a) aina, kun z, — a. Oletetaan, etta
a € X ja z, — a. Osoitetaan, ettd (x,) on jostain indeksisté ldhtien vakio-
jono. Olkoon V' = {z, | n € Nja x, # a}. Koska X \ (X \V) =V on
numeroituva, on X \ V' avoin joukko, joka lisiksi siséltdd pisteen a. Koska
x, — a, jono on lopulta joukossa X \ V. Kuitenkin, jonon ainoa alkio, joka
on joukossa X'\ V' on jonon rajapiste a, ja néin ollen jonon téytyy olla lopulta
vakio®. Selviisti siis my6s f(x,) — f(a).

Kuitenkaan f ei ole jatkuva missaén pisteessid x € X, silld muutoin {z}
olisi joukon X avoin osajoukko (miké ei ole mahdollista, silla X \ {z} ei ole
numeroituva).

(2) Olkoon taas X = Rja 7y = {4 C X | X\ A on numeroituva tai A = 0}.
Néytetddn, ettd lauseen 1.4 kohta (2) ei pade.

Olkoon U = X \ {0}. Joukko U ei ole suljettu, silldi X \ U = {0} ei
ole avoin. Jos lause 1.4 pétisi, pitéisi olla olemassa joukon U jono (x,), joka
suppenee pisteeseen 0. Naytetddn, ettd tdmé ei pidé paikkaansa.

Olkoon V' = X \ {z, | n € N}. Joukko V' on avoin ja siséltaa alkion
0 mutta ei yhtddn jonon (z,) alkiota. Néin ollen (x,) ei voi olla lopulta
joukossa V| ja siispa (z,) ei voi supeta pisteeseen 0. Siten U ei ole suljettu,
mutta jokainen joukon U suppeneva osajono suppenee johonkin joukon U
pisteeseen.

(3) [0,1]91 varustettuna tulotopologialla® on kompakti, muttei jonokompakti®.
Todistus sivuutetaan: todistukseen voi perehtyé teoksen [5] sivulla 127.

Edellisessé esimerkissé néaytettiin, ettd joissain avaruuksissa lauseen 1.4 topolo-
ginen vastine ei pade. On kuitenkin olemassa my6s topologisia avaruuksia, joissa se
pitdd paikkansa. Esimerkiksi N1-avaruuksissa (engl. first-countable spaces) kyseiset
ominaisuudet patevit. Nl-avaruus on avaruus, jossa jokaisella pisteelld on olemassa
numeroituva ympiristokanta’. Voidaan niyttii, ettd kaikki metriset avaruudet ovat
N1l-avaruuksia. Toisaalta esimerkin 1.5 nojalla on olemassa topologisia avaruuksia,
jotka eivit ole N1-avaruuksia.

Olisi mukavaa, jos jonojen hyvéat ominaisuudet séilyisivit myos yleisiin avaruuksiin
siirryttaessid. Kuitenkin esimerkki 1.5 osoittaa, ettd jonojen kayttdmisessé yleisessé
topologisessa avaruudessa on ongelmia. On siis todettava, ettd jonot eivit ole riitté-
vé késite topologisessa avaruudessa, vaan tarvitaan jotain enemmén — jotain, miké
toimisi kaikilla topologisilla avaruuksilla. Téatd varten seuraavassa luvussa esitellddn
verkot.

4Huomaa: jono on lopulta vakio, jos se on lopulta jossakin yhden alkion kokoisessa joukossa.

STulotopologialla tarkoitetaan avaruuksien karteesisen tulon standarditopologiaa.

6Avaruuden [0,1]1%1] alkiot ovat funktioita [0,1] — [0, 1].

TAvaruuden X pisteelld 2 on numeroituva ympéristokanta, jos on olemassa jono ympéaristoja
Ny, Ns, ... siten, ettd mille tahansa pisteen z ympéristolle N on olemassa i € N, jolle N; C N.



LUKU 2

Jonoista verkkoihin

Edellisessa luvussa annettujen esimerkkien avulla huomattiin, etté jonot eivét ole
riittava kasite yleisesti topologisissa avaruuksissa: jonojen avulla ei voida méaéritella
yksikasitteisesti avoimia ja suljettuja joukkoja, jatkuvuutta tai kompaktiutta ilman,
ettd avaruudelle asetetaan yliméaraisia vaatimuksia.

Téasséd luvussa esitellddn verkot, jotka voidaan mieltdd topologisiin avaruuksiin
yleistetyiksi jonoiksi. Jonot voidaan yleistdd verkkojen lisdksi myos filtterien avulla,
jotka esitelldén luvussa 3. Verkkojen ja filtterien yhteytta tutkitaan luvussa 4.

2.1. Verkot

Edellisen luvun esimerkissé 1.5 esiteltiin avaruuksia, joissa jonot eivét kuvaa ava-
ruuden topologiaa. Tdmé ei ole toivottu tilanne, joten pyritddn nyt méaéritteleméaan
uusi késite, jonka tarkoituksena on yleistdd jonot. Toiveena on, ettd kyseinen késite
kéyttdytyisi niin kuin jonot, jotta suppenemisen méaaritelméén (ks. luku 1) ei tarvit-
sisi tehdd muutoksia. Jono on funktio luonnollisten lukujen joukosta johonkin avaruu-
teen. Jos halutaan saada aikaiseksi uusi jononkaltainen késite, on luonnollista, etté
sekin olisi funktio. Funktion maalijoukko on kiinnitetty topologiseksi avaruudeksi, jo-
ten néailla tavoitteilla uuden késitteen méédrittelemisesséd se, mihin voidaan puuttua,
on madrittelyjoukko.

Luonnollinen tapa yleistdd jonot topologisiin avaruuksiin on siis muokata jono-
jen méadrittelyjoukkoa. Mitd luonnollisten lukujen ominaisuuksia jonojen tapauksessa
itse asiassa tarvitaan? Kun tutkitaan jonojen ja niiden suppenemisen mééaritelmia,
voidaan havaita, ettd luonnolliset luvut itsessdén eivit ole oleellisia. Ma&ritelmissé
kaytetddan lahinnd luonnollisten lukujen jarjestysrelaatiota >. Sallitaan nyt siis méaéa-
rittelyjoukon olla miké tahansa joukko, jossa on méaritelty uusi relaatio > sopivilla
ominaisuuksilla. Jo merkinnén vuoksi relaation vaaditaan olevan refleksiivinen. Tran-
sitiivisuusehto vaaditaan myos, silla halutaan, ettd relaation suuntaisi joukon jollakin
tavalla, jotta se kidyttéaytyisi kuten luonnolliset luvut jonojen tapauksessa.

Refleksiivisyyden ja transitiivisuuden lisdksi tarvitaan vield erds térked ominai-
suus. Lauseessa 1.1 osoitettiin, ettéd reaalilukujono voi supeta korkeintaan yhteen pis-
teeseen. Lauseen todistuksessa on erds huomionarvoinen virke: “Olkoon nyt N3 € N
siten, ettd N3 > Ny ja N3 > Ny”. Myohemmin, kun késitellddn verkkoja Hausdorf-
fin avaruuksissa, kyseistd ominaisuutta tarvitaan, mutta refleksisyys ja transitiivisuus
eivit takaa téllaisen alkion N3 olemassaoloa. Lisdtadn tdmékin siis relaation > vaa-
dittuihin ominaisuuksiin.

MAARITELMA 2.1. Sanotaan, ettd relaatio > suuntaa joukon D, jos D # () ja
seuraavat ehdot ovat voimassa:
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(1) jos a € D, niin a > a, (refleksiivisyys)
(2) jos a,b,c € D, a>bjab>c, niina > cja (transitiivisuus)
(3) jos a,b € D, niin on olemassa ¢ € D siten, ettd ¢ > a

jac>b.

Kutsutaan paria (D, >), missd relaatio > suuntaa joukon D, suunnatuksi joukoksi.
Yksinkertaisuuden vuoksi voidaan relaatio jattda pois merkinnéistd ja sanoa, etté
joukko D on suunnattu joukko, jos on olemassa jokin relaatio, joka suuntaa sen.

ESIMERKKI 2.2.

(1) Olkoon D = N ja > joukon N tavallinen jarjestysrelaatio. Tallin (D, >) on
suunnattu joukko.

(2) Olkoon (X, T) topologinen avaruus, a € X ja D pisteen a kaikkien ym-
péristojen kokoelma. Asetetaan relaatio > joukkoon D siten, ettd joukoille
Dy, Dy € D pétee Dy > Dy, jos Dy C Dy ' Télléin pari (D, >) on suunnat-
tu joukko: Edellisen mééritelméan ehdot (1) ja (2) toteutuvat selvésti. Ehdon
(3) todentamiseksi riittdd huomata, ettd mikali joukot Dy, Dy € D eli ne
ovat pisteen a ympéristojd, niin myos niiden leikkaus Dy N Dy on pisteen a
ymparisto. Lisdksi Dy N Dy C Dy ja Dy N Dy C Dy. Voidaan siis asettaa
C= D1 N DQ, jOHOiIl C Z D1 ja C Z DQ.

Muistetaan, etté jono on kuvaus z : N — X luonnollisten lukujen joukosta avaruu-
teen X. Edella kehitettiin jonojen mééarittelyjoukon N korvaajaksi késite suunnattu
joukko. Kun jonojen mééaritelméssé korvataan luonnolliset luvut suunnatulla joukolla,
saadaan uusi késite. Kutsutaan syntynytta kasitettd verkoksi. Miksi ndin outo nimi?
Annettu nimi on perusteltavissa ainakin suppenemisen kautta (suppenemisen késite
médritelladn seuraavassa luvussa): verkko vangitsee rajapisteensa.

MAARITELMA 2.3. Olkoon X topologinen avaruus ja (D, >) suunnattu joukko.
Verkko avaruudessa X on funktio x: D — X. Verkkoa merkitddn usein (z4)aen,
missd r, = x(a).

Esimerkin 2.2(1) avulla on helppo huomata, ettd jonot toteuttavat verkon méaéri-
telmén.

2.2. Suppeneminen

Metrisisséd avaruuksissa térkein jonoihin liittyva yksittdinen késite on suppene-
minen. Jonojen tapauksessa suppeneminen tarkoittaa intuitiivisesti, ettd suppeneva
jono saadaan mielivaltaisen ldhelle kyseisen jonon rajapistettéd, kun jonon indeksi on
tarpeeksi suuri.

Suppenemisessa on siis kyse kahdesta késitteestd. Kun suppeneminen yleistetdan
verkoille, pitéisi ilmeisesti olla jokin tapa, jolla voidaan ilmaista, ettd verkko on la-
hellé pistetté, jota kohti se suppenee. Toisaalta tdmé pitéisi saada tapahtumaan, kun
verkon indeksi on tarpeeksi suuri.

Ennen kuin mééaritelladn verkkojen suppeneminen, méaaritelladn hyddyllinen apu-
késite: avaruuden X verkko (x4)aep on lopulta joukossa A C X, jos on olemassa

Huomaa, ettd néin madriteltyné relaatio > ei jarjestd joukkoja intuition mukaisesti. Yleenss,
jos joukoille A ja B pétee A C B, niin B on vidhintdin yhté suuri kuin A.
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B € D siten, ettd kaikille o € D, joille o > f, pétee z, € A. Huomaa, ettd sama
esitettiin ensimmaéisessé luvussa jonoille méaritelméssa 1.2.
Nyt verkkojen suppeneminen voidaan maééritelld luonnollisella tavalla.

MAARITELMA 2.4. Olkoon X topologinen avaruus, (D, >) suunnattu joukko ja
(Ta)acp verkko. Verkko (z4)acp Suppenee pisteeseen a € X, jos (x4)aep on lopulta
jokaisessa pisteen a ymparistossad. Usein merkitddn x, — a, ja pistettd a kutsutaan
verkon rajapisteeksi.

HuomAuTUs 2.5. Edellinen méaritelma sanoo, ettd verkko suppenee pisteeseen
a € X, jos se on lopulta kaikissa pisteen a ympéristoissa. Jos siis halutaan osoittaa,
ettd verkko suppenee pisteeseen a, riittdd valita mielivaltainen pisteen a ympéristo,
ja osoittaa, ettd verkko on lopulta kyseisessd ympéristossa.

Suppenemisen késite on siis verkoilla intuitiivisesti sama kuin jonoilla. Kun kési-
telladn verkkoja topologisessa avaruudessa, suppenemisessa on kuitenkin yksi merkit-
tava ero metristen avaruuksien jonoihin verrattuna. Verkolla saattaa nimittdin olla
monta rajapistetta.

ESIMERKKI 2.6. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus.

(1) Olkoon 7 triviaali topologia. Topologia on triviaali, jos avaruuden ainoat avoi-
met joukot ovat () ja koko avaruus. Koko avaruus on aina jokaisen pisteensi
ympaéristo, ja téssd tapauksessa jokaisen pisteen ainut ympéristo. Néin ollen
kaikki avaruuden verkot ovat lopulta kaikkien pisteiden kaikissa (ainoassa)
ympaéristossd. Madritelmén mukaisesti kaikki avaruuden verkot suppenevat
kaikkiin avaruuden X pisteisiin.

(2) Olkoon 7 diskreetti topologia. Topologia on diskreetti, jos kaikki avaruuden
osajoukot ovat avoimia. Erityisesti, jos a € X, niin {a} on pisteen a ympa-
rist6. Maaritelmén mukaisesti {a} on pisteen ¢ minké tahansa ympériston
osajoukko. Néin ollen avaruuden X verkko (z,)aep Suppenee pisteeseen a,
jos ja vain jos (Z4)aep on lopulta joukossa {a}.

Ensimmaisessé luvussa todettiin, ettd Hausdorffin avaruuksissa jonolla voi olla
korkeintaan yksi rajapiste. Kerrataan vielda Hausdorffin avaruuden mééritelma: Haus-
dorffin avaruus on avaruus, jonka milld tahansa kahdella eri pisteelld on olemassa pis-
tevieraat ympéaristot. Hausdorffin avaruudessa ympéristoja voidaan siis kayttda ava-
ruuden pisteiden erottamiseksi toisistaan. Kaikki metriset avaruudet ovat Hausdorffin
avaruuksia, kun taas esimerkiksi dédreton joukko X varustettuna topologialla

T={AC X |A=0tai X\ A on dérellinen}

ei ole Hausdorffin avaruus.

Verkkojen kayttaytyminen muistuttaa jonojen kayttaytymistd. Seuraava lause ni-
mittédin osoittaa, ettd Hausdorffin avaruuksissa myos verkoilla on korkeintaan yksi
rajapiste.

LAause 2.7. Avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos ja vain jos avaruuden X
verkoilla on korkeintaan yksi rajapiste.

TobisTus. Olkoon X avaruus ja (z4)eep verkko kyseisessd avaruudessa.
Oletetaan ensin, ettd X on Hausdorffin avaruus ja etté (24)acp Suppenee pisteisiin
a ja b. Osoitetaan, ettd a = b. Jos néin ei ole, koska X on Hausdorffin avaruus, on
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olemassa pisteiden a ja b ympaéristot U ja V, joillea € U, b€ V jaUNV = (). Koska
(Ta)aep suppenee pisteisiin a ja b, on olemassa f3;, 5> siten, etta kaikille o« > (1 pétee
o € U ja kaikille o > (35 pétee x, € V. Koska D on suunnattu joukko, on olemassa
o siten, ettd oy > B ja ag > [y. Talléin kuitenkin z,, € U NV, mikd on ristiriita.
Nain ollen a = b.

Oletetaan seuraavaksi, ettd X ei ole Hausdorffin avaruus. Siispd on olemassa pis-
teet a,b € X siten, ettd kaikki pisteen a ympéristot leikkaavat kaikkia pisteen b
ymparistoja. Olkoon A pisteen a kaikkien ympéristojen kokoelma ja vastaavasti B
pisteen b kaikkien ympéristojen kokoelma. T&lloin esimerkin 2.2(2) nojalla joukot A
ja B ovat suunnattuja relaatiolla C. Suunnataan tulojoukko A x B méadraamaéllé relaa-
tio > joukoille (U, Vi) € A x B ja (Uy, Vo) € A x B seuraavasti: (U, Vi) > (Us, V),
jos Uy C Uy ja Vi C V5. Télloin tulojoukko on tosiaan suunnattu, silld relaatio >
toteuttaa selvisti mééritelmén 2.1 kohdat (1), (2) ja (3).

Oletuksen nojalla kaikille (U, V) € A x B piitee U NV # (). Valinta-aksiooman®
nojalla voidaan valita piste z(yyy € U NV ja maaritelld verkko (zw,v))w,v)caxs-
Olkoon nyt Ug pisteen a ympéristo ja Vs pisteen b ympéristo, jolloin (Ug, V3) € AX B.
Télloin, kun (Uy, Vo) > (Us, V), on 2w, v,y € Ua NV, C Ug N V. Erityisesti verkko
(zw,vy) (w,v)eaxs on lopulta seké joukossa Uz ettd joukossa V. Koska joukot Ug, Vs
valittiin mielivaltaisesti, tarkoittaa tdmaé, ettd verkko (zvy)w,v)e.axs suppenee seké
pisteeseen a etté pisteeseen b. 0

HuomAuTUS 2.8. Vertaamalla todistuksen ensimmaisté puolta lauseen 1.1 todis-
tukseen voidaan havaita, ettd jonot ja verkot ovat késitteellisesti hyvin lahella toi-
siaan. Ero todistuksissa syntyy ldhinné siité, ettd lauseen 1.1 todistuksessa voidaan
kayttad ympéaristoind avoimia vileja, kun taas edellisessé lauseessa on pitdaydyttava
yleisimmissd ympéristoissd. Jos edellisen lauseen rajoittaisi reaalilukujen joukkoon,
voisi todistuksessa korvata sanan verkot jonoilla ja todistus olisi edelleen péteva.

2.3. Riemannin integraali

Hyva kédytdnnon esimerkki verkkojen sovelluskohteista on Riemannin integraali.
Tavallisesti Riemannin integraali esitetdédn jonkinlaisena raja-arvona, kun integroita-
van vilin jakopisteiden méaérd kasvaa rajatta. Mutta minkélaisesta raja-arvosta it-
seasiassa onkaan kyse? Kasitettd voidaan avata verkkojen avulla: rajoitetun funktion
Riemann-integroituvuus voidaan ilmaista tietyn verkon raja-arvona.

HuoMAUTUS 2.9. Téssd Riemannin integraali esitetdéin Riemannin summien avul-
la. Toisinaan Riemannin integraali kuitenkin muodostetaan yld- ja alaintegraalien
avulla. Molemmilla tavoilla pdastaan kuitenkin yhtenevéin integraalin kasitteeseen.

Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu. Muodostetaan ensin vélin [a, b] jako. Jaolla tar-
koitetaan joukkoa {[xg_1,zx] | k€ {1,...,n}}, missin e Njaa =2y <21 < -+ <
xn, = b. Jako on siis dérellinen kokoelma pédtepisteitd lukuunottamatta pistevieraita
suljettuja vileja, joiden yhdisteend saadaan koko integroitava vili.

Olkoon P vilin [a,b] kaikkien jakojen kokoelma. Sanotaan, ettd jako P, € P
on hienompi kuin jako P, € P, jos kaikki vilit I € P, voidaan ilmaista muodossa
1 = Ule I;, missd I; € P;. Toisin sanoen, jako P, on hienompi kuin jako P, jos

2Valinta-aksiooma: jokaisella joukkokokoelmalla epityhjié joukkoja on olemassa valintafunktio.



2.3. RIEMANNIN INTEGRAALI 13

kaikki jaon P suljetut vilit voidaan ilmaista &dérellisind yhdisteiné jaon P; viéleisté.
Liséksi, jos P € P, muodostetaan jaon P jakopisteistd vektori P*, jossa jakopisteet
ovat kasvavassa jarjestyksessé.

Jaon hienous muodostaa itseasiassa suunnan joukkoon P: Olkoon P, P, € P.
Asetetaan P; > Ps, jos P; on hienompi jako kuin P,. Talloin pétee:

(1) Olkoon P; € P. Téllsin P; voidaan luonnollisesti ilmaista yhdisteend joukon
P, suljetuista véleisté, silla P, on tietysti yhdiste omista alkioistaan.

(2) Olkoon Py, P, P3 € P siten, ettd P > P, ja P, > P5. Talloin siis kaikki jaon
P, vileistd voidaan ilmaista dérellisind yhdisteinéd jaon P, véleistd. Samoin
kaikki jaon Pj vilit voidaan ilmaista dérellisind yhdisteiné jaon P, valeista.
Télloin, koska ddrellinen yhdiste dédrellisid yhdisteitd on edelleen &érellinen
yhdiste, voidaan kaikki jaon Pj3 vélit ilmaista &dérellisind yhdisteind jaon P;
véleistd. Néin ollen P, > Ps.

(3) Olkoon Py, P, € P. Muodostetaan uusi jako jakojen P; ja P» jakopisteista.
Olkoon siis Py = P U Pj. Merkitéén jakopistevektoria P; vastaavaa jakoa
Ps. Jos nyt I, € Py, voidaan [ esittdd dérellisend yhdisteenéd kokoelman P
vileja, silld jakopistejoukossa P5 on mukana vélin [; paétepisteet ja mahdol-
lisesti pisteitd, jotka ovat ndiden valissa. Téalloin I; voidaan muodostaa néis-
té pisteistd muodostuneiden suljettujen vilien yhdisteen&. Siispd P; > P;.
Samankaltaisella paattelylla saadaan Py > P.

Néin ollen relaatio > tayttda méaritelmén 2.1 kohdat (1)—(3), joten P on suun-
nattu joukko.

Lisdtddan jaon P jokaiseen suljettuun véliin merkki, jolla tarkoitetaan mielival-
taista pistettd kyseiseltd véliltd. Néin saadaan merkitty jako M = {([zg_1, Tk, ) |
ke {1,...,n}},missineN a=z9g<x; < -+ <z, =bjaty € [rg_1,xx]. Olkoon
M kaikkien vilin [a, b] merkittyjen jakojen joukko. Télloin M voidaan suunnata vas-
taavalla tavalla kuin tavallinen jako: médritelladn relaatio > joukkoon M siten, etté
My > M, jos merkittyd jakoa M; vastaava tavallinen jako on hienompi kuin merkit-
tyé jakoa M, vastaava tavallinen jako. Edella tavallisella jaolla tarkoitetaan merkittyé
jakoa, josta merkit on jatetty pois.

EsIMERKKI 2.10. P, = {[0,3],[3,1]} ja P> = {[0,1],[5, 3], [3, 1]} ovat vélin [0, 1]
jakoja. Jaoista voidaan muodostaa esimerkiksi merkityt jaot M; = {([0, %], %),
([%, 1], %)} ja My = {(]0 i], i), ([%1, %], %]), ([%, 1], %)} Naille merkityille jaoille patee
M,y > My, silld [0, 3] = [0, 1] U [, 1] ja [3, 1] on molemmille jaoille yhteinen.

Muodostetaan vélin [a, b] merkitty jako M. Talléin Riemannin summat ovat muo-
toa Sp(M) = > | f(t;)(x; — x;-1). Riemannin summalla approksimoidaan vaaka-
akselin ja funktion kuvaajan véliin jadvaa pinta-alaa erikorkuisilla suorakulmioilla
(kuvassa 2.1 on piirretty erdén funktion Riemannin summia). Koska kaikkien vélin
[a, b] jakojen joukko M on suunnattu joukko, muodostavat Riemannin summat verkon

(S¢(M))mem. Kyseinen verkko on siis indeksoitu vélin [a, b] merkityilld jaoilla. Nyt
voidaan mééritelld Riemannin integraali fab f(x)dz: Jos verkko (S¢(M))arem suppe-
nee pisteeseen J € R, kutsutaan téta arvoa Riemannin integraaliksi f; f(z)dz. Toisin

sanoen fab f(z)dz = J, jos kaikille € > 0 on olemassa merkitty jako M, siten, ettéd
|Sp(M) — J| < € kaikille M, joille M > M..
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/

1 2 3 4 ]

(A) Jako kahdella osaviélill4. (B) Hienompi jako neljilla osavilill4.

Kuva 2.1. Riemannin summia (graafisesti) funktiolle f(z) = 322

2.4. Avoimien joukkojen ja jatkuvuuden karakterisointi verkoilla

Motivaatio verkkojen kehittdmiseen syntyi siitd, ettd jonoilla ei padsty topologi-
sissa avaruuksissa samoihin tuloksiin kuin metrisissa avaruuksissa. Verkkojen suppe-
neminen liittyy kuitenkin olennaisesti téarkeisiin topologisiin késitteisiin: avaruuden
topologiaan, funktioiden jatkuvuuteen ja kompaktiuteen. Naytetain seuraavaksi, et-
té avaruuden topologia (eli sen avoimet joukot) ja funktioiden jatkuvuus voidaan ka-
rakterisoida téysin suppenevien verkkojen avulla. Mychemmin néytetdén, ettd myos
kompaktius on taysin maéariteltdvissd verkkojen avulla. Namé tulokset vahvistavat,
ettd verkot tosiaan ovat jonojen jarkevi yleistys topologisessa avaruudessa, silld jonot
toteuttavat edelld mainitut ominaisuudet metrisissé avaruuksissa mutta eivit yleisissé
topologisissa avaruuksissa.

Osoitetaan ensin, ettd avaruuden suljetut joukot ovat karakterisoitavissa verkko-
jen avulla. Témén néyttdmiseksi todistetaan ensin hyodyllinen lemma. Lemmassa
tarvitaan kosketuspisteen késitettd, joten nostetaan ensin tdmaé esille: piste a on jou-
kon A kosketuspiste, jos pisteen a jokainen ympéristo leikkaa joukkoa A. Jotta piste
siis olisi joukon kosketuspiste, taytyy sen jokaisessa ympéristossa olla jokin kyseisen
joukon piste. Kuvassa 2.2 on havainnollistettu kosketuspisteen késitetta.

LEMMA 2.11. Olkoon X avaruus, A C X ja a € X. Tdalloin a on joukon A
kosketuspiste, jos ja vain jos on olemassa joukon A verkko, joka suppenee pisteeseen
a.

TobisTus. Olkoon X avaruus, A C X jaa € X.

Oletetaan ensin, etté piste a on joukon A kosketuspiste. Talloin pisteen a jokaisessa
ympéristossé U on piste xy € U N A. Esimerkin 2.2 kohdan (2) nojalla pisteen a
kaikkien ympéaristojen kokoelma U on suunnattu relaatiolla C. Téll6in verkko (xy)yey
suppenee pisteeseen a, silld jos U, ja V, ovat pisteen a ymparistoja ja V, C U,, patee
Ty, S VZL C Ua.
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Kuva 2.2. Pisteet a ja b ovat joukon A kosketuspisteité, kun taas piste
c ei ole.

Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa joukon A verkko (z,)aep, joka suppenee
pisteeseen a. Olkoon U C X pisteen a ympiristo. Koska verkko (x,)aep suppenee
pisteeseen a, on verkko lopulta joukossa U. Siispi U N A # () ja a on joukon A
kosketuspiste. U

Varsinainen tulos saadaan edellisen lemman seurauksena.

LAUSE 2.12. Avaruuden X osajoukko A on suljettu, jos ja vain jos se sisdltdd
kaikkien suppenevien verkkojensa rajapisteet.

TobisTus. Olkoon X avaruus ja A C X.

Oletetaan ensin, ettd A on suljettu ja ettd on olemassa joukon A verkko (z4)aepn,
joka suppenee johonkin pisteeseen b € X \ A. Lemman 2.11 mukaan tilloin b € A3
Kuitenkin, koska A on suljettu, on A = A. Siispi pitéisi olla b € A ja b € X \ A, miké
ei ole mahdollista. Téaten yksikddn joukon A verkko ei voi supeta mihink&éan joukon
X \ A pisteeseen.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikki joukon A suppenevat verkot suppenevat johon-
kin joukon A pisteeseen ja ettd A ei ole suljettu. Télloin siis yksikéaén joukon A verkko
ei suppene joukon X \ A pisteeseen. Koska A ei ole suljettu, on olemassa b € X \ A,
jolle b € A. Talloin lemman 2.11 mukaan on olemassa joukon A verkko, joka suppenee
pisteeseen b. Taméa on kuitenkin ristiriidassa oletuksen kanssa, silld b € X \ A. O

Edellisen lauseen nojalla verkot méaraviat topologisen avaruuden suljetut joukot.
Koska avoimet joukot saadaan suljettujen joukkojen komplementtina, méaraavét ver-
kot itseasiassa avaruuden topologian.

Néaytetddn seuraavaksi, ettd verkot médrdavat myos funktion jatkuvuuden.

Jos f: X — Y on kuvaus avaruudesta X avaruuteen Y, niin on hyva muistaa, etti
f on jatkuva pisteessd a € X, jos ja vain jos kaikille pisteen f(a) € Y ympéristoille
A C Y alkukuva f~'(A) C X on pisteen a ympéristd. Kuvaus f on jatkuva, jos

3Joukon A sulkeuma A koostuu joukon A kosketuspisteisté.
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se on jatkuva kaikissa méérittelyjoukkonsa pisteissid. Seuraavassa lauseessa on myos
hyvé huomata, etti jos (z4)aep on verkko avaruudessa X, niin (f(x4))aep on verkko
avaruudessa Y.

Huomaa, ettéd lauseen jonovastineen ensimméinen puoli todistettiin lauseen 1.4
kohdassa (1). Verrattaessa todistuksia toisiinsa, voidaan huomata, ettd ne ovat hyvin
samankaltaisia. Ero on ldhinné siind, ettd metriset késitteet ovat vaihtuneet topolo-
gisiin vastaaviin, esimerkiksi pallot yleisiin ympéaristoihin.

LAUSE 2.13. Kuvaus f: X — Y avaruudesta X avaruuteen'Y on jatkuva pisteessd
a € X, jos ja vain jos verkon (To)acp Supetessa pisteeseen a, verkko (f(Za))aen
suppenee pisteeseen f(a) € Y.

Tobistus. Olkoot X ja Y avaruuksia ja f: X — Y kuvaus.

Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva ja (x4)aep avaruuden X verkko, joka suppenee
pisteeseen a € X. Olkoon V pisteen f(a) € Y ympéristd. Koska f on jatkuva, on
f~H(V) pisteen a ympéristo. Verkko (4 )qep Suppenee pisteeseen a, joten on olemassa
B € D siten, ettid x, € f~1(V) kaikille a € D, joille o > 3. Siispé f(z4) € V kaikille
a € D, joille « > . Koska V on pisteen f(a) mielivaltainen ympéristo, tarkoittaa
tama, ettd f(x,) — f(a).

Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikille verkoille (z4)aep, joille x, — a, pitee
f(xs) — f(a). Jos f ei ole jatkuva, on olemassa avoin joukko V' C Y, jolle f~1(V) ei
ole avoin. Siispd méiritelmin mukaan X \ f~!(V) ei ole suljettu. Koska X \ f~(V)
ei ole suljettu, on lauseen 2.12 nojalla olemassa joukon X \ f~1(V) verkko (z4)acp,
joka suppenee pisteeseen y € f~1(V). Koska joukko V on avoin, on Y \ V suljettu.
Verkko (f(Z4))aep on joukossa Y \ V| joten lauseen 2.12 mukaan se ei suppene mi-
hinkdén joukon V' pisteeseen, ja erityisesti f(z,) ei suppene pisteeseen f(y). TAma
on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten kuvauksen f on oltava jatkuva. O

2.5. Kompaktiuden karakterisointi verkoilla

Kompaktius on kolmas téarkeistd topologisista kisitteisté, joita ei voi karakteri-
soida yleisesséd topologisessa avaruudessa tavallisten jonojen avulla. Néytetddn seu-
raavaksi, ettd verkkojen avulla se on mahdollista. Tétd ennen esitellidan tulokselle
oleellinen aliverkon késite, jota ei vield olla nostettu esille.

Kerrataan ensin osajonon késitettd. Jono (yx)keny on jonon (x,),en 0sajono, jos
on olemassa aidosti kasvava funktio N: N — N siten, ettd y, = xy, kaikille £ € N.
Toisin sanoen, jono (yx)ken o0 jonon (z,),en 0sajono, jos alkuperiinen jono voidaan
ilmaista yhdistettyné funktiona y = x o N. Funktion N roolina on paattda, mitka
indeksit alkuperéisestd jonosta otetaan mukaan osajonoon. Esimerkiksi kdyttamalla
funktiota N (k) = 2k osajonoon tulisi mukaan vain alkuperéisen jonon parilliset indek-
sit. Huomaa, ettd N voidaan tulkita myos jonona, ja usein kdytetdédnkin jonomaista
notaatiota N (k) = Ny.

Verkkoja maériteltdessd korvattiin jonon méirittelyjoukko suunnatulla joukolla.
Aliverkkoa méériteltaessé olisi toivottavaa padstd samanlaiseen muotoiluun kuin osa-
jonolla. Niinpd korvataan nyt osajonon maééritelméssa funktion N méérittely- ja
maalijoukot suunnatuilla joukoilla. Ehto “funktio N on aidosti kasvava” korvataan
viahemmén rajoittavalla ehdolla: kun o on suuri, myos N, on suuri.
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MAARITELMA 2.14. Verkko (yg)ser on verkon (x4)aep aliverkko, jos on olemassa
funktio N : E — D siten, etté
(1) y=x 0o N (tai y, = zy, kaikille a € E) ja
(2) kaikille 5 € D on olemassa a € F siten, ettd ehdosta w > a seuraa N, > .

HuomAuTUS 2.15. Aiemmin todettiin, ettéd kaikki jonot ovat verkkoja. Nyt voi-
daan selvisti ndhdé, ettd jonon osajono on aina aliverkko. Kéénteinen tulos ei pade:
aliverkko ei ole aina osajono. Esimerkiksi (1,1,2,2,3,3,...) on jonon (1,2,3,...) ali-
verkko mutta ei osajono: Funktio N: N — N, N(k) = 1 + | 4], missd [£] tarkoittaa
luvun g kokonaisosaa, toteuttaa edellisen mééritelmén ensimméisen ehdon, joka on
sama my0s osajonon madritelméssa. Selvisti se ei kuitenkaan ole aidosti kasvava,
mutta se toteuttaa ehdon (2) aliverkon mééritelméassa.

Aliverkon mééritelmésté seuraa tiarked ominaisuus: jos verkko (z4)aep suppenee
pisteeseen a, niin myo6s kaikki sen aliverkot suppenevat pisteeseen a.

Varsinaisen tuloksen todistamiseen tarvitaan vield kolme lemmaa. Lisdksi tarvi-
taan verkon kosketuspisteen késitettd. Ennen tdmén méérittelemistd otetaan kayt-
t66n apukésite: sanotaan, ettd avaruuden X verkko (z,)aep on toistuvasti joukossa
A C X, jos kaikille 8 € D on olemassa a € D siten, ettd a > [ ja x, € A.

MAARITELMA 2.16. Olkoon X avaruus. Piste a € X on verkon (z4)aep kosketus-
piste, jos verkko (x4)aep on toistuvasti kaikissa pisteen a ympéristoissé.

Verkon kosketuspiste on siis piste, joka on ddrettomén lahelld verkkoa siind mieles-
sd, ettd verkko saadaan mielivaltaisen lahelle kyseista pistettd. Verkon kosketuspiste
on siis verrattavissa aiemmin méaériteltyyn joukon kosketuspisteeseen. Kosketuspiste
eroaa verkon rajapisteestd, silla verkon indeksin kasvaessa verkon alkioiden ei tarvitse
olla vdhintdan yhté ldhelld kosketuspistettd. Toisin sanoen verkko voi vililla karata
kosketuspisteen laheisyydestd, kunhan se jollain suuremmalla indeksilld palaa takai-
sin. Kuvassa 1.1b esitettiin jono, jolla on kosketuspiste 2, mutta jono ei kuitenkaan
suppene tiahén pisteeseen.

LEMMA 2.17. Olkoot (24)aep verkko avaruudessa X ja A joukkokokoelma siten,
etti verkko (xq)aep on toistuvasti kaikissa kokoelman A joukoissa ja minkd tahansa
kahden kokoelman A joukon leikkaus sisdltdd jonkin kokoelman A joukon. Tdlloin on
olemassa verkon (Ta)acp aliverkko, joka on lopulta kaikissa kokoelman A joukoissa.

TobisTus. Olkoon (4)q.ep verkko avaruudessa X ja A joukkokoelma siten, etta
viitteessa esitetyt ehdot toteutuvat.

Koska kokoelman A minké tahansa kahden joukon leikkaus siséltda jonkin ko-
koelman A joukon, on kokoelma A suunnattu relaatiolla C. Olkoon E = {(a, A) |
a€ DA€ Ajax, € A}. Suunnataan joukko E seuraavasti: (o, A) > (8, B), jos
a > [ ja A C B. Talloin joukko E tosiaan on suunnattu joukko, silld maaritelmén 2.1
kohdat (1) ja (2) toteutuvat selvésti, ja kohdan (3) todentamiseksi riittdd huomata,
ettd jos (a, A), (5, B) € E, niin on olemassa w € D ja C € A, joille w > a, w > f ja
C Cc An B. Tallsin (w,C) > (o, A) ja (w,C) > (8, B).

Madritelladn seuraavaksi funktio N: E'— D, N(«a, A) = a. Naytetédén, ettd x o N
on verkon N aliverkko. Ma&ritelmén 2.14 kohta (1) on triviaalisti totta, joten riittda
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todentaa méaaritelman kohta (2). Olkoot tdtd varten § € D ja A € A. Oletuksen
nojalla verkko z, on toistuvasti joukossa A, joten on olemassa o € D siten, etté
a > fjax, € A. Néin ollen joukon E méairitelmén nojalla (a, A) € E. Olkoon nyt
(w,U) € FE siten, ettd (w,U) > (o, A). Talloin siis mééritelmén mukaisesti w > «
ja U C A. Téasta seuraa, etti N(w,U) = w > a > . Néin ollen méaéaritelmén 2.14
kohdat (1) ja (2) patevit, ja z o N on verkon z, aliverkko.

Olkoon seuraavaksi Ag € A. Oletuksen nojalla verkko (z,)aep on toistuvasti
joukossa Ay, joten on olemassa oy € D siten, ettd z,, € Ap. Niin ollen ey =
(g, Ag) € E. Olkoon nyt e = (a, A) € E ja e > eg. Télloin

(xo N)(e) =z(N(a,A)) = z(a) € A C Ap.
Toisin sanoen x o N on lopulta joukossa Aj. O

LEMMA 2.18. Avaruuden X piste a on verkon (x4)aep kosketuspiste, jos ja vain
jos jokin verkon (x4)aep aliverkko suppenee pisteeseen a.

TobpisTus. Olkoon a € X ja (x4)aep verkko avaruudessa X.

Oletetaan ensin, ettd a on verkon (x,).cp kosketuspiste. Olkoon U pisteen a kaik-
kien ymparistojen kokoelma. Té&lloin joukoille Uy, Uy € U pétee Uy N Uy € U. Liséksi,
koska a on verkon (z,)a.ecp kosketuspiste ja kokoelman U joukot ovat pisteen a ym-
péristojé, on verkko (z,)aep toistuvasti jokaisessa kokoelman U joukossa. Edellisen
lemman ehdot toteutuvat, ja saadaan, ettd verkolla (x,)qep on olemassa aliverkko, jo-
ka on lopulta kaikissa kokoelman U joukoissa. Koska kokoelma U on pisteen a kaikkien
ympaéristdjen joukko, tarkoittaa tdma, ettéd aliverkko suppenee pisteeseen a.

Oletetaan seuraavaksi, etté jokin verkon (z,)aep aliverkko suppenee pisteeseen a.
Jos a ei ole verkon kosketuspiste, on olemassa pisteen a ympéristd U siten, ettd verkko
(Za)aep €l ole toistuvasti joukossa U. Edellinen on yhtépitdvad sen kanssa, ettd verkko
(Za)aep on lopulta joukossa X \ U. Néin ollen my6s verkon (z,)acp jokainen aliverkko
on lopulta joukossa X \ U ja siten a ei voi olla minkdén aliverkon rajapiste. Tamé& on
ristiriidassa oletuksen kanssa, joten pisteen a on oltava verkon kosketuspiste. U

Seuraava lemma késittelee avaruuden kompaktiutta, joten kerrataan lyhyesti, mi-
td kompaktiudella tarkoitetaan. Euklidisissa avaruuksissa joukko on kompakti, jos ja
vain jos se on suljettu ja rajoitettu. Yleisessé topologisessa avaruudessa suljettu ja ra-
joitettu joukko ei valttdamaéatta ole kompakti. Taméan vuoksi kompaktius méaritellaan
yleensé avoimien peitteiden avulla: avaruus (tai joukko) on kompakti, jos sen jokai-
sella avoimella peitteelld on aérellinen osapeite. Toisin sanoen, jos kompakti avaruus
peitetdédn avoimilla joukoilla, voidaan jollakin tavalla valikoiden osa néisté jattaa pois,
kunnes jéiljelld on dérellinen méaéra peittdavia joukkoja. Néin saadaan aikaan osapeite,
joka edelleen peittdd koko avaruuden. Kuva 2.3 havainnollistaa tilannetta. Tésséd on
tosin huomattava, etté peittdavia joukkoja voi olla myos ddreton madra.

Edelld kompaktiutta karakterisoi avaruuden avoin peite, siis kokoelma avoimia
joukkoja. Koska avoimet ja suljetut joukot ovat tiivisti yhteydessé toisiinsa, voi juo-
lahtaa mieleen, miten kompaktius liittyy suljettuihin joukkoihin. Yhteys todella on
olemassa, ja se nostetaan esille seuraavassa lemmassa. Ensin kuitenkin méaritelmaé:
sanotaan, ettd joukkokokoelmalla F on ddrellisten letkkausten ominaisuus, jos kokoel-
man F jokaisen dérellisen alikokoelman siséltédmien joukkojen leikkaus on epétyhja.
Néin saadaan:
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(A) Avoin peite. (B) Avoimen peitteen dérellinen osapeite.

Kuva 2.3. Kompakti avaruus.

LEMMA 2.19. Avaruus X on kompakti, jos ja vain jos jokaisella avaruuden X
dadrellisten leikkausten ominaisuuden toteuttavalla kokoelmalla suljettuja joukkoja on
epdtyhjd leikkaus.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd avaruus X on kompakti ja ettd F on kokoelma
suljettuja joukkoja, joiden leikkaus on tyhja. Koska leikkaus on tyhja, saadaan De
Morganin lakien nojalla X = X \ (per £ = Uper(X \ F). Koska joukot F' € F
ovat suljettuja, ovat joukot X \ F,F' € F, avoimia. Niin ollen {Jp.-(X \ F') on
avaruuden X avoin peite. Koska X on kompakti, on télld peitteelld olemassa dérellinen
osapeite, eli toisin sanoen on olemassa a#rellinen mééra joukkoja Fi, ..., F, siten, etté
Ui (X \ F;) = X. De Morganin laeista saadaan (;_, F; = 0, eli kokoelmalla F ei ole
adrellisten leikkausten ominaisuutta.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd kaikilla avaruuden X &érellisten leikkausten ominai-
suuden toteuttavalla kokoelmalla suljettuja joukkoja on epétyhjé leikkaus. Olkoon C
avaruuden X avoin peite, jolloin F = {X \ U | U € C} on kokoelma suljettuja jouk-
koja. Koska C on avaruuden X peite, on X = |J o C, joten De Morganin lakien
avulla saadaan (\oeo(X \ C) = Nper F = 0. Oletuksen nojalla kokoelmalla F ei
ole adrellisten leikkausten ominaisuutta, joten on olemassa dérellinen méara joukkoja
Fi,...,F, € F siten, ettd (;_, F; = (i, (X \ U;) = 0. De Morganin lacista saa-
daan (J;_, U; = X, eli toisin sanoen {Uj, ..., U,} on alkuperiisen peitteen &érellinen
osapeite, joka edelleen peittid koko avaruuden X. Siispd X on kompakti. U

Niin voidaan lopulta esittdai itse padtulos:

LAUSE 2.20. Avaruus X on kompakti, jos ja vain jos jokaisella avaruuden X
verkolla on aliverkko, joka suppenee johonkin avaruuden X pisteeseen.

Tobistus. Olkoon X avaruus. Lemman 2.18 nojalla riittdéd todistaa, ettd X on
kompakti, jos ja vain jos jokaisella verkolla avaruudessa X on kosketuspiste.

Oletetaan ensin, ettd X on kompakti. Olkoon (x4)aep verkko avaruudessa X. Ol-
koon M, = {zp | f > a} C X kaikille & € D. Koska D on suunnattu relaatiolla >,
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on kokoelmalla {M,, | « € D} &dérellisten leikkausten ominaisuus, ja siten myos ko-
koelmalla {M, | « € D} on #érellisten leikkausten ominaisuus. Koska X on kompakti
ja koska kokoelmalla {M, | o € D} on #érellisten leikkausten ominaisuus, on lemman
2.19 nojalla olemassa p € (), M,. Niytetiin seuraavaksi, etté p on verkon (74 )aecp
kosketuspiste. Olkoon U pisteen p ympéristo ja ag € D. Koska p € ﬂaeDm, on
p € M,,. Siispi M,, NU # (), joten on olemassa 8 € D siten, ettid 8 > ag ja 75 € U.
Téten verkko (x,)aep On toistuvasti pisteen p jokaisessa ympéristossé eli p on verkon
(Za)aep kosketuspiste.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd kaikilla avaruuden X verkoilla on kosketuspiste. Ol-
koon F suljettujen joukkojen kokoelma, jolla on dérellisten leikkausten ominaisuus.
Olkoon G kokoelma kaikista kokoelman F joukkojen &arellisistd leikkauksista. T4al-
16in myos kokoelmalla G on aérellisten leikkausten ominaisuus. Koska F C G, riittaa
néyttis, ettd [\,eg G # 0. Kahden kokoelman G joukon leikkaus kuuluu kokoelmaan
G, joten G on suunnattu relaatiolla C. Mééritelladn verkko (zg)geg siten, ettd pis-
te zg € G jokaiselle G € G *. Oletuksen nojalla verkolla (rg)geg on kosketuspiste
p € X. Olkoot nyt Go,G € G siten, ettd G C Gq. Téalloin z¢ € G C Gy. Siispé
(xg)geg on lopulta joukossa Gg. Koska G on suljettu, on lauseen 2.12 nojalla oltava
p € Gy. Koska Gq valittiin mielivaltaisesti, on siis p kaikissa kokoelman G joukoissa
jasiten (Ngeq G # (). Lemman 2.19 nojalla X on kompakti. O

4Valinta-aksiooma mahdollistaa alkioiden z¢ valinnan.



LUKU 3

Filtterit

Edellisessa luvussa esitellyiksi tulleet verkot paikkaavat puutteita, joita tavallisil-
la jonoilla on topologisissa avaruuksissa. Verkot eivéit kuitenkaan ole ainoa jonojen
yleistys. Filtterien avulla paastadn pitkalti samoihin tuloksiin kuin verkkoilla. Tutus-
tutaan seuraavaksi filtterien teoriaan.

Filtterit yleistavit edelleen jonon késitettd. Kun siirryttiin jonoista verkkoihin, ha-
vaittiin, ettd méadrittelyjoukko ja sen jarjestysrelaatio voitiin vaihtaa yleisempéén, ja
ndin saatiin késite, joka kayttaytyy jononkaltaisesti. Verkkojen tapauksessa erityisen
kiinnostuksen kohteena on siis indeksijoukko. Kuitenkin térkein verkkoihin liittyva
késite lienee suppeneminen, ja verkon suppeneminen taas liittyy potentiaalisen raja-
pisteen ympaéristoihin: verkko suppenee pisteeseen, jos se on lopulta kaikissa kyseisen
pisteen ympéristoissia. Miksei siis nostettaisi ympéaristoja suurempaan rooliin?

Filtterit pohjautuvat juuri tdhén ajatukseen. Unohdetaan indeksijoukko ja keski-
tytddn sen sijaan ymparistoihin. Muodostetaan joukkokokoelma, jonka joukot toteut-
tavat tietyt ymparistéjenkin toteuttamat ominaisuudet: mille tahansa pisteen ympé-
ristoille on totta, ettd kahden ympéariston leikkaus on edelleen ympéristo, ja jos jokin
ympaéristd on jonkin joukon osajoukko, niin myos tdmé joukko on pisteen ympéris-
t6. Liséksi luonnollisesti tyhja joukko ei ole minkédén pisteen ympéristo. Nyt voidaan
verrata tiatd kokoelmaa pisteen ympaéristéjen joukkoon: jos pisteen kaikki ympéris-
tot ovat téssd kokoelmassa, niin tdlloin voidaan hyvin ajatella, ettd tdmé kokoelma
“suppenee” kyseiseen pisteeseen.

MAARITELMA 3.1. Kokoelma F joukon X osajoukkoja on filtteri joukossa X, jos
(1) FiNFy Ef, kun Fl,FQ Gf,
(2) GeF, kun F e FjaF C(Gja
(3) 0 ¢ F.

ESIMERKKI 3.2.

(1) Olkoon X avaruus ja x € X. Talloin kaikki pisteen x siséltdvit joukot muo-
dostavat kokoelman, joka on selvésti filtteri.

(2) Pisteen a kaikkien ympéristojen kokoelma A, muodostaa filtterin, jota kut-
sutaan pisteen a ympdristéfiltteriksi. Kokoelman N, osoittaminen filtteriksi
on triviaalia: kuten ylla todettiin, ympéristot toteuttavat méaaritelméan 3.1
ehdot (1)—(3).

(3) Luonnollisten lukujen joukossa kokoelma {A C N | A€ on &irellinen} muo-
dostaa filtterin, jota kutsutaan Fréchet’n filtteriksi. Osoitetaan, ettd kyseinen
kokoelma tosiaan on filtteri. Jos Fy, Fy € F == {A C N | A€ on érellinen},
niin myds Fy N Fy € F, silli yhtalosta (Fy N Fy)C = FC U FS seuraa, etti
(FiNF,)C on ddrellinen (kahden #irellisen joukon yhdiste on aina frellinen).
Jos taas F € F ja F C G jollain joukolla G, niin tilldin myés G € F, silld

21
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yhtilostd G¢ C FC seuraa, ettd G¢ on #drellinen (direllisen joukon osajouk-
ko on aina direllinen). Lopuksi voidaan todeta, ettéd )¢ = N ei ole érellinen,

joten 0 ¢ F.

Vaikka filtterin késite voi ensi ndkeméltd tuntua oudolta, soveltuu késite kuiten-
kin topologisiin avaruuksiin hyvin. Avaruuden topologia on mééaritelty kokoelmaksi
erdanlaisia joukkoja, samoin kuin filtteritkin. Idea n#iden késitteiden takana on siis
samankaltainen.

Filtterien ma&ritelmén perusajatuksena oli unohtaa verkkojen indeksijoukot ja
keskittyd ympéristoihin. Néin ollen ei valttamétta ole heti selva, miten filtterit liit-
tyvét verkkoihin tai jonoihin. Téatd kuitenkin tarkastellaan mychemmin. Filtterien
yhteyttd jonoihin tutkitaan aliluvussa 3.3. Lisdksi luvussa 4 tutkitaan yleisemmin
verkkojen ja filtterien yhteytta.

3.1. Suppeneminen ja avoimuus

Jotta filttereistd voisi olla hyotyéd (erityisesti: jotta ne olisivat jonojen jarkeen-
kiypé yleistys) tdytyy niille mééritelld suppenemisen késite. Kerrataan vield, mité
vastaava késite tarkoittaa verkoilla: mikali verkko suppenee johonkin pisteeseen, téay-
tyy kyseisen verkon olla lopulta jokaisessa rajapisteen ympéristossa. Filtteri puoles-
taan madriteltiin kokoelmaksi joukkoja, jotka jollain lailla muistuttavat ympéristojé.
Nyt voidaan verrata tatd kokoelmaa pisteen ympéristéjen joukkoon: jos pisteen kaik-
ki ympéristot ovat téssd kokoelmassa, niin sanotaan, ettd tdmé kokoelma suppenee
kyseiseen pisteeseen.

MAARITELMA 3.3. Olkoon X topologinen avaruus ja F filtteri joukossa X . Filtter:
F suppenee pisteeseen a € X, jos pisteen a jokainen ympéaristé kuuluu kokoelmaan
F. Usein merkitddn F — a, ja pistettd a kutsutaan filtterin rajapisteeksi.

Aiemmin ollaan néytetty, miten jonot liittyvét térkeisiin topologisiin késitteisiin
metrisissé avaruuksissa. Verkot toteuttivat samat ominaisuudet myos metrisoitumat-
tomissa avaruuksissa. Tésséd luvussa ndytetddn, ettd nédin kdy myos filttereilla. Koska
jatkossa tutkitaan padasiassa samoja ominaisuuksia kuin mité jo verkkojen yhteydes-
sé tehtiin, on lemmat ja lauseet pyritty muutamaa poikkeusta lukuunottamatta esit-
tdméan samanlaisessa muodossa kuin verkkojen yhteydessd samankaltaisten kohtien
vertailtavuuden parantamiseksi.

Aloitetaan ndyttamaélla, miten avaruuden topologia liittyy suppeneviin filttereihin.
Tit# varten otetaan esille seuraava hyodyllinen lemma':

LEMMA 3.4. Olkoot X topologinen avaruus, A C X ja N, pisteen a ympiristifilt-
tert kaikille a € X . Tédlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvit:

(1) Joukko A on avoin.
(2) Kaikille a € A on olemassa ympdristo N, € N, siten, etti N, C A.
(3) A e N, kaikille a € A.

Edellinen lemma kéy hyvin yhteen intuition kanssa. Lemman térkein sanoma on,
ettéd joukko on avoin, jos ja vain jos se on kaikkien pisteidensé ympéristo. Tata faktaa
hyodynnetdin lauseen 2.12 filtterivastineen todistuksessa:

ITodistus on yksinkertainen (seuraa méiritelmistd), ja tdmén vuoksi se sivuutetaan.
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LAUSE 3.5. Avaruuden X osajoukko A on avoin, jos ja vain jos kaikille a € A ja
filttereille F,, joille Fo — a, pdtee A € F,.

Tobistus. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X.

Oletetaan ensin, ettd A on avoin. Olkoot a € A ja F, — a. Koska A on avoin, on
lemman 3.4 nojalla A € N,. Koska F, — a, on N, C F,. Niin ollen A € N, C F,,
eli erityisesti A € F,.

Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikille pisteille a € A ja filttereille F,, joille F, — a,
pitee A € F,. Jos A ei ole avoin, niin lemman 3.4 nojalla on olemassa a € A siten,
ettd A ¢ Nj. Selviisti N — a. Télloin oletuksen nojalla pitéisi olla A € N, miki on
ristiriidassa aiemmin péaétellyn kanssa. O

3.2. Hausdorff-ominaisuus ja jatkuvuus filttereilla

Néytetddn seuraavaksi, ettd funktioiden jatkuvuus topologisessa avaruudessa on
yhteydessa suppeneviin filttereihin. Ensimmaéinen ajatus voisi olla muotoilla lause suo-
raviivaisesti kuten verkoille tehtiin (ks. lause 2.13). Téssé kuitenkin ilmenee ongelma:
jos f : X — Y on funktio ja F filtteri, niin f(F) = {f(F) | F € F} ei vélttamitta ole
filtteri. Ongelman ratkaisemiseksi nostetaan esille filtterikannan késite. Myhemmin
todistettavan lemman 3.14 avulla padstdadn lausetta 2.13 vastaavaan muotoiluun.

MAARITELMA 3.6. Olkoon B kokoelma avaruuden X osajoukkoja. Kokoelma B
on filtterikanta, jos

(1) kaikille By, By € B on olemassa Bs € B siten, ettd B3 C By N By ja
(2) 0 ¢ BjaB+#0.

ESIMERKKI 3.7. Eréis esimerkki filtterikannasta on Fréchet'n filtterin kanta®. Se
koostuu joukoista By, = {n € N | n > k}, missd k € N.

Néytetddn, ettd kokoelma B = {By} tosiaan muodostaa filtterikannan. Olkoot
tiatd varten C,D € B, jolloin C' = {n € N | n > ¢} jollain i € N ja vastaavasti
D ={n € N | n > j}jollain j € N. Valitsemalla £ = {n € N | n > k}, missi
k = max(i,7), patee E C B N C. Maéritelmén 3.6 kohdan (2) ehdot toteutuvat
selvésti.

Filtterikannan hy6ty on siiné, ettd sen avulla on helpompi ilmaista, mitka joukot
muodostavat filtterin: yleensé filtterikanta on pienempi joukko kuin sen muodostama
filtteri. Esimerkki 3.7 valaisee tilannetta: Aiemmin esitelty Fréchet'n filtteri muodos-
tuu kaikista niistd luonnollisten lukujen osajoukoista, joiden komplementti on &érel-
linen. Tarkastelemalla sen sijaan tdmén filtterin kantaa, voidaan osa néisté joukoista
karsia pois. Esimerkin 3.7 mukaisesti erds tdmén filtterin kanta muodostuu joukois-
ta, jotka sisdltavit jostain luonnollisesta luvusta lihtien kaikki loput (eivatkd mui-
ta lukuja). Tétd kokoelmaa on helpompi késitelld, ja on my6s helpompi ymmaértaé,
minkélaisista joukoista kokoelma itseasiassa koostuu.

Jotta filtterikannan késitteesté olisi hyotya, taytyy kuitenkin olla jokin tapa muo-
dostaa filtteri sen kannasta. Tapa on yksinkertainen: filtterikannan muodostama filt-
teri koostuu tésmaélleen niisté joukoista, jotka sisdltévét jonkin filtterikannan joukon.

2Filtterikannan virittdmén filtterin médritelmi annetaan huomautuksessa 3.9. Téssi vaiheessa
tdmén kannan nimeen ei tarvitse kiinnittd4a enempéd huomiota.
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LAUSE 3.8. Jos B on filtterikanta avaruudessa X, niin
F={F|FCX,BCF jollekin B € B}
on filtteri avaruudessa X .

Tobistus. Olkoon B filtterikanta avaruudessa X ja F = {F | F C X,B C F
jollekin B € B}. Osoitetaan, ettéd F on filtteri avaruudessa X.

Olkoon F}y, Fy € F. Télloin siis on olemassa joukot By, By € B, joille By C F} ja
By C F5. Koska B on filtterikanta, on olemassa Bz € B siten, ettd By C By N Bs.
Koska BiN By C By C Fy ja BiN By C By C Iy, on By C F} ja By C F5. Siispd myo0s
Bs CFlﬂFQjataten FiNF, e F.

Olkoon sitten F' € F ja F' C G C X. Talloin on olemassa B € B siten, ettd
B C F C G. Tallin myos G € F.

Lopuksi voidaan todeta, ettéa koska () ¢ B, on myos ) ¢ F.

Madritelmén 3.1 kaikki ehdot pétevit, joten F on filtteri avaruudessa X. U

HuomaAuTUs 3.9. Edellisen lauseen mukaista filtterid F kutsutaan filtterikannan
B virittamdaksi filtteriksi. Huomaa, etté filtterin filtterikanta ei valttdmatta ole uniikki:
monikin filtterikanta voi virittda saman filtterin.

ESIMERKKI 3.10. Aiemmin esille nostettu Fréchet'n filtterin kanta on jarkevasti
nimetty, silld se virittid esimerkissé 3.2 mainitun Fréchet'n filtterin®. Néytetéiin tamé
seuraavaksi. Halutaan siis osoittaa, ettd yhtélo

{A C N | A® on dérellinen} = {F | F C X, B C F jollekin B € B},

missd B on esimerkissé 3.7 esitelty Fréchet'n filtterin kanta, on tosi. Todistetaan véite
osoittamalla, ettd inkluusio péatee molempiin suuntiin.

Olkoon ensin A € {A € N | A€ on #iirellinen}. T&llsin A€ on &érellinen, joten
on selvaa, ettd joukon A on jostain luonnollisesta luvusta lahtien siséllettava kaikki
loput. Siis on olemassa By, € B siten, ettii B, C A. Niiin ollen A € {F|FCX,BCF
jollekin B € B}.

Olkoon sitten F' € {F | F'C X,B C F jollekin B € B}. Téllsin on olemassa
By, € B siten, ettd By C F. Tama tarkoittaa, ettd joukko F sisaltid kaikki luon-
nolliset luvut jostain luonnollisesta luvusta £ ldhtien. Néin ollen joukon F€ on oltava
dérellinen. Siispi F' € {A € N | A€ on #érellinen}.

Tésta lahtien melkein kaikki filttereitd koskevat lauseet esitetdédn péadasiassa filt-
terikantojen avulla. Tamé tehdaédn sen vuoksi, ettd nédin padstddan aavistuksen verran
kiatevampéaan esitykseen. Téastd ei muodostu ongelmaa, silla filtterikannoista péads-
taan helposti vastaaviin filttereihin?. Kun puhutaan filtterikannan suppenemisesta,
tarkoitetaan silla itseasiassa vain filtterikannan virittdman filtterin suppenemista.

MAARITELMA 3.11. Olkoon X topologinen avaruus ja B filtterikanta joukossa
X. Filtterikanta B suppenee pisteeseen a € X, jos filtterikannan B virittama filtteri
suppenee pisteeseen a. Usein merkitadn B — a, ja pistettd a kutsutaan filtterikannan
rajapisteeksi.

3Tosin tissikin pitdd muistaa, ettd kyseinen kanta ei ole Fréchet’n filtterin ainoa mahdollinen

kanta.
Lissiksi on hyvd huomata, etti jokainen filtteri on myds filtterikanta.
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HuomAuTUs 3.12. Edellisen méaritelméan kanssa on yhtéapitavas, etta filtterikan-

ta B — a, jos jokaiselle pisteen a ympaéristélle U on olemassa joukko B € B siten,
ettdi BCU.

Hausdorffin avaruuksien yhteytté filttereihin ei tahdn mennessé olla vield tutkittu,
silld tuloksen todistuksessa hyodynnetéén filtterikantoja. Otetaan tulos tédssé vaihees-
sa esille. Ndin saadaan samalla esimerkki filtterikantojen kéytosté.

LAuse 3.13. Avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos ja vain jos avaruuden X
filttereilld on korkeintaan yksi rajapiste.

Tobistus. Olkoon X avaruus.

Oletetaan ensin, ettd X on Hausdorffin avaruus ja ettéd on olemassa filtteri F, jolle
F — a ja F — b siten, ettd a # b. Koska X on Hausdorffin avaruus, on olemassa
pisteiden a ja b ympéristot U ja V, joillea € U,b € V jaUNV = (). Koska F suppenee
seké pisteeseen a etté pisteeseen b, patee U,V € F. Néin ei voi kuitenkaan olla, sill&
muutoin UNV = () € F, miki ei voi pitdi paikkansa, silld F on filtteri. Siispa kaikilla
avaruuden X filttereilld on korkeintaan yksi rajapiste.

Oletetaan sitten, ettd X ei ole Hausdorffin avaruus. Naytetddn, ettd talloin on
olemassa avaruuden X filtteri, joka suppenee ainakin kahteen pisteeseen. Koska ava-
ruus X ei ole Hausdorffin avaruus, on olemassa pisteet a,b € X siten, ettid kaikki
pisteen a ympéristot leikkaavat kaikkia pisteen b ympéristoja. Olkoon B ={UN V|
U on pisteen a ympéristo ja V' on pisteen b ympéristo}. Télloin B on filtterikanta, sil-
14 jos UyNVy € B,Uy NV, € B, niin (U1 NV)N(UaNVa) = (U NU) N (ViNVs) € B,
koska pisteen a ympéristojen U; ja Uy leikkaus on pisteen a ympéristo ja vastaavasti
pisteen b ympéristojen V; ja V5 leikkaus on pisteen b ympéaristo.

Koska mille tahansa pisteen a ympéristolle U patee U = U N X ja X on pis-
teen b ympéristo, sisdltyvit pisteen a kaikki ympéristot kokoelmaan B. Téten siis
filtterikannan B virittdmaé filtteri suppenee pisteeseen a. Vastaava péadttely voidaan
esittdd myoOs pisteen b suhteen. Nainpé filtterikannan B virittdmé filtteri suppenee
sekd pisteeseen a etté pisteeseen b. 0

Palataan nyt jatkuvuuden ja filtterien suppenemisen yhteyden tutkimiseen. Todis-
tetaan ensin lemma, jonka vuoksi filtterikannat alunperin esiteltiin, ja tdmén jalkeen
siirrytdén varsinaiseen tulokseen.

LEMMA 3.14. Jos f: X — Y on funktio ja B on filtterikanta avaruudessa X, niin
f(B)=A{f(B) | B € B} on filtterikanta avaruudessa Y .

Tobistus. Olkoon f: X — Y funktio avaruudesta X avaruuteen Y ja B filtteri-
kanta avaruudessa X. Koska B on filtterikanta, on () ¢ B. Néin ollen myos () ¢ f(B).
Olkoon Fy, Fy € f(B). Télloin on olemassa joukot By, By € B, joille f(B;) = F} ja
f(Bs) = F». Koska B on filtterikanta, on olemassa B3 € B siten, etta By C By N Bs.
Néin ollen f(B3) C f(B1 N By) C f(B1) N f(Bs2). Méaritelméan 3.6 ehdot toteutuvat,
joten f(B) on filtterikanta. O

LAUSE 3.15. Kuvaus f: X — Y avaruudesta X avaruuteen'Y on jatkuva pisteessd
a € X, jos ja vain jos filtterikannan B supetessa pisteeseen a, filtterikanta f(B)
suppenee pisteeseen f(a) € Y.°

SFunktio f on jatkuva, jos se on jatkuva kaikissa maérittelyjoukonsa pisteissi.
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TobisTtus. Olkoon f kuvaus avaruudesta X avaruuteen Y.

Oletetaan ensin, ettd f on jatkuva ja B filtterikanta, joka suppenee pisteeseen
a € X. Olkoon U C Y pisteen f(a) ympéristé. Funktion f jatkuvuuden nojal-
la f~5(U) on tlloin pisteen a ympéristd. Koska B suppenee pisteeseen a, on huo-
mautuksen 3.12 nojalla olemassa joukko B € B siten, etti B C f~}(U). Nyt siis
f(B) € f(B) ja f(B) C U. Niin ollen huomautuksen 3.12 nojalla filtterikanta f(5)
suppenee pisteeseen f(a).

Oletetaan seuraavaksi, ettd kaikille a € X ja filtterikannoille B avaruudessa X
ehdosta B — a seuraa f(B) — f(a) ja osoitetaan, ettd f on jatkuva. Olkoon V C Y
avoin ja a € f~1(V). Pisteen a ympéristofiltteri® N, suppenee pisteeseen a, joten
oletuksen nojalla f(N,) suppenee pisteeseen f(a). Joukko V on avoimena joukkona
pisteen f(a) ympéristé. Néin ollen huomautuksen 3.12 nojalla on olemassa joukko
B € f(N,) siten, ettd B C V. Koska B € f(N,), on olemassa N € N, siten, ettd
B = f(N). Siten f(N) C V ja N C f~'(V). Niinp4 kaikilla joukon f~!(V') pisteilld
on joukkoon f~1(V) sisdltyvd ympéristd, ja lemman 3.4 kohdan (2) nojalla f~(V)
on avoin. Néin ollen f on jatkuva. O

3.3. Jonot ja filtterit

Pyséhdytain hetkeksi miettiméén tarkemmin, misté filttereistd on itseasiassa ky-
symys. Verkkoja konstruoidessa yhteys jonoihin tuli selvésti ilmi: tuolloin riitti muo-
kata jonojen madarittelyjoukkoa yleisemmaksi, ja ndin saatiin késite, joka nayttaa jo-
nolta ja kayttaytyy kuin jonot. Filtterit puolestaan méériteltiin abstraktimmin: filtte-
ri on joukkokokoelma, joka tayttéaa tietyt ehdot. Vaikka filtteri on abstraktimpi késite
kuin jono, on yhteys jonoihin kuitenkin olemassa. Tarkastellaan lyhyesti tata yhteytta
ennen kuin siirrytddn tutkimaan, miten kompaktius liittyy filttereihin.

T#ta varten tarvitaan aiemmin esimerkkiné (esimerkki 3.2 kohta (3)) kaytettya
Fréchet'n filtterié, joten kerrataan ensin sen méaritelmé: luonnollisten lukujen Fréc-
het'n filtteri on kokoelma {A C N | A® on #érellinen}. Kyseinen filtteri koostuu siis
joukoista, jotka siséltdvét jostain luonnollisesta luvusta lahtien kaikki loput luonnol-
liset luvut (ja mahdollisesti myos muita pisteitéd, vertaa esimerkissd 3.7 esitettyyn
Fréchet'n filtterin kantaan).

Nostetaan vield esiin huomio: jos F on filtteri avaruudessa X ja f: X — Y funktio,
niin f(F) on filtterikanta avaruudessa Y. Tamé seuraa suoraan lemmasta 3.14 ja
yksinkertaisesta havainnosta, etté filtteri on aina myos filtterikanta. Tésta péadstadn
alkeisfiltterin maéritelméaan:

MAARITELMA 3.16. Olkoot x: N — X jono avaruudessa X ja .7% luonnollisten
lukujen Fréchetn filtteri. T#lloin jonoon (w,) liitetty alkeisfiltteri x(F)" on filtteri-

~

kannan x(F) virittdma filtteri.

Mité edellinen méaéritelmé kertoo? Ensinnédkin, mééritelméssé jono (z,,) pitda aja-
tella funktiona z: N — X. Niinpi filtterikanta x(F) koostuu joukoista x(A), missi
A C N ja A€ on #iirellinen. Filtterikanta koostuu siis joukoista jonon (z,,) pisteité,
siten etté jostakin indeksista ldhtien kaikki loput jonon (x,) pisteet (ja mahdollises-

ti my6s muita jonon pisteitd) ovat mukana. Tamén filtterikannan virittdma filtteri

SHuomaa: pisteen ympéristofiltteri on myos filtterikanta.
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koostuu kaikista joukoista, jotka sisdltdvét jonkin filtterikannan joukon. N&in ollen
paddytaén siihen, ettd jonoon (x,) liitetylla alkeisfiltterilld tarkoitetaan kokoelmaa

2(F)T = {M c X | jonon (z,) alkioille pitee x, € M kaikilla paitsi
ddrellisen monella n € N}.

Liséksi havaitaan, ettd ehto “jonon alkioille patee x,, € M kaikilla paitsi dérellisen
monella n € N” on ekvivalentti jonojen ja verkkojen yhteydessd kaytetyn “lopulta”-
kiisitteen kanssa’. Niin ollen edellinen voidaan tiivistii muotoon

2(F) = {M c X | jono (z,) on lopulta joukossa M}

Mitéa hyotya jonoon liitetystéd alkeisfiltteristé sitten on? Edellda paddyttiin vaih-
toehtoiseen méaritelméaan késitteelle. “Lopulta’-muotoilusta voidaan péételld, etta
jonoon liitetty alkeisfiltteri on yhteydessé jonon suppenemiseen. Seuraava lause onkin
ilmeinen:

LAUSE 3.17. Jonoon liitetty alkeisfiltteri suppenee pisteeseen a € X, jos ja vain
jos vastaava jono suppenee pisteeseen a € X.

TobisTus. Olkoon (1) jono avaruudessa X ja z(F)' jonoon liitetty alkeisfiltteri,

Oletetaan ensin, ettd (z,) suppenee pisteeseen a € X. Talloin madritelmén mu-
kaisesti (x,) on lopulta pisteen a jokaisessa ympéristossé, ja ndinpé pisteen a kaikki
ympéristot ovat kokoelmassa x(F)t = {M C X | jono (x,) on lopulta joukossa M}.
Niin ollen z(F)! — a.

Oletetaan seuraavaksi, etté x(]:" )T suppenee pisteeseen a € X. Téllsin pisteen a
kaikki ympéristot ovat kokoelmassa :E(]:" )T. Siten jono (z,,) on lopulta kaikissa pisteen
a ymparistoissa eli x, — a. O

Edellisen lauseen mukaisesti jonoilla ja filttereilld on selkeéd yhteys. Annetusta
jonosta voidaan konstruoida filtteri (jonoon liitetty alkeisfiltteri), jonka suppenemis-
kayttdytyminen on sama kuin alkuperéiselld jonolla. Vaikka siis filtterin maaritelma
vaikuttaa abstraktilta, on késite kuitenkin kidyttokelpoinen myos yksinkertaisemmissa
avaruuksissa, kuten luonnollisten lukujen joukossa.

3.4. Kompaktius filttereilla

Jatetddn jonot hetkeksi sikseen ja palataan vield filtterien kasittelyyn. Viimeise-
né tutkitaan kolmatta térked# yhteytta filtterien ja topologisten avaruuksien vélilla:
kompaktiutta. Tétd ennen tarvitaan kuitenkin vield muutamaa filttereihin liittyvia
tulosta seké filtterikannan kosketuspisteen méaéritelmas.

LEMMA 3.18. Kaikilla filtterikannoilla on darellisten leikkausten ominaisuus.

Tobistus. Filtterikannan méaéritelmén nojalla kahden filtterikantaan kuuluvan
joukon leikkaus on epétyhja. Haluttu tulos saadaan induktiolla. O

LEMMA 3.19. Jos avaruuden X kokoelmalla A on darellisten leikkausten ominai-
suus, niin kokoelma B = {NaecrAa | Aa € A, I on ddrellinen} on filtterikanta.

"Katso méritelm 1.2.
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TobisTus. Olkoon A kokoelma, jolla on dérellisten leikkausten ominaisuus, ja
B = {Nuecrlas | Aa € A, I on dérellinen}. Koska kokoelmalla A on dérellisten leik-
kausten ominaisuus, on () ¢ B, ja lisiksi jos By, By € B, on By N By # (). Koska liséiksi
By N By € B, voidaan maaritelméan 3.6 merkinnoin valita Bs = By N By. Kokoelma B
on siis filtterikanta. U

MAARITELMA 3.20. Olkoon B filtterikanta avaruudessa X. Télloin piste a € X
on filtterikannan B kosketuspiste, jos kokoelman B jokainen joukko leikkaa jokaista
pisteen a ymparistoa.

Filtterikannan kosketuspiste on siis késitteend samankaltainen kuin aiemmin esiin
nousseet joukon ja verkon kosketuspisteet. Filtterikannan kosketuspiste on piste, joka
on mielivaltaisen ldhelld filtterikantaa.

Nyt voidaan vihdoin esittda tdmén luvun paétulos.

LAUSE 3.21. Avaruus X on kompakti, jos ja vain jos jokaisella avaruuden X
filtterikannalla on kosketuspiste.

TobisTtus. Olkoon X avaruus.

Oletetaan ensin, ettd X on kompakti. Olkoon B filtterikanta avaruudessa X. Osoi-
tetaan, etté filtterikannalla B on kosketuspiste. Koska B on filtterikanta, on silla &a-
rellisten leikkausten ominaisuus lemman 3.18 nojalla. Néin ollen my6s kokoelmalla
C = {B | B € B}, joka sisiltiii filtterikannan B joukkojen sulkeumat, on myos #i-
rellisten leikkausten ominaisuus. Lisdksi kokoelman C joukot ovat suljettuja, joten
lemman 2.19 nojalla (.. C # 0, erityisesti on olemassa piste a € [\, C. Néin
ollen kokoelman B jokainen joukko leikkaa jokaista pisteen a ympéristod, joten a on
filtterikannan B kosketuspiste.

Oletetaan seuraavaksi, ettd avaruuden X jokaisella filtterikannalla on kosketus-
piste. Olkoon § &éarellisten leikkausten ominaisuuden toteuttava kokoelma suljettu-
ja joukkoja. Avaruuden X kompaktiuden osoittamiseksi riittdd lemman 2.19 nojalla
osoittaa, ettd kokoelman S joukkojen leikkaus on epétyhja. Tamén osoittamiseksi
riittdd nayttad, ettd kokoelman Bg = {NaerSa | Sa € S, on dérellinen} joukkojen
leikkaus on epétyhja. Koska lemman 3.19 nojalla Bg on filtterikanta, on silla ole-
tuksen nojalla kosketuspiste a. Toisin sanoen jokainen kokoelman Bg joukko leikkaa
pisteen a jokaista ympéristod, eli U N B # () kaikille pisteen a ympéristsille U ja
joukoille B € Bs. Néin ollen a on kaikkien joukkojen B € Bg kosketuspiste. Koska
joukot B € Bg ovat dérellisind leikkauksina suljetuista joukoista suljettuja, sisaltavét
ne kaikki kosketuspisteensé, erityisesti pisteen a. Néin ollen Npep B # 0. U

Edella on lyhyesti kédyty lapi filtterien ominaisuuksista johtuvia tuloksia. Téhén
tutkielmaan paétyneet tulokset ovat valikoituneet niin, ettéd saataisiin paljolti samat
tulokset kuin verkkojen tapauksessa. Filtterien hyodyllisyys ei kuitenkaan rajoitu vain
néihin tuloksiin. Niiden avulla saadaan esimerkiksi kohtuullisen yksinkertaisesti to-
distus Tihonovin lauseelle: kompaktien avaruuksien mielivaltainen tulo on kompakti.
Tavallisesti kyseisen lauseen todistus vaatii huomattavasti enemmén tyota. Kiinnos-
tunut lukija voi perehtyé lauseen todistukseen filttereilld 1dhteesta [1] sivulta 88.



LUKU 4

Filtterien ja verkkojen yhteys

Verkkoihin ja filttereihin jonojen yleistyksind tutustuttiin luvuissa 2 ja 3. Molem-
pien avulla pééstiin samoihin tuloksiin: niin kuin jonot metrisissé avaruuksissa, verkot
ja filtterit maaraavat yleisessa topologisessa avaruudessa avaruuden topologian, funk-
tioiden jatkuvuuden sekéd avaruuden kompaktiuden. Koska ndméa molemmat ovat jo-
nojen yleistyksid ja niilla ollaan saatu esitettyéd samat tulokset, on perusteltua pohtia,
onko niilla jokin yhteys toisiinsa.

Vilkaisemalla maédritelmid 2.4 ja 3.3 voidaan vakuuttua siitd, ettd jonkinlainen
yhteys tosiaan on olemassa. Suppeneminen méaéritellaan seké verkoille etta filttereille
hyvin samankaltaisesti. Lisdksi aiemmin luvussa 3.3 16ydettiin ensimmaéinen yhteys
jonojen ja filtterien vililtd: annetusta jonosta voidaan konstruoida filtteri, jonka sup-
peneminen vastaa annetun jonon suppenemista. Koska verkko on késitteend yleistys
jonosta, olisi hyvin luontevaa, ettd vastaavanlainen yhteys olisi myos verkkojen ja
filtterien valill4.

Luvussa 3.3 havaittiin, ettd annetusta jonosta (z,) voidaan konstruoida jonoon
liitetty alkeisfiltteri. Tama filtteri saatiin kuvaamalla luonnollisten lukujen Fréchet'n
filtteria kuvauksella x, ja ndin muodostuneen filtterikannan virittadmaa filtteria kutsu-
taan jonoon liitettyksi alkeisfiltteriksi. Luvussa todettiin, ettéd edellinen havainto voi-
daan  tiivistdd seuraavasti:  jonoon liitetty  alkeisfiltteri on  kokoelma
{M c X | jono (z,) on lopulta joukossa M}. Ilmenee, ettd vastaava konstruktio
toimii myos, jos verkosta halutaan muodostaa filtteri.

LAUSE 4.1. Jos D on suunnattu joukko ja (x4)acp on verkko avaruudessa X, niin
kokoelma F = {A C X | (za)aep on lopulta joukossa A} on filtteri avaruudessa X .

Tobistus. Olkoon X avaruus, D C X suunnattu joukko ja F = {A C X |
(Za)aep on lopulta joukossa A}. Osoitetaan, ettd F on filtteri.

Olkoon Fy, Fy € F. Télloin (x4)aep on lopulta molemmissa joukoissa F) ja Fb.
Toisin sanoen on olemassa (31, 32 € D siten, ettéd kaikille o > [; pétee x, € Fi ja
kaikille o > [, pétee x, € F5. Koska D on suunnattu joukko, on olemassa 5 € D,
jolle B > By ja B > Po. Siispa kaikille o > 3, on x, € F; N F5. Néin ollen (z4)aep on
lopulta joukossa F} N Fy ja siten F} N Fy € F.

Olkoon seuraavaksi F' € F ja F C G C X. Télloin (x4)aep on lopulta joukossa
F. Koska F' C G, on (z,)aep lopulta myos joukossa G. Siispa G € F.

Lopuksi todetaan, ettd () # F, silld yksikéddn verkko ei voi olla lopulta joukossa ().

Koska mééritelmén 3.1 ehdot (1) — (3) toteutuvat, on F filtteri avaruudessa X. O

Edellisen lauseen mukaisesti annettu verkko on aina muunnettavissa filtteriksi.
Té&sséd kohtaa on my6s hyvd huomata, ettd annettu muunnos on siind mielessé jar-
kevi, ettd alkuperiisen verkon ja téstd saadun filtterin suppeneminen ovat tiukasti
yhteydessa toisiinsa: alkuperédinen verkko suppenee, jos ja vain jos verkosta saatu
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filtteri suppenee. Toisin sanoen lauseen 3.17 verkkovastine on tosi. Témén todista-
minen on yksinkertaista: riittdéd korvata lauseen 3.17 todistuksessa jono (z,) verkolla

(Ta)aeD-

Intuitiivisesti voisi ajatella, ettd vastaava muunnos onnistuisi myos toiseen suun-
taan, eli annetusta filtteristd voidaan muodostaa verkko. Néin my6s onkin. Verkkoa
muodostettaessa tosin tulee eteen pieni ongelma: tulisi mééritellda suunnattu joukko,
jolla verkko on mééritelty. Suunnatun joukon voi muodostaa monella eri tavalla, jo-
ten annetusta filtteristd voidaankin muodostaa useita erilaisia verkkoja. Kaikki n&in
muodostetuista verkoista eivat tosin valttamatta ole jarkevia. Jos filtterista halutaan
muodostaa verkko, on loogisesti jarkevaé vaatia, ettd ndin muodostettu verkko sup-
penee tidsmélleen silloin, kun alkuperéinen filtteri suppenee.

Annetaan seuraava lauseessa eréds konstruktio filtteristd verkoksi. Lauseen kohta
(2) osoittaa konstruktion jérkevyyden: muodostetusta verkosta saadaan alkuperédinen
filtteri toistamalla lauseessa 4.1 esitettyéd tapaa. Lisédksi filtteristd rakennetun ver-
kon suppeneminen riippuu alkuperéisen filtterin suppenemisesta (ja toisinkin péin):
alkuperdinen filtteri suppenee, jos ja vain jos siitd rakennettu verkko suppenee.

LAUSE 4.2. Olkoot F filtteri avaruudessa X jo D = {(z,F) | = € F,
F € F}. Suunnataan D mddrittelemalld (zq, Fy) > (xq, Fy), kun Fy C Fy. Olkoon

vield f: D — X funktio, jolle f(x, F) = x katkille (x, F') € D. Tdlloin

(1) (f(x, F))@rep on verkko avaruudessa X ja
(2) F={AC X |(f(z,F))@rep on lopulta joukossa A}.

Tobistus. Olkoot F filtteri avaruudessa X ja D = {(z,F) | z € F,F € F}.
Maarataan joukkoon D suunta asettamalla kaikille (xq, F1), (z2, F3) € D relaatio
> siten, ettd (x1, F1) > (29, F3), kun F} C Fy. Olkoon f: D — X funktio, jolle
f(z, F) = z kaikille (z, F) € D.

(1) Esimerkin 2.2 kohdan (2) nojalla D on suunnattu joukko. Siispé
(f(z, F))(@,rep on verkko avaruudessa X.

(2) Viite on mielekés, silléd lauseen 4.1 nojalla kokoelma {A C X | (f(z, F))(@,rep
on lopulta joukossa A} on ainakin filtteri. Todistetaan viite joukkoinkluusion
avulla.

Olkoon ensin F' € F. Osoitetaan, ettd F' € {A | (f(x,F))@r)jep on
lopulta joukossa A C X'}. Olkoon z € F. Télloin f = (x, F') € D. Nyt kaikille
a=(y,G) € D,joillea > 3, piitee G C F. Siispa f, = f(y,G) =y € G C F,
joten verkko (f(x, F')),mep on lopulta joukossa F.

Olkoon sitten G € {A | (f(z, F))@,rep on lopulta joukossa A C X}.
Talloin (f(x, F)),r)ep on lopulta joukossa G, eli on olemassa 8 = (z, F) €
D siten, etté kaikille « = (z1, F1) € D, joille « >  eli F} C F pétee f, =
f(z1, F1) = 21 € G. Kaikille pisteille y € F pétee ay, = (y, F) > (z, F) = f3,
joten f,, =y € G kaikilla y € F'. Néin ollen F' C G. Koska F on filtteri,
F e Fja F C G, niin my6s G € F. O
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LAUSE 4.3. Olkoot F filtteri avaruudessa X ja (f(x,F))@ rep lauseen 4.2 mu-
kaisesti filtterista F rakennettu verkko. Tdlloin F suppenee pisteeseen a € X, jos ja
vain jos (f(x, F)) @ rep suppenee pisteeseen a € X.

TopisTus. Olkoot X avaruus sekd F, D ja (f(x, F)), rep médritelty samoin
kuin lauseessa 4.2.

Oletetaan ensin, etti F — a € X. Olkoon B pisteen a ympéristo. Lauseen 4.2
kohdan (2) mukaisesti 7 = {A C X | (f(«, F))(,r)ep on lopulta joukossa A}. Kos-
ka F = a € X, on B € F. Siispad (f(x, F))(@,r)ep on lopulta joukossa B. Téten
(f (@, F))(z,ryep — a.

Oletetaan seuraavaksi, etté (f(z, F))(,rep — a € X. Olkoon B pisteen a ympé-
rist6. Talloin (f(z, F'))(w,mep on lopulta joukossa B, ja siispd B € F. O
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