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1 Johdanto

Fraktaalit ovat monimutkaisia ja visuaalisesti mielenkiintoisia, mutta monesti yksinkertai-
sesti rakentuvia matemaattisia objekteja. Fraktaaleja voidaan hyodyntii tietokonegrafiikassa

esimerkiksi monimutkaisten geometrioiden tai tekstuurien proseduraaliseen generoimiseen.

Téssid tutkielmassa kisitellddn joitakin fraktaalien luontiin tietokoneella kéytettyja menetel-
mid. Erityisesti tutkielmaan on valittu késiteltaviksi Mandelbrotin ja Julian joukot ja ite-
roidut funktiojirjestelmit. Lisédksi kaikille valituille fraktaalityypeille esitelldin tarkemmin

kaksi eri menetelmaa.

Kaikki tutkielmassa esiintyvit kuvat ovat tekijin itse luomia. Mandelbrotin ja Julian jouk-
kojen kuvat [2| [3] @, [5 [6] [7] [8] ja [9] on toteutettu GLSL ES -varjostimien avulla. Iteroitujen
funktiojérjestelmien kuvat [I} [I0] ja [IT] on toteutettu JavaScript-kirjastoa Three.js kiyttden.

Samalla menetelmistd tehtiin myds Common Lisp -implementaatiot.

Tutkielman luvussa [2] kerrotaan yleisesti fraktaaleista ja pohjustetaan lyhyesti kompleksilu-
kuja. Luvussa [3|kisitelldsin muutamia menetelmid Mandelbrotin ja Julian joukkojen piirtoon
liittyen. Luvussa 4] esitelldén joitakin iteroitujen funktiojdrjestelmien piirtoon kiytettyjd me-

netelmii. Yhteenveto on luvussa3l



2 Keskeiset kisitteet

Téssd luvussa pohjustetaan jatkon kannalta oleelliset kisitteet eli médritelldén lyhyesti frak-

taalit ja kompleksiluvut.

2.1 Mika on fraktaali

Alun perin sanan fraktaali keksija Mandelbrot (1982) kutsui fraktaaleiksi joukkoja, joiden
Hausdorffin dimensio on aidosti suurempi kuin joukon topologinen dimensio. Tdméd méa-
ritelmd jitti ulkopuolelle monia joukkoja, jotka kuitenkin olisi voitu laskea fraktaaleiksi.

Falconer (2014)) médrittddkin fraktaalit seuraavasti:

Fraktaalilla on yksityiskohtia kaikilla mielivaltaisilla vileill&.

Fraktaali on liian epidsddnnollinen méériteltdviksi tavanomaisilla geometrisilla mééri-

telmilla.

Usein fraktaalissa esiintyy jonkintyyppistd itsesimiliaarisuutta.

Yleensi fraktaalijoukon fraktaalidimensio on suurempi kuin sen topologinen dimen-
sio.

— Fraktaali on usein méiritelty yksinkertaisella tavalla, esimerkiksi rekursiivisesti.

Falconer (2014) huomauttaa liséksi, ettd fraktaaleille ei varsinaisesti ole olemassa yksiselit-
teistd madritelméad. Eri tyyppisid fraktaaleja 16ytyykin monia, ja tdssé tutkielmassa mainitaan

niistd vain muutama.

(a) (b) (c)

Kuvio 1: Iteroitujen funktiojirjestelmien menetelmilli piirrettyjd fraktaaleja.



Tutkielman kannalta edelld mainittujen eri dimensioiden miéritelmié ei tarvitse tuntea, mut-
ta itsesimiliaarisuus on oleellinen ominaisuus iteroiduille funktiojirjestelmille. Jokin muoto
on itsesimiliaarinen, jos sen kokonaismuoto on samanlainen, joko tarkasti tai suurinpiirtein,

kuin kokonaismuodon osien muoto (Falconer 2014).

Esimerkiksi kuviossa [T] olevat Heighwayn lohikddrme (kuvio [Ta), Sierpinskin kolmio (ku-
vio [Ib) ja Pythagoraan puu (kuvio ovat yksinkertaisia fraktaaleja, jotka muodostuvat
samaa alkumuotoa sddnnonmukaisesti toistettaessa. Niiden itsesimiliarisuus on siten selvisti
havaittavissa. Kuviossa 2] on suurennos Mandelbrotin fraktaalista, jossa itsesimiliaarisuus ei
ole yhti selvisti havaittavaa kuin kuvion [T fraktaaleissa. Kuitenkin kuvissa [I]ja [2] esiintyvit

fraktaalit toteuttavat kaikki Falconerin kayttamisti viidestd ehdosta.

Kuvio 2: Erds Mandelbrotin fraktaalin suurennos.

2.2 Kompleksiluvut

Tamin tutkielman luvussa [3| kisitellddn erityisesti erédstd yksinkertaisen kompleksifunktion
muodostamaa fraktaalia (esim. kuviossa[2). Kompleksifunktioita ksiteltdessd tarvitaan komp-

leksilukuja, joilla on omat laskusddntonsi. Jatkossa kompleksilukujen joukkoa merkitddn



kirjaimella C, ja reaalilukujen joukkoa kirjaimella R. Tutkielman tarpeisiin riittdd ymmértaa
kompleksilukujen koostuvan reaali- ja imaginaariosasta ja tuntea ndille muutama laskuséén-

to.

Kompleksiluku z voidaan esittdd muodossa z = x + iy, missd x,y € R ja i on imaginaariyk-

sikko. Lisdksi kompleksiluvut voidaan my®os esittdd vektoreina
z=x+1iy=(x,y). (2.1)

Luku x on kompleksiluvun z reaaliosa ja y imaginaariosa. Tutkielmassa kéytettidvit komplek-
silukujen laskusddnnot ovat tulo- ja summasididnto. Merkitdidn z = a+ib jaw = c+id. Télloin

kompleksilukujen z ja w tulo on
w=(a+ib)(c+id) = (ac —bd)+i(bc+ad), (2.2)

ja summa on

z+w=(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d). (2.3)

Lisiksi tarvitaan kompleksiluvun, myos moduuliksi kutsuttu, itseisarvo

z| = Va®+b>. (2.4)



3 Mandelbrotin ja Julian joukot

Téssd luvussa kisitelldin Mandelbrotin ja Julian joukkojen iterointia ja piirtdmisti, erityisesti
funktiolla
fC:C—>C,fc(z):z2+c,c€C. 3.1

Mahdollista on my®s valita jokin muu funktio f, esimerkiksi f,(z) = ce®.

3.1 Mandelbrotin joukko

Kuvio 3: Funktion z> + ¢ Mandelbrotin joukko etiisyyden estimaattorimenetelmin avulla
piirrettynd.
Mandelbrotin joukko voidaan mééritelld joukkona

M ={ceC: f*0) 4 oo kun k — oo}, (3.2)

missd merkintid f¥(0) tarkoittaa funktion f iteraatiota k kertaa. Toisin sanoen kaikki pisteet
c joiden iteraatiot {f¥(0)}7_, ovat rajoitettuja, kuuluvat Mandelbrotin joukkoon. (Falconer

2014 Peitgen, Jiirgens ja Saupe |2004; Peitgen |1988)
Esimerkiksi jos valitaan ¢ = 0 + {0, niin

£2(0) = FF(f(f(0))) = (((0*+¢)* +¢)* +¢)* +¢c=0 (3.3)
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nihdiin siis selvisti, ettd f¥(0) — 0 kun k — oo eli ¢ € M. Yleisesti funktion f, diretto-
myyteen karkaaminen eli hajaantuminen voidaan havaita, jos jollekin n € N pitee |z,| > 2

(Peitgen, Jiirgens ja Saupe [2004).Mandelbrotin joukon kokonaiskuva nikyy kuviossa 3]

3.2 Julian joukko

Julian joukko voidaan mééritelld monella tavalla, seuraavaksi esitellddn yksi niistd. Olkoon
f: C — C polynomi. Funktion f Julian joukko J(f) on tiytetyn Julian joukon K(f) reuna,

missi
K(f)={z€C: f*2) A =} (3.4)

(Falconer 2014). Lyhyesti sanottuna jos f*(z) iteraatiot hajaantuvat direttomyyteen komplek-

siluku z ei kuulu Julian joukkoon. Kuten aikaisemminkin, £ merkistee iteraatioita.

Julian joukolle kompleksiluvut z ja ¢ alustetaan toisin kuin Mandelbrotin tapauksessa, missi
¢ vastasi koordinaatiston pisteitéd ja z:n alkuarvo oli 0. Julian joukolle ¢ on jokin vakio ja z
vastaa koordinaatiston pisteitd. (Falconer 2014; Peitgen, Jiirgens ja Saupe 2004). Esimerkki

funktion f. Julian joukkosta erdlld c:n arvolla nikyy kuviossa @]

Kuvio 4: Funktion z2 + ¢ Julian joukko etiisyyden estimaattorimenetelmin avulla, kun ¢ =

0.36 +0.09.



3.3 Mandelbrotin ja Julian joukkojen luonti tietokoneella

Kiytinnossi tietokoneella toteutettavassa algoritmissd (ks. esim. algoritmin 2] funktio MAN-
DELBROT) jokaiselle kuvan pisteelle iteroidaan funktion f. arvoja valittuun rajaan N asti.
Iterointi voidaan my0s lopettaa, jos todetaan ettd f. hajaantuu. (Drakopoulos, Mimikou ja
Theoharis [2003; Peitgen, Jiirgens ja Saupe 2004). Koska Mandelbrotin ja Julian joukkoi-
hin kuuluvien pisteiden kohdalla funktio f. ei hajaannu, tdytyy niiden pisteiden kohdalla
iteroida valittuun rajaan N asti. Toisaalta joukkojen ulkopuolella olevien pisteiden kohdalla
ei funktiota f, valttiméttd tarvitse iteroida ldheskdin yhtd pitkddn. Kuitenkin huonoimmas-
sa tapauksessa joudutaan iteroimaan kuvan pisteiden madrd kertaa N. Téstd johtuen arvojen
laskeminen Mandelbrotin ja Julian joukoille on erityisesti hidasta kuvattaessa alueita, jotka
sisdltdvit suuria mairid joukkoihin kuuluvia pisteitd. Tosin menetelmaésti riippuen voi myos
joskus olla toivottavaa havaita mahdollisimman myohédédn arvojen hajaantuminen tai olla ha-
vaitsematta sitd lainkaan. Talloin myos joukkojen ulkopuolella olevien pisteiden laskeminen

hidastuu.

Mandelbrotin tai Julian joukkoa funktiolle f. piirrettdessd kannattaa valita yleensd kuvan
koordinaattien vileiksi jokin vili I ldhelld vélid [—2,2], silld funktiolla f. Mandelbrotin ja
Julian joukot saavat arvoja vain vililld [—2,2] (Peitgen, Jirgens ja Saupe 2004). Toisaalta
joskus voidaan myos haluta visualisoida joukkojen ympiristod, jolloin voi olla hyodyllistd

kdyttdd jotakin suurempaa vilia /.

Algoritmid Mandelbrotin tai Julian joukon piirtoon toteutettaessa halutaan pisteiden kuvau-
tuvan joko johonkin kuvatiedostoon tai suoraan kuvaruudulle. Téll6in kdytossd olevan koor-
dinaatiston viélit riippuvat kuvan korkeudesta ja leveydesti. Kdytdnnossa pitdi siis usein kon-
vertoida koordinaatit kuvan koordinaatiston véliltd J vilille /. (Peitgen |1988]). Normalisoin-
tifunktio on esitettyni pseudokoodina algoritmissi [I] Lisaksi myos kuvasuhteella on vaiku-

tusta, tdlloin voidaan korjata kuvasuhde esimerkiksi kertomalla kaikki leveysakselilla olevat

leveys
korkeus "

arvot jaolla

Mandelbrotin tai Julian joukkoa iteroitaessa ongelmaksi voi tulla merkitsevien lukujen mii-
rin kasvaminen, kuvatessa arvoja pienilld véleilld eli suurentaessa. Tilloin luvut meneviit

nopeasti niin pieniksi, ettd tavalliset liukuluvut eivét pysty esittimiin niitd joko riittdvin



tarkasti tai lainkaan. Télloin voidaan kdyttdd menetelmiéd suurempien liukulukujen simuloi-
miseen, esimerkiksi jakamalla yksittdiset luvut useaan muuttujaan (ks. Da Graca ja Defour
Thall 2006). Tdma tosin hidastaa laskentanopeutta huomattavasti ja auttaa vain vii-
vyttdimédn ongelman esiintymistd, silli myos simuloituja liukulukuja kéyttdessd raja tulee

vastaan jossakin vaiheessa.

function NORMALISOIVALI(x,minJ, maxJ, minl, maxlI)

maxI—minl

return minl + (x - minJ) " max)—mind

end function

Algoritmi 1: Vililld J olevan pisteen x normalisointi vélille /.

2%

Kuvio 5: Mandelbrotin fraktaalin suurennos, etdisyyden estimaattori ja tasa-arvojoukkojen

menetelmid yhdistamailla.




3.4 Menetelmit Mandelbrotin joukon luontiin

Tissd tutkielmassa késiteltdvissd Mandelbrotin ja Julian joukkojen luontiin kdytetyissd me-
netelmissi jokaisen kuvapisteen kohdalla ajetaan iterointifunktio, jonka tuloksen perusteel-
la paitetddn kuvapisteen viri. Késiteltdviat menetelmit ovat Tasa-arvojoukkojen menetelmi
(engl. level set method) ja etdisyyden estimaattorimenetelmin (engl. distance estimator met-
hod). Menetelmien eroja voidaan havaita kuvioissa[6]ja[7] jotka molemmat kuvaavat samaa
kohtaa Mandelbrotin joukkosta. Lisdksi menetelmid voidaan yhdistdi eli kiyttdd samanaikai-
sesti, esimerkiksi kuvio [5| on luotu niin. Menetelmit ovat myos pseudokoodilla esitettyini

algoritmeiss [2] ja 4]

Tasa-arvojoukkojen menetelmi, jota voidaan kutsua myos pakoaika-algoritmiksi, on muun-
nelma reunan skannausmenetelmaisti (engl. boundary scanning method) (Peitgen 1988} Dra-
kopoulos, Mimikou ja Theoharis 2003). Algoritmissi [2] esitetddn timd menetelmé pseudo-
koodina. Aluksi menetelméssd asetetaan jokin lukuarvo N suurimmalle mahdolliselle mii-

rille iteraatioita, ja jokin sopiva lukuarvo B mahdolliseen aikaisempaan lopetukseen.

Iterointifunktiossa toimitaan kuten normaalisti Mandelbrotin joukkoa iteroitaessa, iteroinnin
jédlkeen palautetaan iterointien madri i. Aluksi alustetaan z ja ¢ joukon iteroinnin oletusar-
voihin, lisdksi i:n arvoksi tulee nolla. Tamén jilkeen z:n arvo korvataan toistuvasti komplek-
sifunktion z> 4 ¢ arvolla ja i:n arvoa korotetaan yhdelld. Titi jatketaan kunnes i saavuttaa
arvon N tai z:n moduuli (kaava (2.4)) saavuttaa arvon B. Iteroinnin loputtua iterointifunk-
tio palauttaa iterointien méérén ja titd kdytetddn kuvapisteen viritykseen. (Peitgen |1988), sv.

188).

Tasa-arvo joukkoja voidaan virittdd siten, ettd véritetdin kuvattavan joukon ulkopuoliset pis-
teet, joille siis i # N, valitulla virilld jos i on parillinen luku. Esimerkki tdstd nikyy Julian

joukon kuviossa[§] Toisaalta kuviossa [6] vdritykseen kdytettiin suoraan iteraatioiden maéraa.

Myds tasa-arvojoukkojen menetelmiin sovellettavia viritysmenetelmii 10ytyy, kuten bindi-
rihajotusmenetelmén (engl. Binary decomposition method). Menetelméssd viritykseen ei
suoranaisesti kdytetd iterointien méérdd, vaan sitd onko z:n imaginaariosa positiivinen vai-
ko negatiivinen. Julian joukon kuvioista [8 ja [9] voidaan havaita pintapuolisesti menetelmien

eroja. (Peitgen |1988; Peitgen, Jiirgens ja Saupe 2004)



N < jokin riittdvén suuri luku
B < jokin luku jolle B > 0 > Yleensd B > 2

function MANDELBROT(x, y)

724+ 0+1i0

cx+1iy

i<0

while i < N and |z| < B do > Sddnnon mukaan
2+ 22 4c > Lasketaan sdiantoji (2.2)) ja (2.3) kiyttien
i+ i+1

end while

return i >Jos i = N, piste (x,y) kauluu Mandelbrotin joukoon

end function
function MANDELBROTLSM (korkeus, leveys, ymin, ymax, xmin, xmax)
for x + 0, leveys do
nx <— NormalisoiV dli(x,0,leveys, xmin, xmax)
for y < 0, korkeus do

ny < NormalisoiVli(y,0,leveys, ymin, ymax)

viri <— Mandelbrot (nx,ny) > Voitaisiin jakaa N:114 jolloin 0 < véri < 1
piirrd(x,y, véri) > Tai kerada arvot ja palauta ne lopussa
end for
end for

end function

Algoritmi 2: Tasa-arvojoukkojen menetelmi Mandelbrotin joukolle funktiolla z> + c. (Peit-

gen 1988, sv. 188)

Etdisyyden estimaattorimenetelma (ks. Peitgen |1988,, sv. 196) tuottaa tarkempia kuvia kuin

monet muut menetelmét (Drakopoulos, Mimikou ja Theoharis [2003). Menetelmissé toimi-

taan osittain samoin kuin tasa-arvojoukkojen menetelmissd. Algoritmeissi [3] ja {] esitetddn

menetelmi pseudokoodina, kuvioissa [3|ja[/|nikyy Mandelbrotin joukko menetelmin avulla

kuvattuna. Aluksi asetetaan alkuarvot N ja B samoin kun tasa-arvojoukkojen menetelmés-

sd. Lisdksi asetetaan kynnysluku-muuttujan arvoksi jokin pieni luku, jonka avulla lasketaan

arvo muuttujalle §. Iterointifunktiossa ETAISYYS muuttujat z ja ¢ alustetaan samoin kuin

10




tasa-arvojoukkojen menetelméssd, mutta lisidksi alustetaan muuttuja dz. Mandelbrotin jou-
kon tapauksessa dz alustetaan kompleksiluvulla 0+ /0. Tamin jdlkeen iterointi tapahtuu sa-
moin kuin tasa-arvojoukkojen menetelméisséd, mutta aina aluksi korvataan muuttujan dz:n ar-
vo kompleksifunktion 2z -dz+ 1 tuloksella. Jos iteroinnin jélkeen z:n moduuli (kaava (2.4))
on suurempi kuin B, palautetaan funktiosta etdisyysfunktion tulos

|z|

lOg(VF)‘m,

(3.5)

muutoin palautetaan nolla. Iterointifunktion palautusarvo asetetaan dist-muuttujan arvoksi.

Jos dist on pienempi kuin &, niin kuvapiste viritetdén. (Peitgen |1988, sv. 196)

Myds paljon muita menetelmid on olemassa, kuten esimerkiksi jatkuvan potentiaalin mene-
telmé (engl. continuous potential method) ja reunan skannausmenetelméi (ks. esim. Peitgen

1988).

N < jokin riittdvén suuri luku

B < jokin luku jolle B > 0 > Yleensd B > 2
function ETAISYYS(x, y)
7+ 0+i0
dz <+ 0+1i0
c—x+iy
i<0
while i < N and |z| < B do > Sidnnon (2.4) mukaan
dz<2-z-dz+1 > Lasketaan sdantod (2.2)) kéyttden
7+ 22 +c > Lasketaan sddntojd ja kdyttien
i<i+1
end while
if |z| > B then
return log (|z|?) - % > Lasketaan sd@nnon (2.4) mukaan
end if
return 0

end function

Algoritmi 3: Etdisyyden estimaattorimenetelmén (algoritmi i etdaisyysfunktio. (Peitgen

1988, sv. 196)
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kynnysluku <—jokin pieni luku suhteutettuna pistekokoon
function MANDELBROTDEM (korkeus, leveys, ymin, ymax, xmin, xmax)
0 < kynnysluku - %
for x <+ 0, leveys do
nx <— NormalisoiV ili(x,0,leveys, xmin, xmax)
for y < 0, korkeus do
ny < NormalisoiVili(y,0,leveys, ymin, ymax)
dist < Etdisyys(nx,ny)
viri <0
if dist < 6 then
viri <1
end if
piirrd(x,y, vari)
end for
end for

end function

Algoritmi 4: Etdisyyden estimaattorimenetelmi. ETAISYYS-funktio nikyy algoritmissi
(Peitgen 1988|, sv. 196)

12




Kuvio 6: Erds Mandelbrotin fraktaalin suurennos tasa-arvojoukkojen menetelméd sovelta-

malla (vrt. kuvio . Viritykseen kdytetty suoraan iteraatioiden mééraa.

Kuvio 7: Erds Mandelbrotin fraktaalin suurennos etdisyyden estimaattorimenetelmalld (vrt.
kuvio @
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3.5 Menetelmiit Julian joukon luontiin

Tutkielmassa kisitelldén erityisesti tasa-arvojoukkojen menetelméi ja etdisyyden estimaatto-
rimenetelmad, jotka soveltuvat myds Mandelbrotin joukon luontiin. Loytyy my6s muitakin
menetelmii, kuten esimerkiksi kiddnteinen iterointimenetelmé (engl. inverse iteration met-
hod) (ks. Devaney |1988, sv. 154). Lisdksi myds muut Mandelbrotin joukon luontii sopivat

menetelmit kdyvit Julian joukon luontii pienin muutoksin (ks. Peitgen |1988)).

Tasa-arvojoukkojen menetelmid Julian joukolle soveltaessa riittdd muuttaa vain muuttujien
z ja c alkuarvoja Julian joukolle sopiviksi. Tdmi on helposti ndhtédvissi vertailemalla algo-

ritmejd [2]ja[5] Esimerkki menetelmin tuottamasta kuvasta nikyy kuviossa|[3]

N <— jokin riittdvén suuri luku
B + jokin luku jolle B > 0 > Yleensd B > 2
¢ < jokin vakio
function JULIA(x, y, N, B, ¢)
74 x+1iy
i<0
while i < N and |z| < B do > Sidnnon (2.4) mukaan
12 +c > Lasketaan sdantojé (2.2)) ja (2.3) kiyttden
i<—i+1
end while
return i > Jos i = N, niin piste kuuluu Julian joukkoon

end function

Algoritmi 5: Funktion z> + ¢ Julian joukon iterointi yhdelle pisteelle (x,y). Menetelméssi
kidytetddn algoritmin 2] MANDELBROTLSM-funktiota, korvaamalla MANDELBROT-funktio

tdmén algoritmin JULIA-funktiolla. (Peitgen 1988 sv. 187)

Etédisyyden estimaattorimenetelmd Julian joukolle toimii ldhes samoin kuin Mandelbrotin
joukolle. Koska Julian joukolle z ja ¢ alustetaan eri tavalla, tehddén nidin myods muuttujalle
dz. Muuttuja dz alustetaan nyt kompleksiluvulla 14-7- 1. Liséksi Julian joukolle dz:n arvo
iteroidaan kompleksifunktiolla 2z - dz (Peitgen|1988). Eron nikee helposti my0s vertailemalla

algoritmeji[6]ja[d] Kuviossa[]on esimerkki menetelmin tuottamasta kuvasta.
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N < jokin riittdvén suuri luku
B < jokin luku jolle B > 0 > Yleensd B > 2
kynnysluku < kriittinen etdisyys joukosta pikseliyksikkdina
procedure ETAISYYS(x, y)
74— x+1y
dz+1+4+i-1

¢ < jokin vakio

i<0

while i < N and |z| < B do > Siddnnon (2.4) mukaan
dz<+2-z-dz > Lasketaan sdantod kidyttden
2+ +c > Lasketaan sdiant6jd (2.2)) ja (2.3)) kéyttien
i< i+1

end while

if |z| > B then
return log (|z|?) - % > Lasketaan sd@nnon (2.4) mukaan

end if

return 0

end procedure

Algoritmi 6: Funktion z2 + ¢ Julian joukon etdisyyden estimaattorimenetelmin etdisyysfunk-

tio. Vastaa algoritminETAISYYS—funktiota. (Peitgen |1988,, sv. 199)

3.6 Menetelmien tehokkuus

Algoritmeistd [2] [ ja [5] niikee helposti algoritmien aikavaativuuden riippuvan kuvan koosta
ja valituista iterointiparametreista. Algoritmejd {4 ja [2[ vertailemalla voidaan huomata, etti
etdisyyden estimaattorimenetelmén ja tasa-arvojoukkojen menetelmén erot ovat suhteellisen
pienid. Kuitenkin ndin vertailemalla voidaan néhdd, ettd etdisyyden estimaattorimenetelmén
tdytyy olla hitaampi. Koska menetelmissi joudutaan iteroimaan kahta eri muuttujaa yhden

sijasta.

Drakopoulos (2002) vertailee artikkelissaan algoritmejd Julian joukon renderdintiin. Ver-

tailussa oli myo0s tédssd tutkielmassa esiintyvit etdisyyden estimaattorimenetelméd ja tasa-
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arvojoukkojen menetelmi. Muita artikkelissa vertailtuja algoritmejd ovat kédédnteinen iteroin-
timenetelmi (engl. inverse iteration method), jatkuvan potentiaalin menetelmi (engl. conti-
nuous potential method) ja reunan skannausmenetelma (engl. boundary scanning method).
Lisiksi artikkelin vertailussa on reunan skannausmenetelmén ja kiddnteisen iterointimenetel-

méan muunnelmat.

Drakopoulos (2002) péétyi artikkelissaan siihen, ettd kiinteisen iteraatiomenetelmidn muun-
nelma oli kokonaistuloksien mukaan vertailluista menetelmisté paras Julian joukkojen rende-
rointiin. Toisaalta etdisyyden estimaattorimenetelma tuotti kaikista tarkimpia tuloksia, mutta
oli kaikista hitain menetelmi. Tasa-arvojoukkojen menetelmai sijoittui vertailussa loppupia-
hin tuotetun kuvan tarkkuuden suhteen, mutta oli kuitenkin kohtuullisen nopea. (Drakopou-
los 2002). Tassd tutkielmassa kisiteltdvét Julian joukon menetelmét ovat ldhes vastaavia
Mandelbrotin joukon menetelmien kanssa. Drakopoulosin artikkelin tulokset pitevét siten

myos tdssd tutkielmassa esiteltyihin Mandelbrotin joukon renderdintimenetelmiin.

3.7 Rinnakkaistaminen

Mandelbrotin ja Julian joukkoja piirrettdessd voidaan kaikkien kuvattavien pisteiden vériar-
vot iteroida erikseen. Tamidn ominaisuuden vuoksi, ainakin tisséd tutkielmassa esiintyvien
menetelmien, rinnakaistaminen erittdin helppoa. Kuvapisteiden iterointi voidaan jakaa mo-
nelle prosessorille esimerkiksi jakamalla kuva-alue osiin, jotka jaetaan eri prosessoreille ite-
roitaviksi. Rinnakkaistaminen lyhentii iterointii tarvittavaa aikaa merkittidvasti, koska siten

voidaan iteroida monta pistettd yhtdaikaisesti. (Drakopoulos, Mimikou ja Theoharis 2003))

Nykyéidn rinnakaistaminen voitaisiin toteuttaa vaikkapa grafiikkasuorittimien avulla GPGPU-
rajapintoja, kuten OpenCL tai NVIDIA:n CUDA, hyoddyntéen, silld grafiikkasuorittimet so-
veltuvat erinomaisesti pienten toisistaan riippumattomien laskujen suorittamiseen rinnakkai-
sesti. Myos nidytonohjainten OpenGL-rajapinnan fragmenttivarjostimia on mahdollista hyo-
dyntdd Mandelbrotin joukon rinnakaistamiseen, esimerkiksi kaikki timén tutkielman Man-
delbrotin ja Julian joukkoja esittidvit kuvat ovat luotu nédin. Rinnakkaistettuja menetelmii
kokeilemalla voidaan todeta, ettd nykyaikaisilla tietokoneilla pitdisi olla mahdollista rende-

roidd Mandelbrotin ja Julian joukkoja interaktiivisesti reaaliajassa.
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Kuvio 8: Julian joukko tasa-arvojoukkojen menetelmilld. Funktiona z> + ¢, missd ¢ =

0.251124-i0.0.

Kuvio 9: Julian joukko binddrihajotusmenetelmilld. Funktiona 22 4 ¢, missi ¢ = 0.3535 —

i0.01010.
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4 Iteroidut funktiojarjestelmiit

Tadssad luvussa kisitellddn menetelméad itsesimiliaaristen fraktaalien (ks. luku 1)) luomiseen,
jota kutsutaan iteroiduiksi funktiojédrjestelmiksi (engl. iterated function systems). Liséksi jos-
kus kdytetddn myos englanninkielistd nimikettd multiple reduction copy machine (Peitgen,

Jiirgens ja Saupe [2004)). Iteroidut funktiojirjestelmét koostuvat joukosta muunnoskuvauksia

{wi,ws,...,w,}. Muunnoskuvaus voidaan miéritelld funktiona
) ) . X a; b; X e;
wit RS —= R wi(X) =w; = + : 4.1)
y ¢ di] \'y i

Mairitelmédan voidaan myos lisdtd joukko muunoskuvauksia vastaavia todennédkoisyyksid
{p1,p2,...,pn}. Tarkasti ottaen R? voi olla miki tahansa suljettu n-dimensionaalisen Eukli-
disen avaruuden R":n osajoukko (Falconer 2014). Tistéd seuraa, ettd iteroidut funktiojérjes-
telmaét soveltuvat myos kolmiulotteisten fraktaalien luomiseen. (Barnsley 1988}, Peitgen, Jiir-

gens ja Saupe 2004; Falconer |[2014)

Kuvioissa[Ib} [10]ja[11]kiytetiin Sierpinskin kolmion muunnoskuvausta w; : R? — R?,

1

5 0

wi®@)=|? X
0 3
L9 1

wa(X) = | 2 X+ 2 (4.2)
0 3 0
1 1
L9 1

wi@ =2 | %+ jg
0 3 T

Nédmé muodostavat iteroidun funktiojérjestelmén
3
F = Jwi(F) =wi(F)Uwy(F)Uws3(F). (4.3)

Lisidksi Sierpinskin kolmiolle voidaan keksid myods monia muita mahdollisia muunnosku-

vauksia. (Peitgen, Jiirgens ja Saupe 2004; Falconer 2014)
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4.1 Menetelmit

Téssi tutkielmassa késitellddn tarkemmin stokastista iterointimenetelméa (engl. random ite-
ration algorithm), josta kiytetddn myos englanninkielistd nimitystd chaos game, ja determi-
nististd pisterekursiivista renderdintimenetelmii (engl. point recursive rendering). Pseudo-

koodi menetelmille 16ytyy algoritmeissi[7]ja[§]

Loytyy myos paljon muita, enemmaén tai vihemman, erilaisia menetelmid (ks. esim. Nikiel
2007; Hepting, Prusinkiewicz ja Saupe |1990). Esimerkiksi vektorirekursiivinen renderdin-
timenetelmi (engl. vector recursive rendering), joka yleistdd pisterekursiivisen renderdinti-
menetelmin vektoreille. Menetelméssi kidytetddn yhden pisteen sijaan kahta pistettd, jotka
normalisoidaan. (Nikiel 2006, 2007). Algoritmid tarkasteltaessa voidaan huomata, ettd yk-
sinkertaistettu versio algoritmistd ilman normalisointia on helppo yleistdd mielivaltaiselle
madrille pisteitd. Esimerkiksi kuvion|Ic|fraktaali on luotu tdtd ominaisuutta hyodyntien. Li-
sdksi on myOs olemassa epilineaarisia iteroituja funktiojirjestelmid, joista kdytetddn englan-
ninkielistd nimikkettd fractal flame, joiden luonnissa voidaan soveltaa myos stokastista ite-

rointimenetelmii (Lawlor 2012).

4.2 Stokastinen iterointimenetelma

Stokastinen iterointimenetelmé perustuu muunnoskuvauksen iterointiin eli siihen, ettd yk-
sittdinen muunnoskuvaus piirtdd sitd iteroitaessa tietyn osan fraktaalista. Tdll6in muunnos-
kuvauksia satunnaisesti valittaessa koko fraktaalin kuva saadaan usein hahmotettua nopeasti
pienelldkin méiriilld iteraatioita. Lisédksi koska kdytetty muunnoskuvaus valitaan satunnai-

sesti seuraa, ettd saatu kuva on aina hieman erilainen. (Nikiel 2007, luku 5.1.1)

Menetelmissd (ks. myos [/) kiinnitetddn aluksi kdytetyn muunnoskuvauksen funktioiden
médrd muuttujaan N. Seuraavaksi voidaan méidritelld iteroinnille jokin minimiraja m. Tadmi
tarvitaan estimddn mahdollisten piirrettdvédn fraktaaliin kuulumattomien pisteiden piirtdmi-
nen, jos aloituspiste on fraktaalin ulkopuolella. Usein riittd4 valita esimerkiksi m = 20 mutta

jos mahdollista, on parempi valita aloituspiste siten, ettd se kuuluu piirrettdviddn fraktaaliin

(Kwasniewski [2010).
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Lisédksi méadritelldén iteroinnille maksimiraja M, joka miirdd kuvan tarkkuuden. Maksimi-

raja voidaan valita esimerkiksi kaavalla
M = korkeus - leveys - 8, 4.4)

missd korkeus ja leveys ovat kuvan mitat pikseliyksikkoind, tosin my0s muita tapoja valita
maksimiraja 16ytyy (Nikiel 2007, luku 5.1.1). Ennen iterointia valitaan jokin piste g, joka voi

periaattessa olla miki tahansa, josta iterointi aloitetaan.

Iteroitaessa valitaan aina aluksi satunnainen luku k vililtid 0, 1,...,n, timin avulla valitaan
mitd muunnoskuvausta kidytetddn. Tdmin jidlkeen g:n arvo korvataan valitun muunnosku-

vauksen tuloksella arvolla g. Seuraavaksi, jos iterointien méird on yli minimirajan, piirretdan

piste q.

Kuviossa [I0] nakyy muunnoskuvauksen {.2] muodostama Sierpinskin kolmio eri iteraatio-
madrilld, jonka pisteet on véritetty kiytetyn muunnoskuvauksen alaindeksin mukaan. Muun-

noskuvaus wj on viritetty punaisella, w, vihredlld ja w3 siniselld.

(i) L = 200 (i) L = 2000 (iii) L = 20000 (iv) L = 200000

Kuvio 10: Sierpinskin kolmio stokastisella iterointimenetelmalld piirrettyni. L merkitsee ite-

raatioiden maaria.
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q < jokin piste
N < muunnoskuvausten w méaara
m <— minimimiiri iteraatioita
M <+ maksimim&aré iteraatioita
fori < 0,M do
k < satunnainen luku vililtd 0,1,...,n
g < wi(q)
if i > m then
piirrd(q)
end if

end for

Algoritmi 7: Stokastinen iterointimenetelmai. (Nikiel 2007; Kwasniewski 2010)

4.3 Pisterekursiivinen renderointimenetelma

Pisterekursiivinen renderdintimenetelmai iteroi alkupisteen systemaattisesti jokaisella muun-
noskuvauksella. Tamén vuoksi saatu kuva on aina samanlainen eli menetelmé on determi-
nistinen. Menetelmin pseudokoodi on algoritmissi [§] Kuviossa [[T] ndkyy menetelmén ete-
neminen Sierpinskin kolmion muunnoskuvaukselle (4.2) eri rekursiotasoilla. Kuvan pisteet
on viritetty kdytetyn muunnoskuvauksen (4.2)) alaindeksin mukaan. Muunnoskuvaus w; on

vdritetty mustalla, wy vihredlld ja ws sinisella.

Aluksi menetelméssé kiinnitetdén kidytetyn muunnoskuvauksen funktioiden méird muuttu-
jaan N. Lisdksi valitaan rekursiolle jokin maksimisyvyys L. Hyvéd arvio maksimisyvyydelle

voidaan valita kaavalla

[ log(korkeus - leveys - suurennus)
a log(N) ’

4.5)

missi korkeus ja leveys ovat kuvan mitat pikseliyksikkoind ja suurennus on kuvan suuren-
nuskerroin (Nikiel 2007, luku 5.8.1). Ennen varsinaista rekursiota valitaan jokin piste g, voi

olla mikd tahansa, josta aloitetaan.

Menetelmissid rekursio toimii siten, ettd jokaiselle muunnoskuvauksille i = 1,..., N laske-

taan arvo ¢ saadulla alkupisteelld. Jos rekursiotaso on L, paitetddn kyseinen rekursiohaara
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piirtdmallé piste g. Jos rekursiotaso ei vield ole L, siirrytddn seuraavalle rekursiotasolle pis-

teelle g. Menetelmd paittyy kun kaikki muunnoskuvaukset on kéyty lipi.

()L=0 G)L=1 (i) L =2 Gv)L=3 V) L=4

Kuvio 11: Pisterekursiivisen renderdintimenetelmén avulla piirretty Sierpinskin kolmio re-

kursiotasoilla 0 — 4. Pistekokoa suurennettu selkeyden vuoksi.

q < jokin piste
N < muunnoskuvausten w maira
L <+ rekursion maksimisyvyys
procedure PRR(g, L)
fori< 1,N do
q < wi(q)
if L = 0 then
piirrd(q)
else
pre(q,L—1)
end if
end for

end procedure

Algoritmi 8: Pisterekursiivinen renderdintimenetelmi. (Nikiel [2007; Kwasniewski 2010)

4.4 Menetelmien tehokkuus

Téhin tutkielmaan valitut iteroitujen funktiojirjestelmien menetelmit perustuvat valitun muun-
noskuvauksen iterointiin valitulla alkupisteelld. Menetelmissa ei iteroida funktiota jokaiselle
kuvan pisteelle, kuten Mandelbrotin ja Julian joukkoja iteroitaessa. Tastd seuraa ettd me-

netelmissi tarvitsee operoida, valitusta alkupisteestd riippuen, vain piirrettivadn fraktaaliin
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kuuluvilla pisteilla.

Haluttaessa kuvata hyvin tarkka kuva jostakin fraktaalista stokastista iterointimenetelmii
kiyttiden, tarvittavien iteraatioiden madrd kasvaa helposti hyvin suureksi. Pisterekursiivinen
renderdintimenetelmé on tarkan kuvan piirtimiseen parempi kuin stokastinen iterointimene-

telmi, silld tarvittava iteraatioiden méaérd on pienempi (Nikiel 2007, luku 5.13.1).

Valituista menetelmistd ainakin pisterekursiivinen renderdintimenetelmé on rinnakkaistet-
tavissa GPGPU-rajapintoja hyddyntien, mikd nopeuttaa renderdintid kyseistd menetelméi
kiaytettaessd (Kwasniewski 2010). Lisiksi epilineaaristen iteroitujen funktiojirjestelmien
piirtoon ja reaaliaikaiseen animointiin on olemassa rinnakkaistettu grafiikkasuorittimia hyo-

dyntidvd menetelmd, joka perustuu deterministiseen iterointimenetelméén (Lawlor 2012).
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5 Yhteenveto

Téssi tutkielmassa kisiteltiin Mandelbrotin ja Julian joukkojen ja iteroitujen funktiojérjes-
telmien tietokoneella luomiseen kéytettyjda menetelmid. Kirjallisuudesta 16ytyi paljon me-
netelmid, joista monet olivat 1dhinni pienid muunnelmia muista menetelmistd. Loydetyisti

menetelmistd valittiin muutamia, jotka esiteltiin tutkielmassa tarkemmin.

Tutkielmassa esiteltiin Mandelbrotin ja Julian joukoille tasa-arvojoukkojen menetelmi ja
etdisyyden estimaattorimentelmd, jotka todettiin olevan helppo rinnakkaistaa. Iteroiduille
funktiojirjestelmille esiteltiin stokastinen iterointimenetelmai ja pisterekursiivinen renderdin-

timentelmi. Lisdksi valittujen menetelmien tehokkuutta kommentoitiin lyhyesti.

Voidaan todeta, ettd fraktaalien luominen on nopeutunut huomattavasti tietokoneiden, léhi-
vuosina etenkin grafiikkasuorittimien, kehittyessd, silld laskentatehon puute on olennainen
ongelma fraktaaleja piirettdessd. Menetelmien rinnakkaistaminen on usein helppo keino te-
hostaa kiytettdvissd olevan laskentatehon hyodyntidmistd, ja ndin nopeuttaa fraktaalien luo-
miseen kiytettyjd menetelmid. Lisdksi GPGPU-rajapinnat tuovat tihén lisdd mahdollisuuk-

sia.
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