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Tutkielmassa tarkastellaan ensin Riemannin integraalia ja sen ongelmia
rajankdyntitilanteissa. Suurin ongelma rajankdynnissd on, ettd Riemann-
integraalien jonon raja-arvo ei valttamatta aina ole sama kuin rajafunktion
Riemann-integraali. Liséksi todetaan, ettd Riemann-integroituvien funktioi-
den joukko on melko pieni. Seuraavana esitellaén porrasfunktioiden integraa-
li ominaisuuksineen. Tédman jidlkeen perehdytddn Riemann-integroituvien
funktioiden luokkaa suurempaan ylafunktioiden luokkaan L™ ja lisiksi osoite-

taan, ettd Riemann-integroituvat funktiot kuuluvat ylafunktioiden luokkaan.

Ylafunktioiden luokan esittelyn jéalkeen maéaritellddn Lebesguen integ-
raali ja perehdytddn sen ominaisuuksiin. Lebesguen integraali maéritellaan
Rieszin maéaaritelmén mukaan, silli se on tiivistetympi, suoraviivaisempi
ja johtaa nopeammin asian ytimeen kuin Lebesguen alkuperdinen méari-
telma. Lisdksi laajennetaan ylafunktioiden luokka Lebesgue-integroituvien
funktioiden luokkaan L ja osoitetaan tdméan olevan selvéisti suurempi kuin

ylafunktioiden luokka.

Viimeisessd kappaleessa perehdytdan Lebesguen integraalin rajankayn-
tiin monotonisen konvergenssin lauseen ja dominoidun konvergenssin
lauseen avulla. Dominoidun konvergenssin lause on yksi Lebesguen integraa-
lin tarkeimmista tuloksista. Tiivistetysti konvergenssilauseiden sanoma on,

ettd integroinnin ja rajankdynnin jérjestysta voidaan vaihtaa.






Sisalto
1 Johdanto

2 Riemannin integraali
2.1 Yla- jaalaintegraali . . . . . .. ... Lo
2.2 Riemannin integraali . . . . . . .. .. ... ... .. ...
2.3 Lebesguenehto . . ... ... ... ... L.

2.4 Riemannin integraalin ongelmat . . . . .. .. ... ... ...

3 Lebesguen integraali
3.1 Porrasfunktio . . . .. ... ...
3.2 Luokka LT ja Lebesguen integraali . . .. ... .. ... ...
3.3 Luokka L . . . .. .

4 Lebesguen integraalin konvergenssilauseet

Lahdeluettelo

10

18
18
24
29

35

44






1 Johdanto

Saksalainen matemaatikko Bernard Riemann (1826-1866) havaitsi vuonna
1854 tutkimuksessaan, ettd Cauchyn integraalin maaritelméan jatkuvuusehto
voidaan korvata sellaisella hieman heikommalla vaatimuksella, etta kaikkien
Cauchyn summien tulee supeta yksikésitteisesti raja-arvoon. Téssé tutkiel-
massa Riemann-integraalin madritelma esitetdén kuitenkin hieman nykyai-
kaisemmassa muodossa yli- ja alasummien avulla, téallaisessa muodossa sen
ensikertaa julkaisi vuonna 1875 ranskalainen matemaatikko Gaston Dar-
boux (1842-1917). Vuonna 1902 ranskalainen matemaatikko Henri Lebes-
gue (1875-1941) esitti tdydentévian luonnehdinnan Riemann-integroituville
funktioille. Ta&méa Lebesquen ehtona tunnettu lause kuuluu seuraavasti:
Valilld [a,b] madaritelty rajoitettu reaaliarvoinen funktio f on Riemann-
integroituva jos ja vain jos funktio f on jatkuva melkein kaikkialla.

Riemannin integraalin maaritelma osoittautui kuitenkin yleisemmin tar-
kasteltuna riittdmattomaksi. Riemannin integraalin puutteet voi karkeasti
tiivistaa kahteen padkohtaan. Ensinndkin Riemannin integraalin méaritelmé
soveltuu vain harvoin kiytt6on, toisin sanoen Riemann-integroituvien funk-
tioiden luokka on pieni. Toinen hieman haasteellisempi ongelma havaitaan
rajankédynnissa. Nimittédin jos funktiot fi, fo,... ovat Riemann-integroituvia
valilla [a, b] ja lim, o fr(z) = f(x) valilla [a, b] niin yht&lo

b

b
lim [ fu(v) da::/ nll_{rolofn(m) dx

n—oo

ei valttamatta pida paikkaansa.

Vuonna 1902 véitoskirjassaan Henri Lebesgue esitti oman versionsa in-
tegraalista; Lebesguen integraalin. Suurin ero Lebesguen integraalilla verrat-
tuna aiempiin integrointimenetelmiin on, ettd Lebesguen integraali tarkas-
telee integroituvuutta maalijoukon perusteella, kun taas aiemmissa integroi-
tuvuutta on tarkasteltu lahtojoukon perusteella. Lebesguen integraali nojaa
vahvasti Lebesguen kehittdmaan késitteeseen Lebesguen mitta, mika loikin
pohjaa uudelle matematiikan osa-alueelle, mittateorialle. Unkarilainen ma-
temaatikko Frigyes Riesz (1880-1956) esitti vuonna 1920 oman, téssé tut-

kielmassakin kdytetyn, version Lebesguen integraalista. Rieszin menetelmén



kiyton perustana on, ettd se on tiivistetympi, suoraviivaisempi ja johtaa no-
peammin asian ytimeen, kuin Lebesguen esittdmé muoto. Liséksi Rieszin
menetelméssi ei tarvitse vedota mittateoriaan, vaan se vaatii vain perustie-
dot pistejoukoista.

Lebesguen integraalin rajankiyntid tarkastellaan konvergenssilauseiden
avulla. Monotonisen konvergenssin lauseella on selvid yhtenevéisyyksia yld-
funktioiden luokan L™ integraalin miaritelmén kanssa ja voidaankin olettaa,
ettd madritelma on kehitetty kyseisen lauseen avulla. Monotonisen konver-
genssin lauseen todisti vuonna 1906 italialainen matemaatikko Beppo Levi
(1875-1961) ja siksi lause tunnetaan myds Beppo Levin lauseena. Monoto-
nisen konvergenssin lauseen vaatimus jonon (f,)52; monotonisesta kasva-
misesta osoittautuu vililla todella hankalaksi ja siksi Lebesguen integraalin
tarkeimpénd ominaisuutena pidetddnkin Lebesguen vuonna 1908 todis-
tamaa dominoidun konvergenssin lausetta. Tassé lauseessa funktiojonolla ei
ole monotonisen kasvamisen vaatimusta, vaan ei-monotonisen jonon funktioi-
den on oltava rajoitettuja integroituvalla funktiolla melkein kaikkialla. T&-
ta lausetta kutsutaan toisinaan myos Lebesguen dominoidun konvergenssin

lauseeksi. [4]



2 Riemannin integraali

Téassé luvussa kerrataan ensin tarvittavia méaritelmia ja merkintoja, jotta
voidaan padtya Riemannin integraalin madritelmaén. Tamén jalkeen kay-
déan lapi tutkielmassa tarvittavia Riemannin integraalin ominaisuuksia ja
lopuksi tarkastellaan Riemannin integraaliin liittyvid epéakohtia. Kappaleen
kahdessa ensimmaéisessé osiossa lahteend kiytetaan pasasiassa lahdetta [1] ja

kahdessa jalkimmaisessa lahdetté [4].

2.1 Yla- ja alaintegraali

Maaritelladn ensin véilin jako sekd vélin jakoa vastaavat yld- ja alasumma,
jonka jalkeen kerrataan ylda- ja alaintegraalin maaritelmét. Ndiden maaritel-
mien oletetaan olevan lukijalle tuttuja, mutta merkinnat vaihtelevat usein
kirjoittajan mukaan, joten maaritelmét ovat lahinné selvennys tutkielmassa

kaytettavista merkinnoista.

Maaritelma 2.1. Olkoon [a, b] suljettu ja rajoitettu vili reaalilukujen jou-

kossa R. Vilin [a, b] jaoksi sanotaan &irellisté ja jérjestettyd joukkoa
P={a=zy<z1 < - <z, =0},

missé pisteet xg, r1, . .., x, ovat vilin [a, b] jakopisteitd. Talloin jaon P normi
on
|P| =sup{z; —z;—1 : 1 <j<n}.

Maaritelma 2.2. Olkoon funktio f : [a,b] — R maédritelty ja rajoitettu
suljetulla valilld [a, b] ja olkoon P = {a = 29 < 27 < --- < x, = b} vilin
[a, b] jako. Nyt kaikille k =1,2,...,n on

my = 1inf{f(x) : x € [vp_1, 2]} ja M, =sup{f(x):x € [xp_1, x|}

Talloin funktion f jakoa P vastaava yldsumma on

U(f, P) = ZMk(ZL’k - xk_l).
k=1



Vastaavasti funktion f jakoa P vastaava alasumma on

L(f,P) =Y my(ay — zx1).

Huomautus 2.3. Olkoon funktio f : [a,b] — R rajoitettu ja P vélin [a, b]

jako. Talloin funktion f jakoa P vastaavalle yld- ja alasummalle pétee
U(f,P) > L(f, P).

Maaritelma 2.4. Olkoon P kokoelma suljetun vélin [a, b] jakoja. Rajoitetun

funktion f yldintegraali yli vélin [a, b] on

yld—/ f(z)de =inf{U(f, P) : P € P}.

Vastaavasti mééritelladn funktion f alaintegraali yli vélin [a, b]

b
ala-/ f(z)dx = sup{L(f,P): P € P}.

Huomautus 2.5. Suljetun vélin [a,b] rajoitetulle funktiolle f pétee aina
yld- fab f(z)dx > ala- fabf(x) dzx.

2.2 Riemannin integraali

Seuraavaksi méaritellidn Riemannin integraali ja joitakin tutkielmassa tar-
vittavia Riemannin integraalin ominaisuuksi. Ndiden ominaisuuksien olete-
taan olevan lukijalle tuttuja Analyysin kursseista, joten todistukset sivuu-

tetaan.

Maaritelma 2.6 (Riemannin integraali). VAlilla [a, b] médritelty rajoitettu
funktio f on Riemann-integroituva, jos funktion f yld- ja alaintegraalit ovat

yhtasuuret. Riemannin integraalista kdytetaan merkitaan

/abf(x)dx tai /abf.

b b
yld-/ flz)dx = ala-/ f(z)dz,

Toisin sanoen jos
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niin funktion f Riemann-integraali yli vilin [a,b] on

[ st [ 1= [ s ot [ 01

Liséksi maaritellaan

/baf(x)dm:—/abf(m)d:p ja /aaf(@dm:o.

Lemma 2.7. Olkoon funktio f : [a,b] — R rajoitettu ja olkoon ¢ jokin piste
avoimella vlilld |a, b[. T4lloin funktio f on Riemann-integroituva valilla [a, b]
jos ja vain jos funktio f on Riemann-integroituva valeilld |a,c| ja [c,b]. Jos
nami ehdot toteutuvat, niin tallin funktion f Riemann-integraali yli vilin
[a,b] on yhtésuuri kuin summa funktion f Riemann-integraaleista yli vélien

[a, c] ja [c,b], toisin sanoen

/abf(x)d$:/acf(x)dx+/cbf($)dx.

Todistus. Katso lahteesté [1| lause 7.4.1.

Lause 2.8 (Analyysin peruslause).

(1) Olkoot funktiot F, f : [a,b] — R ja olkoon f Riemann-integroituva valilla
[a,b]. Jos kaikilla villin [a, b] pisteilld = funktion F' derivaatta F'(x) on yhté

suurta kuin funktio f(x), niin

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
(2) Olkoon funktio f : [a,b] — R Riemann-integroituva vélilla [a,b] ja olkoon

F(a) = / " fy)dy.

kaikilla vélin [a, b] pisteilla z. Talloin funktio F' on jatkuva valilla |a,b|. Mi-
kili funktio f on jatkuva jossakin vilin [a,b] pisteesséd ¢, niin funktio F' on
derivoituva pisteessa c ja funktion F' derivaatta pisteessé c on yhta suuri kuin

funktion f arvo samassa pisteessi, toisin sanoen F’(c) = f(c).

Todistus. Katso lahteestd [1] lause 7.5.1.



2.3 Lebesguen ehto

Maaritelladn aluksi nollamittaisuus. Nollamittaisuutta tarvitaan muotoil-
taessa Lebesquen ehtoa Riemann-integroituvuudelle. Taman jalkeen todiste-
taan, ettd nollamittaisten joukkojen yhdiste on nollamittainen. Seuraavaksi
maéaaritelldadn funktion yldraja-arvo, alaraja-arvo ja heilahtelu tietyssa pistees-
sd. Lisdksi todistetaan kaksi heilahteluun liittyvaa lemmaa, joista jalkimmaéi-
nen tiivistetysti sanoo, ettd kompaktissa joukossa jatkuva funktio on tasaises-
ti jatkuva. Naita lemmoja tarvitaan Lebesguen ehdon todistamiseen. Lopuksi

todistetaan Lebesquen ehto Riemann-integroituvuudelle.

Maaritelma 2.9. Joukko A C R on nollamittainen, jos kaikilla ¢ > 0 on
olemassa jono rajoitettuja avoimia valeja I, C R, kun k£ € N, jotka peittavat
joukon A ja joiden walinpituuksien |Ii| summa on pienempi tai yhtdsuuri

kuin e. Toisin sanoen jos

ACG[k ja io:|]k|<€.
k=1 k=1

Lemma 2.10. Nollamittaisten joukkojen numeroituva yhdiste on nollamait-

tainen.

Todistus. Olkoon yhdiste A = |J)~ | A,, missd kaikki joukot A, ovat nol-
lamittaisia. Olkoon ¢ > 0. Koska joukko A, on nollamittainen kaikil-
lan = 1,2,..., on olemassa sellaiset rajoitetut avoimet valit I, missé
k=1,2,..., ettd

00 . 00 c
k=1 k=1
Talloin

A=JAacJUw= I
n=1

n=1k=1 kn=1
) 0o 00 0o c
D Ml =2 > Ml <) 5n=e
k,n=1 n=1 k=1 n=1

Siis joukko A on myds nollamittainen.



Maaritelma 2.11. Olkoon funktio f : [a,b] — R ja olkoon piste ¢ € [a, b].
Télloin funktion f yldraja-arvo on

limsup f(z) = (lsii]%sup{f(a:) :a,b]N]c—9d,c+ 0]}

Tr—cC

ja alaraja-arvo on

liminf f(z) = (lsi_rf(l)inf{f(x) :[a,b] N e =9, c+ ]}

r—C

Liséksi funktion f heilahtelu pisteessa ¢ on

w(f;c) = limsup f(z) — lim_jnff(x).

Tr—C

Télloin on aina w(f;c) > 0.

Lemma 2.12. Funktio f : [a,b] — R on jatkuva pisteessi z € [a, b], jos ja

vain jos w(f;x) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva pistessié x. Olkoon € > 0.
Télloin on sellainen § > 0, etté kaikille y € [a, b], joille |x — y| < §, on
€

1) = F)] < 5.

Niin ollen sup f(z) < 5+ f(z) ja inf f(z) > —5 + f(x), missé pienin yldraja
ja suurin alaraja ovat véliltd [a,b] N [z — d,z + 0]. Talloin 0 < w(f;x) < € ja
koska £ on mielivaltainen, niin w(f;x) = 0.

Oletetaan, ettd w(f;z) = 0. Kaikilla ¢ > 0 on sellainen § > 0, etté
sup f(z) — inf f(2) < e, missd pienin ylaraja ja suurin alaraja ovat valilta
[a,b] N[z — 6,2+ ). Nyt kun y € [x — §, 2 + d], niin |f(z) — f(y)| < &. Joten
funktio f on jatkuva pisteessa x.

]
Lemma 2.13. Jos kaikilla suljetun vélin [a, b] pisteilld ¢ pétee

w(f;c) =limsup f(z) — lilgl_jglff(:c) <e,

Tr—C

niin on olemassa sellainen § > 0, etté kaikilla vélin [a, b] pisteilld x ja y, joille
|z —y| < d on

[f(z) = f(y)l <e.



Todistus. Kaikilla ¢ € [a,b] on olemassa sellainen 0, > 0, ettd

sup f(z) —inf f(z) < ¢,

missé pienin yldraja ja suurin alaraja ovat valillla [a,b] N [c — 25, ¢ + 20,].
Siis, jos x,y € [a,b] N [c — 2., c + 2J.], niin

[f(z) = fly)] <e. (1)

Koska vili [a, b] on kompakti, se voidaan peittda darelliselld méaaralla avoimia
véleja |cx — ey, Cr + O, [, missé k = 1,2,...,n. Olkoon 0 = min{dy,...,0,}.
Jos nyt z,y € [a, b] ovat sellaiset, ettéd |z —y| < 0 ja x €|cy, — e, , ¢k + 0, [, niin
Y €]cx—20,, , cr+20., [ Télloin epayhtélosta (1) seuraa, ettéd | f(z)— f(y)| < e.

[

Lause 2.14 (Lebesguen ehto). Olkoon funktio f : [a,b] — R rajoitettu ja
olkoon joukko D funktion f epéjatkuvuuskohtien joukko vélillé [a, b]. Funktio

f on Riemann-integroituva jos ja vain jos joukko D on nollamittainen.

Todistus. Nyt siis joukko D on funktion f epédjatkuvuuskohtien joukko valilla

[a,b] eli lemman 2.12 nojalla voidaan kirjoittaa, ettd D = |J,-_, D,,, missi
1
D, = { & [a,b] : w(fiz) > —}
m

ja w(f;x) =limsup,_,, f(c) — liminf.,, f(c).

Osoitetaan, ettd joukko D,, on nollamittainen kaikilla luonnollisilla lu-
vuilla m, jos funktio f on Riemann-integroituva. Koska funktio f on
Riemann-integroituva, niin kaikilla ¢ > 0 on olemassa sellainen vélin [a, b]

jako P={a =29 <z <--- <z, = b}, cttd
£
U(f,P)—L(f,P) <—.
(F.P)~ L(f.P) < &

Télloin avoimet vélit |zg, x1[, |21, 22|, ..., |Tn_1,2,] voidaan jakaa kahteen
ryhméén, niihin jotka leikkaavat joukkoa D,, ja niihin, jotka eivéit leikkaa
joukkoa D,,. Kaytetddn naistd ryhmisté jatkossa sellaisia nimityksia, etta

ryhmaé 1 ovat ne avoimet vilit, jotka leikkaavat joukkoa D,, ja ryhma 2 ovat



valit, jotka eivit leikkaa joukkoa D,,. Talléin, kun M; = sup{f(z) : z;_1 <

r<xz;}jam; =inf{f(z) : 2,01 <z <x;} niin
U(f,P) = L(f, P) => 1(M; —m;)(w; — ;1)
+ 3 oMy —my)(z; — i) < %7

missd summa »; tarkoittaa ryhméén 1 kuuluvien vélien pituuksien sum-
maamista ja summa » 5 tarkoittaa vastaavasti ryhméaéan 2 kuuluvien vélien

pituuksien summaamista. Ryhman 1 véleille patee M; —m; > %, joten

%Z 1y =) <D (M —my) (x5 —250) < %'
Niinpa ryhmén 1 vélinpituuksien summa on pienempéd kuin ¢, toisin sanoen
> 1(z; — xj-1) < e. Toisaalta taas ryhmén 1 avoimet vélit peittévit joukon
D,,. Talléin joukko D,, on nollamittainen ja edelleen lemmasta 2.10 seuraa,

ettd yhdiste D on myos nollamittainen.

Oletetaan, ettd joukko D on nollamittainen. Talloin my6s jokainen
joukko D,,, missd m on luonnollinen luku, on nollamittainen. Osoitetaan,
ettd joukko D,, on kompakti. Koska joukko D,, on kompaktin joukon
[a,b] osajoukko, riittdd ndyttdd, ettd joukko D,, on suljettu vélilla [a,b].
Yhtapitavasti riittda ndyttad, ettd joukon D, komplementti [a,b]\D,, on
avoin valilld |a,b]. Olkoon ¢ € [a,b]\D,,. Télléin joukon D,, mééritelméin

perusteella

w(f;t) =limsup f(x) — lim_glff(x) < %

x—t
Yla- ja alaraja-arvojen maéritelmien perusteella, kaikilla € > 0 on olemassa
sellaiset 07 > 0 ja do > 0, ettd jos z € [a, b]N|t — 01, ¢ + d1[, niin
f(2) < limsup f(z) + =,
T—t 2
ja jos z € [a, b]N]t — g, t + o] niin
o £
f(z) > hr;l_glff(a:) — 5
Olkoon nyt § = min{dy,d2} ja z € [a,b]N]t — §,t + 6[. Talloin
liminf(x) — g < f(z) < limsup f(x) + =
T—

r—t 2

9



Néin ollen jokaiselle y € [a,b]N|t — 6,¢ + 6] on

liminf f(z) — % < limsup f(2) < limsup f(z) + %

z—1 2=y z—t
ja

liminf f(z) — g <liminf f(z) < limsup f(z) + %
2

r—t Y T—t

Siispé, jos y € [a, b]N]t — d,t + §] niin

w(fiy) = limsup f(=) ~ Hminf (=) < w(fi1) + <.

z—y
Olkoon nyt ¢ < = —w(f;t). Talldin w(f;y) < = jasiten y € [a,b]\D,,. Siispé
[a, b\ D,, on avoin.

Koska joukko D,, on kompakti ja nollamittainen, niin on olemassa sel-
lainen vélin [a,b] ositus P = {a = zy < 21 < .. < z, = b}, ettd
Sz —x;-1) < &, missid Y on kuten edelld. Olkoot ryhmét 1 ja 2 jou-
kolle D,, kuten edellé ja olkoon joukko K ryhmén 2 avoimien vélien yhdiste.
Télléin jos piste  kuuluu yhdisteeseen K, niin w(f;z) < +. Nyt lemman
2.13 perusteella on olemassa sellainen § > 0, etté jos pisteet x ja y kuuluvat
joukkoon K ja |z —y| < 6, niin | f(z) — f(y)| < =. Olkoon vilin [a, b] osituk-
sen P hienonnus ositus P’ = {a = yp < 11 < ... < yx = b}, jonka normi |P’|

on pienempi kuin . Talloin

U(f, P') = L(f, P') = 1My —my)(y; — yj-1) + Y o(M; = my)(y; — y;-1)

b—a
<2M21(Ij—Ij_1)+
2M +b—a
< —,
m

missé ) 1 ja » o ovat kuten edelld ja M on suurempi itseisarvoista |M;| ja
|m;| summassa ) ;. Koska tdmé on totta kaikilla m € N, niin funktio f on

Riemann-integroituva.

]

2.4 Riemannin integraalin ongelmat

Seuraavaksi tarkastellaan joitain Riemannin integraaliin liittyvid ongelma-

tilanteita. Aluksi todetaan, ettd Riemann-integroituvien funktioiden joukko
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on kohtalaisen pieni. Téata ilmennetéddn Dirichlet-funktion avulla. Riemann-
integroituvia funktioita tarkasteltaessa ilmenee myo6s rajankdyntiongelmia.
Jonolle (f,)>2, Riemann-integroituvia funktioita ei vilttamétta aina ole tot-

ta, etta
b

b
lim [ f.(z) dxz/ ILm fn(x) dz.

a

Rajankdyntiongemia havainnollistetaan neljan esimerkin avulla. Ensimmai-
sen esimerkin avulla todetaan, ettd Riemann-integraalien jonon raja-arvo ei
valttamétta aina ole sama kuin rajafunktion Riemann-integraali. Toisessa
esimerkissé havaitaan, ettd rajafunktio f(x) = lim, . f.(x) €l ole Riemann-
integroituva, vaikka funktio f, on kaikilla arvoilla n. Viimeisissa rajankayn-
tiongelmiin liittyvissd esimerkeissd huomataan, ettd Riemann-integraalien
jonolla ( fj fo(z)dx)22, el ole raja-arvoa. Lopuksi tarkastellaan ongelmia
analyysin peruslauseessa ja loydetadn funktio, joka on rajoitettu, mutta ei

Riemann-integroituva.

Esimerkki 2.15. Olkoon funktio g(x) Dirichlet-funktio; g : [0,1] — R ja

(z) = 1 ,kunze@Q
= 0 ,kunz e R\ Q.

Néytetadn etté, Dirichlet-funktio ei ole Riemann-integroituva.
Olkoon P = {0 = 2y < 21 < -+ < x, = 1} vilin [0, 1] jako. Nyt kaikille

k=1,2,...,non

my = inf{g(x) : x € [zp_1, 2%} =0
ja

My, = sup{g(z) : & € [xp_1, 2]} = 1.

Talloin funktion g jakoa P vastaava ylasumma on

n

Ul(g,P) = ZMk(xk —Tp_q) = Zl(xk —Tp) =T, —x0=1-0=1
k=1

k=1

ja alasumma on

n n

L(g, P) = ka(l’k — l’kfl) = ZO(I’k — $k,1) =0.

k=1 k=1
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Joten funktion ¢ yldintegraali yli vélin [0, 1] on 1 ja alaintegraali on 0. Koska
funktion ¢ yla- ja alaintegraalit ovat erisuuret, funktio g ei ole Riemann-
integroituva.

Funktion g integroitumattomuus voidaan todistaa myos Lebesguen ehdon
(lause 2.14) avulla, silld funktio g on epéjatkuva kaikilla = € [0, 1]. My6hem-
min huomataan, ettd vaikka Dirichlet-funktio ei ole Riemann-integroituva
on se kuitenkin Lebesgue-integroituva ja Lebesgue-integroituvien funktioiden

joukko on siis suurempi kuin Riemann-integroituvien funktioiden joukko.

Seuraavat nelja esimerkkié ilmentévit Riemannin integraalin rajankdyntion-

gelmia:

Esimerkki 2.16. Olkoon f, : [0,1] = R, kunn=1,2,... ja

2n’x ,kunOﬁxﬁ%
fa(x) =14 2n—2n%z kun 5~ <z <1
0 , kun % <z <l1.
y A
2 I
1.5t
1 4
0.5 T
bil
0 0.5 1 X

Kuvassa funktio f,,, kun n =1,2.
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Funktioiden f,, Riemann-integraalien jonon raja-arvo ei ole sama kuin raja-
funktion Riemann-integraali, toisin sanoen
1

1
lim fn(z)dx 7&/ lim f,(z)dz.
0 n—oo

n—o0 0

Néaytetddn, etta funktiot f, lahestyvéit nollaa kaikilla vélin [0, 1] pisteilld .

Kun z = 0, niin f,(0) = 0 kaikilla arvoilla n. T4llin

lim f,(0) = 0.

n—oo

Olkoon nyt 0 < < 1jae > 0. Kun z > %, niin f,(0) = 0 kaikilla arvoilla

n. Kun valitaan sellainen luonnollinen luku N, ettd N > %, niin

|[ful2) =0l =0 <e

[e9)
n=1

aina, kun n > N. Télléin kaikilla vélin [0, 1] pisteilld = funktiojono (f,)

suppenee kohti nollaa. Siis
lim f,(z) =0,

kaikilla = € [0,1] ja tdlloin

1
/ lim f,(x)dz =0.
0 n—o0

Toisaalta

1

L n 5
fulz)de = / 2n’x dv + / 2n — 2n*w dx + / 0dx
0 0 !

2n

jolloin



Siis

lim 01 fo(x)de = % #0= /01 lim f,(x)dz,

n—oo n—oo
toisin sanoen funktioiden f,, integraalien jonon raja-arvo ei ole sama kuin

rajafunktion integraali.

Esimerkki 2.17. Olkoot ry,79,...,7,,... vilin [a,b] rationaaliluvut ja ol-
koon
1 Jkinzx=r,, k=1,2,....n
falz) = :
0 , muulloin.
Funktion f, epdjatkuvuuspisteiden joukko {rq,7s,...,r,} on nollamittainen,

joten funktio f,(x) on Riemann-integroituva Lebesguen ehdon (lause 2.14)
nojalla ja fab folz)dz = 0.
Toisaalta funktio

f(z) = lim fo(x) =

n—00

1 ,kunze@Q
0 ,kunz eR\Q

on Dirichlet-funktio ja esimerkin 2.15 perusteella funktion yldintegraali on 1
ja alaintegraali on 0. Koska ylédintegraali on erisuuri kuin alaintegraali, niin

funktio f ei ole Riemann-integroituva.
Esimerkki 2.18. Olkoon funktio f, : [a,b] - R, kunn =1,2,... ja

f (:1:):{ ny— , kun z € [a,b]

0 , muulloin.

Nyt (f,,)2, on siis jono Riemann-integroituvia funktioita. Kuitenkin

/bfn(:c)da::/bnbia:nbia(b—a):n

b

ja talloin

el ole voimassa.
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Esimerkki 2.19. Olkoon funktio f, : [0,1] — [0,00[ , kun n=1,2,... ja

ful@) = (~1)"nxg 1 (2).

ylk

A

f2

1.5+

0.5 T

*

—-0.5 1

-1 f1

Kuvassa funktio f,,, kun n =1, 2.
Kun n ldhestyy ddretontd, niin funktion arvo f,(z) ldhestyy nollaa kaikilla
r € R ja
1
0

— (—1)".

/01 Jalw) dx :/ (=1)"nx,1)(z) dx

Jonolla ( fol fn)22, el siis ole raja-arvoa ja yhtalo

1 1
lim M@m:/hmh@w
n—oo 0 0 n—oo

el ole totta.
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Osion viimeisessé esimerkissé esitetaéan eras Riemannin integraalin ongelmis-
ta analyysin peruslauseessa. Ensin kuitenkin méaaritellaan yleinen Cantorin
joukko E.

Maéritelma 2.20 ( Yieinen Cantorin joukko). Olkoon (a,)22, sellainen jono
positiivisia reaalilukuja, ettd >~ | a, = ¢ < 1. Poistetaan vélin [0, 1] keskelta

termin a; mittainen avoin vali, jolloin saadaan kaksi suljettua vélid. Téaméan

jilkeen poistetaan nédiden kahden suljetun vélin keskeltd termin % pituiset

avoimet vilit, jolloin saadaan 22 suljettua vilid. Nyt kaikkien 22 suljetun
vilin keskeltd poistetaan termin ¢3 pituiset avoimet vilit, jolloin saadaan 23

suljettua vilid. Niin jatketaan, kunnes on 2" ! suljettua vilii, joiden jokaisen

an

vilin keskelta poistetaan termin 5327 pituiset avoimet vélit. Talloin saadaan

suljettu joukko E = N2, E;, missd E; ovat vaiheen ¢ suljetut valit. Joukko
E ei siis sisalla yhtadn avointa vilid. Tétd joukkoa E kutsutaan yleiseksi

Cantorin joukoksi.

0 aq 1
n=1
az az
2 2
n=2
as as as as
22 22 22 22
n=3

Kuvassa nakyvit kolme ensimmaéista vaihetta avoimien

valien poistamisesta eli tilanteet, kun n = 1, 2, 3.

Yleinen Cantorin joukko E ei voi olla nollamittainen, silla poistettujen valien

yhteenlaskettu pituus on

00 a 00
}:171 i _}: o

2 F— az—€<1.
i=1 i=1

Toisin sanoen véli [0,1] olisi peitetty numeroituvalla méaaralla vélejd, joiden

yhteispituus on pienempi kuin 1, miké ei voi pitda paikkaansa.
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Esimerkki 2.21. Olkoon E yleinen Cantorin joukko vélilla [0, 1], joka ei
ole nollamittainen. Oletetaan, ettd avoin véli |a, b] on poistettu valilta [0, 1]

muodostettaessa joukkoa E. Madaritelladn funktio f, seuraavasti

1
_ _ \2 &
fa(z) = (x — a)”sin P
Derivoimalla funktio f, saadaan
1 1
/ — 2 _ : _
fi(x) (x —a) sin —— — cos ——

Talloin f/(z) = 0 ddrettomén monessa pisteessd = €|a, b[. Olkoon sellainen

luku ¢, etta
b
a+c:sup{a::a<x§ %,fc’b(:v):O}.

Maéritellaan sellainen funktio F' : [0, 1] — R, ettd F'(z) = 0 jokaisessa joukon
E pisteessi ja jokaisella avoimella vélilld ]a, b], joka on poistettu vélilta [0, 1]

muodostettaessa joukkoa F, on

fo(z) ykuna <z <a+c
F(z)=< faa+c) ,kuna+c<z<b-c
—fo(z)  Skunb—c<z <D

Télloin funktio F' on jatkuva ja derivoituva kaikkialla valilld [a, b]. Nyt de-
rivaatta F” on rajoitettu, silld |f/(z)| < 3 ja néin ollen |F'(z)| < 3. Deri-
vaatan F’ méérittelyn ja tunnetun raja-arvon lim, . ysin?l/ = 0 perusteella
F'(x) =0,kun z € E. Jos z € E, niin piste x on joukon [a, b\ E' kasautumis-
piste. Kasautumispisteen ja yleisen Cantorin joukon mééritelmien perusteella
jokaisella joukon [a,b]\ E kasautumispisteelld x € E ja kaikille £ > 0 on sel-
lainen y ¢ E, jolle |z — y| < ¢ ja |F'(y)] = 1. Néin ollen derivaatta F’ ei
voi olla jatkuva missdén joukon E pisteessi. Siten derivaatan F’ epédjatku-
vuuspisteiden joukko on F, joka ei ole nollamittainen. Siksi Lebesquen ehdon

(lause 2.14) perusteella derivaatta F’ ei ole Riemann-integroituva.
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3 Lebesguen integraali

Téassé kappaleessa perehdytddan ensin porrasfunktioiden integraaliin ja sen
ominaisuuksiin. Tamén jilkeen maédritellddn Riemann-integroituvien funk-
tioiden luokkaa suurempi ylafunktioiden luokka L™ sekd Lebesquen integraa-
li. Osoitetaan myos, etta ylafunktioiden luokka L™ on todella suurempi kuin
Riemann-integroituvien funktioiden luokka. Lopuksi laajennetaan luokka L™
Lebesque-integroituvien funktioiden luokkaan L, joka siséltééd sekd negatiivi-
sella luvulla kerrottuja, etta toisistaan vahennettyja yldafunktioita. Téassa kap-
paleessa padasiallisena lahteend on lahde [4], mutta jonkin verran kiytetdan

myo6s lahteita [2] ja [5].

3.1 Porrasfunktio

Kappaleen ensimméisessa osiossa maaritellaan porrasfunktio ja sen integraali.
Lisdksi esitelladn porrasfunktion integraalin perusominaisuuksia ja maéritel-
ldan mitd tarkoittaa, kun jokin ominaisuus patee melkein kaikkialla. Tamén
jalkeen todistetaan ensimmdinen ja toinen peruslause sekd lemma, joihin vii-

tataan mychemmin esiintyvien lauseiden todistuksissa.

Maaritelma 3.1. Olkoon joukko E joukon X osajoukko. Téll6in joukon E

karakteristinen funktio, on

1 ,kunz ekl
XE(T) =

0 ,kunze X\ E.

Maaritelma 3.2. Reaaliarvoista funktiota s sanotaan porrasfunktioksi, jos

on olemassa sellainen suljetun vélin [a, b] jako
P={a=zy<z1 < - <z, =0},

ettd jokaisella avoimella osavalilla I, =|xy_1, x| funktio s on vakio. Porras-

fuktio s voidaan esittdd muodossa
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misséd xy, on joukon {Iy : k = 1,...,n} karakteristinen funktio ja jono (ax)p_,
on reaalilukujen joukon osajoukko. Porrasfunktion s integraali yli vélin |a, b|

on

b n
/ s(:v)dx:Zak|Ik|,
@ k=1

missé || on vélin |zy_1, 2x[ pituus, toisin sanoen |I;| = x5 — xy.

Lause 3.3. Olkoot funktiot s ja ¢ vélin [a, b] porrasfunktioita ja olkoon luku
c reaaliluku. Talloin my6s funktiot s + t ja cs ovat porrasfunktioita ja niilla

on seuraavat ominaisuudet
(1) fab s(x) +t(x)de = f: s(x)dx + f; t(x) dz (additivisuus),
(2) fab cs(x) dr = cff s(x) dz (homogeenisuus) ja
(3) jos s > 0, niin fabs(:p) dx > 0 (positiivisuus).
Todistus. Voidaan olettaa, ettd P on yhteinen osavélijako funktioille s ja t.

Olkoon s(x) = iy arxu, (x) ja t(x) = 25—y brxu, (x).
(1)

n

/ s(x) +t(z)de = Z (ak + bi) | 1]

k=1

= ap|i| + > bl L
] k=1

= /abs(m)dzv+/abt($)d:v

b n
/ cs(x)dr = ankﬁkl
a k=1
= cZak\[k]
k=1

:c/abs(x)dx
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(3) Olkoon s(x) > 0. Toisin sanoen

n

Z arxr,(z) >0

k=1

kaikilla € [a, b]. Téll6in a; > 0 kaikilla arvoilla & ja

b n
/ s(w)d:v:Zak][k\ > 0.
@ k=1

Kohdasta (3) saadaan seuraavat seuraukset:

Seuraus 3.4. Olkoot s ja t porrasfunktioita valilla [a,b]. Kun

() = { s(x) , kun s(z) >0

0 , kun s(z) <0
ja
o (2) = —s(x) , kun s(x) <0
0 , kun s(x) > 0,
niin
)f s(x) dx<fbt Ydx, jos s <t
2) | [, s(x) da| < [ |s(x)| dx

3) [)st(x)dw < [ |s(x)| dx
)f (xd:p<f| )| dz.

Huomautus 3.5. Huomataan, ettd porrasfunktion integraali onkin itsea-

(1
(2)
(
(4

siassa sen Riemann-integraali.

Maaritelma 3.6. Olkoon joukko A reaalilukujen joukon R osajoukko ja
olkoon piste = joukossa A. Ominaisuuden P(z) sanotaan pétevin melkein
kaikkialla joukossa A, jos se patee kaikkialla joukossa A, paitsi joukon A nol-
lamittaisella osajoukolla N. Toisin sanoen P(x) on totta melkein kaikkialla
joukossa A, jos joukko N = {z € A : P(x) on epétosi} on nollamittainen.

Téama lyhennetaéan usein

P(z) mk. joukossa A.
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Jos joukko A on asiayhteydestd tuttu, voidaan kiyttaid edelleen lyhyempéaé

versiota

P(z) m.k.

Lause 3.7 (Ensimmdinen peruslause). Olkoon (s,)>°, vihenevé jono sul-
jetulla valilla [a, b] méariteltyja ei-negatiivisia porrasfunktioita. Talléin jono
(5n)22 ; vahenee monotonisesti kohti nollaa melkein kaikkialla vélilld [a, b] jos
ja vain jos ,

nh—glo ’ sp(x) dx = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd jono (s,)>°; viahenee kohti arvoa 0 melkein kaik-
kialla valilla [a,b]. Olkoon D, porrasfunktioiden s, epéjatkuvuuspisteiden
joukko kaikilla arvoilla n ja olkoon Dy joukko, jossa porrasfunktiojono (s,)%

ei suppene kohti nollaa, toisin sanoen
Dy ={z € [a,b] : lim s,(z) # 0}.
n—oo

T&llsin joukko Dy on nollamittainen. Olkoon D = J 2, D,. Nyt lemman
2.10 perusteella joukko D on nollamittainen, silld se on numeroituva yhdiste
nollamittaisia joukkoja. Kaikilla € > 0 on siis olemassa sellainen jono rajoi-

tettuja avoimia valeja I,, ettéd se peittda joukon D ja

[e.e]
D | <e
n=1

Jos piste ¢ ei kuulu joukkoon D, niin lim,, . $,(£) = 0 ja on siis olemas-
sa sellainen luonnollinen luku m = m(§), etta s,,(§) < e. Koska funktio s,
on porrasfunktio, niin on olemassa avoin véli I(£), joka siséltdd pisteen £ ja
jossa funktion s,, arvo on vakio s,,(£). Suljettu véli [a, b] on siis peitetty vé-
leilla (1), ja {I(§) : € ¢ D}. Yhdiste {I1,1s,... } U{I(&) : £ € D} on
siis kompaktin joukon avoin peite. Vélin [a, b] kompaktiuden nojalla dérelli-
nen madrd vileja peittdad vélin [a, b]. Olkoon nyt p = max{m(&),...,m(&,)}.
Jos v > p, niin s, < € joukossa A = I(§) U (&) U---UI(E,), silld jou-
kon D komplementtijoukossa D¢ funktio s, viihenee kohti arvoa 0. Reaali-

lukujen joukon R avoimena joukkona A voidaan esittdd pistevieraiden valien
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I, ..., I aarellisend yhdisteend. Edelleen, jos M = sup{si(z) : = € [a,b]},
niin s, (z) < sy(xz) < M ja siksi

b
/sr<x>da:sM<um|+---+rfnk|>+e<|11\+---+\f;|>
< Me+elb—a)=e(M+b—a).

Koska tdméa on totta kaikille ¢ > 0, niin
b
lim [ s,(z)dz=0.

n—o0 a

Olkoon fab sp(x)dz — 0, kun n — oo. Koska s, > 0 kaikilla n € N
ja jono (s,)s%, on vihenevd, niin kaikilla suljetun vélin [a, b] pisteilld = on
olemassa raja-arvo f(z) = lim, . S,(z). Mééritellddn sellainen funktio f :
[a,b] — [0, 00], ettéd f(z) = lim, o S, () ja néytetdidn, ettd f(z) = 0 melkein
kaikkialla valilla [a, b], toisin sanoen ettd joukko P = {x € [a,b] : f(z) > 0}
on nollamittainen.

Olkoon P, = {z € [a,b] : f(z) > L} ja P = {U,._, Py. Joukon P
nollamittaisuuden osoittamiseksi riittdd nayttaa, ettd jokainen P, on nol-
lamittainen. Olkoon n luonnollinen luku. Koska s, > f, niin funktion arvo
Sp(x) > %, kun piste z kuuluu joukkoon P,,. Porrasfunktion méaritelmén
perusteella joukko P, voidaan peittda darellisellda maaralla sellaisia véleji,
ettd jokaisella valilld s, on vakio ja suurempi tai yhta suuri kuin % Olkoon

néiden vélien kokonaispituus [,,. Talloin

b l
n(x)de > 2.
/as(x):c_m

Olkoon € > 0. Koska integraalin fab sp(x) arvo lahestyy nollaa, kun n lahestyy
aaretontd, niin riittdvan suurella arvolla n integraali f; Sp(z) on pienempi
kuin = ja siis vilien kokonaispituus /,, on pienempi kuin ¢. Néin ollen joukko
P, on peitetty aarelliselld maaralla véleja, joiden kokonaispituus on pienempi
kuin . Talloin joukko P, on nollamittainen.

]

Lause 3.8 (Toinen peruslause). Olkoon jono (s,)% ; kasvava jono suljetulla

valilla [a, b] méériteltyja porrasfunktioita. Jos on olemassa sellainen luku A,
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ettéd kaikilla n € N on f; Sp(x)dx < A, niin jono (s,)%, suppenee melkein
kaikkialla suljetulla vélilla [a, b].

Todistus. Oletetaan, ettd kaikki funktiot s,, ovat ei-negatiivisia, muutoin voi-

o0

daan tarkastella jonoa (s, — $1)5°, ndin voidaan tehda sillé jono(s, — 1),

[e.9]

on myos kasvava ja jos véite pétee jonolle (s, —s1)32 ;, niin my6s alkuperéinen

jono suppenee melkein kaikkialla :

lim s, = lim (s, — sy + s1) = lim (s, — $1) + s1.
n— 00 n—o00 n—00

Olkoon f(x) = lim, s Sn(2) ja kasvavuuden perusteella f(z) € [0, o0].
Osoitetaan, etté funktiojono (s,)5% ; suppenee melkein kaikkialla vélilla [a, b].
Yhtapitavisti riittad osoittaa, ettd joukko E = {z € [a,b] : f(z) = oo} on
nollamittainen, sillé jos f(z) = oo ei ole totta milldén arvolla x € [a, b], niin
jono (s,)2, suppenee kaikkialla valilla [a,b]. Jokaisessa joukon E' pisteessé
x funktion arvo s,(x) ldhestyy déretontd, kun n ldhestyy déretontd. Koska
funktion s, epéajatkuvuuspisteiden joukko on nollamittainen kaikilla n, on
epajatkuvuuspisteiden joukko numeroituva. Voidaan siis olettaa, etta kaikilla
n funktio s, on jatkuva kaikkialla joukossa E. Olkoon ¢ > 0 ja olkoon E, =
{z € [a,b] : s, > 4} kaikilla n € N. T&ll6in joukko E on yhdisteen (J;”, E,
osajoukko. Koska funktio s, on porrasfunktio, niin joukko F, on yhdiste on
adrellisestd madrasta véleja. Joukon F, vilien kokonaispituus /,, on pienempi

kuin ¢, koska

Al,

b
— < / sp(x) de < A.

Pyritdén siis osoittamaan, ettd yhdiste |J -, E, voidaan peittdd numeroi-
tuvalla maaralla valejé, joiden kokonaispituus on pienempi kuin €. Koska
joukko F,, on joukon F,.; osajoukko, niin erotus FE,.;\E, voidaan esit-
taa yhdisteend erillisisté véleisté, joita on adérellinen madra, silld kuten edelld
todettiin, niin joukko F, on yhdiste on &arellisestd maérasta vileja, koska
funktio s,, on porrasfunktio. Koska | J.”, E,, = E1U(E>\E}) ..., niin yhdiste
U~ E, voidaan esittdé yhdisteenéd numeroituvasta madrésté erillisié véleja.
Ensin otetaan vilit joukosta Ej, sitten vélit joukosta FEy\Fy, tdmén jilkeen

valit jotka kuuluvat joukkoon FEs\FEs, ja niin edelleen. Jos joukko E,. 1\ E,
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on tyhja, niin tarkastellaan tyhjaé joukkoa kuten vélid. Témén jonon ensim-
méiset n valid kuuluvat joukkoon E,,, joten niiden kokonaispituus on oltava
pienempi kuin /,, joka on pienempi tai yhtd suuri kuin . Koska € > 0, on
mielivaltainen, niin joukko E on nollamittainen.

O

3.2 Luokka L' ja Lebesguen integraali

Téamaéan osion alussa maaritellaan ylafunktioiden luokka L™ sekd Lebesguen in-
tegraali. Taméa Lebesguen integraalin méaritelma, ei ole Henri Lebesguen
alkuperainen 1900-luvun alussa esitelemé méaritelmé vaan hieman myohem-
min Frigyes Rieszin esittdmé versio. Tamaéan jélkeen esitellidn Lebesguen
integraalin ominaisuuksia ja lopuksi osoitetaan, ettd ylafunktioiden luokka
L* on vahintaan yhtdsuuri kuin Riemann-integroituvien funktioiden luokka

ja jopa selvésti suurempi.

Maaritelma 3.9. Funktio f : [a,b] — R*, missd R* = RU{oo, —oco}, kuuluu
luokkaan L™, toisin sanoen funktio f on yldfunktio, jos on olemassa sellainen
kasvava jono valilla [a, b] maariteltyja porrasfunktioita (s,)22;, etté

(1)  jono (fab sp(z) dz)$2 on rajoitettu ja

(2)  f(x) =limy, 00 sp(x) melkein kaikkialla valilla [a, b].

Huomautus 3.10.

(1) Jos funktio f kuuluu luokkaan L%, niin toisesta peuslauseesta (lause 3.8)
seuraa, ettd funktio f on aédrellinen melkein kaikkialla vélilla [a, b]. Toisin

sanoen joukko {x € [a,b] : f(z) = £oo} on nollamittainen.

(2) Olkoon f € LT ja olkoon (s,)%%, kasvava jono porrasfunktioita, jotka

maarittavat funktion f kuten edellisessd méaritelméssé. Talloin

b b b
/sl(x)dxg/ sz(x)dxgn-g/ Sp(x)de < ... < A,

jollain vakiolla A. Siksi lim,, 4, fab Sp(z) dz on olemassa ja dérellinen. Tamén
vuoksi Lebesguen integraali fab f(z) dr maaritelladn porrasfunktion integraa-

lin f: sp(z) dz raja-arvona.
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Maaritelma 3.11 (Lebesquen integraali). Olkoon funktio f : [a,b] — R,

joka kuuluu luokkaan L. Funktion f Lebesguen integraali yli vélin [a,b] on

n—o0 a

b b
/ flz)dx = lim [ s,(z)dz,
missé ($,)52, on kasvava jono valilla [a, b] maariteltyja porrasfunktioita.

Huomautus 3.12.
(1) Porrasfunktiot kuuluvat luokkaan L*.

(2) Tésté eteenpéin tutkielmassa kdytettéavillda merkinndilla f: f(x)dzx ja f: f

tarkoitetaan Lebesguen integraalia.

Lause 3.13. Olkoon (s,)5%; kasvava porrasfunktiojono, joka maaraa ylafunk-
tion f ja olkoon (t,)°2, kasvava porrasfunktiojono, joka maaraa yldifunktion
g. Oletetaan lisiksi, ettd jonot (fab sp(z) dz)>, ja (fab tn(z) dz)>2, ovat ra-
joitettuja ja ettd f = lim, o S, () ja g = lim, o t,(z) melkein kaikkialla
valilla [a, b]. Jos f < g melkein kaikkialla vélilld [a, b], niin

b b
lim [ s,(z)de < lim [ t,(z)dx

n—o0 a n—oo a

Todistus. Olkoon m € N. Tarkastellaan vihenevad jonoa (s, — t,)r>,. Nyt

lim (S, —tp) = 8y — lim £, < f—g <0
n—oo

n—o0

melkein kaikkialla vélilld [a, b]. Siksi ei-negatiivisten funktioiden vahenevé jo-
no (S, — t,)", jossa siis aina s,, — t, > 0, suppenee kohti nollaa melkein
kaikkialla vélilla [a, b]. Ensimmdisen peruslauseen (lause 3.7) perusteella saa-

daan ,

lim [ (sp —tn)"(x)dz =0.

n—oo a

Koska s, — t, < (8, — t,)" niin seurauksen 3.4 nojalla on

/ab(sm ~ta)(@)dr < /ab(sm — 1) () dz.
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Siten lausetta 3.3 kiyttden saadaan

/ab Sm(x)dr < Jggo{/ab(sm ) (2) da + /ab () dm]

b
= lim [ ¢,(x)dx.

n—o0

Nyt, kun annetaan luvun m lahestya ddretontd, saadaan
b b
lim sp(z)dr < lim [ t,(x)dz.

n—o0 a n—oo a

O

Seuraus 3.14. Olkoon funktiot f ja g yldfunktioita ja olkoon f = g melkein
kaikkialla suljetulla vélilla [a, b], tall6in

/abf(x) dr = /abg(x) dz.

Lause 3.15. Olkoon funktiot f ja g yldfunktioita ja olkoon luku ¢ positiivinen

reaaliluku. T&ll6in

) [P f(@) + g(a)de = [P fz)de + [0 g(x) da
()f cf(z dx—cff )dz ja
(3) jos f > 0 melkein kaikkialla valilla [a, b], niin fabf(a:) dr > 0.
Todistus. Olkoon (s,)5, monotonisesti kasvava porrasfunktiojono, jo-
ka méaardd ylafunktion f ja olkoon (¢,)S2; monotonisesti kasvava
porrasfunktiojono, joka mé&araa yléifunktion g. Oletetaan lisdksi, et-

td  jonot (fb W(T)dx)e2, ja ft )°°, ovat rajoitettuja ja ettd
f=1lim, o sp(x) ja g = lim, o0 tn(x) melkem kaikkialla valilla [a, b].

(1) Nyt f(z)+g(x) = limy,—0o[sn(x) +t,(x)], joten Lebesguen integraalin
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mééritelmén (méadritelma 3.11) ja lauseen 3.3 (1) avulla saadaan

/f +g(x = JLIIOIO[/absn(m)%—tn(x)da:}

b b
L33 . [/ S () d:zc+/ tn(7) dx}
n—oo a a
b b
= nh_)ngo i $n () da:—i-nh_)nOlo to(x)dx

- /abf(x)dx+/abg(x)dx.

(2) Nyt cf () = lim,,_,o ¢S, (), joten Lebesguen integraalin méaritelmén
(mééritelméa 3.11) ja lauseen 3.3 (2) avulla saadaan
b b
/ cf(z)dr = lim [ cs,(x)dx
a n—oo a
L.3.3(2)

b
lim c/ Sp(x) dx

n—oo
b

= cnh_{rgo i Sp(x) dx

- c/abf(x)dx

(3) Olkoon funktio g nollafunktio ja olkoon f > ¢ melkein kaikkialla

valilld [a, b]. Téll6in
b
/ g(x)dx =0

Nyt seurauksen 3.13 perusteella
b b
/ f(m)d:cZ/ g(x)dx = 0.

Osoitetaan seuraavan lauseen avulla, ettd ylifunktioiden luokka L™ on

]

vahintdan yhtd suuri kuin Riemann-integroituvien funktioiden luokka.

Lause 3.16. Jokainen vililld [a, b] Riemann-integroituva funktio kuuluu yla-
funktioiden luokkaan L*. Lisiksi Riemannin integraali sekd integraali luo-

kassa LT ovat samat.
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Todistus. Olkoon P, sellainen vilin [a, b] jako, ettd
P,={a=xy <z <+ < x9n =},

ja

b—a

2n
Maaritelladn porrasfunktio s, joka liitetdan tdhéan ositukseen eli olkoon

2n
Sp = E meXI,,
k=1

missia my, = inf{f(z) : x € Iy} ja I =]zx_1, zx[. Talloin kasvava porrasfunk-

T — Tp—1 =

tiojono (s,)>°, suppenee kohti funktioita f melkein kaikkialla valilld [a, b].

Talloin maaritelman 3.9 mukaan funktio f on ylafunktio ja

lim bsn(x) dx = /b f(z)dx.

n—oo a

Toisaalta ) X
lim [ s,(x)de= ala—/ f(z)dx.

n—oo
— a

Néin ollen Riemann-integraali on yhtasuuri kuin luokan L™ integraali.
O

Osoitetaan seuraavan esimerkin avulla, ettd ylifunktioiden luokka L™ on

selvésti suurempi kuin Riemann-integroituvien funktioiden luokka.

Esimerkki 3.17. Olkoon funktio g : R — R Dirichlet funktio eli olkoon

(2) = 1 ,kunze@Q
g = 0 ,kunzeR\Q.

Muistetaan esimerkistd 2.15, ettd Dirichlet-funktio ei ole Riemann-
integroituva. T&lloin riittaa osoittaa, ettd funktio g on kuuluu luokkaan L*.
Koska irrationaalilukujen joukko on nollamittainen, niin ¢ = 0 melkein kaik-

kialla. Luokan L™ méaritelméssi voidaan siis valita s,, = 0 kaikilla n.
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3.3 Luokka L

Vaikka funktiot u ja v kuuluvat luokkaan L™, niin funktiot v — v ja —u eivit
valttamétta kuulu. Toisaalta voi olla my6s seuraavan esimerkin kaltainen

tilanne.

Esimerkki 3.18. Olkoon F' yleinen Cantorin joukko, joka ei ole nollamit-
tainen. Talloin joukon F' karakteristinen funktio yr ei kuulu luokkaan LT,

mutta 1 — yp kuuluu luokkaan LT.

Todistus. Olkoon (I,)22; jono erillisia vélin [0,1] avoimia véleja, jotka
on poistettu muodostettaessa yleistd Cantorin joukoa F'. Oletetaan, etta
> [a] = 3. Osoitetaan ensin, ettd 1 — xyp € LT. Olkoon (s,)72, kas-

vava jono porrasfunktioita valilla [0, 1] ja olkoon

su(@) = 3 X1 ().

Koska F' = N, E;, missé valit £; ovat suljetut vélit yleisen Cantorin joukon
konstruktiossa, niin F¢ = U2, EY = UX, I;, jolloin lim,, s s,(z) = 1 — xp
ja fol sn(x)dr < 3. Télloin médritelmin 3.9 perusteella funktio 1 — xp
kuuluu luokkaan Lt ja Lebesguen integraalin méaaritelman (méaritelma

3.11) perusteella fol 1—xp(z)de = 1.

Viitetdadn nyt, ettd yp € LT. Talloin Lebesguen integraalin maaritelman
(médritelma 3.11) perusteella fol xr(z)dz = 3. Olkoon (s,)52; sellainen
kasvava jono porrasfunktioita vélilla [0, 1], ettd s, > 0, lim, o Sn(z) = xF
ja
1 1
lim Sp(x) de = / Xr(x)dz.

Koska funktion xr integraali on positiivinen, on oltava porrasfunktio s,,, jon-
ka integraali on positiivinen. Olkoon I sellainen avoin vali, ettd I C I ja por-
rasfunktio s,, on positiivinen valilla I. Talloin INF = @ ja siis xp(z)x(z) =0
valilla [0, 1]. Néin ollen

0< /01 sn(®)x1(7) do < /01 xr(x)xi(z) de = 0.
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Téama ei ole totta, silla yhtalo vaittda, ettd 0 < 0. Siis xp ¢ L.

Tarkastellaan ylafunktioiden luokkaa L laajempaa Lebesgue-integroituvien
funktioiden luokkaa L, joka sisdltdd sekd negatiivisella luvulla kerrottuja,

ettéd toisistaan vahennettyja ylafunktioita.

Maéritelma 3.19. Olkoon f : [a,b] — R. Funktion f sanotaan olevan
Lebesgue-integroituva valilla [a, b], jos on olemassa sellaiset ylafunktiot u ja

v, ettd f = u —v. Talloin Lebesguen integraali yli vélin [a, b] on

b b b
[or=fe= ]
Vililla [a, b] méariteltyjen Lebesgue-integroituvien funktioden joukosta kiyte-
taan merkintad L.
Esitellddn seuraavaksi Lebesgue-integroituvien funktioiden ominaisuuk-

sia.

Lemma 3.20. Olkoot funktiot f ja g Lebesgue-integroituvia ja olkoon c
reaaliluku. Talloin myds funktiot f + g, cf, |f|, max{f, g}, min{f, g}, /T ja
f~ ovat Lebesgue-integroituvia

Todistus. Olkoot fi, fa, g1, g2 € L™ fuktioita, joille f = fi — fo ja g = g1 — go.
(1) Nyt

fra=f—-fota—g=(fi+aq)—(fatg),
jakoska fi+g1 € LT ja fo+go € Lt niin f+g € L.
(2) Jos ¢ > 0, niin
cf =ch —cfe,

jacfi —cfy € LT, joten ¢f € L. Jos ¢ < 0, niin —c > 0 ja
Cf - _CfQ - (_C)fh
joten cf € L.
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(3) Koska f1, fo € LT niin max{f1, fo} € L* ja min{ f1, fo} € LT ja néin ollen

|f| = max{fi, fo} —min{fy, fo}

on Lebesgue-integroituva.
(4) Koska
max{f.g} = 3(f +9+ 17 ~ )
ja
min{f,g} = 5(/ +9 - 1f ~ gl)

niin molemmat max{f, g} ja min{f, g} kuuluvat lemman aiempien kohtien
perusteella luokkaan L. Itse asiassa saadaan myos, etta f*, f~ € L.
O

Lemma 3.21. Olkoot funktiot f ja g Lebesgue-integroituvia ja olkoon c

reaaliluku. Talloin

(1) fab[f(:c) + g(x)] dx = fab f(x)dx + f:g(:c) dx (additiivisuus),
(2) fab cf(z)dr = cfabf(x) dx (homogeenisuus) ja
(3) jos f >0, niin fab f(z)dx > 0 (positiivisuus).

Todistus. Nyt f = fi — f2 ja g = g1 — go, misséi fi1, fo, 91,90 € LT.
(1) Tallsin lemman 3.20 kohdan (1) perusteella f + g = (fi +91) — (fo + g2)

ja maaritelméan 3.19 ja lauseen 3.15 perusteella saadaan

[ @)+l
— /ab[fl(x) + g1(x)] dx — /ab[fz@) + g2(2)] dz
:/abfl(x)dg;+/abgl(x)dx—/abfg(w)d:v—/abgz(iﬁ)df’?

_ {/abﬁ(x)dx—/:ﬁ(x)dx] + [/abgl(x)dx—/abgg(a:) dm}

_ /abf(x) dz + /abg(x) da.
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(2) Jos ¢ > 0, niin lemman 3.20 kohdan (2) perusteella cf = cf) — cfs ja

lausetta 3.15 kdyttden saadaan

/abcf(x)d:v:/abcfl(x)dx—/abcfg(x)dx
:C/abfl(l')dZ'—C/abfg(fE)diE
:c[/abfl(x)dx—/abfg(x)dx}

:c/abf(x)d:v.

Jos ¢ < 0, niin lemman 3.20 kohdan (2) perusteella cf = (—c)fs — (—c) f1 ja

talloin lauseen 3.15 avulla saadaan

/ab cf(r)dr = /ab(—c)fz(:zr) de — /ab(—C)ﬂ(x) da
=0 [ f@ - 0 [ hwa

_ cubfl(x) do — /abfg(x) dx}

:c/abf(x)dx.

(3) Olkoon f = f; — fo > 0. Talléin f; > fo ja seurauksen 3.13 perusteella

saadaan
b b
/f1($)d$2/ fa(z) da.

Siis fab f(z)dx > 0.

Seuraus 3.22. Jos f € L, niin |f| € L ja

/ ) do

g/:}f(x)ydx.
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Lemma 3.23. Jos funktio f on Lebesgue-integroituva, niin on olemassa sel-
lainen jono (s,)2, vilin [a, b] porrasfunktioita, etta lim, ., s, = f melkein
kaikkialla ja

b b
lim [ s,(x) dx:/ f(z)dx
n—oo a a
Todistus. Olkoon f = f; — fo, missa f1, fo € LT. Maaritelman 3.9 mu-

kaan on olemassa sellaiset kasvavat porrasfunktiojonot (¢,)22; ja (t/)5°,,
ettéd limy, o0 to(2) = fi(z) ja lim, o0 £/, () = fo(z) melkein kaikkialla valilla
[a, b]. Olkoon

Sp =1, — 1.

Télloin my6s porrasfunktiojono (s,)%; suppenee kohti funktiota f melkein
kaikkialla valilla [a, b]. Nyt

0 §/abf(m)d:v—/absn(x)dm

_ /b [f(z) — s(2)] do

a

| [ 130~ 5o~ 1o+ 0]

/f1 dx—/b dx—/f2 dx+/b t! (z) da
/aﬁ(:c)da:—/ ) dx| + ’/f2 da:—/ ' () dal.

Luokan LT integraalin méaritelmén (mééritelma 3.11) mukaan epdyhtéalon

L. 321JaL 3.3

NA—ey
<

viimeiset termit ldhestyvét nollaa, kun n ldhestyy ddretonté. Siis

b b
lim sn(m)d:p:/ f(z)dx
n—o0 a a
[l

Lemma 3.24. Olkoon funktio f Lebesgue-integroituva valilla [a, b] ja olkoon

e > 0. Talloin on olemassa

(1) sellaiset vélin [a,b] yldfunktiot u ja v, ettd f = u — v, yldfunktio v on

ei-negatiivinen melkein kaikkialla valilla [a, 0] ja ff v<Ee.
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(2) sellainen porrasfunktio s ja valilla [a,b] Lebesgue-integroituva funktio g,
ettd f =s+ g ja fab|g| <e.

Todistus.

(1) Koska funktio f on Lebesgue-integroituva, on olemassa sellaiset ylafunk-
tiot uy ja vy, ettd f = u; —vy. Olkoon (t,)22 ; kasvava jono porrasfunktioita,
jolle lim,_,o0 f, = v1. Koska f: tn — fab v1, kun n — oo, niin on olemassa

sellainen luonnollinen luku N, ettd lauseen 3.15 nojalla

b
0§/(U1—t]\[)<€.

Olkoon nyt v = v; —ty ja u = uy —ty. Télloin funktiot u ja v ovat ylafunktioi-
ta valilla [a, b] ja u —v = uy — vy = f. Lisdksi ylafunktio v on ei-negatiivinen

melkein kaikkialla joukossa [a,b] ja f: v <E.

(2) Olkoon funktiot u ja v sellaiset vélin [a, b] ylafunktiot, ettd v > 0 melkein
kaikkialla valilla [a, b],

b €
f=u—v ja OS/U<§.
Valitaan sellainen porrasfunktio s, ettd 0 < fab(u —5) < 5. Télloin

f=u—v=s+(u—s)—v=s+g,

missé g = (u — s) — v. Siispa funktio g on Lebesgue-integroituva valilla [a, b]

/ab|g| /ab|<u—s>—v|

EN (Rt

ja

<
L.315(1) b b
< /|u—s|+/ o]
< €a+5_8 a
2 2 7
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4 Lebesguen integraalin konvergenssilauseet

Tutkielman viimeisessé kappaleessa todistetaan Lebesguen integraaliin liit-
tyvat konvergenssilauseet. Aluksi kuitenkin palataan hieman takaisinpéain ja
todistetaan monotonisen konvergenssin lause ylafunktioille, silla tata tulosta
tarvitaan monotonisen konvergenssin lauseen sarjoille todistamiseen. Mono-
tonisen konvergenssin lause sarjoille kiydaan lapi ennen monotonisen kon-
vergenssin lausetta, sillé edeltévad tulosta tarvitaan jalkimmaisen todistami-
seen. Monotonisen konvergenssin lause on italialaisen matemaatikon Beppo
Levin tulos vuodelta 1906 ja tunnetaankin myo6s Beppo Levin lauseena.
Seuraavaksi todistetaan yld- ja alaraja-arvoihin liittyva lemma, jota tar-
vitaan dominoidun konvergenssin lauseen todistamiseen. Dominoidun kon-
vergenssin lause on Lebesguen integraalin tarkeimpié tuloksia. Dominoidun
konvergenssin lauseen todisti Henri Lebesgue vuonna 1908 ja tdméan vuok-
si lauseesta kiytetdédn toisinaan nimeé Lebesquen dominoidun konvergenssin
lause. Tiivistettyna konvergenssilauseet kertovat, ettd integroinnin ja rajan-
kidynnin jarjestyksen saa vaihtaa. Tésséd kappaleessa ldhteend on kiytetty

enimmiékseen lahteitd 2] ja [5], mutta myos lahdetta [4].

Lause 4.1 (Monotonisen konvergenssin lause yldfunktioille). Olkoon (f,)>
kasvava jono valin [a,b] ylafunktioita ja olkoon lim,, . fb fn(z) < A, missé
A € [0, 0o[. Talloin funktiojono (f,)%°, suppenee kohti rajafunktiota f € LT

melkein kaikkialla valilla [a, b] ja

/ f = lim fn
n—oo
Todistus. Jokaiselle luonnolliselle luvulle k& on kasvava porrasfunktiojono

(Snk)oey, joka suppenee funktioon fi. Olkoon t,, sellainen porrasfunktio vé-
1illd [a, b], ettd

tn(x) = max{s,1(z), Sn2(x),. .., Snn(z)}.
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Porrasfunktiojono (¢,)22 ; on kasvava vélilla [a, b], silld

lnt1 ($) = maX{SnJrl,l(m)v ce ?5n+1,n+1(x)}
> max{s,1(x),...,Snnt1(z)}
> max{$,1(x),...,Snn(z)} = t,(x).

Toisaalta s, ;(x) < fi(x) ja funktiojono (f)52, on kasvava melkein kaikkialla

valilld [a, b], joten

to(x) <max{fi(z),..., fu(zx)} = fu(x) mk. z € [a,b)]. (2)

Télloin lauseen 3.13 perusteella

AZS[% 3)

Nyt koska jono ( f: fn)o, on ylhddlta rajoitettu, niin myos kasvava jono
( ff tn)o°; on ylh#élta rajoitettu ja siis suppenee. Toisen peruslauseen (lause
3.8) perusteella porrasfunktiojono (¢,,)% ; suppenee melkein kaikkialla vélilla
[a, b] kohti rajafunktiota f € L™ ja talloin f: f=lim,_ f: th.

Néytetddn seuraavaksi, ettd f,, — f melkein kaikkialla vililla [a, b]. Por-
rasfunktion ¢, (z) médritelmin mukaan ¢,(x) > s,x(x) kaikilla vélin [a, b]

arvoilla x, kun n > k. Kun n ldhestyy daretonté, niin saadaan epayhtalo
fr(x) < f(x) m.k. = € [a,b]. (4)

Talloin kasvava funktiojono (f)52, on ylhdaltd rajoitettu funktiolla f mel-
kein kaikkialla vélilla [a,b] ja ndin ollen suppenee melkein kaikkialla valilla
[a, b] kohti rajafunktiota g, jolle g < f melkein kaikkialla valilla [a, b]. Kui-
tenkin epdyhtdlon (2) mukaan ¢, < f,, melkein kaikkialla vélilld [a,b] joten,
kun n lahestyy &déretontéd, niin f < ¢g melkein kaikkialla valilla [a, b]. Toisin

sanoen
li_>m folx) = f(2) m.k. x € [a,b)].

Lopuksi osoitetaan, etté fabf = lim,,— oo fab fn- Koska f; f=1lim,_ f: tn,

niin epayhtélosta (3) ja integraalin ominaisuuksista (lause 3.13) seuraa, etté

b b
[r<mm [ 4. (5)

n—oo a
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Epéyhtilosté (4) saadaan lausetta 3.13 kiyttéien epayhtilo ff fr < fab f, josta
seuraa, ettd limy_, oo fab fi < fab f. Taméi yhdessé epéyhtilon (5) kanssa antaa

[ =t [ 5
[

Lause 4.2 (Monotonisen konvergenssin lause sarjoille). Olkoon (g,)5° ; jono
ei-negatiivisia Lebesque-integroituvia valin [a, b] funktioita ja oletetaan, etta
> ff gn < o0 . Jos sarja Y >~ g, suppenee kohti funktiota g melkein
kaikkialla valilla [a, b], niin g € L ja

/abngabignzifabgn- (6)

Todistus. Koska funktiot g, ovat Lebesque-integroituvia, niin lemman 3.24
perusteella kaikille ¢ > 0 ja jokaiselle n = 1,2, ... on sellaiset ylafunktiot wu,

ja vy, etta

Jn = Uy — Up, v, >0 m.k. valilld [a, b]

b
ja /vn<5.
a

Olkoon € = 2% Talloin on sellaiset ylafunktiot u,, ja v,, ettd

b 1
Up = Gn + Up ja /vn<2_n
Epéyhtalon f: v, < 2% perusteella summa ), ff v, suppenee, silld geo-

metrinen sarja > oo | o

n—1 3% Suppenee. Koska wu,, > 0 melkein kaikkialla valilla

[a, b], niin osasummat
n
)= ui(z)
k=1

muodostavat ylafunktioiden jonon (U,,)%2;, joka on kasvava melkein kaikkial-

n=1»
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la valilld [a, b]. Nyt

b b n
[ [

k=1

no b
L.3.15(1) /u
= k
no .
- Y[ @rw
k=179
L3.15jaL.3.21 i/bg +Zn:/bv
= k k
k=172 k=1v¢

ja koska molemmat sarjat > -, fab Gk Ja Yooy fab vp  suppenevat, niin
my6s integraalien jono ( ff Un)e, suppenee. Monotonisen konvergenssin
lauseen yldafunktioille (lause 4.1) perusteella yldfunktioiden jono (U,)2,

suppenee melkein kaikkialla valilld [a,b] kohti rajafunktiota U € LT ja
[PU =1lim, s [7U,. Nyt

joten

Vastaavasti osasummien jono (V},)°,, missi

n

Va(z) =Y wilx),

k=1

suppenee melkein kaikkialla vélilla I kohti rajafunktiota V' € L™ ja

b S b
a k=1 Y0

Nyt mééritelméan 3.19 mukaan funktio U —V on Lebesgue-integroituva valilla

[a,b] jajono (3 p_, gk)o, = (U, — V)22, suppenee melkein kaikkialla valilla
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[a, b] kohti funktiota U —V. Olkoon g = U—V. Télloin funktio g on Lebesgue-

integroituva valilla [a, b] ja

b b b 00 b 0 b
/ g M,é.lQ / U - / V = Z/ (uk — Uk) = Z/ gk
a a a =1 Ja =1 7@

]

Lause 4.3 (Monotonisen konvergenssin lause). Olkoon (f,,)2, kasvava jono
Lebesgue-integroituvia valin [a, b] funktioita ja olkoon f(x) = hmrHOO fulz).

Jos limy, o0 [7 fo < 00, niin f € L melkein kaikkialla vililli [, b] ja

/ f = lim fn
n—oo
Todistus. Olkoon (f,)s°; kasvava jono Lebesgue-integroituvia vilin [a,b]

funktioita ja olkoon f(x) = lim, . f.(z). Olkoon g; = fi ja g, = fn — fu_1,
kun n > 2. Talloin
= Z 9k-
k=1

Soveltamalla monotonisen konvergenssin lausetta sarjoille (lause 4.2) jonoon
(9r)5%; huomataan, ettd sarja y g, suppenee melkein kaikkialla vélilla
[a,b] kohti summafunktiota g € L ja monotonisen konvergenssin lauseen

sarjoille (lause 4.2) yhtdlo (6) toteutuu. TAmén vuoksi f, — ¢ melkein

kaikkialla valilla [a, b] ja
b b
/ g = lim fn-
a n—oo a

O

Huomautus 4.4. Soveltamalla monotonisen konvergenssin lausetta jonoon
(—fn)2,, lause toimii myds vdheneville jonoille. Télloin tulos voidaan

esittaa seuraavasti:

Olkoon (f,)22, sellainen wdhenevi jono Lebesgue-integroituvia valin

la, b] funktioita, ettd lim, . [; fn > —00 ja olkoon f(x) = limy, e fu(z).
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Télloin funktiojono (f,)32, suppenee kohti rajafunktiota f € L melkein
kaikkialla valilla [a, b] ja

/f—,lgeo I

Esimerkki 4.5. Olkoon f:[0,1] — R ja

x® ,kunz >0
€Tr) =
/@) {0 , kun x = 0.

Osoitetaan, ettd Lebesguen integraali fo x) dx on olemassa ja etti se saa
arvon S+—1, jos s > —1.
Jos s > 0, niin funktio f on rajoitettu ja Riemann-integroituva valilla

[0,1] ja

1 1
Riemann- [ f(x)dz = Riemann—/ x®dx
0 0

1
s+1°

Nain ollen lauseen 3.16 nojalla funktio f on myos Lebesgue-integroituva va-

lilla [0, 1] ja
/ fla B s+ 1

Jos s < 0, niin funktio f ei ole rajoitettu ja ndin ollen ei

my6skdan Riemann-integroituva valilla [0, 1]. Olkoon nyt f, : [0,1] — R, kun

n=12...]a
2 L kunzx >
fn(l'): " 1
0 ,kan0<z <.

Téalloin funktiojono (f,)%°; on kasvava ja f, — f kaikkialla valilla [0, 1].
Jokainen funktio f,, on Riemann-integroituva ja tilloin lauseen 3.16 nojalla

my6s Lebesgue-integroituva valilld [0, 1] ja

1 1
fulz)de = / x®dx
0 1
1 1
- 1 .
5_|_1< ns—‘rl)
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S|
Jos s +1 > 0, niin fo fn — Tallin monotonisen konvergenssin lause

+1

(lause 4.3) nojalla Lebesguen integraali fo x) dr on olemassa ja saa arvon
s+_17 jos s > —1.
Esimerkki 4.6.

(1) Olkoon f,(z) = na™, kun = € [0,1]. Talléin lim, ,~ f, = 0 melkein

kaikkialla ja lim,, fo fn ) dxz = 1. Néin ollen

lim fn x)dr # /01 (nh_g)lo fn(x)> dx.

n—oo

(2) Olkoon f,(x) = n?z", kun x € [0,1]. Téllsin lim, o f, = 0 melkein

kaikkialla ja lim,, . fo fn ) dz = oo. Néin ollen

lim fn ) d # / (tim £,

n—oo

Edeltavissa esimerkissa kumpikaan jonoista ei ollut monotoniseti kasvava
eikd rajoitettu melkein kaikkialla. Téméan vuoksi onkin luonnollista seuraa-
vaksi tarkastella ei-monotonisia jonoja, jotka ovat integroituvalla funktiol-
la rajoitettuja melkein kaikkialla, eli todistetaan dominoidun konvergenssin

lause (lause 4.8). Tétd ennen kuitenkin todistetaan erds aputulos:

Lemma 4.7. Olkoon jono (z,)32, C R. Tallin

lim sup x,, = — liminf ( — xn).
n—o00 n—00

Todistus. Nyt jono (x,)2%, C R, joten

e =i (o

kaikilla n € N. Nyt kun otetaan raja-arvot ja kaytetddn yla- ja alaraja-

arvojen méaéritelmid (mééritelmé 2.11) saadaan

limsup z,, = lim (supxk> = — lim {inf (— xk)l = — liminf ( - xn)

N—00 n—00 k>n n—oo | k>n n—00
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Lause 4.8 (Dominoidun konvergenssin lause). Olkoon (f,)S; jono
Lebesgue-integroituvia vilin |a, b] funktioita. Oletetaan, etté on olemassa sel-
lainen funktio f, ettd lim, o f, = f melkein kaikkialla valilla [a,b]. Olete-
taan myos, ettd on olemassa sellainen Lebesgue-integroituva funktio g, etté
kaikilla n € N on |f,,(z)| < g(x) melkein kaikkialla z € [a, b]. Télléin funktio

f on Lebesgue-integroituva valilld [a, ] ja
/ f = lim fn
n—oo
Todistus. Kun 1 < k < m, méaritelladn funktiot
Grm () = min{ f,(x) : k <n <m}
ja
gr(x) = inf{f,(z) :n >k} (7)

Téll6in lemman 3.20 perusteella funktio gy ,,, on Lebesgue-integroituva vélilla
[a,b] ja vihenevé jono (gkm)oo_, suppenee kohti funktiota g, melkein kaik-

kialla valilld [a,b]. Liséksi gk, > —g melkein kaikkialla valilla [a, ], joten

b b
/ hem > / (—g) > —o0.

Huomautuksesta 4.4 seuraa, ettd funktio gx on Lebesgue-integroituva valilla
[a,b] ja kaikilla k& > 1

b b b
/ gr = lim [ gpm < / g < 0.
a m—0o0 a a

Alaraja-arvon mééritelmén (mééritelmé 2.11) mukaan

lauseen 3.13 nojalla on

klgn gr(z) = lirggolf folz) = f(z) mk z€lab].

Koska gi < f kaikilla arvoilla k ja jono (gx)?2; on kasvava, niin monotonisen
konvergenssin lauseen (lauseen 4.3) perusteella saadaan, ettd funktio f on

Lebesgue-integroituva valila [a, b] ja

b b (7 b
/ f= lim / gr < liminf/ fr.
a k—oo [, k—oo [,



Soveltamalla tata padttelyd jonoon (—f,)% , saadaan
b b b
—/ f—/ (—=f) Sliminf—/ fk = —hmsup/ fe
a a k—o0 k—o00

b b b
f<l1m1nffk<11msup/ ka/ f.

a k—o0

Siksi
. . b . .
Raja-arvo limy_,q fa fr on siis olemassa ja

sy

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd dominoidun konvergenssin lauseen

]

(lause 4.8) dominoiva funktio g on tarpeellinen.

Esimerkki 4.9.

(1) Olkoot sellaiset f, f,, : [a,b] — [0,1], ettd f(z) = 0 ja fu(x) = Xpni1(2),
missi n=1,2,... ja[n,n+ 1] C R.

lim fn(a:) = f(x)

n—oo

kaikilla x € [a, b], mutta

n—o0

b b
lim fn()dle#():/f(x)dx

(2) Olkoot sellaiset f, f, : [a,0] — R, ettd f(z) = 0 ja fu(x) = nxje (),
missé n = 1,2,... ja0,1] C [a,b]. Télléin
lim fu(2) = f(=)

n—oo

kaikilla x € [a, b], mutta

n—o0

lim fn< ) x—l#o—/ e
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