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Tamén kirjoitelman tarkoituksena on nayttad eri ratkaisumenetelmié lineaarisen
yhtéloryhmén
anTi + apTip + -+ a1, = by

2171 + Q92T + - - + A2, Ty, = Do

Ap1T1 + Qp2Tp2 + - - + AppXy = bn

ratkaisemiseksi iteratiivisesti ja osoittaa miksi kyseiset menetelmét toimivat ja milla
ehdoilla. Kirjoitelmassa kdaydéan lapi Jacobin menetelmé, Gaussin ja Seidelin mene-
telmé ja konjugaattigradienttimenetelma.

Edelld mainittua yhtaloryhméd vastaa matriisiyhtdlo Ax = b, missd A = A«
on kompleksikertoiminen neliomatriisi. Jacobin menetelmélld hajotetaan matriisi A
osiin diagonaalimatriisiksi D ja matriisiksi —F — F', jonka diagonaalialkiot ovat nollia,
ja A= D — E — F. Télloin saadaan matriisiyhtalo sellaiseen muotoon, ettd voidaan
iteroida vektorille ™ ratkaisuja alkioittain kayttamalla laskuissa pelkéstadn edellista
ratkaisua 1.

Gaussin ja Seidelin menetelméassé lahtokohta on sama kuin Jacobin menetelméssa.
Ero Jacobin menetelméén on siind, ettd vektorin alkion 27" ratkaisua iteroitaessa

kiytetdén kyseisen iteraatiokierroksen saatujen arvojen z7", - - - , a7 ; liséiksi edelliselté
kierrokselta arvoja xgn_l, o+ ™1 Tallsin Gaussin ja Seidelin menetelmé néyttéisi
olevan laskennallisesti tehokkaampi kuin Jacobin menetelmaé.

Konjugaattigradienttimenetelméssé etsitdén neliomuodon f(x) = %x*Ax — b*'x
gradientin V f(x) = Az — b nollakohtaa kun A on itseadjungoitu ja positiivisesti defi-
niitti. Kirjoitelmassa lahdetaén liikkeelle jyrkimmén laskun menetelmésté, jossa kay-
tetddn tietoa siitd, ettd gradientti vdhenee voimakkaimmin negatiivisen gradientin
suuntaan, jolloin kyseisen suuntavektorin ja neliomuodon leikkauspiste on jokaisen
iteraatiokierroksen ratkaisu vektoriksi ™. Tamén jédlkeen parannetaan jyrkimmén
laskun menetelméd etsimélla yleisid keskenédén ortogonaalisia A-konjugaatteja suun-
tavektoreita pg. Lopuksi maéaritelldan tapa méaarittaa eksaktisti etsintdsuuntavektorit
kayttamalla Krylovin aliavaruuksia, jolloin paddytédén konjugaattigradienttimenetel-
maéan.

Kirjoitelman lopussa arvioidaan empiirisesti kahden esimerkin avulla menetelmien
laskennallista tehokkuutta. Pienten matriisien tapauksissa nayttéisi konjugaattigra-
dienttimenetelma olevan tehokkaampi kuin Jacobin menetelmé ja Gaussin ja Seidelin
menetelma.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on nayttéd eri ratkaisumenetelmia lineaarisen
yhtéloryhmén

a11%1 + a12%12 + -+ 1Ty = by

A91%1 + A99T99 + - -+ + Aop Ty = by

Ap1T1 + Gp2Tpo + -+ - + ATy = bn

ratkaisemiseksi tai approksimoimiseksi iteratiivisesti ja osoittaa miksi kyseiset mene-
telmét toimivat ja milld ehdoilla. Kirjoitelmassa kidydéédn lapi Jacobin menetelmé,
Gaussin ja Seidelin menetelma ja konjugaattigradienttimenetelma.

Esitietoina oletetaan tunnetuiksi peruslineaarialgebran kurssit. Lahdeluettelos-
sakin mainituilta matriisiteorian [3] ja matriisiseminaarin [4] kurssien késitellyisté
asioista esitellddn ensimméisessé kappaleessa tarpeellinen esitieto. Kirjoitelmassa ké-
siteltdvit matriisit ovat kompleksikertoimisia neliomatriiseja M € C(n,n). Myohem-
min kirjoitelmassa kéiytetddn kompleksikertoimisten neliomatriisien joukolle merkin-
tad M, (C). Kirjoitelmassa mainitaan erikseen mikéli matriisit ovat jotain muuta. Li-
sdaksi miké&li matriisia kerrotaan vektorilla, matriisia matriisilla tai vektoria vektorilla,
niin oletuksena on laskutoimitusten yhteensopivuus dimensioiden suhteen.

Ensimmaisessé kappaleessa esitelldén jo peruslineaarialgebran kursseilla kdydyistéa
asioista ominaisarvoteoriaa. Tamaén jéalkeen esitelldén matriisiteoria ja -seminaarikurs-
seilla esitelty méaritelmé matriisijonolle ja esitellddn matriisin ominaisuuksista it-
seadjungoituvuus, pseudoinverttisyys, similaarisuus ja matriisinormi, joka johdetaan
kompleksisen vektoriavaruuden normista matriisille sopivan ehdon avulla. Lisdksi kap-
paleessa késitellddn vektorijoukon ortogonaalisuus, ortogonaaliprojektio ja matriisin
normaalius.

Toisessa kappaleessa késitellddn Jacobin menetelmé ja Gaussin ja Seidelin mene-
telmé&. Jacobin menetelmélld hajotetaan matriisi summamatriisiksi, jonka toinen osa
on diagonaalimatriisi ja toinen osa matriisiksi, jonka diagonaalialkiot ovat nollia. Tél-
16in saadaan matriisiyhtalo sellaiseen muotoon, etté voidaan iteroida ratkaisuvekto-
rin arvoja alkioittain kayttamalld laskuissa pelkéstédin edellistd ratkaisua. Gaussin ja
Seidelin menetelméssa ldhtokohta on sama kuin Jacobin menetelméssi. Ero Jacobin
menetelméaéin on kuitenkin siiné, ettd ratkaisuvektorin arvoja iteroitaessa kaytetaan
aina tuoreimpia arvoja eli kyseisen iteraatiokierroksen saatujen arvojen liséksi tar-
vittaessa edelliseltd kierrokselta saatuja arvoja. Toinen kappale pohjautuu vahvasti
Denis Serren Matrices: Theory and Applications [2] teokseen ja osittain myods Gene
H. Golubin ja Charles F. Van Loanin Matrix computations [1] teokseen.
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2 JOHDANTO

Konjugaattigradienttimenetelméssé etsitdén neliomuodon f(x) = %x*Ax — b*x
gradientin V f(x) = Az — b nollakohtaa kun A on itseadjungoitu ja positiivisesti defi-
niitti. Kirjoitelmassa lahdetaén liikkeelle jyrkimmén laskun menetelmésté, jossa kay-
tetddn tietoa siitd, ettd gradientti vdhenee voimakkaimmin negatiivisen gradientin
suuntaan, jolloin kyseisen suuntavektorin ja neliomuodon leikkauspiste on jokaisen
iteraatiokierroksen ratkaisu vektoriksi ™. Tamén jédlkeen parannetaan jyrkimmén
laskun menetelméaé etsimalld yleisid keskendén ortogonaalisia A-konjugaatteja suun-
tavektoreita py. Lopuksi maéaritelldan tapa méaarittaa eksaktisti etsintdsuuntavektorit
kayttamalla Krylovin aliavaruuksia, jolloin paddytédén konjugaattigradienttimenetel-
méadn. Kolmas kappale pohjautuu suurimmilta osin Gene H. Golubin ja Charles F.
Van Loanin Matrix computations [1] teokseen. Normien osalta painotus on kuiten-
kin Denis Serren Matrices: Theory and Applications [2] teoksessa. Kuvaajien osal-
ta ldhteen&d on kiytetty Jonathan R. Shewchukin An Introduction to the Conjugate
Gradient Method Without the Agonizing Pain [5] teosta ja jyrkimmén laskun mene-
telmén yhteydessé gradientin voimakkaimman véhenemisen osalta on viitattu Robert
A. Adamsin Calculus: A Complete Course [6] teokseen.



LUKU 1

Lineaarialgebrasta ja matriisiteoriasta

Téasséd kappaleessa esitetdén iteraatiomenetelmissd kaytdvien asioiden kannalta
oleellisimpia esitietoja todistuksineen tai viittauksineen todistuksiin.

1.1. Matriisin ominaisarvo

Lineaarikuvaukselle L : V' — V', missd V' on sisdtuloavaruus, jollekin luvulle A ja
vektorilla v € V', v # 0, on voimassa ominaisarvoyhtalo

L(v) = v,

missd A on kuvauksen L ominaisarvo ja v sithen liittyva ominaisvektori. Adrellis-
ulotteista lineaarikuvausta L vastaa yksikésitteisesti neliomatriisi A = A,,x,, jolloin
maédritellddn ominaisarvo A ja ominaisvektori v vastaavalla matriisiyhtalolla

Av = . (1.1)
Taméa saadaan muodostettua lauseeksi:

LAUSE 1.1. Luku X on matriisin A = A, x, ominaisarvo tdsmdlleen silloin, kun
se toteuttaa matriisin A karakteristisen yhtdilon

det(A — \I) = 0.
TobisTus. Yhtalo (1.1) toteutuu, kun
(A— X =0.

Sellainen ratkaisu, missd v # 0 10ytyy vain, jos kuvaus A — AI ei ole injektio. Tama
on yhtépitdvii sen kanssa, ettd A — A ei ole kddntyvé, eli det(A — AI) =0 O

Matriisin A ominaisarvojen joukkoa sanotaan sen spektriksi ja kaytetdédn sille
merkintaéd o(A).
Matriisin A = A,,«,, spektraalisdde on luku

p(A) = max{[[Al}, A € o(A)}.

Otettaessa huomioon myos mahdolliset kompleksiset ominaisarvot spektri siséltyy sen
spektraalisiteiseen suljettuun kiekkoon eli o(A4) C B(0, p(A)).

Matriisin ominaisarvojen maérittamista tarvitaan erityisesti matriisin normin maé-
rityksessa.
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1.2. Matriisijono

Olkoon (Ay)R2,, missd Ay = [aﬁj] on &drellisulotteinen matriisi, jono matriiseja.
Matriisijono (Ay) suppenee kohti matriisia A = [a; ], jos suppeneminen tapahtuu
alkioittain eli jos afi ; — a;j. Talloin voidaan kéyttdd merkintad
lim A, = A, tai
k—oo
A — A, kun k — oo.

LAUSE 1.2. Suppeneville matriisijonoille A, — A ja By — B, suppenevalle luku-
jonolle N\, — X\ ja kddntyvdlle matriisille C' pdtevdit seuraavat ominaisuudet:

Ak + B, — A+ B (1)
(

)
3)
C1AC — CTTAC. 4)

Tobistus. Olkoot matriisijonot Ay = [af ] ja By = [bf ], seké kéiéintyvi matriisi
C = [¢;;] ja matriisien A ja B alkiot aﬁj — a;; ja b, — by

Kohta (1): Koska matriisien A ja By yhteenlasku on alkioittain yhteenlaskua,
niin ne suppenevat alkioittain, eli

(Ak + Bk)z‘,j = aﬁj + bf,] — Q; j + bm‘ = (A + B)i,j.
Kohta (2): Matriisitulon Ay By alkiolle paikassa (i, j) on

n n

k 1.k
E ai,lbl,j_>§ ai b,
=1 =1

silld matriisijonojen A, ja By alkioittaisen suppenevuuden perusteella aﬁl — a;; ja
bf‘i ; — by eli myds matriisien tulo suppenee alkioittain.

Kohta (3): Koska matriisin A, ja skalaarin A kertolaskussa kerrotaan matriisin Ay
alkioita skalaarilla A, niin

(AAk)i,j = )\a,ﬁj — )\am‘ = ()\A)i,ja

eli matriisin ja skalaarin tulossa alkioittainen suppeneminen sailyy.
Kohta(4) Seuraa suoraan kohdasta (2). O

Matriisijonon suppeneminen on erittédin olennaista iteratiivisen ratkaisun loytami-
seksi.

1.3. Ortogonaalisuudesta ja aliavaruuksista

Aérellinen vektorijoukko V on ortogonaalinen, jos sen vektorit ovat pareittain koh-
tisuorassa toisiaan vastaan. Olkoon vektorit s € V' ja v € V ortogonaalisen vektori-
joukon jasenid. Télloin niiden sisétulo antaa nollan eli (s|v) = s*v = 0. Jos ortogonaa-
lisen vektorijoukon V' vektorit ovat yksikkovektoreita eli ||v]| = 1 kaikilla v € V| niin
vektorijoukko V' on ortonormaali. Jos vektorijoukko V' muodostaa sisétuloavaruuden,
niin silld on ortonormaali kanta [3, s. 31].
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Osajoukot S ja T ovat ortogonaaliset, jos (s|t) = 0 kaikilla s € S jat € T.
Osajoukon S C V' ortogonaalikomplementti on aliavaruus

St ={se V| (z|s) =0 kaikilla s € S}.

Olkoon vektorijoukko {vy, ..., v,} C R™. Joukkoa kaikista vektorijoukon lineaari-
kombinaatioista merkit&dan

span {vy, ..., v} = {Z Bjvi : B; € R}
j=1

Jos V on avaruuden R™ aliavaruus eli V' C R™, niin on olemassa lineaarises-
ti riippumattomat kantavektorit {vq,...,v,} C V siten, ettd V = span{vy,...,v,}.
Aliavaruuden V' kantavektoreiden lukumédralle eli dimensiolle kiaytetdan merkintéé
dim(V). Olkoon v = Aoy + - -+ + A\yu,, A; € R. Samaistamalla tdmé vektori sarake-
vektorin kanssa, saadaan [vy, v, -+ ,v,]T < (v1, 09, -+ ,v,) € R™ Tillsin matriisin
A yhteys lineaarikuvaukseen L : V' — V saadaan samaistetun sarakevektorin v avulla

Lv = Av.

Kayttamaélla samaistettuja sarakevektoreita matriisi saadaan sarakehajotelmamuo-
toon A = [ay, ..., a,], jolloin sen sarakeavaruus ran(A) = span {ay, ..., a,} ja sen ranki
rank(A) = dim(ran(A)).

Madritellaan viela ortogonaaliprojektio, joka on lineaarikuvaus P : V' — V| jolle
P? = P on projektio kuvauksen P kuvajoukolta Im(P) kuvauksen P ytimen eli
aliavaruuden Ker(P) suuntaan, jos Ker(P)L Im(P). Ortogonaaliprojektiolle P pétee
Im(P) = U = Ker(P) = U+, missi U on avaruuden V aliavaruus.

1.4. Matriisin erditi ominaisuuksia

Kasitelladn tutkielmassa kiytettyja matriisin ominaisuuksia, joita ei ole késitelty
johdannon alussa mainituilla kursseilla tai ovat muuten oleellisia tutkielman kannalta.

MAARITELMA 1.3. Olkoon kompleksikertoiminen n x n neliomatriisi A € M,,(C).
Matriisi A on itseadjungoitu, jos se on itsensd konjugaattitranspoosi eli A = AT ja
sen alkioille a; ; = @j;. Kéytetddn tille merkint&dd A*.

MAARITELMA 1.4. Olkoon kompleksikertoiminen n x n neliomatriisi A € M, (C).
Matriisi X on matriisin A pseudoinverssi, jos patee seuraavat ehdot:

AXA=A
XAX =X

(AX)" = AX
(XA)" = XA.

Talloin sekd AX, ettd X A ovat itseadjungoituja. Kéytetdan matriisin A pseudoin-
verssille merkintdd A* (ks. [1, s. 257-288)]).
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Jos rank(A) = n, niin n x m matriiseille AT = (A*A) "1 A* ja n x n nelidmatriiseille
on AT = A7!. Lisiksi AAT ja ATA ovat ortogonaaliprojektioita sarakeavaruuksiin

ran(A) ja ran(A*).
MAARITELMA 1.5. Neliomatriisit A ja B ovat similaareja toistensa suhteen, jos
on olemassa kidntyvi matriisi P, jolle pitee A = PBP~! (ks. [2, s. 9] ja [1, s. 311]).

Tutkitaan seuraavaksi similaarien matriisien ominaisarvoja.

LAUSE 1.6. Jos neliomatriisit A ja B ovat similaarit, niin niilld on sama karak-
teristinen polynomsi ja samat ominaisarvot monikertoineen.

TobIsTus. Jos A = PBP~!, niin
det(A — \I) = det(PBP™' — APP™)

=det(P(B—A\)P™)

= det(P) det(B — \) det(P1)

=det(B — \I).

O
MAARITELMA 1.7. Olkoon kompleksikertoiminen nxn neliomatriisi A € M (n,n, C).
Matriisi A on unitaarinen, jos A= = A*.

Neliomatriisi on unitaarinen tdsmaélleen silloin, kun sen rivivektorit ovat ortonor-
maalit ja kun sen sarakevektorit ovat ortonormaalit.

MAARITELMA 1.8. Matriisi A on normaali, jos silld on normaali ominaiskanta
avaruudessa C", eli jos matriisin ominaisvektorit muodostavat avaruuden C" kannan
ja kantavektoreiden pituudet ovat ykkosié.

Matriisi A on normaali silloin, kun A*A = AA*(ks. [2, s. 313]. Mikili matriisi A
on normaali, niin on olemassa unitaarinen matriisi U niin, ettd A = UDU™, missé
D on diagonaalimatriisi (ks. [3, s. 36] ja [2, s. 28-29]). Télloin matriisit A ja D ovat
similaarit ja siten niiden ominaisarvot ovat samat.

1.5. Normi
MAARITELMA 1.9. Kuvaus [|-]| : V' — R on normi kompleksisessa vektoriavaruu-
dessa V, jos kaikilla z,y € V ja w € C pétee
(1) ||=]] > 0 ja ||zl = 0 jos ja vain jos x = 0
(2) [Jwz]| = [w] ||z
B3) llz+yll < flzll + llyll-

Kompleksisen vektoriavaruuden C" normeja ovat mm.

n
lzlly = Jaal + -+ |zal = ) i
i=1
n

el = 3 lef?)7, kun p > 1
i=1
[l = max{la],. .., [wal}.
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Tobistus. Siihen, ettd edelld mainitut normit toteuttavat normin ehdot, tarvi-
taan Minkowskin epayhtélod ja Holderin epayhtédloda. Minkowskin epayhtélé on

[z +yll, < [lzll, + llyll,
kaikilla z,y € C". Holderin epéayhtéld on

(@, ) < [lll, lylly
misséd yhtalon
1 1
~+==1
p p
lukuja p ja p’ sanotaan konjugaattieksponenteiksi. Naiden todistukset 16ytyvét Serren
kirjasta [2, s. 61-63].
Olkoon vektorit z ja y € C" ja w € C. Tarkastellaan aluksi normia ||-||,. Selvésti
jos z = 0, niin [|z||; = 0. Edelleen jos jokin vektorin x komponentti z; # 0, niin
||z||; > 0. Liséksi

n

n
lwzll, =) lwzs| = [w] Y ol = [l |l2]], -
i=1

=1

Lopuksi

lz+yly =Yl wl < D laal + ) lul = llll, + Iy, -
i=1 i=1 i=1

Seuraavaksi tarkastellaan normia [|-[| . Selvésti jos = 0, niin [|z|| , = 0. Edelleen
jos jokin vektorin z alkio x; # 0, niin [|z[|, > 0. Lisiksi

n

1

lwell, = Y [wz;[P)»
=1

n 1
= (lwP Y Jail”)
1=1

Koska p > 1, niin
i+ yil? = o + il lws + vl < (] + il + w7
= |zi|lz; + yilP " + |yl + wP

Josq = p%l, niin %4—% =1, % = 1—% ja (p—1)q = p. Télloin Holderin epéyhtalolld
saadaan

Z i |2 + ysP 7 < (Z |xi‘p)%<z 2+ 3 P70
=1 i=1 =1
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ja
n n . n i ,
Y lyille 4+ gl < QO k) O L+ il #709).
=1 i=1 i=1
Nyt
Y v n ~3 i1 |wi + yil?
(O fos + 3l = (3 o+ i)' = Pt ul
(0 foi + )’

n 1 n — 1 n 1 n _ 1

< (Zizl |$i|p)p(zz’=1 |z + yi|(p l)q)q + (Zi:l |yilp)P(Zi:1 |z + yi|(p 1)q)q
< - 1
(Zi:l |z + yi|(p l)q)q

= Qe + (- luil).

i=1

Tarkastellaan vield normia [|-||_. Selvésti jos z = 0, niin ||z||, = 0. Edelleen jos
jokin vektorin z alkio on nollasta poikkeava eli x; # 0, niin ||z||, > 0. Liséksi

lwz||, = max {|wa], -, [wan[} = [w]max {[z1], -, [za]} = |w][|z]/,
ja lopulta
||:L’—|—y||oo - maX{|x1 +y1|’ ) |$n +yn|} < max{|x1| + |y1|7 U 7|xn’ + |yn’}
< max {|z1], - [zal} +max {Jyil, o yal} = 2l + Yl -

Siispé annetut normit toteuttavat normin ehdot.
O

Vektoriavaruuden normien ehdot eivat kuitenkaan riitd matriiseille. Maaritellaan
siis erikseen ehto matriisinormille.

MAARITELMA 1.10. Kuvausta ||| : M,(C) — R kutsutaan matriisinormiksi, jos
matriiseille A, B € M, (C) pétee

IAB| < Al BI| - (1.2)

Kirjoitelmassa oleellisin matriisinormi on operaattorinormi tai indusoitu matrii-
sinormi. Olkoon nyt vektoriavaruus C" varustettu normilla ||-||,. Témén normin in-
dusoima matriisinormi mééritellddn asettamalla

A

|Azll, _ max || Az, (1.3)
lzll, el

kaikille A € M,,(C). Tarkistetaan, ettd indusoidulle matriisinormille patee mééritel-
mén 1.9 ehdot normille ja matriisinormin ehto.

(1) Olkoon vektori z € C", jolle ||z, = 1 ja [|A]| = ||Az|/,. Talloin kaikille
vektoreille x € C", joille ||z]|, = 1, on ||Az||, < ||Az||,. Jos A = 0, niin
0 = [|Az||, < ||Az]|, kaikille z € C, jolloin ||Al| = 0. Jos [|A|| = ||Az||, =0,

|A]] = sup
x#0

niin A = 0.
(2) Olkoon ¢ € C™.
leAz]], el | Az, [Az]],
leA]l = sup = sup — ——=* = |¢[sup = [el [l
w20 zll, w0zl w20 |z,
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(3) Olkoon z # 0. Nyt
[(A+ Ball, _ [[Az + Bzll, _ [|Az]], + [ Bz|

x|, f=ll,  — x|,
Talloin

s <A+ 1B

A+ Bl < [All +[|B]|
(4) Olkoon Bz =y # 0. Télloin

AB
48] = sup 1250
o Tl
4Bz, B,

= sup
x#0,Bx#0 ||B'r||v ||'r||v

[Ayll, Bz,

< sup
y20 [[Ylly w0 [,
= [[Al1B]-
Toisaalta jokaiselle x, jolle Bx = 0 on
Bz, _ |ABe],
1, 208220 ||z,

jolloin epéyhtdlo patee myos toiseen suuntaan.

LAUSE 1.11. Aikaisemmin annettujen normien indusoimat matriisinormit ovat:

Al =) lai| (1.4)

ij=1
“ 1
Al = (3 laws")? kun p> 1 (15)
ij=1
41 = i 3ol (16)
]:

Tobistus. Tarkistetaan, ettd edella mainitut matriisinormit tayttavéat matriisi-
normin ehdon (1.10).

Olkoon A, B € M,,(C) siten, ettd A = [a;,] ja B = [b;;]. Nyt saadaan normille
(1.4)

IABIl, = > D 1AB)igl =Y > 1D ainb,

i=1 j=1 i=1 j=1 |k=1
n n n n n n n
<D D D laikbigl <D > D laikbm
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1 m=1
n n n n n n n n
=D D aikllbmgl = QD airh O D b))
i=1 j=1 k=1 m=1 i=1 k=1 j=1 m=1

= [lAll, 1Bl -
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Normia (1.5) eli p-normia varten todistetaan aluksi, ettd p-normifunktio [|-[|, on
viaheneva muuttujan p € R™ suhteen. Olkoon p ja ¢ € R” siten, ettd 0 < p < ¢
ja vektori x € C". Jos = 0, niin ||z||, = [[z[|, ja viite pétee. Jos z # 0, niin

olkoon komponentti y, = 17 || Talloin y, < 1 jokaiselle k = 1,--- ,n ja y; > y}. Siis

lyll, > 1, jolloin [[z[|, > [|z||, ja p-normifunktio on viihenevé.
Nyt saadaan Hoélderin epéiyhtéiléstéi

Zai7kbk,g Z | @i kbr51) Z |a; k") (Z [bx517) 9"
pa b1
= ((Z |aik[")P Z @i k|*) pT P= () laar) D lbws |9
k=1 k=1

=1-_ja(—1g=p.

1
’p

i=1 k=1 k=1 j=1
n n 1 n n

= Q> lal)P QY bugl®)e
i=1 k=1 k=1 j=1

= [lAlL, 1B, < [[All, 1Bl -

Normille (1.6) on taas

n n
- < x5l
HABHoo fg?gizl ’ Zak,j zk| 112%); |ak,Jbz,k’
] :

=1 k=1

n
< 1%1%}%21 |a; jb; j| = @ag}iz |ai ;| [bi;]
4 —

n n

< max (3 lais) D [bial) < (max Z jai4]) (max Z b k)
=1 k=1

= [|All o 1Bl

Télloin jokainen normi tayttdd matriisinormin ehdon. 0

Erés kdyttokelpoinen matriisinormin (1.5) erikoistapaus on euklidisen normin ||-||,,
indusoima spektraalinormi (ks. [2, s. 65] ja [1, s. 57])

[A]ly = v/ p(A*A).
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LAUSE 1.12. Olkoon ||| avaruuden C™ normi ja kddntyvd neliomatriisi P €
M, (C). Siten N(zx) := ||Px|| on normi avaruudessa C". Tdlljin N(A) = ||[PAP™!|.

TobisTus. Olkoon y = Pz. Nyt

[PAz| | PAPy||

N(A) = Supxyéom = Supwéow = HPAP_lH .

O

LAUSE 1.13 (Householderin lause). Jokaiselle matriisille B € M,,(C) ja jokaiselle
€ > 0 on olemassa avaruuden C" normi siten, ettd indusoitu normi

Bl < p(B) + €. (1.7)

TobpisTus. Oletetaan tunnetuksi (ks. [2, s. 29-30]), etté jokaiselle B € M, (C) on
olemassa kiintyvi nelidmatriisi P siten, ettd 7= PBP~! on ylikolmiomatriisi.

Indusoiduille normeille pétee p(A) < ||A||(ks. [2, s. 66]), silld on olemassa omi-
naisvektori z, joka vastaa itseisarvoltaan suurinta ominaisarvoa eli matriisin A spekt-
raalisidettd p(A) ja jolloin

p(A) ]| = [[Az]] = [[Az]} < JA][ ||

Nyt matriisit B ja T ovat similaarit ja lauseesta 1.6 johtuen matriiseilla B ja T" on
sama spektraalisidde, jolloin ||B||, = ||T'||,. Edelleen 16ydetééan matriisin 7" similaari
diagonaalimatriisi D = diag(ty,--- ,t,) (ks. [2, s. 48]). Olkoon kééntyva neliomatriisi
Q € M, (C) siten, ettd Q(y) = diag(1,y,y?, -+ ,y" ). Talldin lim, o, Q(y)TQ(y) ' =
D.

Kéyttamalld euklidisen normin ||-||, indusoimaa matriisinormia saadaan

inf || T =

lim Qy)TQ(y)™

= [IDlly = Vp(D*D) = max|t;| = p(T).
2

Householderin lauseella on seuraava seuraus potenssijonojen suppenevuuteen.

SEURAUS 1.14. Olkoon matriisi B € M,,(C). Matriisijono B* — 0, kun k — oo,
jos ja vain jos p(B) < 1.

Tobistus. Todistetaan aluksi, ettd matriisijonon Bj suppenevuudesta seuraa se,
ettd myos matriisijono Bryv — 0, kun k£ — oo, kaikilla vektoreilla v € C". Tamé
seuraa suoraan epayhtélosta

[Bevll < (| Bl f[v]l -
Jos nyt p(B) > 1, niin on olemassa vektori u ja luku A siten, etté
Bu = \u.
Talloin myos Bru = Agu ja
[Brull = [Ax] [|u
Akl llull = 1Bl lull
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eli kun matriisijono By — 0, kun k& — oo, pitdisi myos Ay — 0, kun & — oo, mutta

se on oletuksen vastaista. Siis p(B) < 1.
Jos taas p(B) < 1, niin Householderin lauseen nojalla jokaisella € > 0 on

1Bkl < [IBlly < p(B) +e.

Télloin matriisijono B, — 0, kun k£ — oo.



LUKU 2

Jacobin ja Gaussin ja Seidelin iteratiiviset menetelmét

Lineaarinen systeemi on muotoa Ax = b. Yleisesti hajottamalla matriisi A muo-
toon M — N ja silld oletuksella, ettd M on kédédntyvé, saadaan vektoriksi

v =M YNz +0).
Nyt jono (z™),en saadaan induktiivisesti kun
2" = MY Nz™ +b). (2.1)

MAARITELMA 2.1. Matriisin suppenemisehto:
Olettaen, ettd matriisit A ja M ovat kaantyvia, A = M — N, sanotaan etté
iteratiivinen metodi (2.1) on suppeneva mikéli jokaiselle parille (z°,0) € C* x C" on

lim 2™ = A™'b.
m—so00
Tésta paastdan ehtoon iteratiivisen metodin suppenevuudelle:
LAUSE 2.2. [teratiivinen metodi (2.1) on suppeneva jos ja vain jos spektraaliside
p(M™IN) < 1.

TobisTtus. Olkoon xy alkuvektori. Nyt
o' =M Y N2 +b)= M 'N2* + M~ 'b
2> =M Y Nz' +b)= M 'Nz' + M 'b

=M 'NM'Na®+ M)+ M b= (M'N?2"+ M *NM b+ M
23 = MY (N2> +b) = M N2> + M~ '

=M I'N(M?N? 2" + M 'NM b+ M~'b) + M~'b

=(M'N¥2® + (M 'N?M o+ M 'NM o+ M~'b.

Néin ollen voidaan péételld, ettd vektori

m—1
2" = (MTIN)"20 4y (MTIN)F M,
k=0

Todistetaan tamé induktiolla. Induktio-oletus on

k—2
Zl'fk — (M—lN)k—1$0 + Z(M—lN)iM—lb
=0

13
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ja induktioviite on

k—1
= (MTINYF O+ Y (MTIN)Y M.
=0

Todistetaan induktioviite sijoittamalla yht#loon (2.1) induktio-oletuksen vektori z¥,

niin saadaan

" = MY (N2® 4 b)

k—2
=M Y N(MIN) 2% Y (MIN)YM~'b) 4 b)
=0
k—2
= (M7'N)*2® + MTY(NDY (MTINYM ')+ M
=0

k—1
= (M7'N)¥2® + > (MT'N)'M~'b,
=0

eli induktiovéite on tosi.

Jos p(M~'N) < 1, on olemassa matriisinormi ||-|| siten, ettd |M~'N|| < 1, jolloin
potenssijono (M~'N)™ suppenee kohti nollamatriisia ja sarja S+ (M~'N)? suppe-
nee geometrisend sarjana kohti (I — M~1N)~1 jolloin

Ea
—_

(MTINYM ' =Y (MTIN) M b= (I - M~'N)"'M~"b.
k=0

Il
o

Merkitédn y = (I — M~'N)=1M~'b, jolloin
M= (UI—-M"'Ny=y— M 'Ny,

b= My— Ny= Ay jay= A"1b. Talloin 2™ — 0 + A~'b.
Jos taas p(M~'N) < 1, niin seurauksen (1.14) nojalla lim,, ,., M ~'N = 0. T#llsin
™ — A7 = (M7'N)™(2° — A7'b) — 0 ja iteratiivinen metodi on suppeneva.
Jos metodi on suppeneva ja b = 0, niin lim,,, oo (M "' N)™2" = 0 jokaiselle 2° € C™,
jolloin my®és lim,,, oo (M~ N)™ = 0. Seurauksen (1.14) nojalla p(M~'N) < 1.
O

Madritetddn raja-arvo lim,, .. ™ iteroimalla Jacobin menetelmélla ja Gaussin ja
Seidelin menetelmalli.

2.1. Jacobin iterointimenetelméi

Olkoon n x n matriisi A jaettu sen diagonaaliosaan D, jonka alkiot ovat nollasta
poikkeavia, yldkolmiomatriisiksi — F' ja alakolmiomatriisiksi —FE'. Valitaan nyt M = D
ja N = E+ F ja saadaan iteraatiomatriisiksi J := D! (E + F). Tarkastellaan yht&lod
Ax = b, missd A = A,,», yleisessé tapauksessa:
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Ar =b
11 -+ Ain X1 by
Ap1 = Apn L, bn
Jaetaan matriisi A diagonaaliosaan
aii 0 0
0 0 apn
ja matriisiksi
0 12 a1.3
as;
_E—F = ;
Ap—1n
Ap1 = Apn—1 0

Nyt A= D — E — F ja yhtidlo Ax = b saadaan muotoon
z=D"(b+ (E+ F)z).

Koska yhtéloiden vasemmalla ja oikealla puolella olevat termit ovat samat, niin huo-
mataan, etta

z=D'b+ (E+ F)x)
(@™ )=y = (Db + (B + F)a™))

m=1 — m=1>

jolloin yht&loé on induktiivisessa muodossa
g™ = Db+ (E + F)z™).

Voidaan approksimoida vektorijonoa aina vektorijonon edellisen jasenen avulla. Jaco-
bin menetelmé& toimii siten, ettd kun tunnetaan vektori z, niin saadaan ratkaistua
vektorin z™*! alkio !

7

i—1 n
1
o = @ <bi N Z‘ZLﬂ? - Z “uﬂ?) : (2.2)
1,7 j=1

j=i+1

Tutkitaan Jacobin iterointimenetelméi suppenemisehdon avulla, kun b = 0. Nyt
siis matriisi A on muotoa A = M — N = D — E — F, missd matriisi D on matriisin
A diagonaali ja matriisit —F ja —F ovat sen yld- ja alakolmiomatriisit ja riittéa
tutkia matriisin D~!(E+ F) spektraalisidettd. Kdyttamalld normin ||-||__ indusoimaa
matriisinormia saadaan



16 2. JACOBIN JA GAUSSIN JA SEIDELIN ITERATIIVISET MENETELMAT

p(D"NE+F)) < ||[D7NE+F)||_

1 0 0 a s ai1n
ail a
o 21
0 1 : e . Qp—1,n
a
" Ap1 *° OQpn—1 0 00
“ a
= max |—2].
1<i<y i
j=vj#i "

Matriisi A on diagonaalisesti dominoiva kun sen alkioille patee
n
jaiil > Y laiy) (2.3)
=1,
kaikille ¢. Vastaavasti on kyse aidosta dominoituvuudesta, kun epayhtilo on aito. Nyt
siis aidosti diagonaalisesti dominoivalle matriisille

n
a/A .
max || < 1. (2.4)
1<i<y | Y Qi
j=Lj# 7
Esimerkiksi tapauksessa (2.4) jokaisen matriisin A rivin ¢ diagonaalialkion a,;
itseisarvon taytyy olla suurempi kuin muiden sen rivin alkioiden itseisarvojen summa.
Ehto (2.3) takaa sen, milloin véhintdén Jacobin menetelmé toimii.

Neliomatriisin A = Asy3 tapauksessa matriisiyhtalé on muotoa

Axr =10
11 aiz2 A3 X1 by
Q21 A22 A3 To| = |bo
a31 daz2 G33 X3 b3

ja vektorin ™! alkioista saadaan muodostettua yhtiléryhmé

m+1l 1

Ty = E(bl — algl'gn — algl’gn)
m+1 __ 1

Lo = E(bz — CLQlﬂfT — Cllgxgl)
m—+1 __ 1 m m

xy T = E(bg — az1 2" — asexl?)

ESIMERKKI 2.3. Olkoon yhtéaloryhma

5r1 — 229+ 3x3 = -—1
—35(31 + 9.172 + r3 = 2
21’1 — T — 71’3 =3

Téata vastaa matriisiyhtalo

2 -1 -7 T3 3
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Jacobin menetelmalld saadaan iteraatiokierroksen m 4+ 1 vektoriksi
(=14 223" — 3z7")
g™ = | §(2+ 32 —af)

}7(3 — 227" + 2T)

¥ 0
Alkuarvauksella 2° = |[29| = |0| saadaan ensimmiisen iteraatiokierroksen jil-
0
T3 0

keen vektoriksi

L(=1+2(0) — 3(0)) -1 —0.2000
' =] §2+30)—-(0) | =| 2|~ | 02222
L (3—2(0) + (0)) -3 —0.4286
Toisella iteraatiokierroksella saadaan
$(—1+ 2z} — 3x}) H(=1+2(3) —-3(-2)) 25 0.1460
= §2+3xi—23) | =|s2+3(=H) (=) | =] & |~ | 02032
L (3221 + ) L(3-2(—-1)+(2)) -8 —0.5175

Taulukoimalla iteraatiokierroksia saadaan taulukko

—0.2000 0.2222 —0.4286
0.1460  0.2032 —0.5175
0.1917 0.3284 —0.4159
0.1809 0.3323 —0.4207
0.1854 0.3293 —0.4244
0.1863 0.3312 —0.4226
0.1861 0.3313 —0.4226
0.1861 0.3312 —0.4227
0.1861 0.3312 —0.4227

O© 00~ O U Wk |3

Yhdekséinnen kierroksen jélkeen |29 — x®|| < 0.001 ja saadaan ratkaisun approk-
simaatioksi

0.1861
x= | 0.3313
—0.4226
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ESIMERKKI 2.4. Olkoon yhtéaloryhméaé

%Qil — 2%2 + 3LU3 =-1
—31’1 + 91’2 +x3 = 2
2$1 — Ty — 7273 =3
vastaava matriisiyhtalo
1
10 —2 3 T -1
2 -1 -7 Zs3 3

Ehdon (2.4) perusteella huomataan, ettd matriisi ei ole diagonaalisesti dominoiva,
koska 15 < | — 2|+ [3| = 5. Ehto ei kuitenkaan poissulje sitéi mahdollisuutta, etté
matriisi silti suppenisi, joten tutkitaan matriisiyhtéloa Jacobin menetelmalld alkuar-

vauksella

¥ 0
¥ = (29| = |0
0

T3 0

Jacobin menetelmalla iteroimalla saadaan taulukko

Y T3 T3
—10.00 022  —0.42
730  —3.06 —3.31

N~ 3

7| T1.72 19.78  17.02
8 | —125.11 22.23  17.23
9 | —=82.35 —43.39 —-39.35
0| 302.61 —22.85 —17.75

—_

Huomataan, ettd iteraatiokierrosten méaéran kasvaessa vektorijonon (z™) arvot
alkavat oskilloimaan voimakkaasti hajaantuen jolloin jono ei suppene.

2.2. Gaussin ja Seidelin iterointimenetelméi

Olkoon n x n matriisi A jaettu sen diagonaaliosaan D, jonka alkiot ovat erisuuria
kuin nolla, yldkolmiomatriisiksi —F ja alakolmiomatriisiksi —FE. Nyt yhtdlo Az = b
saadaan samaan muotoon kuin Jacobin iteraatiomenetelméssé, eli

Ar=(D—-E—F)x =b.

Gaussin ja Seidelin iterointimenetelmélld kaytetddn aina tuoreinta laskettua ar-
voa kunkin vektorin laskemiseksi. Kun tunnetaan vektori ™, niin saadaan laskettua

vektori
i—1 j=n
m+l_i b‘— o mtl M (25)
z, = i A §T a; ;T | - .
Qi =

j=i+1
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ESIMERKKI 2.5. Olkoon yhtéloryhma

5x1 — 229 4+ 313 = —1
—3171 + 9.I‘2 + T3 = 2
21’1 — L9 — 71’3 =3.

Téata vastaa matriisiyhtalo

5 —2 3 T —1
2 -1 -7 T3 3
z? 0
Olkoon alkuarvaus 2° = 29| = [0 . Gaussin ja Seidelin menetelmilli
0
T 0

r1 = +(=1+2z9 — 3z3) = —0,2

(2 + 321 — 29) ~ 0,1556

1_1

zy = 4 (3 = 2z) + 23) =~ —0,5079.

Taulukoimalla iteraatiokierroksia saadaan taulukko

1| —0.2000 0.1556 —0.5079
2| 0.1670 0.3343 —0.4286
3] 0.1909 0.3335 —0.4217 |
4| 0.1864 0.3312 —0.4226
5| 0.1861 0.3312 —0.4227
6| 0.1861 0.3312 —0.4227
Kuuden iteraation jélkeen ||z — 2™|| < 0.001, jolloin saadaan ratkaisuksi
0,1861
r= | 0,3313
—0,4226
ESIMERKKI 2.6. Olkoon yhtdloryhmaé
31’1 + 23 + iI3 =—1
x|+ ilCl + T3 =3

vastaava matriisiyhtalo

Alkuarvauksella
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saadaan Jacobin menetelmallad iteroimalla taulukko

n xy Ty

2
1 | —0.3333 + 0.0000z 5.0000 + 0.0000¢
2 | —2.0000 — 1.6667: 5.1667 — 0.16672
3 | —2.1111 — 1.6667: 6.8333 — 0.16672

14 | —2.9986 — 2.4989: 7.7465 — 0.2499:
15 | —2.9988 — 2.4989: 7.7487 — 0.2499¢
16 | —2.9995 — 2.4996: 7.7488 — 0.25001

Ehdolla ||z'® — 21¢|| < 0.001 saadaan ratkaisun approksimaatioksi
r = [—2.9995 — 2.49964, 7.7488 — 0.25001].

Vastaava taulukko Gaussin ja Seidelin menetelmélla

1 ] -0.3333 +0.0000¢ 5.1667 — 0.1667%
2 | —2.1111 — 1.6667: 6.8889 — 0.2222:
3 | —2.7037 — 2.2222¢  7.4630 — 0.2407:

8 | —2.9988 — 2.4989; 7.7488 — 0.2500:
9 | —2.9996 — 2.4996: 7.7496 — 0.2500:
10 | —2.9999 — 2.4999: 7.7499 — 0.2500:

Ehdolla [|z'® — 2% < 0.001 saadaan ratkaisun approksimaatioksi
r = [—2.9999 — 2.4999:, 7.7499 — 0.25001].

Huomataan ensinnékin, ettd jopa yksinkertaiset kompleksikertoimiset matriisit
vaativat reaalikertoimisia enemmén iteraatioita ja ettd Jacobin menetelmé vaatii noin
kaksinkertaisen méérén iteraatioita Gaussin ja Seidelin menetelméaén néhden.




LUKU 3
Konjugaattigradienttimenetelma

Konjugaattigradienttimenetelmé on erds menetelmaé, jolla voidaan ratkaista line-
aarisia yhtaloryhmié. Téassé kappaleessa esitelladn aluksi matriisin neliomuoto ja jyr-
kimmén laskun menetelmé, jolla approksimoidaan nelimuodon minimiéa gradientin
avulla lineaarisen yhtélon ratkaisemiseksi. Sen jédlkeen parannetaan menetelmad A-
konjugaattien etsintdsuuntien avulla ja kehitetéén sitd kdyttokelpoiseksi konjugaatti-
gradienttimenetelméksi.

3.1. Matriisin neliomuoto

Matriisin A neliomuoto on

n
f(z) =a"Az = Z a; ;T (3.1)
i,J
Mikali matriisi A on itseadjungoitu, niin matriisi A ja sen kompleksikonjugaatin
transpoosi A* ovat samat, eli A = A*.

MAARITELMA 3.1. Olkoon matriisi A itseadjungoitu neliématriisi. Jos kaikille
xeC x#0on
(1) z*Az > 0, on matriisi A positiivisesti definiitti ja kaytetaén télle merkintad

A>0.

(2) z*Az > 0, on matriisi A positiivisesti semidefiniitti ja kiytetaan télle mer-
kintad A > 0.

(3) x*Ax < 0, on matriisi A negatiivisesti definiitti ja kiytetddn tille merkintda
A<O.

(4) z* Az < 0, on matriisi A negatiivisesti semidefiniitti ja kdytetddn tille mer-
kintaa A < 0.

Jos matriisi ei ole mik&dn edellisisté, niin se on indefiniitts matriisi. Tutkitaan
seuraavaksi itseadjungoidun matriisin A spektrié eli sen ominaisarvojen joukkoa.
Matriisin neliomuodosta (3.1) ja yhtalosta (1.1) saadaan

T Ar = 2" \jx = N\t x.
Nyt saadaan ominaisarvoille lauseke

“A
No= 220 (3.2)

x*x

Huomataan, ettéd jokaiselle \; € o(A) pétee
(1) A\; > 0 jokaiselle 7 jos ja vain jos A > 0.
(2) A\; > 0 jokaiselle i jos ja vain jos A > 0.
(3) \; < 0 jokaiselle i jos ja vain jos A < 0.

21
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(4) A; <0 jokaiselle i jos ja vain jos A < 0.
(5) A; on reaalinen.

ESIMERKKI 3.2. Olkoon matriisi A = {2 ?,} , Ta&ma on positiivisesti definiittinen,

silld sen karakteristinen polynomi on

det(A—/\]):F;)\ SEA‘
=(B-ANB-)\)—4
=X —8\+11

ja sen juuret eli matriisin A ominaisarvot ovat A = 4 £ V5 > 0.
Matriisin A nelibmuodon f(z) = 2*Ax kuvaaja on kuvassa 3.1.

1.5 .
1.0 05 qp =05 -10 _15 -2 01'5

Kuva 3.1. Positiivisesti definiitin matriisin A = Asy» neliomuoto

Matriisiyhtélolle Ax = b sopiva neliémuoto on
f(x) = 1a* Az — bz,

2
missd x € C", x # 0 ja b ovat vektoreita. Tutkitaan milloin neliomuoto f on pienim-

milldén kayttadmalld sithen neliomuodon gradienttia.

(3.3)
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MAARITELMA 3.3. Olkoon f matriisin neliomuoto. Nelidmuodon f gradientt: on

2 1(0)
V() = : : (3.4)

g [ (@)
Olkoot vektorit = = [z, ,x,] ja b = [by,--- ,b,] ja matriisi A € M(n,n,C).

Nyt saadaan neliomuodosta

f(z) = $2" Az — b*x

= % Z.T,L Z(xjai,j) — Z bfxl
=1 j=1 =1

gradientti

n n
2r1a11 + )iy Tian + Yo Tiar; — by
n n
2xoa0 + Zizl,i;@ TG + Zj:Lj;éZ jaz; — b

Vf(z) =

N | —

n n
2rpagy + Zizl,i;ﬁk TiQik + Zj:l,j;ﬁkz Tjan; — by
n—1 n—1
2xpan, + Zi:l Ziin + Zj:l Tjan; — bn
- n n
D i1 Tiliy D i Til by
n n
1|2 i 1| Do wiay by
- : + = — .
2 : 2 : :
n n
[ > i1 Tillin D iy Tillni bn
= %Aw + %A*x —b.

Huomataan, ettd jos matriisi A on itseadjungoitu niin gradientti tulee muotoon
Vf(x)=Ax —b

ja jos A on positiivisesti definiittinen, niin nelidmuoton (3.3) globaali minimi saadaan,

kun Vf(z) = Az — b= 0.

3.2. Jyrkimméan laskun menetelméa

Jyrkimmén laskun menetelméssd minimoidaan neliomuodon gradienttia. Olete-
taan tunnetuksi (ks. [6, s. 714]), ettéd gradientti vihenee voimakkaimmin negatiivisen
gradientin suuntaan. T&lloin pisteen . ympéristossd neliomuodon gradientin véhe-
neminen voimakkaimmin on negatiivisen gradientin —V f(z.) = b — Az, suuntaan.
Kaytetaéan erotukselle

r.=b— Az,
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nimitysté pisteen z. residuaali. Jyrkimmén laskun menetelméssé seuraava iteraatio-
piste 16ytyy negatiivisen gradientin suuntaisen janan ja neliomuotoisen matriisin ku-
vaajan leikkauspisteestd x.,1. Selkeyden vuoksi merkitéddn iteraatiokierroksen lahto-
pistettd indeksilla 0 ja loppupistettéd indeksilla 1. Nyt siis loppupiste 1 = xg + axg
jollekin . Tiedetéddn, etta pistesséd xq residuaali v antaa seuraavan vihenemispisteen
suunnan.

Pisteen x selvittdmista varten tarvitsee vield selvittda kerroin ae. Valitaan « siten,
ettéd residuaalien 7 ja r; pistetulo on 0, jolloin

0=riro
0= (b— Ax)"rg
0= (b— A(zo+ axy))*ro
0= (b— Axg)*ro — a(Ary) ro
roTo = argArg
T6T0
7

jos rg # 0. Téllin on olemassa o € R siten, ettd f(x. + ar.) < f(x.). Yleisesti
asettamalla arvoksi a = rir./rfAr. saadaan

fxe+are) = 3(xe + are) " Alze + are) — (zc + are)*d
= L@} Az, + arf Az, + oPrf Ar, + axl Ar.) — zib — arlb
1
= f(x.) + §oz2rZA7’c —arir.
1 *
= f(z.) — Earcrc
1 (T:TC)Q
f(l'c + Oé?“c) - f(xc) - 2 T:ATC :

Pitéé vield osoittaa, ettd jono f(x.) suppenee eli |f(z. + ar.)| < |f(x.)|. Matriisi
A on itseadjungoituna myos normaali, silld se tayttdd normaalin matriisin ehdon
A*A = AA*. Téalloin on olemassa unitaarinen matriisi U siten, ettd A = U* DU, missi
D on diagonaalimatriisi, joka on similaari matriisin A kanssa. Merkitdin vektoria
z=Ur.. Nyt

riAr. =r,U"DUr. = 2. Dz,
jolloin sen jokaiselle komponentille on
Z;-kdiZZ‘ = Z:ZZdl = |Zz’2dz

Matriisin D diagonaalin alkiot koostuvat sen ominaisarvoista J\;, jotka ovat similaa-
risuuden perusteella samat kuin matriisin A ominaisarvot ja siten myos A; > 0. Siis
1 (rir.)?

——— >0
2 rxAr,
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ja
1 * . 2
o) = 32l < .

Téll6in jono f(x.) on suppeneva ja kun residuaali 7, on tarpeeksi ldhelld nollaa niin
saadaan ratkaisuksi x;. Nyt saadaan algoritmiksi:

ArcoriT™I 3.4 (Konjugaattigradienttimenetelmén esiversio). Olkoon xy alku-
vektori, k iteraatioindeksi ja v residuaali. Konjugaattimenetelmdn esiversio yhtdlon
Az = b ratkaisemiseksi on nyt

k=0
r=>b— Ax
2
po = [I]l5
toista, kunnesr =0 :
k=k+1
Qg =71p Th1/T5_ 1 ATE—1
Tk = Tp—1 + QT
r, =b— Ax

r = Tk.

Menetelméané tdmé on heikohko, silld kyseistd menetelméaé kayttaen oskilloidaan
ratkaisun ympérilld puolelta toiselle sen sijaan etté ldhestytddn ratkaisua sulavasti.

3.3. A-konjugaatit etsintdsuunnat

Konjugaattigradienttimenetelméd varten taytyy parantaa jyrkimmén laskun me-
netelméad tutkimalla yleistd suuntavektoria p,. Kuten aikaisemmin, osoitetaan, etté
yleisen suuntavektorin p, avulla paastdan lahemmaéksi ratkaisua, eli

f(xh-1 +apy) < f(z1-1)

asettamalla o = oy, = pire—1/p;Apy:

1
flzp—1 + apg) = 5(%—1 + app) A(rp—1 + api) — (Tg—1 + apg)*d

1 (pjri-1)®
f(@p1 +ape) = f(we-1) — 5~
2 ppApk
kun pirr—1 # 0 eli kun pj ja ry_; eivét ole keskendén ortogonaaliset. Ndin on siis
milld tahansa edelld mainitun ehdon tayttavalla suuntavektorilla eli etsintdsuunnalla
Pk
Jos etsintdsuunnat span{py, ps, ..., px} ovat lineaarisesti riippumattomia ja xj an-
taa minimin
min f(z), (3.5)
z€xo+span {p1,p2,...,0k }

missd k = 1,2, ..., niin iteraatiolla n saadaan ratkaisu z,, yhtélolle Az, = b.

MAARITELMA 3.5. Olkoot vektorit {pi,pa, ..., px} lineaarisesti riippumattomia.
Niitd sanotaan A-konjugaateiksi, jos patee p; Ap; = 0 kaikille ¢ # j.
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Seuraavaksi midritetdin etsintisuunta p,,. Olkoot Py_1 = [p1, ..., pr_1], y € R¥?
ja a € R siten, ettd

Tk = 2o + Pr_1y + apy, jolloin
fxr) = f(wo + Poo1y + apr)

2
* % « * *
= f(zo+ Piory) + oy Pl Apy, + 7pkApk — apyro.

Jos pi kuuluu vektoreiden {Ap;, Apa, ..., Apr—1} virittdméaan aliavaruuden orto-
gonaalikomplementtiin eli p, € (span {Apy, Aps, ..., Apr_1})*, niin ay* P} Ap;, = 0.
Télloin padstiadn tilanteeseen, jossa minimoidaan lauseketta (3.5) vektorin y ja ska-
laarin « yli. Tall6in (3.5) tulee muotoon

min f(z) = min f(xq + Py_1y + apg)
rE€xo+span{p1,p2,...,.pk } Y,
2
. * Tk a” *
= T?I}gl(f(fo + Pe1y) + ay" P Apy + 7171@/1]% — apyro)

2
= mym flzo + Pi_1y) + mén(gpkflpk — apyro).-

PRTO

i silla se
k

Jos yg—1 = min, f(x¢ + Py_1y), niin mina(%QpZApk —apirg) = o =
antaa ratkaisun yhtalolle

o’ (piro)®  (piro)
—PRApE — appTo = = - = .
g PR OO T opr Ape  prAps

2

A-konjugaattisuuden nojalla
prrr—1 = p(b — A1)
= pr(b— A(zo + Pe1yr-1))
= PiTo-

Téasta seuraa ry = Tp_1 + Qppg-
Taméa ei kuitenkaan anna kovinkaan tarkkaa méérittelya sille, miten vektori py
saadaan madritettya tai edes sitd onko se olemassa.

LEMMA 3.6. Jos on olemassa residuaali r,_1 # 0, niin on olemassa jokin etsin-
tasuunta py, € span{Ap, Apa, ..., Apk_l}L siten, ettd pyrg—1 = 0.

TobpisTus. Jos k = 1, niin asetetaan p; = ry. Olkoon 7,1 # 0. Jos k > 1, niin
A_lb ¢ Zo + span {pb "'apk—l}
=b ¢ Axg+ span{Ap, ..., Apr_1}
=7 ¢ span {Apy, ..., App_1}.
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Nyt on siis olemassa p € span {Ap;, ...,Apk_l}L siten, ettd p*ry # 0. Koska xp, €
xo + span {p1, ..., pp_1}, niin 7,1 € ro + span {Apy, ..., Apr_1}-
Talloin p*ry_1 = p*rg # 0. U

On siis todistettu, ettd vektorisuunta py todellakin on olemassa. Valitaan vektori
P siten, ettd se on mahdollisimman léhella residuaalia r;_1, jolloin

pe = min({lp = re_1ll;)
kaikille vektoreille p € span{Ap, ..., App_1 }+.
LEMMA 3.7. Jos k > 2, niin vektorille p,. on
Pe=Tp1— APp 1251,

missd P,y = [p1,-+- ,pk] ja z—1 antavat ratkaisun pienimmdn nelidsumman ongel-
malle min, cgr—1 ||1p—1 — APy_12|[,.

Tobistus. Olkoon p oletuksissa mainitun pienimmén neliGsumman ongelman
ratkaisu, jolloin

p=rk-1— APp_121-1.

Tésté ja siitd tiedosta, ettd p kuuluu vektorijoukon {Ap;, ..., Apy} lineaarikombinaa-
tioiden ortogonaalikomplementtiin seuraa se, ettd vektorin p ja vektorin AP,_; si-
siatulo on nolla eli p*AP,_; = 0. Lisdksi pseudoinverssin ominaisuuksien perusteella
p=1[I — (AP;_1)(AP;_1)"]rr_1 antaa vektorin r,_; ortogonaaliprojektion sarakeava-
ruuteen ran( AP ), jolloin se on lihin sarakeavaruuden ran(AP;- |) vektori vektorille
TE—1. SiiS P = Pp ]

3.4. Konjugaattigradienttimenetelmé
MAARITELMA 3.8. Olkoot vektori v € C™ ja matriisi A € M,,(C). Muotoa
kr(v, A) = spanf{v, Av, A%, ..., A" 1y} +
olevia aliavaruuksia sanotaan Krylovin aliavaruuksiksi.

LAUSE 3.9. Konjugaattigradienttimenetelmdlle on k > 2 iteraation jdlkeen

Tk = Tho1 — QpApg. (3.6)

Pir, =0, (3.7)

span {p1, - ,pp} = span{rg,- - ,rx_1} = Kr(v, A), (3.8)
Pk € span{py_1,7k-1}, (3.9)

joissa restduaalit ro, - -+ ,rL_1 ovat keskenddn ortogonaalisia.
ToDISTUS. (3.6): Algoritmista 3.4 saadaan vektori

Tk = Tp—1 + QkTE—1
Axk = Al’k,l + AOékafl.
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Sovelletaan tdhan residuaalin maaritelmaa
T = b— Al‘k
AZL’k = b — Tk,

niin saadaan

b—’/‘k = b—Tk_l +A05k7”k—1

Tk = Tk—1 — OékATk_l.

(3.7): Koska x;, = x¢ + Pyyr missi yx antaa minimin lausekkeelle f(zo + Pyy).
Koska

f(xo+ Pry) = f(xo) + %(PI:APk)Z/ — Y Pu(b — Axy),
niin y; on ratkaisu lineaariselle yhtalolle (PfAPy)y = P (b — Axg), jolloin
0= P;(b— Axg) — (PfAPy)y = Py (b — A(zo + Pryr)) = Piry.

(3.8): Kohdasta (3.6) huomataan, ettd jokainen vektori 74 on lineaarikombinaa-
tio vektoreista 1,1 ja Apy, jolloin vektorijoukko {Apy, -, Apg_1} on aliavaruuden
span {rg, -+ ,r,_1} aliavaruus eli

{Ap1, -+, Apr—1} Cspan{ro, -+ , 71}
Lemmasta 3.7 saadaan
P = Tk-1[Ap1, -+, Ape_1]zk—1 € span{rg, -+ k1),
jolloin
[p1, - okl = [ro, -+ 1] T,

missd T on yldkolmiomatriisi ja epédsingulaarinen, silld etsintdsuunnat ovat lineaa-
risesti riippumattomia. Télloin etsintdsuuntien ja residuaalien lineaarikombinaatiot
ovat samat eli

span{pi, - ,pr} = span{ro, - , 71}

Yhteys Krylovin aliavaruuksiin on néhtavissa siité, ettd kohdan (3.6) mukaan residu-
aalit koostuvat aina edellisistd residuaaleista ja koska uusin residuaali on aina ortogo-
naalinen edellisiin ndhden, silld se kuuluu aliavaruuteen, jonka jéseninéd on edellinen
residuaali 7,_1 ja Aps. Talloin se kuuluu myos aliavaruuteen, jonka virittavia vekto-
reita ovat {ro,--- ,rg_1}. Siis

1, € span {ry_1, Apr} C span {ry_1, Arg,- -+, Arp_1}
= span {ro, Aro, A%rg, - - ,Ak_lrg}
= ki(v, A).

(3.9): Jos k = 2, niin etsintdsuunta ps € span{rg, 1} = span {p;,r} koska p; =
ro, jolloin py on lineaarikombinaatio etsintdsuunnasta p; ja residuaalista ry.
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Jos k > 2, niin tutkitaan lemman 3.7 vektoria z;_; lohkoina siten, etta

w1
k—1 L )

29

missd w koostuu vektorin z,_; k — 2 ensimmaéisestd komponentista ja p on vektorin

zr—1 viimeinen alkio. Koska
Th-1 = Tk—2 — Qp_1Apr_1, niin
Pk = Th-1 — APr_12k1
= Tp—1 — Apr_ow — pApr_1
= (1 +

)ri—1 + Sk—1,
k1

missa vektori

Sk—1 = — Th—o — APy_ow

Qg1

ja vektori s,_; kuuluu vektoreiden r,_o ja AP, _sw virittdmédn aliavaruuteen, jo-
ka taas on vektoreiden rj_o, Apy,- -+ , App_o virittdméan aliavaruuden aliavaruus, jo-
ka taas vastaavasti on residuaalien rg,--- ,r;_o virittdmén aliavaruuden aliavaruus.
Edella mainittujen residuaalien keskenéisen ortogonaalisuuden nojalla vektori s;_; on
ortogonaalinen vektoriin r,_; ndhden, jolloin minimoitavaksi tulee vektorin p, normin

nelio, joka on lemman 3.7 nojalla

2 H 2 2
||pk||2 =(1+ —)2 ||7"k—1||2 + ||5k—1||2 .
a1

Koska vektori z;_o on lausekkeen |ry_g — APj_5z||, minimi ja py_; on riippuvainen
vektorista z;_s, niin vektori s;_; on vektorin py_; monikerta ja sen seurauksena py

on residuaalin 7;_; ja vektorin p;_; lineaarikombinaatio, jolloin

Dk € span {rx_1, Pr—1}-

Nyt siis pr = rr_1 + Brpr_1 jollekin skalaarille i, joten

Dr = Tk—1 + BrDr—1
Pre1Apr = Pr_1 Ari—1 + D1 ABkpPr—1.

Koska p;_,Ap,, = 0, niin saadaan
_pit_1A7“k—1
pzf1Apk—1

Nyt konjugaattigradienttimenetelmé saadaan seuraavaan muotoon

b=

AvcoriTMI 3.10 (Konjugaattigradienttimenetelmé). Olkoon matriisi A € R™*"
itseadjungoitu ja posititvisesti definiittinen, vektori b € R ja xq alkuvektori. Tdlloin

seuraava algoritmi antaa ratkaisun x € R yhtdlolle Ax = b.
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k=20
r=>b— Ax
toista, kunnes r, =0 :
k=k+1
jos k=1, nin
p=r
muuten

B = —pp 1 Ark1/Pi_1 Apr1
Pk = Tk—1 + BrPr—1
= PiTk—1/PeApk
Tk = Th—1 + 0Pk
T = b— Axk
T = x3, on ratkaisu.

Saadetddn vield algoritmia laskennallisesti kevyemmaksi kayttamalld edellisen to-
distuksen tietoa residuaalin rekursiivisuudesta, eli r, = ry_1 — aApy ja otetaan huo-
mioon se, etté iteratiivinen menetelma ei kuitenkaan aina péaéady eksaktiin ratkaisuun
vaan se saattaa ldhestyd ratkaisua ddrettomésti, jolloin ratkaisua voidaan approksi-
moida residuaalin euklidisen normin ||| avulla asettamalla p = r*r = |r||> ja ot-
tamalla ehdoksi \/p < €|b]|,. Toisaalta laskennallisesti ajateltuna voidaan rajoittaa
iteraatioiden méaaréé jollain vakiolla k4., jolloin toiseksi ehdoksi tulee k < k4. Nyt
konjugaattigradienttimenetelmé saadaan muotoon:

ArcoriTMI 3.11 (Konjugaattigradienttimenetelmi). Olkoon matriisi A € R™*"
itseadjungoitu ja posititvisesti definiittinen, vektori b € R ja xo alkuvektori. Tédlloin
seuraava algoritmi antaa ratkaisun approksimaation x € R yhtdlolle Ax = b.

k=0
r=>b— Axg
2
po = |Ir[l;
toista, kunnes \/p < e ||b|, tai k > kyop :
k=k+1
jos k=1, nin
p=r
muuten
B = pr—1/pr—2
p=r+0kp

o, = pr—1/P*Ap
Tp = Tp—1 + Qgp
Tk = Th—1 — i Ap
Pk = ||7“||§

r = Tg.

ESIMERKKI 3.12. Tutkitaan esimerkin 1.3 matriisyhtaléryhméa
51’1 — 21’2 + 3I3 =-1

—31‘1 + 9.%'2 +x3 = 2
2£E1 — T9 — 7!13'3 =3
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vastaavaa matriisiyhtaloa

Axr =10
5 =2 3 Ty -1
-2 9 -1 To| = | 2
3 -1 7 T3 3

Koska matriisin A likiarvoiset ominaisarvot ovat 11.1268, 7.2228 ja 2.6503, niin A
on positiivisesti definiitti. Liséksi matriisi A on itseadjungoitu, joten voidaan kayttia
konjugaattigradienttimenetelméd yhtélon ratkaisemiseksi.

0
xy 0
Ratkaistaan yhtilo kiyttamilld alkuarvausta 2° = |29 = |0]| ja asettamalla
0
T3 0

€ ||b]], = 0.001. Ensimméiselléd iteraatiokierroksella menetelméd kayttamalld saadaan

-1
r=b— Axyg= | 2
3
po=lrlls = VI— 1P+ 21> + 3] = 14
k=1
-1
p:?": 2
3

5 -2 3] [-1
o =po/p*Ap=14/[-1 2 3] |-2 9 —1|| 2| =14/82~0.1707
3 -1 7 3

[ —0.1707
r1=x0+aip=—| 2 | = | 0.3415
82 1 3 0.5122
11 ., [5 2 37 [t 1
rm=ro—mAp= |2 -=1-2 9 —1||2]|~|-09024
3| 8203 1 7|3 0.2683

p1 = |Ir|l5 ~ 1.8864.

Koska 1.8864 > 0.001, niin menetelméssé siirrytdéan toiseen iteraatioon
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k=k+1=2
Po = p1/po ~ 1.8864/14 ~ 0.1347
-1 -1 —1.1347
p=1+Fop=|—0.9024| +0.1347 | 2 | =~ |—-0.6330
0.2683 3 0.6725
5 —2 3 —1.1347

as = p1/p*Ap = 1.8864/ [-1.1347 —0.6330 0.6725] |-2 9 —1| [—0.6330
3 -1 7 0.6725

~ 0.2854
—0.1707 —1.1347 —0.4946
To=x1 +agp= | 0.3415 | +0.2854 [ —0.6330| ~ | 0.1608
0.5122 0.6725 0.7041
-1 —1.1347 —0.3178
ro =11 —apAp = | —0.9024 | — 0.2854 [—0.6330| ~ | 0.2676
0.2683 0.6725 —0.2884

p2 = |Ir||5 =~ 0.2535.

Koska 0.2535 > 0.001, niin menetelmésséa siirrytdén kolmanteen iteraatioon. Kolman-
nen iteraation jéalkeen p < 0.0001 ja ratkaisuapproksimaatioksi saadaan

—0.5399
x5 = | 0.1784
—0.6854

EsiIMERKKI 3.13. Tarkastellaan esimerkin 2.6 tapausta eli kompleksikertoimista

matriisiyhtaloa
3 14| || |1
1—7 1 x| 10|

-

saadaan konjugaattigradienttimenetelmailld kahden iteraation jélkeen ratkaisuksi

xr = [—3.0000 + 2.50004, 7.7500 + 0.25004].

Alkuarvauksella

Koska 2 x 2 neliomatriiseja pystyy kuvaamaan matriisin neliomuodon kuvaajalla,
niin vertaillaan Jacobin menetelmé&i, Gaussin ja Seidelin menetelmé&i ja konjugaatti-
gradienttimenetelméad myos graafisesti.

ESIMERKKI 3.14. Olkoon yhtaléryhméa vastaava matriisiyhtélo

b3 =l
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2 3
kayttda konjugaattigradienttimenetelméa
Alkuarvauksella
=

saadaan Jacobin iterointimenetelmélld yhdeksén iteraation jélkeen ehdolla
|#7 — 277! < 0.01

Koska matriisi {5 } on positiivisesti definiitti ominaisarvoilla 4 + /5, niin voidaan

approksimaatioksi
x = [—0.0040, —0.0067],

Gaussin ja Seidelin menetelméalld kuuden iteraation jélkeen ehdolla
H:cj - xj_lﬂ < 0.01
approksimaatioksi
x = [—0.0011, —0.0007]

ja konjugaattigradienttimenetelmélld kahden iteraation jilkeen ehdolla
e|b]], < 0.01

approksimaatioksi
x = [—0.0000, —0.0000].
Graafinen vertailu matriisin neliomuodon kuvaajalla eri menetelmien ldhestymi-

sestd yhtélon ratkaisua kohden matriisin nelimuodon yhtéléd kédyttden on kuvassa
3.2.

Esimerkkeja 2.6, 3.4 ja 3.14 vertailemalla néyttiisi olevan niin, ettd pienten mat-
riisien tapauksessa konjugaattigradienttimenetelmé on laskennallisesti huomattavasti
tehokkaampi kuin Jacobin iteraatiomenetelmi ja Gaussin ja Seidelin iterointimene-
telmé.
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— Jacobin metodi
— Gaussin ja Seidelin metodi
— Konjugaattigradienttimetodi

Kuva 3.2. Eri iteraatiomenetelmien graafinen vertailu
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