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Taman tutkielman tarkoituksena on esitelld hyperbolista geometriaa ja tutustua Fuch-
sin ryhmiin. Tutkielmassa rakennetaan hyperbolisen geometrian puolitasomalli 15h-
tien kompleksiluvuista, edeten hyperbolisen metriikan asettamiseen ja hyperbolisiin
suoriin. Tutkielmassa tullaan huomaamaan, etti hyperbolinen geometria ja euklidi-
nen geometria poikkeavat ominaisuuksiltaan toisistaan. Hyperbolinen geometria on
epiaeuklidista eli siina ei pade paralleeliaksiooma.

Térkedn osan ylemmén puolitason hyperbolisen geometrian mallia ja tdta tut-
kielmaa muodostavat ylemmasséd puolitasossa madaritellyt Mobius-muunnokset, jotka
ovat muotoa

b
T(z):az+ , a,b,c,d € R, ad — be = 1.
cz+d

Niilld on monia tarkeitd ominaisuuksia, kuten pisteiden vélisen etidisyyden ja kulmien
suuruuksien sailyminen kuvauksessa.

Hyperbolisen geometrian ja Mobius-muunnosten esittelyn jilkeen siirrytaén tar-
kastelemaan Fuchsin ryhmid. Ne ovat ylemmaén puolitason isometristen kuvausten
muodostaman ryhmén diskreettejd aliryhmid, jotka sdilyttavit kulmien asennot ava-
ruudessa. Fuchsin ryhmié késiteltdessa keskitytdan Mobius-muunnoksiin. Tutkielman
paatulos on, ettd ryhmé on Fuchsin ryhmé4, jos ja vain jos se toimii aidosti epajatku-

vasti.

Avainsanoja: hyperbolinen geometria, hyperbolinen metriikka, Mobius-muunnos,
geodeesi, isometria, konformisuus, kiintopiste, rata, kiinnittdji, diskreetti joukko, ai-

dosti epdjatkuva toiminta, Fuchsin ryhma.
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Johdanto

Téassd pro gradu -tutkielmassa tarkastellaan hyperbolista geometriaa ja Fuchsin
ryhmiéd. Hyperboliselle geometrialle on olemassa monia malleja, mutta téssa tutkiel-
massa keskitytddn hyperbolisen geometrian puolitasomalliin. Vaikka tulokset on esi-
tetty puolitasomallissa, ne patevit myods Poincarén mallissa eli kiekkomallissa, jota
esitellddn lyhyesti ja kiytetddn joidenkin kohtien kisittelyn helpottamiseksi. Ty6n
motivaationa on tutustua, kuinka hyperbolinen geometria rakentuu lahtien joukos-
ta kompleksilukuja, joille maaritellidn tapa mitata pituuksia ja etéisyyksid, yhdessa
sellaisten kuvausten kanssa, jotka sdilyttévit pisteiden véliset etdisyydet.

Tutkielman alussa méaritellain kompleksiluvut ja esitellidn niiden yleisimmét
tulokset sekd listataan madritelmid, joita tarvitaan muun muassa metriikkaa ja kul-
mien suuruuksia kasiteltdessd. Naitd voidaan pitdd pohjatietoina tdmén tutkielman
ymmartamiseen. Kompleksiluvuista rajoitutaan tutkimaan ylemmén puolitason jouk-
koa, eli niitd kompleksilukuja, joiden imaginddriosa on positiivinen. Témaéan jilkeen
tutkitaan, kuinka voidaan mitata pituuksia ja etdisyyksiad ylemmaéssi puolitasossa ja
asetetaan sithen hyperbolinen metriikka.

Metriikan kisittelyn jilkeen keskitytddn Mobius-muunnoksiksi kutsuttuihin ku-
vauksiin ja yleistettyihin ympyréihin eli kompleksitason ympyroéihin ja suoriin. Mobius-
muunnokset ovat tietyt ehdot tayttavia, kompleksitason isometrisia eli pisteiden véa-
liset etédisyydet sailyttavid kuvauksia. Mobius-muunnokset ovat merkityksellisié, silla
ne ovat konformisia eli kulmien suuruudet sailyttdvid kuvauksia ja kuvaavat monet
geometriset objektit (kuten ympyrit ja suorat) muuttumattomina itselleen. Niiden
avulla ndhddin myos, ettd ylemmaén puolitason suorat eli geodeesit ovat reaaliakselia
vastaan kohtisuoria puoliympyréita ja suoria. Tyon ensimmadisen luvun lopuksi kasi-
tellidn lyhyesti hyperbolista pinta-alaa, kolmioita, niiden trigonometriaa ja esitelldan

(Gauss-Bonnet kaava kolmion pinta-alan laskemiseksi.



JOHDANTO 2

Toisessa luvussa jatketaan Mobius-muunnosten kisittelyd tarkastelemalla niiden
kiintopisteitd eli kuvauksessa paikallaan pysyvia pisteita ja luokitellaan M&bius-muun-
nokset hyperbolisiin, parabolisiin ja elliptisiin muunnoksiin kiintopisteiden lukuméé-
rén ja sijainnin mukaan. Lisdksi tutkitaan konjugointia ja hyperbolisten, parabolisten
ja elliptisten muunnosten konjugaatteja.

Viimeisessd luvussa on tarkoituksena tutustua Fuchsin ryhmiin ja niiden toimin-
taan. Luvun alussa esitellidn Fuchsin ryhmien késittelyssd tarvittavia méaaritelmia
ja tuloksia. Tamaén jalkeen méaritelliin Fuchsin ryhmét ylemmén puolitason isomet-
risten kuvausten muodostaman ryhmaén diskreetteina aliryhminé, jotka sailyttavit
kulmien asennot eli tutkitaan Mébius-muunnosten ryhméa. Luvussa niytetdin apu-
tulosten avulla tdmén tyon padtulos eli se, ettd ryhmé on Fuchsin ryhmé, jos ja vain
jos se toimii aidosti epdjatkuvasti hyperbolisessa avaruudessa. Lopuksi tutkitaan ly-
hyesti Fuchsin ryhmien algebrallisia ominaisuuksia ja Mobius-muunnosten toimintaa
ylemmén puolitason yksikkétangenttien joukolla.

Hyperbolista geometriaa kiytetdan monilla matematiikan aloilla, esimerkiksi topo-
logiassa kaaosteoriassa ja lukuteoriassa. Hyperbolista geometriaa hyddynnetddn myos
fysiikan tutkimuksessa. Fuchsin ryhmét sen sijaan liittyviat muun muassa Cantorin

joukkoihin, Dirichlet’n alueisiin ja monikulmioihin sekd Riemannin pintoihin|[10][4].



LUKU 1

Hyperbolinen geometria

1.1. Kompleksiluvuista yleisesti

Euklidisen tason R x R koordinaatteja merkitdin tavallisesti reaalilukujen z ja
y jarjestettyjen parien (x,y) avulla. My6s kompleksiluvut voidaan ajatella téllaisina
jirjestettyind pareina, kun kiyttoon otetaan imaginddriyksikkd ¢, jolle patee

i? = —1.

Pistettd (z,y) merkitdin imaginddriyksikon avulla merkinnalld = + iy.

Kompleksiluku on muotoa x + iy oleva luku, joka tarkoittaa jatkossa samaa kuin
merkintd (x,y). Siten x + iy = u + iv, jos ja vain jos * = u ja y = v. Kompleksi-
lukujen kayttadmisestd on hyotyéi, silld esimerkiksi yhtéaloiden ratkaisujen 10ytyminen

monipuolistuu.

ESIMERKKI 1.1. Reaalisella polynomilla 22 + 1 = 0 ei ole juuria reaalilukujen

joukossa. Silla on kuitenkin kompleksiset juuret 7 ja —i.
Merkitadn jatkossa kompleksilukujen joukkoa symbolilla C.

MAARITELMA 1.2. Kompleksilukujen joukko koostuu kaikista jirjestetyista pa-
reista (x,y) € R?, joille mééritelldin yhteen- ja kertolasku seuraavilla laskutoimituk-

silla: luvuille z = (z,y) € C ja w = (u,v) € C asetetaan

z4+w=(r+uy+v)

2w = (zu — yv, v + yu).

Lukua x € R ja pisteparia (x,0) € C pidetdén samana, jolloin merkitdin z =
(,0). Tallsin R  C.

MAARITELMA 1.3. Imagindariyksikké on luku
i:=(0,1) eC.
HuomaAuTus 1.4. Kertolaskun mééritelmén nojalla

i> = (0,1)(0,1) = (0— 1,0+ 0) = (-1,0) = —1.

3
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Imaginddriyksikon avulla luku (z,y) € C voidaan kirjoittaa my6s summana x + iy,

silla
(z,y) = (2,0) + (0,1)(y,0) = x +1y.
Talloin kompleksilukujen joukko voidaan ilmaista muodossa
C={x+1wy:z,y € R}
MAARITELMA 1.5. Jos z = z + iy € C, niin z = Re(z) + ilm(z), missi
xr =: Re(z) = pisteen z reaaliosa

ja

y =: Im(z) = pisteen z imaginddriosa.

Kompleksilukujen vélilld ei ole jarjestysrelaatiota, joten merkinnalld z > 0 (tai

z > 0) tarkoitetaan, ettd z € R ja z > 0 (vastaavasti z > 0).

MAARITELMA 1.6. Kompleksiluvun z = z+iy listtoluku (eli kompleksikonjugaatti)

on

zZ:=x—1iy = (z,—y).

Im

*X+iy

Re

* Xx-iy

Kuva 1.1. Kompleksiluku ja sen liittoluku.

Geometrisesti luvun z liittoluku z saadaan peilaamalla z reaaliakselin suhteen,

jolloin luvulle z € C ja sen kompleksikonjugaatille z € C pétee

Re(z) = Re(2) ja Im(z) = —Im(2)
Lisaksi seuraavat kolme tapausta patevit:

(1)

(2) z =z, jos ja vain jos z € R

Y|
I

z
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(3) zz=(z+iy)(z —iy) =2 +y* > 0.

MAARITELMA 1.7. Luvun z = x + iy € C itseisarvo eli normi (kiytetain myos

nimitysta moduli) on
|z| == V22 + 2.

LAUSE 1.8. Kompleksilukujen joukko C, jossa laskutoimitukset ovat kompleksilu-

kujen yhteen- ja kertolasku, on kunta.

TobisTus. Laskutoimitukset + ja -

(1) ovat suljettuja: kaikille z,w € C pétee z + w € C ja zw € C,

(2) ovat liitdnndisia: (z + w) +u = 2z + (w + u) ja (zw)u = z(wu) kaikille
z,w,u € C,

(3) ovat vaihdannaisia: z + w = w + 2z ja zw = wz kaikille z,w € C seki

(4) toteuttavat osittelulain : z(w + u) = 2w + zu kaikille z,w,u € C.

Yhteenlaskun neutraalialkio on 0, silld 2 +0 = 04 2z = 2 ja kertolaskun neutraalialkio
on 1, silld z-1=1-2z = z. Laskutoimitusten kidnteisalkiot 16ydetdan huomaamalla,
etté kaikille z € C on olemassa —z € Csiten, ettd z+(—z) = 0 ja kaikille z € C\{0} on

= 2712 = 1. Yhteenlaskun kiiiinteisalkio 16ydetéiin

olemassa 2! € C siten, ettd 2z~
peilaamalla z ensin reaaliakselin suhteen ja sitten imaginéddriakselin suhteen. Luvun

z € C\{0} kertolaskun kddnteisalkio on

Z
w = —
|2]?
silli zw = 1, jos ja vain jos Zzw = Z, jos ja vain jos w = = = . O
’ ’ zZz |z|

HuomauTus 1.9. Kompleksilukujen 2 ja w osamaédrd méaéritelladn asettamalla
w 1 1

— =wW—- =Wz
z z

kaikilla z € C\{0} ja w € C.

Kompleksiluvuilla on ominaisuuksia, joiden avulla kompleksilukujen késittelyé ja
niilla laskemista voidaan yksinkertaistaa. Seuraavassa lauseessa esitelldén naitd omi-

naisuuksia.

LAUSE 1.10. Kompleksiluvuille z,w € C pdtee




1.1. KOMPLEKSILUVUISTA YLEISESTI

(5) 57 = Im(z)
(6) |zw| = [2]|w]
(7) |2l = 12| ja |2|* = 22
(8) [Re(2)] < 2] ja [Tm(z)] < |z]
9L =
(10) z=1 =z~

TODISTUS. (1) Olkoon z = = + 1y ja w = u + iv. Télloin

z—w=rx—u+ily—v)=r—u—ily —v) =2 — iy —u+w

=(z—1y) — (u—1iv) =2z — w.

(2) Olkoon z = x + iy ja w = u + v. Télloin

Zw = xu —yv +i(zv +uy) = zu — yv — i(xv + uy) = (x — iy)(u — ) = Zw.

(3) Itseisarvon méadritelmén ja kohdan (2) avulla saadaan

YERY . 1 (1 N
<—> =W T =W | mRW| T | mFRWT— —m R W— =
w jwl? jwl? wl? wi

(4) Olkoon z = x + iy. Suoralla laskulla ndhddén, etté

El'l |

z+zZ x+r+ily—-y) 2z
= 5 =3 =z = Re(z)
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(5) Olkoon z = x + iy. Suoralla laskulla ndhdéén, etté

z2—zZ x—c+ily—(—y)) 2y
2 2 5 — v =Tm()

(6) Kohdan (2) ja itseisarvon mééritelmén perusteella
[zw]* = (2w)(2w) = (2w)(20) = (22)(ww) = |2[*|w]*.

(7) Jos z = = + iy, niin itseisarvon mééritelmén nojalla

ol = Va4 g = Vet (P = Jal
My0s toinen viite pétee, silla
12> = 2® + v = 2% + (—y)* = (z +iy) (z — iy) = 2Z.
(8) Olkoon z = x + diy. Télléin
[Re(z)] = |2] = Va? < Va2 + 92 = |2

Viite |Im(z)| < |z| osoitetaan vastaavasti.

1

(9) Luvulle ja sen kertolaskun kddnteisalkiolle pitee zz~' = 1, joten osoitetaan

viite toteamalla, ettd 278 = 1 = ﬁ on luvun z = z + iy kertolaskun
kddnteisalkio:
z 1 1
(x —iy)(z +iy) = ——2* +y* = 1.

ERET 2% +y?

(10) Kohdan (9) nojalla z=! = =5, joten kilyttimilli kohtaa (3) saadaan

el

=z

Y
N
I
N
RSN ISY
no
~_
Il
8
x|+
N
Ned
|
KN
T
|
w
| v
I
IR
|
|
iR

LAUSE 1.11. (Kolmioepdyhtidld) Olkoon z,w € C. Tdlloin

|2+ w| < [2] + |wl.
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TobpisTUus. Viite seuraa laskusta
|z +w]* = (z + w)(z T w)
=(z+w)(z+w)
=2Z+ 20+ wzZ + ww
= |2|* + 2Re(zw) + |w]|?
< |2 + 2|2w] + Jw/?

= (Iz* + [w]),

kun huomataan, ettd wz = zw ja kiytetddn itseisarvon méaritelmés seké Lausetta

1.10. U
Joskus kompleksilukuja on helpompi késitella napakoordinaateissa:
LAUSE 1.12. Olkoon z € C. Tdlloin on olemassa luku 6 € R, jolle
z = |z|(cos @ +isinb).
Tobistus. Oletetaan, ettd z = x + iy # 0 ja olkoon 6 yhtaloparin
cosf = %
sinf = %
ratkaisu. Talloin
|z|(cos @ 4+ isinf) = x + iy = 2.
O

Lauseessa (1.12) pisteelle z = (z,y) € C kiytettyi esitystd kutsutaan napakoordi-

naattiesitykseksi. Toisin sanoen pisteen (z,y) € C napakoordinaatit ovat
x = |z| cosf
y = |z|siné

MAARITELMA 1.13. Kompleksiluvun z argumentti arg(z) on niiden reaalilukujen

0 € R joukko, jolle pétee

cosf =

sinf =
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HuomAuTus 1.14. Argumentti arg(z) on yksikéisitteinen modulo 27: jos 6 on
pisteen z argumentti, niin myos jokainen luku 0+27k, k € Z, on pisteen z argumentti,

ja vain nama ovat pisteen z argumentteja.

HuoMAUTUs 1.15. Olkoot kompleksiluvut z;, 2o € C\{0} ja olkoon 6; € arg(z,),j =
1,2. Talloin kompleksiluvun z; napakoordinaattiesitys on
z;j = |zj|(cosB; +isind;).

Kahden napakoordinaateissa esitetyn kompleksiluvun tulo on trigonometristen funk-

tioiden yhteenlaskukaavaa apuna kiyttden
2129 = | 21| 22| (cos B cos By — sin 0y sin O + i(cos b sin Oy + cos O, sin ;)
= |z1||22|(cos(6y + 02) + isin(0y + 65)).

Kompleksilukujen kertolaskussa lasketaan siis kerrottavien lukujen argumentit yhteen

ja kerrotaan itseisarvot keskenédin.

Kompleksiluvut mahdollistavat aivan uudenlaisen geometrian konstruoimisen. Hy-
perbolisessa geometriassa kasitellidn kaarevaa pintaa euklidisesta geometriasta totu-
tun tason sijaan, minkd vuoksi hyperbolinen geometria eroaa euklidisesta geometrias-
ta monin tavoin, esimerkiksi suorien yhdensuuntaisuuden ja kolmion kulmasumman

osalta.

1.2. Pohjustavia miiritelmid ja kisitteita

Téssé luvussa esitelldén joitakin jatkon kannalta oleellisia méaritelmié ja kisittei-

td, joita tarvitaan muun muassa tutkittaessa kulmien suuruuksia.

MAARITELMA 1.16. Joukkoa X kutsutaan topologiseksi avaruudeksi, jos on ole-

massa joukko X joukon X osajoukkoja siten, ettd seuraavat kolme ehtoa tayttyvét:
(1) geXjaXek

(2) Jos {S; :i € I'} on erés joukon ¥ osajoukkojen muodostama joukko, missd I

USZ‘EE,

i€l

on indeksijoukko, niin

seka
(3) S;iNS; € ¥ kaikille i,j € 1,7 # j.
Joukkoa ¥ kutsutaan joukon X topologiaksi ja sen alkioita avoimiksi joukoiksi.

MAARITELMA 1.17. Vektoriavaruus koostuu vektorijoukosta V' ja (kerroin-)kunnasta

K, jos vektoreille z,y, z € V ja kertoimille (eli skalaareille) A\, u € K pétee seuraavaa:



1.2. POHJUSTAVIA MAARITELMIA JA KASITTEITA 10

(1) vaihdannaisuus: z +y =y +

(2) liiténndisyys:  + (y + 2) = (x +y) + 2

(3) nollavektorin olemassaolo: z + 0 =z

(4) vastavektorin olemassaolo: x 4+ (—z) =0

(5) neutraalialkiolla kertominen: 1.z = x

(6) reaalikerran liitdnndisyys: AM(px) = (Au)z

(7) osittelulait: (A + p)xr = A\x + px ja Az +y) = Az + \y.

Kun vektoriavaruuteen lisitdan rakenne, jota kutsutaan sisdtuloks:, vektoriava-
ruudesta tulee sisdtuloavaruus. Sisdtuloavaruudessa voidaan méiritelld muun muassa
kisitteet kulma ja kohtisuoruus. Sisdtulon avulla saadaan ma#riteltyd my6s normi ja
metriikka, jotka mahdollistavat kulmien suuruuksien ja pisteiden vélisten etdisyyksien

mittaamisen.

MAARITELMA 1.18. Vektoriavaruutta V kutsutaan sisdtuloavaruudeksi, jos on
olemassa kuvaus (-,-) : V x V — F (missd joukko F' on R tai C), joka tayttaa
seuraavat, ehdot:

(1) (z,y) = (y, z) kaikille z,5y € V, jos F' = R tai (z,y) = (y, z) kaikille z,y € V,
jos FF=C
(2) (ax,y) = alx,y) ja (r+y,2z) = (x,z) + (y, 2) kaikille z,y € V jaa € F
(3) (z,z) > 0 kaikille z € V ja (x,z) = 0, jos ja vain jos = = 0.
Kuvausta (-, -) kutsutaan sisdtuloksi.

Esimerkiksi vektoreiden z = (21, 23), ¥y = (y1,v2) € V = R? sisiitulo méiritelliin

(x,y) = T1y1 + T2y

eli vektoreiden = ja y koordinaatit kerrotaan keskenédén ja lasketaan yhteen (til-
16in sisdtulo on samalla euklidisesta geometriasta tuttu ristitulo). Tulos on reaali-
tai kompleksiluku riippuen siita, onko joukko F' reaalilukujen vai kompleksilukujen

joukko.

MAARITELMA 1.19. Joukkoa X kutsutaan metriseksi avaruudeksi, jos on olemassa
kuvaus d : X x X — R jolla on seuraavat ominaisuudet
(1) d(x,y) > 0 kaikille z,y € X ja d(x,y) = 0, jos ja vain jos z =y,
(2) d(z,y) = d(y, z) kaikille z,y € X ja
(3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) kaikille z,y, z € X.
Télloin kuvausta d kutsutaan joukon X metriikaksi. Paria (X, d) kutsutaan metriseksi

avarvudeksi.
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MAARITELMA 1.20. Vektoriavaruutta V' kutsutaan normiavaruudeks:, jos on ole-
massa kuvaus || - || : V' — R, joka tdyttdd seuraavat ehdot:
(1) ||z|| > 0 kaikille x € V. Lisiksi, jos ||z|| = 0, niin z = 0,
(2) ||A\x|| = |A|||z|| kaikille z € V. A € R ja
(3) [l +yll < [lz[| + [lyl| kaikille 2,y € V.

Kuvausta || - || kutsutaan normiksi. Tason R? vektorin x = (z1,1,) euklidinen normi

lz]] = \Jai + 25 = V/{z, z).

MAARITELMA 1.21. Osajoukko U C X on avoin, jos kaikille x € U on olemassa

(eli pituus) médritellain

luku € > 0 siten, ettd avoin pallo B(x,e) = {y € X : d(x,y) < €}, missd pallon
keskipiste on z ja sdde €, sisdltyy joukkoon U. Toisin sanoen kaikilla joukon U pisteill&
x on pieni ymparisto, joka myos kuuluu joukkoon U.

HuomAUTUS 1.22. |9, 5.22-23|

(1) Jos V' on normiavaruus, niin méérittelemélld metriikka d normina d(z,y) =
||z — y|| kaikille z,y € V pari (V,d) on metrinen avaruus.

(2) Jos X on metrinen avaruus, niin joukko
{B(z,r):x € X,r >0}

antaa topologian kannan Y joukolla X eli avoimet joukot saadaan esitettya

yhdisteind avoimista palloista. Talloin pari (X, X) on topologinen avaruus.

MAARITELMA 1.23. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Olkoon x,, € X jono pisteité
joukossa X. Sanotaan, ettéd jono x, konvergoi kohti pistettd x € X, jos kaikilla € > 0

on olemassa N € N siten, ettd kaikilla n > N pétee d(z,,z) < €.

1.3. Hyperbolinen metriikka
Kompleksitason C pisteet ovat kompleksilulukuja z = (z,y), joiden reaaliosa on
Re(z) = z ja imagindériosa on Im(z) = y. Ylempi puolitaso
H:={z€ C:Im(z) > 0}

on joukko kompleksitason C pisteitd z = (z,y), joiden imagindériosa on positiivinen.

Sen reuna on
OH = {z € C:Im(z) =0} U{oo},

eli reunaan OH kuuluu reaaliakseli ja darettomyyspiste oc.
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Joukkoa OH sanotaan ympyriksi ddrettomyydessd, silla topologisesti se on ympyra.
Tama ndhddén stereografisen projektion avulla: olkoon K = {z € C : |z| = 1}

yksikkoympyra kompleksitasossa C (ks. kuva 1.2). Médritelladn kuvaus
m: K — RU{oco}

seuraavasti: olkoot z € K'\{i} ja L, pisteiden z ja i kautta kulkeva (euklidinen) suora,
joka leikkaa reaaliakselin yksittdisessd pisteessa m(z). Méadritelladn lisdksi 7(i) = oo,
silld kun z — 4, niin 7(z) — oo (ks. kuva 1.2). Télloin kuvaus 7 on homeomorfismi
joukosta K joukkoon R U {oo}, silld 7 on bijektio. TAméi seuraa geometrisesti siité,
ettd joukossa C kahden eri pisteen kautta kulkee yksikisitteinen euklidinen suora:
jos kahdelle yksikkdympyran K pisteelle z ja w pétee z,w # i ja m(z) = m(w), niin
euklidiset suorat L, ja L, kulkevat pisteiden i ja 7(z) = 7(w) kautta, joten on oltava
L, =L, jasiten z = w.

Huomataan, etti yksikkGympyrastd K saadaan reaalilukujen joukko R kuvauksen
7 avulla poistamalla yksikkéympyréastd K piste ¢. Nain ollen yksikkGympyra voidaan
ajatella saatavan joukosta R lisiamalla sithen piste co. Toisin sanoen yksikkoympyra
K ja joukko R U {oco} ovat topologisesti samanlaiset ympyrét ja sen vuoksi joukon

OH reunaa sanotaan ympyriksi ddrettomyydessa [1, s. 9], [10, s. 12-13], [2, s. 276].

Z
L,
KuvaA 1.2. Stereografinen projektio.

Hyperbolisessa avaruudessa etdisyyksien ja pituuksien késittelemiseen kiytetdin
hyperbolista metriikkaa. Ennen hyperbolisen metriikan esittelemistd tutkitaan, mika
on kahden pisteen vilinen etdisyys. Etdisyys kahden pisteen vililld saadaan selville
tutkimalla kaikkia nditd pisteitd yhdistavida polkuja ja valitsemalla poluista lyhin.

Aluksi tarvitaan siis tapa yhdistdé pisteet polulla ja sen jilkeen tapa mitata polun

pituus, jolloin muodostuu perusta hyperboliselle geometrialle. Muodostuva geometria
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on hyvin erilaista kuin euklidinen geometria. Huomataan esimerkiksi, etta lyhin kiy-
rd, joka yhdistda kahta pistettd hyperbolisessa avaruudessa, on hyvin erilainen kuin
euklidisesta geometriasta tuttu suora, jota pitkin pisteiden vilinen euklidinen etéisyys

mitataan. Téllaisia kiyria tutkitaan tarkemmin seuraavassa luvussa.

HuoMmAuTUs 1.24. Etidisyydeltd vaaditaan (ks. médritelma 1.19), ettd kahden
pisteen etdisyys on aina ei-negatiivinen seké nolla vain, jos mitataan etiisyys pisteesta
itseensa. Lisdksi etdisyys kahden pisteen vililld ei saa riippua kummasta pisteesta
mittaaminen aloitetaan. Kolmas ehto on, etté etdisyys noudattaa kolmioepéyhtéloa eli
etdisyys kasvaa jos etdisyys kahden pisteen vélilla mitataan kolmannen pisteen kautta.
Kun nidmaéi ehdot saadaan voimaan, voidaan késiteltivid avaruutta sanoa metriseksi
ja etdisyyttd mittaavaa funktiota metriikaksi. Hyperboliseen avaruuteen halutaan siis

16ytaa etdisyyttd mittaava funktio, joka toteuttaa ndmé ehdot.

Olkoon I = [0,1] ja v : I — H paloittain differentioituva kuvaus, jolloin polku
ylemmassi puolitasossa H tarkoittaa differentioituvan funktion v kuvaa. Polun v hy-
perbolinen pituus méadritelladn polkuintegraalin avulla: olkoon f : H — R jatkuva

funktio, jolloin funktion f polkuintegraali yli polun v maaritellaén
1= [ raenp o

V(0] = v/ (Re(y'(1)))? + (Im(v'(t)))2.

MAARITELMA 1.25. Olkoon v : [0,1] — H polku ylemméissd puolitasossa H =

missa

{z € C:Im(z) > 0}. Polun « hyperbolinen pituus h saadaan integroimalla funktiota
f(z) = @ pitkin polkua ~ [10, s. 14]:

-~ [ sty |V

L Im(z)

missd x : [0,1] — R ja y : [0,1] — R ovat polun v koordinaattifunktiot eli v(t) =
x(t) + iy(t) kaikilla ¢ € [0, 1].

Polun hyperbolisen pituuden avulla voidaan nyt méaritelld kahden pisteen vilinen

etaisyys valitsemalla pisteitd yhdistavista poluista lyhin:

MAARITELMA 1.26. Pisteiden z, w € H vilinen etdisyys p on

plz,w) = inf h(3),
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missd infimum otetaan yli kaikkien paloittain differentioituvien polkujen v C H, jotka

yhdistévit pisteitd z ja w joukossa H [4, s. 2].

HuoMAUTUS 1.27. Jos z ja w ovat kaksi eri pistettd ylemméassa puolitasossa H,

niin patee kolmioepayhtalo

p(z,w) < p(z,m) + p(n, w).

Yhtéasuuruus pétee, jos piste n € H kuuluu sellaiselle pisteitd z ja w yhdistédvin suoran

tai ympyran osalle, joka kuuluu joukkoon H.

ESIMERKKI 1.28. Olkoon pisteitd a; + ib ja as + ib yhdistéva polku (t) = a1 +
t(az —ayp),0 <t < 1. Talléin v/(t) = az — a1 ja polun ~ pituus on
" as — ai lag — a1
h(v) = —dt = ———.
0= [ .
Jos a1 = —2,a5 = 2 ja b = 1, niin polku v on reaaliakselin suuntainen suora, jonka
pituus on 4.

Tarkastellaan sitten pisteitd —24-i ja 244 yhdistavaa paloittain méaariteltyd polkua

(4t —2)+i(1+2t), 0<t<3
o(t) =
(4t —2)+i(3—2t), $<t<1.
Nyt
, [442i] =20, 0<t<3
|0 (t)] =
[4-2i| =v20, 1<t<1
ja
1+2t, 0<t<3
3-2t, L<t<1

N

Siten polun ¢ pituus on

2
i
:2\/—10g2,

joka on likimain 3, 1.

Huomataan, ettd polun ¢ hyperbolinen pituus on lyhyempi kuin polun ~. Tamén
perusteella nayttasd siltd, ettd pisteiden vilinen lyhin etdisyys hyperbolisessa ava-
ruudessa mitataan eri tavalla kuin euklidisessa eli pitkin jotakin muuta kiyrda kuin

pisteitd yhdistavii euklidista suoraa (ks. 1.3).
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2i

/N

KuvA 1.3. Pisteitd —2 + 7 ja 2 + ¢ yhdistavit polut v ja o.

HuoMAUTUS 1.29. Kahden pisteen z, w € H etdisyydelle p péitee kaava [4, s. 6]

|z —w| + |z — w

z,w) = In .
plzw) = In
Myohemmin tullaan huomaamaan, ettd kaksi ylemman puolitason pistettd z,w €

H voidaan kuvata imagindariakselille Mébius-muunnoksella, joka on muotoa z —» %

joillekin a, b, ¢, d € R. Talléin pisteiden z ja w kuvapisteet ovat zo = 2a ja wy = ib,a <

b. Niiden pisteiden zy ja wp vélinen etdisyys on reaaliluku: kun Re(zp) = Re(wy),

Im(zo)
Im(wo)

Im(zp) = a ja Im(wy) = b, niin pisteiden zy ja wy etdisyys on luku In =Inl
Lisaksi vaitteen todistamiseksi tarvitaan tietoa, ettd Mébius-muunnos on isometrinen,

jolloin pisteiden w ja z etdisyys on yhtd suuri kuin pisteiden zy ja wy.

LAUSE 1.30. Hyperbolinen etdisyys on metritkka eli funktio p toteuttaa seuraavat
ehdot:

(1) ei-negatiivisuus: p(z,z) =0 ; p(z,w) > 0, jos z # w.

(2) symmetrisyys: p(u,v) = p(v,u)
(3) kolmioepdyhtdls: p(z,w) + p(w,u) > p(z,u).

TobisTus. Ehdot (1) ja (2) ovat selvésti totta médritelmén 1.26 ja huomautuksen
1.29 nojalla. Ehdon (3) todistamiseksi olkoot pisteet z,w,u € H, pisteitd z ja w
yhdistévil polku o, : [0, 5] — H ja pisteitd w ja u yhdistévi polku oy, : [5,1] — H.
Talloin polku o,, : [0,1] — H pisteestd z pisteeseen u saadaan asettamalla [10, s.
171]

0 0.w(t), jostel0,3]
Ozu =
Owu(t), joste[3,1].

Sen pituus on sama kuin polkujen o, ja 0,, pituuksien summa eli h(o,,) =
h(c,4) + h(0w.). Kahden pisteen etdisyys on infimum niitd yhdistdvien paloittain

differentioituvien polkujen pituuksista, joten

p(z,u) < h(os0) = h(osw) + h(owa),
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mista saadaan
p(z,u) < p(z,w) + p(w, u).
O

HuomaAuTus 1.31. Ylemmaén puolitason H tangenttiavaruus T,H pisteessa z maa-
ritellddn tason H pisteessi z olevien tangenttivektoreiden joukkona. Se voidaan ajatel-
la vektoriavaruutena, joka on kaksiulotteinen ja koostuu reaalivektoreista tai yksiulot-
teinen ja koostuu kompleksivektoreista. Tangenttiavaruudessa T,H sisdtulo pisteille

G =& +im ja G =& +iny € T.H méiritelldén asettamalla

_ (Clu CQ)
<C17 C2> - Im(2)2 9
joka on euklidinen sisétulo ({1, (2) = &1&2+mne kerrottuna skalaarilla m Tamén ja

médritelmien 1.25, 1.26 seké lauseen 1.30 avulla nihd&én, miksi polun ~ : [0,1] — H
pituus joukossa H mééaritellidan siten kuin se on annettu méaaritelméassa 1.25: asetta-
malla metriikka ds [4, s. 1,10]

Vdx? + dy?

ds — VAT ay”
Y

polun ~ : [0, 1] — H hyperbolinen pituus A(7y) on

2 2 1 dRe 2 1 (dIm 9
o = [as= | @: [ Ren ) + (im0

Im~(¢)

Heuristisesti on siis “edullisempaa” kulkea pitkin polkua, joka ei kulje ldhelld reaa-

liakselia vaan jonka imaginéériosat ovat isoja.

HuomAuTUs 1.32. Voidaan osoittaa, ettd hyperbolista metriikkaa kiayttamalla
médritellyt joukon H avoimet joukot ovat samoja kuin ylemmaén puolitason avoimet
joukot, jotka on maaritelty kiyttadmélla Euklidista metriikkaa. Toisin sanoen hyperbo-
lisen geometrian (hyperbolisen metriikan madraamia) avoimia joukkoja ja euklidisia

(euklidisen metriikan méardamid) avoimia joukkoja voidaan pitdd samoina. [11, s. 4]

1.4. Yleistetyt ympyrat ja Mobius-muunnokset

Pisteiden a ja b vilinen lyhin etdisyys euklidisessa avaruudessa mitataan pitkin
suoraa, joka yhdistda pisteet a ja b. Talloin pisteiden a ja b etdisyys saadaan lasket-
tua euklidisena normina. Tilanne on toisenlainen, jos pisteet kuuluvat hyperboliseen
avaruuteen. Edellisen luvun perusteella pisteiden a ja b € H vélinen lyhin etéisyys

mitataan kayttdmalla eri metriikkaa kuin euklidisessa avaruudessa ja esimerkin 1.28
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perusteella etdisyys mitataan pitkin jotakin muuta kiyraa kuin pisteitéd a ja b yhdisté-
vaa euklidista suoraa. Téassé ja seuraavassa luvussa on tavoitteena selvittad, millaisia
nidma kiyrit ovat.

Tutkitaan seuraavaksi kompleksitason suoria ja ympyroitd ja maaritelldan niiden
avulla yleistetty ympyra. Hyperbolinen suora, eli kiyréd, jota pitkin mitattuna hy-
perbolinen etiisyys on lyhin, tullaan mychemmin maaritteleméin leikkauksena jou-

kosta H ja kompleksitason reaaliakselia vastaan kohtisuorasta yleistetysta ympyrasta.

Kappaleessa 1.1 todettiin, etti jirjestetty pari (z,y) € R? ja kompleksiluku z+iy € C
vastaavat toisiaan, joten kompleksitasoa C voidaan tarkastella joukon R? avulla. Tut-
kitaan seuraavaksi kompleksitason suorien ja ympyrdiden yhtdloita reaalitason ym-
pyroiden ja suorien avulla. Tarkoituksena on selvittdd, kuinka suoria ja ympyroita
voidaan kisitelld samanaikaisesti joukossa C.

Olkoon L suora joukossa R?, jolloin sen yht#lé on muotoa
(1) ar +by +c=0,

joillekin a, b, ¢ € R. Kirjoittamalla z = x + 7y ja kiiyttdmélla lauseessa 1.10 esitettyja

kompleksilukujen ominaisuuksia © = 1(z + z) ja y = 5 (2 — z) yhtélostd (1) saadaan

%

a(%(z+z))+b<%(z—z))+c:0,

jonka uudelleenjirjestely antaa

1 1
i(a —ib)z + §(a+ib)2+ c=0.

Merkitsemalld g = “_T”’ suoran L yhtéloksi saadaan
(2) Bz+pBz+c=0.

Olkoon sitten C' ympyré joukossa R? siten, ettii sen keskipiste on (zg,yo) ja side

on r. Talléin ympyran C' yhtélé on

(3) ( —20)* + (y —yo)* = 1.

Olkoon z = z + iy ja zo = o + Yo, jolloin yhtélo (3) saa muodon

(4) |z — 2|* =72

Edelleen kompleksilukujen ominaisuutta |2|> = 22 kiyttamilla saadaan yhtélostéd (4)

(5) (z —20)(z — 20) = 7%
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Sieventamalld ja merkitsemlld 3 = —zy ja v = 2029 — r? = |2|* — r* ympyréin yhtilo

saa muodon
(6) 22+ PBz+ Bz +v=0.

HuomAuTus 1.33. Jos yhtdlé (2) tai (6) kerrotaan vakiolla ¢ # 0, niin yht&lo

méadraa edelleen saman suoran tai ympyran.

Yhtalot (2) ja (6) voidaan yhdistédd, jolloin kompleksitason ympyro6itd ja suo-
ria voidaan késitelld samanaikaisesti. Talloin niitd kutsutaan yleistetyiksi ympyroiksi.

Saadaan seuraava lause:

LAUSE 1.34. Kdyria A on yleistetty ympyrd (eli ympyrd tai suora) joukossa C, jos

ja vain jos sen mdadrdid yhtald
(7) azZ+ Bz+pBz+~y=0,
missd a,y € R ja f € C.

Verrattaessa Lauseen 1.34 yhtiloa (7) ja kaavoja (2) ja (6) huomataan, ettd kun
a = 0, niin yhtdlo (7) esittdd suoraa ja kun « # 0, niin se esittdd ympyraa.

Térkedn joukon muodostavat ne kéyrit, joille kertoimet «a, 8,y yhtélossi (7) ovat
reaalisia. Oletetaan, ettd «, 3,7 € R ja tarkastellaan kompleksitasoa C. Talloin
A on joko ympyré, jonka keskipiste on reaaliakselilla (eli ympyrd on kohtisuoras-
sa reaaliakselia vastaan) tai reaaliakselia leikkaava ja sitd kohtisuorassa oleva suo-
ra. Tarkastellaan néistd kdyristd vain niitd osia, jotka ovat ylemméssd puolitasossa
H := {z € C: Im(z) > 0}. Huomataan, ettd kdyrien osat ovat puoliympyro6itd, joi-
den keskipiste on reaaliakselilla ja reaaliakselia vastaan kohtisuoria puolisuoria, joiden
toinen padtepiste on reaaliakselilla. Luvussa 1.5 tullaan osoittamaan, ettd ndmé ovat
lyhimpié kiyrié, jotka yhdistdvit kaksi ylemmén puolitason pistetta.

Jatkossa téssi tyossa keskitytdan Mébius-muunnoksiksi kutsuttuihin kuvauksiin.
Ne ovat joukon C = CU {oo} (kompleksitaso, johon lisiitty #irettomyyspiste co) ku-
vauksia, joille asetetaan tiettyja ehtoja. Téssa luvussa esitellian M6bius-muunnosten
ryhmén toimintaa ylemmésséd puolitasossa. Toiminnan tarkastelussa keskitytidin sel-
laisiin hyperbolisen tason geometrisiin objekteihin, jotka pysyvit muuttumattomina

Mobius-muunnoksissa.

MAARITELMA 1.35. [6] M&bius-muunnos on kuvaus 7' : C — C,

T(z)

_@z—i—b
oz +d
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N
NI

KuvaA 1.4. Reaaliakselia vastaan kohtisuora ympyri ja suora.

missd luvuille a, b, ¢, d € C pétee ad — bc # 0 ja kiiytetddn sopimuksia

T(Z):az+b kinc=0jazeC
T(c0) = kun ¢ =0

T(Z)—gjis, kun ¢ #0jaz e C\{-¢
(- %) kun ¢ # 0

T(OO) kun ¢ # 0.

Mébius-muunnokset ovat kahden jatkuvan funktion osaméariafunktioina jatkuvia.
Jos rajoitutaan tarkastelemaan vain sellaisia Mobius-muunnoksia, joille kertoimet
a,b,c ja d ovat reaalisia ja joille pitee ad — bc > 0, l6ydetdan joukko kuvauksia,

jotka kuvaavat ylemmén puolitason ylemméksi puolitasoksi:

LAUSE 1.36. Mdébius-muunnokselle T : H — C,
az+b
T(z)= ——

jolle a,b,c,d € R ja ad — bc > 0, pitee T'(H) = H.

TobisTus. |5, s.8] Laventamalla T'(z) = “z+b 2 kompleksiluvulla cz + d ja kiytti-

mélld kompleksilukujen ominaisuutta zz = \z|2 saadaan

(az+b)(cz+d)  aclz|* + adz + bez + bd
lcz + d|? B lcz + d|?

w="T(z)=

Luvun w imaginéériosa on t&lloin
w—w (ad—bc)(z—2) (ad—bc)Im(z)
2 2dlez+d2 ez +d?

Im(w) =

Oletuksen nojalla ad — bc > 0 ja liséksi |cz 4+ d|* > 0. Koska z € H, niin Im(2) > 0.
Niin ollen Im(w) > 0 ja w € H. Téstd saadaan T'(H) C H.
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Osoitetaan sitten, ettd H C T'(H). Moébius-muunnos 7'(z) = ‘Cf:fg on jatkuva ja

silld on kddnteiskuvaus
dz—b
—cz+a’
joka on jatkuva. Néin ollen kuvaus 7" on bijektio. Vastaavasti kuin ylla laventamalla

T'(2) =

T1(2) = fl;j:’a luvulla —cz + a ja kilyttdmilla tietoa 2z = |z|* nihdéin, ettd luvun

w := T~'(z) imaginéériosalle Im(w) pitee

(ad — be)lm(z)
| — cz + al?

Im(w) =

Y

joten T71(2) € H. Tésta seuraa, etti T o T71(2) = z € T(H) ja edelleen, etti
H C T(H). O

MAARITELMA 1.37. Olkoot a,b,c,d € R siten, ettd ad — bc > 0. Kuvausta T :

H — H,

az+b
T(Z>:cz+d

kutsutaan ylemmén puolitason Mobius-muunnokseksi. Ylemmén puolitason M&bius-

muunnosten joukkoa merkitdén jatkossa Mob(H).

ESIMERKKI 1.38. Kuvaus S : C — C, H(z) = 1 on samaa muotoa kuin Mébius-

muunnos, kun a = 0,b = 1,¢ = 1,d = 0. Kuvaus S ei kuitenkaan kuulu joukkoon
M&b(H), koska sille pitee ad — bc = —1 < 0.

Mébius-muunnosten toimintaa voidaan tarkastella joukon H reunalla eli joukolla
OH = R U {oo}. Mobius-muunnos 7', jolle ad — be # 0 kuvaa joukon 0H = R U {oo}
itselleen bijektiivisesti: kaikille pisteille z € R, z # —‘zl, kuvapiste T'(z) kuuluu reaa-

liakselille (M&bius-muunnos toimii reaaliakselilla kuvaten reaaliluvun z osaméiriksi

%Ig, joka on reaaliluku tai &iretén) ja kuvauksella 7" on olemassa kddnteiskuvaus
Tfl
dz —b
Tl )= 0
—cz+a
Asetetaan T7'(c0) = —4, joten T'(—d/c) = oo. Tutkitaan miten piste oo kuvautuu
kuvauksessa T'. Kirjoitetaan 7" muodossa
a+b/z
T(z) = :
(2) c+d/z

Koska 1/z — 0, kun z — oo, niin T'(c0) = a/c (jos ¢ = 0, niin a # 0 ja d # 0,
silld ad — be # 0; voidaan siis médritella luvut a/c ja —d/c, kun ¢ = 0 asettamalla
a/0 = o0 ja —d/0 = o). Siis T(0H) = 0H.
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Seuraavaksi naytetddn, kuinka Mobius-muunnoksia voidaan késitelld matriisien

avulla.

Ryhmé SL(2,R) koostuu reaalisista 2 x 2 -matriiseista

a b
c dl|’

missé a, b, c,d € R ja joille det(A) = ad — bc = 1. Se on toisin sanoen joukko

A:

a b

SL(Q,R):{ d]:a,b,c,deR,ad—bc:l},

C

jota kutsutaan erityiseksi lineaariseksi ryhmdksi (engl. special linear group). Sen toi-
minta joukolla H on Mo6bius-muunnos: kuvauksen f : SL(2,R) — Mob(H),

a b az+b
(o) -

b
d] € SL(2,R) ja Mébius-muunnosta 7' : H — H

avulla matriisia A =
c

az+b
cz+d’

(8) T(z) =

jolle ad — bc = 1, voidaan pitdd saman kuvauksen eri ilmaisutapoina.

Jos matriisin A =

b
] determinantille pétee det(A) # 1, niin jakamalla luvut
c

a, b, c ja d luvulla v ad — bc saadaan voimaan haluttu determinanttiehto ad — bc = 1.

Talléin sanotaan, ettd matriisi ja sitd vastaava Mobius-muunnos on normalisoitu.

HuomMmAuTUSs 1.39.

(1) Joukon SL(2,R) kaksi eri matriisia maiaraa saman Mébius-muunnoksen vain,
jos ne koostuvat toistensa vastaluvuista: koska det(A) = det(—A), niin mat-
riisit A ja —A € SL(2,R) méa#rasdvit saman Mobius-muunnoksen.

(2) Joukon H Mobius-muunnosten ryhméd Mob(H) ja tekijaryhméd PSL(2, R) =
SL(2,R/{+£I}, jota kutsutaan projektiiviseksi erityiseksi lineaariseksi ryh-
maksi (engl. projective special linear group), voidaan pitdd saman asian eri

ilmaisutapoina.

HuoMauTUs 1.40. PSL(2,R) on ryhmé, jonka laskutoimitus on kuvausten yhdis-
tdminen. Ryhmén neuraalialkio on kuvaus z +— z, jota vastaava matriisi on yksikko-

matriisi.
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TobisTus. (10, s.172] Jos T1(z) = % ja Th(z) = %, niin niiden yhdiste-

tylle kuvaukselle pétee

c1z+dq

a1z+b1
C2 (clz+d1) + d2

s <a1z+b1> + b2
T2 ] T1<Z> =

- (agay 4 bacy)z + (agby + bady)
(caa1 + dacr)z + (e2by + dady)’

joka on M&bius-muunnos joukossa H, silld kertoimet ovat reaalisia ja

(a2a1 + bQCl)(Cle -+ dgdl) — (a2b1 + bgdl)(Cgal + dgCl) = (aldl — blcl)(CLQdQ — szg) = 1.

Lisédksi tiedetddn, ettd kuvausten yhdistdminen on assosiatiivinen. Jos 1" on M&bius-

muunnos, niin silld on kiénteiskuvaus T71(z) = jiczzjfa ja sen neutraalialkio joukossa

H on kuvaus z — z, kun valitaan a = d = 1 ja b = ¢ = 0. Néin ollen PSL(2,R) on

ryhma. 0

Joukossa H Mobius-muunnoksia ovat muun muassa dilaatiot z — kz (k > 0),

translaatiot z — z + b ja inversiot z — —1/z [10, s. 172]:

ESIMERKKI 1.41. Olkoon T'(z) = %+ Tillsin kuvaus T : H — H,

cz+d’
kz kina=kb=c=0,d=1jaad —bc >0
T(z)=<¢ z+b kunc=0,b=ba=d=1jaad—bc=1>0

—1/z kina=d=0,b=—-1,c=1jaad—bc=1>0

maéadrittelee joitakin joukon H M&bius-muunnoksia.

Kaikki Mobius-muunnokset saadaan yhdistettyna kuvauksena alkeismobius-muun-
noksista, joita ovat:
e siirto eli kuvaus T'(z) = z+b,b € R
e kierto kulman @ verran eli kuvaus T(z) = az = €z, jolle |a| = 1 ja —7 <
o<
o dilaatio (eli kutistus tai venytys) eli kuvaus 7'(z) = az, jolle a > 0,a € R
o inversio (yksikkdympyrin {z € C : |z| = 1} suhteen) eli kuvaus T'(z) = 2.

LAUSE 1.42. Jokainen Mdbius-muunnos saadaan yhdistettynd kuvauksena siirrois-

ta, kierroista, dilaatioista ja tnversioista.

Topistus. Tutkitaan Moébius-muunnosta z +—> ij:s, a,b,c,d € R. Jos ¢ = 0, niin

kuvaus

T(z) = gz—i—g
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on yhdistetty kuvaus dilaatiosta ja siirrosta. Oletetaan, ettd ¢ # 0. Méaaritelladn

T = —
1(2) zZ+ -
1
T: = -
5(2) >
ad — be
Ta(z) = —
T4(Z) =2z + %,

jolloin alkeismobius-muunnosten yhdistetty kuvaus TyoT3075077 on Mébius-muunnos:

az+b
cz+d

T4OT30TQOT1(Z) =
U

HuoMAUTUS 1.43. Miki tahansa Mobius-muunnos saadaan yhdistettyné kuvauk-

sena muunnoksista

T(z)=az+b
ja
1
S(‘Z) - ;a

valitsemalla luvut a ja b sopivasti ja méaritteleméalld T'(oco) = 00, S(0) = oo ja S(o0) =
0.

MAARITELMA 1.44. Ryhmé G toimii joukolla X, jos on olemassa homomorfismi
ryhmiltd G joukon X bijektioiden muodostamalle ryhmiélle. Toisin sanoen ryhmé G
toimii joukolla X, jos jokaista ryhmén G alkiota g vastaa jokin joukon X bijektio ja

lisdksi ryhmén G laskutoimitus vastaa joukon X bijektioiden yhdistdmista.
LAUSE 1.45. Ryhmd PSL(2,R) toimii joukolla H.

TobisTus. Joukolla H mééritelty kuvaus 7'(z) = ZZZIZ (kun ad — be = 1), jo-

b
ka vastaa ryhmén PSL(2,R) matriisia “ ME on bijektio, silld lauseen 1.36 nojalla
c

T(H) = H, kuvaus T on jatkuvien kuvausten osaméérafunktiona jatkuva ja kdénteis-

kuvaus

dz—b

T7(z) = ——,
—cz+a

on my6s jatkuva. Ryhméin PSL(2,R) laskutoimitus on matriisien kertolasku ja jou-

kolla H laskutoimituksena on kuvausten yhdistidminen.
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Néhdéén, ettd ryhmé PSL(2,R) toimii joukolla H homomorfisesti, missd homo-
morfismina on kuvaus f : PSL(2,R) — M&b(H),

a b az+b 11
f< ) d]) = 2252, silld
ae +bg af + bh

2 (R R (erieon

= T1 (Z) o TQ(Z)

(s

kun Tj(2) = 22 ja Ty(z) = 4. =

_ (ae+bg)z+ (af + bh)
~ (ce+dg)z + (cf +dh)

=)
>
| I
~—
o)
s
/-~
1
Q o
> =
| I |
~_—

Mobius-muunnokset ovat keskeisessd osassa, kun tutkitaan joukkoon H kuulu-
via osia sellaisista yleistetyistd ympyroisté, joiden kertoimet ovat reaalisia. Tutkitaan
seuraavaksi ndiden kuvautumista Mobius-muunnoksessa. Muistetaan téta varten yk-
si kompleksianalyysin keskeisistda Mobius-muunnosta koskevista tuloksista: Mébius-

muunnos kuvaa suorat ja ympyrat suoriksi ja ympyroiksi (Ks. [6]).

LAUSE 1.46. Olkoon L € C joko (i) reaaliakselia vastaan kohtisuora puoliympyrd
tai (ii) pystysuora suora. Olkoon T" € MOb(H). Tallin T(L) on reaaliakselia vastaan

kohtisuora puoliympyrd tai pystysuora suora.

TobpisTus. Tiedetddn, ettd Mébius-muunnos 7" kuvaa joukon H itselleen bijektii-
visesti, joten riittdd osoittaa, ettd 7' kuvaa kompleksitason C pystysuorat suorat ja
ympyrét (joilla on reaalinen keskipiste) pystysuoriksi suoriksi ja ympyroiksi (joilla on
reaalinen keskipiste) |10, s. 20].

Pystysuora suoran tai ympyréan, jonka keskipiste on reaaliakselilla, yhtilé on muo-

toa
(9) azZ+ Bz+pBz+v=0,

missd o,y € R ja § € R. Olkoon

w=T() =2
cz
jolloin
dw —b
z =

—cw+a
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Sijoittamalla saatu z yhtdloon (9) saadaan (muistetaan, ettd reaaliluvulle § pétee

B =p)

dw—b dw —b dw—b dw—b
o — +/|——— | +8|——— | +v=0,
—cw + a —Ccw + a —cw + a —Ccw + a

joka sievennettyné antaa

(ad? — 2Bcd + ye*)ww + (—abd + Bad + Bbc — yac)w+
(—abd + Bad + Bbe — vac)w + (ab* — 2Bab + vya*) = 0.

Saatu yht&lo on muotoa (9), joten 7'(L) on joko reaaliakselia vastaan kohtisuora suora

ympyré tai pystysuora suora. O

1.5. Isometriat ja geodeesit

Téssé luvussa on tarkoituksena 16ytda joukon H kiyré, jota pitkin mitattuna kah-
den ylemmén puolitason pisteen etdisyys on lyhin. Geodeesi on hyperbolisen metrii-
kan mielessé lyhin kdyrd, joka yhdistdéd pisteitd z ja w joukossa H. Lauseessa 1.57
osoitetaan, ettd geodeesit eli hyperboliset suorat joukossa H ovat reaaliakselia vas-
taan kohtisuoria puolisuoria ja puoliympyroitd. Tatd varten esitelliin ensin uusi ki-
site 1sometrisyys, joka on tarked Mobius-muunnosten ominaisuus ja todistetaan, etta

imaginéddriakseli on geodeesi.

MAARITELMA 1.47. Kuvaus on isometria (tai isometrinen) joukossa H, jos se

sdilyttaa hyperbolisen etdisyyden joukossa H.

Kaikkien ylemmé&n hyperbolisen puolitason isometrioiden joukko muodostaa ryh-
mén, merkitaén sitd jatkossa Isom (H).

Seuraava tirked tulos sanoo, ettd joukon H Mobius-muunnos séilyttad hyperboli-
sen etiisyyden p kahden pisteen vililld. Toisin sanoen M&bius-muunnos on isometri-

nen kuvaus.
LAUSE 1.48. Olkoot T joukon H Mdébius-muunnos ja z, 7z € H. Tdlldin
p(T(2), T()) = p(z. ).

TobisTus. (10, s.21-22| Olkoon o : [0,1] — H pisteet z ja 2’ yhdistéva polku,
jolloin T" o ¢ on eriis polku pisteestd T'(z) pisteeseen T'(z'). Viitteen osoittamiseksi
riittdd nayttad, ettd polut o ja T o o ovat yhta pitkit.

Kun 2z € H, niin

d— bc
T'(2)) = L2
TN =1 rap
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ja

Im(T(2)) = (ad — be)

= dp Im(2).

Ketjusdantoa kiayttamalla nahdaan, etta

h(Toa):/Tooﬁ

[P (Toeo) ()]
_/0 Im(Too)(t) "

[T (e@)]le’ (1))
= /0 (T o o)(t) &

[t ad—bc o lco(t) +d* 1
_/0 w1 dE” V=0 ™

L o)
‘/o Tm(o(6) "
= h(o).

O

HuomauTus 1.49. Kaikki joukon H isometriat ovat joko normaalimuotoisia Mobius-
muunnoksia tai kuvauksia, jotka ovat yhdistettyjd kuvauksia normaalimuotoisesta

M&bius-muunnoksesta ja kuvauksesta z +— —Zz. Joukon H isometria on siis joko muo-
toa [5, s. 11-12]

az+0b
T(z) = —— —bc=1
(2) cz+d’ad be
tail
S(z)—ﬂ ad —bc = —1
ez +d -

ESIMERKKI 1.50. [10, s. 175-176] Tutkitaan seuraavaksi, miksi méairitelméssé 1.25

1
Im(z)

avulla. Periaatteessa polun pituus voitaisiin maéritelld my6s jonkin muun positiivi-

esitetty polun hyperbolinen pituus h(y) = f7 #) médriteltiin funktion z

Im(z

sen funktion avulla, mutta talloin polun pituuden avulla maéritelty pisteiden etéisyys
ja geometria voisi olla hyvin monimutkaista ja isometrisia kuvauksia voisi olla hyvin

viahén. Sen vuoksi niytetdén, ettd polun « hyperbolinen pituus h(y) on méaariteltava

funktion z — @ avulla, jotta kaikki joukon H Mo6bius-muunnokset ovat isometrioi-

ta.
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Olkoon p : H — R jatkuva epédnegatiivinen funktio. Osoitetaan, ettéd p(z) = @

Madritelladan paloittain differentioituvan polun ~ : [0, 1] — H p-pituus asettamalla

9= o= [ o

Oletetaan, ettd p-pituus on muuttumaton joukon H Mobius-muunnoksessa 1" eli
hy(T o) = h,(y). Tallsin

/0 oD (B)] dt = ho()

Y(T o~)|dt

IDIT (v (2)]lt.

Saadaan
/0 (P(T(vONIT (vENIY @] = p(v(E) | (£)|dt = 0.

Koska valittiin mielivaltainen polku v ja mielivaltainen Mébius-muunnos 7', on ylla

oleva integraali nolla kaikilla poluilla ~ ja kaikilla Mobius-muunnoksilla 7". Niin ollen

p(T()T'(2)| = p(z) = 0
eli
p(T ()T (2)] = p(2),
kun merkitddn y(t) = z. Jos nyt T'(z) = z+b, niin |7"(z)| = 1 ja siten p(z+0b) = p(z)
kaikilla b € R. Néin ollen funktio p(z) riippuu vain pisteen z = z-+iy imaginédériosasta
eli kuvaus p on muuttujan y funktio p(y). Olkoon sitten T'(z) = kz, jolloin |T"(z)| = k
ja kp(ky) = p(y). Sijoittamalla y = 1 ja valitsemalla ¢ = p(1) ndhdédn, ettd

p(l) ¢
p(k) = A
Nain ollen
) = T

Normalisoimalla vakio ¢ ndhd&én, ettd funktio p on pisteen z imaginaédriosan y funktio
p = p(y). Siispd polun v hyperbolinen pituus h(y) on méériteltdvd funktiona z —

@, jotta kaikki joukon H Mobius-muunnokset ovat isometrioita.

HuomAuTUS 1.51. Hyperbolisen geometrian puolitasomalli on nyt siis valmis, kun
on 16ydetty kuvaus (normaalimuotoinen Mobius-muunnos), joka sdilyttdd joukon H

pisteiden viliset hyperboliset etdisyydet.
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Isometrisyyden avulla voidaan osoittaa, etti geodeesit eli hyperboliset suorat ovat
lyhimpid kayria joukossa H, jotka yhdistavit kaksi pistettd. Tatd varten ndytetdan
aluksi, ettd imagindariakseli on geodeesi ja osoitetaan, ettd pystysuoralta suoralta
valittujen mielivaltaisten pisteiden vilinen lyhin etdisyys on reaaliluku. Naytetdan
sitten, ettd on olemassa Mobius-muunnos, jonka avulla joukossa H oleva reaalikertoi-
misen yleistetyn ympyréin osa voidaan kuvata imagindariakseliksi. Taméan perusteella
geodeesit ovat reaaliakselia vastaan kohtisuoria puoliympyrditd ja pystysuoria suoria,

joiden toinen péatepiste on reaaliakselilla.

LAUSE 1.52. Olkoon a < b. Tdlloin pisteiden ia ja ib vilinen hyperbolinen etdisyys
on lng. Lisdkst pisteitd 1a ja ib yhdistdvd pystysuora suora on ainoa niitd yhdistd-
va kdyrd, jonka pituus on lng, toisin sanoen minkd tahansa muun pisteitd ia ja b

yhdistavan polun pituus on suurempi kuin In g

TobisTus. [10, s.22-23| Olkoon o(t) = it,a <t < b. Talléin o on polku pisteestd
ia pisteeseen ib. Koska ||o’(t)|| = 1, niin
b
1 b
h(o) = / —dt =In—.
o T a
Olkoon nyt v =z + 4y : [0, 1] — H erés polku pisteestd ia pisteeseen ib ja niytetédn,

ettd polun 7 pituus on vahintdan In g:

Yy ()]
2/o y(t) a

— luy(1) — ny(0)
b

=1In-.
a

Néin ollen pisteet ia ja ¢b yhdistavien polkujen pituus on vahintdin In % Yhtéasuu-
ruus on voimassa, kun 2/(¢) = 0. Talléin x(¢) on vakio, toisin sanoen v on pystysuora

suora, joka yhdistda pisteet za ja ub. U

LAUSE 1.53. Olkoon H joukossa H oleva reaalikertoimisen yleistetyn ympyrdin osa.
Tdlloin on olemassa bijektiivinen kuvaus T € Mob(H) siten, ettd kdiyrd H kuvautuu

imaginadriakseliksa.



1.5. ISOMETRIAT JA GEODEESIT 29

TobisTus. [10, s.23] Jos H on pystysuora Re(z) = a, niin translaatio z — z — a
on Mobius-muunnos joukolla H, joka kuvaa kidyrdn H suoraksi Re(z) = 0 eli imagi-
nédriakseliksi.

Olkoon sitten H puoliympyré, jonka padtepisteet ovat w; ja wy € R siten, ettd

w1 < wy. Kuvaus
Z — W2

T(z) =

Z — W
on Moébius-muunnos, kun —w; 4+ ws > 0 ja se toimii joukolla H. Lauseen 1.46 perus-
teella T'(H) on joukossa H oleva reaalikertoimisen yleistetyn ympyrdn osa. Selviisti

T(wy) = 0 ja T(wy) = oo, joten kuvajoukon T'(H) téytyy olla imagindariakseli. [

Tutkitaan vield esimerkkien avulla kuinka joukossa H olevat reaalikertoimisten

yleistettyjen ympyréiden osat kiyttaytyvat Mobius-muunnoksessa:

ESIMERKKI 1.54. [10, s.23] Olkoon H,, Hy joukossa H olevia reaalikertoimisten
yleistettyjen ympyroiden osia eli leikkausjoukkoja H; = Y; NH, missd Y; on yleistetty
ympyré ja j=1,2. T&lloin on olemassa kuvaus 7" € Mob(H) siten, etta T(H;) = Hs.
Kuvaus 7' 16ydetddn lauseen 1.53 avulla: on olemassa kuvaus 77 € MOb(H) siten,
ettd T1(H;) on imagindériakseli. Vastaavasti on olemassa kuvaus T, € M6b(H) siten,
ettd Th(H,) on imagindiriakseli. Niin ollen 75 ' kuvaa imaginiiriakselin kiiyriksi
H,, joten yhdistetty kuvaus T := T, ' o T} on etsitty joukon H Mdbius-muunnos, jolle
T(H,) = Ho.

ESIMERKKI 1.55. [10, s.24] Olkoon H joukossa H oleva reaalikertoimisen yleiste-
tyn ympyréin osa eli leikkaus Y NH, missd Y on yleistetty ympyra, ja zo € H. Télloin
on olemassa kuvaus 7' € Mo6b(H), joka kuvaa kdyrdn H imagindériakseliksi ja pis-
teen zy pisteeksi ¢. Lauseen 1.53 todistuksen perusteella 16ydetdén nimittdin Mdbius-
muunnos 77, joka kuvaa joukossa H olevan kidyrdn H imagindériakseliksi (kaksi eri
tapausta: (i) H on pystysuora suora tai (ii) H on reaaliakselia kohtisuorassa oleva

puoliympyra. Tapauksessa (i) valitaan T translaatioksi ja tapauksessa (ii) oletetaan,

ettd kilyran H padtepisteet ovat wy < wy ja valitaan T'(z) = £=%). Nyt T3 (z) kuuluu

zZ—w

imaginddriakselille. Mille tahansa & > 0 M&bius-muunnos
To(z) = kz
kuvaa imaginddriakselin imagindériakseliksi, joten jollekin &£ > 0
T5(T1(20)) = 1.

Néin ollen yhdistetty kuvaus T := T5 o T on etsitty M6bius-muunnos.
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ESIMERKKI 1.56. [10, s.174] Olkoot Hi, Hy joukossa H olevia reaalikertoimisen
yleistetyn ympyrén osia eli leikkausjoukkoja H; = Y; NH, missé Y; on yleistetty ym-
pyra ja j=1,2. Olkoot pisteet z; € Hy, 29 € Hy. Téll6in on olemassa Mobius-muunnos
T € Mob(H), jolle T(Hy) = Hs ja T'(z1) = 2. Tamé 16ydetddn lemman 1.55 avulla:
on olemassa joukon H Md&bius-muunnos 77, joka kuvaa kiyran H; imaginaariakseliksi
ja pisteen z; pisteeksi ¢ ja joukon H Mobius-muunnos 75, joka kuvaa kiyrin Hs ima-
gindfiriakseliksi ja pisteen z pisteeksi . Niiin ollen T := T, * o T} on etsitty joukon H
Mébius-muunnos, jolle T(Hy) = Hs ja T(z1) = (22).

Nyt voidaan osoittaa, ettd geodeesit eli suorat joukossa H ovat reaaliakselia vas-
taan kohtisuoria suoria ja puoliympyroitd. Niytetddn samalla, ettd kaksi pistetta

z, 2" € H yhdistavé geodeesi on yksikésitteinen.

LAUSE 1.57. Geodeesit joukossa H ovat reaaliakselia vastaan kohtisuorassa olevia

suoria ja puoliympyroitd. Pisteiden z ja z' kautta kulkeva geodeesi on yksikdsitteinen.

TobisTus. [10, s.25] Olkoon z, 2" € H, jolloin 16ydetéén reaalikertoimisen yleis-
tetyn ympyran osa H € H, jolle molemmat pisteet z ja 2z’ kuuluvat. Lauseen 1.53
perusteella on olemassa Mébius-muunnos 7' siten, etté pisteet 7'(2) ja T'(2) kuuluvat
imagindériakselille. Lisiksi pisteiden T'(z) ja T'(2z’) villinen etiisyys on lyhin mitat-
tuna pitkin imagindariakselia. Hyperbolinen etdisyys ja yleistetyt ympyrat séilyvit
Mé&bius-muunnoksissa, joten geodeesien tiytyy olla reaaliakselia vastaan kohtisuoria
suoria tai puoliympyroitd. Lauseen 1.52 perusteella imaginddriakseli on ainoa pis-
teiden T'(z) ja T(2') kautta kulkeva geodeesi. Niin ollen kiifinteiskuvaus T-! kuvaa

imaginéddriakselin pisteiden z ja 2’ kautta kulkevaksi yksikésitteiseksi geodeesiksi. [

On siis osoitettu, ettd kaksi ylemmén puolitason pistettd z ja w voidaan yhdistaa
geodeesilla Hy, jota pitkin mitattuna niiden vélinen etdisyys on lyhin. Edelld esitel-
tyjen tulosten perusteella l16ydetddn nimittdin Mobius-muunnos 7', jolla geodeesi Hy
ja pisteet z, w € H voidaan kuvata imaginédéiriakselille siten, ettd pisteiden z ja w
kuvapisteet ovat ia ja tb. Lauseen 1.52 perusteella imaginddriakselin osa on pisteita
ta ja tb yhdistdva lyhin mahdollinen kiyrd ja sen pituus on reaaliluku log % Talloin
geodeesia Hy pitkin mitattuna myos pisteiden z,w € H vélinen etaisyys on lyhin,
koska Mobius-muunnos 77! siilyttis etiisyydet isometrisens kuvauksena.

Geodeesien ominaisuuksien perusteella ylemmén puolitason H geometria ei ole
euklidista, silla paralleeliaksiooma ei pade joukossa H. Mitkd tahansa kaksi pistetta
21, 22 € H voidaan yhdistada yksikésitteiselld geodeesilla L ja ndiden pisteiden etdisyys

mitataan pitkin kyseistd geodeesia. Pisteen z3 € H, 23 ¢ L kautta kulkee kuitenkin
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LD

KuvA 1.5. Geodeesit ylemmaissd puolitasossa H ovat puoliympyroitd

tai pystysuoria puolisuoria, jotka ovat kohtisuorassa reaaliakselia vas-

taan.

useita geodeeseja, jotka eivit leikkaa geodeesia L. Niin ollen paralleeliaksiooma ei ole
voimassa hyperbolisessa geometriassa ja hyperbolinen geometria on siten epaeuklidis-

ta.

/e

Kuva 1.6. Pisteen P kautta kulkee ddrettéméan monta geodeesia, jotka

eivit leikkaa geodeesia H.

HuomAuTuUs 1.58. Geodeesien péaitepisteet ovat joukossa OH, joiden avulla ne
voidaan madrittad yksikasitteisesti: reaaliakselia vastaan kohtisuorien puoliympyroi-
den molemmat padtepisteet ovat reaaliakselilla, kun taas reaaliakselia vastaan kohti-
suorien suorien padtepisteistad toinen on reaaliakselilla ja toinen on ddrettomyyspiste

Q.

ESIMERKKI 1.59. |10, s.174]

(1) Pisteet —3 4 44 ja —3 + 5i yhdistéva geodeesi on pystysuora suora. Suoran
yhtdlo on 2+ 2z + 6 = 0.

(2) Pisteet —3 + 47 ja 3 + 4i¢ ovat joukon C ympyrilld, jonka keskipiste on 0 ja
side on 5. Pisteits yhdistivi geodeesi on ympyran 2z — 52 = 0 kaaren osa.

(3) Pisteiden —3 4 4i ja 5+ 12¢ kautta kulkeva geodeesi ei ole pystysuora, joten

sen yhtdlé on muotoa

224+ Bz +Pz+v=0.
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Sijoittamalla z; = —3 + 47 ja 2o = 5 + 12¢ saadaan yhtilopari

26—-68+~7=0
169 + 108 + v = 0,

jonka ratkaisut ovat g = —9 ja v = —79. Siispéd haettu geodeesi on

22 —92—9z2—-79 =0.

1.6. Hyperbolinen metriikka ja geodeesit Poincarén kiekossa D

Téssé luvussa késitelldan lyhyesti toista hyperbolisen geometrian mallia, Poincarén
kiekkoa. Se on kitevd malli hyperboliselle geometrialle, silld kiekkomallia kiyttamalla
koko hyperbolinen taso on mahdollista hahmottaa piirtamalla. Puolitasomallin yksi
heikkous on, ettd sen reuna OH = R U {oo} muodostuu kahdesta eri osasta, joista
pistetté oo ei voi hahmottaa piirtdmaélla. Kiekkomallissa téllaista ongelmaa ei ole.

Yksi tapa konstruoida hyperbolista geometriaa on tutkia kompleksitason avointa
vksikkokiekkoa

D={zeC:|z] <1},

jota kutsutaan Poincarén kiekoksi. Sen reuna D on yksikkdympyra eli reunan muo-

dostaa pistejoukko
D ={zeC:|z| =1}

Joukkoon D saadaan méadriteltyd metriikka hyperbolisen puolitason H metriikan
ja bijektion f: H — D,
zi+1
z+1

f(z) =

avulla. Huomataan, etti

joten Mébius-muunnos f kuvaa joukon OH yksikkoympyriksi 0D Mébius-muunnosten
kuvausominaisuuksien perusteella (ks. |6]). Koska lisdksi f(i) = 0, niin joukko H ja
sen reuna kuvautuvat yksikkokiekoksi (tyon alussa esiteltiin stereografinen projektio
m, joka kuvasi yksikkGympyran joukoksi OH, joten funktion f rajoittuma joukkoon
OH f|om kuvaa kuten stereografinen projektio, mutta joukolta OH yksikkGympyrélle).

Yksikkokiekkoon saadaan méaariteltya metriikka siirtdmaélla ylemmaéan puolitason H
metriikka yksikkokiekolle D funktiota f kiyttdmalla. Talloin kahden pisteen etéisyys

joukossa D on niiden alkukuvien etdisyys joukossa H:
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MAARITELMA 1.60. Pisteiden z, w € D vilinen hyperbolinen etdisyys p* Poincarén

kiekossa on
p*(z,w) = p(fH(2), fH(w)).

HuomAUTUS 1.61. (1) Funktiolle f(z) = % ja pisteelle 2z € D pétee

/(=) _ 1
[~ [P~ ()

(2) Metriikan Poincarén kiekkomallissa antaa differentiaali 4, s.7|

2|d
ds = e

I

TODISTUS. (1) Suoralla laskulla ja derivoinnilla saadaan

2f(2) _
= [fGP

9
(z+1)?

I 4
1— ‘%f |z a2 = e 12

Sijoittamalla z = x + iy saadaan

4 4
lz4+i2—|zi+ 12 224+ (y+1)2—((—y+1)2+ 2?)
4

Ryl (P -2y + 1422 oy

(2) Kohdan 1 nojalla 12_‘{]:8{2 = Iml(z). Merkitseméalld w = f(z) saadaan

1 2]
Im(z) 11— |wf*

Talloin
ds B ! %

dt — Im(z)

dz

dt

2%l _ W

1— w2~ 1- |wf

Metriikka saadaan siten siirrettyd ylemmaésti puolitasosta yksikkokiekkoon
kuvauksen f avulla.
O

Tutkitaan edelleen kuvausta f : H — D, f(z2) = Z;—I} Mééritetddn pisteiden

z = f(u),w = f(v) € D hyperbolinen etdisyys yksikkokiekossa. Oletetaan, ettd polku

v : [0, 1] — H yhdistdi pisteitd u ja v joukossa H, jolloin polku f o~ yhdistad pisteité

L 2Af)
) R

z ja w joukossa . Huomautuksen 1.61 kohdan (1) nojalla joten
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pisteiden z ja w viliseksi etdisyydeksi saadaan

p(z,w) = p(f7H(2), [ (w))

- {/ e }

)

LAUSE 1.62. Geodeesit Poincarén kiekossa ovat kiekon D halkaisijoita ja ympyrdn

kaaren osia, jotka ovatl reunaa 0D vastaan kohtisuorassa.

TobisTUs. Luvun alussa esitelty kuvaus f : H — D on Mobius-muunnos. Yk-
si kompleksianalyysin keskeisistd Mobius-muunnosta koskevista tuloksista on, etta
Mébius-muunnos kuvaa suorat ja ympyréit suoriksi ja ympyroiksi (Ks. [6]). Kun muis-
tetaan, ettd joukossa C ympyrit ja suorat karakterisoidaan lauseen 1.34 mukaisesti
yhtilon azZ + Bz + BZ + v = 0 ratkaisuina ja tutkitaan joukon C ympyrdiden ja
suorien kuvautumista kuvauksessa f huomataan, ettd ne kuvautuvat joukon C ym-
pyroiksi ja suoriksi. Lisdksi OH kuvautuu joukoksi dD. Néin ollen, koska joukon H
geodeesit ovat pystysuoria suoria ja ympyran kaaren osia, jotka ovat kohtisuorassa
reaaliakselia vastaan ja kuvaus f on Mobius-muunnos, geodeesin kuva kuvauksessa
f on ympyran kaaren osa tai ympyran halkaisija, joka on kohtisuorassa reunaa 0D

vastaan. U

Kuva 1.7. Geodeeseja yksikkokiekossa ID.

HuomauTus 1.63. Olkoon T' joukon H Md&bius-muunnos. Joukon H isometrinen

zi+1

kuvaus T voidaan siirtdéd joukon I isometriaksi kuvausta f : H — D, f(z) = = =
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kiyttimaillid. Poincarén kiekossa kuvaus f o7 o f~! on isometria, miki nihdiin tar-

kastelemalla pisteiden u,v € D kuvapisteiden etéisyyttd kuvauksessa foT o f~1:

p(To f~H(u),T o f(v))
p(f~ () “H(v))
p*(u,v),

missad p on pisteiden etdisyys joukossa H ja p* vastaavasti pisteiden etdisyys joukossa

az+p
Bz+a

pr(foTof (u),foTof(v))

D. Kuvaus f o7 o f~! on muotoa z

Seuraavaa lausetta ei téssé tyossi todisteta. Se antaa kaavan Mobius-muunnokselle

Poincarén kiekossa.

LAUSE 1.64. Mébius-muunnokselle T : C — C pitee T(D) = D, jos ja vain jos

T() = i,

missi a, B € C,|a]* — 8] > 0.

ESIMERKKI 1.65. |10, s. 37| Yksi esimerkki Mobius-muunnoksesta Poincarén kie-
kossa on kierto. Olkoon o = €%/2 ja 3 = 0, jolloin |a|? — |B]*> = 1 > 0. Kuvaus
i0/2
ez 0
on talléin Mobius-muunnos joukossa D, jossa se toimii kiertden kiekkoa origon ympéari

kulman 6 verran.

1.7. Konformisuus

Mobius-muunnoksilla on merkittdva ominaisuus, joka liittyy kulmien kuvautumi-
seen. Kulma maéritelldin joukossa C tutkimalla kahden kiyrdn tangentteja: olkoon
C ja Cs kiyrié joukossa C, jotka leikkaavat pisteessd zy. Kdyrien Cy ja Cy wvilinen
kulma pisteessd zy méaaritellddn niiden tangenttien vélisend kulmana pisteessa zg.

Mo6bius-muunnosten geometriaa tutkimalla osoittautuu, etta Mobius-muunnokses-
sa kulman suuruus siilyy. Homeomorfista kuvausta, joka siilyttda kulmien suuruudet
kutsutaan konformikuvaukseksi. Ennen Mobius-muunnoksen konformisuusominaisuu-
den kisittelyd tutkitaan ylemmaéan puolitason H tangenttiavaruutta ja kulman méaa-
rittelyn samankaltaisuutta euklidisessa geometriassa ja hyperbolisen geometrian puo-
litasomallissa. Kompleksianalyysistd tutun tuloksen avulla voidaan lopulta osoittaa

Mobius-muunnoksen konformisuus.
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Ci

C,
KuvA 1.8. Kéyrien vilinen kulma niiden leikkauspisteessé.

Sekd euklidisessa ettd hyperbolisessa geometriassa kulma médritellidn sisédtulon
ja normin avulla. Eroa méairittelyihin tulee siitd, kuinka sisdtulo ja normi méaaritel-

ladn. Méadritellddn joukossa H vektoreiden u,v vélinen kulma 6 = Z(v, w) pisteessi z

asettamalla
(10) cosf = M,
[[o]]:]w]].
missi
1
ja

1
[[v]]: = V(v,v). = m\/ v} +v3.

Néhdaan, etté sisdtulon ja normin méarittelyt joukossa H saadaan tutuista euklidisis-
1 1

ta maaritelmisti skaalaamalla tekijoilla ()2 ja - Skaalaustekijit supistuvat pois
yhtélossd (10), jolloin kulman méérittely vastaa euklidista mééritelméa vektoreiden
v, w viliselle kulmalle.

Olkoon z joukon H piste. Joukon H tangenttiavaruudessa T, H pisteessé z (joukko
T.H on sama joukko kuin joukko C) sisitulo pisteille (; = & +iny, (o = & +ing € T.H
madritelladn

(11) (C1,¢2) = @(&52 +mn2).

Normi méaritellaan sisdtulon neliGjuurena

(12) HQH =V (Cl,C1>-

Joukon H kaikki isometriat ovat muotoa T'(z) = Zjig,ad —be =1 tai S(z) =
az+b

i ad —bc = —1, joten ne ovat differentioituvia kuvauksia. Tutkitaan Mdbius-

muunnoksen T differentiaalia DT pisteessi z. Differentiaali DT on lineaarinen kuvaus
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T.H — Tr)H ja se médritellisin matriisina (Jacobin matriisi)

ou  ou

_ |0z oy
DT = 90 on|

or Oy

missd u ja v ovat kuvauksen T koordinaattikuvaukset eli T'(z) = u(z) + iv(z) ja

2z = x+1y. Kuvauksen DT Jacobin determinantti 383 Cauchy-Riemannin yhtéléiden

nojalla on
O(u, v) Qu  Qu ou\’ v\’ 1
L= =det [ | == — ) =T = ——.
o(z,y) ¢ g g—Z, Ox * Ox TGl lcz + d|*

LEMMA 1.66. Olkoon T € PSL(2,R). Tdllsin differentiaali DT sdilyttid normin

tangenttiavaruuden jokaisessa pisteessd.

TobisTUs. Olkoon ¢ € T,H. Samaistetaan tangenttiavaruus 7,H ja kompleksita-

<§)H£+in=éﬁ
n

avulla. Talloin pisteelle ¢ € T,H pétee DT(¢) = T"(z)¢ (missé yhtélon vasen puoli

so kuvauksen

on lineaarikuvauksen DT arvo pisteessd ( ja oikea puoli on kahden kompleksiluvun

kertolasku) |5, s.25]. Koska
1

T(z) = ——
TC) = g

niin normille voidaan kirjoittaa

_ DTl _ [Tl _ Il

O
Liséksi huomataan, etti mille tahansa &, n € T,H
(1) (&) = a6+ m) = ZIIP + [l = e =l

Koska normi (eli etéisyys) siilyy isometrioissa, niin yhtélén (13) nojalla my6s sisatulo
ja siten kulmien suuruudet siilyvit kuvauksissa 7(z) = % ad — be = 1 ja S(z) =

cz+d?
az+b . _
g ad —be = —1.

Kulmalle voidaan antaa nyt tarkempi méaéritelmé: joukossa H kahden geodeesin

vélinen kulma pisteessé z on niiden tangenttivektoreiden vilinen kulma joukossa 7T, H,

jonka suuruus saadaan yhtélosta (10) kiyttdmalld sisdtuloa (11) ja normia (12).

MAARITELMA 1.67. Joukon H muunnosta kutsutaan konformiseksi, jos se sii-
lyttdd kulmien suuruudet. Mikali kulman absoluuttinen suuruus siilyy, mutta sen

merkki vaihtuu, kutsutaan kuvausta anti-konformiseks.
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HuomAuTus 1.68. Kompleksianalyysi sitoo kuvauksen analyyttisyyden, konfor-
misuuden ja injektiivisyyden seuraavasti: analyyttinen funktio f : G — C on kon-
formikuvaus alueessa G, jos se on injektio. Toisaalta, jos funktio f : G — C on

analyyttinen injektio, niin kaikilla z € G

f'(z) #0.

Funktion f konformisuudella (jossakin pisteessé) tarkoitetaan, ettd funktio f on lo-
kaalisti injektio eli etté sen derivaatta ei hévid. Voidaan osoittaa, ettd jos f(z9) # 0,
niin pisteelld zo on ympéristé U siten, ettd rajoittuma f|y : U — f(U) on konformi-
kuvaus. [6, s. 132-133|

LAUSE 1.69. Kaikki Mdobius-muunnokset ovat ovat konformisia. Muotoa

aZ+b
S = —
(2) czZ+d’
ad — bc = —1 olevat kuvaukset ovat anti-konformisia.

ToDISTUS. Muistetaan, ettd joukon H kaikki isometriat ovat muotoa T(z) =

?jig,ad— be =1 tai S(z) = Zgj:s,ad — bc = —1. Koska

;v a(cz+d) —claz+b)  ad—bc
(=) = CEr R Tt

niin kaikki Mobius-muunnokset ovat konformisia kompleksitasossa. Anti-konformisuus
seuraa huomaamalla, etti
a(cz+d) —c(az+b) -1

(=) = (cz +d)? T (cz+d)? —T'(z) #0.

HuowmAuTuUs 1.70. Matriisin

A:

a b
9
c d
determinantti miérad, miten isometria kuvaa objektien suuntautumisen: sanotaan, et-

td normaalimuotoiset Mobius-muunnokset ovat suuntautumisen sdilyttdvid, kun taas

az+b
cz+d’

tautumisen muuttavia.

muotoa S(z) = ad — bc = —1 olevat kuvaukset (erityisesti z — —Z) ovat suun-
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1.8. Hyperbolinen pinta-ala ja Gauss-Bonnet kaava

Olkoon A ylemmaén puolitason H osajoukko. Joukon A pinta-ala saadaan selvil-
le jakamalla joukko A pieniin suorakulmioihin ja laskemalla yhteen suorakulmioiden
pinta-alat. Olkoon piste z € A ja sen ympér6ivin suorakulmion sivujen (infinitesi-
maaliset) pituudet dx ja dy. TAllin kyseisen suorakulmion pinta-ala saadaan sivujen
pituuksien tulona eli se on luku

1
o dzdy.
Tm(z)2"" Y

Summaamalla yhteen kaikki tillaiset suorakulmiot ja antamalla infinitesimaalisten
sivun pituuksien ldhestya nollaa saadaan pinta-alan laskeminen muutettua integraa-

liksi. Joukon A hyperbolinen pinta-ala voidaan talléin méaritelld seuraavasti:

MAARITELMA 1.71. Joukon A C H hyperbolinen pinta-ala on

=] 5= o

mikili integraali on olemassa.

HuomauTus 1.72. Joukon A C D hyperbolinen pinta-ala on

w= [ [ e

miké seuraa pinta-alan méarittelystd joukossa H ja kuvauksesta f: H — D, f(z) =

zi+1
z+1i "

Luvussa 1.5 todettiin, ettd Mobius-muunnos on isometrinen kuvaus ja sdilyttda
pisteiden vilisen etaisyyden. Ryhmén PSL(2, R) muunnoksissa séilyy pisteiden vélisen

etdisyyden lisdksi hyperbolinen pinta-ala:

LAUSE 1.73. Jos A CH, T € PSL(2,R) ja u(A) on olemassa, niin

ToDISTUS. [4, s. 11-12] Olkoot z = x + iy ja T'(z) = ‘C‘jj:s, jolle a, b, c,d € R, ad —
bc = 1. Olkoon viela w = T(z) = u + iv. Cauchy-Riemannin yhtéloitd kdyttden

saadaan laskettua Jacobin matriisi

d(u,v)  Judv  Qudv (8u)2 N (62})2 B ’dT 2 1

a lcz +d|*

d(z,y) B dxdy  Oydx ~ \or o dz
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// dudv
da:dy 1 ez +d?
-] e = e,

_ Im’(2)
Jez+d]*- O

Siten

silld v? = Im(w)? =

Hyperbolisessa geometriassa kolmion pinta-alan laskeminen on yksinkertaista: hy-
perbolisen monikulmion pinta-ala voidaan laskea sen kulmien suuruuksien avulla kayt-
tdmalld kaavaa, jota kutsutaan Gauss-Bonnetin kaavaksi. Sitd varten méadritelliin

seuraavaksi hyperbolinen monikulmio.

HuomAuTus 1.74. Olkoon z,w € H U 0H. T&lloin on olemassa yksikisitteinen
geodeesi, joka kulkee pisteiden z ja w kautta. Merkitdédn [z, w] sitd geodeesin osaa,

joka yhdistaé pisteet z ja w.

MAARITELMA 1.75. Olkoon zq, ..., 2z, € HU OH. Talloin hyperbolinen n-sivuinen

monikulmio M on sellainen osa joukkoa H, jonka reuna 0M on
n—1
oM = <U[Zz'72i+1]) U [2n, 21]-
i=1
Hyperbolinen monikulmio on siis joukon HUOH suljettu osajoukko, jota geodeesin

osat rajaavat. Erityisesti on huomattava, ettd reaaliakselin osa ei voi olla hyperbolisen

monikulmion sivu.

N

KuvA 1.9. Nelja erilaista hyperbolista kolmiota. Kolmion muoto riip-

puu siitd, kuinka monta kulmaa kuuluu joukkoon R U {oo}.

HuomMmAuTUS 1.76. Hyperbolisen monikulmion kdrk: sijaitsee geodeesien osien yh-
teisessd padtepisteessd ja se voi olla my6s joukossa R U {oo} = OH. Jos kérki on jou-
kossa RU{oo} = OH, niin sitd kutsutaan ideaaliseksi kdrjeksi. Jos kaikki hyperbolisen
monikulmion kulmista sijaitsevat ylemmaén puolitason reunalla, kutsutaan monikul-

miota ideaaliseksi hyperboliseksi monikulmioksi. Koska geodeesit ovat kohtisuorassa
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joukkoa OH vastaan, niin monikulmion kulmien, joiden kérki on joukossa JH, suuruus

on nolla.

Seuraavaksi esiteltdvi Gauss-Bonnetin kaava on térkea tulos hyperbolisessa geo-
metriassa. Tulos pétee kaikille hyperbolisille monikulmioille, vaikka siitd késitellddn
vain tapaus, jossa monikulmio on kolmio. Gauss-Bonnetin kaavan mukaan kolmion
pinta-ala voidaan laskea kolmion infinitesimaalisten kulmien suuruuksien avulla. Tu-
loksella ei ole analogista vastinetta euklidisessa geometriassa ja siten se on yksi hy-

perbolisen ja euklidisen geometrian vilisistd eroista.

LAUSE 1.77. (Gauss-Bonnet) Olkoon A hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat
o, B,~. Tilldin

WAy =7 —a—F—7.

ToODISTUS. |4, 5.13-14]| Tapaus 1: Oletetaan, ettd kolmion A yksi kulma kuuluu
joukkoon R U {oo} ja merkitddn tétd kulmaa symbolilla O. Tallgin kulman O suu-
ruus on nolla. Jos O kuuluu reaaliakselille, se voidaan kuvata Mdbius-muunnoksella
pisteeksi oo ilman, ettd kulmien suuruudet tai kolmion pinta-ala muuttuvat. Talloin
riittad tarkastella kolmiota, jonka kaksi sivua ovat pystysuoria geodeeseja. Téllaisen
kolmion kanta on osa reaaliakselia kohtisuorassa olevaa puoliympyrin kaarta. Kaytta-
mélld kuvauksia z — z+k, k € Rja z — Az, A > 0 voidaan olettaa, ettd puoliympyran

keskipiste on origo ja sdde on yksi.

D

C

Kuva 1.10. Tapaus 1. Yksi kolmion A kulmista kuuluu joukkoon R U {oo}.
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Kéytetyissd kuvauksissa kolmion A pinta-ala ei muutu Lauseen 1.73 nojalla. Nol-
lakulma siilyy, sillda muunnokset z — 2z + k, k € R ja z — Az, A > 0 kuvaavat reaa-
liakselia vastaan kohtisuorat suorat reaaliakselia vastaan kohtisuoriksi suoriksi. Muut
kulmat séilyvit myos, silla Mébius-muunnokset ovat konformikuvauksia (Lause 1.69).

Kulmat « ja g vastaavat suuruuksiltaan kulmia AOC ja BOD . Olkoon kirjen A
kautta kulkeva pystysuora geodeesi suora x = a ja kirjen B kautta kulkeva pystysuora

geodeesi suora y = b. Kolmion A pinta-alaksi saadaan

o[ Lo [

Kayttamalld muuttujanvaihtoa o = cosf (0 < 0 < ) saadaan

Tapaus 2 : Oletetaan, ettid kolmiolla A ei ole kiirked joukossa R U oo ja merkitdin
kirkida A, B ja C. Oletetaan kulmia A ja B yhdistdvin sivun olevan osa geodeesia,
jonka péitepiste reaaliakselilla on D, ja ettd miké#dn kolmion A sivuista ei ole pys-
tysuora geodeesi (mikili sivu olisi pystysuora, niin kdyttdmalld ryhmén PSL(2,R)
muunnoksia saadaan sivusta muu kuin pystysuora geodeesi). Talloin vallitsee kuvan
1.11 mukainen tilanne ja A = A; — Ay, missid kolmion A; kulmat ovat A,C ja D ja
kolmion Ay kulmat ovat B, C' ja D. Tallin

w(A) =p(dr) —p(Bdg) =1 —a—-(y+0)—[r—0—-(r=P)=m—a-F—1.
O

D

Kuva 1.11. Tapaus 2. Kolmiolla A ei ole yhtdén kulmaa joukossa R U {oco}.

HuomMmAuTUS 1.78.
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e Gauss-Bonnetin kaavan avulla ndhd&in eréds euklidisen ja hyperbolisen geo-
metrian eroista: yleisesti tiedetddn, ettd euklidisessa geometriassa kolmion
kulmien summa on tdsmélleen 7 (tai 180°), mutta Gauss-Bonnetin kaavan
perusteella hyperbolisen kolmion kulmien summa on aina pienempi kuin 7:
hyperbolisen kolmion A kulmille «, 3, patee a + 5+ v < 7.

e Hyperbolisessa geometriassa ideaalisen kolmion kaikkien kulmien suuruus on
nolla. Sen sivuina ovat kokonaiset geodeesit, joiden padtepisteet ovat joukossa
OH ja siten ideaalisen kolmion sivut ovat hyperbolisesti ddrettoméan pitkét.
Hyperbolinen kolmio, jonka pinta-ala on suurin mahdollinen, on ideaalinen

ja sen pinta-ala on 7.

1.9. Hyperbolinen trigonometria

Kolmion paralleelikulma on kulma o, joka madriatdian trigonometrisena funktiona
kolmiolle, jonka kulmat ovat a, 0 ja T (o # 0). Merkitdén kuvan 1.12 kolmion ai-
noan &darellisen pituisen sivun pituutta a, jolloin paralleelikulma a voidaan ilmaista

muuttujan a funktiona muodossa o = I1(a).

Kuva 1.12. Paralleelikulma «

LAUSE 1.79. Oletetaan, ettd kolmiossa A on ddrellinen sivu, jonka pituus on a ja

kaksi kulmaa, joiden suuruudet ovat 0 ja 5. Tdlloin kolmannelle kulmalle I1(a) pitee

(1) tanTl(a) = ==

sinha’

(2) SinH(a) = coslha’

(3) secTl(a) = iz
TODISTUS. |4, 5.15-16] O

Tarkastellaan lopuksi yleistd hyperbolista kolmiota, jonka sivujen hyperboliset pi-

tuudet ovat a,b ja ¢ ja niitd vastaan olevat kulmat ovat «, 8 ja 7. Oletetaan, etta
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ndma kulmat ovat positiivisia ja siten kolmion sivujen pituudet ovat dérellisia. Téal-
laiselle hyperboliselle kolmiolle voidaan johtaa euklidisesta geometriasta tuttuja sini-

ja kosinilauseita vastaavat sini- ja kosinilauseet (Ks. |4, s. 16-18]):

s . sinha __ sinhb __ sinhe
e Sinilause: sina ~ sinfB = sinvy

e Kosinilause I: cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos ~y

cos a cos B+cosy

e Kosinilause 1I: coshec = L COS P
sin asin B

HuomAuTus 1.80. Kosinilauseelle 11 ei ole analogista vastinetta euklidisessa geo-
metriassa. Siitd seuraa suoraan hyperbolisessa geometriassa, ettd jos kolmion kulmat
tiedetdén, niin myos sen sivujen pituudet voidaan laskea. Liséksi, jos kahdella eri kol-
miolla on yhtd suuret kulmat, niin niiden vilille on 16ydettavissd isometrinen kuvaus.
Euklidisessa geometriassa tdmé pétee vain, jos kolmiot ovat siirtoa ja kiertoa vaille

samat.

Euklidisen geometrian yksi tunnetuimmista suorakulmaiselle kolmiolle patevista
tuloksista on Pythagoraan lause, joka sitoo suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksia
toisiinsa. Se on euklidisessa geometriassa kosinilauseen erikoistapaus ja vastaava yh-
teys kosinilauseen ja Pythagoraan lauseen vililla pitee myos hyperbolisessa geomet-
riassa. Kosinilauseen I suorana seurauksena saadaan hyperbolisen geometrian Pytha-

goraan lause:

LAUSE 1.81. (Pythagoraan lause) Olkoon A hyperbolinen kolmio, jonka sivujen

™

pituudel oval a,b ja c ja niitd vastaan olevat kulmal oval o, 8 ja vy. Jos v = 3, niin

cosh ¢ = cosh a cosh b.

Saatu kaava cosh ¢ = cosh a cosh b sivujen a, b ja c sivujen pituuksien suhteelle vas-
taa euklidista Pythagoraan lausetta, kun tarkastellaan kolmioita infinitesimaalisessa
koossa. Hyperboliselle kosinille pétee

2 24

z
Coshz:1+§+ﬂ+...

Jos a,b ja ¢ ovat infinitesimaalisen pienid ja huomioidaan enintdfn toisen asteen
termit, niin sarjakehitelmin avulla nihdiin, ettd ¢ = o® + b2 (Mikéli a, b ja c ovat
suuria, niin ¢ & a + b — log 2. Siten hyperbolisessa geometriassa hypotenuusan pituus

ei ole paljon lyhyempi kuin kateettien pituuksien summa.) |2, 8.315-317|

HuomAuTUs 1.82. Yksi geometrian malli on my6s pallogeometria, jossa kisitel-
ladn kaksiulotteista, positiivisesti kaarevaa pallopintaa. Pallogeometria, euklidinen
geometria ja hyperbolinen geometria voidaan erottaa toisistaan muun muassa kol-

mioiden kulmien summan perusteella:
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e Mielivaltaiselle hyperboliselle kolmiolle, jonka kulmat ovat «, 5 ja v pétee
a+f+y<m
e Mielivaltaiselle euklidiselle kolmiolle, jonka kulmat ovat «, 5 ja v pétee
a+pB+y=m

e Voidaan osoittaa (esimerkiksi piirtdmélld kolmio pallopinnalle), ettd mille

tahansa pallogeometrian kolmiolle, jonka kulmat ovat o, 8 ja v pitee

a+pB+vy>m.

ﬁ?

Kuva 1.13. Hyperbolinen, euklidinen ja pallogeometrian kolmio.




LUKU 2

Lisda Mobius-muunnoksista: kiintopisteet ja muunnosten

luokittelu

Aiemmin esitettiin, ettd joukon H M&bius-muunnos on kuvaus 7' : H — H

az+b
cz+d’

T(z) =

missi a, b, cja d € R, ad — bc > 0. Tassd luvussa naytetdin, ettd Mobius-muunnokset
voidaan luokitella kolmeen luokkaan sen mukaan, miten muunnos kiyttaytyy geomet-
risesti. Namé luokat ovat hyperboliset, paraboliset ja elliptiset Mdbius-muunnokset.
Luokkien nimet ja geometrinen kiyttiytyminen liittyvit toisiinsa, silli joukon R2
hyperbolisessa muunnoksessa muuttumattomia kiyrid ovat hyperbelit, elliptisessa

muunnoksessa ellipsit ja parabolisessa muunnoksessa paraabelit [4, s.23].

2.1. Kiintopisteet

MAARITELMA 2.1. Olkoon kuvaus T joukon H Md&bius-muunnos. Piste zp € H U

OH on Mobius-muunnoksen T' kiintopiste, jos

azo+0b
czo+d

T(z) = 20.

Mobius-muunnoksen kiintopisteiden lukumaéré ja se, ovatko kiintopisteet joukos-
sa H vai sen reunalla OH maardivat mihin Mobius-muunnosten luokkaan kyseinen
kuvaus kuuluu. Huomattakoon erityisesti, ettd identtinen kuvaus 7'(z) = z kiinnit-

tda kaikki joukon H pisteet, joten oletetaan jatkossa, ettd kuvaus T ei ole identtinen

kuvaus.
Tutkitaan ensin tapausta, jossa piste oo on Md&bius-muunnoksen 7'(z) = %
kiintopiste. Kirjoittamalla 7" muodossa
a+?2
T('Z) = —Czlv
c+ >
nihdéén, ettd kun z — oo, niin 2 — 0 ja T(co) = ¢. Piste oo on kuvauksen T

kiintopiste, jos ja vain jos T'(co) = co. TAm4 on totta, jos ja vain jos ¢ = 0.

46
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Jos kuvauksella T" on kiintopiste z = oo (jolloin ¢ = 0), niin silld on myds toinen

kiintopiste: jos ¢ = 0, niin kuvaus 7" voidaan kirjoittaa muodossa

a b
T(z)=-2+—
(2) =22+
ja ndhdain, ettd myos piste zp = dTba on kiintopiste. Erityisesti, jos a = d, niin zy voi

olla darettomyydesséd. Néin ollen, jos piste oo € OH on kiintopiste kuvaukselle T', niin

kuvauksella T" on korkeintaan yksi muu kiintopiste, joka myés sijaitsee joukossa OH.

Oletetaan sitten, ettd piste oo ei ole kuvauksen T kiintopiste, jolloin ¢ # 0. La-
azo+b

ventamalla yhtélo i =40 binomilla czg + d # 0 (silld zg # —‘zl ) huomataan, ettd

piste zy on kuvauksen 7' kiintopiste, jos ja vain jos
(14) czg +(d—a)z —b=0.

Saatu yhtdlo on reaalikertoiminen toisen asteen yhtélo, joten silld on joko (i) yksi
tai kaksi reaalista ratkaisua tai (ii) kaksi kompleksiarvoista ratkaisua. Jalkimmaisessd
tapauksessa vain toinen ratkaisuista kuuluu joukkoon H U 0H. On saatu johdettua

seuraava lause:

LAUSE 2.2. Olkoon T joukon H Mdbius-muunnos ja oletetaan, ettd T ei ole ident-

tinen kuvaus. Tdlloin kuvauksella T on joko

(1) kaksi kiintopistetti joukossa OH ja ei yhtddn kiintopistetta joukossa H tai
(2) yksi kiintopiste joukossa OH ja ei yhtddn kiintopistettd joukossa H tai
(8) yksi kiintopiste joukossa H ja ei yhtaan kiintopistettd joukossa OH.

SEURAUS 2.3. Jos joukon H Mdébius-muunnoksella T on kolme tai useampia kiin-

topisteitd, nin se on identtinen kuvaus ja kitnnittdd kaikki joukon H pisteet.

MAARITELMA 2.4. Olkoon T joukon H Mobius-muunnos. Sanotaan, ettd M&bius-

muunnos 7' on

(1) hyperbolinen, jos silld on kaksi kiintopistettd joukossa joukossa OH ja ei yh-
tadn kiintopistetti joukossa Hi,

(2) parabolinen, jos silld on yksi kiintopiste joukossa OH ja ei yhtddn kiintopis-
tettd joukossa HI,

(3) elliptinen, jos silld on yksi kiintopiste joukossa H ja ei yhté#in kiintopistetta

joukossa OHL.

ESIMERKKI 2.5. [10, 5.184] Kuvauksen T (z) = 222 kiintopiste on z = _—3+6Nﬁ €

H ja kuvaus T} on siten elliptinen. Myds kuvaus Ty(2) = —% on elliptinen, silla sen

ainoa kiintopiste on z =1 € H.
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Kuvauksella T3(z) = 7z 4+ 6 on kiintopisteet oo ja —1, joten se on hyperbolinen.

Kuvauksen Ty(z) = -7 ainoa kiintopiste on 0, joten se on parabolinen.

HuomAuTUS 2.6. Hyperbolisen muunnoksen 7' kiintopisteitd joukossa H yhdis-
tdvd geodeesi on nimeltddn muunnoksen 7' akseli, jota merkitddn C(7). M&bius-
muunnos 7" kuvaa akselin C'(T') itselleen, toisin sanoen T'(C(T")) = C(T), silld M&bius-
muunnos kuvaa geodeesin geodeesiksi ja kiintopisteet siilyvit alkuperéisilld paikoil-

laan kuvauksessa 7T'.

2.2. Konjugointi ja M6bius-muunnoksen jilki

Ennen Md&bius-muunnosten luokkien tarkempaa tutkimista esitellddn kisitteet
konjugointi ja Mobius-muunnoksen jalki. Konjugointi kuvaa M&6bius-muunnosten sa-

mankaltaisuutta ja sitd voidaankin ajatella heuristisesti koordinaattien vaihtona.

MAARITELMA 2.7. Olkoon T7 ja T; kaksi joukon H M6bius-muunnosta. Kuvaukset

Ty ja Ty ovat konjugaatteja, jos on olemassa kuvaus g € M6b(H) siten, etta
Ti=g'oTog.

HuoMmAUuTUS 2.8.

(1) Geometrisesti konjugoinnilla tarkoitetaan sita, ettd jos Mobius-muunnokset
T, ja Ty ovat konjugaatteja, niin kuvauksen 77 toiminta joukolla H U 0H
voidaan samaistaa kuvauksen 75 toimintaan joukolla g(H U 0H) = H U 0H.

(2) Kuvauksen T, kanssa konjugoivaa Mobius-muunnosta 77 vastaava matrii-
si saadaan Md&bius-muunnosta 75 vastaavan matriisin Ay sekd kuvauksen g
matriisin B avulla matriisien kertolaskuna 4; = +B1A4,B.

(3) Joukon D M&bius-muunnosten konjugointi mééritelldin vastaavasti kuin ylem-

méssd puolitasossa H méériteltyjen Mobius-muunnosten konjugointi.

ESIMERKKI 2.9. Jos joukon H Moébius-muunnokset T} ja T, ovat konjugaatteja,
niin niilli on sama mééra kiintopisteitd |10, s.184-185]: olkoon kuvaus ¢ joukon H

1

Mébius-muunnos siten, etti Ty = g~ o Th o g, jolloin Ty = ¢ o Ty o g~ *. Tutkitaan

kuvauksen 7} kiintopisteita:
Ti(z) =z g oTyog(z) = & Tg(r)) = g(x)

eli piste  on Mobius-muunnoksen 77 kiintopiste, jos ja vain jos g(z) on Md&bius-
muunnoksen 75 kiintopiste. Kuvaus g kuvaa kaikki muunnoksen 77 kiintopisteet
muunnoksen 75 kiintopisteiksi. Koska kuvaus ¢ on joukon H Mo&bius-muunnoksena

bijektio, niin Mobius-muunnoksilla 7} ja T, on sama méira kiintopisteita.
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a b
c d|’

jalki saadaan sen diagonaalialkioiden summana. Jatkossa kiytetddn matriisin A jal-

Matriisin

A=

jestd merkintdd Tr(A), joten jilki saadaan kirjoitettua summana Tr(A) = a + d.

Olkoon T'(2) = % Méobius-muunnos joukossa H, jolle ad — be > 0. Jakamalla
tarvittaessa kertoimet a, b, ¢, d luvulla v/ad — be saadaan kuvaus T’ muutettua norma-
lisoituun muotoon (eli, ettd ad — be = 1).

Oletetaan, ettd Mobius-muunnos 7T on kirjoitettu normalisoidussa muodossa, jol-

a b
c d|

Matriisin A determinantti on ad — bc = 1, joten matriisi A kuuluu erityiseen lineaa-

loin se voidaan kirjoittaa matriisina

A:

riseen ryhmédn SL(2,R). Kuitenkin, my6s matriisi

—a —b
—c —d

vastaa Mobius-muunnosta 7. Téméan vuoksi mééritelladn niin kutsuttu jdlkifunktio

A=

T seuraavasti: méaaritellddn kuvausta 7' vastaavan matriisin A jalkifunktio
7(T) = (Tr(A))* = (Tr(=A))*.

MAARITELMA 2.10. Olkoon T'(z) = % joukon H normaalimuodossa oleva M&bius-

muunnos. Mébius-muunnoksen T jilki on 7(T) = (a + d)?.

Seuraava tulos kertoo, ettid joukon H konjugoivilla Mébius-muunnoksilla on sama
jalki.

LAUSE 2.11. Olkoon T} ja Ty joukon H konjugaatteja Mdobius-muunnoksia. Tdlldin
T(Tl) = T(TQ).

TobisTus. [10, 5.185] Olkoot A, Ay ja B joukon H Mobius-muunnoksia seké

T1,T; ja g nditd vastaavat matriisit. Olkoot kuvaukset

a1z + b1
Ti(z) = =1
1(2) Cc1Z2 + dl
ja
b
TZ(Z) . a9z + D2

a C22+d2
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konjugoivia ja normaalimuotoisia Mobius-muunnoksia. Talldin niitd vastaavat nor-

malisoidut matriisit ovat

a; b
4, = |0
C1 d1
ja
as b
A2 - 2 ° .
Co dg
Olkoon kuvaus ¢ joukon H Mdobius-muunnos siten, ettd 7) = ¢! o T o g. Huo-

mautuksen 2.8 perusteella titd kuvausta vastaa matriisi A; = B~1A4,B (tarvittaessa

korvataan matriisi B matriisilla —B). Nahdéén, etté
Tr(Al) = Tr(BilAgB) = TY(AQBBil) = TI'(AQ),

joten
T(Tl) = TI(A1)2 = TI‘(AQ)2 = T(TQ),

silld lineaarialgebrasta tiedetddn, ettd mielivaltaisille matriiseille C' ja D, joille tulot
CD ja DC on médritelty, pitee Tr(C'D) = Tr(DC). O

Seuraava tulos liittdd Mobius-muunnosten luokittelun ja jalkifunktion toisiinsa:

LAUSE 2.12. Olkoon T Joukon H normaalimuotoinen Mdébius-muunnos ja olete-
taan, etter T ole identtinen kuvaus. Tdlloin
(1) T on hyperbolinen, jos ja vain jos T(T) € (4, 00),
(2) T on parabolinen, jos ja vain jos T(T) =4 ja
(3) T on elliptinen, jos ja vain jos 7(T) € [0,4).

TobisTus. Edelld luvussa 2.1 esitellyt paraboliset, hyperboliset ja elliptiset Mobius-
muunnokset voidaan erottaa kiintopisteiden lisdksi jdlkifunktion avulla. Tutkitaan
joukon H Mobius-muunnosta 7' ja oletetaan aluksi, ettd oo ei ole sen kiintopiste,
toisin sanoen ¢ # 0. Aiemmin todettiin, ettd kuvauksen T kiintopisteet saadaan sel-

vitettyd ratkaisemalla yhtdlo (14). Néin ollen piste zy on kuvauksen 7" kiintopiste, jos

ja vain jos
a—d=+/(a—d)?+ 4be
zZ0 — .
2c
Juuren diskriminantti D = (a — d)? + 4bc méirdd, ovatko ratkaisut reaalisia vai

kompleksisia ja kuinka monta niitd on. Jos D > 0, niin ratkaisuina on kaksi reaalista
pistettd. Jos D = 0, niin ratkaisuja on yksi ja se on reaalinen. Jos taas D < 0, niin

ratkaisuna on kompleksikonjugaattipari.
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Oletetaan, ettd Mobius-muunnos 7" on normalisoitu, joten ad — be =1 ja 7(T') =
(a + d)?. Tallsin

D = (a — d)* + 4bc = a* — 2ad + d* + 4bc = a® + 2ad + d* — 4(ad — be) = 7(T) — 4.

Jos oo on kiintopiste, niin ¢ = 0 ja toinen kiintopiste on ﬁ. Jos a = d (jolloin
a=1jad=1taia=—1jad= —1,silld tiytyy olla ad — bc = ad = 1), niin oo on
ainoa kiintopiste. Néin ollen 7(7) = (1+ 1) = 4. Jos taas a # d, niin ratkaisemalla a
yhtalostd ad — bc = ad = 1 saadaan a = é ja sijoittamalla se yhtéloon (a — d)? + be =

7(T) — 4 ndhdéén, ettd 7(T") > 4. O

HuomAuTus 2.13. Luokkien nimet johtuvat kuvauksia vastaavien matriisien line-
aarisesta kiyttaytymisesti joukolla R? |4, 5.23]. Luvuissa 2.3 ja 2.5 tullaan nikemiin,

ettd matriisi joukossa SL(2,R) on hyperbolinen, jos ja vain jos silli on joukossa R?

A0
0 3
(

jollekin A # 1 ja matriisi joukossa on SL(2,R) elliptinen, jos ja vain jos silld on

cosf sind
—sinf cosf|

Jos hyperbeli kuvataan hyperbolisella kuvauksella, niin ylld olevaa konjugoivaa mat-

konjugaattimatriisi

joukossa R? konjugaattimatriisi

riisia tutkimalla huomataan hyperbelin kuvautuvan hyperbeliksi. Vastaavasti, jos el-
lipsi kuvataan elliptiselld kuvauksella, niin ylla olevaa konjugoivaa matriisia tutkimal-
la huomataan ellipsin kuvautuvan ellipsiksi. Paraabelit ovat hyperbelien ja ellipsien

vialimuotoja ja ne kuvautuvat parabolisessa muunnoksessa paraabeleiksi.

2.3. Hyperboliset M6bius-muunnokset

Aiemmin todettiin, ettd hyperbolisella Mobius-muunnoksella on kaksi kiintopis-
tettd joukossa OH ja johdettiin, ettd hyperbolisen muunnoksen jélkifunktiolle pitee
7(T) > 4.

Hyperbolisen M6bius-muunnoksen 7' yhteys muunnoksen jalkifunktioon ja konju-

gaattikuvaukseen voidaan eritelld seuraavan lauseen mukaisesti.

LAUSE 2.14. Olkoon T joukon H Mdbius-muunnos. Tdlloin seuraavat ehdot ovat
yhtapitdvid:
(1) T on hyperbolinen,
(2) 7(T) > 4 ja
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(8) T wvoidaan konjugoida dilaatioksi eli muotoa z — kz, k > 0 olevaksi joukon

H Moébius-muunnokseksi.

TobpIsTUS. [10, s.59-60| Lauseen 2.12 nojalla kohdat 1 ja 2 ovat ekvivalentteja.
Oletetaan, ettd 3 pitee, joten T on konjugaatti dilaatiolle. Dilaatiolla on kiintopis-
teet 0 ja oo joukossa OH, joten M&bius-muunnoksella T on my0s kaksi kiintopistetté
joukossa OH ja siten kohta 1 pitee.

Osoitetaan sitten, ettd kohdasta 1 seuraa 3. Todistetaan aluksi, ettd jos T kiin-
nittad pisteet 0 ja oo, niin kuvaus 7' on dilaatio. Koska 7" on M&bius-muunnos, niin

se on muotoa
az+b
T(z) = ,
(2) cz+d

jolle ad — bc > 0. Koska oo on kuvauksen T kiintopiste, niin on oltava ¢ = 0 ja T'(z) =

extb Koska myds piste 0 on kiintopiste, on oltava myds b = 0 ja siten T(z) = %z eli

a
kuvaus 7' on dilaatio.

Oletetaan, ettd 7" on hyperbolinen Mobius-muunnos joukossa H, jolloin silld on
kiintopisteet (j, (> € OH. Oletetaan, ettid (; = oo ja (» € R ja olkoon g(z) = z —

(o. Tallsin Mobius-muunnos ¢7g~!

on konjugaatti kuvauksen 7" kanssa ja silld on
kiintopisteet 0 ja co. Kuvaus ¢g7¢g~* on siten dilaatio.

Oletetaan sitten, ettd (1, (s € R ja (1 < (. Olkoon kuvaus g muotoa
z =G
z=G
Koska —(; + (2 > 0, niin g on joukon H Mé&bius-muunnos. Liséksi ¢g((;) = oo ja
1

9(2) =

9(¢2) = 0, joten kuvauksella ¢7'g~"' on kiintopisteet 0 ja oo ja se on siten dilaatio.

Néin ollen Mobius-muunnos 7" on dilaation konjugaatti. 0
ESIMERKKI 2.15. Olkoon k > 0 ja oletetaan, ettd k # 1. Joukon H muunnos
T(z) =kz

on hyperbolinen. Sen kiintopisteet ovat 0 ja co. Hyperbolinen Mébius-muunnos 7" on

konjugaatti dilaatiolle z — kz. Dilaatio on normalisoituna muotoa

Z =

S

2
jolloin 7(T") = <\/E+ ﬁ) . (10, 5.60]

HuomAauTus 2.16. Dilaatiot z — k12 ja z — kyz, ovat konjugaatteja, jos ja vain
jos k1 = ko tal ky = k—12 [10, s.59].
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2.4. Paraboliset Mo6bius-muunnokset

Aiemmin todettiin, ettd parabolisella M&bius-muunnoksella on yksi kiintopiste
joukossa OH ja johdettiin, ettd parabolisen muunnoksen jélkifunktiolle pétee 7(7T') =
4.

ESIMERKKI 2.17. Joukon H M&bius-muunnos
T(z)=2z+1
on parabolinen. Sen kiintopiste on oo.

HuomAauTus 2.18. Yleisesti joukon H muotoa z +— z+b olevia Mbius-muunnoksia
kutsutaan translaatioiksi eli siirroiksi. Paraboliset Mobius-muunnokset ovat konju-
gaatteja translaatioiden kanssa. Translaation z — 2z 4+ b konjugaatti on translaatio
z+ z+ 1, jos b > 0 ja translaatio z — z — 1, jos b < 0. Translaatiot z — z + 1 ja
z +— z—1 eivit konjugoi [10, s. 58, 185]: jos T1(z) = z+1 ja Tx(z) = z — 1 konjugoisi-
vat, niin olisi olemassa kuvaus g(z) = %is € Mob(H) siten, ettd Ty 0g(z) = goTy(z).

Toisin sanoen matriisien avulla tarkasteltuna pétisi

o1

eli
a+c b+d I —a+b
c d ¢ —c+d|
Vertaamalla kertoimia "+” -tapauksessa ndhdain, ettd ¢ = 0 ja d = —a, jolloin
ad — bc = —a? < 0, mikd on ristiriita. ”—" -tapauksessa olisi ¢ = 0,d = 0, jolloin

ad — bc = 0, mikd on jélleen ristiriita.

Parabolisen Mobius-muunnoksen 7' yhteys muunnoksen jalkifunktioon ja konju-

gaattikuvaukseen voidaan eritelld seuraavan lauseen mukaisesti.

LAUSE 2.19. Olkoon T joukon H Mdbius-muunnos ja oletetaan, ettd T ei ole

wdenttinen kuvaus. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

(1) T on parabolinen,

(2) 7(T) = 4,

(3) T on konjugaalti translaatiolle ja

(4) T on konjugaatti joko translaatiolle z — z + 1 tai translaatiolle z — z — 1.
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TobisTus. [10, s. 58] Lauseen 2.12 nojalla kohdat 1 ja 2 ovat ekvivalentteja.
Kohta 3 seuraa kohdasta 4 triviaalisti ja huomautuksen 2.18 nojalla kohdasta 3 seuraa
kohta 4.

Oletetaan, ettd 4 pitee ja muistetaan, ettd kuvauksella z — z 4+ 1 on kiintopiste
oo. Jos T' on konjugaatti kuvaukselle z — z + 1, niin kuvauksella 7" on kiintopiste
joukossa OH ja kuvaus 7" on siten parabolinen. Sama pétee kuvaukselle z — 2z — 1.

Néytetadn sitten, ettd kohdasta 1 seuraa kohta 3. Oletetaan, ettd kuvaus T on
parabolinen ja etté silld on kiintopiste ¢ € OH. Olkoon g Mobius-muunnos ylemmassé
puolitasossa siten, ettd g(¢) = oo, jolloin Mbius-muunnoksella g7'¢g~! on kiintopiste

0o. Koska ¢T'g~! on Mébius-muunnos, on se muotoa

az+b
cz+d

gTg ' (z) =

Koska oo on kuvauksen ¢g7'¢g~! kiintopiste, niin tiytyy péted ¢ = 0. Siten

a b
TgH2)= =24 -
gTg—(2) = sz +
ja seuraa, ettd kuvauksella ¢g7'¢g~! on kiintopiste ﬁ. Koska kuvauksella ¢g7'¢~! on

vain yksi kiintopiste, joka on oo, niin tiytyy olla d = a. Siten gTg '(z) = 2 + 1/

jollekin &’ € R eli kuvaus T" on konjugaatti translaatiolle. O

2.5. Elliptiset M6bius-muunnokset

Elliptisten Mobius-muunnosten késittely on helpompaa, kun tarkastellaan ylem-
mén puolitason sijaan Poincarén kiekkomallia ID.
Joukon D Mobius-muunnokset ovat muotoa

o= 52

missi a, 8 € C ja |a|> —|B]* > 0. Kuvaus T voidaan normalisoida siten, etti |a|* —
|8]?> = 1. Moébius-muunnokset luokitellaan joukossa D vastaavasti kuin joukossa H:

joukon D Mé&bius-muunnos 7' on

(1) hyperbolinen, jos silld on kaksi kiintopistettd joukossa D ja ei yhtaén kiin-
topistettad joukossa D

(2) parabolinen, jos silld on yksi kiintopiste joukossa 0D ja ei yhtdédn kiintopis-
tettd joukossa D

(3) elliptinen, jos sillé ei ole kiintopisteité joukossa D ja yksi kiintopiste joukossa
D.
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Joukon D Mobius-muunnokset voidaan luokitella niin ikddn jiljen avulla. Jos T
on joukon D normalisoitu Mdbius-muunnos, niin maaritelldan jalkifunktio 7(7) =
(a+ @)?. Tallsin Mobius-muunnos T on

(1) hyperbolinen, jos ja vain jos 7(T") > 4
(2) parabolinen, jos ja vain jos 7(T) = 4
(3) elliptinen, jos ja vain jos 7(T') € [0, 4).

HuomauTus 2.20. Todistus olisi voitu tehda myo6s kiayttadmailla kuvausta f : H —
D, f(z) = Z;—j;l joukon I Mébius-muunnos on muotoa 7' f~!, missi T on joukon H
Mébius-muunnos ja kuvaus f on “koordinaattien muunnoskuvaus” joukosta H jouk-
koon ID. Mébius-muunnos 7" on hyperbolinen, jos ja vain jos f7'f~! on hyperbolinen.
Vastaavasti Mébius-muunnos 7' on parabolinen, jos ja vain jos f7'f~! on parabolinen
ja T on elliptinen, jos ja vain jos fTf~! on elliptinen. Joukossa D Mébius-muunnosten

jilkifunktiolle pétee, ettd 7(fTf~1) = 7(T).

ESIMERKKI 2.21. Olkoon T erds joukon ID elliptinen Mébius-muunnos siten, etté

silld on yksi kiintopiste joukossa . Kuvaus
T(z) = ez,

missa 0 € (0,27), on esimerkki elliptisestd Mobius-muunnoksesta joukossa D (o =
¢?/? ja B = 0). Kuvaus T toimii Poincarén kiekolla DD kiertdien sitii origon ympéri

kulman 6 verran. Origo on ainoa piste, joka pysyy téllaisessa kierrossa paikallaan.

Elliptisessa tapauksessa Mobius-muunnoksen 7', sen jalkifunktion ja konjugaatti-

kuvaukseen vililld on seuraava yhteys:

LAUSE 2.22. Olkoon T joukon D elliptinen Mobius-muunnos. Tdlloin seuraavat
ehdot ovat yhtdpitavid:

(1) T on elliptinen,
(2) 7(T) € [0,4) ja
(3) T on konjugaatti rotaatiolle eli kierrolle z — % z.

TobisTuS. [10, s.61] Lauseen 2.12 nojalla kohdat 1 ja 2 ovat ekvivalentteja. Ole-
tetaan, ettd 3 pétee ja muistetaan, etté kierrolla on yksi kiintopiste (origo). Jos joukon
D Mobius-muunnos 7' konjugoi rotaation kanssa, niin sillé on yksi kiintopiste joukossa
D ja siten T on elliptinen.

Osoitetaan sitten, ettd kohdasta 1 seuraa kohta 3. Oletetaan, ettd Mébius-muunnos

T on elliptinen ja etté silld on kiintopiste ¢ € D. Olkoon g joukon D Mobius-muunnos
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1

siten, ettd g(¢) = 0. Talloin kuvaus g7T'¢~" on joukon D M&bius-muunnos, joka kon-

jugoi kuvauksen T kanssa ja jolla on kiintopiste origossa. Oletetaan, etté

_ az+
Tg ' (z2) = =
gTg (2) T ra

missi |a|? — [B]*> > 0. Koska 0 on kiintopiste, tiytyy olla 3 = 0. Kirjoitetaan «

napakoordinaateissa eli muodossa o = re®, jolloin
i0
_ «Q re’ 4
gTg ' (2) = =z = o2 = e .
« re-"

Téasta ndhdédan, ettd Mobius-muunnos T konjugoi rotaation kanssa. 0

HuomauTus 2.23. Elliptinen joukon D Moébius-muunnos 7' konjugoi rotaation
2 +— ez kanssa, joka normalisoituna on muotoa
0i0/2,
e—i0/2"

Tallsin 7(T) = (€972 + e79/2)2 = 4 cos?(6/2). 10, 5.61].

Z =



LUKU 3

Fuchsin ryhma

3.1. Fuchsin ryhmien kisittelyd pohjustavia méairitelmii ja tuloksia

Téssé luvussa esitetdin Fuchsin ryhmén késittelyd pohjustavia méiritelmia. Niitd
ovat pisteen ymparisto, diskreetti joukko, lokaalisti darellisyys, ryhmén toiminnan

rata ja kiinnittdja sekd aidosti epdjatkuva toiminta. |9, s.22-23|

MAARITELMA 3.1. Avointa joukkoa U C X, joka sisaltdd pisteen z € X, kutsu-

taan pisteen x ymparistiksi.

Muistetaan, ettd jono x, € X konvergoi kohti pistettd = € X, jos kaikilla € > 0
on olemassa N € N siten, ettd kaikilla n > N pétee d(z,,r) < e. Seuraavat viitteet

ovat ekvivalentteja ja seuraavat suoraan méadritelmistd [11, s.3|:

LEMMA 3.2. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja x,,x € X. Tdalloin x, — x kun
n — 00, jos ja vain jos on olemassa luku N € N siten, etti x,, € U kaikilla n > N,

missd U on pisteen x ympdristo.

MAARITELMA 3.3. Olkoon Y jokin joukon X osajoukko. Sanotaan, etta
(1) piste z € X on joukon Y rajapiste, jos jokainen pisteen x ympéristo sisaltas
pisteen y € Y siten, ettd y # x.

(2) piste z € Y on eristetty joukossa Y, jos on olemassa r > 0 siten, etté
B(x,r)NY = {z},

toisin sanoen muita joukon Y pisteitd ei ole alle etidisyydella r pisteestd x
[11, 5.6].

Seuraavaksi madriteltavaa kasitetta diskreetti joukko tarvitaan, kun tutkitaan Fuch-
sin ryhmid. Fuchsin ryhmié késiteltdessd keskitytdin nimittdin ryhmén Mob(H) ali-
ryhmiin, jotka ovat diskreetteji. Diskreettisyys on keskeisessa roolissa myos monilla

geometrian aloilla, topologiassa ja késiteltdessd metrisia avaruuksia.

MAARITELMA 3.4. Olkoon (X, ) metrinen avaruus. Joukko £ C X on diskreetti,
jos ja vain jos kaikilla e € E on olemassa S € ¥ siten, ettd £ NS = {e}.

57
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HuoMmAuTus 3.5. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Osajoukko Y C X on diskreet-
ti, jos jokainen piste y € Y on eristetty eli on olemassa § > 0 siten, ettid d(y,y’) > 9,
kun 3y €Y jay #£vy.

ESIMERKKI 3.6. [10, s. 62-63|

(1) Misséd tahansa metrisessid avaruudessa yhden pisteen z muodostama joukko
{z} on diskreetti.

(2) Kokonaislukujen joukko Z on reaaliakselin R diskreetti osajoukko: olkoon
piste n € Z ja valitaan § = % Jos talloin pétee |m — n| < § jollekin m € Z,
niin on oltava m = n, koska kahden kokonaisluvun etdisyys on vihintdin
yksi (ja aina kokonaisluku).

(3) Rationaalilukujen joukko @ ei ole reaalilukujen diskreetti osajoukko, silla
rationaaliluvut ovat tihedssa.

(4) Joukko {1,1 3 3,. . n,.
n(n+l) Tallom plsteelle y €Y pitee |y —y/| < - FTEESIE vain kun 3 = 1/n.

(5) Joukko {1, % 5> 3,. . n,.

E olevat pisteet voivat tulla mielivaltaisen ldhelle nollaa vaikka ¢ valittaisiin

.} C R on diskreetti: olkoon y = L ja valitaan ¢ =
JU{0} ei ole diskreetti, koska 0 ei ole eristetty: muotoa

kuinka pieneksi tahansa.

MAARITELMA 3.7. Olkoot (X, d) metrinen avaruus. Télléin joukon X osajouk-
kojen kokoelmaa P C {A : A C X} kutsutaan lokaalisti ddrelliseksi, jos ja vain jos
kaikille kompakteille joukoille K C X patee AN K # () korkeintaan dérellisen monella
AeP.

Ryhmén toimintaan joukolla liittyy kaksi kisitettd, rata ja kiinnittdja, jotka esi-
tellddn seuraavaksi. Radan ja kiinnittdjin médrittelyjd tarvitaan aidosti epdjatkuvaa

toimintaa maéiriteltdessa ja Fuchsin ryhmad koskevissa tuloksissa.

MAARITELMA 3.8. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja G ryhmé, joka toimii jou-
kolla X. Téll6in alkion x € X

e rata G(z) on joukko
G(z) = {g(x) 1 g € G}
e Liinnittdji G, on joukko
G, ={geG: g(x) =)

Kun alkioon x sovelletaan kaikkia ryhmén G kuvauksia, niin kuvapisteiden muo-
dostama joukko on alkion x rata. Alkion z kiinnittajien joukko taas muodostuu niisté

ryhmén G kuvauksista, jotka kuvaavat alkion x alkuperiiselle paikalleen.



3.1. FUCHSIN RYHMIEN KASITTELYA POHJUSTAVIA MAARITELMIA JA TULOKSIA 59

ESIMERKKI 3.9. [11, s. §]

(1) Olkoon X = D ja metriikkana hyperbolinen metriikka p*. Ryhmén
G = {Ty(z) =z : 0 [0,1)}

muodostavat kierrot origon ympéri kulman 6 verran. Olkoon z = re? € D.
Télloin alkion z € X rata G(x) on (euklidinen) ympyré, jonka sdde on r.
Jos & # 0, niin alkion z kiinnittdd ainoastaan identtinen kuvaus Ty(z) =
e?™ 0y = x. Huomataan, etts jokainen ryhméin G muunnos kiinnitt#i origon,
joten origon kiinnittdjien joukon muodostaa kaikki ryhmén G alkiot.

(2) Olkoon X = H ja metriikkana hyperbolinen metriikka p. Ryhmén
G={T,(x)=x+n:neZ}

muodostavat siirrot kokonaisluvun n verran. Té&lléin alkion x € H radan

muodostaa pistejoukko
Glz)={x+n:neZ}

eli kaikki alkion = kokonaislukutranslaatiot. Alkion x € X kiinnittdjien jou-
kossa on vain identtinen kuvaus, toisin sanoen alkion = ainoa kiinnittaja on

kuvaus Ty(z) = x.

Edellisen esimerkin kohdassa (2) joukon X jokaisen alkion rata on joukon X disk-
reetti osajoukko ja jokaisen pisteen kiinnittdjien joukko on &érellinen. Heuristisesti
tadmé tarkoittaa sité, ettd jos x € X, niin ryhmén G toiminta joukolla X aiheuttaa sen,
ettd alkion x radan pisteet ovat kaukana alkiosta = paitsi darellisen monella ryhméan
G alkiolla, jotka kiinnittévit alkion x. Voi kuitenkin olla (kuten edellisen esimerkin
kohdassa (1)), ettd alkion z rata sisiltdd alkioita, jotka ovat mielivaltaisen 1&helld
alkiota z ja joillekin pisteille (esimerkissi origolle) on dérettoméan monta kiinnittajas.

Némaé havainnot johtavat seuraavaan uuteen médritelméédn. [11, s.9]

MAARITELMA 3.10. [11, s. 9] Ryhmé G toimii aidosti epdjatkuvasti metrisessé

avaruudessa (X, d), jos ja vain jos rata G(x) on lokaalisti d&rellinen jokaiselle joukon
X alkiolle z.

HuomAauTus 3.11. Ryhma G toimii aidosti epdjatkuvasti joukolla X, jos ja vain
jos kaikille joukon X kompakteille osajoukoille K ja pisteille x € X leikkaus KNG(x)

on aarellinen.

Voidaan ajatella, ettd alkion x sisiltava kompakti joukko on pieni, suljettu jouk-

ko alkion x ympérilla, jolloin ryhm& G toimii aidosti epdjatkuvasti, jos mille tahansa
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alkiolle z € X kaikki paitsi dérellisen moni ryhméin G kuvaus vie alkion x kauas alku-
periiisestd paikastaan. Tutkitaan esimerkkini joukkoa X = R? ja tavallista euklidista

metriikkaa. Olkoon
F = {Tn,m(xay) = (SC + n7y +m) : (nam) € ZQ}

joukko isometrioita, joissa kuvauksena on siirto kokonaisluvun verran. Tall6in I" toi-
mii aidosti epdjatkuvasti joukolla R?, silld selvisti sellaisia kokonaislukupareja (n,m),
jotka siirtdvit alkion (z,y) kauas lahtopisteestdén, on ddrettomén monta ja vain 44-

rellisen moni siirto jattad sen ldhelle alkupistetta (x,y). [11, s.9]

3.2. Fuchsin ryhmit

MAARITELMA 3.12. Ylemmiéin puolitason isometrioiden ryhman Isom(H) diskreet-

tid, suuntautumisen sailyttavien muunnosten aliryvhméaé kutsutaan Fuchsin ryhmdksi.

Téamén luvun tarkoituksena on néyttdd, ettd ryhmad G on Fuchsin ryhmd, jos ja
vain jos se toimii aidosti epdjatkuvasti hyperbolisessa avaruudessa. Késittelyssa kes-
kitytddn ryhmiin, jotka koostuvat Mobius-kuvauksista ja tutkitaan sellaisia joukon
H Mé6bius-muunnosten aliryhmié, jotka muodostavat diskreetteja osajoukkoja. Ta-
td varten on oltava keino erottaa, milloin kaksi Mobius-muunnosta on ldhelld toisi-
aan, mikid tehdddn asettamalla metriikka avaruuteen Mob(H) eli ylemmén puolitason
Mé&bius-muunnosten joukkoon.

Intuitiivisesti ajateltuna kaksi joukon H normalisoitua Mdébius-muunnosta on /d-
helld toisiaan, jos niitd madrittavit reaalilukukertoimet (a,b,c, d) ovat likimain yh-
ta suuret. Télla tavalla médriteltynd epamaiaraisyytta aiheutuu kuitenkin siité, etté

normalisoidut Mdébius-muunnokset

az+b
T (%) —
1(2) cz+d
ja
—az —b
T = —
2(2) —cz—d

médradviat saman muunnoksen, silla T5(z) = T1(z) kaikilla z € H. Tilanteet, joissa
kahden muunnoksen 77, T, € M6b(H) méérittavit kertoimet ovat toistensa vastaluku-
ja, ovat kuitenkin ainoat erityistapaukset metriikkaa joukkoon M6b(H) asetettaessa.

— ai1ztb

Sanotaan, ettd (normaalimuotoiset) joukon H Mébius-muunnokset 73 (2) = S1250

jaTy(z) = % ovat liahelld toisiaan, jos joko kertoimet (ay, by, c1,dy) ja (ag, ba, co, da)
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tai (a1, b1,c1,dq) ja (—ag, —by, —co, —ds) ovat reaalilukuina ldhelld toisiaan. Formaa-

limmin, asetetaan metriikka d avaruuteen Méb(H) asettamalla [11, s.12]
d(T1,Ty) = min{||(a1, b1, c1,d1) — (az, by, c2, ds)||,
(a1, b1, c1, dv) = (—az, =ba, —c2, —da)||},
missi T, Ty € Mob(H) ja || - || tarkoittaa euklidista metriikkaa avaruudessa R*.

HuoMmAuTUS 3.13. Fuchsin ryhmid voidaan tutkia myos yksikkokiekossa eli tar-
kastella yksikkokiekon Mobius-muunnoksia. Téalloin joukon I Mobius-muunnosten
joukkoon pitdd médritelld metriikka, mikd onnistuu samalla tavalla kuin ylla méari-
teltdessd metriikkaa joukkoon Mob(H).

HuowmAuTUus 3.14.

(1) Ylemmaissi puolitasossa H méériteltyjen Mobius-muunnosten aliryhmé on
Fuchsin ryhma, jos se on diskreetti. Nain ollen, jos I' on Fuchsin ryhmaé ja
T, € T on jono kuvauksia siten, ettd T,, — T € I', niin T,, = T tarpeeksi
suurelle indeksille n. Samanlaiset m#aritelmét patevit myds hyperbolisen
tason Poincarén kiekkomallissa . [10, s. 12§]

(2) Diskreetiltd osajoukolta vaaditaan, ettd jokainen sen pisteistd on eristetty.
Aliryhmén tapauksessa diskreettisyyden (ja siten sen, etti aliryhmé on Fuch-
sin ryhm#) osoittamiseksi riittdé osoittaa, ettd aliryhmén identiteettialkio on
eristetty. [10, s. 65]

Seuraavan lauseen todistuksessa kiytetddn aputulosta (aputulosta ei todisteta):
Oletetaan, ettd G on ryhmaé isometrioita, joka toimii joukolla X ja piste z kuuluu
joukkoon X. Jos pisteen z rata G(z) on diskreetti, niin on olemassa luku e > 0 siten,
etta

B(g(2),6) N G(z) = {g(2)}
kaikilla g € G. Liséksi, jos rata G(z) on diskreetti ja K on kompakti joukko, niin
joukko K N G(z) on dérellinen 11, s. 10].

LAUSE 3.15. Ryhmdn PSL(2,R) aliryhma G toimii aidosti epdjatkuvasti joukolla
H, jos ja vain jos jokaiselle pisteelle z € H rata G(z) on diskreetti joukko hyperbolisen
tason H pisteitd (toisin sanoen radalla G(2) ei ole kasautumispisteitd joukossa H) ja

kiinnittagien joukko G, on ddrellinen ryhmd.

TobpIsTUS. Oletetaan ensin, ettd pisteen z € H rata G(z) on diskreetti ja kiinnit-
tdjien joukko GG, on darellinen ja osoitetaan, ettd ryhmé G toimii aidosti epdjatku-

vasti. Olkoon K C H kompakti ja epétyhja joukko. Koska rata G(z) on diskreetti ja
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joukko K on kompakti, niin
Gz)NK ={z1, ..., 2m}

on darellinen joukko. Viite seuraa, jos joukko GV = {g € G : g(z) = z;} on #irellinen
kaikilla j € {1,...,m}, silli

{gGG:g(Z)EK}:UGj.

Olkoon ¢/ € GY kaikille j siten, ettid g’(z) = z;. Olkoon pisteen z kiinnittéjien
joukko G = {f1,..., fa} ja olkoon g € GJ. Tilldin g(z) = z; ja g; ' 0 g(z) = z siten,
etta gj_l o g € GG,. Nain ollen pitee gj_l og = f;jollekin 1 < i <njag=g¢g’f; Siispi
G’ on aérellinen.

Oletetaan sitten, ettd ryhmé G toimii aidosti epéjatkuvasti joukolla H. Olkoon
piste z € H ja oletetaan, ettd rata G(z) ei ole diskreetti. Tdlloin on olemassa jono
{9,} € G ja piste zg € H siten, ettd g,(z) — 20, kun n — oo, mutta g,(z) # 2o
kaikilla n ja g, # gm, kun n # m.

Kiinnitetdan luku € > 0 ja olkoon joukko K suljettu pallo K = m, joka on
kompakti. Koska ¢,(z) — z, kun n — oo, niin on olemassa indeksi N € N siten,
ettd gn(z) € K, kun n > N. Koska téllaisia lukuja n on ddrettdméin monta, ollaan
ristiriidassa oletuksen kanssa.

Oletetaan sitten viitteen vastaisesti, ettd kiinnittdjien joukko G, on dareton jol-
lekin pisteelle z € H ja merkitddn I' := G,. Kun ryhma I" konjugoidaan sopivalla

Mé&bius-muunnoksella, voidaan olettaa, ettd z = 0. Koska ryhmén I' toiminta ava-
1
2
kiekkoon eli pétee I'(z;) € B(0,1). Osoitetaan, ettd I'(z;) on &dérellinen joukko. Jos

ruudessa H on isometria, niin pisteen z; = : rata kuuluu suljettuun hyperboliseen

['(z1) on &éretodn, niin silld on kasautumispiste kiekossa m, koska suljetut jou-
kot ovat kompakteja. Taméi on ristiriidassa sen kanssa, ettd ryhmé G ja siten ryhmé
" toimivat aidosti epdjatkuvasti avaruudessa H. Siten rata I'(z;) on &érellinen. Kos-
ka oletettiin, ettd ' on ddreton, on olemassa piste 2o € I'(z1) ja dédreton osajoukko
S C T, jolle pitee S(z1) = {22}

Valitaan sitten piste z3 € W,l), jolle pétee z3 ¢ I'(z1) ja z3 # 0. Vastaavasti
kuin edelld havaitaan, ettd S(z3) on dérellinen joukko. Loydetddn piste z4, € S(z3) ja
ddreton osajoukko S’ C S, jolle pitee S'(z3) = {24}

Néin ollen kaikilla kuvauksilla g € S’ pétee g(0) = 0,9(z1) = 22 ja g(2z3) = 2.

Koska joukon S’ kuvaukset ovat Mobius-muunnoksia, niin joukko S’ koostuu vain
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identtisestd kuvauksesta eli S" = {id}. Tadma4 on ristiriita, silld S” on ddreton joukko.
Siten kiinnittéjien joukko GG ei voi olla déreton eli joukko GG, on &déirellinen.
O

ESIMERKKI 3.16. |11, s.13], |4, s.30]

(1) Olkoon I' = {T,,(z) = 2"z : n € Z} joukko kuvauksia. Pisteen z € H rata on

joukko

G(z)={2"z:neZ} CH.
Kiinnitetdén piste 2"z ja olkoon § = 2" !z|. Télldin [2™2 — 2"z] > 4, kun
m # n, joten rata G(z) on joukon H diskreetti osajoukko. Pisteen z € H
ainoa kiinnittiji on kuvaus z — 2°2z. Niin ollen I" on Fuchsin ryhma.

(2) Koska metrisen avaruuden dérellinen osajoukko on diskreetti, niin kaikki ryh-
mén M6b(H) dérelliset aliryhmét ovat Fuchsin ryhmié.

(3) Joukon H Mébius-muunnosten aliryhm& I'y = {7, : T,,(2) = z4+n:n € Z} eli
siirrot kokonaisluvun verran muodostavat Fuchsin ryhmén, silld esimerkissé
3.6 todettiin, ettd joukko Z on diskreetti. Sen sijaan ryhmé I'y = {T}(2) =
z+b: b€ R} ei ole diskreetti (eikd siten Fuchsin ryhmé), silld kokonaisluvut
ovat tihedssa.

(4) Olkoon 6 € R ja joukon D Mé&biusmuunnosten aliryhmd I' = {T}'(z) =
Ty(z) = e*™™92 . n € Z}. Rationaalisille kulman 6 arvoille T’ on direllinen
ryhmé ja siten Fuchsin ryhma.

(5) Modulaariryhmé PSL(2, Z) koostuu muunnoksista z gjj_rs,joille (a,b,c,d e
Z,ab—bc = 1). Se on ryhmén PSL(2, R) diskreetti aliryhmé ja siten Fuchsin
ryhma.

(6) Ryhmén PSL(2,7Z) laajennus PS*L(2, Z) =S*1.(2,Z) /{£ 1>} (missd S*L.(2, Z)

on ryhmaé kokonaislukumatriiseja

_ab
g—Cd’

joille det(g) = +1)) on esimerkki diskreetistd ryhméstéd joukon H isometrioi-

ta, joka ei kuitenkaan ole Fuchsin ryhma.

Ryhmén aidosti epdjatkuva toiminta voidaan maéritelld myos seuraavan lauseen

mukaisesti.

LAUSE 3.17. Ryhmd G toimii aidosti epajatkuvasti joukolla X, jos ja wvain jos

jokaisella pisteelld x € X on ymparisto V' siten, ettd

T(V)NV #0
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atnoastaan ddrellisen monella kuvauksella T € G.

TODISTUS. |4, s.28] Oletetaan, ettd ryhmé G toimii aidosti epdjatkuvasti joukolla
X. Télloin kaikille pisteille x € X rata G(x) on diskreetti ja jokaisella pisteelld z € X
on ddrellinen médrd kiinnitt&jid (toisin sanoen joukko G, on #é#rellinen). Niin ollen
on olemassa pallo B(z, €) mielivaltaiselle pisteelle x € X, joka ei sisélld radan G(x)
muita pisteitd kuin pisteen z.

Olkoon V' C B(z, §) jokin pisteen x ympéristo. Télléin, jos T(V) NV # (0, niin T
on pisteen x kiinnittdji, mikd on totta vain adérellisen monelle kuvaukselle T' € G.

Kédntéden: jos pisteen x ympdristolle V' ja dérellisen monelle kuvaukselle T' € G
pitee T(V) NV # (), niin viite seuraa, jos jokainen rata on diskreetti ja jokaisen
pisteen z € X kiinnittdjien lukuméaara on dérellinen.

Jos pisteen z rata ei ole diskreetti, silld on kasautumispiste zy. Pisteen zg ympéris-
toissd on ddrettoman monta ryhmén G kuvausten kuvapistettd, miké on ristiriidassa
oletuksen kanssa.

Vastaavasti, jos T'(z) = z ddrettoméan monelle kuvaukselle T € G, niin pisteen

z mielivaltainen ympéristd V' leikkaa ddrettomin montaa kuvajoukkoa T'(V'), missd
T e G. O

Seuraavien aputulosten avulla on tarkoituksena niyttad, ettd joukon H Mobius-
muunnosten aliryhmé on Fuchsin ryhmé, jos ja vain jos aliryhmé toimii aidosti epé-

jatkuvasti joukolla H.

LEMMA 3.18. [4, s.30] Olkoon piste zy € H ja joukko K joukon H kompakti os-
ajoukko. Tdalloin joukko

E ={T € PSL(2,R) : T'(2) € K}
on kompakti.

TODISTUS. |4, s.30-31] Maérittelynsd nojalla (ks. huomautus 1.39) joukko PSL(2,R)
koostuu joukon SL(2, R) ekvivalenssiluokista. Siten on olemassa kuvaus ¢ : SL(2,R) —

cz+d”

b
PSL(2,R), ¢ [ | d):Tnm%wnazaHb
C

Osoitetaan, ettd joukko

b
Ef:{k ]esquya%+beK}
c d czo +d
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on kompakti, jolloin £ = ¢(FE;) on kompakti. Joukon F; kompaktius osoitetaan néyt-

tamélli, ettd se on suljettu ja rajoitettu, kun se ajatellaan joukon R* osajoukkona (sa-

b
maistetaan matriisi | d] japiste (a, b, ¢, d)). Tarkastellaan matriisia A € SL(2,R) ja
c
jatkuvaa kuvausta 5 : SL(2,R) — H, 5(A) = ¢¥(A)(2) = gjg—ig. Koska F; = 7} K)

ja joukko K on suljettu, niin E; on suljettu.
Naytetadn sitten, ettd £ on rajoitettu. Koska K on rajoitettu, on olemassa luku

M; > 0 siten, ettd
azo+ b
czo+d

< M

b
kaikille matriiseille |© | eB
C

Koska K on kompakti joukossa H, on olemassa vakio M > 0 siten, etté

Im (az0+b) > M.

CZO+d

Koska kompleksiluvuille z ja w = T'(z) = %£ pétee Im(w) = %,

niin ylla olevan
epayhtdlon vasemmasta puolesta saadaan

azo+b Im(zg)
I = > M.
m(czo—i-d) lczo+d2 = %

ja edelleen

2o+ d| < (I%ZO)).

2

Siten saadaan

Im(z
lazo + b] < M, ( ]\220))

Tamé&n perusteella luvut a, b, ¢ ja d ovat rajoitettuja ja edelleen joukko E; on rajoi-
tettu. L]

LEMMA 3.19. |4, s.31] Olkoon I' ryhman PSL(2,R) aliryhmd, joka toimii aidosti
epajatkuvasti joukolla H ja piste p € H, jonka jokin joukon I' alkio kiinnittda. Tdlloin
pisteelld p on olemassa ympdristo W siten, ettd maikddan muu ympariston W pisteista

ei ole kiintopiste joukon I kuvauksille (poislukien identtinen kuvaus).

TODISTUS. |4, s.31-32] Oletetaan, ettd T(p) = p jollekin T € T, T # Id. Ole-
tetaan lisidksi, ettd pisteen p missi tahansa ympéristossd on ryhméan I" muunnosten
kiintopisteitd, eli ettd on olemassa jono (p,) joukon H pisteitd p, — p siten, ettd

muunnokselle T, € I pétee T, (pn) = Dn-
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Olkoon B(p, 3¢) suljettu hyperbolinen kiekko. Koska hyperbolisen metriikan in-
dusoima topologia vastaa euklidista topologiaa, on B(p, 3¢) kompakti.
Koska I' toimii aidosti ep#jatkuvasti, on joukko {T € I : T'(p) € B(p, 3¢)} #iirel-

linen. Kun n > N ja N on iso, niin

p(T(p),p) > 3e,

kun p(p,,p) < €. Kolmioepéyhtélon ja kuvauksen 7' isometrisyyden nojalla

p(T.(p),p) < p(To(p), Tn(pn)) + p(Tn(pn), p) = p(p; Pn) + p(Pn,p) < 2¢,
miké on ristiriita. ]
HuowmAuTus 3.20.

(1) Lemma 3.19 tarkoittaa, etta jos jollekin kuvaukselle T € T" ja pisteelle p € H
pétee T'(p) = p, niin miké#n epéidenttinen joukon I kuvaus ei kiinnita yhtaéan
pisteen p lahelld olevista pisteisté.

(2) Lemmasta 3.19 seuraa, ettd jos I' toimii aidosti epéjatkuvasti, niin on ole-
massa piste p’ € H siten, ettd T(p') # p kaikille T € T'\ {Id}. [10, s. 130]

LAUSE 3.21. Olkoon T ryhmdn PSL(2,R) aliryhmd. Talloin T on Fuchsin ryhmd,

jos ja vain jos I' toimii aidosti epajatkuvasti joukolla H.

TODISTUS. |4, s. 32] Osoitetaan ensin, etté jos I on Fuchsin ryhmé, niin se toimii

aidosti epdjatkuvasti joukolla H: olkoon z € H ja joukko K C H kompakti. Tall6in
{Tel':T(z) e K} ={T € PSL(2,R) : T(2) e K} nT

on ddrellinen joukko kompaktin (lemma 3.18) ja diskreetin joukon leikkausjoukkona,
joten I' toimii aidosti epdjatkuvasti.

Oletetaan sitten, ettd I' toimii aidosti epéjatkuvasti, mutta se ei ole ryhmén
PSL(2,R) diskreetti aliryhmé. Lemman 3.19 ja huomautuksen 3.20 perusteella on
olemassa p € H siten, ettd joukon I' kuvauksista ainoastaan identtinen kuvaus kiin-
nittaa pisteen p.

Koska I' ei ole diskreetti, niin on olemassa kasautumispiste 7' € T". Olkoon {Sk}
jono kuvauksia, jolle pétee Sy — T, kun k — oo eli jono {S;} suppenee kohti kuvaus-
ta T'. Tiedetddn, ettd matriisien suppeneminen on yhtépitdviaa matriisien alkioiden
suppenemisen kanssa, joten jonolle {T~'S,} pitee T-1S), — T'T =Id, kun k — oc.
Siten TSk (p) — Id(p) = p, kun k — oo ja pitee T~1Sy(p) # p.

Olkoon U jokin pisteen p ympéristé. Tallsin T-1Sy(p) € U, kun k on tarpeeksi
suuri. Lisiksi patee T-1Si(p) € T1S,(U), silld U on pisteen p ympéristd. Néin ollen
on olemassa direttomin monta kuvausta TSy € T siten, ettd T-1S,(U)NU # 0. O
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Lauseen 3.15 mukaan ryhmén PSL(2,R) aliryhmé G toimii aidosti epédjatkuvasti,
jos ja vain jos kaikkien pisteiden radat ovat diskreettejd ja kiinnittajien lukumaéaara
on adrellinen. Toisaalta luvussa 2.1 Mobius-muunnosten kiintopisteita tutkittaessa
todettiin, ettd Mobius-muunnoksella on vain yksi tai kaksi kiintopistettd ja sellai-
sia MoObius-muunnoksia, jotka kiinnittavét pisteen z, on hyvin viahén. Siksi M&bius-
muunnoksia késiteltdessi ei tarvitse tarkastaa erikseen, onko jokaisen pisteen kiinnit-
tdjien lukuméarad darellinen, vaan lause 3.15 voidaan antaa Fuchsin ryhmille seuraa-

vasti.

SEURAUS 3.22. [4, s.32| Olkoon I ryhman PSL(2,R) aliryhma. Tallin T toimii
aidosti epdjatkuvasti joukolla H, jos ja vain jos kaikille z € H ja kaikille joukon T’
kuvauksille T rata T'(z) on joukon H diskreetti osajoukko.

TODISTUS. [4, s.32] Oletetaan, ettd I' toimii aidosti epédjatkuvasti joukolla H ja
osoitetaan, ettd radat 7'(z) ovat ylemmén puolitason H diskreetteja osajoukkoja.
Koska I' toimii epédjatkuvasti, niin jokaisen joukon I' kuvauksen rata on lokaalisti
adrellinen joukko pisteitd. Néin ollen se on myos joukon H diskreetti joukko.

Kadntden, oletetaan, ettd kaikille z € H ja kaikille joukon I' kuvauksille 7' radat
T'(z) ovat joukon H diskreettejd osajoukkoja. Oletetaan viitteen vastaisesti, ettd I" ei
toimi aidosti epajatkuvasti joukolla H, eiki se siten ole edellisen Lauseen 3.21 nojalla
diskreetti. Koska T ei ole diskreetti, on olemassa kasautumispiste T' € T' ja jono {71}
kuvauksia, jotka suppenevat kohti kuvausta 7. Lauseen 3.21 todistusta mukaillen
saadaan konstruoitua jono {7y (s)}, johon ei kuulu piste s siten, ettd Tj(s) — s. Néin

ollen pisteen s rata ei ole diskreetti. [l

SEURAUS 3.23. [4, 8.33| Jos I on Fuchsin ryhmd, niin sen elliptisten kuvausten

kiintopisteet eiwdt kasaudu joukossa H.

ToDISTUS. [4, s. 33] Olkoon z € H ja K C H sellainen kompakti joukko, ettd
z € K. Oletetaan, ettd z = T'(z) jollekin T € T', minké perusteella leikkausjoukko
K NT(K) on epityhja. Edellisen Lauseen 3.21 néin voi péted vain dérellisen monelle
kuvaukselle T" € T', joten joukossa K on vain aérellisen monta kiintopistetté elliptiselle
kuvaukselle. U

HuomAuTUSs 3.24. Lause 3.21 pitee vain joukon H pisteille, mutta ei reunalla
OH. Jos tarkastellaan esimerkiksi pisteen 0 € OH rataa ja ryhméané on Fuchsin ryhmé
I' =PSL(2,7Z), niin pisteen 0 rata on I'(0) = Q U {cc}, joka ei ole diskreetti.

SEURAUS 3.25. [10, s. 132] Olkoon T' Fuchsin ryhmd ja piste z € H. Tdlloin

pisteen z radalla ei ole kasautumispisteitd joukossa H.
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Siten, jos radalla I'(2) on kasautumispiste, niin se sijaitsee joukon reunalla OH. T4-
méa motivoi tarkastelemaan tarkemmin ratojen kasautumispisteitd, mihin keskitytdan

seuraavaksi.

3.3. Rajajoukko

Piste z € X on on joukon Y C X kasautumispiste, jos jokainen pisteen x ymparis-
t0 sisdltdd pisteen y € Y siten, ettd y # x. Tutkitaan seuraavaksi radan rajapisteiti,

kun joukolla toimivana ryhméné on Fuchsin ryhma.

HuoMAUTUS 3.26. Tassa kappaleessa Fuchsin ryhméé merkitddn symbolilla I' ja

pisteen z rataa I'(z).

MAARITELMA 3.27. Olkoon I' Fuchsin ryhmé, joka toimii joukolla H, ja piste 2, €
H. Radan I'(z) kasautumispisteiden joukkoa merkitadan A(I'(zg)). Kaikkien joukon

H pisteiden ratojen kasautumispisteiden joukkoa kutsutaan rajajoukoksi, merkitdan
sitd A(T).

Seuraavan lauseen mukaan radan kasatumispisteiti tutkittaessa puolitason pis-
teen valinnalla ei ole merkitystd, vaan kaikkien pisteiden ratojen rajapisteiden jouk-
ko on sama. Lausetta ei todisteta, mutta viite voidaan niyttda todeksi kiyttamélla

hyperbolisen trigonometrian kaavoja ja konvergenssii [10, s. 133].

LAUSE 3.28. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja pisteet z1,zo € H. Tdlloin pisteiden z

ja z9 rajajoukoille patee

AT (z1)) = MI'(22))-

TobpisTus. Viite osoitetaan kiayttamalld hyperbolisen trigonometrian kaavoja ja
konvergenssii [10, s. 133]. O

Seurauksen 3.25 ja lauseen 3.28 nojalla patee seuraavaa. Olkoot z joukon H piste
ja {7} jono Fuchsin ryhmén I" kuvauksia, missi 7, # T,,. Jos jonolla {7,(z)} on
rajapiste & € C U {oo}, niin @ € RU {oo}. Niin ollen kaikille joukolla H toimiville
Fuchsin ryhmille T' pitee A(I') € R U {oo} [4, s. 33]. Jos Fuchsin ryhmé I' toimii
Poincarén kiekossa, niin A(I') C 0D [10, s.132].

ESIMERKKI 3.29. [4, s. 33-34]
(1) Jos I" on ryhmé I' = {2"2 : n € Z}, niin A(I") = {0, co}.

(2) Jos I on kuvausten z ~— 2t

cz+d

muodostama ryhmé, niin A(T') = R U {o0}.
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Muistetaan seuraavaa méaritelmaa varten, ettd kaksi Mobius-muunnosta 17,75 €
Mé&b(H) ovat konjugaatteja, jos on olemassa Mobius-muunnos g € M6b(H) siten, etté
T, = g 'Tyg.

MAARITELMA 3.30. Olkoon I'y ja I'y Fuchsin ryhmié. Sanotaan, ettd I'y ja I's ovat

konjugaatteja, jos on olemassa M&bius-muunnos g € Mob(H) siten, ettd
Py =g 'Tg= {9 '"Thg:Tr €T }.

Fuchsin ryhméan I' rajajoukon kisittely on yleensd yksinkertaisempaa, kun ryh-
ma [' korvataan sen konjugaatilla.. Seuraava lause yhdistdd konjugaattisten Fuchsin

ryhmien rajapisteiden joukot.

LAUSE 3.31. Olkoot I'y Fuchsin ryhmd ja Ty = g7'T'1g sen kanssa konjugaattinen

Fuchsin ryhmd. Talloin

A(Ts) = g~ 1 (A(Ty)).

TobisTus. [10, s. 134] Olkoon ¢ € A(T';). Téllin on olemassa z € H ja jono
7V er, siten, ettéd Tél)(z) — ¢, kun n — oco. Huomataan, etté T = g_lTél)g ey,

joten
TP "'2) =g ' T"g(g ")
=g (TV(2))
g7 (¢),
joten
g (A1) © A(T2).
Toinen inkluusio osoitetaan vastaavasti. U

Lauseesta 3.31 seuraa, ettd jos I'y ja ['s ovat konjugaatteja Fuchsin ryhmié, niin
niiden rajapisteiden joukoissa A(I';) ja A(I'2) on yhtd monta alkiota, toisin sanoen
glayy @ A(T1) — A(Ty) on bijektio.

HuomauTus 3.32. Rajajoukolle voidaan osoittaa myos seuraavat topologiset omi-
naisuudet [10, s. 135]:

(1) Jos T" on Fuchsin ryhmé, niin sen rajapisteiden joukko A(T") on suljettu.

(2) Rajajoukko A(I") on kompakti.

Tutkitaan seuraavaksi Fuchsin ryhmén I' toimintaa rajajoukolla A(T"). Jos T' € T,
niin T(A(T")) ={T(¢) : ¢ € A(I')} C H.
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LAUSE 3.33. Rajajoukko A(T') pysyy muuttumattomana Fuchsin ryhmdn T toi-
minnassa, toisin sanoen T(A(T")) = A(T') jollekin T € T'.

TobisTus. (10, s.135] Olkoon ( rajajoukon piste, ¢ € A(I"). Téll6in on olemassa
T, € T siten ettd T,(z) — (. Koska I on ryhmé, niin TT,, € T, joten TT,(z) — T(().
Talloin T'(¢) € A(T') ja siten T'(A(I")) € A(T).

Vaihtamalla kuvauksen T tilalle sen kiinteiskuvaus 7! saadaan inkluusio toiseen
suuntaan osoitettua vastaavasti. Néin ollen T'(A(I")) = A(T") jollekin 7" € T". O

HuomAuTuUs 3.34. Voidaan osoittaa, ettd A(I') on pienin reunan osajoukko, joka
sdilyy muuttumattomana Fuchsin ryhmén I' toiminnassa. Toisin sanoen, jos C' C OH

on muuttumaton Fuchsin ryhmén I" toiminnassa, niin A(I') C C. [10, s.135]

Lopuksi téssd luvussa késitellddn rajajoukon mahtavuutta. Joukon X mahtavuu-
della tarkoitetaan joukon X alkioiden méarad. Nahdaén, etté jos I' on Fuchsin ryhma,
niin rajajoukossa A(I") on joko 0, 1,2 tai co monta alkiota. Tdmén osoittamiseksi tar-
vitaan seuraavaa lausetta. Sitd varten muistetaan, ettd kuvaus 7" on parabolinen tai
hyperbolinen Mébius-muunnos, jos kuvauksella 7" on 1 tai 2 kiintopistettd rajajou-
kossa A(T"). Naytetddn, ettd jos I' sisdltdd parabolisen tai hyperbolisen muunnoksen,

niin kiintopisteet ovat joukossa A(T).

LAUSE 3.35. Olkoon I' Fuchsin ryhmd.

(1) Oletetaan, ettd T € T' on parabolinen Mébius-muunnos joukossa H. Talldin
kuvauksen T kiintopiste ¢ € OH on rajajoukon A(T) piste.

(2) Oletetaan, ettd T € I' on hyperbolinen Mdbius-muunnos joukossa H. TéllGin
kuvauksen T kiintopisteet (1, (o € OH ovat rajajoukon A(T") pisteitd.

TobisTus. [10, s. 135-136, 200]

(1) Olkoon T' € I' parabolinen M&bius-muunnos joukossa H. Lauseen 2.19 nojalla
kuvaus T on konjugaatti translaatiolle z +— 2z + b,b # 0. Toisin sanoen on
olemassa g € M6b(H) siten, ettd g~ 'Tg(z) = z + b. Télloin

g 'T"g(2) = z + bn — oo € OH,
kun n — oo. Koska ¢ = g(c0) on ainoa kuvauksen 7" kiintopiste, niin
T(g(2)) = ¢,

kun n — oo. Siten ¢ € A(I).
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(2) Olkoon T € I' hyperbolinen Mdbius-muunnos joukossa H. Lauseen 2.14 no-
jalla T" voidaan konjugoida dilaatioksi z — kz, missd k > 1. Toisin sanoen
on olemassa g € Mob(H) siten, ettd g~ 'Tg(z) = kz. Télloin pisteelle z € H

patee
g ' T"g(z) = k"2 — oo € OH,

kun n — —oo. Vastaavasti g7'7T"g(z) — 0, kun n — oo. Siten kuvauksen
g 'T"g(z) rajapisteet ovat {0,00}. Niin ollen pisteelle z € H, radan T"(z)

on rajapisteet ovat {0, 00}.

n

LAUSE 3.36. Olkoon I' Fuchsin ryhmda ja A(T) sen rajajoukko. Tdlloin joukon
A(T') mahtavuus on 0,1,2 tai co.

TobisTus. Todistus ohitetaan, mutta se 1ytyy ldhteestd [10, s. 136-137]. O

Fuchsin ryhmét voidaan luokitella niiden rajajoukkojen mahtavuuksien perus-
teella. Sanotaan, ettd I' on yksinkertainen (engl. elementary), jos joukon A(I") mah-
tavuus on ddrellinen. Jos mahtavuus on &éreton, sanotaan Fuchsin ryhmda [’ ei-

yksinkertaiseksi (engl. non-elementary).

3.4. Fuchsin ryhmien algebrallisista ominaisuuksista

Tama luku esittelee lyhyesti Fuchsin ryhmien algebrallisia ominaisuuksia, muun
muassa esimerkiksi syklisyyttd, kommutointia ja normalisoijia.

Ryhmén I' sanotaan olevan syklinen, jos olemassa 1" € I siten, etté
L={T":neZ}.

Talloin sanotaan, ettd T wvirittad ryhméan T (eli T on ryhmén T wvirittdja). Jos sykli-
sessd ryhmassa I on ddrellinen méara alkioita, sanotaan sen olevan ddrellisesti sykli-
nen. Jos alkioita on ddreton madrd, sanotaan syklisen ryhmén I' olevan dadrettémdst

syklinen.

LEMMA 3.37.

(1) Kaikki joukon R epdtriviaalit diskreetit aliryhmdt ovat ddrettomdsti syklisid.
(2) Kaikki joukon S* = {z € C : z = €'} diskreetit aliryhmit ovat Gdirellisesti

syklisid.

TODISTUS. |4, 5.28-29]
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(1) Olkoon T joukon R diskreetti osajoukko. Reaalilukujen yhteenlaskun neut-
raalialkio on nolla, joten 0 € I' ja on olemassa pienin positiivinen z € T,
muutoin I" ei olisi diskreetti. Néin ollen {nz : n € Z} on aliryhmé joukolle I'.

Oletetaan, ettid y € ',y # nx. Voidaan olettaa lisiksi, ettd y > 0 (jos
néin ei olisi, valittaisiin —y, joka kuuluu joukkoon I'). Télléin on olemassa
kokonaisluku k£ > 0 siten, etti

kx <y < (k+ 1)z,

eli
y—kxr <zx
ja koska (y — kx) € T, niin x ei ole pienin positiivinen alkio joukossa I'.
(2) Olkoon T joukon S! = {z € C : z = ¢'*} aliryhmé. Diskreettisyyden nojalla
on olemassa z = €% € I', misséi ¢y on pienin kulman ¢ arvoista. Jollekin
m € 7 patee m¢pg = 2w
O

Maobius-muunnokset luokitellaan hyperbolisiin, parabolisiin ja elliptisiin muun-
noksiin, jotka ovat ryhmén Mob(H) aliryhmiéd. Jos hyperbolisten, parabolisten tai
elliptisten muunnosten muodostama aliryhmé on syklinen, niin se on my6s Fuchsin

ryhmaé:

LAUSE 3.38. [4, 5.29|
(1) Kaikki ryhmdn PSL(2,R) hyperboliset ja paraboliset sykliset aliryhmdt ovat

Fuchsin ryhmid.
(2) Ryhmdn PSL(2,R) elliptinen syklinen aliryhmd on Fuchsin ryhmd, jos ja

vain jos se on darellinen.

Jos G on mielivaltainen ryhmé ja g € G, niin alkion g keskittijd (engl. centralizer)

on

Calg) ={h € G :hg=gh}.

LEMMA 3.39. Jos kuvaus S on kuvauksen T keskittdji eli pitee ST =TS, niin S

kuvaa kuvauksen T kiuintopisteiden joukon ilselleen.
TODISTUS. |4, s.34] Oletetaan, ettd T kiinnittad alkion p. T&ll6in

S(p) = ST(p) = TS(p)

eli S(p) on my6s kuvauksen T' kiintopiste. O
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Tarkastellaan seuraavaksi joukon PSL(2,R) parabolisten, elliptisten ja hyperbo-

listen kuvausten keskittéjia.

ESIMERKKI 3.40. |4, s.34]

(1) Tarkastellaan ddrettomyyspisteen oo kiinnittavad parabolista muunnosta T'(z) =
z+ 1. Jos S € Cpgrer)(T), niin S(c0) = oo = T(c0) edellisen lemman 3.39
nojalla. Néin ollen kuvaus S on muotoa S(z) = az + b. Ehdosta ST = T'S
saadaan, ettd a = 1 ja siten kuvauksen 7" keskittdja on Cpsror)(T) = {2 —
z+k:keR}L

(2) Yksikkokiekon D elliptisten muunnosten (jotka kiinnittévit origon) keskitté-
jien joukko koostuu muotoa z +— ¢ olevista kuvauksista, kun 0 < 6 < 2.
Olkoon T'(z) = Az,A > 0,A # 1 ja S € Cpgsror)(T). Jotta ehto ST = T'S
toteutuisi, on kuvauksen S vastattava diagonaalimatriisia eli oltava muotoa
S(z) = pz, p > 0. Kuvauksen 7T keskittdji on siis Cpspop) (1) = {z — € :
0<6<2r}.

Niista saadaan seuraavat tulokset:

LAUSE 3.41. Kaksi joukon PSL(2,R) muunnosta (jotka eivat ole identtisid ku-

vauksia) kommutoi, jos ja vain jos niiden kiintopisteiden joukot ovat samat.

LAUSE 3.42. Joukon PSL(2,R) hyperbolisen (vastaavasti parabolisen ja elliptisen)
muunnoksen keskittijien joukko koostuu identtisen kuvauksen lisiksi kaikista sellai-
sista hyperbolisista (vastaavasti parabolisista ja elliptisistd) muunnoksista, joilla on

sama kiintopisteiden joukko.

SEURAUS 3.43. Kaksi joukon PSL(2,R) hyperbolista muunnosta kommutoi, jos ja

vain jos nilld on sama akseli.

LAUSE 3.44. Olkoon T Fuchsin ryhmd, jonka kaikilla muunnoksilla (jotka eivdt

ole identittisid kuvauksia) on sama kiintopisteiden joukko. Tdlloin T on syklinen.

TODISTUS. |4, s.35] Muistetaan, ettd joukon PSL(2,R) muunnosten kiintopistei-
den joukko maiarittdd muunnoksen tyypin. Siten kaikkien joukon I' kuvausten on
oltava samaa tyyppié.

Oletetaan, ettd kaikki muunnokset ovat hyperbolisia. Talloin voidaan olettaa, etta
jokainen kuvaus S € I kiinnittda origon ja pisteen co. Siten I' on diskreetti aliryhmé

ryhmaélle
H={z— X z: >0},
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joka on isomorfinen ryhmén R* (positiivisten reaalilukujen multiplikatiivinen ryhmé)
kanssa. Edelleen R* on isomorfinen joukon R kanssa, kun isomorfismina on kuvaus
x — Inx. Néin ollen Lemman 3.37 nojalla I" on darettomaésti syklinen. Vastaavasti,
jos I sisdltda parabolisen muunnoksen, niin I' on ddrettomésti syklinen ryhmé, joka
siséltda vain parabolisia muunnoksia.

Oletetaan, ettd I sisdltdd elliptisen muunnoksen. Yksikkokiekkomallissa D ryhma
[ on joukon S' = {z € C : z = ¢} suuntautumisen siilyttivien isometrioiden
aliryhmé. Konjugoimalla ryhmé I' sopivalla Poincarén kiekon M&bius-muunnoksella
g voidaan olettaa, ettd kaikkien joukon I' muunnosten kiintopiste on origo ja nédin
ollen muunnokset joukossa I' ovat muotoa z + ¢*z. Siten ' on isomorfinen joukon
St aliryhméin S kanssa ja I' on diskreetti, jos ja vain jos S on diskreetti. Viite seuraa
nyt Lemmasta 3.37. U

LAUSE 3.45. Jokainen abelinen Fuchsin ryhmda on syklinen.

TODISTUS. |4, s.36] Lauseen 3.41 perusteella kaikilla abelin Fuchsin ryhmén ei-

identiteettimuunnoksilla on sama kiintopisteiden joukko. Viite seuraa siten lauseesta
3.44. O

SEURAUS 3.46. Mikaan Fuchsin ryhmd ei ole isomorfinen joukon ZxZ = {(n,m) :

n,m € Z} kanssa.
TobisTus. Ryhméa Z x Z on abelin ryhmé, mutta ei syklinen. U

MAARITELMA 3.47. Jos G on ryhmi ja H on ryhmén G aliryhmé, niin ryhmén

H normalisoija Ng(H) joukossa G on
No(H)={geG:gHg™" = H}.

LAUSE 3.48. Olkoon I' Fuchsin ryhmd, joka ei ole abelin ryhmd. Tdlloin joukon

I' normalisoijat muodostavat Fuchsin ryhmdn.

TODISTUS. |4, 5.36-37| Oletetaan, ettd joukon I" normalisoijien joukko ei ole Fuch-
sin ryhmaé. Téll6in se siséltdd jonon {7;} kuvauksia siten, ettd T; — Id, kun i — oo.

Jos S €T (S # 1d), niin T;8T; " — S, kun i — oo. Koska T;9T; ' € T ja joukko
I on diskreetti, niin on olemassa kokonaisluku m siten, ettd T;57; ' = S kaikille
¢ > m. Tallaiselle indeksille ¢ seuraa lauseesta 3.41, ettd kuvauksella T; on sama
kiintopisteiden joukko kuin kuvauksella S. Koska I ei ole abelinen, niin lauseen 3.41
perusteella on olemassa kuvaus S’ € I', jonka kiintopisteiden joukko ei ole sama kuin

kuvauksen S kiintopisteiden joukko. Kuitenkin t&lloin kuvauksella T; on my0s sama
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kiintopisteiden joukko kuin kuvauksella S’, kun i on tarpeeksi suuri. Siten joukolla S’

on sama kiintopisteiden joukko kuin joukolla S. 0

3.5. Fuchsin ryhmai ja ylemmain puolitason yksikkdtangenttien joukko

Tamén tutkielman lopuksi téssd luvussa tutkitaan Mobius-muunnosten toimin-
taa ylemmaén puolitason H yksikkotangenttien joukolla Sy. Joukon Sy alkiot voidaan
ilmaista koordinaatein (z, (), missd z € H ja vektori ¢ € C on (hyperbolisen metrii-
kan mielessd) yksikkotangettivektori ylemmaén puolitason pisteessi z, eli pisteessd z

médrittelylle vektorin ¢ normille pétee

1
1€l = /1600 = gV + =16 = L

Ryhmé PSL(2,R) toimii joukolla Sy siten, ettd kuvaus T'(z) = gjis € PSL(2,R)

ja sen differentiaali

1
(cz + d)ZC

kuvaavat pisteen (z, ¢) pisteeksi (T'(z), DT'(C)), toisin sanoen T'(z, () = (T'(z), DT(C)).

Algebrasta muistetaan, ettd kaikki ryhmét toimivat itselldsin, kun toimintana on mul-

(15) DT(¢) =

tiplikaatio (eli kertominen) vasemmalta. Seuraava tulos yhdistdd ryhmén PSL(2,R)

toiminnan itsellddn ja joukolla Sy.

LAUSE 3.49. Joukkojen PSL(2,R) ja Sy vdlilld on olemassa homeomorfismi siten,
ettd ryhman PSL(2,R) toiminta itsellddn (toimintana kertominen vasemmalta) vastaa

sen toimintaa joukolla Sy (jossa toiminnan antaa Mdobius-muunnos T ).

TODISTUS. |4, s.24-25] (Ideaa) Olkoon (i, (y) € Sy, missé (o on yksikkdvektori pis-
teessd i ja tangentti imagindériakselille. Oletetaan lisdksi, ettd piste (z,() on mieli-
valtainen joukon Sy piste. Téll6in on olemassa yksikésitteinen kuvaus 7' € PSL(2, R),
joka kuvaa imagindariakselin geodeesiksi, joka kulkee pisteen z kautta ja on tangentti
vektorille ¢ siten, ettd T'(i) = z. Yhtdlon (15) nojalla DT((y) = ¢ ja siten

(16) T(i, G) = (2, Q)

Kuvaus T on my6s bijektiivinen, silld se on joko translaatio, dilaatio tai kier-
to. Kuvaus (z,¢) — T on jatkuva, silld T on jatkuvien kuvausten yhdistettyni ku-
vauksena jatkuva ja differentiaali on jatkuva. Lisdksi on olemassa kiddnteiskuvaus
PSL(2,R) — Su, (T(z), DT(C)) — (z,(), joka on jatkuva.

Kuvaus (z,() — T on homeomorfismi joukkojen Sy ja PSL(2,R) vililla, silld

matriisien kertolasku joukossa PSL(2,R) vastaa Mobius-muunnosten yhdistamista
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joukolla Sy. Olkoon kuvaus S € PSL(2,R) siten, ettd S(z,({) = (2/,¢’). Tallsin
S(z,¢) = ST(i, (o) yhtélon (16) nojalla ja siten viimeinen viite pétee. O

Madritelladn joukkoon Sy (Riemannin) metriikka di [4, s.25]
dl = v/ ds? + db?,

missi ds on hyperbolinen metriikka joukossa H ja
1
0 = o arg(().
s
Talloin dv = dudf antaa tilavuuden joukossa Sy, missd dp on hyperbolinen pinta-ala

joukossa H.

LAUSE 3.50. Metriikka dl ja tilavuus dv sdilyvdt joukon PSL(2,R) muunnoksissa.
[4, 5.156-157]

TobisTus. Viitteet nihdddn suoralla laskulla. Olkoon f(z) = % e PSL(2,R),

jolloin pisteelle (z,() péatee (z,¢) — (f(2),(Df)()) = (2,¢’). Joukon Sy metriikka
dl on normi joukon Sy tangenttiavaruudessa:

2
I(dz, )| = % T (do)”.

2

Koska jokainen summattava on muuttumaton kuvauksessa (z, () — (f(2), (Df)(C)) =
(z/,¢"), niin
d="* _ [f () Pldz? _ |de?
(Imf(2))*  (Im(f(2))* ¥

ja
(d¢')? = (dg)*.
Néin ollen metriikka dl sdilyy joukon PSL(2, R) muunnoksissa. Tilavuuden dv muut-

tumattomuus seuraa metriikan sdilymisestd joukon PSL(2, R) muunnoksissa. U

Mébiuskuvausten (eli ryhmén PSL(2,R)) toiminta joukolla H voidaan siirtdé toi-
minnaksi ylemman puolitason yksikkotangenttien joukolle Sy lauseen 3.50 mukaisesti.
Taman vuoksi Fuchsin ryhmié kisiteltiessd tutkitaan usein diskreettejd isometrioiden

ryhmid (ks. [5, s.27]), jotka toimivat joukolla Sg.
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