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Tamén tutkielman tarkoituksena on analysoida huutokauppoja peliteorian néko-
kulmasta. Tyon alkupuolella késitellddn kahden pelaajan strategisia pelejéa. Strate-
gista pelid sanotaan nollasummapeliksi, jos pelaajien tulosten summa on nolla. Von
Neumannin minimax-lauseen mukaan jokaisella kahden pelaajan nollasummapelill&
on arvo, joka saavutetaan optimaalisia strategioita kayttamaélla. Vastaavasti strategi-
nen peli on yleinen summapeli, jos pelaajien tulosten summa on erisuuri kuin nolla
joillakin strategioilla. Osoittautuu, etté jokaisessa kahden pelaajan yleisessd summa-
pelissé on ainakin yksi Nashin tasapaino.

Téassé tyossd ndytetadn, ettd englantilainen ja suljettu toiseksi korkeimman tar-
jouksen huutokauppa ovat ekvivalentteja tuoton suhteen yksityisten, riippumatto-
mien ja samoin jakautuneiden arvojen tapauksessa. Vastaava tulos pétee hollantilai-
sen ja suljetun korkeimman tarjouksen huutokaupan vililla. Kun huutokaupat ku-
vataan bayesildisind peleiné, osoittautuu, ettéd symmetrisessid bayesildisessd Nashin
tasapainossa tarjoaja tarjoaa oman arvostuksensa verran suljetussa toiseksi korkeim-
man tarjouksen huutokaupassa ja alle oman arvostuksensa suljetussa korkeimman
tarjouksen huutokaupassa. Lisiksi niytetdian, etté tietyilld oletuksilla huutokauppa-
mekanismit ovat ekvivalentteja tuoton suhteen edelld mainitussa tapauksessa.

Avainsanat: huutokauppamekanismit, nollasummapelit, peliteoria, yleiset summa-
pelit.
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Johdanto

Peliteoria on sovelletun matematiikan osa-alue, joka tutkii paatoksentekotilantei-
ta, joissa pelaajien taytyy tehdé valintoja, jotka vaikuttavat toisten pelaajien tulok-
siin ja pelin lopputulokseen. Peliteoriaa sovelletaan useilla eri tieteenaloilla, esimer-
kiksi taloustieteissé, biologiassa, psykologiassa ja uusimpana tietotekniikassa. Téssé
tyossé ollaan kiinnostuneita tutkimaan huutokauppoja peliteorian keinoin.

Tyossé perehdytéaédn ensiksi kahden pelaajan nollasummapeleihin ja yleisiin sum-
mapeleihin, jotta tarvittavat késitteet ja tulokset ovat kaytettavissd huutokauppojen
analysoimiseksi. Nollasummapeleissa toisen pelaajan tappio vastaa toisen pelaajan
voittoa. Pelaajille on 16ydettavissd optimaaliset strategiat, joissa pelaajat valitsevat
jokaiselle mahdolliselle vaihtoehdolleen kiinteén todennéikoisyyden. Keskeinen tulos
on von Neumannin minimax-lause, joka takaa, ettd jokaisella kahden pelaajan nol-
lasummapelilld on optimaaliset strategiat pelaajille ja pelilld on arvo. Pelin arvo on
luku, joka kertoo, paljonko pelaaja keskiméérin voittaa tai havida pelissd, kun pelaa-
jat kayttavat heiddn optimaalisia strategioitaan. Lisdksi tarkastellaan keinoja, joilla
optimaaliset strategiat ja pelin arvo voidaan 16ytéaa.

Yleiset summapelit ovat nollasummapelien yleistys, koska voittojen ei tarvitse vas-
tata tappioita. Néissé peleissé ei ole enédé optimaalisia strategioita pelaajille, vaan kes-
keinen késite on Nashin tasapaino. Tasapainossa pelaaja ei voi voittaa muuttamalla
yksipuolisesti strategiaansa. Edelleen jokaisessa kahden pelaajan yleisesséd summape-
lissé on ainakin yksi Nashin tasapaino, jonka takaa todistettava lause 3.17. Lisdksi
nédytetddn, miten ndmé tasapainot voidaan kdytannossa 16ytéa.

Huutokaupoista tarkastelun kohteeksi otetaan neljd huutokaupan perustyyppié,
jotka ovat englantilainen, hollantilainen, suljettu korkeimman tarjouksen ja suljettu
toiseksi korkeimman tarjouksen huutokauppa. Mallina kédytetdan yksityisten, riippu-
mattomien ja samoin jakautuneiden arvojen mallia, jossa tarjoajat maksimoivat odo-
tettua tulostaan. Osoittautuu, ettd tdssd mallissa myyjan odotettu tuotto on sama
englantilaisessa ja suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa. Néin kiy
myos hollantilaisen ja suljetun korkeimman tarjouksen huutokaupan valilla. Lisaksi
todistetaan tasapainostrategiat vastaavissa huutokaupoissa. Téssd yhteydessa puhu-
taan bayesiladisestd Nashin tasapainosta, joka on yleistys Nashin tasapainolle. Syynéa
tdhén on, ettéd tarjoajilla ei ole tietoa toisten tarjoajien arvoista huutokaupattaval-
le kohteelle. Neljan huutokaupan perustyypin késittely padtetddn hiukan yllattavaan
tulokseen, joka sanoo, etté sopivilla oletuksilla huutokaupat johtavat samaan odotet-
tuun tuottoon myyjille.
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Tyon lopuksi tarkastellaan radiotaajuushuutokauppoja esimerkkiné konkreettisis-
ta huutokaupoista. Vuonna 1994 Yhdysvalloissa jarjestettiin ensimmaéinen taajuus-
huutokauppa. Néissd huutokaupoissa myydéaén lisenssejd, jotka oikeuttavat radiotaa-
juuksien kayttdmiseen. Johtuen taajuushuutokauppojen monimutkaisuudesta analy-
soidaan eristettyja ongelmia yksinkertaistetuissa tapauksissa, joissa on enintéén kolme
tarjoajaa ja huutokaupattavina kohteina kaksi lisenssia.

Peliteorian kehittymisen mahdollisti todennékoisyyslaskennan alku, joka liittyi
Pierre de Fermat'n ja Blaise Pascalin kirjeenvaihtoon vuonna 1654. Nimittdin peli-
teorian yksi keskeinen késite on sekastrategia, joka perustuu todennékoisyyden késit-
teeseen. James Waldegrave esitti ensimmaéisen tunnetun sekastrategiaratkaisun mat-
riisimuotoisessa pelissid. Waldegrave oli etsinyt strategiaa, joka maksimoisi pelaajan
voittamistodennékoisyyden riippumatta siitd, minkéa strategian vastustaja valitsee.
Tamaé tunnetaan nykyisin minimax-ratkaisuna. Se liittyi peliin le Her, joka on kuvail-
tu Waldegraven kirjeesséd Pierre Rémond de Montmortille péivayksellda 13.11.1713.
Pelissé on kaksi pelaajaa ja sitd pelataan tavallisella korttipakalla. Pelin tarkoituk-
sena on saada kortti, joka on arvoltaan suurempi kuin vastustajan kortti. Tarkempi
kuvaus pelisté 16ytyy esimerkiksi Magdalena Hyksovén paperista [10]. Pelid le Her oli-
vat jo tutkineet de Montmort ja Nicholas Bernoulli keskin&isessé kirjeenvaihdossaan
vuonna 1713. Vaikka de Montmort julkaisi peliin liittyvéan kirjeenvaihdon, joka sisél-
si Waldegraven ratkaisun [5], Waldegraven ratkaisu pysyi huomaamattomana hyvin
pitkaén.

Vuosina 1921-1927 Emile Borel julkaisi muistiinpanojen sarjan [2]-[4], joka kiisitte-
li symmetrisid kahden pelaajan nollasummapelejé, joissa on dérellinen maérd puhtai-
ta strategioita jokaiselle pelaajalle. Borel oli ensimmaéinen, joka yritti matematisoida
strategiapelin. Héan esitteli késitteen method of play, joka vastaa nykyisin puhdas-
ta strategiaa, ja etsi sekastrategioiden ratkaisua, joka on nykyisin minimax-ratkaisu.
Vuonna 1921 Borel todisti paperissaan téllaisen ratkaisun olemassaolon tapaukses-
sa, jossa on kolme puhdasta strategiaa jokaiselle pelaajalle. Mychemmin etsiessdian
vastaesimerkkid hén todisti saman viidelle puhtaalle strategialle, minka hén kuvasi
paperissaan [3]. Hén uskoi, ettei sitd voi tehdd yleisessd tapauksessa. Paperissa [4]
h&n muotoili ongelman, muttei antanut todistusta.

Vuonna 1928 John von Neumann todisti minké tahansa aérellisen kahden pelaa-
jan nollasummapelin sekastrategioiden ratkaisun olemassaolon. Hénen tutkielmansa
[23] edustaa todellista virstanpylvésta peliteorian historiassa. Von Neumann esitti
matematisoinnin yleiselle dérelliselle n-pelaajan nollasummapelille. Erikoistapaukses-
sa, jossa pelaajien méara on kaksi, hdn todisti minimax-ratkaisun olemassaolon, joka
on tarked tulos matriisimuotoisten pelien teoriassa.

Vuonna 1953 Maurice Fréchet julkaisi teoksen Econometrica Savage’s English, jo-
ka sisélsi kddnnokset Borelin muistiinpanoista [2]-[4]. Han nimesi Borelin peliteorian
aloitteentekijéksi ja von Neumannin perustajaksi. Vaitettda tuki se, ettei Borel tul-
lut olennaisiin tuloksiin pelin ratkeavuudessa. Von Neumannin tutkimus julkaistiin
muutamia vuosia myohemmin, mutta se sisélsi kattavan ja tarkan esittelyn peliteo-
rian yleisistd késitteistd ja minimax-lauseen todistuksen. Liséksi tutkimuksella oli
huomattavaa vaikutusta peliteorian jatkokehityksessé.
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Seuraava térked virstanpylvés oli vuonna 1944 julkaistu laajennettu monografia
Theory of Games and Economic Behavior [24], joka syntyi von Neumannin ja talous-
tieteiliji Oskar Morgensterin yhteistyon tuloksena. Tétéa tapahtumaa pidetdéan peli-
teorian alkuna tdysimittaisena matemaattisena osa-alueena. Von Neumann ja Mor-
genstern aloittivat yksityiskohtaisen taloudellisten ongelmien muotoilun ja osoittivat
poikkeuksellisen laajat peliteorian kdyttomahdollisuudet taloudessa. Monografia sai
aikaan peliteorian kehittdmisen ja soveltamisen eri aloilla.

Vuonna 1949 John Forbes Nash kirjoitti vaitoskirjansa Non-Cooperative Games,
jossa késite tasapainopiste otettiin kdyttoon ja sen olemassaolo todistettiin. Nykyisin
késite tunnetaan Nashin tasapainona. Téarkeimmét vaitostutkimuksen tulokset jul-
kaistiin lyhyessd muistiinpanossa [17] ja yksityiskohtaisemmassa paperissa [18] vuo-
sina 1950 ja 1951.

1950- ja 1960-luvuilla peliteoriaa laajennettiin teoreettisesti sekéd sovellettiin so-
dan ja politiikan ongelmiin. 1970-luvulta lédhtien peliteorialla on ollut merkittava roo-
li talousteoriassa. Peliteoria sai erityistd huomiota vuonna 1994, kun taloustieteilijat
Nash, John Harsanyi ja Reinhard Selten palkittiin Nobel-palkinnolla. 1990-luvulla
suunniteltiin ja toteutettiin peliteorian soveltamista huutokauppoihin. Merkittavit
peliteoreetikot, kuten Robert Wilson, Paul Milgrom ja Preston McAfee, olivat muka-
na suunnittelemassa radiotaajuuslisenssien oikeanlaista jakamista. Useimpien huuto-
kauppojen suunnittelun tavoitteena oli jakaa resurssit tehokkaammin kuin perinteiset
valtiolliset tavat, kuten valitsemalla tai arpomalla lisenssien saajat.



LUKU 1

Peruskéasitteita

Tutkielman aluksi mééritelldan késitteitd ja merkintoja, joita kdytetddn myohem-
misséd luvuissa. Tamén luvun ldhdeteoksina on kéytetty Christel ja Stefan Geissin
teosta [7] sekd Veikko Purmosen luentomonisteita [20] ja [21].

MAARITELMA 1.1. Matriisin A = A, transpoosi on n X p -matriisi AT = Agxp,
jonka alkioille pétee

[A i = [Alwi
kaikillat=1,...njak=1,...,p.

MAARITELMA 1.2. Euklidinen skalaari- eli pistetulo (+) : R™ x R™ — R méiéritelldin

asettamalla .
-y -= Z ZiYi
i=1

kaikille x = (z1,...,2,) € R" ja y = (y1,...,yn) € R"™. Edelleen pistetulo méarii
euklidisen normain || - ||,

" 1/2
el = (zxs) _ @,
=1

MAARITELMA 1.3. Olkoot x € R" jar > 0. Talloin x-keskinen r-sdteinen avoin pallo
avaruudessa R™ on joukko

B(z;r) = B"(x;r) == {y e R" : [l —yl| <7},
suljettu pallo B B
B(x;r)=B"(z;r) ={y € R": ||z —y|| <}
ja pallopinta
S(zir) = 8" Hayr) ={y €R": [lx —yl| = r}.
MAARITELMA 1.4. Piste z € R™ on joukon A C R" reunapiste, jos patevit
B(z;r)NA#0D
ja
B(x;r) N A® £
kaikilla » > 0.
MAARITELMA 1.5. Joukolle A C R™ méaritelladn reuna 0A asettamalla
0A :={z € R": z on joukon A reunapiste}.
MAARITELMA 1.6. Kuvauksen f : X — Y rajoittuma joukkoon A C X on kuvaus
fla:A—= B:z— f(x),
missd f(A) C BCY.
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MAARITELMA 1.7. Joukon X identtiseksi kuvaukseksi kutsutaan kuvausta id : X —
X, jolle on voimassa

id(r) =« kaikilla x € X.
MAARITELMA 1.8. Joukon B C Y alkukuva kuvauksessa f : X — Y on
S (B):={z e X: f(z) e B}.
MAARITELMA 1.9. Kuvaukselle f : X — R méaritelldan joukko
ar%g(axf(x) = {x e X: f(x)= r;gch(y)} :

MAARITELMA 1.10. Olkoon 2 epéatyhja joukko. Osajoukkojen A C €2 kokoelmaa F
kutsutaan o-algebraksi joukossa €2, jos seuraavat ehdot patevit.

(1) 0,2 e F.
(2) Jos A€ F, niin A°:=Q\A € F.
(3) Jos Ay, Ay, ... € F, niin | J;2, A; € F.

MAARITELMA 1.11. Paria (€2, F), missd F on o-algebra joukossa (2, kutsutaan mi-
talliseksi avaruudeksi. Alkioita A € F kutsutaan tapahtumiksi.

MAARITELMA 1.12. Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus. Kuvausta P : F — [0, 1]
kutsutaan todenndkoisyysmitaksi, jos seuraavat ehdot péatevit.

(1) P(Q2) = 1.
(2) Kaikilla Ay, Ao, ... € F siten, ettd A; N A; = 0 kaikilla ¢ # j, pétee

o (00) - S

MAARITELMA 1.13. Olkoon €2 epétyhja perusjoukko, F o-algebra joukossa €2 ja P
todennédkoisyysmitta. Kolmikkoa (2, F,P) kutsutaan todenndkdisyysavaruudeksi.

MAARITELMA 1.14. Pienintd o-algebraa, joka siséltdd joukon R avoimet joukot, kut-
sutaan Borelin o-algebraksi, jota merkitaan B(R).

MAARITELMA 1.15. Olkoon (€2, F) mitallinen avaruus. Kuvaus V' : Q — R on satun-
naismuuttuja, jos pitee

VI(B) € F kaikilla B € B(R).

MAARITELMA 1.16. Satunnaismuuttujan V : 2 — R realisaatioksi kutsutaan reaali-
lukua V(w), missd w € Q.

MAARITELMA 1.17. Olkoon (€2, F,P) todennékéisyysavaruus ja V' : Q — R satun-
naismuuttuja. Talloin todenndkdisyysjakauma on kuvaus Py : B(R) — [0, 1],

Py (B) :=P(VI"(B)), missi B € B(R).

MAARITELMA 1.18. Olkoon (€2, F,P) todennékdisyysavaruus ja V' : Q — R satun-
naismuuttuja. Talloin kertymdfunktio on kuvaus Fy : R — [0, 1],

Fy(c) : = Py((~00,d]) = P(VI((—00,d])) = P({w € Q: V(w) € (~00,]})
=P{weQ:V(w) <c}).
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MAARITELMA 1.19. Olkoon (9, F,P) todennékoisyysavaruus. Satunnaismuuttujia
Vi:Q — R,i =1,...,n, katsutaan riippumattomiksi, jos kaikilla By, ..., B, € B(R)
patee

PV, € By,...,.V, € B,) =P(Vy € By)---P(V,, € By).

MAARITELMA 1.20. Olkoon (€, F,P) todenndkdisyysavaruus. Satunnaismuuttujat
Vi:Q—= R0 =1,.. n, ovat samoin jakautuneita, jos pitee

Fy,(c) = Fy,(¢) =--- = Fy, (c) kaikilla ¢ € R.

MAARITELMA 1.21. Olkoon (£2, F,P) todennikéisyysavaruus. Satunnaismuuttujan
V . Q — R odotusarvo on luku

E[V] = /Q V dP = /Q V(w) dP(w).



LUKU 2

Kahden pelaajan nollasummapelit

Téassd luvussa kasitelladn kahden pelaajan nollasummapelejé. Pelaajat tekevét
valintojaan samanaikaisesti ja néin ollen he eivét voi olla varmoja valintojensa seu-
rauksista. Jokainen pelaaja hyotyy vain toisen pelaajan kustannuksella. Témén luvun
péaidldhdeteoksina on kéytetty Emmanuel Barronin teosta [1] ja Yuval Peresin luento-
materiaalia [19].

ESIMERKKI 2.1. Tarkastellaan pelid, jossa on kaksi pelaajaa. Pelaajalla 2 on kaksi
kolikkoa taskussaan. Han ottaa joko yhden kolikon vasempaan kéteensé tai kaksi ko-
likkoa oikeaan kéteensé. Pelaaja 1 valitsee jommankumman kéden ja voittaa kddessé
mahdollisesti olevat kolikot.

Talloin vaihtoehdot ’oikea’ ja 'vasen’ ovat kummankin pelaajan mahdolliset stra-
tegiat ja edelleen joukko {’oikea’, 'vasen’} on kummankin pelaajan kaytettévissa ole-
vien strategioiden joukko. Kuvausta u; : {oikea’, 'vasen’} x {’oikea’, 'vasen’} — R,

2, jos s1 = ’oikea’ = sy
ui(s1,82) =< 1, jos s1 = 'vasen’ = Sy
0, muuten,

kutsutaan pelaajan 1 tulosfunktioksi. Vastaavasti kuvaus uy : {’oikea’, 'vasen’} X
{’oikea’, 'vasen’} — R,

U2(51732) = —U1(51752),

on pelaajan 2 tulosfunktio.

Maaritellddn strateginen peli yleisessé tapauksessa, koska médritelméa kaytetaan
my6s myohemmissa luvuissa.

MAARITELMA 2.2. Olkoon n € N. Kokoelmaa &airellisia joukkoja S; ja kuvauksia
u; » Sy X -+ xS, = R, missd ¢ = 1,...,n, kutsutaan n-pelaajan strategiseksi peliksi.
Se voidaan kuvata kolmikolla

G = (N, (5:), (u;)),

missi N = {1,...,n} on pelaajien joukko, joukko S; on pelaajan i € N kdaytetti-
vissd olevien strategioiden joukko ja kuvaus w; on pelaajan ¢ tulosfunktio. Joukkoa
S; kutsutaan myos pelaajan @ strategia-avaruudeksi, jonka alkiot s; ovat pelaajan @
strategioita.

Huomautus 2.3. Strategista pelid kutsutaan myos tiyden informaation peliksi, koska
pelaajilla on tieto muiden pelaajien mahdollisista strategioista ja pelin lopputuloksista
kaikissa mahdollisissa tilanteissa.
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MAARITELMA 2.4. Kahden pelaajan strateginen peli on nollasummapeli, jos toisen
pelaajan tappio vastaa toisen pelaajan voittoa. Toisin sanoen pétee

u(s1, 82) + us(s1,82) =0
kaikilla s; € S ja so € S, missd u; : S; X S; — R on pelaajan i tulosfunktio.

MAARITELMA 2.5. Kahden pelaajan nollasummapeli voidaan esittédd (m x n)-tulos-
matrisina

a1 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A= (ai;) =

Am1 Am2  * Amn

Matriisin rivit ovat pelaajan 1 mahdollisia strategioita ja sarakkeet pelaajan 2 mah-
dollisia strategioita. Kun pelaaja 1 valitsee strategian i ja pelaaja 2 strategian j,
niin pelaaja 2 maksaa pelaajalle 1 médran a;;. Esitystd kutsutaan pelin normaali- ta
strategiseksi muodokst.

ESIMERKKI 2.6. Jatketaan esimerkkia 2.1. Pelin tulosmatriisi on seuraavanlainen

Pelaaja 2 | Oikea Vasen
Pelaaja 1
Oikea 2 0
Vasen 0 1

Pelaaja 2 haluaa minimoida tappionsa, jolloin hén valitsee yhden kolikon vasempaan
kéteensd. Jos pelaaja 1 oppii pelaajan 2 strategian, niin pelaaja 2 hévida yhden koli-
kon. Pelaajan 2 kannattaakin vaihtaa strategiansa kahteen kolikkoon, jos hén arvelee,
ettd pelaaja 1 tietdd hianen alkuperéisen strategiansa. Pelaajan 1 tietoméaéré vaikuttaa
olennaisesti pelaajan 2 strategian onnistumiseen. Néin ollen pelaaja 2 voi varmistaa
enintdédn yhden kolikon tappion.

Myos pelaaja 1 haluaa maksimoida voittonsa, jolloin hén valitsee oikean kédden
voittaakseen kaksi kolikkoa. Pelaaja 2 voi varmistaa, ettei pelaaja 1 voita mitédén, jos
hén arvaa pelaajan 1 strategian. Pelaaja 1 voi varmistaa vain, ettei hédn havid mitéaén.

MAARITELMA 2.7. Sekastrategia on strategia, jossa pelaaja valitsee jokaiselle mahdol-
liselle strategialle jonkin kiintedn todennékoisyyden. Sekastrategia pelaajalle 1 méaéri-
tellisin vektorina (py, pa, ..., pm) |, missé p; on strategian i pelaamisen todenniksisyys.
Vastaavasti sekastrategia pelaajalle 2 on vektori (q1, ga, ..., @) ", missi ¢; on strategian
J pelaamisen todennéakdisyys.

MAARITELMA 2.8. Sekastrategioiden joukko pelaajalle 1 méaritelladn joukkona

Ay = {PERm D Pi 2072291‘: 1}
i=1
ja pelaagalle 2

A, = {qER”:quO,quzl}.
j=1
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MAARITELMA 2.9. Puhdas strategia on sekastrategia, jossa tiettyd strategiaa pela-
taan todennékoisyydella 1.

MAARITELMA 2.10. Olkoon A = (a;;) tulosmatriisi. Jos pelaaja 1 pelaa sekastrategi-
aa p ja pelaaja 2 valitsee sarakkeen 7, eli pelaa puhdasta strategiaa 7, niin tulosvektori

pelaajalle 2 on
pTA= Zpiaij-
i=1

Jos pelaaja 2 pelaa sekastrategiaa ¢ ja pelaaja 1 valitsee rivin ¢, eli pelaa puhdasta
strategiaa ¢, niin tulosvektor:i pelaajalle 1 on

n
Aq = Z aijqj.
7j=1

Jos pelaaja 1 pelaa sekastrategiaa p ja pelaaja 2 sekastrategiaa ¢, niin maksu, jonka
pelaaja 2 maksaa pelaajalle 1, on

aix - Qip 41 m n
pTAg=(p - pm) | : : : :ZZPiaiij-

A1 " Qmn qn i=1 j=1

ESIMERKKI 2.11. Jatketaan esimerkkid 2.6. Oletetaan, ettd pelaaja 1 pelaa sekastra-
tegiaa valitsemalla oikean kédden todennékoisyydelld p ja vasemman kidden todenné-
koisyydelld 1 —p, missd p € [0, 1]. Télloin pelaajan 2 odotettu tappio on 2p pelaamalla
puhdasta strategiaa ’oikea’ ja 1 — p valitsemalla strategian 'vasen’. Jos pelaaja 2 tie-
tdd todennékoisyyden p, han pyrkii minimoimaan odotetun tappionsa, eli han pelaa
strategiaansa, joka vastaa lukujen 2p ja 1 —p minimié. Tietden pelaajan 2 minimoivan
tappionsa pelaaja 1 pyrkii maksimoimaan voittonsa valitsemalla todennakoisyyden p,
eli hdn maksimoi lukua min{2p, 1 — p}. T&ll6in saadaan

2 1
mln{2p7 1 _p} < gﬂ kun p 7£ 57

ja
in{2p,1 — p} = 2 kun p = 1
min{2p, 1 —p} = 3, p=3
josta saadaan max min{2p, 1 —p} = % Niin ollen sekastrategia pelaajalle 1 on (%, %)T
ja odotettu voitto on % riippumatta siité, tietddako pelaaja 2 hidnen strategiaansa.
Oletetaan seuraavaksi, ettd pelaaja 2 pelaa sekastrategiaa valitsemalla oikean
kdden todennékoisyydelld ¢ ja vasemman kéden todennékoéisyydelld 1 — ¢, missa
g € [0,1]. Télloin pelaajan 1 odotettu voitto on 2¢ valitsemalla strategian ’oikea’
ja 1 — q valitsemalla strategian 'vasen’. Jos pelaaja 1 tietdéd todennékoisyyden ¢, hén
maksimoi odotetun voittonsa, eli hén valitsee strategiansa, joka vastaa lukujen 2q ja
1 — ¢ maksimia. T&ll6in vastaavasti pelaaja 2 valitsee todennékoisyyden ¢ = % mini-
moidakseen tappionsa. Sekastrategia pelaajalle 2 on (%, %)T ja odotettu tappio on %
riippumatta siité, tietddko pelaaja 1 hidnen strategiaansa.
Lopuksi huomataan, etté sekastrategioiden tapauksessa pelaaja 2 hdvida vihem-
mén pelaajalle 1 kuin puhtaiden strategioiden tapauksessa, esimerkissd 2.6. Liséksi
huomataan, ettd pelaajan 1 odotettu voitto vastaa pelaajan 2 odotettua tappiota.
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2.1. Von Neumannin minimax-lause

Seuraava lause on tdmén luvun pédtulos, joka sanoo, ettd jokaisella kahden pe-
laajan nollasummapelilld on arvo. Ennen lauseen todistamista esitelladn aputuloksia,
joita tarvitaan todistuksessa.

LAUSE 2.12 (Von Neumannin minimax-lause). Olkoon A (mxn)-tulosmatriisi, A, =
{peR™:p; >0,>" p; = 1} sekastrategioiden joukko pelaajalle 1 ja A, = {q €
R":q; =0, Z?Zl q; = 1} sekastrategioiden joukko pelaajalle 2. TdllGin pitee

max min p' Ag =: V := min max p' Agq.
PEAM qEA, q€EAL pEAM

Lukua V kutsutaan kahden pelaajan nollasummapelin arvoksi.

MAARITELMA 2.13. Joukko K C R? on konveksi, jos kaikilla a,b € K pitee
{pa+(1—pb:pel0,1]} € K.

LEMMA 2.14. Konwveksien joukkojen leikkaus on konveksi.

TobisTus. Olkoon {K;};c; kokoelma konvekseja joukkoja K, missd I on mielival-
tainen indeksijoukko. Jos a,b € N;cr K; C K; milla tahansa ¢, niin mééritelman 2.13
nojalla péatee
pa+ (1 —p)b e K;
kaikilla p € [0, 1]. Koska pa + (1 — p)b € K; kaikilla ¢ € I, niin saadaan
pa + (1 —p)b € ﬂielKi.
Nain ollen leikkaus N;c7K; on konveksi. ]

LAUSE 2.15 (Separoiva hypertaso -lause). Oletetaan, etti joukko K C R? on suljettu
ja konveksi. Jos vektori 0 € K, niin on olemassa vektori z € R? ja vakio ¢ € R siten,
etta

0<c<z'w
kaikilla vektoreilla v € K.

Tobistus. Olkoon joukko K suljettu ja konveksi. Valitaan luku R siten, ettd R-
siteinen 0-keskinen pallo leikkaa joukon K. Kuvaus f: KN {z € R?: ||z|]| < R} —
[0,00) : v — ||v]| on jatkuva ja méadrittelyjoukko on epétyhja, suljettu ja rajoitettu,
joten se on kompakti. Néin ollen kuvaus f saavuttaa infimuminsa jossakin pisteessa
z € K, joten voidaan kirjoittaa

(21) 121l = inf |l
Niytetidn, ettd ¢ < z'v pitee kaikilla vektoreilla v € K. Olkoon v € K. Koska
joukko K on konveksi, niin mééritelmén 2.13 mukaan mille tahansa luvulle € € (0, 1)

pétee ev + (1 — €)z = z — e(z — v) € K. Koska kohdan (2.1) mukaan vektorilla z on
pienin normi, saadaan

12 < [lz = e(z = )P = (=" —e(z" —v"))(z = e(z = v))
—2lz—e2"(z—v)—e(zl —vNz+ (" —v) (2 =)

= ||z||2 — 2€ZT(2 — )+ €2||Z — U||2.
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Yhtasuuruudet seuraavat normin maéritelméasta. Edelleen saadaan
2¢z" (2 —v) < ||z — )%,
josta jakamalla saadaan
2 (z =) < —Hz — %
Kun luvun € annetaan ldhestyé nollaa, saadaan
2Tz— 2w <0

ja muokkaamalla

121* < 2o
Kun z € K ja 0 ¢ K, niin pétee ||z|| > 0. Valitsemalla vakio ¢ = 3||z||* saadaan

0<c<2=|]z|P <z
kaikilla vektoreilla v € K. O

LEMMA 2.16. Olkoot X ja Y suljettuja ja rajoitettuja joukkoja avaruudessa R?. Ol-
koon lisiksi funktio f : X xY — R jatkuva molemmissa koordinaateissa. Tdlloin
pdtee

max min f(2,y) < min max f(z,y).
TobisTtus. Olkoon pistepari (z*,3*) € X x Y annettu. Nyt epayhtéalot f(z*, y*) <
sup,ex f(x,y*) jainf ey f(z*,y) < f(a*,y*) patevit infimumin ja supremumin méaa-
ritelmien nojalla. T&lloin saadaan
(2.2) inf f(z",y) < sup f(z,y").

yey rzeX
Koska epédyhtalo (2.2) pitee milld tahansa muuttujan z* € X arvolla, niin se pétee
myos supremumilla sup,..y vasemmalla puolella. Vastaavasti, koska epéyhtélo (2.2)
pétee kaikilla muuttujilla y* € Y, se pdtee myos infimumilla inf,-cy oikealla puolella.
Niin ollen saadaan

sup inf f(z,y) < mf sup f(z,y).
zeX YEY Yzex

Koska funktio f on jatkuva ja joukot X ja Y ovat suljettuja ja rajoitettuja, niin
minimit ja maksimit saavutetaan. Téalloin saadaan viite

max min f(2,y) < min max f(z,y). O

MAARITELMA 2.17. Sanotaan, etté tulosvektori w € R? dominoi toista tulosvektoria
u € R, jos epiyhtilo w; > u; pitee kaikilla i = 1, ..., d. Télloin merkitiin w > .

LAUSEEN 2.12 TODISTUS. Osoitetaan ensin, ettd sekastrategioiden joukko A,, on sul-
jettu ja rajoitettu. Sekastrategioiden joukolle A,, padttely menee vastaavalla tavalla.
Joukko A, voidaan kirjoittaa muodossa

={geR":¢;20,) ¢=1={a>0}n--N{g>0}n{> ¢ =1}
j=1 J=1

={q = 0}n---N{g. >0} n (1),
missd kuvaus f : R" = R, f(q,...,q,) = Z?Zl q;, on jatkuva. Tall6in joukko A, on
suljettu, koska {¢; > 0} kaikilla j = 1,...,n ja {1} ovat suljettuja joukkoja, alkukuva
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=1 (1) on suljettu ja edelleen suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu (katso Veikko
Purmosen luentomonisteesta [20, s. 24, 35]). Liséksi joukko A, on rajoitettu, koska
pitee A, C B(0,1). Nyt epayhtilo

2.3 TA TA
29 RGP A S ey A

seuraa lemmasta 2.16, koska kuvaus h(p,q) = p' Aq on jatkuva molemmilla muuttu-
jilla ja sekastrategioiden joukot A,, C R™ ja A,, C R" ovat suljettuja ja rajoitettuja.
Osoitetaan epéayhtélod

2.4 max min p' A min max p' A
( ) peAm qGA p q qGAnPGA p q

tekemalla vastaoletus

max min p' Ag < A\ < min max p' A
PEAM qEAnp 1 q€AR peAmp a
jollain vakiolla A € R. Maéritelldan uuden pelin tulosmatriisi A siten, etté sen alkiot
ovat muotoa a;; = a;; — . Koska jokainen alkio matriisissa A pienenee vakion A verran,
niin odotetut tulokset jokaiselle sekastrategioiden parille pienenevit myos vakion A
verran. Néin ollen saadaan
2.5 max min p' Ag < 0 < min max p' A
( ) pEAi qEA, p q qEA, pGAX p 4
Jokainen sekastrategia g € A,, pelaajalle 2 antaa tulosvektorin /Alq € R™. Merki-
taan kirjaimella K kaikkien vektoreiden u joukkoa, joille on olemassa voittovektori
Aq siten, ettd vektori u dominoi vektoria Aq, eli patee u > Aq Toisin sanoen on

K:{u:Aq+v:q€An,vERm,v>O}.

Alkupaéttelyn nojalla sekastrategioiden joukko A, on suljettu ja rajoitettu. Osoite-
taan vield joukon A,, konveksisuus. Olkoot q1, q2 € A,,. Talloin pétee

e+ (1 —€)g € Ay,

missd e € [0,1], koska Y77 eqj + (1 —€)q; =€) " q; +(1—€) D7 ¢f = 1. Myds
joukko {v € R™ : v > 0} on suljettu ja konveksi. Néin ollen joukko K on konvek-
sien joukkojen leikkauksena konveksi lemman 2.14 nojalla ja suljettujen joukkojen
leikkauksena suljettu.

Osoitetaan, ettd joukko K ei voi sisiltéé nollavektoria. Tehdéddan vastaoletus, etta
joukko K sisaltda nollavektorin. Télloin on sekastrategia ¢ € A,,, jolle pétee Aq <0,
koska vektori © dominoi vektoria flq. Edelleen mille tahansa sekastrategialle p € A,,
on pT/Alq < 0, joka on ristiriidassa epayhtédlon (2.5) oikean puolen kanssa. Néin ollen
joukko K tayttad lauseen 2.15 oletukset. Téll6in on olemassa vektori z € R™ ja vakio
¢ > 0 siten, ettd 0 < ¢ < z"w kaikilla vektoreilla w € K. Toisin sanoen pétee

(2.6) 2T(Ag+v)>¢e>0

kaikilla ¢ € A, ja v > 0.
Osoitetaan vield, ettéd tdytyy olla z; > 0 kaikilla 7. Oletetaan vastoin, ettéd z; < 0
jollekin j. Télloin vektorille v € R™, jolle v; — 0o ja v; = 0 kaikilla ¢ # j, on

2T(Ag+v) = 2" Ag + Z zjv; < 0

J
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jollakin ¢ € A,,. Tam# on ristiriita epayhtélon (2.6) kanssa. Lisdksi epéayhtalon (2.6)
nojalla kaikki komponentit z; eivét voi olla nollia. Téalloin on s = ", z; > 0. Nor-
meeramalla saadaan . .
P=—(21,.,2m) = —2 € Ay,
s s

koska 2 > 0 kaikilla i = 1,..,m ja ", 2 = 13" = = 1. Néin ollen saadaan
ﬁTflq > < > 0 kaikilla ¢ € A,. Toisin sanoen p on pelaajan 1 sekastrategia, joka
antaa positiivisen odotetun tuloksen riippumatta pelaajan 2 sekastrategiasta. Tama
on ristiriita epayhtdlon (2.5) vasemman puolen kanssa, koska sen mukaan pelaaja 1
voi varmistaa parhaimmillaan negatiivisen tuloksen. Néin ollen epdyhtaloista (2.3) ja
(2.4) seuraa lauseen yhtdsuuruus

max min p' Ag = min max p' Aq. U
PEA, gEA, qEAL pEAR,

MAARITELMA 2.18. Olkoon A (m x n)-tulosmatriisi. Strategia p € A, on optimaa-
linen pelaajalle 1, jos pétee

min p' Ag = max min p' Agq.
qEA, PEAM qEA,

Vastaavasti strategia ¢ € A,, on optimaalinen pelaajalle 2, jos patee

max p' AG = min max p' Aq.
pEA, qEA, PEAR,

Lauseen 2.12 seurauksena saadaan seuraava tulos.

SEURAUS 2.19. Jokaisessa kahden pelaajan nollasummapelissi on optimaaliset stra-
tegiat pelaagille 1 ja 2.

TobisTus. Lauseen 2.12 nojalla on aina olemassa luku V' siten, etté

. T . T
Ag=V = Aq.
pean achn’ 1 s€hnpeant 1
Valitaan nyt strategiat p € A,, ja § € A, joille patevit
AT . T
Aq = A
aeant 1T peR qen,
ja
T A~ . T
ma; Aq = min ma Aq.
peAi(n b2 q€A, pEAi p 2
Strategiat p ja ¢ ovat olemassa, koska kuvaus h(p, q) = p' Aq on jatkuva ja sekastrate-
gioiden joukot A,, ja A, ovat suljettuja ja rajoitettuja. Talloin p ja ¢ ovat optimaalisia
strategioita médritelmén 2.18 nojalla. U

ESIMERKKI 2.20. Osoitetaan, ettd esimerkissa 2.11 saadut strategiat ovat optimaali-

sia kiyttden méaaritelmaa 2.18. Naytetaéin ensin, ettéd strategia ( %, %)T on optimaali-

nen pelaajalle 1. Koska pelin arvo on V = %, médritelmén 2.18 nojalla saadaan

2 0 g \_ .. 2 2
)<o 1) (1—q>‘§2§23‘3‘“

Néytetddn seuraavaksi, ettd strategia (%, %)T on optimaalinen pelaajalle 2. Edelleen
madritelmén 2.18 avulla saadaan

(v 1-9) ?)(

Wl
win

min (
qun

Wi Wl
N——
|
=
Q0
"

()

|
()
I

<
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LeEMMA 2.21. Olkoon A = (a;j) tulosmatriisi, V' pelin arvo, p € A, optimaalinen
strategia pelaajalle 1 ja ¢ € A, optimaalinen strategia pelaajalle 2. Tdlloin pdtevit

> piai; =V kaikilla j=1,...,n
=1

ja
> aiq <V kaikillai =1, ....m.
j=1
Tobistus. Katso Emmanuel Barronin teoksesta [1, s. 32]. O

Huomautus 2.22. Kun molemmat pelaajat kdyttavit heiddn optimaalisia strategioi-
taan, saadaan tasan pelin arvo V. Tamén nékee paéttelysta

V= Z Vg < Z (Zﬁi%’j) 4 = Z Zﬁiaij(jj = Zﬁz‘ (Z aiﬂfj)
=1 -1 i=1

j=1 \i= i=1 j=1 j=1
m
<Y BV =V
=1

Seuraava lause auttaa optimaalisten strategioiden 16ytdmisessé.

LAUSE 2.23. Olkoon A = (a;;) tulosmatriisi, V pelin arvo, p € A,, optimaalinen
strategia pelaajalle 1 ja ¢ € A, optimaalinen strategia pelaajalle 2. Tdlloin pdatevit

(2.7) > piai; =V kaikilla j, joille g; > 0,
=1

Jja

(2.8) > ayg; =V kaikilla i, joille p; > 0.
j=1

TobpISTUS. Osoitetaan kohta (2.8). Kohta (2.7) todistetaan vastaavalla tavalla. Teh-
déd&n vastaoletus olettamalla, ettd on k siten, ettd p, > 0 ja Z?:l ai;q; # V. Téalloin
lemman 2.21 nojalla pitee Z?Zl ar;q; < V. Edelleen huomautusta 2.22 kéyttiden saa-

daan
V3o () < 3o -
i=1 j=1 i=1
mikéa on ristiriita. Néin ollen vaite on todistettu. OJ

Von Neumannin minimax-lause, lause 2.12, sanoo, ettid jokaisella kahden pelaa-
jan nollasummapelilld on aina arvo, mutta se ei anna keinoa 16ytda sitd. Kuitenkin
on olemassa keinoja, joilla tulosmatriisia voidaan yksinkertaistaa optimaalisten stra-
tegioiden ja pelin arvon médrddmiseksi. Téllaisia keinoja ovat dominaatio ja sym-
metria, joista ensimmaista kéasitellddn seuraavaksi. Symmetriasta 10ytyy esimerkiksi
Yuval Peresin luentomateriaalista [19].
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2.2. Dominaatio

Tarkoituksena on pienentdé tulosmatriisin kokoa, jotta sitd voidaan helpommin
tutkia. Tamé& tapahtuu poistamalla riveja tai sarakkeita, joita ei koskaan kayteté,
koska aina on parempi rivi tai sarake kéytettavissia. Menetelméaé kutsutaan dominaa-
tioksi.

MAARITELMA 2.24. Olkoot vektorit z; € R™ ja kertoimet \; > 0 kaikilla 7 =1,...,m
siten, ettd » ", \; = 1. Talloin vektori

m
i=1

on vektoreiden x; konveksi kombinaatio.

MAARITELMA 2.25. Sanotaan, ettd matriisin A = (a;;) rivi | dominoi rivia i, jos
patee a;; > a;; kaikilla j. Liséksi sanotaan, ettd rivi [ dominoi aidosti rivid i, jos
patee a;; > a;; kaikilla j. Yleisemmin sanotaan, etté rivien osajoukko I dominot rivia
i, jos on konveksi kombinaatio 3;, [ € I, siten, etté kaikille j pétee

(29) Z ﬁlalj 2 Aij-

lel
Vastaavasti sanotaan, ettd sarakkeiden osajoukko J dominoi saraketta j, jos on kon-
veksi kombinaatio 3;, [ € J, siten, etté kaikille ¢ patee

(2.10) Zﬁzaz‘l < gy

leJ
LAUSE 2.26. Oletetaan, etti kohta (2.9) pitee. Tdlloin voidaan poistaa rivi i, koska
pelaajalle 1 ei tule tappiota, vaikka hdn ei pelaa sitd. Vastaavasti, jos kohta (2.10)
pdtee, niin voidaan poistaa sarake j, koska pelaajalle 2 ei tule tappiota sarakkeen j
pelaamatta jattadmisesta.

Tobistus. Todistetaan, ettd jos epdyhtdlo (2.9) pétee, niin voidaan poistaa rivi ¢
vaikuttamatta pelin arvoon. Oletetaan, ettd pétee ) ., fia;; > a;; kaikilla j. Pelaaja
1 muuttaa sekastrategian p toiseen strategiaan z siten, ettd z; = 0, z; = p; + Oip;
kaikilla [ € I ja z; = pr muuten. T&ll6in saadaan

pAg = Z (szazj' + pia;; + Zpkakj> q;

J lel k
S Z <Z Pituj = szﬂl% + ZPk%’) ¢ =z Ag
J lel lel k

milld tahansa strategialla ¢. Néin ollen strategia z, jossa pelaaja 1 ei kaytéd rivid
¢, on vahintddan yhtd hyva kuin strategia p pelaajalle 1. Todistus sarakkeille menee
vastaavalla tavalla. U

ESIMERKKI 2.27. Tarkastellaan kahden pelaajan pelid, jossa molemmat pelaajat va-
litsevat numeron joukosta {1,2,....,n} ja kirjoittavat sen ylos. Sen jilkeen pelaajat
vertailevat numeroitaan. Jos numerot eroavat yhdelld, niin pelaaja, jolla on suurempi
numero, voittaa euron toiselta pelaajalta. Jos taas numerot eroavat vahintadn kah-
della, niin pelaaja, jolla on suurempi numero, maksaa kaksi euroa toiselle pelaajalle.
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Numeroiden ollessa yhta suuret kumpikaan pelaaja ei joudu maksamaan mitéén toi-
selle pelaajalle. Saadaan seuraavanlainen tulosmatriisi

Pelaaja2|1 2 3 4 5 --- n
Pelaaja 1
1 0o -1 2 2 2 2
2 1 0 -1 2 2 2
3 21 0 -1 2
4 2 -2 1 0 -1
5 2 -2 -2 1 0
n -2 -2 0

Kayttaen hyvéksi lausetta 2.26 tulosmatriisin kokoa voidaan pienentidé optimaa-
listen strategioiden etsimiseksi ja pelin arvon maardéamiseksi. Koska matriisissa pétee
a1; = a;; kaikilla 7 = 1,...,n ja ¢ = 4,...,n, niin voidaan poistaa rivit ¢. Vastaavasti,
koska pétee a;; < a;; kaikillaé = 1,...,n ja j = 4, ..., n, niin voidaan poistaa sarakkeet
j. Talloin saadaan seuraavanlainen tulosmatriisi

Pelaaja2| 1 2 3
Pelaaja 1
1 0 -1 2
2 1 0 -1
3 -2 1 0

Olkoon p" = (p1,p2, p3) sekastrategia pelaajalle 1. Tilloin odotettavissa olevat
maksut pelaajalle 2 jokaisella puhtaalla strategialla 1, 2 ja 3 ovat

0 -1 2

prA=(pr p2 ps) | 1 0 —1|=(p2—2ps, —pr+ps, 2p1—p2).
2 1 0

Tiedetdén, ettd p; +ps+p3 = 1, jolloin saadaan py = 1 —p; —p3. Télloin odotettavissa
olevat maksut tulevat muotoon

(1 —p1—3ps, —p1+ps, 3p1+ps—1).

Pelaaja 1 etsii strategiaa (p1, ps, p3) siten, ettd héin voittaa keskiméérin saman verran
riippumatta siitd, mitd puhdasta strategiaa pelaaja 2 kéayttaa. Merkitdédn pelin arvoa
kirjaimella V. Té&ll6in lauseen 2.23 nojalla saadaan yhtalot

1—p1—3ps=V
—p1+p3=V
3p1+p3—1=1V,

joista ratkaisemalla saadaan p; = }L, D2 = % ja ps = i. T&lloin optimaalinen strategia
pelaajalle 1 on (1,1 1)7.
Vastaavalla tavalla saadaan méarédttya optimaalinen strategia pelaajalle 2. Olkoon

q¢" = (q1, @, q3) sekastrategia pelaajalle 2. Nyt odotettavissa olevat voitot pelaajalle
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1 ovat
0 -1 2 Q1 —q2 + 23
Aq = 1 0 -1 @ | = q1 — 43 )
-2 1 0 q3 —2q1 + @2

josta saadaan ratkaistua pelaajan 2 optimaalinen strategia, joka on (%, %, %)T. Pelin
arvoksi saadaan

1

0o -1 2 4
S I B P

-2 1 0/ \:

4

Huomautus 2.28. Optimaalinen strategia ei vélttaméatta ole yksikésitteinen. Tarkas-
tellaan tulosmatriisia

Pelaaja2 |1 2 3
Pelaaja 1
1 2 1 2
2 2 -1 2
3 2 1 2

Kaytetdaan dominaatiota ensiksi riveihin, jolloin saadaan tulosmatriisi

Pelaaja2 |1 2 3
Pelaaja 1
3 21 2

Tamén jalkeen kiytetddin dominaatiota sarakkeisiin, minké seurauksena saadaan tu-
losmatriisi

Pelaaja 2 | 2
Pelaaja 1
3 1

Alkuperiisen pelin optimaalinen strategia pelaajalle 1 on (0,0,1) ja pelaajalle 2
(0,1,0)". Pelin arvoksi saadaan 1.

Tehd&édn dominaatio toisinpéin. Dominoidaan ensin sarakkeet, jolloin paadytadan
tulosmatriisiin

Pelaaja 2 | 2
Pelaaja 1
1 1
2 -1
3 1

Tamén jidlkeen dominoidaan rivit, jolloin saadaan tulosmatriisi

Pelaaja 2 | 2
Pelaaja 1
1 1
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Tallsin alkuperiisen pelin optimaalinen strategia pelaajalle 1 on (1,0,0)7 ja pelaajalle
2 (0,1,0)". Pelin arvoksi saadaan 1. Huomataan, etti tekemilld, dominaatio toisessa
jarjestyksesséd paadytadn eri strategiaan. Pelin arvo siilyy kuitenkin samana.

Huomautus 2.29. Optimaaliset strategiat eivit valttamétta pysy samoina prosessissa.
Olkoon tulosmatriisi

Pelaaja2 |1 2 3
Pelaaja 1
1 1 11
2 1 20
3 1 0 2

Olkoon p" = (pi1, p2, p3) sekastrategia pelaajalle 1. Tilloin odotettavissa olevat mak-
sut pelaajalle 2 ovat

p A= (p1 p2 p3) = (p1+p2+ps, p1+2p2, p1+2p3).

— ==
(&) O N =
N O =

2

w

Kuten esimerkissa 2.27, lauseen nojalla saadaan yhtalot

pL+p2t+p3s=V
pL+2p =V
p1+2p3 =1V,

joista saadaan pelin arvoksi V' = 1, koska pétee p; + ps + p3 = 1. Edelleen saadaan
ratkaistua pelaajalle 1 optimaalinen strategia, joka on (py, %(1—p1), %(1—101))T jollakin
p1 € [0, 1]. Vastaavalla tavalla saadaan méadrittyd pelaajan 2 optimaalinen strategia,
joka on (g1, %(1 —q), %(1 —q1))" jollakin ¢; € [0,1]. Huomataan, etti pelilli ei ole
yksikésitteisid optimaalisia strategioita pelaajille 1 ja 2. Kuitenkin pelin arvo on aina
yksikésitteinen ja se on tésséd tapauksessa V = 1.

Tulosmatriisissa ei ole selvdd dominointia. Vaitetdédn, ettd rivi 1 on dominoitu
rivien 2 ja 3 konveksilla kombinaatiolla. Jotta tdmé pétisi, taytyy olla jollakin vakiolla
0 < A < 1 voimassa epayhtélot

I<A-14(1=X)-1
I1<A-2+(1=X)-0
I<A0+(1=X)-2

Jérjestelmélla saadaan

1
1
1

NN IN

1
2\
2 — 2,

josta edelleen saadaan ratkaisuksi A = % Néin ollen lauseen 2.26 nojalla voidaan

poistaa rivi 1.
Uusi tulosmatriisi on muotoa
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Pelaaja2 |1 2 3
Pelaaja 1
2 1 20
3 1 0 2

Edelleen matriisissa ei ole selvdd dominointia. Viitetdan, ettd sarake 1 on dominoitu
sarakkeiden 2 ja 3 konveksilla kombinaatiolla. TAlloin saadaan epayhtalot

1>A-2+(1—=))-0=2\
12XA-04+(1—))-2=2-2)\

joista saadaan ratkaisuksi A = 3, joka kelpaa. Nyt voidaan poistaa sarake 1, jolloin

jéljelle jaa tulosmatriisi

1
2

Pelaaja 2 |2 3
Pelaaja 1

2 2
3 0

0
2

Olkoon nyt p" = (p, 1 — p) sekastrategia pelaajalle 1. T#llsin odotettavissa olevat
maksut pelaajalle 2 ovat

prA=(p 1-p) (g ;)):(219, 2 —2p),

josta saadaan ratkaistua optimaalinen strategia (%, %)T pelaajalle 1. Olkoon ¢’ =

(q,1 — q) sekastrategia pelaajalle 2. Odotettavissa olevat voitot pelaajalle 1 ovat

= (2) (100)= ()

,%)T pelaajalle 2. Néin ollen alkuperéisen
T pelaajalle 1 ja (0, 2, 1)T pelaajalle 2. Pelin

DRID)
joka on sama kuin alkuperdisen pelin arvo.
Lopuksi huomataan, ettd pelaajat eivét voi endd kayttdaa alkuperdisen pelin op-
timaalisia, puhtaita strategioita (1,0,0)" ja (1,0,0)". Kuitenkin pelin arvo pysyy
samana, vaikka strategiat muuttuvat prosessissa.

josta saadaan optimaalinen strategia
pelin optimaaliset strategiat ovat (0, %,
arvoksi saadaan

V-

N
N
~—
N
(el V)
N O
N
VN
N— DN



LUKU 3

Yleiset summapelit

Seuraavaksi siirrytdin tarkastelemaan yleisia summapelejd, jotka ovat yleistys ai-
emmin késitellyistd nollasummapeleisté. Jokainen pelaaja voi voittaa tai havita riip-
puen heidén valitsemastaan strategiastaan. Luvun pédldhteind on kaytetty Robert
Gibbonsin teosta [8], Lassi Kuritun luentomonistetta [13] ja Yuval Peresin luentoma-
teriaalia [19].

Yleinen summapeli on strateginen peli ja se voidaan kuvata kuin méaaritelméssa
2.2. Erona nollasummapeliin on vain seuraava maéritelmaé.

MAARITELMA 3.1. Kahden pelaajan strateginen peli on yleinen summapeli, jos pitee
u1(81,52) + ua(s1,52) # 0
joillakin s; € S7 ja s9 € Sy, missé u; : S1 X Sy — R on pelaajan ¢ tulosfunktio.

MAARITELMA 3.2. Kahden pelaajan yleinen summapeli voidaan esittéa strategisessa
muodossa (m x n)-tulosmatriisina

(a117 b11) (a127 512) Tt (alna bln)
(G217 b21) (a22, 522) Tt (Gzn, b2n)

C = (aij, bl]) = . . : )
(amb bml) (am27 bm2> Tt (amnu bmn)

jonka alkiot ovat jarjestettyjd pareja. Ensimméinen komponentti a;; kuvaa pelaajan
1 tuloksia ja toinen komponentti b;; pelaajan 2 tuloksia, kun pelaaja 1 valitsee stra-
tegian ¢ ja pelaaja 2 strategian j. Matriisissa on yhtd monta rivid kuin pelaajalla 1
on puhtaita strategioita ja yhtd monta saraketta kuin pelaajalla 2 on puhtaita stra-
tegioita.

Huomautus 3.3. Vaihtoehtoisesti kahden pelaajan yleinen summapeli voidaan esittaé
parina (m X n)-tulosmatriiseista A = (a;;) ja B = (b;;).

Seuraava esimerkki tunnetaan nimella vangin dilemma. Sen alun perin kehittivét
Rand Corporationin tutkijat Merrill Flood ja Melvin Dresher vuonna 1950. Prince-
tonin matemaatikko Albert W. Tucker muotoili sen ja antoi nimen vangin dilemma.

ESIMERKKI 3.4. Kaksi epdiltyd on kiinniotettuna ja kuulusteltavana samasta rikok-
sesta poliisilla, joka pyytdd heitd tunnustamaan. Poliisilla ei ole tarpeeksi todistei-
ta tuomita heitd. Molemmille epdillyille tarjotaan erikseen seuraavaa sopimusta. Jos
epailty tunnustaa ja toinen vaikenee, niin tunnustanut pd#see vapaaksi ja vaiennut
saa kymmenen vuotta vankeutta. Jos taas molemmat epaillyt tunnustavat, kumpikin
saa kahdeksan vuotta vankeutta. Jos molemmat vaikenevat, kumpikin saa vuoden
vankeutta pienisté rikoksista. Saadaan seuraavanlainen tulosmatriisi

20
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Pelaaja 2 | Vaikenee Tunnustaa
Pelaaja 1
Vaikenee | (-1, -1) (

Tunnustaa | (0, -10) (-8, -8)

Huomataan, ettd tunnustamalla pelaaja saa paremman tuloksen kuin vaikenemal-
la riippumatta toisen pelaajan valinnasta. Kuitenkin tulos on huonompi kummallekin
pelaajalle kuin jos molemmat vaikenevat.

Tarkastellaan seuraavaksi yleisid summapeleja nollasummapelien keinoin.

MAARITELMA 3.5. Olkoon A pelaajan 1 ja B pelaajan 2 (m x n)-tulosmatriisi kahden
pelaajan yleisessd summapelissi. Strategia p € A, on marmin-strategia pelaajalle 1,
jos pétee

min ' Ag = max min p' Ag.
qEA, PEAM qEA,

Vastaavasti strategia ¢ € A,, on marmin-strategia pelaajalle 2, jos pétee
. T~ . T
min p B¢ = max min p Bq.
PEA, b 4 q€EAR PEAR p 4
Huomautus 3.6. Maxmin-strategia on nollasummapelin optimaalinen strategia rivi-

pelaajalle. Yleisten summapelien tapauksessa myos pelaaja 2 yrittda maksimoida tu-
loksensa.

MAARITELMA 3.7. Olkoon A = (a;;) pelaajan 1 ja B = (b;;) pelaajan 2 (m x n)-
tulosmatriisi kahden pelaajan yleisesséd summapelissi. Pelaajan 1 turvaraja maaritel-
laan
m
= 1 (] — V
U1 ;ggii Hllel ; PiQ; A
missé strategia p, joka saavuttaa maksimin, on pelaajan 1 maxmin-strategia ja V4 on
nollasummapelin arvo tulosmatriisilla A. Vastaavasti pelaajan 2 turvarajo maéritel-
laan
n
Vg 1= ?eli}i miinz; bijq; = Vg,
]:
missé strategia ¢, joka saavuttaa maksimin, on pelaajan 2 maxmin-strategia ja Vgt
on nollasummapelin arvo tulosmatriisilla BT = (b;;).

Huomautus 3.8. Pelaajan 2 turvaraja on Vg7, koska nollasummapelissé tulosmatriisin
alkiot edustavat rivipelaajan voittoja ja sarakepelaajan tappioita.

Huomautus 3.9. Pelaaja 1 voi saavuttaa tuloksen v; ottamatta huomioon pelaajan
2 tulosmatriisia. Vastaavasti pelaaja 2 voi saavuttaa tuloksen vy ilman pelaajan 1
tulosmatriisia. Yleisessd summapelissé pelaaja saa ainakin turvarajansa verran.

Seuraava esimerkki on yksi peliteorian klassikoista, joka tunnetaan nimelld su-
kupuolten taistelu. Monia tilanteita voidaan mallintaa sen avulla, esimerkiksi kaksi
yritystd haluavat yhdenmukaistaa tuotteensa, mutta heiddn on paatettdava, kumpaa
tapaa he seuraavat tai osapuolet haluavat paastéd yhteisymmarrykseen, mutta heidédn
on paatettava, mitéd kieltd he kayttavit.
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ESIMERKKI 3.10. Tarkastellaan tilannetta, jossa pariskunta valitsee, minka elokuvan
he menevit katsomaan. Nainen haluaa menné katsomaan komediaa, mutta mies ha-
luaa ndhdé jannitystd. Kumpikaan ei halua katsoa elokuvaa yksin. Olkoon nainen
pelaaja 1 ja mies pelaaja 2. T&lloin tulosmatriisi on seuraavanlainen

Pelaaja 2 | Komedia Jénnitys
Pelaaja 1
Komedia | (4, 1)
Jannitys | (0, 0)

Méaritetdan turvarajat molemmille pelaajille. Tulosmatriisi pelaajalle 1 on

(1Y)

Olkoon (p,1 —p) ' sekastrategia pelaajalle 1 ja pelin arvo V. Kéyttien méiritelmis

3.7 saadaan yhtilot
dp = Va
1- b= VA7

joista ratkaisemalla saadaan p = % T#lloin pelaajalle 1 maxmin-strategia on (
ja turvaraja on v; = % riippumatta siitd, mitd pelaaja 2 tekee.
Pelaajalle 2 tulosmatriisi on
(1 0\ 7
po(} )=

Olkoon (¢,1 —q)" sekastrategia pelaajalle 2 ja pelin arvo V7. Edelleen méiritelméin

3.7 avulla saadaan yhtalot
q=Vpt
4(]‘ - q) - VBTJ

joista ratkaisemalla saadaan ¢ = %. Néin ollen pelaajalle 2 maxmin-strategia on
(%, %)T ja turvaraja on vy = % riippumatta siitd, mitd pelaaja 1 tekee. Huomataan,

ettd molemmat pelaajat saisivat paremman tuloksen valitsemalla sen, jonka toinen
haluaa.

Y

5)'

(S

3.1. Nashin tasapaino ja sen olemassaolo

MAARITELMA 3.11. Olkoon A pelaajan 1 (m x n)-tulosmatriisi. Strategia p* € A,,
on pelaajan 1 paras vastaus pelaajan 2 strategiaan q € A, jos pétee

pTAg > pTAq
kaikilla strategioilla p € A,,. Toisin sanoen strategia p* on sellainen, ettd

max p' Ag = p* " Aq.

PEAmM

Olkoon B pelaajan 2 (m x n)-tulosmatriisi. Vastaavasti strategia ¢* € A,, on pelaajan
2 paras vastaus pelaajan 1 strategiaan p € A,,, jos pétee

p'Bq* > p' Bq



3.1. NASHIN TASAPAINO JA SEN OLEMASSAOLO 23

kaikilla strategioilla ¢ € A,,. Toisin sanoen strategia ¢* on sellainen, etti

maxp' Bq=p' Bq*.
q€A,

MAARITELMA 3.12. Olkoon A pelaajan 1 ja B pelaajan 2 (m x n)-tulosmatriisi.
Vektoripari (p*, ¢*), missé p* € A,, on pelaajan 1 sekastrategia ja ¢* € A,, on pelaajan
2 sekastrategia, méaarittda Nashin tasapainon, jos pelaaja ei voita poikkeamalla siitd
yksipuolisesti. Toisin sanoen pétee

p*TAq* 2 pTAq*
kaikilla sekastrategioilla p € A,, ja

p*TBq* 2 p*TBq
kaikilla sekastrategioilla g € A,,.

Huomautus 3.13. Strategiapari (p*, ¢*) on Nashin tasapaino, jos ja vain jos strategia
p* on paras vastaus strategiaan ¢* ja strategia ¢* on paras vastaus strategiaan p*.

MAARITELMA 3.14. Nashin tasapainoa (p*, ¢*) sanotaan puhtaaksi, jos p* ja ¢* ovat
puhtaita strategioita.

MAARITELMA 3.15. Strategiaa p* kutsutaan pelaajan 1 tasapainostrategiaksi. Vas-
taavasti strategiaa ¢* kutsutaan pelaajan 2 tasapainostrategiaksi.

MAARITELMA 3.16. Pelid sanotaan symmetriseksi, jos pdtee m = n ja A;; = Bj;
kaikilla i, 7 € {1, 2, ...,n}. Strategiaparia (p, q¢) sanotaan symmetriseksi, jos pitee p; =
q; kaikilla 2 =1, ...,n.

Seuraavaksi esitellddn tdmén luvun péadtulos. Se on yleistys von Neumannin mini-
max-lauseelle, lause 2.12. Ennen lauseen todistamista esitellidn aputuloksia, joita
tarvitaan lauseen todistuksessa.

LAUSE 3.17 (Nashin tasapainon olemassaolo). Mille tahansa kahden pelaajan yleiselle
summapelille on olemassa ainakin yksi Nashin tasapaino.

MAARITELMA 3.18. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X sen aliavaruus. Sano-
taan, ettéd jatkuva kuvaus f : X — A on retraktio, jos pitee

fla =ida.

MAARITELMA 3.19. Topologisen avaruuden aliavaruus A C X on avaruuden X ret-
rakti, jos on olemassa jatkuva kuvaus f : X — A siten, etti

fla =ida.
LEMMA 3.20. Olkoon n € N. Tdlldin pallon pinta S™ ei ole suljetun yksikkdpallon
Bt = {z € R""! : ||z|| < 1} retrakti.
Tobistus. Katso Lassi Kuritun luentomonisteesta [13, s. 101]. O

LAUSE 3.21 (Brouwerin kiintopistelause). Olkoon n > 1, B"™ avaruuden R" suljettu
yksikkopallo ja kuvaus f : B™ — B" jatkuva. Tdlloin on olemassa vektori x € B™
siten, ettd

f(x) ==z
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TopIsTUS. Tehddén vastaoletus olettamalla, ettd kuvauksella f ei ole kiintopistettéa.
Télloin pétee f(x) # x kaikille z € B™. Maéritelladan nyt kaikille x € B™ puolisuora
L(z) asettamalla

L(z) ={f(x) + t(x — f(x)) : t > 0}.
Osoitetaan, ettéi puolisuora L(x) leikkaa pallon pintaa S"~! tisméilleen yhdessi
pisteessé. Leikkauskohdissa pétee

IL(z)][ =1
eli
| f(z) +t(x — f(x)]] = 1.
Edelleen normin méaéaritelmésta seuraa
[(f@)" + (=" = (f@) N[(f(@) +tx = f(x)] =1,
josta kertomalla sulut auki saadaan
(f(@)" f(z)+ (f(@) ez = f(x) + (@' = (f(2))tf(x)
+t% (@’ = (f(@)) )@ — f(x)) —1=0.

Jérjestelemélld ja kiyttden uudelleen normin médritelmis saadaan

(3.1) 2|Je — f(@)|[* + 2t(f(2))" (x — f(x)) + || f(@)|? =1 =0,
josta ratkaisemalla saadaan
2 @) z)) £ V/(2( — f(2)))? = Allz — f@)[P([f@)]]> = 1)
2HSE— f(@)|)?
_ (@) (@~ f(@) = V((f (@) (@ — f()))* — [l — fF@)P(If @)]* - 1)
IISC— f(@)[l? '

Yhtalolla (3.1) on kaksi reaalista ratkaisua, koska diskriminantille patee
(f(z

((f@) " (x = (@) = llz = F@IPf(@)]]* = 1)
= ((f(2)) " (z = f(@)))* = (lx = F@I [[F@)I])* + llz = f@)]?
> ((f(@) " (z = f(2)))* = ((z = f(@))" f(2))* + ||z — f(a)|
= [l — f(@)]|* >0
misséd epayhtalo seuraa Schwarzin epayhtalosta.

Toinen ratkaisuista on negatiivinen ja toinen positiivinen. Aidosti positiivinen
ratkaisu on

—(f(@))"(z = f(2)) + V((f (@) (= = f(2)))* = [lz = fF@)[P(If(=)[]* = 1)

|z — f(@)|[? '
Koska yhtalollé (3.1) on tdsmélleen yksi aidosti positiivinen ratkaisu ¢, niin puolisuora
L(z) leikkaa joukkoa S™~! tdsmiilleen yhdessi pisteessd r(x). T&llsin on

r(z) =f(z)

—(f(@) (@ = (@) + V((f (@) (2 = f(2)))? = [l = f@)[P(f (@)]]* — 1)
|z — f(@)]]?

t =

_l’_
(z = ().
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Oletuksen mukaan kuvaus f on jatkuva ja vastaoletuksen nojalla patee f(x) # x
kaikille z, joten myos kuvaus r on jatkuva.

Jos ||z|| = 1, niin tall6in on r(z) = z. Silloin = on puolisuoran L(x) ja joukon
Sn~1 leikkauspiste. Niin ollen kuvaus r : B" — S™! on jatkuva ja 7|gn-1 = idgn-1,
joten kuvaus r on retraktio ja joukko S”~! on joukon B" retrakti. Tamé on ristiriita
lemman 3.20 kanssa. l

LEMMA 3.22. Olkoon joukko K C R"™ suljettu, konveksi ja rajoitettu sekd sen sisus
epdatyhja. Talldin reuna OK ei ole joukon K retrakti.

TobisTus. Katso Yuval Peresin luentomateriaalista [19, s. 91]. O

LAUSE 3.23 (Brouwerin kiintopistelause konveksissa tapauksessa). Olkoon joukko K
C R™ suljettu, konveksi ja rajoitettu. Olkoon lisiksi kuvaus f : K — K jatkuva.
Tdlloin on olemassa vektori x € K siten, ettd

flz) = .

Tobistus. Todistuksen ideana on olettaa, ettd kuvauksella f ei ole kiintopistetta.
Toisin sanoen pétee f(z) # x kaikille x € K. Télloin voidaan mééritella jatkuva
kuvaus r : K — OK seuraavalla tavalla. Jokaiselle pisteelle x € K piirretdén suora
pisteestd f(x) pisteen z kautta, kunnes suora leikkaa reunan 0K . Asetetaan r(x) yh-
tasuureksi kuin tdmé leikkauspiste. Jos taas f(x) € 0K, asetetaan r(x) yhtésuureksi
kuin suoran ja reunan 0K leikkauspiste, joka ei ole yhté suuri kuin f(x). Nyt voidaan
osoittaa, ettd kuvaus r : K — 0K on jatkuva, jolloin saadaan ristiriita lemman 3.22
kanssa. Katso Yuval Peresin luentomateriaalista [19, s. 92]. O

LAUSEEN 3.17 TODISTUS. Oletetaan, ettd pelissd on kaksi pelaajaa ja peli on maéri-
telty tulosmatriiseilla A,,y, pelaajalle 1 ja B,,«, pelaajalle 2. Olkoon K = A,, x A,,.
Joukko K on konveksi, suljettu ja rajoitettu, koska sekastrategioiden joukot A,, ja A,
ovat konvekseja, suljettuja ja rajoitettuja lauseen 2.12 todistuksen nojalla. Halutaan
madritelld kuvaus f : K — K strategiaparien joukolta K strategiaparien joukolle K
siten, ettd f(p,q) = (p,q)-

Maaritelladn ¢; voitoksi, jonka pelaaja 1 saavuttaa vaihtamalla sekastrategian p
puhtaaseen strategiaan ¢, jos voitto on positiivinen. Muuten ¢; on nolla. Toisin sanoen
sekastrategialle p € A, on

(3.2) ¢ = ¢i(p, q) = max{Auq — p' Ag, 0},
missd A(;) tarkoittaa matriisin A rivid ¢. Vastaavasti mééritelldén d; voitoksi, jonka

pelaaja 2 saavuttaa vaihtamalla sekastrategian ¢ puhtaaseen strategiaan j , jos voitto
on positiivinen. Toisin sanoen sekastrategialle ¢ € A,, on
d; = d;(p, q) = max{p" BY —p' Bq,0},
missid BY) tarkoittaa matriisin B saraketta j.
Madritellddn sekastrategia p € A, asettamalla
- Di + G Di + ¢

bi = m - m .
Zk:1(pk + i) I+ Zkzl Ck
Vastaavasti médritellain sekastrategia ¢ € A,, asettamalla
PR + d; 4Gt
oYt d) 14300 d
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Maééritelladn nyt kuvaus f siten, ettd f(p,q) = (p,G). Funktio f on jatkuva, koska
¢ ja dj ovat jatkuvia ja nédin ollen p; ja ¢; ovat jatkuvia. Lauseen 3.23 nojalla on
olemassa (p, q) € K siten, ettd (p,q) = (p, q).

Osoitetaan, ettéd valinnalle (p,q) = (p,¢) jokainen ¢; = 0, kun i € {1,...,m}, ja
d; =0, kun j € {1,...,n}. Tehdédén vastaoletus olettamalla esimerkiksi, ettd c; > 0.
Nyt téytyy olla olemassa I € {1,...,m}, jolle p, > 0 ja p" Ag > A()q. Kohdan (3.2)
mukaan télle puhtaalle strategialle [ on ¢; = 0. Tésta seuraa, etta

P

1 + ZZ]:I CL
koska ¢; > 0. Niin ollen saadaan ristiriita oletuksen (p,q) = (p,q) kanssa. Viite
voidaan toistaa kaikilla ¢ € {1,...,m}, miki todistaa, ettd jokainen ¢; = 0. Vastaavalla
piittelylld saadaan, ettd jokainen d; = 0. T&lldin pétee p" Ag > A(q kaikilla i €
{1,...,m}. Tama tarkoittaa, etté

D= < pr;

pAq =T Aq
kaikilla p’ € A,, ja vastaavasti
p'Bq=p' By
kaikilla ¢’ € A,,. Mééritelméan 3.12 mukaan strategiapari (p, ¢) on Nashin tasapaino.
]

3.2. Nashin tasapainojen loytdminen

Katsotaan seuraavaksi, miten Nashin tasapainot voidaan kdytdnnossa 16ytaa. Ol-
koon seuraavanlainen tulosmatriisi

Pelaaja 2 L R
Pelaaja 1
U (an, bn) (CL12, b12)
D (@21, 521) (a22, b22)

Tarkastellaan ensin puhtaita Nashin tasapainoja, jotka voidaan 16ytda tulosmatrii-
sista. Alleviivataan jokainen rivipelaajan tulos, joka on paras vastaus sarakepelaajan
valinnalle. Vastaavasti alleviivataan jokainen sarakepelaajan tulos, joka on paras vas-
taus rivipelaajan valinnalle. Nyt puhdas Nashin tasapaino on ruutu, jossa molemmat
matriisin alkiot on alleviivattu.

Perustellaan méaaritelmén 3.12 avulla, miksi riittaa tarkastella vain puhtaita stra-
tegioita, kun toinen pelaaja pelaa omaa puhdasta strategiaansa. Oletetaan, ettéd pe-
laaja 2 pelaa puhdasta strategiaa (1,0)7. T#lloin méiritelmiin 3.12 nojalla saadaan

max p’ Ag" = max (p 1 - p) (au a12) <(1)>

PEA, PEAM, a21 A22

1
— 1-— 1—
;Ieleii(L (allp + a21( p)a ai2p + CL22( p)) (0)

= max anp + CZ21<1 — p)

pEAm
Funktion maksimi saavutetaan reunalla eli arvolla p = 1 tai p = 0. Samaan tulokseen
piddytiin tilanteessa, jossa pelaaja 2 pelaa puhdasta strategiaa (0, 1) ". Toisin sanoen
riittdd tarkastella vain pelaajan 1 puhtaita strategioita, kun pelaaja 2 pelaa omaa
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puhdasta strategiaansa. Vastaavalla tavalla voidaan kdyda lapi tapaukset pelaajan 2
nékokulmasta.

Tarkastellaan seuraavaksi Nashin sekatasapainoja. Oletetaan, ettéd pelaaja 1 pelaa
strategiaansa U todennéakdoisyydella p ja strategiaansa D todennékoisyydellda 1 — p.
Téalloin méadritelméan 3.12 nojalla pelaajan 2 molempien valintojen L ja R tulosten on
oltava yhta suuret. Jos odotettu tulos toisella valinnalla olisi suurempi kuin toisella,
olisi parempi pelata tatd valintaa useammin. Ehdoksi saadaan

biip + ba1 (1 — p) = biap + baa(1 — p),

josta voidaan ratkaista
_ baa — bay
baa — ba1 — b1z + b1y

Niin ollen sekatasapainostrategia pelaajalle 1 on (p,1 — p) ' tilld todennikoisyyden
p arvolla.

Oletetaan sitten, etta pelaaja 2 pelaa strategiaansa L todennékoisyydella q ja stra-
tegiaansa R todenndkoisyydelld 1 — q. Vastaavasti méaritelmén 3.12 nojalla pelaajan
1 molempien valintojen U ja D tulosten on oltava yhtidsuuret. Ehdoksi saadaan

p

a11q + ai2(l — q) = azq + az(l —q),
josta voidaan ratkaista
Q22 — Q12
Q22 — G21 — Q12 + A1

q:

Sekatasapainostrategia pelaajalle 2 on (q,1 — ¢) " télld todennikdisyyden ¢ arvolla.
Edelleen saadaan pelin Nashin sekatasapainoksi (p*,¢*), missi p*' = (p,1 —p)' ja

¢ =(qg,1-q)7

ESIMERKKI 3.24. Jatketaan esimerkkié 3.10 ja méardtdaan pelin tasapainot. Edellisen
paattelyn mukaan puhtaat Nashin tasapainot 10ytyvét tulosmatriisista. Jos pelaaja
2 valitsee ’komedian’, niin pelaajan 1 kannattaa myos valita ’komedia’. Samoin, jos
pelaaja 2 valitsee ’jannityksen’, niin pelaajan 1 kannattaa valita ’jannitys’. Sama pétee
myos toisinpain.

Pelaaja 2 | Komedia Jénnitys
Pelaaja 1

Komedia | (4, 1) (0, 0)
Jannitys | (0, 0) (1, 4)

Néin ollen puhtaat Nashin tasapainot ovat ruudut (‘komedia’, komedia’) ja (’janni-
tys’, ’jannitys’).

Ratkaistaan seuraavaksi Nashin sekatasapainot. Oletetaan, ettd pelaaja 1 pelaa
strategiaansa 'komedia’ todennékoisyydelld p ja ja strategiaansa ’jannitys’ todenné-
koisyydella 1 — p. Télloin pelaajan 2 valintojen ’komedia’ ja ’jannitys’ tulosten on
oltava yhtd suuret. Ratkaisemalla yht&lo

p=4(1-p)

saadaan p = %. Niin ollen sekatasapainostrategia pelaajalle 1 on (‘—é, %) )
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Oletetaan, ettd pelaaja 2 pelaa strategiaansa 'komedia’ todennékoisyydelld ¢ ja
strategiaansa ’jannitys’ todennékoisyydellda 1 — ¢q. Vastaavasti pelaajan 1 valintojen
’komedia’ ja ’jannitys’ tulosten on oltava yhtd suuret. Ratkaisemalla yht&lo

4q=1—q
saadaan ¢ = % Sekatasapainostrategia pelaajalle 2 on (%, %)T. Lopuksi saadaan pelin

Nashin sekatasapainoksi [(3,£)", (£,2)7].

Sukupuolten taistelussa tekemélla sitoutumisen, eli pelaamalla vain toista strategi-
aa, peli kannustaa puhtaaseen Nashin tasapainoon. Huomataan, etté tulos pelaajalle,
joka ei tee sitoutumista, on korkeampi kuin tulos yksikésitteisessd Nashin sekatasa-
painossa. Esimerkissd 3.10 saatiin kummankin pelaajan turvarajaksi %, joten yleisessé
summapelissd pelaaja saa ainakin turvarajansa verran.

ESIMERKKI 3.25. Osoitetaan, ettd esimerkissd 3.24 saadut tasapainot ovat todella
Nashin tasapainoja. Naytetdan, ettd ("komedia’, ’komedia’) on puhdas Nashin tasa-
paino. Kéyttden médritelméaa 3.12 saadaan

P A= (1 0) (3 ?) ((1)> =4zw=p 1) ((1])

4 0\ (1 *
()
kaikilla p € Ay ja

p Bg = (1 0) (é 2) <(1)):1>q:(1 0) (1Eq)
—00(y 9 (1,) -

kaikilla ¢ € Ay. Néytetddn seuraavaksi, ettd (’jannitys’, 'jannitys’) on puhdas Nashin
tasapaino. Kuten edelld, saadaan

a0 0 () () -rarm o (-

kaikilla p € Ay ja

p Bg = (0 1) ((1) 2) <(1)>=4>4—4q=(0 1) ((1) 2) <1gq):pn3q

kaikilla ¢ € As.

1

T g 40\ (4
pTAg = (& %)(0 1) <Z>:

5

kaikilla p € A, ja

1

«T o & L 0\ (5
e (5 9)(;
5

kaikilla ¢ € As.
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Seuraava esimerkki tunnetaan nimelld Cournotn duopolimalli, joka on yksi pe-
liteorian klassikoista. Sen kehitti Antoine A. Cournot vuonna 1838. Lisdksi se on
yksi teollisen organisaatioteorian kulmakivistd. Strateginen peli méédriteltiin maari-
telméssa 2.2. Esimerkisséd tutkitaan tapausta, jossa kédytetddn tulosmatriisin sijaan
tulosfunktiota u; : S7 x Sy — R pelaajalle 7, i = 1, 2. Joukko S; on pelaajan i kiytet-
tavissd olevien strategioiden joukko, jonka alkiot s; ovat pelaajan ¢ strategioita. Tés-
sé tapauksessa aikaisempi Nashin tasapainon méaéritelmé, méaaritelmé 3.12, yleistyy
suoraan. Ennen esimerkkid annetaan Nashin tasapainon mééritelméa edelld mainitussa
tilanteessa.

Huomautus 3.26. Strategiapari (s, s5) on Nashin tasapaino, jos pétee
ui (s, 53) 2 u(s1, 83)

kaikilla strategioilla s; € S; ja
uz(sy, 53) 2 ua(sy, s2)

kaikilla strategioilla so € Sy. Toisin sanoen strategia sj on sellainen, etta

max ul(sl, S;) = Uy (S; S§>7
51€51

ja vastaavasti strategia s on sellainen, etté

max ug(s], S2) = ua(s7, s5).

52€852
ESIMERKKI 3.27. Tarkastellaan kahta yritysté, jotka tuottavat homogeenista tuotet-
ta. Olkoon m; yrityksen 1 tuotantomééri ja ms yrityksen 2 tuotantoméadra. Olkoon

a—@Q, kun Q <a
0, kun Q>a

PQ) = {

markkinahinta, missd a on positiivinen vakio ja yhteenlaskettu tuotantoméérd on
@ = my + my. Oletetaan, ettd kokonaiskustannukset yritykselle 7, ¢« = 1, 2, tuotanto-
méaralla m; ovat C;(m;) = ¢ - m;, missd ¢ on rajakustannus, ¢ < a. Rajakustannus
tarkoittaa kokonaiskustannusten muutosnopeutta eli derivaattaa. Liséksi oletetaan,
ettd yritykset valitsevat tuotantomédrinsia samanaikaisesti.

Téasséd tapauksessa on kaksi pelaajaa, yritys 1 ja yritys 2. Mahdolliset strategiat
kummallekin yritykselle ovat erilaiset tuotantoméirét. Oletetaan, ettd tuotos on jat-
kuvasti jaettavissa ja se ei voi olla negatiivinen. Yrityksen ¢ strategia-avaruus on
S; = [0,00), missa strategia s; on tuotantomédrd m; > 0. Koska P(Q) = 0, kun
() > a, niin yritys 7 ei tuota maariaa m; > a.

Oletetaan, ettéd yrityksen tulos on yksinkertaisesti sen tuotto. Télloin tulos yri-
tykselle ¢ on

ui(mg, my) = mi[P(m; +my) — ] = mi[(a — (m; +my)) — .

Cournot’n duopolimallissa tuotantopari (m}, m}) on Nashin tasapaino, jos yritykselle
v m; ratkaisee ehdon

ui(m;,m;) = [ ax ui(mg, m;) = [Jnax mil(a — (m; +mj)) —c|.
~ T =X T
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Funktion maksimi 16ytyy joko reunalta tai derivaatan nollakohdasta. Téassé tapauk-
sessa olettamalla, ettd m} < a—c, ensimmaéisen kertaluvun ehto yrityksen 7 optimoin-

tiongelmaan antaa
1

m; = é(a—mj —0).
T#lloin, jos tuotantopari (mj, m3) on Nashin tasapaino, yritysten tuotantovalinnoille
taytyy patea
mi = 3(a—mj—c)
mj = +(a —mj —c).
Ratkaisemalla saatu yhtélopari saadaan
a—c
my =mj = ,
1 2 3
joka on vihemmén kuin a — ¢, kuten oletettiin. Tamé& strategia on optimaalinen

kummallekin yritykselle.




LUKU 4

Peliteorian soveltaminen huutokauppoihin

Tassa luvussa sovelletaan aiemmissa luvuissa esiteltyéd teoriaa huutokauppoihin.
Aiemmin on késitelty téaydellisen informaation pelejé, joissa ei ole yksityistd infor-
maatiota ja kaikki informaatio on yleisesti kaikkien tiedossa. Huutokauppojen ta-
pauksessa tilanne on kuitenkin erilainen, koska huutokauppoihin kuuluu olennaisena
osana epatdydellinen informaatio. Tarkastelun kohteena ovat pédsddantoisesti yhden
huutokaupattavan kohteen huutokaupat, joissa kaikki tarjoajat huutavat yhta samaa
kohdetta. Luvun lopuksi tarkastellaan radiotaajuushuutokauppoja, joissa on useampi
huutokaupattava kohde. Tamén luvun péaélahdeteoksina on kaytetty David Easleyn
ja Jon Kleinbergin kirjaa [6], Robert Gibbonsin teosta [8], Paul Klempererin pape-
ria [11], Vijay Krishnan kirjaa [12] seké Flavio Menezesin ja Paulo Monteiron teosta
[14].

4.1. Huutokauppamekanismin perustyypit

Seuraavaksi esitellddn nelji huutokauppamekanismin perustyyppia. Tamén kap-
paleen lahteend on kdytetty Vijay Krishnan kirjaa [12].

MAARITELMA 4.1. Englantilaisessa huutokaupassa (nousevan hinnan avoin huuto-
kauppa) tarjoaminen ldahtee myyjén ilmoittamasta minimihinnasta ja tarjoajat teke-
vit kasvavia tarjouksia. Tarjoaminen jatkuu, kunnes uusia tarjouksia ei tule. Kor-
keimman tarjouksen tehnyt saa huutokaupattavan kohteen hinnalla, jonka hén tarjo-
si.

Téssé luvussa mallinnetaan englantilaista huutokauppaa "painikehuutokauppana”.
Jokainen tarjoaja painaa nappia samaan aikaan, kun hinta nousee jatkuvasti. Tarjoaja
putoaa pois huutokaupasta, kun héin ottaa kéitenséa pois napilta. Huutokauppa loppuu,
kun yksi tarjoaja on jéljelld painamassa nappia. Jéljella oleva tarjoaja saa huutokau-
pattavan kohteen hinnalla, jolla toiseksi viimeinen tarjoaja lopetti napin painamisen.

MAARITELMA 4.2. Hollantilaisessa huutokaupassa (laskevan hinnan avoin huuto-
kauppa) myyjé ilmoittaa lahtohinnan, jota hén pudottaa alaspdin. Ensimméinen tar-
joajista, joka ilmoittaa ostavansa huutokaupattavan kohteen, saa sen tarjoamallaan
hinnalla.

MAARITELMA 4.3. Suljetussa korkeimman tarjouksen huutokaupassa jokainen tar-
joaja jattaa suljetun tarjouksen myyjélle. Myyjéa avaa tarjoukset ja korkeimman tar-
jouksen tehnyt saa huutokaupattavan kohteen tarjoamaansa hintaan.

Vickrey-huutokauppa on William Vickreyn vuonna 1961 kehittdmé& huutokaupan
muoto.

MAARITELMA 4.4. Suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa, jota
kutsutaan myos Vickrey-huutokaupaksi, jokainen tarjoaja jattda suljetun tarjouksen

31
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myyjalle. Myyja avaa tarjoukset ja korkeimman tarjouksen tehnyt saa huutokaupat-
tavan kohteen toiseksi korkeimman tarjouksen hinnalla.

4.2. Yksityinen arvo -huutokaupat

Téassé kappaleessa keskitytaan yksityinen arvo -huutokauppoihin, joissa jokaisen
tarjoajan oma arvo huutokaupattavalle kohteelle on yksityistd informaatiota. On ole-
massa myos yhteinen arvo -huutokauppoja, joissa myytavéin kohteen todellinen arvo
on sama kaikille tarjoajille, mutta tarjoajilla on erilaista yksityisté tietoa, miké tdmé
arvo on. Yhteinen arvo -mallista 16ytyy esimerkiksi Vijay Krishnan kirjasta [12], josta
my0s seuraavat oletukset on katsottu.

Yksityinen arvo -mallissa oletetaan, ettd yksi kohde on huudettavissa ja mahdollis-
ten tarjoajien médrd on n € N. Tarjoaja ¢, ¢ = 1, ...,n, madrittda huutokaupattavalle
kohteelle arvon V;, joka on suurin summa, jonka hén on halukas maksamaan kohtees-
ta. Koska tarjoajat eivéit tiedéd toisten tarjoajien arvoja, tarjoajien arvoja voidaan
mallintaa satunnaismuuttujina V.

ESIMERKKI 4.5. Tarkastellaan satunnaismuuttujaa V;. Olkoon perusjoukko €2 =

[0, 00). Talloin V; = "tarjoajan i arvo huutokaupattavalle kohteelle”, V;(w) = w , on
satunnaismuuttuja, joka on siis kuvaus V; : 2 — R. Satunnaismuuttujan V; todenné-
koisyysjakauma on tyypillisesti tasajakauma.

Oletetaan liséksi, ettd jokainen satunnaismuuttuja V; on riippumattomasti ja sa-
moin jakautunut vélilla [0, 00) kasvavan kertyméfunktion F' mukaisesti. Oletetaan,
ettd kertyméfunktiolla F' on jatkuva tiheysfunktio f, jolle pitee f = F”. Liséksi ole-
tetaan, ettd pitee E[V;] < oc.

Tarjoaja i tietdd oman arvostuksensa v; € [0, 00), joka on satunnaismuuttujan V;
realisaatio, ja vain, ettd muiden tarjoajien arvot ovat riippumattomasti jakautuneita
kertyméfunktion F' mukaisesti. Kaikki mallin osat, paitsi todelliset arvot, oletetaan
olevan kaikkien tarjoajien yleisessé tiedossa. Erityisesti kertyméfunktio F' ja tarjoajien
méara n ovat yleisessé tiedossa.

Liséksi oletetaan, ettd tarjoajilla ei ole minkaénlaisia maksuvalmius- tai budjetti-
rajoitteita. Taméa tarkoittaa, ettd jokaisella tarjoajalla on riittavat resurssit maksaa
myyjélle arvostuksensa verran. Télloin jokainen tarjoaja on seké halukas ettd kyke-
nevd maksamaan arvostuksensa verran.

MAARITELMA 4.6. Strategia tarjoajalle i on tarjousfunktio b; : [0,00) — R, joka

méarittdd hanen korkeimman tarjouksensa eli strategiansa b;(v;) arvostuksella v; €
[0, 00).

MAARITELMA 4.7. Strategia-avaruus maaritelldan karteesisena tulona
B:=B; x By x---x B,

missd B; on tarjoajan i strategia-avaruus, jonka alkiot ovat tarjoajan ¢ tarjouksia

b;(v;) eli positiivisia reaalilukuja.

Funktio p : R} — R, méérittad huutokaupattavan kohteen myyntihinnan p(by (vy),

o bn(vy)) tarjouksilla (by(v1), ..., by(vy,)). Edelleen funktion p avulla voidaan médri-

tella tarjoajan ¢ tulos. Ennen méaritelméé otetaan kayttoon seuraavat merkinnét
merkintdjen lyhentdmiseksi.
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MERKINTA 4.8. Merkinnélld v;,; tarkoitetaan tarjoajien j # ¢ arvostuksia (v, ...
Vi1, Vit1s -oes Un)-

)

MERKINTA 4.9. Merkinnélla (b;(v;));»; tarkoitetaan tarjoajien j # ¢ tarjouksia
(51(1)1), ~--;bi71<vifl>7bi+1(vi+1)y -~-7bn(vn>>-

Huomautus 4.10. Edelld mainittujen merkintojen avulla voidaan tarjoukset (b (vy),

., bn(vy,)) Kkirjoittaa lyhyemmin muodossa (b;(v;), (b;(v;));) ja vastaavasti arvostuk-
set (v1, ..., v,) muodossa (v;, V).
MAARITELMA 4.11. Tulos tarjoajalle ¢ on funktio u; : B X [0,00)" — R,
wi(bi (i), (b (v3))j2i5 VsV i) =

vi = p(bi(vi), (bj(v;))jzi), jos bi(vi) > max;si{b;(v;)}

5 (v = p(bi(vi), (0j(v;))j4)) » jos  bi(vi) = max;i{b;(v;)}
0, jos bi(v;) < max;;{b;(v;)},

missé b; (v;) on tarjoajan i tarjous, v; on tarjoajan i arvostus, p(-) on huutokaupattavan
kohteen myyntihinta tarjouksilla (b;(v;), (bj(v;));i) ja k > 1 on tasatulosten méadra.

Huomautus 4.12. Tasatilanteessa huutokaupattava kohde jaetaan voittaneiden tar-
jousten tehneiden kesken yhté suurella todennékoisyydellé.

Seuraavaksi médritelladn tarjoajan ¢ tulos eri huutokauppamekanismeissa.

MAARITELMA 4.13. Englantilaisessa, hollantilaisessa ja suljetussa korkeimman tar-
jouksen huutokaupassa tulos tarjoajalle i on funktio u; : B x [0,00)" — R,

vi — bi(vy), jos bi(vi) > max;zi{b;(v;)}
wi(bi (i), (b5 (vy)) g0 vy Vi) = q 3 (vi = biwi)) s jos  bi(vi) = maxi{b;(v;)}
0, jos bi(vi) < max;i{b;(v;)},
missé b;(v;) on tarjoajan i tarjous, v; on tarjoajan i arvostus ja k > 1 on tasatulosten
maara.

Huomautus 4.14. Huutokauppamekanismien vertailemiseksi englantilaisessa ja hol-
lantilaisessa huutokaupassa on huomioitu myos tasatulokset.

MAARITELMA 4.15. Suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa tulos
tarjoajalle ¢ on funktio u; : B x [0,00)" — R,

i (bi(vi), (bj (V7)) i3 Vis Vigi) =

v; — max;zi{b;(v;)}, jos bi(vi) > max;{b;(v;)}
= (v — max;.{b;(vj)}), jos bi(v;) = max;,i{b;(v;)}
0, jos bi(vi) < max;i{b;(v;)},

missé b;(v;) on tarjoajan i tarjous, v; on tarjoajan i arvostus ja k > 1 on tasatulosten
maara.

MERKINTA 4.16. Merkintd B;; tarkoittaa karteesista tuloa By X -+ x B;_j X By X
-+ X B, tarjoajien j # i strategia-avaruuksista.
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MAARITELMA 4.17. Olkoot b(v;) # b;(v;) € B; tarjoajan i strategioita. Sanotaan,
ettéd strategia bi(v;) dominoi heikosti strategiaa b;(v;), jos pétee

i (0 (i), (b () 265 Vi Vji) 2= wi(bi(vi), (b5(05)) 265 Vi Vi)

kaikilla (b;(v;))j2 € Bjz ja (vi,vjz) € [0,00)" sekd on olemassa ainakin yksi
(b;(v5))j2i € Bjzi, jolle pétee

i (b5 (vi), (b5 (05)) 5 Vi Vi) > wi(bi(vi), (b (v5)) 203 Vi, Vi )-

Huomautus 4.18. Sana heikko viittaa yhtédsuuruuteen. Toisin sanoen strategia b;(v;)
on aina vahintdan yhta hyva kuin strategia b;(v;) tarjoajalle 7.

MAARITELMA 4.19. Sanotaan, etta strategia b}(v;) on heikosti dominoiva strategia,
jos se dominoi heikosti tarjoajan ¢ kaikkia muita strategioita.

Lauseiden todistuksissa kiytetdin seuraavaa merkintaa.

MERKINTA 4.20. Merkinnélla w;(-) tarkoitetaan tarjoajan ¢ tulosta w;(b;(v;),
(b;(v5)) i3 Vi, vj£;) ja merkinnalld p(-) huutokaupattavan kohteen myyntihintaa.

Seuraavien lauseiden todistuksia on katsottu Vijay Krishnan kirjasta [12].

LAUSE 4.21. Suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa heikosti do-
minoiva strategia tarjoajalle i on tarjota arvolla

bi(v;) = vy,  missi v; € [0,00).

TobpisTus. Niytetdin, ettd strategia b;(v;) = v; dominoi heikosti kaikkia muita tar-
joajan ¢ strategioita. Olkoon m,; korkein tarjous tarjoajalle i, m; := max;;{b;(v;)}.

Oletetaan, ettd m; > v;. Talloin tarjoamalla b;(v;) < v; < m; tarjoaja i hévida
huutokaupan ja hénen tuloksensa on nolla. Samoin kéy tilanteessa, jossa tarjoaja
i tarjoaa v; < b;i(v;) < m;. Tarjoamalla b;(v;) = m; > v; tarjoajan i tarjous on
yhté suuri kuin korkein tarjous. Jos hén voittaa huutokaupan, hénen tuloksensa on
uwi(-) = v; — p(*) = v; — m; < 0. Muuten hénen tuloksensa on nolla. Tarjoamalla
bi(v;) > m; > v; tarjoaja i voittaa huutokaupan ja héinen tuloksensa on u;(-) =
v; — p(+) =v; —my; < 0.

Oletetaan seuraavaksi, ettd m; = v;. Tarjoamalla b;(v;) < v; = m; tarjoaja i hiavida
huutokaupan ja hénen tuloksensa on nolla. Tilanteessa b;(v;) = v; = m; tarjoajan
¢ tarjous on yhta suuri kuin korkein tarjous. Jos hén voittaa huutokaupan, hidnen
tuloksensa on u;(-) = v; —p(+) = v; —v; = 0. Muuten hénen tuloksensa on myos nolla.
Jos tarjoaja i tarjoaa b;(v;) > v; = m;, hiin voittaa huutokaupan ja hénen tuloksensa
on u;(-) =v; —p(-) =v; —v; = 0.

Oletetaan lopuksi, ettd m; < v;. Télloin tarjoamalla b;(v;) < m; < v; tarjoaja
i hévidd huutokaupan ja hénen tuloksensa on nolla. Tarjoamalla b;(v;) = m; < v;
tarjoajan ¢ tarjous on yhtd suuri kuin korkein tarjous. Jos hén voittaa huutokaupan,
hénen tuloksensa on u;(-) = v;—p(-) = v;—m,; > 0. Muuten hénen tuloksensa on nolla.
Tilanteessa m; < b;(v;) < v; tarjoaja i voittaa huutokaupan ja hidnen tuloksensa on
w;(+) = v; —p(-) = v; —m; > 0. Jos tarjoaja ¢ tarjoaa b;(v;) = v; > m;, niin hdn myos
voittaa huutokaupan ja hénen tuloksensa on w;(-) = v; — p(-) = v; —m; > 0. Liséksi
tarjoamalla b;(v;) > v; > m; tarjoaja i voittaa huutokaupan ja hénen tuloksensa on
ui() =v; —p(-) =v; —m; > 0.
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Kaikissa tilanteissa tarjoaja i paétyy joko samaan tai huonompaan tulokseen kuin
tarjoamalla b;(v;) = wv;. Siten strategia b;(v;) = v; dominoi heikosti kaikkia muita
tarjoajan ¢ strategioita, joten se on heikosti dominoiva strategia. U

LAUSE 4.22. Englantilaisessa huutokaupassa heikosti dominoiva strategia tarjoajalle
i on jatkaa tarjoamista, kunnes huutokaupattavan kohteen myyntihinta p(b;(v;),
(b;(v5))2i) ylittia oman arvostuksen v; € [0, 00).

TobpisTus. Néytetddn, ettd strategia “tarjoa, kunnes p(-) > v;” dominoi heikosti
kaikkia muita tarjoajan i strategioita. Oletetaan, ettd tarjoajan i tarjous b;(v;) on
korkein tarjous. T&lloin hin voittaa huutokaupan. Tilanteessa b;(v;) > v; tarjoajan i
tulos on u;(-) = v; — p(+) = v; — b;(v;) < 0 ja tilanteessa b;(v;) < v; tarjoajan ¢ tulos
on u;(+) =v; —p(-) = v; — b;(v;) = 0.

Oletetaan seuraavaksi, ettd tarjoajan i tarjous b;(v;) on yhté suuri kuin korkein
tarjous. Jos hén voittaa huutokaupan, hénen tuloksensa tarjouksella b;(v;) > v; on
ui(-) = vi — p(-) = v; — bi(v;) < 0 ja tarjouksella b;(v;) < v; on u(+) = v; — p(-) =
v; — b;i(v;) = 0. Muuten hénen tuloksensa on nolla.

Oletetaan sitten, ettd tarjoajan ¢ tarjous b;(v;) on vihemmén kuin korkein tarjous.
Tarjouksilla b;(v;) > v; tai b;(v;) < v; tarjoajan i tulos on nolla, koska hian havidi
huutokaupan.

Huomataan, ettd kaikissa tilanteissa tarjoaja ¢ péadtyy samaan tai huonompaan
tulokseen kuin lopettamalla tarjoamisen, kun hénen arvostuksensa v; on saavutettu.
Néin ollen heikosti dominoiva strategia on tarjota niin kauan kuin myyntihinta on
sama kuin oma arvostus. [l

MAARITELMA 4.23. Kahden huutokaupan samalla tarjoajien joukolla ja samalla stra-
tegia-avaruudella sanotaan olevan strategisesti ekvivalentit, jos jokaisen tarjoajan odo-
tetut tulokset yhdessd huutokaupassa ovat identtisid odotettuihin tuloksiin toisessa
huutokaupassa.

MAARITELMA 4.24. Sanotaan, ettd kaksi huutokauppaa ovat ekvivalentteja tuoton
suhteen, jos ne johtavat samaan odotettuun myyntihintaan eli tuottoon myyjéalle.

Seuraavien lauseiden todistukset ovat Flavio Menezesin ja Paulo Monteiron teok-
sesta [14].

LAUSE 4.25. Suljettu toiseksi korkeimman tarjouksen huutokauppa ja englantilainen
huutokauppa ovat strategisesti ekvivalentit. Edelleen ndmd huutokaupat ovat ekviva-
lentteja tuoton suhteen.

Tobistus. Lauseiden 4.21 ja 4.22 mukaan molemmissa huutokaupoissa heikosti do-
minoiva strategia on tarjota oman arvostuksensa verran. Tarkastellaan strategioita
(b1(v1), -y by (v3)) = (v1, ..., v,), jotka ovat lopputulema molemmissa huutokaupoissa.
Oletetaan lisdksi, ettd by (vy) on korkein tarjous ja by(ve) on toiseksi korkein tarjous.

Talloin suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa tarjoaja 1 voit-
taa huutokaupattavan kohteen ja hénen tuloksensa on ui(-) = vy — p(:) = vy — vs.
Muille tarjoajille tulos on nolla. Lauseen 4.22 mukaan englantilaisessa huutokaupassa
tarjoaja, jolla on toiseksi korkein arvostus, lopettaa tarjoamisen, kun hanen arvostuk-
sensa on saavutettu. T&lloin huutokauppa loppuu ja tarjoaja, jolla on korkein arvos-
tus, saa huutokaupattavan kohteen hintaan, joka on yhtd suuri kuin toiseksi korkein
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arvostus. Néin ollen tarjoajan 1 tulos on u;(-) = v; — p(+) = v; — vy. Muille tarjoajille
tulos on nolla.

Liséksi mahdollisessa tasatilanteessa huutokaupattava kohde jaetaan voittaneiden
tarjousten tehneiden kesken yhté suurella todennédkdéisyydella. Télloin, jos tarjoaja 1
saa huutokaupattavan kohteen, hinen tuloksensa on u;(-) = v, —p(-) =v; —v; =0
kummassakin huutokaupassa. Vastaavasti muille tarjoajille tulos on nolla.

Kuitenkin tarjoajat 1 ja 2 oli valittu mielivaltaisesti. Johtop&&tos on, ettd samat
strategiat (by(v1), ..., bp(vy)) = (v1, ..., v,) molemmissa huutokaupoissa, antavat samat
tulokset kaikille tarjoajille. N&in ollen huutokaupat ovat strategisesti ekvivalentit.
Edelleen ndmé huutokaupat antavat saman odotetun tuoton myyjélle, joten ne ovat
ekvivalentteja tuoton suhteen. O

Huomautus 4.26. Ekvivalenssia suljetun toiseksi korkeimman tarjouksen huutokau-
pan ja englantilaisen huutokaupan vililla sanotaan heikoksi, koska se pétee vain yk-
sityisten arvojen tapauksessa. Téssd tapauksessa huutokaupat ovat strategisesti ekvi-
valentit ja optimaaliset strategiat néisséd huutokaupoissa ovat samat.

Jos arvot eivét ole yksityisiéd, niin englantilaisessa huutokaupassa tarjoajat saavat
tarjoamisen aikana tietoa, jota he voivat kiyttda hyvéksi heidédn strategioissaan. Sul-
jetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa téllaista tietoa ei ole saatavilla.
Néin ollen huutokaupat voivat johtaa hyvinkin erilaisiin tuloksiin.

LAUSE 4.27. Suljettu korkeimman tarjouksen huutokauppa ja hollantilainen huuto-
kauppa ovat strategisesti ekvivalentit. Edelleen namd huutokaupat ovat ekvivalentteja
tuoton suhteen.

TobisTus. Tarkastellaan strategioita (by(vy), ..., b,(vy)), jotka ovat lopputulema mo-
lemmissa huutokaupoissa. Oletetaan esimerkiksi, ettd by(v;) on korkein tarjous.

T&ll6in suljetussa korkeimman tarjouksen huutokaupassa tarjoaja 1 voittaa huu-
tokaupattavan kohteen ja hénen tuloksensa on ui(-) = vy — p(-) = vy — by(v1).
Muille tarjoajille tulos on nolla. Hollantilaisessa huutokaupassa, jos tarjoaja 1 il-
moittaa ostavansa huutokaupattavan kohteen hinnalla b;(v;), hdnen tuloksensa on
u1(+) = v1 — p(+) = v1 — by(v1). Muille tarjoajille tulos on nolla.

Liséksi mahdollisessa tasatilanteessa huutokaupattava kohde jaetaan voittaneiden
tarjousten tehneiden kesken yhté suurella todennédkdoisyydella. Talloin, jos tarjoaja 1
saa huutokaupattavan kohteen, hénen tuloksensa on uy(-) = v; — p(-) = vy — by (v1)
kummassakin huutokaupassa. Vastaavasti muille tarjoajille tulos on nolla.

Tarjoaja 1 oli kuitenkin valittu mielivaltaisesti. Johtop&&atos on, ettd mille tahan-
sa tarjoajalle, jolla on korkein tarjous, strategiat (bi(v1),...,b,(v,)) antavat samat
tulokset kaikille tarjoajille, kun samoja strategioita kidytetd&n molemmissa huutokau-
poissa. Néin ollen huutokaupat ovat strategisesti ekvivalentit. Edelleen ndméa huuto-
kaupat antavat saman odotetun tuoton myyjélle, joten ne ovat ekvivalentteja tuoton
suhteen. 0

Lauseiden 4.25 ja 4.27 perusteella suljettu toiseksi korkeimman tarjouksen huu-
tokauppa ja englantilainen huutokauppa seké suljettu korkeimman tarjouksen huuto-
kauppa ja hollantilainen huutokauppa ovat ekvivalentteja. T&ll6in voidaan jatkossa
tarkastella vain suljettua toiseksi korkeimman tarjouksen huutokauppaa ja suljettua
korkeimman tarjouksen huutokauppaa.
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Seuraavaksi méaritelldéan yksityinen arvo -huutokauppa peliné tarjoajien joukossa,
jotta voidaan médratd vastaavat tasapainot. Huomaa, ettéd strategisen pelin mééri-
telmé, méaritelmé 2.2, ei sovellu tdhéan sellaisenaan, koska tarjoajilla on yksityisté
informaatiota. Tarjoajan ¢ arvostus v; kuvaa hénen yksityistd informaatiotaan. Maa-
ritelmén lahteend on kdytetty Robert Gibbonsin teosta [8].

MAARITELMA 4.28. Olkoon n € N. Kokoelmaa joukkoja T; = [0,00) ja B; = Ry
sekd kuvauksia F; : T; — [0,1] ja u; : (By X --- X By) x (11 X -+- x T,,) — R, missi
i =1,...,n, kutsutaan bayesildiseksi peliksi. Se voidaan kuvata viisikolla

G* = (N, (Tz)a (Bz)v (Fz)’ (uz))a

missd N = {1, ...,n} on pelaajien eli tarjoajien joukko, joukko T; = [0, c0) on tarjoajan
t € N mahdollisten arvostusten joukko, jonka alkiot v; ovat tarjoajan i arvostuksia,
joukko B; = R, on tarjoajan i strategia-avaruus, jonka alkiot b;(v;) ovat tarjoajan
i tarjouksia, missa kuvaus b; : T; — B; on tarjoajan i tarjousfunktio, kuvaus F; on
tarjoajan i kertymdfunktio ja kuvaus u; on tarjoajan i tulosfunktio. Kertyméfunktio
F; kertoo, mitéd tarjoaja ¢ uskoo muiden tarjoajien arvojen olevan, kun hédnen oma
arvostuksensa on v;.

Seuraavaksi annetaan esimerkki, millaiseen epdvarmuuteen bayesildinen malli liit-
tyy.

ESIMERKKI 4.29. Tarkastellaan esimerkkié 3.10 epdvarmassa tilanteessa, jossa pelaa-
ja 1 ei tied&, haluaako pelaaja 2 katsoa elokuvan yhdessé vai yksin. Télloin pelaajalla
2 voi ajatella olevan kaksi mahdollista arvostusta ’yhdessd’ ja 'yksin’. Vain pelaaja 2
tietdd oman arvostuksensa.

Huomautus 4.30. Miké tahansa yksityinen arvo -huutokauppa voidaan kuvata baye-
sildisend pelind. Talloin huutokauppojen tasapainot méaritellaén bayesildisten pelien
tasapainoina.

Huomautus 4.31. Bayesildista pelid kutsutaan myos epdtdaydellisen informaation pe-
liksi, koska jokaisen tarjoajan oma arvostus v; on yksityistd informaatiota. Bayesilai-
nen peli on médritelméssa 2.2 médritellyn n-pelaajan strategisen pelin laajennus.

Huomautus 4.32. Bayesildistd pelid vastaa médritelmén 2.2 mukainen n-pelaajan
strateginen peli, missd pelaajien joukko on kaikkien parien (i,v;) joukko, i € N ja
v; € [0, 00), strategia-avaruus kullekin pelaajalle (i,v;) on B; ja tulosfunktio kullekin
pelaajalle (i,v;) on

(i) (Di (i), (05(v5)) i) = / wi(bi(vi), (b;(05)) 265 Vi, Ojops) AF™ 1 (1)

D5£:€[0,00)7 1
=K, [wi(bi(vi), (bj(v)) i3 Vi, Vi),

missé u;(-) on mééritelméin 4.11 mukainen tulosfunktio ja merkinnalld dF™1(0;) tar-

koitetaan dF'(01) - - dF(0;_1)dF (Viy1) - - - dF(0y,).

Huomautus 4.33. Integrointi voidaan tehdd mitan dF"~!(0;) suhteen, koska tarjoa-
jlien arvot ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita yleisessé tiedossa olevan ker-
tyméafunktion F' mukaisesti.
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Yleistetdin kahden pelaajan strategisen pelin Nashin tasapainon mééaritelmé kos-
kemaan mielivaltaista pelaajien lukumaéraa n € N. Strateginen peli méaariteltiin maa-
ritelméssé 2.2.

Huomautus 4.34. Sovelletaan huomautusta 3.26 seuraavilla valinnoilla. Olkoon n pe-
laajien lukuméaré, B; pelaajan i strategia-avaruus ja u; : By X --- X B, — R pelaa-
jan i tulosfunktio. T&lloin strategiajoukko (b5(vy), ..., b5 (vy,)) on Nashin tasapaino, jos
kaikille ¢ € N piitee

w; (b7 (vi), (b7 (v5)) i) 2 wi(bi(vi), (0} (vy)) i)
kaikilla strategioilla b;(v;) € B;. Toisin sanoen strategia b (v;) on sellainen, etta

ax ui(bi(v:), (05(v))) ) = wi(bi (vi), (05 (v5))4)-
Bayesildisen pelin Nashin tasapaino maéaéritelladn huomautuksen 4.32 mukaisen
strategisen pelin Nashin tasapainona, kuten huomautuksessa 4.34.

MAARITELMA 4.35. Strategiajoukko (bj(vy), ..., 05 (v,)) on bayesildinen Nashin tasa-
paino, jos jokaiselle pelaajalle (i,v;) patee

(i) (0 (Vi) (05 (0))) 1) 2 i) (Di(vi), (0 (v))54)

kaikilla b;(v;) € B;, v; € [0,00) ja i € N. Toisin sanoen strategia b} (v;) on sellainen,
etta

p,max, Ui w5) (0 (), (07 (V5)) i) = i) (0] (V) (07 (v5)) 1)
MAARITELMA 4.36. Symmetriseksi bayesildiseksi Nashin tasapainoksi sanotaan baye-

sildistd Nashin tasapainoa, jossa kaikki tarjoajat kédyttdvéat samaa tarjousfunktiota.
Téta merkitédén b(-) = b;(+) kaikille i € N.

MAARITELMA 4.37. Tarjoaja ¢, jonka arvostus on v;, ilmoittaa arvostuksensa to-
tuudenmukaisesti, jos han ilmoittaa arvostuksekseen v;. Toisin sanoen hédn kéyttaa
strategiaa b;(v;).

Seuraavan lemman todistus on John Morganin muistiinpanoista [16].

LEMMA 4.38 (Paljastusperiaate). Mille tahansa bayesildiselle Nashin tasapainolle on
olemassa bayesildinen peli samalla tasapainolla, jossa tarjoajat ilmoittavat arvostuk-
sensa totuudenmukaisesti.

TobisTus. Olkoon strategiajoukko (b3 (v1), ..., bf (v,)) bayesildinen Nashin tasapaino.
Jos tarjoaja i, jonka arvostus on v;, ilmoittaa arvostuksekseen ¢;, hdnen tuloksensa
on

Uiy (07 (02), (05 (v3)) ) = Wi (05 (03), (6 (v5)) j22)
jollakin b} (v;) € B;. Koska strategiajoukko (bf(vy), ..., (v,)) on bayesildinen Nashin
tasapaino, kaikille i € N ja v; € [0, 00) pétee

Ui ) (07 (03), (07 (0)) i) = i) (05 (i), (05 (v;)) j2i)

kaikilla v} (v;) € B;. Téalloin tarjoajan i kannattaa ilmoittaa arvostuksekseen v;. O
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MAARITELMA 4.39. Sanotaan, ettd strategiajoukko (b5(vy), ..., b’ (vy,)) on heikosti do-
minoivien strategioiden tasapaino, jos kaikille 7+ € N pétee

wi (b (vi), (bj (V)05 Vis Vi) = wi(bi(3), (b (1)) 205 Vi Vjsti)
kaikilla b;(v;) € Bi, (bj(vj))j2i € Bjzi ja (vi,vj2) € [0,00)" seké on olemassa ainakin
yksi (b;(v;));2i € Bjz, jolle pétee

wi (b7 (vi), (bj (V7)) js2i5 Vis Vi) > wi(bi(v3), (b5 (V1)) i3 Vi, Vit )-

LAUSE 4.40. Heikosti dominoivien strategioiden tasapaino (b3 (vy), ..., b5 (vy,)) on baye-
sildinen Nashin tasapaino.

Tobistus. Koska (bf(v1), ..., b% (v,)) on heikosti dominoivien strategioiden tasapaino,
niin kaikille ¢ € N péatee

wi (b (vi), (05 (0)) g5 vy Vj20) 2 wilbi(i), (0(05)) 45 Vi Vi)
kaikilla b;(v;) € B, (bj(v;));2i € Bjzija (vi,v;) € [0,00)". Valitsemalla (b;(v;)) ;. =
(b5 (v5))j2i saadaan

i (b7 (vi), (05 (v5)) 203 Vs i) 2= wi(biv3), (05 (1)) 45 Vi Vi)

kaikilla b;(v;) € By, v; € [0,00) jai € N. Edelleen ottamalla odotusarvo kummaltakin
puolelta saadaan

By, [wi(b; (vi), (05 (v))) 205 vi, vj0)] 2 Bop, [ (bi(vi), (5 (v))) 5205 vi, 0j22)]-

Télloin médritelmén 4.35 nojalla strategiajoukko (b5(vy), ..., b5 (v,)) on bayesildinen
Nashin tasapaino. O

Lauseen 4.21 seurauksena saadaan seuraava tulos.

SEURAUS 4.41. Suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupassa on sym-
metrinen bayesildinen Nashin tasapaino jokaiselle tarjoajalle i, joka tarjoaa arvolla

b*(v;) = bi (v;) = v,  missd v; € [0, 00).

Tobistus. Lauseen 4.21 mukaan suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huuto-
kaupassa heikosti dominoiva strategia tarjoajalle i on tarjota arvolla b;(v;) = v;. Edel-
leen sama pétee kaikille tarjoajille i € N, joten b;(v;) = v; on heikosti dominoivien
strategioiden tasapaino. Lauseen 4.40 nojalla b;(v;) = v; on bayesildinen Nashin tasa-
paino. U

Huomautus 4.42. Lauseessa 4.21 ja sen seurauksessa ei tarvita oletusta tarjoajien
arvojen riippumattomuudesta ja samoinjakautuneisuudesta. Vain oletus yksityisista
arvoista on tarkea.
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MAARITELMA 4.43. Tarjoajan ¢ odotettu tulos arvostuksella v;, kun hén ilmoittaa
arvostuksekseen v;, on

1L (035 v;) =(vi — p(bi(0s), (bj(v;));i)) - Pi(tarjoaja i voittaa)

1
+ E(Ul — p(bi(0;), (bj(v)))2i)) - Pi(tarjoaja i pédtyy tasatulokseen)

+ 0 - P;(tarjoaja i havidd)
=v; - P;(tarjoaja i voittaa) — p(b;(0;), (bj(v;)) ) - Pi(tarjoaja i voittaa)

k
- P;(tarjoaja i péétyy tasatulokseen)

i D 1 R
+ v P;(tarjoaja i padtyy tasatulokseen) — Z - p(bi(0;), (b (v})) i)

(%
=v; - P;(tarjoaja i voittaa) — E;[tarjoajan ¢ maksu] + -
- P;(tarjoaja i padtyy tasatulokseen) — E;[i:n maksu tasatilanteessal,

missé p(-) on huutokaupattavan kohteen myyntihinta, & > 1 on tasatulosten lukuméaé-
ré, P; on tarjoajan ¢ todennikdoisyys ilmoitetulla arvostuksella 0; ja [E; on tarjoajan @
odotettavissa oleva maksu ilmoitetulla arvostuksella v;.

Huomautus 4.44. Tarjoajan ¢ odotettu tulos on II;(v;;v;), kun hén ilmoittaa arvos-
tuksensa totuudenmukaisesti.

Huomautus 4.45. Todennékoisyys voidaan kirjoittaa integraalina, kuten huomautuk-
sessa 4.32. Merkintd K, [u;(bi(v), (bj(v;)) i Vi, Vji)] tarkoittaa my6s tarjoajan i
odotettua tulosta. Tarjoajan ¢ odotetulle tulokselle kiaytetdan lyhyempéaa merkintaé
I1;(0; v;), koska halutaan korostaa tarjoajan ¢ arvostusta v; ja hin ilmoittamaansa
arvostusta ;.

Seuraavan lemman todistus on katsottu Sidney Resnickin kirjasta [22].

LEMMA 4.46. Olkoot satunnaismuuttujat X, : @ — R, n > 1, rippumattomia ja
samoin jakautuneita. Olkoon lisiksi F(x) yhteinen kertymdfunktio, joka on jatkuva.
Tdlloin todenndakdisyys, ettd satunnaismuuttujien arvot ovat samat, on nolla.

TobisTus. Kirjoitetaan

P(samat) = PP <U[Xi = Xj]> < PIX; = X)),
i) i#]
missd epayhtdlo seuraa todennékoisyysjakauman subadditiivisuudesta. Nyt riittad
nayttad, ettd P[X; = Xy] = 0. Kaikille n pétee

(k=1 k
[X1=X2]Ck_U [2—n<X1,X2<2—n}-

Edelleen monotonisuudesta ja subadditiivisuudesta seuraa

= k—1 k ok—1 k
P[XIZXQ]ng P[Q—W<X1<27’2—n<X2<27:|

ZOO E—1 E1\2

k=—o00
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Kirjoittamalla P(a < X < b) = F((a,b]) = F(b) — F(a) saadaan edelleen

PLX, = X] < ffF<(a;{§J)F<(a;{§J)

k=—o0

E—1 k] > E—1 k
< — —
\_oﬁri%}iooF(( on ’2n_> 2 F(( on 2"])

k=—o00

kE—1 k]
< max F ,— ] -1
—oo<k<o0 2n 2n

= max F k_l,ﬁ .
—co<k<oo PACAL

Koska kertyméfunktio F' on jatkuva ja monotoninen avaruudessa R, niin F' on
tasaisesti jatkuva avaruudessa R (katso Sidney Resnickin kirjasta [22, s. 67]). Télloin
annetulle € > 0, jolle on n > ng(e€), ja kaikille k saadaan

(5 () (5 =

joten P[X; = X,] < e. O

Huomautus 4.47. Kun tarjoajat kdyttavit samaa tarjousfunktiota, tasatulokset ovat
mahdollisia vain, jos tarjoajien arvot ovat samat. Lemman tilanteessa tasatulokset
eivét ole mahdollisia.

Seuraavan lauseen todistus pohjautuu todistukseen David Easleyn ja Jon Klein-
bergin kirjassa [6]. Lauseessa oletetaan, ettd jokaisen tarjoajan arvo on riippumaton
ja noudattaa todennédkoisyysjakaumaa yli epdnegatiivisen reaaliakselin. Todennékdi-
syysjakauma esitetdin sen kertyméfunktion F' avulla kaikille tarjoajille 7. Oletetaan,
ettéd kertyméfunktio F' on differentioituva funktio. Liséksi oletetaan seuraavat kohdat.

(1) Strategia b = b; on aidosti kasvava, differentioituva funktio jokaiselle tarjoa-
jalle 7. Aidosti kasvavuudesta seuraa, etté jos kahdella tarjoajalla on erilaiset
arvostukset, he tekevit erilaiset tarjoukset. Toisin sanoen tarjoaja, jolla on
korkein arvostus, tekee korkeimman tarjouksen ja siten voittaa huutokaupan.

(2) Kaikilla arvostuksilla v; patee b;(v;) < v;. Toisin sanoen tarjoajat eivit kos-
kaan tarjoa yli heiddn arvostustensa, koska muuten he tekisivét tappiota, jos
he voittaisivat huutokaupan.

LAUSE 4.48. Suljetussa korkeimman tarjouksen huutokaupassa on symmetrinen baye-
silainen Nashin tasapaino jokaiselle tarjoajalle @, joka tarjoaa arvolla

bmw:wm:{ﬁ%ﬁéwﬂwWJ@dmwso<w<w

0, jos v; =0,
missd n on tarjoajien lukumddrd ja f on kertymdafunktion F tiheysfunktio.

Tobistus. Oletuksen mukaan tarjoajien arvot ovat riippumattomia ja samoin jakau-
tuneita. Liséksi yhteinen kertyméfunktio F' on differentioituva, joten se on jatkuva.
Talloin lemman 4.46 nojalla tasatulosten todennékoisyys on nolla. Odotettu tulos
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tarjoajalle ¢ arvostuksella v; on
IL (v v;) = (v; — p(bi(vi), (bj(v;));2i)) - Pi(tarjoaja i voittaa)
= (Ui — bz(’l}l)) . HD,(UZ > v kaikilla j 7é Z)
= (v; = bi(v;)) - Py(v; > v1) -+ - Pimy (v > 0-1)Pigr (v > vi1) -+ - Pr(v; > vy,)
= (Ui — bz(vz)) . Fn_l(l)i).
Kolmas yhtédsuuruus seuraa oletuksesta (1), neljis yhtdsuuruus oletuksesta, etta tar-
joajien arvot ovat riippumattomia, ja viimeinen yhtédsuuruus oletuksesta, etté tarjoa-
jien arvot ovat samoin jakautuneita kertyméfunktion F' mukaisesti.
Madritelmén 4.35 mukaan tasapainossa jokaisen tarjoajan strategian taytyy mak-
simoida odotettu tulos annetuista lopuista strategioista. Olkoon b;(0;) tarjoajan i

strategia milld tahansa muulla arvostuksella 0; € [0, 00). Téll6in lemman 4.38 nojalla
tasapainossa pétee

arg max F"_l(f;i)(v,- — bz(’{iz)) = V.
9;€[0,00)

Ensimmaéisen kertaluvun ehto antaa
dF™1(0;) (v; —
dv;
ehdolla ©; = v;. Edelleen sijoittamalla saadaan
(n — 1) F"2(0;) F'(v))v; — (n — 1) F"2(0;) F'(v3)bs (v;) — b3 (vs) F"H(v3) = 0
ja jarjestelemalla
(n — 1) F" () F'(v;)bi (v5) + b (v) F" Y (v3) = (n — 1) F™" 2 (v3) F' (i) vy,
joka voidaan kirjoittaa muodossa
dF™ ()b (v;)
dv;

missd F'(v;) = f(v;). Analyysin peruslause antaa

bi(%:)) = (n — D)F"2(0;) F'(0;) (v — b;(03)) — b,(0;) F" 1 (25) = 0

= (n— 1)F"(v;) F' (v;)v;,

F" ()b (v5) = (n — 1) /Ovi vf(x)F"*(z) dv + C,

misséd C' = 0, koska tarjoaja, jonka arvostus on nolla, ei tarjoa mitédén oletuksen (2)
nojalla. Néin ollen saadaan viite

bi(v:) = Ff;l(i)/o 2 (2)F"2(x) da. 0

ESIMERKKI 4.49. Jos tarjoajien arvot noudattavat tasajakaumaa vélilla [0, 1], niin
kertyméfunktio on F(v;) = v; ja tiheysfunktio f(v;) = 1 kaikille ¢ € N. Téllin
lauseessa 4.48 oleva tasapainostrategia saadaan muotoon

-1 [% -1 1 1
b?(w)znn—_1/0 Jﬁ'xnzdfﬁznn—_l'—vzﬁ:(l——)vi-

v; v, n n

MAARITELMA 4.50. Tarjoaja on riskineutraali, jos han maksimoi odotettua tulos-
taan.
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Huomautus 4.51. Yksityinen arvo -mallissa oletetaan, ettd tarjoajat ovat riskineut-
raaleja. He maksimoivat méaéritelmén 4.43 lauseketta.

MAARITELMA 4.52. Kertyméfunktio F' on atomiton, jos pétee
F(zx+h)—F(x—h)—0, kunh — 0.
Huomautus 4.53. Atomiton kertyméfunktio on jatkuva.

MAARITELMA 4.54. Huutokauppamekanismi on tehokas, jos se jakaa huutokaupat-
tavan kohteen sité eniten arvostavalle eli tarjoajalle, jolla on korkein arvostus.

Taméan luvun péddtulos on seuraava lause, jonka todistus on Paul Klempererin
paperista [11].

LAUSE 4.55 (Tuottoekvivalenssilause). Oletetaan, ettd jokaisella riskineutraalilla tar-
joajalla, joiden mddrd on n € N, on riippumaton yksityinen arvo yksittdiselle huu-
tokaupattavalle kohteelle huutokaupassa. Arvot ovat perdisin yhteisestd kertymdfunk-
tiosta F(v), joka on aidosti kasvava ja atomiton vdlilld [v,v]. Tdlloin mikd tahansa
tehokas huutokauppamekanismi, jossa odotettu maksu tarjoajalle arvostuksella v on
nolla, antaa saman odotetun tuoton myyjdlle. Edelleen tarjoaja arvostuksella v; mak-
saa saman odotetun maksun missd tahansa tehokkaassa huutokauppamekanismissa.

TobisTus. Tarkastellaan mita tahansa huutokauppamekanismia jakaa huutokaupat-
tava kohde. Koska tarjoajat ovat riskineutraaleja, he seuraavat heididn tasapainostra-
tegioitaan. Olkoon II;(v;; v;) tarjoajan ¢ odotettu tulos arvostuksella v; olettaen, etta
kaikki tarjoajat, mukaan lukien tarjoaja ¢, seuraavat heiddn tasapainostrategioitaan.
Olkoon P;(tarjoaja i voittaa) =: P;(v;) tarjoajan i todennikdisyys, jolla hin saa huu-
tokaupattavan kohteen, missé hénen arvostuksensa on v;, hin seuraa tasapainostrate-
giaansa arvostuksellaan v; ja kaikki muut tarjoajat seuraavat heidén tasapainostrate-
gioitaan. Oletuksen mukaan tarjoajien arvot ovat riippumattomia ja samoin jakautu-
neita. Liséksi yhteinen kertyméfunktio F'(v) on atomiton, joten se on jatkuva. T&lloin
lemman 4.46 nojalla tasatulosten todenn#koisyys on nolla. Odotettu tulos tarjoajalle
7 on
(4.1) IL; (v v;) = v;P;(v;) — E;[tarjoajan ¢ maksu arvostuksella v;].

Lemmasta 4.38 saadaan milld tahansa muulla arvostuksella ©;, joka tarjoajalla ¢
voisi olla, epayhtalo
(4.2) I (i3 vi) = TLi(03505) + (v — 03)Pi(05) = TLi(03505).

Jos tarjoaja 7 seuraisi tasapainostrategiaansa arvostuksella ©; arvostuksensa v; sijas-
ta, tarjoaja ¢+ maksaisi samat maksut ja voittaisi huutokaupattavan kohteen itselleen
samalla todennékoisyydelld kuin tarjoaja arvostuksella ©;. Kuitenkin, jos tarjoaja @
voittaa kohteen, hin arvostaa sitd (v; — 0;) verran enemmén kuin tarjoaja arvostuk-
sella v;. Epayhtalo pétee, koska tasapainossa tdamé ero on tuottamaton.

Merkitddn v; = v; + Av;. Talloin epdyhtils (4.2) saadaan muotoon

Kun otetaan huomioon, etté tarjoajan ¢ arvostus voisi olla v; + Awv;, saadaan
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Yhdistamalla epéyhtalot (4.3) ja (4.4) saadaan
S IL;(v; + Avg; v; + Av) — (v v;)

]P)Z'(Ui + AUZ) = A’Ui 2 P1<U1>
Koska
Al;go ]:EDZ(’UZ + AUZ) = Pz<vz)

ja

Am Pi(vi) = Pi(vy),
niin saadaan A

AL

Avso Ay Pi(vi)
Edelleen analyysin peruslause antaa
(4.5) I (vs; v;) = (v 0) +/ P;(x)dx.

Tarkastellaan seuraavaksi mitd tahansa kahta tehokasta huutokauppamekanismia,
joissa odotettu maksu tarjoajalle ¢ arvostuksella v on nolla. Koska mééritelméan 4.43
mukaan

[E;[tarjoajan ¢ maksu arvostuksella v] = p(bi(v), (b;(v;));jxi) - Pi(v) = 0,

missd P;(v) on tarjoajan ¢ voittamistodenndkdoisyys arvostuksella v, niin on oltava
P;(v) = 0. T&lloin tarjoaja ¢ arvostuksella v ei koskaan voita, joten hinen odotettu
tuloksensa on II;(v; v) = 0. Koska molemmat huutokauppamekanismit ovat tehokkai-
ta, tarjoajalla 7 on aina sama voittamistodennékoisyys P;(v;) arvostuksella v;. Koska
yhtélon (4.5) oikea puoli sisdltdd vain termit P;(v;) ja II;(v;v), tarjoajalla i tdytyy
olla sama odotettu tulos II;(v;; v;) molemmissa huutokauppamekanismeissa. Yhtéalon
(4.1) nojalla tdmé tarkoittaa, ettd tarjoaja i arvostuksella v; maksaa saman odote-
tun maksun molemmissa huutokauppamekanismeissa. Koska tdmé& on totta kaikille
tarjoajille © € N, myyjan odotettu tuotto on myos sama molemmissa huutokauppa-
mekanismeissa. 0

Tuottoekvivalenssilauseen perusteella voidaan kysyé, miksi on olemassa erilaisia
huutokauppamekanismeja, jos kaikki mekanismit johtavat samaan odotettuun tuot-
toon myyjalle. Ensiksi lauseen oletuksia ei voida pitéé realistisina, koska todellisuudes-
sa tarjoajien arvot riippuvat toisistaan ja eivét ole samoin jakautuneita. Toisin sanoen
toisilla tarjoajilla on enemmén tietoa huutokaupattavan kohteen arvosta kuin toisil-
la. Toiseksi jokaisella huutokauppamekanismilla on omat etunsa, esimerkiksi englan-
tilainen huutokauppa sopii tilanteisiin, joissa huutokaupattavalle kohteelle halutaan
maédritelld markkina-arvo.

4.3. Erilaiset huutokauppamekanismit

Seuraavaksi tarkastellaan, millaisia huutokauppamekanismeja on olemassa ja mil-
laisiin tilanteisiin ne sopivat. Paéldhteend tassé kappaleessa on kédytetty Jouko Huus-
kon kandidaatintyoté [9].

Englantilainen huutokauppa sopii tilanteisiin, joissa huutokaupattavan kohteen
markkina-arvo ei ole tiedossa, kuten taideteokset ja antiikki. Huutokaupan aikana
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tarjoajat méadrittelevit kohteelle arvon tarjoustensa kautta. Ongelmana on, ettd hin-
ta saattaa jidda myyjan kannalta alhaiseksi, jos tarjoajat tekevit yhteistyota. Tarjoa-
jat sopivat keskendin, kuka tarjoaa huutokaupattavalle kohteelle muiden tarjoajien
pidattaytyessé tarjoamisesta. Toisaalta tarjoaja saattaa maksaa huutokaupattavasta
kohteesta enemmén kuin todellisen hinnan, jos hédn haluaa sen. Ilmittd kutsutaan
voittajan kiroukseksi. Tamé johtuu siité, ettd tarjoaja, joka tekee korkeimman tar-
jouksen, pakottaa toiset tarjoajat arvioimaan uudelleen késityksiddn huutokaupatta-
van kohteen arvosta. Lisdksi tarjoamisprosessi saattaa kestda kauan.

Hollantilaisen huutokaupan etuna on nopeus, koska koskaan ei ole enempéé tar-
jouksia kuin on huutokaupattavia kohteita. Huutokauppaa onkin kaytetty kukkien
myyntiin Hollannissa, mistd huutokaupan nimi on periisin. Liséksi hollantilainen huu-
tokauppa sopii tilanteisiin, joissa halutaan vélttaa tarjoajien yhteistyotéa, koska tar-
joamisprosessi ei paljasta toisten tarjoajien arvoja. Ongelmana on, ettéd tarjoaja to-
dennékoisesti maksaa huutokaupattavasta kohteesta enemmén kuin hén oli ajatellut,
koska hén haluaa varmistaa kohteen voittamisen itselleen.

Avoimessa huutokaupassa tarjoajat kuulevat toisten tarjoajien tarjoukset, joten he
voivat reagoida niihin heti. Huutokaupan etuna pidetdénkin tarjoajien epavarmuuden
vahentamistéd. Toisaalta avoimuus luo mahdollisuuksia tarjoajien véliseen yhteistyo-
hon. Lisdksi avoin huutokauppa soveltuu huonosti tilanteisiin, joissa tarjoajien méaéra
on alhainen.

Suljetut huutokaupat sopivat hyvin tilanteisiin, joissa tarjoajat eivit ole haluk-
kaita paljastamaan arvojaan avoimissa huutokaupoissa. Lisdksi huutokaupat ovat vé-
hemmén alttiimpia tarjoajien yhteistyolle kuin avoimet huutokaupat. Suljettua kor-
keimman tarjouksen huutokauppaa on kéytetty erityisesti julkisissa hankinnoissa ja
kaivostoiminnan vuokrasopimusten huutokauppaamisessa.

Seurauksen 4.41 mukaan suljetussa toiseksi korkeimman tarjouksen huutokaupas-
sa tarjoajat tarjoavat oman arvonsa verran, kun taas lauseen 4.48 mukaan suljetussa
korkeimman tarjouksen huutokaupassa tarjoajat tarjoavat alle oman arvonsa. Néin ol-
len suljettu toiseksi korkeimman tarjouksen huutokauppa on suosiollisempi myyjille,
koska tarjoajat tarjoavat siind enemmén, silld voittaessaan tarjoaja maksaa toisek-
si korkeimman tarjouksen verran. Kuitenkin tatd huutokauppaa on vidhén kéytetty.
Tamé johtuu siitd, ettd tarjoajat eivét halua paljastaa todellisia arvojaan myyjél-
le, koska hén voi hyodyntéaa tai levittda téata tietoa. Lisdksi tarjoajat voivat epailld
lopputuloksen oikeellisuutta, koska tarjoaja ei maksa sité, mitd hén tarjoaa.

Huutokauppa voidaan toteuttaa joko yhdelld tai useammalla kierroksella. Yhden
kierroksen huutokaupassa jokainen tarjoaja tekee yhden tarjouksen huutokaupatta-
valle kohteelle. Usean kierroksen huutokaupassa tarjoajat voivat korottaa omia edelli-
sen kierroksen tarjouksiaan. Jokaisella tarjoajalla on kédytossddn yksi tarjous kullekin
huutokaupattavalle kohteelle kierrosta kohden.

Liséiksi on olemassa usean huutokaupattavan kohteen huutokauppoja, joissa myy-
déan kerralla useita kohteita. Huutokaupattavat kohteet ovat yleenséd samanlaisia tai
liittyvat toisiinsa. Seuraavaksi esitelldéan tarkeimpid usean huutokaupattavan kohteen
huutokauppojen muotoja.

Samanaikaisessa huutokaupassa tarjoajat voivat tehd& tarjouksia useasta huuto-
kaupattavasta kohteesta samaan aikaan. Huutokaupan etuna on, etté tarjoajat voivat
muuttaa strategioitaan huutokaupan aikana. Kombinatorisessa huutokaupassa tarjoa-
jat voivat tarjota huutokaupattavien kohteiden yhdistelmille. Jos yhdistelmé&tarjous



4.4. RADIOTAAJUUSHUUTOKAUPAT 46

ylittaéd yksittaisten tarjousten summan, niin kohteet myydéaén yhdistelména. Kombi-
natorisessa huutokaupassa etuna on, ettd tarjoaja voi paremmin ilmaista mieltymyk-
siddn erityisesti tilanteessa, jossa huutokaupattavat kohteet tdydentéavét toisiaan.

Perakkéisessd huutokaupassa huutokaupattavat kohteet myydéan erikseen. Téssa
ongelmana on hitaus, mutta toisaalta huutokauppa on yksinkertaisempi toteuttaa
kuin samanaikainen huutokauppa. Lisdksi tarjoajat eivit voi muuttaa strategioitaan,
kuten samanaikaisessa huutokaupassa.

4.4. Radiotaajuushuutokaupat

Esimerkkinéd huutokaupoista tarkastellaan radiotaajuushuutokauppoja, jotka vies-
tintdviranomainen Federal Communications Commission (FCC) aloitti vuonna 1994
Yhdysvalloissa. Tamén kappaleen pééldhteend on kéytetty Paul Milgromin paperia
[15]. Seuraavaksi esitelldidn huutokauppoja koskevat sddannét ja analysoidaan niité
edelld olevan teorian nikdkulmasta.

Samanaikainen nouseva huutokauppa kehitettiin alun perin radiotaajuuslisenssien
myymiseksi. Se on huutokauppa, jossa on useita huutokaupattavia kohteita ja tarjoa-
minen tapahtuu kierroksilla. Jokaisella kierroksella tarjoajat tekevit samanaikaisesti
suljettuja tarjouksia mille tahansa huutokaupattaville kohteille, joista he ovat kiin-
nostuneita. Tarjoamisen jdlkeen kierroksen tulokset kirjataan ylos. Jokaiselle huuto-
kaupattavalle kohteelle tulokset siséltdvét tiedot uusista tarjouksista ja vastaavista
tarjoajista sekd olemassa olevasta korkeimmasta tarjouksesta ja vastaavasta tarjoa-
jasta. Alun perin olemassa oleva korkein tarjous on nolla jokaiselle huutokaupattavalle
kohteelle. Huutokaupan edetessa uusi olemassa oleva korkein tarjous kierroksen lopus-
sa on suurempi joko aikaisemmasta olemassa olevasta korkeimmasta tarjouksesta tai
korkeimmasta uudesta tarjouksesta.

Liséksi kierroksen tulokset siséltédvat vahimmaistarjoukset seuraavalle kierroksel-
le. Vdhimmaistarjoukset on laskettu olemassa olevasta korkeimmasta tarjouksesta li-
sadmélla siithen ennalta maadrdatyn tarjouksen verran. Taajuuslisenssien tapauksessa
lisdys on tyypillisesti suurempi joko jostakin kiintefistd summasta tai olemassa ole-
van korkeimman tarjouksen kiinteédstéd prosenttiosuudesta, joka on viisi tai kymmenen
prosenttia.

Tarjous edustaa tarjoajan todellista sitoutumista. Yleisin sdantojen versio on seu-
raava. Jos tarjoajalla on mahdollisuus vetédi tarjouksensa pois, hiin saa siitd rangais-
tuksen. Jos huutokaupattavan kohteen myyntihinta on vihemmaén kuin poisvedetty
tarjous, tarjouksensa poisvetédneen tarjoajan taytyy maksaa myyntihinnan ja tarjouk-
sensa vilinen erotus.

Huutokaupan aikana tarjoajan aktiivisuutta valvotaan aktiivisuussadnnolla. Se
toimii seuraavasti. Ensiksi taajuudelle luodaan méaaramittari, joka antaa karkean li-
senssin arvon. Tyypillisesti taajuuslisenssin méadramittari perustuu lisensoidun taa-
juuden kaistanleveyteen ja vdestoon lisenssin kattamalla maantieteelliselld alueella.
Huutokaupan alussa jokainen tarjoaja vahvistaa alkuperiisen tarjoamiskelpoisuuten-
sa tekemadlla talletuksia, jotka kattavat tietyn méaérén lisenssejé edelld mainitun méaa-
ramittarin mukaan lasketuilla arvoilla. Huutokaupan aikana tarjoajaa pidetdin ak-
tiivisena lisenssille kierroksella, jos hin tekee sopivan uuden tarjouksen lisenssille tai
hénelld on olemassa oleva korkein tarjous edelliseltd kierrokselta. Jokaisella kierrok-
sella tarjoajan aktiivisuutta rajoitetaan siten, ettei hén saa ylittdd kelpoisuuttaan
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méadramittarin mukaan lasketuilla arvoilla. Jos jatetty tarjous ylittda tarjoajan kel-
poisuuden, tarjous yksinkertaisesti hylatasn.

Huutokauppa toteutetaan kolmessa vaiheessa, joista jokainen siséltdd madritte-
lemé&ttoméan méadrdn kierroksia. Huutokauppa alkaa ja jatkuu vaiheella yksi, kunnes
tarjoamisaktiivisuus laskee tasolle, jossa uusia tarjouksia tehd&dan lisensseille, jotka
muodostavat vain viisi prosenttia koko lisenssiméarésta. Télloin huutokauppa siirtyy
vaiheeseen kaksi. Vastaavalla tavalla huutokauppa siirtyy vaiheesta kaksi vaiheeseen
kolme.

Ensimmaisesséd vaiheessa tarjoajan, joka haluaa siilyttda kelpoisuutensa, taytyy
olla aktiivinen lisensseissé, jotka kattavat tietyn osan f; hénen kelpoisuudestaan. Jos
tarjoaja, jonka kelpoisuus on x, on aktiivinen lisenssiméaralld y < fiz tdmén vaiheen
aikana, niin hinen kelpoisuutensa vihenee seuraavalla kierroksella arvoon % Toises-
sa ja kolmannessa vaiheessa vastaavaa sdantod sovelletaan, mutta kayttden osuuksia
f2 ja f3. Osuudet ovat olleet esimerkiksi (f1, f2, f3) = (0,6;0,8;0,95). Kolmannessa
vaiheessa tarjoajat tietédvét, ettd huutokauppa on sulkeutumassa, silld jiljella oleva
kysynté lisensseille on vain % kertaa nykyinen aktiivisuustaso. Kuitenkin séd&nnot tar-
joavat viisi aktiivisuussdannon poikkeusta jokaiselle tarjoajalle. Nédiden tarkoituksena
on estédd virheitd tarjousten jattdmisprosessissa aiheuttaen tahattomia vdhennyksié
tarjoajan kelpoisuudessa.

Tarjoaminen kaikille lisensseille sulkeutuu samanaikaisesti, kun uusia tarjouksia ei
tule millekaén lisenssille. Kun huutokauppa sulkeutuu, lisenssit myydédéan tarjoajille,
jotka ovat tehneet vastaavat olemassa olevat korkeimmat tarjoukset.

ESIMERKKI 4.56. Seuraavaksi nédytetadn, mikd merkitys aktiivisuussadnnolla on taa-
juushuutokaupoissa. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan samanaikaista nousevaa
huutokauppaa, jossa tarjoajina ovat kolme yritystd ja huutokaupattavina kohteina
kaksi lisenssid, A ja B. Oletetaan, etté tarjoaja 1 on kelpoinen hankkimaan molem-
mat lisenssit, tarjoaja 2 ei ole kelpoinen hankkimaan lisenssié B ja vastaavasti tarjoaja
3 ei ole kelpoinen hankkimaan lisenssié A. Liséksi oletetaan, etté jokaisella tarjoajalla
on kahdenkymmenen dollarin kokonaisbudjetti, jota kokonaismaksut eivét voi ylittaa.
Taulukossa 1 on listattu tarjoajien arvot lisensseille.

Lisenssi | A B | Budjetti
Tarjoaja

1 15 30 20

2 10 - 20

3 - 15 20

TAULUKKO 1. Tarjoajien arvot lisensseille ja budjettirajoitteet

Pelin sdannot ovat seuraavat. Aluksi kummankin lisenssin hinta on nolla. Mil-
& tahansa kierroksella tarjoaja voi nostaa tarjoustaan viahintdan yhdelld dollarilla
mille tahansa lisenssille, johon hénen kelpoisuutensa riittad. Mahdolliset tasatulokset
jaetaan sattumanvaraisesti. Kun uusia tarjouksia ei tule millekdén lisenssille, huuto-
kauppa sulkeutuu.

Jos tarjoajan 3 arvo on tarjoajien yleisessd tiedossa, niin on olemassa heikosti
dominoivien strategioiden tasapaino, jossa tarjoajat 2 ja 3 tarjoavat suoraviivaisesti.
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Toisin sanoen tasapainossa tarjoajat 2 ja 3 nostavat tarjouksiaan aina, kun tarjoajilla
ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta ja heiddn arvonsa aidosti ylittavéit nykyisen
korkeimman tarjouksen. Naytetddn, ettd tdmé strategia on heikosti dominoiva. Jos
tarjoaja lopettaa tarjoamisen ja hénelld ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta,
hénen tuloksensa on nolla. Jos taas tarjoaja jatkaa tarjoamista, vaikka hdnen arvon-
sa lisenssille on vahemmaén kuin nykyinen korkein tarjous, hénen tuloksensa on nolla
tai negatiivinen. Kaikissa tilanteissa tarjoaja paétyy samaan tai huonompaan tulok-
seen kuin nostamalla tarjoustaan aina, kun hénelld ei ole olemassa olevaa korkeinta
tarjousta ja hdnen arvonsa aidosti ylittdd nykyisen korkeimman tarjouksen. Talloin
hénen tuloksensa on nolla tai positiivinen.

Tarjoajan 1 vastaava strategia on tarjota suoraviivaisesti lisenssille B ja rajoittaa
tarjoamistaan lisenssille A varmistaakseen, ettd hén voittaa lisenssin B rajoitetulla
budjetilla. Jos tarjoaja 1 tarjoaisi suoraviivaisesti myos lisenssille A, hdnen budjettinsa
ylittyisi. Hanen ei myoskééan kannata tarjota suoraviivaisesti lisenssille A ja rajoittaa
tarjoamistaan lisenssille B, koska hédnen arvonsa lisenssille A on matalampi kuin li-
senssille B. Télloin hanen tuloksensa olisi huonompi kuin tarjoamalla suoraviivaisesti
lisenssille B ja rajoittamalla tarjoamistaan lisenssille A.

Jos tarjoajan 3 arvo on yksityisté tietoa, niin edellisen kaltaista tasapainoa ei ole
olemassa. Oletetaan, ettd tarjoajat 2 ja 3 tarjoavat suoraviivaisesti. Télloin tarjoaja
1 voi saada selville tarjoajan 3 arvon tarjoamalla lisenssille B, kunnes hén varmistaa
lisenssin saamisen itselleen. Sen jélkeen tarjoaja 1 kdyttda jaljelld olevan budjettinsa
lisenssin A voittamiseen itselleen. Télloin tarjoaja 1 voittaa aina lisenssin B. Jos nyt
olisi tasapaino néilld ominaisuuksilla, niin tarjoaja 3 voisi odottaa, kunnes tarjoaja 1
tarjoaa kymmenen tai yksitoista dollaria lisenssille A. Tamén jilkeen tarjoaja 3 tar-
joaisi esimerkiksi enemmén kuin viisi dollaria lisenssille B. Télloin tarjoaja 3 voittaisi
lisenssin B ja saisi positiivisen tuloksen.

Molemmilla tarjoajilla 2 ja 3 voi olla kannustin hidastaa tarjoamistaan huutokau-
passa. Kumpikin toivoo, etté tarjoaja 1 ei kykene kilpailemaan tehokkaasti lisenssisté,
koska hén on kédyttinyt budjettinsa toiseen lisenssiin. Varsinaisissa taajuushuutokau-
poissa aktiivisuussdanto rajoittaa edelld kuvattua odotusstrategiaa. Jos tarjoaja ei
ole aktiivinen huutokaupan alussa, hdn menettaa kelpoisuutensa tarjota myhemmil-
14 kierroksilla. Né&in ollen aktiivisuussédéanté auttaa varmistamaan, ettd huutokauppa
loppuu kohtuullisessa ajassa.

ESIMERKKI 4.57. Edelleen peliteorian avulla voidaan nayttéd, ettd tarjoaminen li-
senssien yhdistelmille voi aiheuttaa vapaamatkustajaongelman tarjoajille, jotka tar-
joavat vain yksittéisille lisensseille, eli tarjoaja hyotyy toisen tarjoajan tarjouksesta
maksamatta kuitenkaan tétéa tarjousta.

Tarkastellaan jélleen samanaikaista nousevaa huutokauppaa, jossa tarjoajina ovat
kolme yritystéd ja huutokaupattavina kohteina kaksi lisenssiéd. Tarjoaja 1 on halukas
maksamaan neljd dollaria lisenssisté A ja vastaavasti tarjoaja 2 neljd dollaria lisenssis-
td B. Kumpikaan tarjoaja ei ole kelpoinen hankkimaan muita lisensseja tai lisenssien
yhdistelmi&. Olkoon € pieni ja positiivinen luku. Tarjoajalla 3 on alhaisemmat arvot
lisensseille kuin muilla tarjoajilla, mutta hdn on kelpoinen ostamaan molemmat li-
senssit. Analyysin helpottamiseksi asetetaan budjettirajoitteet tarjoajille. Vastaavat
tiedot loytyvat taulukosta 2. Oletetaan liséksi, ettd jos tarjous lisenssiparille ylittaa
yksittéisten tarjousten summan, niin tarjous lisenssiparille voittaa.
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Néin ollen tehokas lisenssien jako on lisenssi A tarjoajalle 1 ja lisenssi B tar-
joajalle 2, koska heidédn arvonsa lisensseille ovat korkeammat kuin tarjoajan 3 arvot.
Oletetaan, etté tarjoukset annetaan kokonaislukuina. Heikosti dominoivien strategioi-
den tasapainossa tarjoajat 1 ja 2 tekevat vahimméistarjoukset jokaisella kierroksella
hankkiakseen lisenssit A ja B. Vastaavasti tarjoaja 3 tarjoaa yhden dollarin jokaiselle
lisenssille ja sitten luovuttaa.

Lisenssi | A B AB | Budjetti
Tarjoaja

1 4 - - 3

2 - 4 - 3

3 I+e 1+€e 2+c¢ 2

TAULUKKO 2. Tarjoajien arvot lisensseille ja budjettirajoitteet

Jos huutokaupassa sallitaan tarjoaminen lisenssien yhdistelmille, niin tarjoaja 3
ei tarjoa suoraan lisensseille A ja B, vaan hén tarjoaa lisenssiparille AB, koska hin
haluaa molemmat lisenssit. Jos hédn tarjoaisi erikseen kummallekin lisenssille, voisi
kédydéa niin, ettd hén saisi vain toisen lisensseisté. Tarjoaminen lisenssien yhdistelmél-
le luo vapaamatkustajaongelman tarjoajille 1 ja 2. Jos tarjoaja 1 tarjoaa kaksi dolla-
ria lisenssille A ja tarjoaja 2 yhden dollarin lisenssille B, niin yksittiisten tarjousten
summa ylittda lisenssiparin tarjouksen, joka voi olla enintdén kaksi dollaria. Téall6in
lisenssit myydéan tarjoajille 1 ja 2. Huomataan, etté tarjoajan 1 tarjous lisenssille A
auttaa tarjoajaa 2 saamaan lisenssin B. Vastaava pitee tarjoajalle 2. Kumpikin tar-
joajista 1 ja 2 haluaisi, ettd toinen nostaa yksittaista tarjousta riittavasti voittaakseen
tarjoajan 3 tarjouksen.

Jopa téydellisen informaation tapauksessa vapaamatkustajaongelma voi johtaa
tehottamaan sekastrategiatasapainoon. Vastaavat tasapainostrategiat ovat seuraavat.
Huomaa, etté tarjoajat eivit voi tarjota yli budjettinsa. Kierroksella tarjoaja 3 tarjoaa
kaksi dollaria lisenssiparille AB. Télloin hanen tuloksensa on nolla. Téma strategia on
heikosti dominoiva, koska hén pédtyy samaan tulokseen tarjoamalla yhden dollarin
lisensseille A ja B.

Vastaavasti tarjoaja 1 nostaa lisenssin A hintaa yhdelld dollarilla aina, kun hanell&
ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta télle lisenssille. Téalloin hédnen tuloksensa
on nolla tai positiivinen. Tamé strategia on heikosti dominoiva, koska hén péaatyy
huonompaan tulokseen lopettamalla tarjoamisen, kun hénelld ei ole olemassa olevaa
korkeinta tarjousta télle lisenssille. Vastaavalla tavalla tarjoaja 2 tarjoaa lisenssille B.

Tarkastellaan tuloksia osapelisséd sen jédlkeen, kun hinnat ovat yksi dollari lisens-
seille A ja B seké kaksi dollaria lisenssiparille AB. Jos oletetaan, ettd tarjoajan 3
tarjous on korkein, osapelin tulosmatriisi tarjoajille 1 ja 2 on seuraavanlainen

Tarjoaja 2 | Nosta Al& nosta
Tarjoaja 1

Nosta | (2,2) (2, 3)
Ald nosta | (3,2) (0, 0)
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Talla osapelilld on symmetrinen Nashin tasapaino, jossa tarjoajat 1 ja 2 nostavat
tarjouksiaan todennékoisyydella % ja eivit nosta tarjouksiaan todennékoisyydella %
Tamé saadaan kuten esimerkissa 3.24. Télloin tasapainossa tarjoajalla 3 on mahdol-
lisuus saada molemmat lisenssit todennéakoisyydella %, vaikka arvo néille lisensseille
on vain }l tarjoajien 1 ja 2 yhteenlasketusta arvosta. Taméa on véltettiavissé, jos tar-
joamista lisenssien yhdistelmille ei sallita.

Saantojen mukaan tarjoaminen kaikille lisensseille sulkeutuu samanaikaisesti, kun
uusia tarjouksia ei tule millekdén lisenssille. TAlloin, jos lisenssi, joka saa jollakin
kierroksella uuden olemassa olevan korkeimman tarjouksen, on korvattavissa toisella
lisenssilla tai tdydentdd toista lisenssid, hdvinnyt tarjoaja voi vastata tdhén tarjoa-
malla korvaavalle lisenssille tai peruuttamalla tarjouksensa tdydentéaville lisenssille ja
voittaja voi vastata kddnteisesti. Kuitenkin samanaikainen lisenssien sulkeminen luo
mahdollisuuksia tarjoajien yhteistyohon.

ESIMERKKI 4.58. Néytetidn, miten samanaikainen lisenssien sulkeminen vaikuttaa
huutokaupan lopputuloksiin. Tarkastellaan edelleen yksinkertaistettua mallia saman-
aikaisesta nousevasta huutokaupasta, jossa on kaksi tarjoajaa ja huutokaupattavina
kohteina kaksi lisenssid. Tarjoajien arvot kummallekin lisenssille ovat kymmenen dol-
laria. Oletetaan, ettd tarjoajat ovat kelpoisia hankkimaan molemmat lisenssit.

Tarkastellaan ensin kilpailullista tilannetta. Jos lisenssin hinta on alle kymmenen
dollaria ja tarjoajalla ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta, niin tarjoaja tarjoaa
uudelleen télle lisenssille. Namé strategiat tarjoajille 1 ja 2 muodostavat pelin heikosti
dominoivien strategioiden tasapainon. Talloin tarjoajan tulos on nolla tai positiivinen.

Néaytetddn, ettd taméa strategia on heikosti dominoiva. Jos tarjoaja lopettaa tar-
joamisen ja hénelld ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta, niin hdnen tuloksensa
on nolla. Jos tarjoaja jatkaa tarjoamista, vaikka lisenssin hinta on yli kymmenen dol-
laria, niin hénen tuloksensa on nolla tai negatiivinen. Kaikissa tilanteissa tarjoaja
padtyy joko samaan tai huonompaan tulokseen kuin jatkamalla tarjoamista, kun hé-
nelld ei ole olemassa olevaa korkeinta tarjousta ja lisenssin hinta on alle kymmenen
dollaria. Tamé& on niin sanottu kilpailullinen lopputulos ja se johtaa kymmenen dol-
larin myyntihintaan kummallekin lisenssille. T&ll6in tulos molemmille tarjoajille on
nolla.

Myos toisenlaiset lopputulokset ovat mahdollisia, kun tarjoajat tekevét yhteistyo-
td. Tarkastellaan tarjoajan 1 strategiaa. Jos tarjoaja 2 ei tarjoa koskaan lisenssille A
ja lisenssi A ei ole saanut tarjouksia, niin tarjoaja 1 tarjoaa yhden dollarin lisens-
sille A. Muuten hén ei tarjoa uudelleen. Jos taas tarjoaja 2 tarjoaa aina lisenssille
A, niin tarjoaja 1 tarjoaa kuten kilpailullisessa tilanteessa. Tarjoaja 2 tarjoaa sym-
metrisesti. Namé strategiat tarjoajille 1 ja 2 muodostavat pelin heikosti dominoivien
strategioiden tasapainon.

Néytetadn vield, ettd tarjoajalle 1 strategia, jossa hén tarjoaa yhden dollarin li-
senssille A, jos tarjoaja 2 ei tarjoa koskaan lisenssille A ja hén ei ole aiemmin tarjonnut
lisenssille A, on heikosti dominoiva. Kayttamalla téata strategiaa tarjoajan 1 tulos on
yhdeksén dollaria. Jos tarjoaja 1 ei tarjoa koskaan lisenssille A, hdnen tuloksensa on
nolla. Jos hén taas tarjoaa uudelleen lisenssille A, hédnen tuloksensa on kahdeksan
dollaria. Kaikissa tilanteissa hén péadtyy huonompaan tulokseen kuin tarjoamalla yh-
den dollarin lisenssille A, kun tarjoaja 2 ei tarjoa koskaan lisenssille A ja hén ei ole
aiemmin tarjonnut lisenssille A.
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Tama on niin sanottu yhteistyon lopputulos ja se johtaa yhden dollarin myyn-
tihintaan kummallekin lisenssille. Tahén péadstddan, kun tarjoajat sopivat etukéteen
lisenssien jakamisesta. Esimerkiksi tarjoajan 1 tdytyy pidéttiaytyd tarjoamisesta li-
senssille B ja vastaavasti tarjoajan 2 lisenssille A, jolloin tarjoaja 1 voittaa lisenssin
A ja tarjoaja 2 lisenssin B itselleen. Télloin tarjoajien yhteistulos on kahdeksantoista
dollaria. Huutokaupan jélkeen tarjoajat voivat sopia lisenssien uudelleen jakamisesta.
Yhteistyd muuttuu kilpailulliseksi, jos toinen tarjoajista ei pidattaydy tarjoamisesta
tietylle lisenssille.

Radiotaajuushuutokaupoissa tarjoajat ovat yritténeet viestittaé aikeistaan toisille
tarjoajille tarjoustensa kautta. Téllainen viestittdminen voi alentaa myo6s huutokau-
pattavien kohteiden hintoja. Kuitenkaan edelld oleva teoria ei sano mitéén tilanteesta,
koska tarjoajien arvojen ollessa yksityisid téllaista tietoa ei ole kéytettévissa. Jotta
voitaisiin analysoida téllaisia tilanteita, edelld oleva teoria tulisi laajentaa koskemaan
yhteinen arvo -huutokauppoja, joissa huutokaupattavilla kohteilla on sama arvo kai-
kille tarjoajille, mutta td&mé arvo riippuu tarjoajien yksityisesté informaatiosta.

Liséksi edelld oleva teoria kattaa vain yhden huutokaupattavan kohteen huuto-
kauppoja. Jos halutaan tarkastella radiotaajuushuutokauppoja tarkemmin, niin teo-
riaan pitéisi lisdtd usean huutokaupattavan kohteen huutokaupat. Liséksi, jos halu-
taan sanoa jotain tarjoamisesta lisenssien yhdistelmille, tulisi teoriaan ottaa mukaan
kombinatoriset huutokaupat, joissa sallitaan tarjoaminen huutokaupattavien kohtei-
den yhdistelmille.

Johtopéatos on, ettéd edelld esitetty teoria toimii lahtokohtana radiotaajuushuu-
tokauppojen késittelemiseen. Erityisesti tasapainojen ymmértdminen ei olisi mah-
dollista ilman yksinkertaista teoriaa. Kuitenkin taajuushuutokauppojen tarkempaan
kéasittelemiseen vaadittaisiin useiden alueiden kehittdmistd, kuten ylla on esitetty.
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