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Téamén pro gradu - tutkielman aiheena on transkendenttiluvut. Ne ovat lukuja, jotka
eivit voi olla mink&én kokonaislukukertoimisen polynomin, joka ei ole nollapolynomi,
nollakohtia.

Tutkielman tédrkeimmaét tulokset ovat Liouvillen lause, Lindemann-Weierstrassin
lause seké Gelfond-Schneiderin lause. Naiden kolmen lauseen avulla voidaan todistaa
joitakin lukuja transkendenttisiksi. Yleisesti ottaen luvun transkendenttiseksi todis-
taminen on vaikeaa, eikéd yleistd menetelméd tdhdn tunneta. Namé kolme lausetta
kuitenkin auttavat joissakin tapauksissa, kuten todistamaan e:n ja m:n transkendent-
tisiksi.

Tutkielma etenee mééritelmien ja perusalgebran kautta paédtulosten esittelyyn
ja transkendenttisyystodistuksiin. Liouvillen lause ja siihen liittyvat todistukset e-
sitellddn kappaleessa 3. Lindemann-Weierstrassin lause ja Gelfond-Schneiderin lause
puolestaan kappaleessa 4. Niita kahta ei kuitenkaan todisteta, silld ne ovat liian vaikei-
ta téssé tutkielmassa esitettaviksi.

Avainsanat: pro gradu - tutkielma, Transkendenttiluvut, Liouvillen lause, Lindemann-
Weierstrassin lause, Gelfond-Schneiderin lause.
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LUKU 1

Johdanto

"Matematitkka on tieteiden kuningatar ja lukuteoria on matematitkan kuningatar”

-Gauss

Tutkin pro gradussani transkendenttilukuja (joskus transsendenttiluku). Ne ovat luku-
ja, jotka eivét voi olla minkéddn kokonaislukukertoimisen polynomin juuria. Kaikkein
tunnetuimpia transkendenttilukuja ovat e ja .

Joseph Liouville (1809-1882) oli ranskalainen matemaatikko ja transkendenttiluku-
teorian isé. Jokainen algebrallinen luku on kompleksiluku, joten oli herdnnyt kysymys:
onko jokainen kompleksiluku algebrallinen? Liouville ratkaisi taméan kysymyksen vuon-
na 1844 todistamalla yksinkertaisen tuloksen, jonka avulla hén néytti, ettd osa komp-
leksiluvuista ei ole algebrallisia. Naitd lukuja alettiin kutsua transkendenttiluvuiksi.
1800-luvun loppupuolella luvut e ja 7 todistettiin transkendenttisiksi.

Ferdinand von Lindemannin ja Karl Weierstrassin mukaan nimetty lause esitel-
laan kappaleessa 4. Sen avulla voidaan todistaa moni luku transkendenttiseksi. Naita
todistuksia on esitelty myos kappaleessa 4. Lindemann todisti vuonna 1882, ettd e on
transkendenttinen kaikilla nollasta poikkeavilla algebrallisilla luvuilla « ja tdmén avul-
la hén todisti my0s, ettd m on transkendenttinen. Vuonna 1885 Weierstrass puolestaan
todisti yleisemmaén tuloksen, jota siis kutsutaan Lindemann-Weierstrassin lauseeksi.

Niin ikédn kappaleessa 4 esitellaan Gelfond-Schneiderin lause, jonka avulla voidaan
my0s todistaa lukuja transkendenttisiksi. Vuonna 1900 David Hilbert esitti yleisen
ongelman, jossa piti méarittda ovatko luvut V2 ja €™ transkendenttisid vai eivit.
Venildinen Aleksandr Gelfond ja saksalainen Theodor Schneider ratkaisivat tdmén
vuonna 1934 ja saivat tuloksen, jonka mukaan molemmat ovat transkendenttisié.
Gelfond-Schneiderin lause on itse asiassa seitsemés Hilbertin kuuluisista 23 ongel-
masta.



LUKU 2
Maaritelmia

Tutkielman alkuun on tietysti mééariteltdvi perusasioita. Aloitetaan polynomi-
laskentaan liittyvistd méaaritelmisté:

MAARITELMA 2.1. Reaalikertoimiset polynomit agx™ +a 12"t 4+ + Gp_12 + an,
missd a; € R kaikillaz = 0, ..., n, ovat varsin tuttuja monesté yhteydesta. Yleistetdan
nyt polynomin késitettd korvaamalla polynomin kertoimet renkaan (S, +,-) alkioil-
la. Kaikkien yhden muuttujan z polynomien, joiden kertoimet kuuluvat renkaaseen
(S,+, "), joukosta kdytetddin merkintaa

Slz] = {sn2™ + sy 12V P+ sz +slsp€S,k=0,...,N}.
Joukon alkioita sanotaan polynomeiksi yli renkaan S.
Olkoon P(z) = >  a;2" € S|z] ja Q(z) = Y irybiz' € S[z]. Voidaan olettaa, ettd
m > n. Méaritellidn polynomien yhteen- ja kertolasku yli renkaan S seuraavasti:

n

P()+Q(2) =) (ai+b)z'+ Y b

=0 i=n+1
m-+n
P(z)-Q(2) = Y > aib;z*
k=0 i+j=k

Polynomin P(z) = 32 5,2 € S[2], sy # 0, aste on N ja sy on polynomin johtava
kerroin.

Polynomia, jonka kaikki kertoimet ovat nollia, sanotaan nollapolynomiksi. Nol-
lapolynomin aste mééritellaédn olevan —oo.
Y14 mainituilla laskutoimituksilla joukosta S[z] tulee rengas. Rengasta (S[z],+, ")
sanotaan polynomirenkaaksi yli renkaan S.

MAARITELMA 2.2. Polynomia p(z) sanotaan jaottomaksi, jos se ei ole minkddn
kahden S[z]:aan kuuluvan polynomin, joiden aste on pienempi kuin p(z):mn aste, tulo.

Tamén pienen polynomiteorian avulla voidaan maéritella algebrallinen luku:

MAARITELMA 2.3 (Algebrallinen luku). Luku o € C on algebrallinen, jos se on
polynomin p(z) € Z|z], joka ei ole nollapolynomi, nollakohta. Jos téssé p(z) on jaoton,
niin sanotaan, ettd se on a:n minimaalipolynomi. c:n aste mééritellddn olevan tdmén
minimaalipolynomin aste.

Téamén edelld mainitun minimaalipolynomin olemassaolo vaatii todistuksen, kuten
vaatii myos tdmén asteen yksikésitteisyys. Muotoillaan tésté seuraava aputulos:

LEMMA 2.4. Olkoon « algebrallinen luku. Tdlloin silld on olemassa minimaalipoly-
nomi, jonka aste on yksikdsitteinen.
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TobisTus. Koska a on jonkun polynomin P € Z[z] \ {0} juuri, niin joukko A =
{deg(Q)|Q € Z[z]\ {0}, Q(a) = 0} C N on epéatyhja. Koska epétyhjéstéd luonnollisten
lukujen joukosta voidaan valita minimi, niin méaritelma d = min A on jarkevé. Silloin
myos d € A, joten A:n mééritelmén mukaan on olemassa @ € Z[z] \ {0}, Q(a) =0
siten ettd deg(Q) = d.

Tamé @ on jaoton, silld jos olisi @ = RS, missd deg(R),deg(S) < d, niin olisi
Q(a) = R(a)S(a), jolloin R(ar) = 0 tai S(a) = 0 ja siten deg(R) € A tai deg(S) € A,
mikd on mahdotonta.

Siten a:n minimaalipolynomi, (), on olemassa. Koska d = min A, niin mini-
maalipolynomin aste on yksikésitteinen. 0

Transkendenttinen luku méaéritellddn algebrallisen luvun méaéritelmén avulla seu-
raavasti:

MAARITELMA 2.5 (Transkendenttinen luku). Kompleksiluku, joka ei ole algebral-
linen, on transkendenttinen luku.

Johdetaan seuraavaksi téarked tulos, jonka mukaan algebralliset luvut muodostavat
kunnan. Tété tietoa kidytetdédn joissakin luvussa 4 tehtéivissé todistuksissa. Mukaillaan
tassd lahdetta [5].

MAARITELMA 2.6. Kompleksilukujen osajoukkoa V (V' C C) sanotaan Q - mo-
duliksi, jos

(a) M, eV =>mEypeV.

(b)vyeVijareQ=ryeV.

(c¢) On olemassa alkiot vy, s, . . ., 7 siten, etté jokainen v € V on muotoa 22:1 TiYis

kun r; € Q.
Lyhyemmin, V' C C on QQ - moduli, jos se on &dérellisulotteinen vektoriavaruus Q:n
yli.
Jos v1,...,7 € C, niin kaikkien lausekkeitten 22:1 iV, MIiSSa r1,79,...,7; € Q,

joukko on selvisti Q - moduli. Merkitaan tétd Q - modulia [y1, 72, ..., ¥]

PRrOPOSITIO 2.7. Olkoon V' = [y1,72,...,%] ja oletetaan, etti luvulla o € C on
seuraava ominaisuus: oy € V. kaikilla v € V. Télloin o on algebrallinen luku.

ToDISTUS. ay; € V kaikillad = 1,2,...,[. Siispad avy; = Zé.:l a;jv;j, missé a;; € Q.
Tasté seuraa, etté

(@ —an)n + (—ag1)y2 + -+ (—an)y =
(—a2)m + (o —ag2)y2 + -+ (—aw)y =0

(—all)% + (—agl)’)/g + -+ (a — a”)% =0.

Nain ollen
o — a1 —a921 T —ap
—Q12 O —aQ - —Qy2

—ayy —Qoy e e —ay
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Nyt f(a) =0, missd f on ylld oleva determinantti. f on muotoa
flx) =2"+ a2+ + ag,
missé ao, . .., a;_1 ovat rationaalilukuja. Néin ollen o on algebrallinen luku. O
PRrROPOSITIO 2.8. Algebralliset luvut muodostavat kunnan.

TobisTus. Oletetaan, ettd ;i ja as ovat algebrallisia lukuja. Osoitetaan, ettd
a1 + as ja ajas ovat algebrallisia.

Oletetaan, ettd af + riaf™' + -+ 7, = 0 ja aft + 5105 + -+ + 5, = 0,
misséd r;,5; € Q. Olkoon V' Q:n moduli, joka sisdltééd kaikki alkioiden aﬁag, missé
0 <i<nja0 < j < m, rationaaliset lineaarikombinaatiot. Olkoon v € V ja
merkitdin alad = v1,72, . . . , Vi, missé | = mn.

Jos i < n — 1, niin ay(a}aj) on yksi luvuista ;. Jos s = n — 1, niin saadaan

ar(af™ad) = ajel

—1 —2 j
—(raf ™ a4 )
iy Ly A
= —(mal o +real b+, +ad).

Siispé tulo aq(a?'ad) on lukujen ~; lineaarikombinaatio. Samaan tapaan saadaan,
ettd az(alay ™) on lukujen 4; lineaarikombinaatio. Talloin myds (a; + as)y € V ja
(cvpa)y € V ja proposition 2.7. mukaan ag + s ja ayap ovat molemmat algebrallisia.

Vield on todistettava, etté jos a on nollasta poikkeava algebrallinen luku, niin a*
on myos algebrallinen. Oletetaan, etti aga™ + a;a™* + -+ 4+ a, = 0, missi a; € Q
kaikilla 7. Jakamalla yhtalo puolittain a™:114 saadaan a,a™" + o 4. -+ag =
0. Siispd a~! on algebrallinen. O



LUKU 3

Liouvillen lause

Muotoillaan aluksi kaksi aputulosta, joita tarvitaan Liouvillen lauseen todistuk-
sessa.

LEMMA 3.1. Olkoon P astetta n > 1 oleva rationaalikertoiminen polynomi ja
q € Q siten, etti P(q) = 0. Tdlloin on olemassa rationaalikertoiminen n—1 - asteinen
polynomi @) siten, ettdi

(3.1) P(z) = (z — ¢)Q(x).
TopisTus. Olkoon polynomi P(z) = ag + a1z + asx? + ... + a,z" astetta n > 1
ja q € Q siten, ettd P(q) = 0. Nyt voidaan véhentdd P(x):std P(q), jolloin saadaan
P(z) =P(x)—Pqg)
= ag + a1x + ax® + ...+ apx™ — (ag + a1q + asq® + ...+ anq”)
=a(x —q) +ax(2® — @) + ... Fa, (2" — ¢")
=(x—q)(ar +ax(x+q)+...
dan (2" F g P 4 ag" g"Y)
= (z — ¢)Q(),
missd @(x) on astetta n — 1. O

LEMMA 3.2. Olkoon o € R\Q astetta n > 2 oleva algebrallinen luku ja f a:n
minimaalipolynomi. Tdlloin f(g) # 0 kaikilla £ € Q.

TobisTus. ks.[6, s.121]
Antiteesi: on olemassa £ € Q siten, ettd f(£) = 0. Koska f on astetta n oleva
kokonaislukukertoiminen ja siten myos rationaalikertoiminen polynomi, niin lemman
3.1 nojalla on olemassa rationaalikertoiminen n — 1 - asteinen polynomi () siten, ettd

p
@) = (@ - D)a(a).
Koska f on c:n minimaalipolynomi, niin f(«) = 0, ja talloin myos
(0= )Q() = 0.

Koska « on astetta n < 2, niin se on irrationaaliluku. Liséksi § € Q, joten a —
£ # 0. Silloin on oltava Q(«) = 0. Polynomi @) on rationaalikertoiminen, mutta
lavennetaan sen kertoimet niiden nimittéjien tulolla, jolloin syntyy astetta n —1 oleva
kokonaislukukertoiminen polynomi @y, jolle pitee Qr(car) = 0. TAm& on kuitenkin
mahdotonta, koska a:n aste on n. Tama ristiriita osoittaa, ettd antiteesi on véara ja
viite pétee. [

Seuraavaksi esitetdéan Liouvillen lause, josta transkendenttilukuteoria sai alkunsa.

7
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LAUSE 3.3 (Liouvillen lause). Olkoon « algebrallinen luku astetta d > 2. Tdlloin
on olemassa posititvinen vakio ¢, joka Tiippuu vain luvusta o, ¢ = c(a), siten ettd
kaikille rationaaliluvuille § pitee seuraava epdyhtdalo:

c
(3.2) pr <

a—=|.
q

p ‘

TobisTus. ks.[2, s.14-17]
Tavoitteena on siis 10ytaa vakio ¢, joka riippuu vain luvusta a, siten ettd epayhtalo
(3.2) pitee kaikilla rationaaliluvuilla £. Olkoon £ mielivaltainen rationaaliluku, jolle
q > 0. Tutkitaan termia

p
a{__

4q
ja yritetddn loytaé sille alaraja ¢:n ja a:n avulla. Jaetaan ongelma kahteen tapaukseen
ja tutkitaan niitd erikseen: kun p/q on "kaukana” luvusta « ja kun p/q on "1&helld”
lukua «.

(3.3)

Y

o kaukana.

Oletetaan, ettéd [a — 2| > 1. Téllin rationaaliluku p/q on "kaukana” luvusta . Itse
asiassa, kun ¢ > 1, saadaan:

(3.4)

ja siten epéyhtalo (3.2) patee kaikille ¢ < 1.

« ldhelld.

Oletetaan, ettd |o — §\ < 1. Oletamme siis, ettd p/q on lihelld a:aa ja yritdmme o-
soittaa, ettd se ei voi olla liian 1dhelld. Taméa tapaus on naistd kahdesta tapauksesta
huomattavasti mutkikkaampi ja se on Liouvillen lauseen keskeisin asia.

Olkoon f(z) c:n minimaalipolynomi, eli f(x):114 on kokonaislukukertoimet, se on
jaoton ja f(a) = 0. Vaaditaan my0s, ettd f:n johtava kerroin on pienin mahdollinen
positiivinen kokonaisluku, joka téssé voi olla, silld talloin o méaaraé f:n yksikéasitteises-
ti. Nimittain, jos olisi olemassa toinen téllainen minimaalipolynomi g, jolle g(a)) = 0,
niin télloin olisi f = kg, k € Q ja Kk # 0. Téssd sekd f:n ettd ¢g:n johtava kerroin on
pienin mahdollinen positiivinen kokonaisluku joka téssé voi olla, joten x = 1. Siispa
f =g, eli fon yksikésitteinen. Lisiksi « on astetta d, joten f(x) voidaan kirjoittaa:

(3.5) f(z) = agz® + ag_12 ' + ...+ a1z + ao,

missi ag_1,...,a € Z.
Yritetaan nyt luoda epayhtéld, jonka alaraja on saman muotoinen epéyhtéalon (3.2)
alarajan kanssa. Tarkastellaan f(x):44 pisteessid = = p/q:

d d—1
p p P p
(3.6) f(—) = 04— + ag—1—— + ...+ a1~ + aop,
q q q q
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miké voidaan ilmaista yhteiselld nimittajalla:

P\ _ ap” +aa-ip g+ .+ aipg® ! + aog”
(3.7) fl=1= y .

q q
Kun tarkastellaan tétd yhtélod, huomataan etté osoittaja on kokonaisluku. Liséksi
huomataan, ettéd koska f on a:n minimaalipolynomi ja tédssd a = § € Q, niin lemman

3.2 nojalla f(a) # 0. Osoittajan on siis oltava nollasta eroava. Nédiden havaintojen
perusteella osoittaja on nollasta eroava kokonaisluku, jonka itseisarvo on vahintaan
1.

Korvataan edellisen esityksen osoittaja N:1la (N € Z ja N # 0), jolloin yht&lo
nayttad seuraavalta:

(3.8) f(g) _N

a) ¢
Koska ¢ on positiivinen kokonaisluku, niin ottamalla itseisarvot puolittain saadaan

24

¢
f(2) # 0, ja N:lle pétee siis 1 < |N|. Siispd voimme heikentéé yhtdlod (3.9) korvaa-
malla N ykkoselld ja kirjoittaa

<))

Téamén epayhtdlon alaraja on samankaltainen kuin epdyhtélolld (3.2). Epéyhtéilon
(3.10) oikea puoli vaatii kuitenkin viela tarkastelua ja arviointia, silld sieltd puuttuu
termi |ov — §|. Nollan lisédminen on yksi tapa saada haluttu termi yhtaloon.

Koska f(a) = 0, voidaan kirjoittaa epayhtélo (3.10) muotoon
1
(3.11) — <

q° fle) = f(g) ‘

TamA jo muistuttaa hieman etsimddmme epayhtélod (3.2). On vield 16ydettéava riip-
puvuus termien f(a) — f() ja o — L vilille. Téssé auttaa differentiaalilaskennan
véliarvolause (DVAL). Polynomifunktio on differentioituva, joten DVAL:tta voidaan
kilyttad.

Nyt f(x) on differentioituva funktio, joten DVAL:n mukaan

Py = 1O

(0%
q

(3.9)

missd ¢ on lukujen a ja § vilissd oleva reaaliluku. Tétd yhtdlod muokkaamalla

saadaan
(3.12) r@-1(2) = re)a-2)

Sijoitetaan tdma yhtdloon (3.10), jolloin saadaan
1
od

f'(v) (04 - g)

<

q
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ja tatd muokkaamaalla

(3.13)

Hyodynnetéddn seuraavaksi tietoa, etté késittelemme tapausta, jossa o on lahelld lukua
E, o — g] < 1. Siispé, koska ¢ on a:m ja Z:n viilissé, niin la — ] < 1. Toisin sanoen,
a—1< ¢ <a+1. Nyt voimme luoda yliarajan |f’(¢)|:lle huomaamalla ettd

(3.14) F/(0)] < maa{|f/B)]: 6 € [a— La+ 1]},

Koska f'(x) on jatkuva funktio, se saavuttaa maksimiarvonsa suljetulla vélill4

[ —1, v+ 1]. Siispd on olemassa M siten, ettd | f'(z)| < M. Tarked ominaisuus M:lle
on, etti se riippuu vain a:sta, eiké etenkdan luvun 2 valinnasta. M ei riipu myoskain
minimaalipolynomin f valinnasta, koska o méaéarda f:n yksikésitteisesti, eikd f:44 siis
valita. Liséksi, M > 0, silld f'(¢) # 0. Namé havainnot yhdessé epédyhtélon (3.13)
kanssa johtavat seuraavaan epayhtaloon:

1 p p
315 2 <1ftela—| < a2
(3.15) 7 |f' ()] . .
ja siispé
M1 P
3.16 S o — —|.
(3.16) 7 .

Lopulta, yhdistamaélla edellinen epéyhtélo havaintojen, jotka teimme tapauksessa «
kaukana, kanssa paddymme siihen, ettéd jokaiselle rationaaliluvulle p/q,

(3.17) q—cd < la- S ,

misséd vakio ¢ = ¢(«) médritellddn:

(3.18) c=min{l, M~ '},

miké paattaa Liouvillen lauseen todistuksen, kun o € R. U

30 vuotta sen jélkeen, kun Liouville todisti hienon tuloksensa, Cantor esitti mie-
lenkiintoisen havainnon koskien transkendenttilukujen olemassaoloa. Cantorin tyo o-
soitti, ettd useimmat luvut ovat transkendenttisia. Silti tdnédkin péivéand on vaikea
osoittaa, ettd yksittdinen luku on transkendenttinen. Cantor osoitti jopa, ettd algeb-
rallisia lukuja on vain numeroituvasti, kun taas transkendenttisid lukuja on ylinu-
meroituvasti. Esitetddn téssa todistus tuolle Cantorin tulokselle.

LAUSE 3.4. Algebrallisia lukuja on numeroituvasti. Transkendenttilukuja on ylinu-
meroituvasti.

Tobistus. Madritelmén mukaan algeberalliset luvut ovat kokonaislukukertoimis-
ten polynomien juuria. Koska jokaisella polynomilla on vain &érellinen méaara juuria
ja adrellisten joukkojen numeroituva yhdiste on numeroituva, niin riittaé osoittaa, et-
td kokonaislukukertoimisia polynomeja on vain numeroituva méaara.

Jokainen polynomi on jotain astetta n € N. Koska N on numeroituva ja numeroitu-
vien joukkojen numeroituva yhdiste on aina numeroituva, niin riittda osoittaa, etté
(kiintedtd) astetta n olevia kokonaislukukertoimisia polynomeja on vain numeroituva
médra. Tehddan tamé induktiolla n:n suhteen:
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— Kun n = 0, niin f on kokonaislukuvakio ja koska Z on numeroituva, niin
astetta 0 olevia polynomeja on numeroituvasti.

— Induktio-oletus: korkeintaan astetta n olevia kokonaislukukertoimisia poly-
nomeja on vain numeroituva méaara.

— Induktioviite: korkeintaan astetta n+ 1 olevia kokonaislukukertoimisia poly-
nomeja on vain numeroituva maara.
Todistus. Olkoon B korkeintaan astetta n+1 olevien polynomien joukko. B:n
alkiot ovat siis muotoa

f(@) = anp12" + g(a),

missé g(z) on korkeintaan astetta n. Olkoon A korkeintaan astetta n olevien
polynomien joukko. Induktio-oletuksen mukaan on olemassa bijektio ¢ : A —
N. Méiéritelldén nyt kuvaus ¢ : B — Z x N asettamalla ¢ (f) = (any1, 0(g)).
Nyt ) on selvésti bijektio. Koska Z x N on numeroituva, niin induktiovaite
seuraa téstd ja algebrallisia lukuja on siis numeroituvasti.

Koska reaalilukujen joukko on ylinumeroituva, niin transkendenttilukujen joukon on
oltava ylinumeroituva. O

Todistetaan seuraavaksi Liouvillen lausetta kdytten Liouvillen luku transkendent-
tiseksi.

LAUSE 3.5. Suppeneva sarja
L= Zzo:l 10~ = 0.1100010000000000000000010000 . .. € R on transkendenttiluku.
L on nimeltdan Liouvillen luku.

ToDISTUS. [2, s.11-13] Todetaan aluksi, ettd £ todella on suppeneva sarja. TAméa
seuraa siitd, ettd yleisesti tiedetdén sarjan >~ | 107" olevan suppeneva. Koska —n! <
—n, kun n > 1, niin my6s £:n on majoranttiperiaatteen nojalla oltava suppeneva.
Tehdédan antiteesi: oletetaan, ettd £ on algebrallinen. Koska £:n desimaaliesityksen
perattaisten nollien maéréd kasvaa rajatta, niin desimaaliesitys ei voi olla jaksollinen.
Siksi L ei voi olla rationaalinen. Siis, kun oletetaan, ettd £ on algebrallinen, sen taytyy
olla astetta d > 2. Tamén havainnon perusteella voidaan kéyttda Liouvillen lausetta.
On siis olemassa vakio ¢ > 0, joka toteuttaa epdyhtilon

(3.19) £ < ’ﬁ——‘

kaikilla rationaaliluvuilla §

Luodaan rationaalinen approksimaatio L:lle. Se tehdaéin katkaisemalla £:n desi-
maaliesitys aina ennen jokaista pitkd& nollien jonoa. Olkoon ry = ij:l 10~™ posi-
tiiviselle N € Z. Koska ry:lla on péaattyva desimaaliesitys, on se rationaaliluku,
rN = ’;—z. Siis ry € Q kaikille N ja ry — L. ry voidaan kirjoittaa:

ry = ot (10N 4 10M72 4 10M76 L 4 10V (VEDE 4 ),

joten ry = E¥ missi py = 10V 4 10M 72 4 10M70 4+ 10M VD 41 € N ja
gy = 10 € N. Nyt saadaan

n! 1 1 1
(3.20) [L-rnl = 3 107 = = sy (o o )
n=N-+1
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Koska kaikille k > 2,k € Z jan > 1 pétee (n+ k) —(n+ 1)l >n+k — (n+ 1), niin

1 1 1 1
<1+ LON+2)I—(N+1)! + LTONT3)I—(N+1)! +.. ) < (1+ 10N+2)—(N+1) + 10N+3)—(N+1) +.. )

ja edelleen

1 1 1
(3.21) |[L—rn| < W<1 + 10V +2)—(N+1) T 10N +3)—(N+1) te >

1 =1
N 1o<N+l>!nZZOW'

Nyt tarvitsemme geometrisen sarjan summakaavaa. Sen mukaan

o0

1 1 1
(3.22) R 10
~ 10 -1 9
joten
. PN 1 10

Kun tdmi yhdistetiin epiyhtiloon (3.19) ja kun muistetaan, ettd ¢y = 10V, niin
saadaan

(3.24) c1079 < %10““1)!.

Siispé kaikille N pétee

(3.25) 0< %c < 10NV

tai yhtapitavésti

(3.26) 0<9< (%)10“’—(“”!.

Kun N > d, niin eksponentti dN! — (N + 1)! on negatiivinen, jolloin N:n kasvaessa
edellisen yhtalon oikea puoli ldhestyy nollaa. Riittdvén isolla N yhtélon oikea puoli
on alle luvun 1, jolloin 0 < 9 < 1, miké on selkeé ristiriita. Néin ollen alussa tehty
antiteesi £:n algebrallisuudesta on véara ja siispé se on transkendenttinen luku. [

Liouvillen lauseen tulos voidaan kirjoittaa toisin seuraavasti:

p
a{__

q
missd ¢ = ¢(a), a on algebrallinen luku astetta d > 2, £ miké tahansa rationaaliluku

ja A(a) on ¢:n eksponentti. Vuonna 1844 Liouville siis osoitti, ettd A(«):ksi voidaan
ottaa d. Télle on saatu sittemmin seuraavia parannuksia (ks. [1, s.62]):

C

3.27 -
(3.27) e

<

’

1844 Liouville: A(a) = d
1909 Thue: A(a) > 2d + 1
1921 Siegel: A(a) > 2v/d
1947 Dyson: A(a) > v/2d
1955 Roth: A(a) > 2
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Roth onnistui poistamaan ¢:n eksponentin A(«) riippuvuuden a:n asteesta d. Se onkin
naistd tuloksista selkeésti paras.



LUKU 4

Jatkotuloksia

Tassd kappaleessa esitellddn kaksi tulosta: Lindemann - Weierstrassin lause ja
Gelfond-Schneiderin lause. Ndiden tulosten avulla voidaan todistaa joidenkin lukujen
transkendenttisyys.

Charles Hermite ja Ferdinand von Lindemann todistivat e:n ja 7:n transkendent-
tisyyden 1800-luvun puolivilin tienoilla. Heiddn tyonsd myos todisti, ettd e* on
transkendenttinen, kun « on nollasta eroava algebrallinen luku. Karl Weierstrass
yleisti lauseen vuonna 1885.

LAUSE 4.1 (Lindemann-Weierstrassin lause). Olkoot luvut ag, oy, ...,an N + 1
eri algebrallista lukua. Talloin luvut e*, e, ..., e*N ovat lineaarisesti risppumattomia
algebrallisten lukujen joukossa. Siis kaikille algebrallisille luvuille By, By, . . ., BN, jotka
ewdt kaikki ole nollia, pdtee

N
Z Bme*™ # 0.
m=0

TobisTus. Todistus 16ytyy ldahteesta [3] O

Tamén lauseen avulla voidaan siis todistaa lukuja transkendenttisiksi ja tdssé on
esitetty niistd kuusi.

SEURAUS 4.2. e on transkendenttinen, kun o # 0 on algebrallinen.

Tobistus. Oletetaan, ettd a on nollasta poikkeava algebrallinen luku. Téll6in
{0, a} on eridvien algebrallisten lukujen joukko ja siten {e’,e®} = {1,e¢®} on line-
aarisesti riippumaton algebrallisten lukujen joukossa Lauseen 4.1 mukaan. Koska on
néin, niin e ei voi olla algebrallinen, joten se on transkendenttinen. U

HuomAuTUS 4.3. Jos edellisessé valitaan o = 1, niin saadaan, ettd e on trans-
kendenttinen.

SEURAUS 4.4. 7 on transkendenttinen.

TobpisTus. Oletetaan, ettd m on algebrallinen. Talloin myos im on algebrallinen,
koska i on algebrallinen ja algebralliset luvut muodostavat kunnan. Seurauksen 4.2
mukaan e“ on transkendenttinen, kun « on nollasta poikkeava algebrallinen luku.
Siispd e™ = —1 pitdisi olla transkendenttinen, mutta selvisti néin ei ole. Siispd 7 on
transkendenttinen. 0

SEURAUS 4.5. Olkoot o, v, . .., any N+1 nollasta eroavaa algebrallista lukua, jot-
ka ewdt ole keskenddn yhtasuuria. Olkoon lisdksi By, B1, - . ., Bn mitd tahansa nollasta

14
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poikkeavia algebrallisia lukuja. Talloin

N
D b
i=0

on transkendenttinen.

TobpIsTUS. Antiteesi: oletetaan, etté

N
> B
n=0

on algebrallinen.
Olkoon

N
D Baem = = e
n=0

Asetetaan nyt ay1 =0 ja Syi1 = —7, jolloin saadaan

N+1

Z Bre®™ =0
n=0

eri algebrallisille luvuille c;. Ta&mé& on ristiriita Lindemann-Weierstrassin lauseen kanssa.
On siis oltava niin, etta

on transkendenttinen. O

SEURAUS 4.6. Olkoon « algebrallinen reaaliluku, o > 0 ja « # 1. Tdlloin log(a)
on transkendenttinen.

ToODISTUS. Antiteesi: oletetaan, ettéd log (o) on algebrallinen.
Té&lloin Lauseen 4.2 mukaan €'°5(®) on transkendenttinen. Mutta €'°5(®) = o. Koska «
on algebrallinen, niin padadytaén ristiriitaan. Antiteesi on siis vaara ja véite patee. [

SEURAUS 4.7. Olkoon « nollasta eroava algebrallinen luku. Tdalloin cos(a) on
transkendenttinen

ToDISTUS. Antiteesi: Oletetaan, ettd cos(a) on algebrallinen jollakin nollasta
eroavalla algebrallisella luvulla a. Olkoon cos(a) = 8. T&lloin saadaan
eia + e—ioc eioz e—ia

cos(a):T:7+ 5 = 0.

Tama voidaan kirjoittaa muotoon

(%)ew‘ + (%)e_m + (=B)e’ = 0.

Luku 7 on algebrallinen, joten icv on myos algebrallinen, koska algebralliset luvut
muodostavat kunnan. Koska ¢ on algebrallinen, niin myés —i = —1 - 2 on my0s alge-
brallinen. Néin ollen —iv on niin ikéén algebrallinen luku. Siispd —ia;, 0, ja ia ovat
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eri algebrallisia lukuja, joten e~*m, e”:n ja €'®:n pitiisi olla lineaarisesti riippumatto-
mia algebrallisten lukujen joukossa. Luku % on algerallinen, samoin —f. Lindemann-
Weierstrassin lauseen mukaan pitéisi talléin olla

1N\ 1 )
(3)e+ (G + o #0.
Niin ei kuitenkaan ole, joten tAmé on ristiriita. Antiteesi on vaara ja viite patee. [

Samaan tapaan voidaan osoittaa sin(«) transkendenttiseksi, kun a on nollasta
eroava algebrallinen luku.

SEURAUS 4.8. Olkoon « nollasta eroava algebrallinen luku. Tdllin sin(a) on
transkendenttinen.

ToDISTUS. Antiteesi: sin(«) on algebrallinen jollakin nollasta eroavalla algebral-
lisella luvulla . Olkoon sin(«) = f. Téalléin saadaan
eia _ efioz B eia B 671'04

2 20 20
Tama voidaan kirjoittaa uudelleen

(;)éa + (%)ew‘ + (=B)e’ = 0.

Kuitenkin, —ia, 0 ja icv ovat eri algebrallisia lukuja (perusteltu Seurauksen 4.6. todis-
tuksessa), joten e~*:n, €%:n ja ¢'*:n pitéisi olla lineaarisesti riippumattomia algebral-
listen lukujen joukossa. Siispd tdmé& on ristiriita Lindemann-Weierstrassin lauseen
kanssa. Viite pétee. U

= 8.

sin(a) =

Siirrytéadn sitten Gelfond-Schneiderin lauseen pariin. Lause on itse asiassa Hilbertin
seitsemés ongelma ja sen avulla voidaan myos todistaa lukuja transkendenttisiksi.

LAUSE 4.9 (Gelfond-Schneiderin lause). Olkoon « ja  algebrallisia lukuja siten,
etti o # 0,1 ja B ¢ Q. Tdlloin kaikki potenssin o arvot ovat transkendenttisia.

TobisTus. Sivuutetaan, ks. [4] O

HuoMAuTUS 4.10. Seuraavat muodot ovat ekvivalentteja Lauseen 4.9. kanssa:
(i) Jos lja 8 ovat kompleksilukuja siten, ettd [ # 0, k-27i ja § ¢ Q, niin vahintd4n
yksi luvuista e!, 8 ja ! on transkendenttinen

(ii) Jos a ja B ovat nollasta poikkeavia algebrallisia lukuja siten, ettd log « ja
log 3 ovat lineaarisesti riippumattomia rationaalilukujen joukossa, niin talloin log o
ja log (8 ovat lineaarisesti riippumattomia algebrallisten lukujen joukossa. Téssé log
on kompleksinen logaritmi, joka on méadaritelty kdyttamalld jotakin napakoordinaat-
tiesitysti z = re' ja asettamalla log 2 = log r + it.

Tama on yhtapitdvad sen kanssa, ettd jos a ja [ ovat nollasta poikkeavia algeb-

rallisia lukuja siten, ettd 8 # 1 ja }gg ‘; ¢ Q, niin }22 g on transkendenttinen.

Tobistus. Lause 4.9 = (i):
Koska [ # k - 2mi kaikille k € Z, niin €' # 1. Otetaan nyt a = €, jolloin o # 0, 1. Jos

a ja 3 ovat algebrallisia, niin o = (el)B = ¢floge! jollekin logaritmille. M&aritelmén

mukaan eris potenssin €' logaritmi on /. Nin ollen e* on eréis potenssin (el)ﬂ arvo.
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Gelfond-Schneiderin lauseen mukaan kaikki potenssin o’ arvot ovat transkendenttisi,
joten tdmi tuottaa (i)m, silld nyt vihintéin yksi luvuista e/, 3 ja e’ on transkendent-
tinen.

(i) = (ii):

Huomataan, etté koska log o ja log § ovat lineaarisesti riippumattomia rationaaliluku-
jen joukossa, niin « ja f eivit molemmat voi olla 1. Oletuksen mukaan saadaan myos,
etté igig ¢ Q. Ehdossa (i) oletettiin, etté [ # k - 2mi kaikille & € Z. Jos néin on, niin
B = 1. Télloin log «r ei voi olla 27i:n kokonainen monikerta, silld log a ja log 5 ovat
lineaarisesti riippumattomia rationaalilukujen joukossa (ii):n oletuksen mukaan.

Vaihdetaan nyt a:m ja 8mn rooli ja tutkitaan suhdetta 222 Olkoon [ = loga ja

log
B =185 Tillsin

T loga
el — 6log;cv -« ja
! log 8
65 ! e 610ga10g0’ e elogﬂ = /B

Niin ollen 8" on oltava (i):mn mukaan transkendenttinen. Algebralliset luvut muo-
dostavat kunnan, joten algebrallisen luvun ké&dnteisluku on algebrallinen ja tésta seu-
raa, ettd myos }Zig on transkendenttinen. Siispé log « ja log § ovat lineaarisesti riip-
pumattomia algebrallisten lukujen joukossa.

(ii) = Lause 4.9

Tehdéin antiteesi: olkoot a ja 3 algebrallisia, o # 0,1 ja 8 ¢ Q, ja oletetaan, etti o

on algebrallinen. Olkoon log o mielivaltainen ja valitaan 5 = ef°8® Nyt
log 8 = log e’log,

Méiritelmén mukaan erés log 8 :n arvo on §log av. Tésté seuraa, etti log o ja log 5 =
B log o ovat lineaarisesti riippuvia algebrallisten lukujen joukossa, koska 3 on algeralli-
nen. Tallsin (ii):n mukaan log o ja log 3 ovat lineaarisesti riippuvia rationaalilukujen
joukossa, eli S pitdisi olla rationaaliluku. Kuitenkin vaadittiin, ettd 8 ¢ Q. Siispa
tdmé on ristiriita ja véite patee. 0

Todistetaan sitten lauseen 4.9 avulla kolmen luvun transkendenttisyys.
SEURAUS 4.11. Luku 2V2 on transkendenttinen.

ToDISTUS. 2 ja v/2 ovat algebrallisia lukuja. Koska 2 # 0,1 ja v/2 ¢ Q, niin
Gelfond-Schneiderin lauseen mukaan luku 22 on transkendenttinen. U

SEURAUS 4.12. Luku e™ on transkendenttinen.

TopisTus. Tiedetédin, ettd e™ = —1. Toisin sanoen, 77 on eris logaritmin log (—1)
arvo. Télle logaritmille saadaan
(_1)1' — e—ilog(—l)
— e—i(wi)7

= e .

Nyt —1 # 0,1 ja —i ei ole rationaaliluku, mutta on algebrallinen. Gelfond-Schneiderin
lauseen mukaan kaikki potenssin (—1)" arvot ovat transkendenttisiii, joten €™ on
transkendenttinen. d

SEURAUS 4.13. Luku iggg on transkendenttinen.
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TobisTus. Téama voidaan todistaa Huomautuksen 4.9 kohdan (ii) avulla. Todis-

982 1 irrationaaliluku.
log 3

tetaan ensin, etta

Tehdaén antiteesi: }gg § on rationaaliluku
Télloin
log2 m
log 3 T
joillekin m,n € Z,n > 0. Koska Egg > 0, niin myos m > 0. Kdytetdan kaavaa
9200 _ 1og,b,
log, ¢
jolloin saadaan
logs2 = —
Siispa N
3% =2,
eli
3m =2".

Luvut 3 ja 2 ovat molemmat alkulukuja ja m,n > 0, joten tdmé johtaa ristiriitaan.
Alkuluku on jaollinen vain itselldén ja luvulla 1.

Luku }gg; on siis irrationaalinen. Lisdksi 2,3 # 0,1, joten Huomautuksen 4.10
log 2

log 3

on transkendenttinen luku. O

nojalla luku
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