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Tassa pro gradu -tutkielmassa kisitelldadn Fourier-analyysid tarkastelemalla Fou-
rier-sarjojen ja -muunnoksen yleisid tuloksia ja joitakin sovelluksia. Fourier-analyysi
on saanut nimensé ranskalaiselta matemaatikko ja fyysikko Joseph Fourier’lta (1768-
1830), joka teoksessaan Théorie analytique de la chaleur (Analyyttinen lampoteoria)
ratkaisi lampoyhtélon olettaen, ettéd jokainen jaksollinen funktio voidaan esittéa tri-
gonometristen funktioiden sarjana.

Tutkielmassa mééritelladn aluksi Fourier-sarjojen perusominaisuudet, toisin sa-
noen, millaiselle funktiolle sarja voidaan muodostaa ja kuinka sen kertoimet laske-
taan numeerisesti. Fourier-sarjojen pisteittiistd suppenemista tutkitaan osasummien
suppenemisen kautta. Tuloksena saadaan Dirichlet’n lause, jonka mukaan jaksollisen,
derivoituvan funktion Fourier-sarja suppenee pisteittdin funktioon. Lisdksi selvite-
tadn, ettd jaksollisen ja jatkuvan funktion Fourier-sarja Abel- ja Cesaro-summautuu
alkuperiiseen funktioon ja saadaan tulos Fourier-sarjojen yksikésitteisyydesta.

Suppenemisteoria tdydentyy, kun Fourier-sarjat méaritelladn 2m-jaksoisten, ne-
lidintegroituvien funktioiden avaruudessa, L?([—n, n1]). TAmé valinta on luonnollinen,
silld kompleksiset eksponenttifunktiot €™ = cosnz + isinnax muodostavat avaruu-
teen L?([—m,7]) ortonormaalin kannan, jonka avulla jokainen funktio f € L*([—m, 7))
voidaan esittédé lineaariyhdistelména

oo
f(l’) _ cheinx7
—00

missd Fourier-kertoimet c,, saadaan siséitulosta (f, ).

Funktion f Fourier-muunnos Z[f] = f johdetaan jaksollisen funktion sarjake-
hitelmésta laajentamalla jakso koko reaaliakselin pituiseksi. Tutkielmassa kisitel-
l44n Fourier-muunnosta Lebesgue-avaruuksissa L'(R) ja L?(R) sekéi Schwartzin ava-
ruudessa S(R) ja osoitetaan esimerkiksi, ettd funktio f voidaan palauttaa Fourier-

~

muunnoksesta melkein kaikkialla kiénteismuunnoksella % 1| f]. Fourier-muunnoksen
erds hyodyllinen ominaisuus on derivoinnin ja konvoluution muuttaminen kertolas-
kuksi, mistd on erityisesti apua osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemisessa, miké
oli Fourier-sarjojen ja -muunnoksen ensimméinen sovelluskohde.

Tutkielman lopuksi tutustutaan muutamien eri alojen sovelluksiin; naytetdan Fou-
rier-muunnoksen avulla erdén jatkuvan funktion ei-missédén-derivoituvuus, osoitetaan,
ettd polynomit ovat tiheéssé jatkuvien funktioiden joukossa, todistetaan isoperimet-
rinen epéayhtilo ja ratkaistaan lampoyhtalo Dirichlet’n ongelman tapauksessa.
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Johdanto

Fourier-sarjojen kehitys alkoi kahden fysikaalisen ilmitn, vérdhtelevin jousen ja
lammonjohtumisen, matemaattisen mallintamisen pohjalta. Jean le Rond d’ Alember-
tin, Daniel Bernoullin, Leonard Eulerin ja Joseph-Louis Lagrangen saavutukset va-
ridhtelevdn jousen ongelman tutkimisessa 1700-luvulla olivat esityonéd Joseph Fou-
rier’'n véitteelle, jonka mukaan miké tahansa funktio voitaisiin esittdé trigonometris-
ten funktioiden sarjana. Myhemmin muun muassa Gustav Lejeune Dirichlet ja Bern-
hard Riemann tarkensivat Fourier'n tuloksia ja kehittivét Fourier-analyysié eteenpéin.

Vuonna 1747 Jean le Rond d’Alembert julkaisi aaltoyhtdlon — osittaisdifferenti-
aaliyhtélon, joka kuvaa vérdhtelevin jousen yksinkertaista, harmonista aaltoliiketti:

Pu 0%

o~ or2
Jousi, kuten kitarankieli, on kiinnitetty vélin 0 < x < ¢ péétepisteisiin. Yhtélossa
u(z,t) kuvaa jousen pystysuuntaista poikkeamaa kohdassa = ja ajanhetkelld ¢, ja ker-
roin ¢ > 0 on liikkeen nopeus, joka riippuu jousen jénnityksestd ja tiheydestéd. Koska
jousi on kiinnitetty pisteisiin 0 ja ¢, niin osittaisdifferentiaaliyhtélén raja-arvoehdot
ovat u(0,t) = 0 = wu(¢,t). Lisiksi on selvitettédvi jousen alkuasento ja nopeus hetkelld
t = 0, eli yhtélon alkuehdot ovat

w(e.0) = () ja 24a,0) = glo),

ot
missid f ja g ovat funktioita vililla [0, ]. Yht&lo voidaan yksinkertaistaa tapaukseen
c=1ja ¢ =m, jolloin se saa muodon
Pu  0u
o2 9x?’
Vuonna 1753 Daniel Bernoulli esitti aaltoyhtéldlle ratkaisutavan seisovien aal-
tojen avulla. Aaltoyhtdlon ratkaisu on muotoa

u(z,t) = p(z)y(t),
missd p(z) on aallon alkuasento ja ¥ (t) on ajasta t riippuva kerroin. Aaltoyhtdlon
lineaarisuuden nojalla ratkaisuja ovat myos télldisten ratkaisujen kombinaatiot.
Muotoa wu(z,t) = p(x)(t) olevissa ratkaisuissa muuttujat on separoitu, jolloin
aaltoyhtdlo voidaan esittdd yksinkertaisemmassa muodossa

p(x)y"(t) = ¢"(x)¥(t)
ja siten saadaan yhté&lo, jonka toinen puoli riippuu ainoastaan muuttujasta ¢ ja toinen
muuttujasta z,
V() ' (z)

v(t) @)’

0<zx<m.
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On siis olemassa vakio A, jolle patee

P(t) = Ap(t) =0
O"(x) — Ap(x) = 0.

Jotta yhtéloiden ratkaisut ¢ ja 1 eroaisivat nollasta, tdytyy olla A < 0. Siten kirjoi-
tetaan A = —n?, jolloin yleisiksi ratkaisuiksi tulevat

(t) = Acosnt + Bsinnt ja (x) = Acosnz + Bsinnx.

Koska jousi on kiinnitetty kohtiin 0 ja 7, niin ¢(0) = ¢(7) = 0, mistd seuraa, etté
A = 0. Jos B # 0, niin n on kokonaisluku. Jos n = 0, niin ¢(z) = 0 kaikilla z ja jos
n < 1, niin vakioiden B ja B merkkis vaihtamalla palaudutaan tapaukseen n > 1.
Siten paddytddn aaltoyhtédlon ratkaisuun

un(z,t) = (A, cosnt + By, sinnt)sinnx kaikille n > 1.

Koska aaltoyhtdlo on lineaarinen, saadaan ratkaisuehdotukseksi superpositioperiaat-
teen nojalla ratkaisujen sarja

(
n=1
ja alkuehdoista, wu(x,0)= f(zx)

u(z,t) = Z(A" cosnt + B, sinnt) sin nx
= ja %4(z,0) = g(z), seuraa

oo

f(z) = ZA" sinnr ja g(x)= Zan sinnx,
n=1 n=1

mihin Bernoulli padtyi tutkimuksessaan. Bernoulli ei kuitenkaan osannut ratkaista

kertoimia A, ja B, ja siksi monet matemaatikot kritisoivat hénen tyotéaan.

Joseph Fourier (1768-1830) uskoi, ettd miké tahansa jaksollinen funktio voitaisiin
esittdd trigonometristen funktioiden lineaariyhdistelméané. Fourier esitti ratkaisukaa-
vat sarjan kertoimille vuonna 1822 julkaistussa teoksessaan Théorie analytique de la
chaleur (Analyyttinen lampoteoria), jossa hénen ratkaisunsa lampdyhtaloon perustui
funktioiden sarjaesitykseen, joka nykyisin kantaa hdnen nimeéén.

Fourier-analyysi on kehittynyt laajaksi matematiikan osa-alueeksi ja silld on sovel-
luskohteita esimerkiksi osittaisdifferentiaaliyhtéaloiden ratkaisemisessa, lukuteoriassa,
todennikoisyysteoriassa, tilastotieteessé, signaalinkésittelyssé, akustiikassa, optiikas-
sa, rontgenkristallografiassa ja kvanttimekaniikassa. Téssé tutkielmassa esitetdéan pas-
tuloksia Fourier-sarjoista ja -muunnoksesta seké tutustutaan muutamiin sovelluksiin.

"Cette remarque est importante, en ce qu’elle
fait connaitre comment les fonctions entiére-
ment arbitraires peuvent aussi étre développées
en séries de sinus d’arcs multiples.”

Joseph Fourier,

Théorie analytique de la chaleur, 1822.



LUKU 1
Fourier-sarjojen perusominaisuuksista

Téssé luvussa méaaritelldaan Fourier-sarja Riemann-integroituvalle funktiolle, muo-
dostetaan ratkaisukaavat Fourier-kertoimille ja tutkitaan esimerkin avulla sarjan osa-
summien suppenemista. Aluksi annetaan tarvittavia méaéritelmia:

1.1. Maaritelmii

MAARITELMA 1.1. Funktio f on jaksollinen, jos on olemassa vakio P, siten etté
f(z + P) = f(z) kaikilla z, jotka kuuluvat funktion f méiérittelyjoukkoon. T#lloin
vakio P ja sen monikerrat kP, k € N, ovat funktion f jaksoja.

MAARITELMA 1.2. Funktio f: [a,b] — R on paloittain jatkuva, jos silld on &érel-
linen méadra epdjatkuvuuspisteitd vililld [a, b] ja jos jokaisessa epdjatkuvuuspisteessi
toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa. Jaksollinen funktio on paloittain jatkuva, jos
se on paloittain jatkuva jollain jaksonsa mittaisella valilla.

MAARITELMA 1.3. Paloittain jatkuva funktio on Riemann-integroituva jokaisen
rajoitetun vélin yli mééarittelyjoukossaan. Erityisesti, jos funktio f on jaksollinen ja
paloittain jatkuva, niin funktion f integraalit jakson P pituisilla véleilla ovat yhté-
suuret:

a+P P
/ f(z)dx = / f(z)dz kaikilla a € R.
a 0

Muuttujanvaihdolla § = 7a/P jokaisesta 2P-jaksoisesta funktiosta saadaan 27-
jaksoinen funktio, joten tarkastellaan Fourier-sarjoja kisiteltdessa padasiassa 2m-jak-
soisia funktioita. Esitettavit tulokset ovat kuitenkin yleistettéivissa kaikille tarvittavat
oletukset toteuttaville jaksollisille funktioille.

MAARITELMA 1.4. Funktio f on k kertaa jatkuvasti derivoituva, jos f on jatkuva
ja sen derivaattafunktiot f', f”, ..., f® ovat olemassa ja jatkuvia. T#ll6in merkit&in
f € C% ja jos funktion kaikki derivaatat ovat olemassa ja jatkuvia niin f on C*-
funktio.

MAARITELMA 1.5. Jos vili [a, b] voidaan jakaa &érellisen moneen osavéliin [zy_1, 2],

k=1,...,n, g = a, v, = b siten, etté toispuoleiset raja-arvot
flapat) = lim f(y),  flze—)= lim f(y)
YTy y—x,
ovat olemassa kaikilla £ = 1,...,n ja funktio f on jatkuvasti derivoituva jokaisessa

osavalissd [zy_1,xx], niin f on paloittain jatkuvasti derivoituva.

3
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1.2. Fourier-sarjojen muodostaminen

Oletetaan, ettd 2m-jaksoinen, paloittain jatkuva, kompleksi- tai reaaliarvoinen

funktio f(0) voidaan esittéid yksikéisitteisesti funktioiden e = cosnf + isinné,
n € 7, sarjakehitelména
00 k
1.1 0) = - mb __ li . ind . )
(1.1) f(6) _Zce kl_)rroloz_kce, c, €C

Laskemalla yhteen n:s ja —n:s termi saadaan
ce™ e e7™ = q, cosnf + b, sin no,

missa
ap =Cp+C_py, by=1(c, —c_p) ja ag=cy+ c_g=2c.
Sarja voidaan siten kirjoittaa yhtédpitdvésti muotoon

1 - .
(1.2) f(0) = 500 + ;(an cosnf + b, sinnb), a,,b, € C.

o0

Selvitetéan kertoimet ¢, olettamalla, ettd sarja ) > c,e™ suppenee pisteittiin funk-
tioon f(0) ja ettd sarja voidaan integroida termeittdin. Kerrotaan yhtélén (1.1) mo-
lemmat puolet funktiolla e~**? ja integroidaan yli jaksonpituisen vélin:

(1.3) / f(0)e ™ dp = ch/ e=M9 40 missi

/ Siln—H)6 d@:{ 0 kunn#k

27 kunn = k.

—T

Siis yhtédlon (1.3) sarjan termit ovat nollia muulloin kuin n = k, joten
f(0)e "0 40 = 27cy,
misté kertoimille ¢,, ratkaistaan yhtalo
1 [ :
n = — )™ d6.
=5 | 10)

Sarjan (1.2) kertoimille a,, ja b, muodostetaan téasté ratkaisut

1 [7 A ) 1 [7
Up = Cp + Cpy = — / F(0) (™™ 4 e™m) df = — / £(0) cosnf db,
2 J_ . T J)_r

by = i(cn — ) = % / " FO) (e — ¢) df — % / " F(0) sinnd do.

MAARITELMA 1.6. Jos f on integroituva, 27-jaksoinen funktio, niin sen Fourier-
sarja on

oo 1 oo
Z cne™ = Zay + Z(an cosnb + b, sinnb),
—0 2 n=1
missé a,, b, ja ¢, ovat Fourier-kertoimia,

a, = ! f(0)cosné db, b, = l/ f(@)sinnd dd ja c, = i/ f(0)e=™ a0.
T ) ),

2 J_,
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Talloin merkitaan
o0

f(0) ~ Z cne™.

—0o0

Integroituvalle, 2 P-jaksoiselle funktiolle saadaan Fourier-sarja vastaavasti:

(o]
; . nmx -
x) ~ E e, €T P gai f(z) ~ —ao + E (an cos — + b,, sin ?>, missa

:—/ f(x cos@dx :—/ flx sin@dx ja

=55 /_P f(x)em™mme/P dqg,

HuomaAuTus 1.7. Jatkossa mainittaessa Fourier-sarja tai Fourier-kertoimet a,,, b,
tal ¢, viitataan médritelméan 1.6 kaavoihin.

MAARITELMA 1.8. Fourier-sarjan osasumma on
k

k
, 1
. _ inf __
Se(f;0) = g e = Sao + nE_l(an cosnf + b, sinnf), k& N.

n=—=k
ESIMERKKI 1.9. Olkoon f 27-jaksoinen funktio, f(6 + 27k) = f(0), k € Z, ja
-1, —71<60<0
o]

1, 0<6<m.
Funktio f on paloittain jatkuvana integroituva, joten silla on olemassa Fourier-sarja.
Méaritetdadan funktion f Fourier-kertoimet a,, ja b,:

I 1 [°
ap = — f(9)cosn9d9:—/
T

T™J -z -

1 /01 T
:—/——sian—i—l/ lSian:O
T/ n T N
1 [ /0 1" _
=— f(0) do = — —1d0+—- [ 1dd=—-1+1=0 ja
T J_. ™ J_n T Jo
I . I I
== f(0)sinnd df = — —1sinnf df + — | 1sinnd do
T™J_r ™ J)_r ™ Jo

1 /%1 1 /7 1 2 —2cosTn
=—/ —cosnb+—/ ——cosn = ——.
- 0

1 iy
—1 cosnb d9+—/ 1 cosnf df
™ Jo

T/_ T (e n ™n

Kun n on parillinen, niin b, = 0. Kun n on pariton, niin tilléin n = 2m — 1, jollain

m € N ja
4

b = w(2m —1)

Funktion f Fourier-sarja on siten

Zsm (2n —1)0)
—  2n—-1
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Sarjasta voidaan laskea osasummia, kuten
4 4 4
S3 = —sinf + —sin30 + —sin b0  ja
m 3m om
4 4 4 4 4
S5 = —sinf + — sin 30 + — sin 50 + — sin 76 + — sin 96.
s 3T om T 97

Kuvassa 1.1 on esitetty funktion f kuvaaja sekéd sen Fourier-sarjan osasummat Ss,
S5 ja S1p. Osasummien kuvaajien perusteella ndyttéa siltéd, ettd sarja suppenee kohti
funktiota f pisteissd, joissa f on jatkuva. Epéjatkuvuuspisteissi 6 = 7wk sarja saa
arvon f(0) = 3[f(0+) + f(6—)] = 0. Luvussa 2 selvitetééin tarkemmin milld ehdoilla
ja milld tavoin sarja suppenee alkuperiiseen funktioon.

Kuva 1.1. Osasummat S3, S5 ja Sig.

HuomauTus 1.10. Funktio f on parillinen, jos f(z) = f(—x) kaikilla z. Jos
funktiolle pétee — f(x) = f(—x), niin se on pariton. Esimerkissd 1.9 funktio on pariton
ja koska kosinifunktio on pariton, niin f(#)cosné on pariton. Talloin

1 ™
an:—/ f(f)cosnf dd =0
™ —T

ja Fourier-sarjan kosinitermit havidvéat. Vastaavasti jos funktio on parillinen, niin sen
Fourier-sarja on kosinisarja, koska f(6)sinnf on parillinen ja

b, = ! f(0)sinnd do = 0.

T
1.3. Kosini- ja sinisarja

MAARITELMA 1.11. Funktio f(0), joka on méairitelty 2m-pituisella vélilld, kuten
| — m, 7], voidaan laajentaa 27-jaksoiseksi funktioksi koko reaaliakselille méarittele-
mélld f(6 + 27k) = f(0) kaikilla § €] — 7, 7] ja k € Z. Jos f on paloittain jatkuva
vélilld | — 7, 7], niin my6s sen jaksollinen laajennus on paloittain jatkuva.

Jos funktio f on méaaritelty vélilla [0, 7] voidaan tehdd puolen jakson laajennus:

MAARITELMA 1.12. Paloittain jatkuvan funktion f, f : [0,7] — R, parillinen
laajennus on

0 0
fparil. - {;E—)Q) _7(3_ i ) i 7(; ja fparil.(e + 27Tk> - fparil.(8>, k S Z
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ja pariton laajennus

f(0) 0<f<m
fparit. = —f(—e) -1 <0<0 ja fparit.(e + 27T]€) = fparit.(é’), keZ.
0 0=0,+7

Laajennukset ovat paloittain jatkuvia ja 2m-jaksoisia, joten niille voidaan maarittaa
Fourier-sarjan kertoimet:

MAARITELMA 1.13. Vilin [0, 7] paloittain jatkuvan funktion f Fourier-kosinisarja
on

1 - 2 [T
500 + ;an cosnf, missd a, = ;/0 f(0) cosné do

ja Fourier-sinisarja

o 2 T
Z b,sinnf, missd b, = —/ f(0)sinnd do.
n=1 TJo

~V)

T
2 3m2 2n

™2+

Kuva 1.2. Episykloidi ja osasumma Ss.

Palataan vield esimerkkiin 1.9: Kompleksitason C pisteen z liike r-séiteisen, origo-
keskisen ympyran kehélld voidaan parametrisoida muodossa

z(t) = ret,

missié w = 27/P on ympyrdn kulmataajuus (kulmanopeus). Jos piste liikkuu ym-
pyran kehalléd, jonka keskipiste kulkee origokeskisen ympyréan kehélld, toisin sanoen
episyklissd, saadaan vastaavasti

2(t) = r1e™t 4 rpe’t,
Jos ympyroitd on ddreton madrd ja parametrisoitu kdyra sulkeutuu, niin kulmataa-

juudet w,, ovat peruskulmataajuuden wy kokonaislukumonikertoja ja voidaan kirjoit-
taa

[e.e]
2(t) = Z €™t
—00

missé ¢, on ympyrin side, wy = 27/ Fy ja Py kiiyrén jakso. Muodostunut episykloidi
vastaa siis Fy-jaksoisen funktion Fourier-sarjaa.
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Episykloidit tunnettiin kauan ennen Fourier-analyysin syntymistéd. Esimerkiksi
Klaudios Ptolemaios kuvasi 100-luvulla kirjoitetussa teoksessaan Almagest geosentri-
sen aurinkokuntamallinsa planeettojen liiketta episyklein.

Kuvassa 1.2 on esitetty osasumma S5 = % sin 0 + % sin 36 + % sin 50 + % sin 76 +
oL sin 96 ja sitd vastaava episykloidi, missé nm ympyrén séde on 4/7(2n — 1) ja kul-
mataajuus w, = 2m(2n — 1).



LUKU 2

Fourier-sarjan suppenemisesta

Edellisessé luvussa todettiin, ettd Riemann-integroituvalla, jaksollisella funktiolla
on olemassa Fourier-sarja. Seuraavaksi tutkitaan, milld ehdoin ja milla tavoin sar-
ja suppenee alkuperiiseen funktioon. Fourier-sarjan suppeneminen voidaan kasittia
osasumman Sy,

suppenemisena raja-arvoon, kun £ — oo. Siten on selvitettdvéa, millaisen funktion
tapauksessa osasummat suppenevat pisteittdin alkuperiiseen funktioon, eli milloin

lim S(f;0) = f(9) kaikilla 6.
—00

Jos funktio on ainoastaan integroituva, niin ylldoleva ei ole totta kaikilla 6, koska
funktiota voidaan muuttaa yksittéisissd pisteissd vaikuttamatta Fourier-sarjan ker-
toimiin. Funktion jatkuvuus ja jaksollisuus eivit myoskéén ole riittdvid vaatimuksia
(huomautus 2.28), vaan funktion sileydelle on liséksi asetettava ehtoja. Dirichlet'n
lauseessa 2.11 todistetaan pisteittdinen suppeneminen 27-jaksoiselle, paloittain deri-
voituvalle funktiolle.

Myohemmin naytetddn, ettd jatkuvan ja jaksollisen funktion f Fourier-sarja on
Abel- ja Cesaro-summautuva funktioon f, ja etté tdlloin Fourier-sarja on yksikésit-
teinen. Luvussa 3 saadaan tulos Fourier-sarjan tasaiselle ja itseiselle suppenemiselle
ja luvussa 4 niytetiifin, ettd nelidintegroituvan funktion f Fourier-sarja suppenee L2-
normin suhteen funktioon f.

Maaritelladn aluksi sarjan suppenemiseen liittyvid kasitteitd ja esitetddn kaksi
suppenemistestia:

2.1. Sarjan suppenemisesta

MAKRITELMA 2.1. Jos funktiojonon { f,,}5° € A C R muodostama sarjay o~ f,(z)
suppenee kaikilla z € A, niin sarja suppenee pisteittiin joukossa A. Sarjan suppene-
minen on tasaista, jos osasummajono Sy = Zg fn suppenee tasaisesti, toisin sanoen
kaikille € > 0 on olemassa luonnollinen luku N siten, etta

|Sk(x) — f(z)] <€, kunk > N jazx € A.
Sarja suppenee itseisesti, jos > o | fn(z)| suppenee.
LAUSE 2.2 (Dirichlet'n testi). Olkoon {a,} lukujono, jolle pitee o, > cpiq > 0
ja lim, o o, = 0. Olkoon {5,} lukujono, jolle on ’Zf[ ﬁn’ < M kaikilla N € N.
Tdlldin sarja Yy, o, suppenee.

Tobistus. Katso [2, s. 303]. O
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SEURAUS 2.3. Oletetaan, ettd lukujono {a,} suppenee kohti nollaa, kun n —
oo. Tdlldin sarja Y a, cosnb suppenee monikertoja 2rk lukuunottamatta kaikilla
arvoilla, ja sarja Y | oy, sinnb suppenee aina.

LAUSE 2.4 (Weierstrassin M-testi). Olkoon {f,}5° funktiojono, f, € A C R. Jos
on olemassa vakiojono { M}, M, > 0 siten, ettd (i) |f.(x)| < M, kaikilla x € A ja
kaikilla n, ja (i1) > o M, < oo, niin sarja Yy o [, on itseisesti ja tasaisesti suppeneva.

Tobistus. Katso [2, s. 317]. O
ESIMERKKI 2.5. Olkoon funktio g(6) = |6, kun 6 €] — =, 7 ja g(0 + 27k) = g(0).

Funktion g Fourier-sarja
T 4 cos((2n — 1)0)
2 Zl (2n —1)2

suppenee itseisesti ja tasaisesti, koska sarja » 1 W

saisesti Weierstrassin M-testin mukaan, kun valitaan M,, =

suppenee itseisesti ja ta-

1
(2n—1)2"

2.2. Dirichlet’n ydin ja osasummien suppeneminen

Kuvasta 2.1 ndhd&éan, ettd esimerkin 1.9 porrasfunktion epéjatkuvuuskohtien 6 =
mk laheisyydessd Fourier-sarjan osasummien Sy kuvaajat poikkeavat selvésti funktion
kuvaajasta. Gibbsin ilmion mukaan poikkeama on kaikilla £ € N noin 9 % funktion
hyppayksesta epédjatkuvuuskohdassa, mika esimerkin 1.9 tapauksessa tarkoittaa, etta
osasummien korkein piikki kohoaa ldhelle lukua 1,18. Gibbsin ilmio selittyy Dirichlet’n
ytimelld, joka maaritellddn lemmassa 2.7.

1,2

1-A/\/\

\/\/

0,8 |

Kuva 2.1. Gibbsin ilmio.

MAARITELMA 2.6. Integroituvien, 2m-jaksoisten funktioiden konvoluutio valilla

[—7, 7] on
(F+9)6) = 5= [ F0)gl6 - v) dw.

Funktioiden jaksollisuuden perusteella voidaan tehdd muuttujanvaihdos, jolloin saa-

daan:
(F+9)6) = 5= [ 6= v)g(w) dv.
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Konvoluutiolla on seuraavat ominaisuudet:
(i) fx(g+h)=(fxg)+(f=*h)
) (cf)xg=c(f*g)=fx*(cg) kaikille ¢c € C
) frxg=gx*f
(iv) (fxg)xh=fx(gxh)
) f*g on jatkuva
) C(fsg)n = CfnCqp, MISSA C(fsg),.,Ct,, Cq, OVat funktioiden f x g, f ja g Fourier-
kertoimet.

LEMMA 2.7. Fourier-sarjan osasumma S, voidaan esittid integraalimuodossa

n

5,710 = 5 [ 1D.0 D) dv, misi D) = 3 "

k=—n
on n:s Dirichlet’n ydin.
TobisTus. Sijoittamalla Fourier-kerroin ¢,, ¢, = 5= [7_ f(¥)e™™" d¢, osasum-

man yhtiloon saadaan

n

: —~ 1 [T : 1 ["
Sufi0)= 3wt = 30 oo [ st av= o [ iwnae v a,

k=—n
kun merkitddn D, (p) = >,__ €*?. Fourier-sarjan osasumma S, (f;) on siis funk-
tion f ja Dirichlet’n ytimen konvoluutio. O

LEMMA 2.8. Dirichlet'n ytimelle pdtee

1 ™ ei(n—‘rl)cp — iy

(1) %/_ D, (p) dp = 7 ; D, (p) dp = % ja  (ii) Dy(p) = el — 1

TobisTus. (i) Todistetaan jalkimméinen yhtdsuuruus, ensimméinen lasketaan
vastaavasti:

1 [ 1 [ 1 [T l e [T 1
— | D,(¢)dp=— ko dp=— [ 1dp+ — ko dp = =.
o ), (v) dg 27T/0 kz_ne © 27T/O Wr?r;/o cos ki dp =

=0

(11) Kirjoitetaan D,,(p) geometristen sarjojen osasummien summana:

n n -1
D, (p) = Z ethe — Ze“w + Z ethe.
k=—n k=0 k=—n
Merkitésn e = w* ja lasketaan osasummat, jolloin saadaan
1— wn-i—l
D, = = :
(%) 1—-w l—w w—1 e —1

Toisaalta D, () voidaan esittaé sinifunktioiden avulla:

w " —1 wn—i—l — W ei(n-i—l)cp — e~y

n+1 n —-n—1/2 _ wn+1/2

Wttt —w™ w
Dy(p) = w—1 IS Vo RSV
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1
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‘

i
A N AT 7\/( \AV\M/\/\NA\

LTSN AT T [N VA oas

\ V)
\V,

Kuva 2.2. Dirichlet’'n ydin arvoilla n = 5, 10, 20.

~cos(—np — /2) +isin(—np — ©/2) — cos(ny + ¢/2) — isin(ny + ©/2)
B cos(—p/2) + isin(—¢/2) — cos(p/2) — isin(p/2)
_ sin(ny + ¢/2) 0
sin(p/2)
Kuvassa 2.2 on esitetty Dirichlet’n ydin eri arvoilla. Syy Gibbsin ilmioén on siis
Dirichlet’'n ytimen aaltoliike z-akselin ympérilla. Mychemmin téssa luvussa késitel-

tavilla Poissonin ja Fejérin ytimilla ei sen sijaan ole vastaavaa ominaisuutta ja jatku-
van funktion f konvoluutio nédiden kanssa suppeneekin tasaisesti funktioon f, kuten

lauseissa 2.19 ja 2.24 osoitetaan.

LAUSE 2.9 (Besselin epayhtild). Jos f on 2m-jaksoinen, paloittain jatkuva funktio
ja ¢, on sen Fourier-sarjan kerroin, niin

oo 1 T
Sl < o [ 17O)P as

TobisTus. Lasketaan funktion f ja osasumman Sy erotuksen neli:

= <f(9) -y cneme) (m - > Ene_"”)

k

‘ FO)= > cpe™

n=—=k n=—=k
k
(2.1) =[O = Y @ufO)e ™ + cuf()e™ Z ¢, G, elm=m)
n=—=k m,n=—*k
Integroimalla yhtalo (2.1) puolittain yli vélin [—m, 7| saadaan
1 e k 2 1 T k k
inf _ 2 — — _
o £(0) — r;k e A= | £(0)]* do — nzk(cncn + o) + n;k Cn

OF a0 3 fel

n=—k
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Koska vasemmanpuoleinen integraali ei voi olla negatiivinen, niin

k
1 ™

Z lcal? < %/ |f(0)]> dd ja, kun k — oo, niin
n=—k -
[e.e] 1 T

Sle < o [ 15O)F @ 0

Lauseesta 2.9 seuraa:

LEMMA 2.10 (Riemann-Lebesguen lemma). Paloittain jatkuvan, 27-jaksoisen funk-
tion Fourier-kertoimelle ¢, on

[e.e]

E len|? < 00, ja siten lim ¢, = 0.
n—=too
—oQ

LAUSE 2.11 (Dirichlet'n lause). Olkoon f 2m-jaksoinen paloittain derivoituva funk-
tio. Funktion f Fourier-sarjan osasummat S, suppenevat pisteittdin kohti toispuoleis-
ten raja-arvojen keskiarvoa L[f(0—) + f(6+)]. Jos [ on jatkuva ja paloittain derivoi-
tuva, niin osasummat suppenevat kohti funktiota f.

TobisTus. On osoitettava, etté seuraava erotus lahestyy nollaa, kun n — oo.

(22) Su(f:6) — 5[7(6-) + F(6+)]
D) dp = F60+) 5 [ Dali) dio

T

— - [ seronue)de - s [

2 J_. _
= o [ U+ 0 - 16-1Du0) 45 + o [I50+0) = F041Du(0) do.

Lemman 2.8 (ii)-kohdan perusteella erotus (2.2) voidaan kirjoittaa muotoon
1 ™
2 ) .
Lt -J0D)  jun — 7 < <0
— elP—1 >
9(¢) { kun 0<p<m.

g(p)(e'"FV? — %) dp,  missi

Fot0)—F(01)
e —1

Funktio g on jatkuva vélin [—7, 7] pisteissé, joissa f(¢ + ) on jatkuva ja epajatku-
va, kun f(¢ + 0) on epédjatkuva. Lisdksi kohdassa ¢ = 0 funktiolla g on olemassa
toispuoleiset raja-arvot, silla I’'Hopitalin sédnnon mukaan

0) — f(0 ! 0 (0

p—0+ p—0+ el — 1 p—0+ el i

ja lirgl g(p) = i1 f(#—). Siis g on paloittain jatkuva funktio ja siten integroituva
=0

ja sille voidaan muodostaa Fourier-sarja. Riemann-Lebesguen lemman 2.10 mukaan
funktion ¢g Fourier-kertoimelle ¢,, on

1 [7 ,
lim ¢, =0, missd ¢, = — g(p)e™ "% de.

n—=+oo 2 .
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Siten erotukselle (2.2) on
1 [7 , .
- 9(‘?)(61(7”1)@ —e ™) dp=c1—0¢,— 0, kun n — oc. O

T

SEURAUS 2.12 (Fourier-sarjan yksikasitteisyys). Jos f ja g ovat derivoituvia, 27-
jaksoisia funktioita, joilla on samat Fourier-kertoimet, niin f(0) = g(6).

TobisTus. Funktioilla on sama Fourier-sarja, joka suppenee lauseen 2.11 nojalla
pisteittdin funktioon f ja toisaalta funktioon g, joten f(6) = ¢(#) kaikilla 6. O

ESIMERKKI 2.13. Esimerkin 2.5 funktio g, g() = |6, kun |0] < 7 ja g(60 4 27k) =
g(0), on paloittain derivoituva ja jatkuva kaikilla 6. Siten lauseen 2.2 perusteella sen
Fourier-sarja suppenee funktioon g eli

T cos( 1)0)
5——2 o = a() = 10

Sijoittamalla § = 0 saadaan sarjakehitelmé luvulle 72/8 :

- 1 72 1 1 1
2w T itmtmtats

n=1

o0

1
Téastéd voidaan edelleen johtaa Baselin ongelman ratkaisu eli sarjan Z — summa:
n

n=1

=1 1 1 1
S:ZE:1+22+§+4Q+
n=1
1 11
- 1+32+52+” + 22+42 62
LS GOV ~ 5 ot
- - - - — — cen
8 14 22 " 32 g 4
=1 2
Pl
—n 6

Jos f on paloittain derivoituva funktio valilla [0, 7], niin sen parillinen ja pariton
laajennus ovat paloittain derivoituvia koko reaalilukujen joukossa. Jos f(0) = f(0+)
ja f(m) = f(m—), niin parillinen laajennus on jatkuva kohdissa 0 ja 7. Pariton laa-
jennus on néissé pisteisséd epéjatkuva, jos f ei saa pisteissd arvoa nolla. Soveltamalla
lausetta 2.11 parittoman ja parillisen laajennuksen tapaukseen saadaan seuraava tu-
los:

LAUSE 2.14. Olkoon f paloittain derivoituva funktio wvdlilli [0, 7. Funktion f
Fourier-kosinisarja ja -sinisarja suppenevat arvoon L[ f(6—)+ f(6+)] kaikilla § €)0, x.
Kosinisarja suppenee arvoon f(0+), kun 6 = 0 ja arvoon f(m—), kun 6 = . Sinisarja

suppenee molemmissa pisteissd nollaan.
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2.3. Poissonin ydin ja Abel-summautuvuus

MAARITELMA 2.15. Kompleksilukujen sarja Y " z, on Abel-summautuva lukuun
s, jos kaikille 0 < r < 1 sarja

[e.9]

A(r) = szrk suppenee ja  lim A(r) = s.

r—1—
k=0

ESIMERKKI 2.16. Sarja ) ;- (—1)¥(k+1) = 1-2+43—4+5—... Abel-summautuu
lukuun 1/4, silld funktiolla

F@) = gl <1,
on Taylorin sarja
Z(—l)k(k + 1)z =1—2r+32>+..., joten
k=0
i AG) = T S (DR Dk = T - = L
r—1— r—1— — r—1— (1 + 7“)2 4

MAARITELMA 2.17. Funktiolle f ja sen Fourier-sarjalle Y>> c,e™’ mééritellisn

vastaavasti Abel-summa .
A f0) = Z rinle,e™.
— 00

Koska funktio f ja kertoimet ¢, ovat rajoitettuja, niin sarja A, f(6) suppenee itseisesti
ja tasaisesti kaikilla 0 <r < 1. Nyt

Arf(g) — i:orlnlcneme _ irlnl (% /: f(l/))e_im’b dd}) ind

—00

ja tasaisesta suppenemisesta seuraa

AfO) =5 [ 5w) (Zr'“emw—ﬂ’)) dy.

Sarja A, f(0) on funktion f ja Poissonin ytimen, P.(¢), konvoluutio

AFO) = 5 [ FWIPO —0) dv = ( P)(O). missi Pi(g) = Y e

LEMMA 2.18. (i) Poissonin ytimelle pdtee

L[ P@rde=k [P as=1

2 J_ 2m Jo 2
(11) Sarjalla on suljettu muoto

P(p) L= 0<r<l.

BEERE —2rcosg’

(1ii) Lisdkst kaikilla 6 > 0 ja § < |p| < 7w, P.(¢) suppenee tasaisesti nollaan, kun
r—1—.
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Kuva 2.3. Poissonin ydin arvoilla r =4/10, 1 =1,...,9.

ToDISTUS. (i)

I L0 10 1[0
o _ﬁPr(go)d@:% _ﬁ%r e ‘pdg):%/_wlng#—;/_W;?‘ cosnp dy,

koska P,(y) suppenee tasaisesti, niin summauksen ja integroinnin jarjestys voidaan
vaihtaa: . .

1 1 1 . 1

oy WPr(go)dQOZEwL;;/WT cosngpdgpzé.
Vastaavasti 5= [* P,(¢) dp = 1/2.

(77) Jakamalla Poissonin ydin kahteen geometriseen sarjaan saadaan

- n _ing - n_ —ing 1 Teii(p
Pr(go):Zre —l—Z'r’e = +
n=0 n=1

1—ret? 1 —ret®

- 1—r?
14712 —2rcosp’
(7i1) Olkoon § > 0 ja 0 < |¢| < 7. Kohdan (i7) perusteella P,(p) = %. Nyt

1+72—2rcosp = (1 —17)%+2r(1 — cos ),
joten jos 1/2 <7 < 1, niin 1 + 72 — 2rcos ¢ > as > 0. Tillsin
1—r?

P.(p) < , kind<|p|<7m ja P(p)—0, kunr — 1—. O
as

LAUSE 2.19. Olkoon f 2mw-jaksoinen ja paloittain jatkuva funktio. Tdlloin funktion
Fourier-sarja on Abel-summautuva keskiarvoon 5[f(6—) + f(6+)],

Tim A, f(6) = 5[F6-) + F(6+)

kaikilla 6. Jos f on jatkuva, niin A, f suppenee tasaisesti funktioon f, kun r — 1—.

TobisTus. Olkoon € > 0 ja 6 € R. Valitaan § > 0 siten, ettd | f(0+¢) — f(0+)] <
e, kun 0 < ¢ < 4, ja|f(0+¢) — f(6—) <€ kun —0 < ¢ < 0. P.(¢) > 0 kaikilla
@ € [—m,m], ja paloittain jatkuva, 2m-jaksoinen funktio f on rajoitettu, toisin sanoen
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on olemassa B > 0 siten, ettd |f(0)| < B kaikilla § € [—7,x|. Talloin lemman 2.18
nojalla

\AJ(@)—%W )+ 64| = ]—/ 10+ 9)P(¢) dp = 51£(0-) + F(0+)
1 0
<o [ P+ - f6-)] do+ 5 [P0+ ) - £64)] dp
1 75
= o [Pl 0 - 50 ek o [ RGO+ ) - 56| d
1 5
3= [ PO+ o) - 100 dp+ 3= [ RIS+ ) - 16)] dg
0 1 -4
<5 | P@dero [ B@[I1O+0)]| 150 do
+——/ ) ([F(0+@)| + |F(04)]] de
€ B
<o _WPT( ) do+— KMSFR(@) dg
:e+§ P(p)dp —e¢ kunr—1—.
d<|p|<m

Jos f(0) on jatkuva, niin se on tasaisesti jatkuva vililla [—, 7] ja siten jaksollisuuden
nojalla tasaisesti jatkuva kaikilla # € R. Talloin voidaan valita = d, kaikille 6, misté
seuraa tasainen suppeneminen A, f(0) — f(6), kun r — 1—. O

2.4. Fejérin ydin ja Cesaro-summautuvuus

MAARITELMA 2.20. Kompleksilukujen z; muodostama sarja »_ "z, on Cesdro-
summautuva, jos sen n:s Cesaro-summa o,

o, = — E Sk, ~ Missd s on sarjan k:s osasumma,

suppenee, kun n — oo.

ESIMERKKI 2.21. Sarjan Y ;- (—1)* =1—1+1—1+--- osasummat muodostavat
jonon {1,0,1,0,...}, jolla ei ole raja-arvoa. Sarjalle voidaan kuitenkin laskea Cesaro-
summa o: Jos n on pariton, niin

14044140 n—1
Op = = —

1
= k
- o 5 un n — oo
ja jos n on parillinen, niin
1+0+---+1 n+2 1
Op = = - =,
n 2n 2
joten o = 1/2.

kun n — oo,
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Kuva 2.4. Fejérin ydin arvoillan =1,...,10.

MAARITELMA 2.22. Fourier-sarjan n:s Cesaro-summa on

1
() == Sk(f)
k=0
Koska Fourier-sarjan osasummalle on S, (f) = f * D,,, niin saadaan
nu(f6) = (< FO) = 5= [ 16+ 9)F(e) de.
missa F,(¢) on n:s Fejérin ydin,
1 n—1
Fu(g) =~ Di(%)
k=0
LEMMA 2.23. (i) Fejérin ytimelle on
I 1 [T
o | Fulp)de=o— | Fu(p)dp =7
2 J_. 2

(13) Fejérin ytimelld on esitys
1 sin(ngp/2)

Fule) = n sin?(p/2)

(1i1) Kaikilla 6 >0, 6 < |p| <7, F,(p) suppenee tasaisesti nollaan, kun n — oo.

LAUSE 2.24. Jos [ on paloittain jatkuva ja 2m-jaksoinen funktio, niin sen Fourier-

sarja on Cesaro-summautuwva keskiarvoon L[f(0—) + f(0+)],

lim 0, f(6) = 51(6-) + F(6+)

kaikilla 6. Jos [ on jatkuva, niin o, f — f tasaisesti, kun n — oo.

Tobistus. Koska F,(¢) > 0 kaikilla ¢ € [—7, 7] ja Fejérin ytimelld on lem-
man 2.23 (i)- ja (zii)-kohtien mukaan Poissonin ytimen kaltaiset ominaisuudet, niin
todistus vastaa lauseen 2.17 todistusta, kun vaihdetaan rajank&dynniksi n — oo.

SEURAUS 2.25. Jos f on jatkuva, 2m-jaksoinen funktio, jolle ¢, = 0 kaikilla n,

niin f(0) =0 kaikilla 6.

18

U
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Kuva 2.5. Abel-summa Ag g5, n = 50, Cesaro-summa o5y ja osasumma
S50 esimerkin 1.9 porrasfunktiolle.

TobisTus. Funktion osasummat ja siten Cesaro-summat ovat nollia, joten seu-
raus saadaan lauseesta 2.24. O

SEURAUS 2.26 (Fourier-sarjan yksikésitteisyys). Jos f ja g ovat jatkuvia, 27-
jaksoisia funktioita, joilla on samat Fourier-kertoimet, niin f = g (vrt. seuraus 2.12).

Tobistus. Jatkuvalle, 27-jaksoiselle funktiolle f — g on (f — ¢)(0) = f(0) — g(0)
kaikilla 6 ja sen Fourier-kerroin ¢, = 0 kaikilla n, joten seurauksen 2.25 perusteella

f=g O

Seuraavan lauseen mukaan trigonometriset polynomit Y ,__ cxe™*® ovat tihedssd
jatkuvien, 27-jaksoisten funktioiden avaruudessa:

LAUSE 2.27 (Fejérin lause). Jos f on jatkuva, 2w-jaksoinen funktio, niin sitd
voidaan approksimoida tasaisesti trigonometriselld polynomilla. Toisin sanoen, jos
€ > 0, nitn on olemassa trigonometrinen polynomi T siten, ettd

\f(z) = T(x)| <€ kaikilla x € R.

TobisTus. Koska osasummat ja siten Cesaro-summat ovat trigonometrisié poly-
nomeja, niin vaite seuraa lauseesta 2.24. U

Fejérin lauseen avulla nédytetddn luvussa 4, ettd trigonometriset polynomit ovat
tihedissd nelidintegroituvien funktioiden avaruudessa ja luvussa 6 todistetaan Weier-
strassin approksimaatiolause, joka antaa vastaavan tuloksen polynomeille ja kaikille
jatkuville funktioille.

Kuvassa 2.5 on esitetty Abel-summa, Cesaro-summa ja osasumma esimerkin 1.9
funktiolle, kun n = 50. Kuten ndhdééin Abel- ja Cesaro-summilla ei ole Gibbsin ilmi6-
té, koska Poissonin ydin tasoittaa osasummaa kertoimella 7"l ja vastaavasti Fejérin
ydin keskiarvoistaa osasumman.

HuomAuTUS 2.28. Poissonin ydin ja Fejérin ydin ovat hyvid ytimid (engl. good
kernels), koska niilld on lemmoissa 2.18 ja 2.23 esitetyt ominaisuudet. Sen sijaan
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Dirichlet’'n ydin ei ole hyva ydin, silla

s
/ | Dy ()] = 00,  kun n — oc.
Jos Dirichlet’'n ydin olisi hyvéa ydin, niin sillé olisi lauseita 2.19 ja 2.24 vastaava tulos,
toisin sanoen funktion f Fourier-sarjan osasummat suppenisivat funktioon f pisteissé,
joissa f on jatkuva. Paul du Bois-Reymond osoitti kuitenkin ensimméisené (v. 1873),
ettd on olemassa jatkuva, jaksollinen funktio, jonka Fourier-sarja hajaantuu jossain
pisteessi.



LUKU 3

Fourier-sarjan derivointi ja integrointi

Fourier-sarjojen eris térkeé sovellusala on osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaise-
minen, joten méaaritetddn seuraavaksi ehdot Fourier-sarjan derivoinnille ja integroin-
nille.

LAUSE 3.1. Olkoon f 2mw-jaksoinen k-kertaa derivoituva funktio. Olkoot ¢, ja b

funktioiden f ja f® Fourier-kertoimet. Tdlloin
c®) = (in)*e,.
TobisTus. Naytetadn, ettd ¢, = ) = incy. Osittaisintegroimalla kertoimen ¢,
médritelmé saadaan

Cn / f(0)e " do = /f e~inf 27r/ f(6)(—ine~™%) dg

:%COSHW\(f(W)—f( ))—i—m—/ f(0)e™™ df = inc,,.

-~

Vaite seuraa induktiolla. O

SEURAUS 3.2. Olkoon f 2m-jaksoinen ja k kertaa derivoituva funktio. Jos
S cne™ on funktion f Fourier-sarja, niin
f®(0) = Z(in)kcneme kaikilla 0.

—0o0

TopisTUs. Lauseen 2.11 nojalla f*) on Fourier-sarjansa summa kaikilla 6. Deri-
vaattafunktion Fourier-sarjan yhtilo seuraa lauseesta 3.1. U

MA'A'RITELMA' 3.3. Jos f on paloittain jatkuva, 2m-jaksoinen funktio, niin sen
primitivi F(0 fo ¢) dp on jaksollinen, vain kun

| 10y do=Fm) - F(-m) =0,
toisin sanoen, kun funktion f Fourier-sarjan vakiotermi cqg on nolla.

LAuse 3.4. Olkoon f 2m-jaksoinen ja paloittain jatkuva funktio, jonka Fourier-
kertoimet ovat ¢, tai a, ja b,. Oletetaan, etti ¢y = %ao = 0. Jos F' on jatkuva,
paloittain derivoituva funktio siten, ettd F' = f pisteissd, joissa f on jatkuva, niin

n 4 = n . b’I’L
F(g) _ C() + Z ;_nezne — CO —+ Z (% sinnf — gCOSTL@) s
n#0 n=1

missi Co on funktion F keskiarvo vdlilli [—m, 7.
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3.1. FOURIER-SARJAN TASAINEN JA ITSEINEN SUPPENEMINEN 22

TobisTus. Koska

0+2m T
Fo+2m)-F0) = [ fo)de= [ (o) dp = 2ma =0

niin F' on 27-jaksoinen. Siten lauseen 2.11 perusteella F' on Fourier-sarjansa summa
kaikkialla. Lauseen 3.1 nojalla sen Fourier-kertoimille C,, on C,, = ¢, /in kaikilla n # 0.
Vastaavasti A, = —b,/n ja B, = a,/n, n # 0. O

HuomauTUus 3.5. Jos funktion f Fourier-sarjan vakiotermille on ¢y # 0, niin
lausetta 3.4 sovelletaan funktioon F(0) — cyf.

-1, —7m<0<0
1, O<fO<m

jatkuva ja sen integraalifunktio on esimerkin 2.5 funktio g(6) = |0|, |¢| < 7. Funktion
g Fourier-sarja saadaan siten lauseen 3.4 avulla:

cos((2n — 1)
g(@):/ d9—|—z 2n—1 5 cos((2n —1)0 ———Z 2n 17 )

Funktion g mtegraahfunktlolle G on

ESIMERKKI 3.6. Esimerkin 1.9 funktio f(6) = on paloittain

1 T, 4 =sin((2n—1)0)
G(G)—009—2|9|9—29——7rnz:1 n 1P

joten

T 4 Ksin((2n — 1)0)
Go) = 56_%; 2n—1)33

Lauseen 3.1 avulla saadaan tulos koskien Fourier-sarjan tasaista ja itseista suppe-
nemista:

3.1. Fourier-sarjan tasainen ja itseinen suppeneminen

LAUSE 3.7. Jos f on 2m-jaksoinen, jatkuva ja paloittain jatkuvasti derivoituva
funktio, niin sen Fourier-sarja on itseisesti ja tasaisesti suppeneva.

Tobistus. Olkoot ¢, ja ¢, funktioiden f ja f’ Fourier-kertoimet. Lauseen 3.1
mukaan ¢, = ¢, /in, kun n # 0, joten

1
enl < S(Iel” + [nI7).

Koska f’ on paloittain jatkuva, niin Bessehn epiyhtdlén mukaan sarja > |c,|* suppe-
nee. Koska my®s sarja > |n|? suppenee, niin Y |¢,| suppenee. Nyt |c,e™?| = |c,|,
joten funktion f Fourier-sarja > c,e™ suppenee itseisesti. Lisiksi, koska >~ |c,| < oo,
niin Weierstrassin M-testin 2.4 nojalla Fourier-sarja suppenee tasaisesti. U



LUKU 4
Fourier-sarjat ja L*([—7,7]) -avaruus

Luvussa 1 maériteltiin Fourier-sarja integroituvalle, jaksolliselle funktiolle. Perus-
tellaan maérittely samaistamalla funktiot lineaariavaruuden vektoreihin, jotka voi-
daan esittdd summana ortonormaalin kannan avulla. Téssa luvussa osoitetaan, etta
joukko {e™*}>° on ortonormaali kanta nelidintegroituvien funktioiden avaruudelle
L?([—m,7]), toisin sanoen jokaiselle funktiolle f € L*([—m, 7]) on

oo
f(l’) _ chemm7
—0o0
missi kertoimet ¢, saadaan siséitulosta (f, ¢™®) ja yhtdsuuruus tarkoittaa sarjan sup-
penemista L?-normissa.

4.1. Lineaariavaruuden maéairitelmia

MAARITELMA 4.1. Kunnan F' joukko V' varustettuna yhteen- ja kertolaskuope-
raatioilla on vektori- eli lineaariavaruus, jos se toteuttaa ehdot 1-9 kaikilla vektoreilla
a, b, c € V ja skalaareilla o, g € F'

(1) a+beV
2) (a+b)+c=a+(b+c)
3)a+b=b+a

4) on olemassa nolla-alkio 0, jolle a +0 = a

6) aa €V
7) ala+b) =aa+ ab
8) (a+ fB)a = aa+ Pa

(2)
(3)
(4)
(5) jokaiselle vektorille a 16ytyy vasta-alkio —a, jolle a + (—a) = 0
(6)
(7)
(8)
(9) 1 - a=a, missd 1 on kunnan F neutraalialkio.

ESIMERKKI 4.2. Euklidinen avaruus R" skalaarikuntanaan R ja n-uloitteinen
kompleksiavaruus C" skalaarikuntanaan C ovat lineaariavaruuksia.

Kun lineaariavaruuteen liitetdéan sisdtulon késite, voidaan esimerkiksi méarittaa
avaruuden alkion normi tai alkioiden vélinen kulma ja etdisyys. Euklidisessa avaruu-

dessa madritellddn sisdtulo asettamalla (z,y) = > | x;y;, vektorin z € R™ normi

2| = (z,z)¥2 = (32", 22)"/? ja vektorien z ja y ctiisyys eli metriikka d(z,y) =
|z — yl||. Vektorilla = (x1,...,2,) € R™ on esitys x = > xie;, x; = (x,¢;),
missd vektorit e; muodostavat ortonormaalin kannan avaruuteen R"™, toisin sanoen
(ej,ex) = 0, kun j # k ja (ej,ex) = 1, kun j = k. Jos vektoreille z ja y, x # v,
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on (r,y) = 0, niin ne ovat ortogonaaliset ja talldin merkitdan = L y. Vektoril-
le  voidaan muodostaa esitys myos ortogonaalisen kannan {wu;}? , suhteen, til-
in z = Y1, aju;,missid a; = (x,u;)/||u]|?. Vastaavasti n-uloitteisen kompleksia-
varuuden C™ sisitulo on (a,b) = >_"  a;b; ja vektorille a € C™ miéritellisin normi

lall = (@,a)'"* = (S )"
MAARITELMA 4.3. Avaruuden V' = (V, (-, -), ||-||) C F sisdtulolla on ominaisuudet:

(1) (z,x) >0ja (x,z) >0, kun = # 0 (positiivinen definiittisyys)
(i1) {(x,y) = (y,2) (konjugaattisymmetrisyys)
(i7i) (ax + By, z) = oz, z) + By, z), kun a, f € F (bilineaarisuus)
ja normille péatee:
(iv) || > 0ja ||z >0, kun = # 0
(v) Jaz| = |a|||z]|, kun a € F' (homogeenisuus)
(vi) kaikille z,y € V on ||z + y|| < ||z]| + |ly|| (kolmioepédyhtald).

Liséksi ortogonaalisuuden késitteestd voidaan johtaa seuraavat tulokset:

LEMMA 4.4. Olkoon x jay alkioita sisituloavaruudessa V= (V, (-,-),||-||). Tdalloin
oOn VOIMassa
(1) Pythagoraan lause: jos = ja y ovat ortogonaaliset, niin

lz +yll* = ll=l* + [yl
(73) Cauchyn-Schwarzin epayhtalo: kaikille z,y € V on

[{z )| < ]| |yl

Avaruudet R™ ja C™ ovat &érellisulotteisia, mutta Fourier-sarjoja késiteltdessi
tarvitaan daretonulotteisia lineaariavaruuksia:

ESIMERKKI 4.5. Lineaariavaruus ¢2 on kompleksiarvoisten, nelidsummautuvien
jonojen dédreténulotteinen avaruus: jos jono {a,}>, € 3 niin Y = la,[* < oo.
Sisdtulon jonojen A = {a,} ja B = {b,} vilille antaa itseisesti suppeneva sarja

(A, B) = 3% ayb, ja normi on siten [|A|| = (3%, ]an]2)1/2. (5, s. 73-74].

4.2. Nelisintegroituvien funktioiden avaruus L*([—7, 7))

MAARITELMA 4.6. Olkoon A C R™. Luku

m*(A) = inf {Zf(lk) A C U 1., I, on n-uloitteinen vali kaikilla k € N},

k=1 k=1

missi ¢(I;) on vilin [, geometrinen mitta, on joukon A Lebesguen ulkomitta. Joukko
A on Lebesque-mitallinen, jos

m*(E) =m"(ANE)+m*(E\A) kaikilla £ C R"

ja télloin sen Lebesguen mitta on m(A) = m*(A).
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MAARITELMA 4.7. Olkoon A C R" Lebesgue-mitallinen. Joukolla A méaritelty
funktio f on Lebesgue-mitallinen, jos kaikilla a € R alkukuva

[ a,00]) = {x € A: f(x) > a}
on mitallinen.

MAARITELMA 4.8. Olkoon (R, M, m) mitta-avaruus, missi M on Lebesgue-mi-
tallisten joukkojen luokka ja m on Lebesguen mitta. Talloin maaritelldan Lebesque-
avaruus

LP = LP(R) ={f:R— C: f on mitallinen ja || f||, < oo}, missd
LP-avaruuden normi on

) 1/17
||f||p=</ |f(m)|pdx) s 1<p<oo

[e.e]

Kun p = oo, niin

1 f oo = es;sﬂypﬁ(x)] =inf {M eR|m({z eR:|f(x)] >M}) =0} ja

L =L*R)={f:R— C: f on mitallinen ja || f|lo < c0}.
Funktiota f € L! sanotaan (Lebesgue-)integroituvaksi ja funktiota f € L? nelidin-
tegroituvaksi.

Lebesgue-avaruuksista L? on ainoa, jolle voidaan asettaa siséitulo, joka antaa vas-
taavan LP-normin. Kun valitaan tarkasteltavaksi funktiot, jotka ovat nelidintegroitu-
via valilld [—m, 7|, voidaan sisétulo painottaa kertoimella 1/27:

MAARITELMA 4.9. Avaruus L?([—, 7]) on vililld [—7, 7] nelidintegroituvien funk-
tioiden joukko, toisin sanoen funktio f € L?([—m, 7|) on Lebesgue-mitallinen ja

™ 1/2
1= (55 [ WP as) <o

Asetetaan avaruuteen L*([—, 7]) sisdtulo

(f,9) :%/_ﬂ f(x)mdx

Funktiot f ja g ovat ortogonaaliset valilla [—m, 7], jos (f,g) = 0. Funktiojono {¢,}
on ortogonaalinen, jos (@, pn) = 0, kun m # n, ja ortonormaali jos liséksi ||p,| =1
kaikilla n. Lisiksi méritetéisin avaruudelle L?([—m, w]) metriikka eli funktioiden f ja

g etaisyys
T 1/2
=gk = (3 [ 150 -soFas)

2 J_.

Siten funktio f, suppenee L?-normin suhteen funktioon f, jos
1 s
lf = fello =0, eli 2—/ |f(z) — fu(x)]* dz — 0, kun k — oo.
m —T

HuoMmAuTUS 4.10. Avaruudessa LP ominaisuudesta || f(x)||, = 0 seuraa, ettd
f(z) = 0 melkein kaikilla x:



4.2. NELIOINTEGROITUVIEN FUNKTIOIDEN AVARUUS L*([~m, 7)) 26

MAARITELMA 4.11. Joukko A C R on nollamittainen, jos jokaiselle ¢ > 0 on
olemassa jono avoimia véleja {I;}reny pituuksinaan ¢ siten, ettd A C U;’il I; ja
Z?; < e. Jos jokin viite pétee nollamittaista joukkoa lukuunottamatta kaikille x €
R, niin véite on totta melkein kaikkialla tai melkein kaikilla x, merkitdan m.k. x.

MAARITELMA 4.12. Sisétuloavaruus H = (H, (-, -), || - ||) on Hilbertin avaruus, jos
(1) Sisdtulolla ja normilla on mééritelmén 4.3 ominaisuudet, ja
(17) H on tdydellinen; jokainen Cauchy-jono suppenee normin suhteen raja-arvoon

r e H.

Esimerkiksi avaruudet R™, C" ja ¢? varustettuina sisitulolla ovat Hilbertin ava-
ruuksia.

LAUSE 4.13. Nelidintegroituvien funktioiden avaruus L*([—m, m|) on Hilbertin ava-
TUUS.

Tobistus. Katso [6, s. 159-160]. O

Joukko {e,}> € L*([—,7]), e,(z) = €™, on ortonormaali, silld

T e R
<€m, 67’L> e _/ elml'eznx dl’ - el(m—n)z d:L‘ _ un m n
2 2 J_ . 0 kun m # n.

—T

Jos {e, }*°,, virittdd avaruuden L?([—m,7]), eli sen alkioiden direlliset lineaarikombi-
naatiot ovat tihedssd vélilla [—m, 7| nelidintegroituvien funktioiden avaruudessa, niin
{e,}*°, on ortonormaali kanta avaruudessa L*([—7, «]). Tallin voidaan olettaa, etti
kaikille funktioille f € L*([—m,7]) on

o0
f = Z Cn€n,
— 00

jollain ¢, € C, missd yhtésuuruus tarkoittaa sarjan suppenemista L2-normin suhteen.
Jos oletetaan liséiksi, ettd voidaan ottaa sisdtulo termeittédin yhtdlon molemmilta puo-
lilta funktion e; kanssa, saadaan joukon {e,} ortonormaaliuden nojalla

<f, €j> = Cj kaikilla j,
mik# on sama esitys kuin funktion f Fourier-sarjalla.

Todistetaan, ettd timi pitee, eli funktion f € L?([—m, 7]) Fourier-sarja suppenee
L?-normin suhteen funktioon f, toisin sanoen

N S 2
Jim o= [ 1f@) = Sulssa)* do=o.
LEMMA 4.14. Jos f on trigonometrinen polynomi, [ = Z cnen € L ([—7, 7)),
[n|<k
nn
1115 =D feal

In|<k
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TobisTus. Kirjoitetaan funktio f muodossa

f:f_zcnen+zcnen~

In|<k In|<k
Koska f— Z Cn€n = 0, niin f— Z Cnen L Z cnen ja Pythagoraan lauseen nojalla
In|<k In|<k In|<k
2 2
1= 7 = X e 4] S vt = X tealenlt = X e @
In| <k 2 In| <k 2 In<k In|<k

LAUSE 4.15. Seuraavat ortonormaalin joukon {e,}>>, € H ominaisuudet ovat
yhtapitdvid:
(7) Joukon {e,} ddrelliset lineaarikombinaatiot ovat tihedssd avaruudessa H,
k
toisin sanoen kaikille f € H on olemassa jono {gx} = Z ane, € H siten,

n=1

etti || f — gi|| = 0, kun k — oc.
(it) Jos f € H ja (f,e;) =0 kaikille j, niin f =0.

(1ii) Jos f € H ja Sp(f) = Zk:cnen, missa ¢, = (f, en), niin osasummat Sk(f)
suppenevat normin suhT;f;n funktioon f, kun k — oc.
(iv)  Jos c, = (f,en), niin || f||* = i e .
n=1
Tobistus. (i) — (i1): Olkoon f € H, jolle (f,e;) = 0 kaikille j, ja olkoon {gx} €

‘H funktioiden e,, aérellinen lineaarikombinaatio, jolle ||f — gx| — 0, kun & — oo.
Téalloin (f, gr) = 0 kaikilla n ja siten Cauchyn-Schwarzin epayhtélosta seuraa

LA = (f, 1) = {f, f = a1 < WFIINF — gl Kaikille k.
Kun k — oo, niin saadaan ||f||*> < 0 eli ||f]|* = 0 ja siten f = 0.
(73) — (di7): Olkoon f € H, jolle

k
Sk(f) = chen, missa ¢, = (f,e,).

Osoitetaan ensin, ettd Si(f) suppenee johonkin funktioon g € H. Huomataan, etti
(f = Se(f) L Sk(f)), joten Pythagoraan lauseesta ja lemmasta 4.14 seuraa

(4.1) A2 = 1 = SkCHIP + 1Sk (NIP = 1 = Se(HI” + D leal.

Siten || £]|> > S2F_, |ea|? ja kun k — oo, niin saadaan Besselin epdyhtdli (vrt. lause

2.9)
> el < IIAIP,
n=1
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miké tarkoittaa, ettd sarja > - |c,|? suppenee. T&llsin

k

1S() = Sm(DIP = D leal®s  kun k> m,

n=m+1

toisin sanoen {Sk(f)}r2; € H on Cauchy-jono. Koska Hilbertin avaruus H on tidydel-
linen, niin on olemassa g € H siten, ettd Sk(f) suppenee funktioon g, kun k£ — oo.
Kiinnitetdén j € N. Kun k£ > j, niin (f — Si(f),e;) = ¢; — ¢; = 0. Koska Sk(f)
suppenee funktioon g, niin
(f —g,e;) =0 kaikilla j.
Siten oletuksen (77) nojalla f = g ja véite on todistettu.
(131) — (iv): Kun k — oo, niin yhtélosta 4.1 seuraa
AP =) leal®.
n=1

(iv) — (7): Yhtélostd 4.1 seuraa || f — Sp(f)|| — 0, kun & — oo ja koska osasummat

Sk(f) ovat joukon {e,} alkioiden &direllisid lineaarikombinaatioita, niin viite pétee.
U

Jotta lausetta 4.15 voitaisiin soveltaa avaruudelle L*([—,7]) ja ortonormaalil-
le joukolle {e"™*}, on osoitettava, etté kohta (i) patee, mistd seuraa muiden kohtien
paikkansapitavyys.

LAUSE 4.16. Valilld [—m, 71| jatkuvien funktioiden joukko C([—m,x]) on tihed ava-
ruudessa L*([—m, 7).

Tobistus. Katso [7, s. 69]. O

LAUSE 4.17. Trigonometriset polynomit ovat tihedssi avaruudessa L*([—m,7]).

TopisTus. Olkoon f € L*([—m,x]) ja € > 0. T&llsin on olemassa vélilla [—m, 7]
jatkuva funktio g siten, etta
€
5
Fejérin lauseen 2.27 mukaan trigonometriset polynomit ovat tiheédssa jatkuvien, 27-
jaksoisten funktioiden joukossa ja siten myos joukossa C([—m,7]). On siis olemassa
trigonometrinen polynomi

If —9gll2 <

k
, _ €
T(x) = Zkane“”, jolle |lg—T|2 < 7
Siten ||f =Tl < ||f —gll2+ |lg = T'||2 < €, mista véite seuraa. O

LAUSE 4.18. Olkoon f € L*([—m,x|). Tdlléin on voimassa:
(1) Parsevalin yhtilo:

™

Z lca]? = %/ |f(2)|? dz,  missd ¢, = (f,en).

—Tr
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(i1) Rieszin-Fischerin lause: Funktiolle f € L*([—m,7]) on

oo
f= chen, missd ¢, = (f, en),
— 0

jos ja vain jos
o

Z cn]? < 0.

—0o0
(i11) Funktion f Fourier-sarja suppenee L*-normin suhteen funktioon f, toisin sanoen
1 K

2 ),

|f(z) = Se(f;2)?dz — 0, kun k — oc.

ToDISTUS. Sovelletaan lausetta 4.15 tapaukseen H = L?([—7,7]). Lauseen 4.17
mukaan kohta 4.15 (7) on totta ja siten lause 4.15 pétee kokonaisuudessaan. Kohdasta
(1v) seuraa télloin Parsevalin yhtalo.

(¢ii): Erotuksen f — Si(f) € L*([—m,x]) Fourier-sarja on > |n|>k Cn€n, joten Par-
sevalin yhtélosta seuraa

I£ = SO = 5z [ 1760) = Sulfio)P do= Y e 0, kun k= oo,

2T
- [n|>k

(ii): Jos {c,} € £2, niin Z |ca]? < 00 ja tilloin osasummajono { Sy} = 2 in|<k Cnn
on Cauchy-suppeneva, eli ||S;, — S,,||3 — 0, kun k,m — oo. Avaruuden L*([—m, 7))
tiydellisyydestéi seuraa, ettd on olemassa funktio f € L*([—m,n]) siten, ettd
I/ — Skll2 = 0, kun & — co. Kun k > n, niin

<f> €n> = <f - Sk7€n> + <Sk7€n> = <f - Sk7€n> + Cn

ja Cauchyn-Schwarzin epayhtéalosti seuraa
(f = Sren) < f = Sklallenlla = [If = Skll2 =0, kun & — oc.

Siten (f, e,) = ¢y.
Jos f =" c,e,, niin Parsevalin yhtélosti seuraa || flla = . |ea]? < co. O

Rieszin-Fischerin lauseen mukaan avaruuksien L*([—m,]) ja ¢? vililld on bijek-
tiivinen kuvaus, eli jokainen f € L?([—m,7|) vastaa Fourier-kerroinjonoa, joka on
avaruuden ¢? alkio. Parsevalin yht#lon mukaan tdmé kuvaus siilyttiii sisitulon, joten
se on isometrinen isomorfismi. Voidaan lisdksi nayttad, ettd kaikki déretonulotteiset
Hilbert-avaruudet ovat isometrisesti isomorfisia avaruuden ¢* kanssa.

Luvussa 2 kisiteltiin Fourier-sarjojen Abel- ja Cesaro-summia ja naytettiin, etta
jatkuvalle funktiolle ndmé summat suppenevat tasaisesti funktioon, kun taas osasum-
mien tasainen suppeneminen vaatii funktion jatkuvasti derivoituvuutta. Seuraavan
tuloksen mukaan Fourier-sarjan osasumma S5 on kuitenkin yksikésitteisesti paras ap-
proksimaatio funktiolle korkeintaan k:n asteen trigonometristen polynomien joukosta:
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LAUSE 4.19 (Paras approksimaatio). Olkoon Tj(z) = S2F_ | ane, korkeintaan k:n
asteen trigonometrinen polynomi ja Sy(z) funktion f € L*([—n, 7)) Fourier-sarjan
osasumma. Tdalloin

If = Skllz < |If = Tkll2

ja yhtisuuruus on voimassa vain, kun Ti(x) = Sk(x).

Tobistus. Selvésti f — S, L Py, missid Py on korkeintaan k:n asteen trigonomet-
rinen polynomi, joten koska

k
f_Tk:f_Sk+ aneny

n=—=k
missé b, = ¢, — a,, niin Pythagoraan lauseesta seuraa

Zben

n=—=k

If = Tll3 = IIf — Skll3 +

= I = Sklla < [If = Till2

ja yhtdsuuruus on voimassa vain, kun ¢, = a, kaikilla |n| < k. O
Osoitetaan Parsevalin yhtélolle 4.18 (7) yleistys:

SEURAUS 4.20. Jos funktioilla f,g € L*([—m,7]) on Fourier-sarjat Y. cpe, ja
> dpen, niin

oo

Sedi=o | fw)gfe) de

—0o0

TobisTus. Soveltamalla Parsevalin yhtéloa funktioihin f + g, f ja g saadaan

% i|f(x) + (@) dz = i [en + dn]* = i(|cn|2 +2 Recyd, + |d,[?) ja toisaalta

% _i\f( ) +g(x )|2d:c——/ (1f(x)? +2 Re f(2)g(x) + |g(x)?) dz
—Zlcnl2+Re—/ flx dx+2|d 2,

Siten

Re_chEn = Re% /_7r f(z)g(z) dz

Vastaavasti voidaan ndyttéad, ettd imagindériosat ovat yhtésuuret, mista viite seuraa.
O

Fourier-sarjojen suppenemista koskeva teoria on laaja Fourier-analyysin osa-alue,
josta kasiteltiin tésséd tutkielmassa muutamia péaatuloksia. Esitetdédn vield tulos pis-
teittiisestd suppenemisesta L?-avaruudessa, minkd Lennart Carleson todisti vuonna
1966 ja Richard Hunt tdydensi LP-avaruuteen kaikille p > 1:

LAUSE 4.21. Jos f € L*([—m,x|), niin Si(f;2) — f(x) melkein kaikilla x €
[—7, 7], kun k — oo.



LUKU 5

Fourier-muunnoksesta

5.1. Johdanto

Edellisessé luvussa néytettiin, ettd avaruuden L*([—m, 7]) funktiot voidaan esittdi
ortonormaalien kantafunktioiden e™* sarjakehitelmiini. Kun kokonaisluvut ja sum-
mat korvataan niiden "jatkuvilla vastineilla” eli reaaliluvuilla ja integraaleilla, voi-
daan myos tietyt jaksottomat funktiot esittiid funktioiden e**, ¢ € R, avulla koko
reaalilukuakselilla.

Olkoon funktio f : R — C. Oletetaan, ettéd funktiolle voidaan muodostaa Fourier-
sarja vilille [/, ¢] kaikilla £ > 0 siten, etta

e8] 1 ¢
= Z Cneiﬂ'nfb/f, missd ¢, = _/ f(:l:)eii“m/e dz.

Sijoitetaan A = 7/l ja &, = nA& = nw/{, jolloin saadaan

1 < 1/t 4
T) = —— Cre AL, missd ¢, = —/ x)e % dg,
o) = 5= 2 ¢ 7=/, /@

Oletetaan, ettd f saa arvon nolla, kun |z| > ¢, jolloin

14 o)
Cn = \/LQ_F/ flz)e ™" dx = \/L_/ fl@)e ™ do =: f(&) ja

fla) = mesn ) TAE, kun [x] < L.

Riemannin integraalin méaaritelmén nojalla, kun ¢ — oo, niin A{ — 0 ja

(5.1) f(x) \/%/ f )e® d¢,  missi ff \/_/ f(z)e ™" da.

Yllaoleva padttely on melko suoraviivainen, mutta tulos on paikkansapitdva tietyn-
laisille funktioille, kuten mychemmin todistetaan. Funktio f on funktion f Fourier-
muunnos ja yhtaloa 5.1 sanotaan Fourier-kddnteismuunnokseksi tai Fourier-integraa-
liksu.

5.2. Maiaritelmia ja tuloksia

MAARITELMA 5.1. Funktion f € L' Fourier-muunnos on
~ 1 o0 )
5.2 = — x)e % dz.
52 fio == [ @

Integraali (5.2) on hyvin méaritelty, sillé lauseessa 5.19 nédytetaan, etté |f| <
< 00.

7=

31
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Joissain tilanteissa muunnoksesta kdytetdin myos merkintdd Z[f(z)] = f(§) ja jat-
kossa integraali voidaan kirjoittaa ilman raja-arvoja; [~ = [.

Seuraavaksi esitetdén Lebesgue-integraaliin liittyvia tuloksia, jotka ovat oleellisia
Fourier-muunnoksen teoriassa:

LAUSE 5.2 (Fubinin lause). [3, s. 67]. Olkoon f € L'(R?). Tdlloin f, : R — R,
fy(x) = f(z,y) on Lebesgue-integroituva melkein kaikilla y € R ja vastaavasti f,(y) €
L' m.k. x € R. Siten funktiot

/fy dr ja Gla /fx

ovat olemassa m.k. y ja x. Lisiksi F,G € L'(R) ja

[ 1w ) //fxydxdy—//fxydydx

LAUSE 5.3 (Monotonisen suppenemisen lause). [3, s. 50-51]. Olkoot f,(x) € L'
epanegatiivisia funktioita, joille f,(x) < fui1(x) m.k. x kaikillan > 1 ja im f,(x) =
n—oo

f(x) m.k. z. Talloin
lim [ f, = / f.
n—oo
LAUSE 5.4 (Dominoidun suppenemisen lause). [3, s. 55]. Olkoot f,(z) € L' funk-

tioita siten, ettd fn(xr) — f(x) m.k. x, kunn — oo. Jos g € L' ja | f.(z)] < g(x) m.k.
x kaikillan € N, niin f € L' ja

/|fn—f|—>0, kun n — oo ja siten

/fn—>/f, kun n — oo.

SEURAUS 5.5. [3, s. 55]. Olkoot f,(x) € L' siten, ettiy ., [ |fo| < co. Tilldin
sarja Y o7, fn suppenee m.k. funktioon avaruudessa L' ja

/gfn(x) der = g/fn(:v) dz

LAUSE 5.6 (Holderin epéyhtéls). [3,s. 182]. Jos1 <p < oo ja 1/p+1/q =1 niin
matallisille funktioille f ja g on

1falls < [ Fllpllgllq-
LAUSE 5.7 (Minkowskin epayhtéls). [3,s. 183]. Jos 1 < p < oo ja f,g € L, niin
1f 4+ gl < 1£1lp + llgllp-

LAUSE 5.8 (Minkowskin epdyhtélo integraaleille). [3, s. 194]. Olkoon f € LP(R x
R). Jos f >0 ja 1 <p < o0, niin
< [ 17l dv

H/f(-,y)
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MAARITELMA 5.9. Joukon A karakteristinen funktio on

() 1, kunxe A
xTr) =
xa 0, kunaz ¢ A.

Funktio x4 on mitallinen, jos ja vain jos A on mitallinen.

MAARITELMA 5.10. Funktio f : R®™ — C on yksinkertainen, jos on olemassa
mitalliset, pistevieraat joukot A;, joiden yhdiste on R, ja luvut o; € C, j =1,... k,

siten, ettd
k

z) = Z ajxa, kaikilla z € R™
j=1
Yksinkertainen funktio on mitallinen.

LAUSE 5.11. Yksinkertaiset funktiot ovat tihedssd avaruudessa LP(R) kaikille 1 <
p < 0.

Tobistus. Katso [3, s. 183]. O
MAARITELMA 5.12. Joukolla A mééritellyn funktion f kantaja on joukko

supp(f) = {z € A: f(x) # 0}.

Jatkuva funktio f kuuluu avaruuteen C.(R), jos sen kantaja on kompakti - sanotaan,
ettd f on kompaktikantajainen.

LAUSE 5.13. C.(R) on tihed avaruudessa LP(R), 1 < p < co.
Tobistus. Katso [3, s. 217]. O

MAARITELMA 5.14. Olkoon f funktio avaruudessa R. Télloin kaikille y € R funk-
tion f translaatio on

Tyf('r) = f(x—y)

ja HTyf”p ||f||p7 kun 1 <p < co.

LAUSE 5.15. Kun 1 < p < oo, niin translaatio on jatkuva LP-normin suhteen,
toisin sanoen, jos f € LP ja z € R, niin lim,_o ||7y4.f — 7. f[, = 0.

Tobistus. Katso [3, s. 238]. O

LEMMA 5.16. Funktioiden f,g: R — C vdlinen konvoluutio on funktio f * g,

(f * 9)a / f(z = y)gly) dy

Konvoluutiolla on ominaisuudet:
(i) fxg=gx*f
) (fxg)xh=fx(gxh)
(1it) T.(f*xg) = (1.f)*xg=f*(7.9) kaikille z € R
) Jos A={x+y:z €supp(f),y €supp(g)}, niin supp(f *g) C A.
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TobisTus. Todistetaan kohdat (iii) ja (iv):
(i44):
n(fx0)w) = [ £ =z =)oty dy= [ mfle = o) dy = (1) 5 g(o)
a (1)-kohdan nojalla
T(fx9) = T(g* f) = (1.9) x f = f * (1.9).

(1v):
Jos x ¢ A, niin kaikilla y € supp(g) on  — y ¢ supp(f) ja siten f(x —y)g(y) =0 ja
(f * g)(x) =0. O

LAUSE 5.17 (Youngin epéyhtils). Jos f € L' jag € L?, 1 < p < oo, niin (f*g)(z)
on olemassa melkein kaikilla x, f g € L? ja || f*gl|l, < | fllillgll,-

Tobistus. Minkowskin epayhtélosta integraaleille saadaan

1 *glly = H/f(y)g(x -y dy| < /If(y)!HTyg(flr)Hp dy = [[fll:llglly < oo. O

5.3. Fourier-muunnos L'(R)-avaruudessa

LAUSE 5.18. Olkoon f € L'(R), a,b € C ja a, A € R. Tdllsin on voimassa:
) Flaf(x) +bg(x)] = af(€) + 15 (€).
) F[f@)er] = FE~a) ja F[f(x— ) = FE)e ™.
) Kun A >0, niin Z[f(x/N)] = \TOE) ja Z )] = FlE/N).
(iv) Jos g€ L' niin F(f + g)(x)] = V21 f(£)F(€).

) 7 [m} = f(e).

) Jos f€C"ja f € L', niin F[f'(x)] = i&f(€).
Jos x f(x) on integroituva, niin F [xf(x)] = zf’(ﬁ)

Kohtien (iv) ja (vi) mukaan Fourier-muunnos vaihtaa konvoluution ja derivoinnin
kertolaskuksi.

Tobistus. Todistetaan kohdat (i4), (iv) ja (vi). Muut kohdat saadaan vastaavasti
Fourier-muunnoksen mééritelmasta.

(17):
# [f@)e] = <= [ F@e = do = Fie =) o

Z f(x—a)] = %27 JECEOE S %27 [ e ao = fige

(1v): Fubinin lausetta kdyttden saadaan

* =y e % dx
F((f = 9)( \/_ /f dz dy
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/_27r /f z —y)e @ g(y)e %Y dz dy
\/ﬂ / / f(z e g ~iY dz dy (muuttujanvaihdos z = x — ¥)

=V2rf(£)3(©).

(vi): Osittaisintegrmmalla saadaan

1 N 4 A 4
E /_N fl(z)e ™" do = E/N f(z)e ™ + \/%/ f(z)e ™" dz

— 0+ z{f(é’), kun N — oo,
ja, koska we~%% = i(d/d¢)e” %%, niin

—ilx _ i i —iéx —_ .7
Flaf(z \/ﬁ/ dz = md&/f(x)e dz =if'(). O

LAUSE 5.19. Olkoon f € L. Tdlléin

(2) F on rajoitettu: |f| <

\/—Hflh ja

(ii) [ on tasaisesti jatkwva avaruudessa R.

ToDISTUS. (i): Fourier-muunnoksen mééritelméstéa seuraa

iy _ > —i€x
ol = o=| [ s@e s a
1 > itx B 1
<—= [ @l ar ==l
(11): Koska
—i(§ hyx  —ilx
Fle+h) - 2W/ F(z) (e € _ emite) dg

< EHf“l,

niin dominoidun suppenemisen lauseen nojalla f(& +h)— f(g )—=0,kun h — 0. O

LEMMA 5.20 (Riemann-Lebesguen lemma) Kun f € LY(R), niin

|£1|1m (&) =

TopisTus. Karakteristiselle funktiolle x4 € L', missid A = [a, ], on
ey L = igw q.. L ’ —igw 3. 1 —igb _ _—ita
XA(f)—E/_OOXA(x)e dx—E/a e dx—m(e —e %)

— 0, kun [¢| — oo.
Fourier-muunnoksen lineaarisuuden nojalla tulos pétee kaikille yksinkertaisille funk-

tioille.
Olkoon f € L' ja € > 0. Koska yksinkertaiset funktiot ovat tihedissi avaruudessa
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L', niin on olemassa yksinkertainen funktio ¢ € L' siten, ettd ||f — |1 < eV2r.
Talloin Fourier-muunnoksen lineaarisuuden ja lauseen 5.19 kohdan (i) nojalla

1F(O] <|F©) — @)+ |36
1 ~
< —\/%Hf(w) — ()|, + [8(9)|

<€+ |95(£)|, joten

lim sup ’f(§)| < e+ limsup |P(&)] =e.

€] =00 €l —00

Koska € on mielivaltainen, véite on todistettu. O

Tavoitteena on todistaa kiifinteismuunnoslause: kun f € L! ja fAE L', niin

flz) = \/LQ_F /_OO J?(ﬁ)eigx d¢ mk. zx.

Kaytetaan apuna silottajafunktiota ¢;:
Olkoon ¢ € L' ja asetetaan

de(z) =t 'o(t 'x), kunt > 0.

Téllsin [, ¢, on riippumaton vakiosta ¢:

/@ /qﬁtmtldx—/¢ )t td(y /¢

LAUSE 5.21. Olkoon ¢ € L', ¢(z) =t 1o(t1z) ja f_oogb x) dr = a.
Jos fe€LP, 1<p< oo, niin
f*or—af

LP-normin suhteen, kun t — 0.

TobisTus. Koska

Frouo) —af@) = [ fo =)ol dy - 1) [ otw) dy
~ [ =)~ @lent) ay
= /[f(m —tz) — f(x)]p(z) dz  (muuttujanvaihdos y = tz)

Z/hJ@%aNMM@d%

niin Minkowskin epéayhtalosté integraaleille seuraa

£ 00— afly < [ Ined = Flblo(a)] =

Koska 7, f on jatkuva ja ||, f — fll, < 2| flp, niin ||7.f — f]l, — 0, kun ¢ — 0 kaikilla
z. Viite seuraa siten dominoidun suppenemisen lauseesta. U

Silottajafunktioksi valitaan erds Gaussin ydin (kellokdyri), joka on muotoa

(z=b)2

flx)=ae” 22", a,b,ceR.
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Kuva 5.1. Gaussin ydin e /2,

LEMMA 5.22. Gaussin ytimelle e /2 op

1 o 2
—x?/2 __
— e =1.
V27T/oo

Tobistus. Integroidaan napakoordinaattimuunnoksen avulla:

) 2 ) )
(/ e v/ dx) = / / e~ @ +1*)/2 4y dy
- ol
= / / e 2r drde
o Jo

:/ omre /2 dr
0

— lim —2re N2 + 2me® = 2r. O

N—oo

~

LAUSE 5.23. Jos f(x) = e /2, niin f(€) = f(£).

TobpIsTUSs. Méiaritellaan

~ 1 o0 )

PO == o= [ e an
21 J—oo

Koska f'(x) = —z f(x), niin lauseen 5.18 kohdasta (vi) seuraa

F’<s>=¢% / " f)(—iz)e e da = — / Y e dr e

F'(§) = i(i§) f(§) = —EF (E)
Jos miritelldin G(€) = F(€)ef™/2, niin G'(€) = 0 ja siten G on vakio. Koska lemmasta
5.22 seuraa F(0) = 1, niin G(&) = 1 ja siten F(€) = e /2. O

Fourier-muunnoksen lineaarisuudesta ja skaalausominaisuudesta (lause 5.18 () ja
(1)) saadaan:

SEURAUS 5.24. Jos f(x) = #e‘ﬁ"’ﬁm, missd t > 0, niin f(f) = \/%t_le_g/ztz.
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LEMMA 5.25. Jos f,g € L', niin
/ F()g6) de = / f(@)3(z) da.

TobisTus. Fubinin lauseen nojalla
JECIGES (%27 [ e dx) g(€)de
- [ @ (V% JEGo d&) d

- [ #@5t) d. 0

LAUSE 5.26 (Fourier-késinteismuunnos). Jos f € L', fellja

o) = == [ Flepe e

niin h on jatkuva ja f(x) = h(x) melkein kaikilla = € R.
Tobistus. Olkoont > 0, z € R ja

1 itr 122
9(5):—%6’56 w2,

T&lloin seurauksesta 5.24 ja ominaisuudesta % [f(z)e'**| = f(f — «a) saadaan

Gly) = —t e TV Z () = 7 (1 (@ — ),

V271

—L_¢=2*/2 Lemman 5.25 nojalla

Vor
/ F(e)g(e) de = J% / Fle)eere 2 g
- / F)ay) dy = / F@)die — ) dy = (f * do)(x).

Koska lemman 5.22 mukaan

gzs(x)dxzi el A =1,
Joae- 7 |

niin lauseen 5.21 nojalla f * ¢; — f L'-normin suhteen, kun ¢t — 0. Toisaalta, koska

missi ¢(z) =

f € L, niin dominoidun suppenemisen lauseesta seuraa

: 1 Y i€r —t2¢2 . 1 Y i€x _
i —— [ e g = — [ flee de = )

Siten f(x) = h(z) melkein kaikilla z ja funktio » on Fourier-muunnoksena jatkuva.
U

~

SEURAUS 5.27. Jos f € L' ja f(£) = 0 kaikilla &, niin f(x) =0 m.k. x.

HUOMAUTUS 5.28. Kéénteismuunnosta voidaan merkité symbolilla F =1 jolloin
lause 5.26 saa muodon .Z '(Z[f(z)]) = f(x) mk. z € R, jos f,f € L'. Lisiksi
huomataan, ettd F '[f(z)] = f(—x).
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HuoMAuTUS 5.29. Fourier-muunnospareiksi voidaan valita myos esimerkiksi

_ / Z f@)e ™™ dr ja f(a / Fle)erme de

:/_Zf(a;)ei& dz ja f(z 27r/ Fle)e de.

5.4. Fourier-muunnos L*(R)-avaruudessa

tal

Seuraavaksi néytetddn, ettd Fourier-muunnos voidaan méaritellda myos nelidin-
tegroituville funktioille asettamalla Z[f] = lim,, o, Fo|fn], missd F#; on L'-avaruu-
den Fourier-muunnos. Tutkitaan aluksi sileiden ja nopeasti vdhenevien funktioiden
Fourier-muunnosta:

MAARITELMA 5.30. Funktio f kuuluu avaruuteen C2°(R), jos se on kompaktikan-
tajainen C'*°-funktio.

Esimerkiksi funktio 1,
2 -1
expl(z® —1 kun |z| <1
R R Y
0 kun |z| > 1,
on C-funktio.

LAUSE 5.31. Olkoon 1 < p < c0. jos f € LP(R), g € C"(R), 0 < m < oo, niin
f*geC™R) ja D(f * g) = f* D'g kaikilla |¢] < m.

ToDpISTUS. Osoitetaan ensin, etté f x g on jatkuva, kun f € L? ja g € CY:
Olkoon ¢ siten, ettéd 1/p+1/q =1 ja h € R, télloin Holderin epayhtdlon nojalla

[(f*g)(x+h) = (f*g)(x)| = /Rf(erh—y)g(y) dy—/Rf(x—y)g(y)dy

— /f(x—y)g(y+h)dy—/Rf(x—y)g(y)dy‘

~| [ 16w y+m—g<n@\

< [fllpllmng — gllg-
Lauseen 5.15 mukaan ||7,9 — g||; = 0, kun 2 — 0. Kun p = 1, niin ||7,g — ¢|| suppenee
nollaan, kun h — 0, koska g on tasaisesti jatkuva. Siis f * g on jatkuva.
Olkoon m = 1 ja olkoon t > 0. Differentiaalilaskennan véaliarvolauseen nojalla on
olemassa s € [0, t] siten, ettd

(fxg)(x+1t) = (f*g)(z glx+t—y)—glr—y)
t /f t d

Y

/f (9(x+s—y)) dy.

Kun ¢ — 0, niin D(g(z + s — y)) — D(g(x — y)) tasaisesti. Koska ¢’ € C?, niin
integraali suppenee funktioon f x Dg. Slten D(f *g) on olemassa, D(f *g) = f* Dg
ja tapauksen m = 0 nojalla f * g € C!. Todistus yleiselle m seuraa induktiolla. [
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LAUSE 5.32. C*(R) on tihed avaruudessa LP(R), 1 < p < oo.

TobisTus. Olkoon f € L” ja olkoon ¢ > 0. Téllin lauseen 5.13 nojalla on
olemassa funktio g € C,, jolle on ||f — ¢||, < ¢/2. Olkoon ¢ € C° siten, et-
td [¢ = 1. Voidaan valita esimerkiksi ¢ = ([ ) "¢, missid ¢ on méédritelmén
5.30 funktio. Merkitdin kuten aiemmin ¢;(z) = t~1¢(t~'z). Tall6in lemman 5.16
kohdan (iv) mukaan supp(g * ¢;) on kompakti ja siten lauseesta 5.31 seuraa, ettd
(g ¢¢) € C. Lauseen 5.21 nojalla on olemassa ¢t > 0, jolle ||g* ¢ — g||, < €/2. Siten

1f = g% elly <IIf = gllp + llg * 60 = gllp, <€ =

MAARITELMA 5.33. Schwartzin avaruuteen S = S(R) kuuluvat C*-funktiot, jot-
ka ovat nopeasti vdhenevid, toisin sanoen

S = {f € C™ : || fllx := sup |z|* |f(£)(x)‘ < oo kaikilla k, £ € NO} :
zeR

Madritelmésti seuraa, etta kaikilla n on olemassa vakio C,, siten, ettd | f(z)| < C,(1+

|2[?)~". Esimerkiksi Gaussin ydin e**/2 kuuluu avaruuteen S(R) ja selviisti C° C
S C LP. Metriikalla

o0

- ||f—9||kz
d(f,g) =) 2" o STh
Z T+ 17 = gl

varustettuna S on tédydellinen topologinen vektoriavaruus. Lisdksi todetaan, ettd S
on suljettu derivoinnin ja polynomeilla kertomisen suhteen: jos f € S, niin

fO(x)eS ja a*f(x) €S kaikilla k, ¢ € N.
SEURAUS 5.34. S(R) on tihed avaruudessa LP(R), 1 < p < o0.
LAUSE 5.35. Fourier-muunnos .F on isomorfismi avaruudelta S(R) itselleen.

TobisTus. Fourier-muunnos on lineaarinen lauseen 5.18 kohdan () mukaan. Osoi-
tetaan, ettd .Z#(S) C S: Jos f € 8 C L', niin sen Fourier-muunnos on rajoitettu
lauseen 5.19 mukaan ja siten

sup |£|* ‘L}/‘m(f)‘ < oo kaikilla k, ¢ € N,
¢eR
koska
&F0(©) = Z| (<) DH(—ia) f()] |
€s
silld lauseen 5.18 kohta (vi) yleistyy muotoon .Z[f)(z)] = (if)gf(f) ja Zlzkf(x)] =

ikf(k) (£). Siis fe S. Jos f, f, € S, niin f,, — f avaruuden S§ metriikan suhteen, jos
ja vain jos ||f — fullge = 0, kun n — oco. Nyt

1 F1lie = sup [€[F[FO€)]
EER

(53) < O sup |(1+ [ DM e’ ()

zeR

, Inissa

1
C=—[(1+z))?dz < .
= [l e < o
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Kun epéyhtéloon 5.3 sijoitetaan f — f,, seuraa dominoidun suppenemisen lauseesta
fn — f kun f, — f. Siis .% on jatkuva avaruudessa S ja niin on myos kaanteiskuvaus

Ff (@) = f(~a). N
Seuraavan lemman avulla Fourier-muunnos voidaan laajentaa avaruuteen L?(R):

LEMMA 5.36. Olkoon Hi ja Hs Hilbert-avaruuksia normeinaan || - |1 ja || - ||2-
Olkoon A avaruuden H, tihed aliavaruus ja Ty : A — Hy lineaarikuvaus, jolle
\To()ll2 < cllflli, kun f € A. Tdlloin Ty laajenee yksikdsitteisesti kuvaukseksi
T : Hy — Ha, jolle ||T(f)lle < c||fllx kaikille f € Hy ja T(f) = lim,—o0 To(fn),
kun {f.} € A ja f, = f joukossa H;.

Tobistus. Olkoon f € H; ja olkoon {f,} € A jono, joka suppenee alkioon f.
Talloin
1To(fn) = To(f)ll2 < ell fo = fulli = 0, kun n,k — oo,

joten raja-arvo lim,, ., To(f,) on olemassa. Osoitetaan, ettd raja-arvo on yksikésit-
teinen:

Olkoon {g,} € A toinen jono, joka suppenee alkioon f € H;. Télloin oletuksen
nojalla

| To(fn) = To(gn)ll2 < cllfa — gnllx

ja, koska an - gnHl < “fn - le + an - gn”b niin HTO(fn) - To(gn)||2 — 0, kun

Liséksi kaikilla f € H; on
Tl = lim |To(fo)ll < timm clfully = el

Laajennuksen yksikésitteisyys seuraa avaruuden A tiheydestd avaruudessa H;. [

Sovelletaan lemmaa 5.36 tapauksessa H; = L? = H,, A = S ja Tj on avaruudessa
L' méiéritelty Fourier-muunnos, jota merkitiin nyt .%:

LAUSE 5.37 (Plancherelin lause). Fourier-muunnoksella %, : L*(R) — LY(R) on
yksikasitteinen laajennus isometriseksi isomorfismiksi F : L*(R) — L*(R),

Flf(x)] = li_)m Folfu(®)]  (raja-arvo L*-mielessd)

ja erityisesti
1Flle=Ifll, kaikille f € L*.

Tobistus. Olkoon f,g € S C LY, tillsin myés f,§ € S C L'. Asetetaan h = g.
Kiinteismuunnoslauseen mukaan on

he) = \/% / e do = % / e de = g(0).

Lemman 5.25 nojalla

() = [ e do = [ raihto) do = [ Feme) as = (7.3)

jakun f = g, niin [|F]|2 = || £]],
Lemman 5.36 nojalla .%, laajenee yksikésitteisesti avaruuden L?(R) Fourier-muun-

nokseksi .7 ja H]/”\HQ = || f|l, kaikille f € L% Ké#iinteismuunnokselle %, ' on selvisti
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my6s ||-Z5 [f]ll2 = |If|l2 ja se voidaan laajentaa avaruuteen L?(R) mirittelemilld
Ff(2)] = limy e Fy [ fo(x)], missi raja-arvo otetaan L2-normissa. Kun f € L?,
voidaan valita jono {f,} € S, jolle ||f — fall2 — 0, kun n — co. T&ll6in

fo = F5  Folfal = Fo Py fl
ja, kun n — oo, niin
f=77'Z(fl= 777 f],
siis .# ~! on muunnoksen .# kiinteiskuvaus. O

Seuraavan lauseen mukaan L!- ja L?-avaruuksien Fourier-muunnokset yhtyviit,
kun f € L' N L?%:

LAUSE 5.38. Jos f € L' N L?, niin F[f] = Z|f].
TopisTtus. Olkoon f € L' N L% Téllsin on olemassa jono {f,} € S, joka suppe-
nee funktioon f sekéi L!- ettd L?-normissa. Nyt f, = %lf,] — Z|[f] L*-normin suh-

teen, kun n — oo, joten on olemassa osajono, joka suppenee funktioon .7 f] melkein
kaikkialla. Liséksi

~ ~ 1
su n - S T —llJn — )
joten J/‘; — J/‘\kaikkialla, kun n — oo. U

HuoMAUTUS 5.39. Funktiolle f € L? voidaan valita jono {f,} € L' N L?,

£ (2) = {f(w) 2 <n

0 |z| > n,

jolle f, — f L*-normissa, kun n — oo, ja siten .Z[f,] — Z[f]. Siis

f(©) = lim F.(6) = lim %27 / F(@)e da,

missé raja-arvo otetaan L2-mielessi.

Lopuksi esitetdan tulos, joka antaa yhteyden Fourier-sarjoille ja Fourier-integraa-
lille: Funktiosta f € L'(R) saadaan 27-jaksoinen funktio F}, kun asetetaan

= Zf(x + 27n).

Toisaalta, jos funktion f Fourier-muunnos frajoitetaan kokonaislukujen joukkoon,
saadaan kddnteismuunnoksesta sarja

F2 l’ \/%Zf znm

joka on myos 2m-jaksoinen. Poissonin summakaavan mukaaan F; = Fj:

LAUSE 5.40 (Poissonin summakaava). Jos funktioille ffe LY(R) on |f(z)] <
C(1+|z))770 ja |f(&)] < C(1+ [€))7'¢, joillakin C,e,d > 0, niin

wa+27m \/_Zf e,
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Erityisesti, kun x =0, niin

Zf27m \/_Zf

TobisTus. Fourier-sarjan yksikésitteisyyden nojalla riittda ndyttas, etta sarjoilla
on samat Fourier-kertoimet. Selvésti yhtélon oikeanpuoleisen sarjan m:s kerroin on

= F(m). Merkitian g(x) = 3 f(x + 2mn), tallsin

er=[%MQde=§j/fuu+QWde
(1—2n)m 0
::23/¥2 @l dr= [ 1f@] dz =17l < o,

n=—oo o0

siis g € L'. Koska

1 — [T : 1
= —imz|
22 [ s e s i,

niin dominoidun suppenemisen lauseen nojalla summauksen ja integroinnin jérjestys
voidaan vaihtaa ja funktion g Fourier-kertoimiksi saadaan

2 —imx d o 2 —imx d
/ n_E_oof x +27mn)e T = ang_oo /_7r f(x +2mn)e T
—imy d
3 | ey

1 ~
:\/_2_7r (m).

Koska [f(€)] < C(1 + |§|) , niin

\/_Z |_\/_/ (14&)717° d¢ < oo,

joten sarja 1/v/2m > f ( ) " suppenee itseisesti ja tasaisesti. Télloin

kaikilla z € R. 0



LUKU 6

Sovelluksia

6.1. Jatkuva, ei-missédén derivoituva funktio

Vuonna 1861 Bernhard Riemann esitti, ettéd jatkuva funktio R(x),

=L sin(n’x)
Rlz) =) —3—
n=1
ei ole derivoituva missdédn pisteessd. Yrittdessddn todistaa Riemannin vaitettd Karl
Weierstrass kehitti ensimmaéisen julkaistun ja varmistetun esimerkin jatkuvasta, ei-
missddn derivoituvasta funktiosta. Vuonna 1872 hén todisti, ettd télldinen funktio
on

W(z) = Z b" cos(a"mx),
n=1

jos 0 < b < 1, a on pariton kokonaisluku, a > 1 ja ab > 1 4 37 /2. Joseph Gerver

osoitti vuonna 1969, ettd Riemannin funktio R(x) on itse asiassa derivoituva kaikissa

pisteissé mp/q, missi p ja g ovat parittomia kokonaislukuja, ja ei-derivoituva muualla.
Seuraavaksi ndytetain erddn Weierstrassin funktion ei-derivoituvuus:

LAUSE 6.1. Jos 0 < a < 1, niin funktio

[e.9]

fa _ f(.ill) _ Z 2fnoz€i2":p

n=0

on jatkuva, mutta ei-missddin derivoituva.

Sarja voidaan kirjoittaa muotoon

oo
Z m~“e"™  missi n € NU {0},

m=2"

joka on Fourier-sarja kertoiminaan c,, = m~%, m = 2". Kerroin ¢, saa siis nollasta
eroavia arvoja vain, kun m on muotoa 2" = 1,2,4,8, 16, . ... Kertoimet ovat "harvas-
sa”, tarkemmin méiriteltynd lukujono {2"} ja sarja Y 272" ovat lakunaariset:
lukujono {\,} on lakunaarinen, jos sille 16ytyy vakio ¢ > 1 siten, ettd \,y1 > g\,
kaikille n. Tdmé on ratkaiseva ominaisuus funktion ei-derivoituvuudelle.

Voidaan valita funktio ¢ : R — C siten, ettéd ¢(&) € C™, ¢(1) = 1/v27 ja
H(€) = 0, kun & ¢]1/2,2[. Esimerkiksi asetetaan ¢(&) = \/%exp <2 - m :
kun & €]1/2,2[. Tallsin ¢(x) on jatkuva ja funktio 2*¢(x) on rajoitettu kaikilla k& € Nj.

44
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Kuva 6.1. Funktion f, reaaliosan osasumma S5g = ZZOZO 27" cos 2™z, kun
a=1/2.

Siten ¢(z) € L'(R) ja [, o(x) dz = /27 $(0) =

Maaritetaan konvoluutlo
2k p(2%x) * foly) = / 2k p(2%2) foly — 2) dz,

joka Youngin epiyhtdlén mukaan on avaruudessa L, koska f, € L™ ja ¢ € L.

LAUSEEN 6.1 TODISTUS (JOHNSEN). Weierstrassin M-testin nojalla f, on tasai-
sesti suppeneva ja siten jatkuva ja rajoitettu funktio.
Dominoidun suppenemisen lausetta kidyttden voidaan vaihtaa integroinnin ja sum-
mauksen jérjestys:
N

2k¢( 7) * foly) = /Z ngb(Qkx) ]\}2{1)022—710461‘2"(31_35) da

n=0
_ 22 na 12”y/ 2k¢<2k ) —i2"x dr

= Z 2_"O‘ei2ny/ gb(z)e‘iﬁnik dz (muuttujanvaihdos 2Fz = 2)

0o
_ Z 27na€i2”y\/% 5(2717]{?) _ 2fka€i2ky\/% $(1> _ 27ka€i2ky’
n=0

silld 5(2""“) = 1/v2m, kun n = k ja muilla n € Ny se saa arvon 0.
Koska fo(y) [*2_ ¢(z) dz = 0, niin

2k = 2h(2a)  fuly) = [ " 20240 fuly — v) da

= / d(2) faly —27%2) dz  (muuttujanvaihdos 2"z = z)
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_ / TS faly —2742) — fuly)) de.

Jos f, olisi derivoituva kohdassa y, niin F(h) = +(fa(y+h)— fa(y)) € L olisi jatkuva
funktio, jolle F/(0) = f/(y). Talloin dominoidun suppenemisen lauseen nojalla

/ F(—27%2)2¢(2) dz = —20-@kei2'y

(e 9]

%Jﬁw/izwadz:ﬂ@ﬂ$myzq kun k — oo.

—00

Téastéd seuraa 1 — o < 0, miké on ristiriidassa oletuksen 0 < o < 1 kanssa. 0

Funktion f, reaali- ja imaginédriosat y - 27" cos 2"z ja Y~ 27 "*isin 2"z ovat
my0s ei-missédéin derivoituvia, jatkuvia funktioita, katso kuva 6.1.

6.2. Weierstrassin approksimaatiolause

Weierstrassin approksimaatiolauseen mukaan kompaktilla vililla jatkuvaa komp-
leksiarvoista funktiota voidaan approksimoida tasaisesti polynomilla, eli polynomit
ovat tihedssd jatkuvien funktioiden avaruudessa C([a,b],C).

LAUSE 6.2 (Weierstrassin approksimaatiolause). Olkoon f : [a,b] — C jatkuva
funktio. Tdlloin sitd voidaan approksimoida tasaisesti vdlin [a,b] polynomilla. Toisin
sanoen, kun € > 0, on olemassa polynomi P siten, ettd

sup |f(x) - P(a)] < .

z€la,b]
Tobistus. Todistetaan lause ensin tapauksessa [a,b] = [-2, Z]:
Laajennetaan f vilin [—m, | jatkuvaksi funktioksi F siten, ettd F'(z) = f(z), kun = €

[—%, %} ja F(—m) = F(m) = 0. Joukossa }—7r, -3 [ U } 7 7T[ F saa arvon kuvapisteita
F(—n) ja F(—%) sekd F(%) ja F(m) yhdistaviltd janoilta. Tamén jélkeen I’ voidaan
laajentaa jatkuvaksi, 2m-jaksoiseksi funktioksi joukossa R ja sille voidaan maarittaa
Fourier-sarja.

Olkoon € > 0. Fejérin lauseen 2.27 nojalla on olemassa trigonometrinen polynomi

€

sup |F(z) —T(z)| < 3"
zeR

ikx

Koska eksponenttifunktiolla e"** on kompaktilla valilla tasaisesti suppeneva Taylorin

sarja Y o, %, niin on olemassa polynomi P siten, etti
sup |T(z) — P(a)| < <.
z€[—m,7] 2
Néin saadaan
sup |f(z) = P(z)| = sup |F(z) - P(z)| <e
lz|<7/2 lz|<7/2
Olkoon f jatkuva funktio vélilld [a, b]. Mééritelldén joukkojen [—Z, 2] ja [a, b] vilille

bijektio ((t) = =2t + 22 jolle on ((—7/2) = a ja {(m/2) = b. T&llsin kuvauksen
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Ha,b] > [-3,5], 7M@) = 5 (v — 552)

Yhdistetty funktio f o £ on jatkuva vélilla [—7, 7], joten edellisen péadttelyn nojalla
on olemassa polynomi @), jolle

47
kagnteisfunktio on ¢!

sup | f(€(1) — Q)] < e

tel-5,5

Jos nyt asetetaan P(z) = Q{7 (z)) = Q (= (v — 1°

5 )), niin P on polynomi ja

sup |f(z) - P()| < e.

z€[a,b]

6.3. Isoperimetrinen epayhtilo
MAARITELMA 6.3. Suljetun vélin [a,b] C R jatkuva kuvaus 7,

v : [a,b] — R?

on polku joukossa R% Polun kuva eli kdyri I' = ~([a,b]) on pistejoukko tasossa R2.
Kayra ' on yksinkertainen, jos se ei leikkaa itsedén, toisin sanoen v(u) # v(v) kaikilla
u # v € [a,b], ja suljettu, jos padtepisteet yhtyvit, v(a) = v(b).

MAARITELMA 6.4. Jos kiyrda I' on polun v(s)
sen pituus ¢ on

(x(s),y(s)) parametrisaatio, niin

(= [ Weas= @y as

Kéyréan pituus ei riipu parametrisaatiosta, koska jos v(s(t))
vaihdoksen ja ketjusdénnon avulla saadaan

n(t), niin muuttujan-

o= [ wenas= [ weonsorna = [Cwora

Kayranpituuden funktio
t
- [ el

on jatkuva, paloittain jatkuvasti derivoituva ja aidosti kasvava funktio vélilla [a, b].
Siten silld on kddnteisfunktio p~'(s), joka on médritelty vlilla [0, £], missd ¢ = p(b)
on kiyrdn pituus valilla [a, b], ja voidaan méaritelld

MAARITELMA 6.5. Kéyran parametrisaatio kaarenpituuden suhteen on 1(s)
Y(p~(s)), s € 10,4] ja téllsin |n'(s)| = 1 kaikilla s

LAUSE 6.6. Kdyrin I’ rajaama pinta-ala A tasolla R? on

A:% /F(a:dy—yda:)
b
5| 769 = vle)a/(s) as|

Tobistus. Katso [2, s. 223]
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LAUSE 6.7 (Isoperimetrinen epayhtild). Olkoon I yksinkertainen, suljettu kdyrd
kompleksitasossa. Olkoon € kdayrdn T pituus ja A kdayrdn rajaaman alueen pinta-ala.
Talloin

£2
A< —
T Ar
ja yhtdasuuruus pdtee jos ja vain jos I' on ympyrd.

Tobistus. Olkoon z — dz kuvaus kompleksitasolta C itselleen. Koska kéyréan pi-
tuus d-kertaistuu ja pinta-ala §?-kertaistuu kuvauksessa, niin todistus voidaan rajata
tapaukseen ¢ = 2w. Jos ¢ # 27, niin kuvaus z — dz palauttaa tilanteeseen ¢ = 2,
kun valitaan 0 = 27 /¢.

Nyt viite saa muodon: jos £ = 27, niin A < 7 ja yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos I'
on ympyra.

Olkoon 7 : [0,27] — R?, v(s) = (z(s), y(
den suhteen, toisin sanoen |y/(s)| = (2/(s
' (s)?+y(s)?=1ja

(6.1)

s)) kdyrdn I’ parametrisaatio kaarenpituu-
)2 +4/(5)?)"/? = 1 kaikilla s € [0,27]. Siten

% 7T(x’(s)2 +9/(s)?) ds = 1.

Koska kéyra on suljettu, niin funktiot x(s) ja y(s) ovat 2m-jaksoisia ja niilld on Fourier-

sarjat
o0

x(s) ~ chems ja  y(s Zd e
Lauseen 3.1 nojalla derivaattafunktioilla on Fourler—sarjat

7'(s) ~ chinems ja  y( Z dpine™
Soveltamalla Parsevalin yht&lod (lause 4.18 (7)) kohtaan 6.1 saadaan

(2'(s)° +¢/(s)°) ds = ) In*(eal® + |dul?) =

1 27

6.2 —
(6.2) 5
Koska (s) ja y(s) ovat reaaliarvoisia funktioita, niin ¢, = ¢_, ja d, = d_,, joten Par-
sevalin yhtélon yleisestd muodosta (seuraus 4.20) ja lauseen 6.6 pinta-alan yhtalosta
seuraa

A= % /a z(s)y'(s) —y(s)x'(s) ds| =7 Z.;n (cndn — dnyn) |-

Huomataan, etta 3
ja, koska |n| < |n|?, niin kohdasta 6.2 seuraa, etti

A= Zn (ann — dnEn) < WZ In||cndn — dpn

<my ol (Jeaf® +1dal?) <7 )70l (Jeal + 1dal?) =
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Kun A = 7, niin on oltava |c,d, — dnCn| = 2|ca||dn| = |cnl? + |dn|? ja |n] = |n|? eli
|n| < 1. Téalléin

(s) = cae ot ad ja yls)=dae " +do+ die”,

missi c_; = ¢; jad_; = di. Kohdan 6.2 mukaan 2(|c;|>+|d;|?) = 1 ja yhtdsuuruudesta

2lcy||dy] = |e1]? + |di|* seuraa, ettd |ci| = |di| = 1/2. Siis ¢; ja d; voidaan kirjoittaa
muodossa .
= 56’“ ja dy = ée’ﬂ, a,f € [—m, 7.
Nyt, koska 2|0131 — d161| = 17 niin
2| Zela . _6715 . _ez,B et — ‘ez(afﬁ) . 671(a75)|
2 2 2
= |sin(a — B)| = 1.

Siten o — 8 = km /2, k on pariton kokonaisluku, ja

1 —to ,—1s 1 Q1S
x(s):co+§e e+ gee

= o+ e Ot L eilots) — ) 4 cos(a+5) ja

y(s) = do + cos(B + s) = dy £ sin(a + s).

Siis v(s) = (x(s),y(s)) parametrisoi ympyran, kun A = 7.
Todistuksen toinen suunta on selvé, koska jos kédyra [' on ympyré, jonka piiri on 27,
niin sen rajaama pinta-ala on . U

6.4. Dirichlet’n ongelma yksikkokiekossa

Ldampoyhtdlé kuvaa muun muassa kappaleen lampotilan muuttumista l&mmon-
johtumisen seurauksena. Kaksiuloitteisessa tapauksessa — kuten tutkittaessa nelion
muotoisen metallilevyn lampdétilan muutosta — lampoyhtilo saa muodon

ou 0*u  O*u

O = —— + =,
ot 0x*  Oy?

missé funktio u(z, y,t) kuvaa lampétilaa pisteessé (x, y) ajanhetkelld ¢, ja kerroin o =

K/ pc, riippuu kappaleen limmonjohtavuudesta x, tiheydestd p ja ominaislampokapa-

siteetista c,. Tietyn ajan kuluttua systeemi saavuttaa tasapainotilan eli du/0t = 0 ja

lampoyhtélo on ajasta riippumaton:

0%u N Pu 0
ox2 Oy
Laplace-operaattorin /\ = 8%/0x? + 8%/0y* avulla lampoyhtils ilmaistaan muodossa
Au =0

ja yhtélon ratkaisuja kutsutaan harmonisiks: funktioiksi.

Dirichlet’'n ongelmassa on loydettava lampoyhtélon ratkaisu u(z,y) yksikkokie-
kossa siten, ettd u toteuttaa jatkuvan, 27-jaksoisen funktion f mé#drddmét reuna-
arvot yksikkokiekon reunalla. Napakoordinaatein (r,60), r > 0, 0 < 6 < 2, ilmaistu-
na yksikkokiekko on D = {(r,0) : 0 < r < 1} ja reunaehto on siten u(1,0) = f(@).
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Lampoyhtélo saadaan ketjusddannon nojalla muotoon

A _82u+18u+182u_0
u_87“2 ror  r2oe2

Laventamalla yhtilo puolittain kertoimella r? saadaan

,0'u  Ou 0*u
e trg =

oz or 0%

Etsitdéan ratkaisua muuttujien separoinnin avulla sijoittamalla yrite
u(r,0) = F(r)G(0)

lampoyhtéaloon, jolloin saadaan

r2F'(r)+rF'(r) _ G"(0)
F(r) GO)

50

Koska yhtdlon molemmat puolet riippuvat eri muuttujista, on olemassa vakio A, jolle

G"(0) + AG(6) = 0
r2F"(r) +7rF'(r) — AF(r) = 0.

Koska funktio G(6) on 27-jaksoinen, niin on oltava A > 0, A = n? n € Z, ja siten
G(0) = Agcosnb + Bysinnb

tai yhtapitavéasti
G(0) = Ae™ + Be ™.

Kun A = n? jan # 0, niin funktion F(r) ratkaisuja ovat F'(r) = r" ja F(r) = r~". Jos
taas n = 0, niin F'(r) = 1 ja F(r) = logr ovat ratkaisuja. Jos n > 0, niin r~" kasvaa
rajatta, kun r — 0 ja siten F(r)G(0) — oo, kun r — 0. Samoin kiy, kun n = 0 ja
F(r) =logr, joten ndma ratkaisuvaihtoehdot hyldtaan. Siten ratkaisufunktioita ovat

Uy (1, 0) = rinlem® ez,

ja lineaarisuuden nojalla yleinen ratkaisu saadaan superpositiona:

u(r,0) = chrmlei”e.
Reunaehdosta seuraa
u(1,0) =Y c,e™ = f(0),

joten ratkaisu u(r,#) on Poissonin ytimen Y °°_rlnlen?

ja funktion f konvoluutio.
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6.5. Dirichlet’n ongelma puolitasossa
Ratkaistaan lampoyhtalo

Pu 0%u
N=—+—=0
4T o Oy?
ylemméssé puolitasossa RY = {(z,y) : € R,y > 0}, kun reunachtona on u(z,0) =
f(z) ja u(x,y) on rajoitettu kaikille y > 0. Oletetaan liséksi, etté kaikille kiinteille y
kuvaus x +— u(x,y) kuuluu avaruuteen L'(R), joten voidaan tehdi Fourier-muunnos
muuttujan z suhteen, merkitdin .%,:

1 > —i€x
(€, y) == Fululz, ) azﬁ/mu(x,y)e & du.

Koska Z, [0%u/02%) = —&*F,[u] = —&%u(€,y), niin lampdyhtdlén Fourier-muunnos
on . .
—€"u(g, y) + gl &y =0 e F5uldy) = (g, y),

jos oletetaan, ettd 7, [0%u/ 8y2] = 0%/0y*F,[u]. Kun kiinnitetéin &, niin kyseessi on
differentiaaliyhtdlé muuttujan y suhteen ja sen yleinen ratkaisu on

a(&,y) = A()e™ + B(€)e’™.
Jotta w olisi rajoitettu, kun y > 0, on oltava A(¢) = 0, kun £ < 0 ja B(§) = 0,
kun ¢ > 0. Siten @(¢,y) = C(&)e €l missa C(€) = A(€) + B(€). Koska reunaehdon

u(z,0) = f(z) Fourier-muunnos muuttujan = suhteen on u(£,0) = ( ), niin C'(§) =

f(€) ja

-~

€ y) = f(&)e k.

Kun y > 0, niin

oo
e YIEl gike d¢ =

1 / 1 (z+iy)€ df 4 1 /0 i(x—iy)€ df
— e
V2T J_so

wh

i(z+iy)€ 1(3c iy)§
= lim / /
N—>oo N 2T x—i—zy N—>oo N 2T NZ x—zy

‘m( Z(ﬁzy)ﬂ@iiy))

N .
_\/;(x2+y2) Py(@),

missé P, on ylemmén puolitason Poissonin ydin. Kddnteismuunnoslauseen nojalla

e YlEl — —%Ewdx

V2 /
joten u(¢,y) voidaan esittdéd konvoluution Fourier-muunnoksena

~

.y) = FOPO) = =1+ P)(w)



6.5. DIRICHLET’'N ONGELMA PUOLITASOSSA

ja lampoyhtalon ratkaisuksi saadaan

_ L oy [T O
waw) = =+ P)@ =L [

mika tunnetaan Poissonin integraalikaavana ylemmaélle puolitasolle.
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