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TIIVISTELMA

Taman tutkielman tarkoituksena on tutustua kahteen tarkedin osittaisdifferenti-
aaliyhtdloon; Laplacen yhtdloon ja lampdyhtdloon. Naitd molempia hyodynnetdan
fysiikan lisdksi useiden muidenkin tieteenalojen sovelluksissa.

Lampdoyhtélo, joka tunnetaan myds diffuusioyhtédloné, kuvaa jonkin suureen esi-
merkiksi limmon johtumista aineissa ajan kuluessa. Pitkdn ajan kuluttua tilanne ta-
sapainottuu, jolloin limmdn méaara pysyy ajan suhteen vakiona tarkasteltavan alueen
joka pisteessi. Tillaista tdysin stabiloitunutta tilannetta voidaan mallintaa Laplacen
yhtélolla. Laplacen yhtalon toteuttavia funktioita kutsutaan harmonisiksi funktioiksi.
Tutkielmassa johdetaan perusratkaisu ja keskiarvoperiaate molemmille osittaisdiffe-
rentiaaliyhtiloille, sekd tutustutaan yhtaldiden fysikaalisiin tulkintoihin.

Tutkielman motivaationa on oppia diskretisoimaan yksiulotteinen osittaisdifferen-
tiaaliyhtdlo sekd rakentamaan sen perusteella numeerinen ratkaisija ldmpoyhtélolle
Matlab-ohjelmaa hyodyntamélla. Diskretointien ja keskiarvoperiaatteiden vélilla ha-
vaitaan yhteys.
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JOHDANTO

Tama tutkielma késittelee kahta tarkeda osittaisdifferentiaaliyhtdlod; Laplacen yh-
taloa ja lampdyhtalod. Lampdyhtalo, joka tunnetaan myos diffuusioyhtilond, kuvaa
jonkin suureen esimerkiksi lammon johtumista aineissa ajan kuluessa. Pitkdn ajan ku-
luttua tilanne tasapainottuu, jolloin lammon méira pysyy ajan suhteen vakiona tar-
kasteltavan alueen joka pisteessd. Téllaista taysin stabiloitunutta tilannetta voidaan
mallintaa Laplacen yhtalolla. Molempia yhtéloitd on hyvin laajalti kdytetty fysiikan,
biologian, geologian ja yhteiskuntatieteiden sovelluksissa.

Taméin tutkielman alussa méaritellian Laplacen yhtilo, jonka toteuttavia funktioi-
ta sanotaan harmonisiksi funktioiksi. Lisdksi todistetaan keskiarvoperiaate Laplacen
yhtélolle, jonka mukaan harmonisen funktion arvo jokaisen méaarittelyalueeseen sisél-
tyvin kiekon keskipisteessid on sama kuin funktion keskiarvo kiekon reunaympyréin
yli. Liséksi esitetdén fysikaalinen tulkinta Laplacen yhtélolle ja méiritelldin monien
kiytdnnon sovellusten kannalta tarked Dirichlet’n ongelma.

Tutkielman lopussa méaritellddn lampoyhtalo, tutustutaan sen fysikaaliseen tul-
kintaan ja johdetaan sille perusratkaisu. Lisdksi johdetaan lampdyhtalolle vastaava
keskiarvoperiaate, minkd johdimme aiemmin Laplacen yhtélolle. Viimeisessa kappa-
leessa diskretisoidaan yksiulotteinen osittaisdifferentiaaliyhtdlo ja muodostetaan sen
avulla numeerinen ratkaisija epdhomogeeniselle Laplacen yhtélolle sekd 1ampoyhté-
16lle. Kaikki tdméan tutkielman teoriaosioissa kisiteltdvit ratkaisut ovat sileita.

Tutkielman motivaationa on oppia diskretisoimaan yksiulotteinen osittaisdifferen-
tiaaliyhtdlo sekd rakentamaan sen perusteella numeerinen ratkaisija ldmpdoyhtélolle
Matlab-ohjelmaa hyodyntamélla. Diskretointien ja keskiarvoperiaatteiden vélilla ha-
vaitaan yhteys. Jos tutkielmaa laajennettaisiin, niin luontevaa olisi seuraavana tehda
suppenemistarkasteluja ja tutkia heikkoa teoriaa.

Molempien tutkielmassa esiintyvien yhtaldiden historia ulottuu 1700-1800 luvun
taitteeseen. Laplacen yhtdlé on nimetty ranskalaisen matemaatikon Pierre Simon
Laplacen mukaan, jonka taivaanmekaniikan tarkastelut synnyttivit Laplacen yhté-
16n. Lampoyhtalon historia ulottuu 1800-luvun alkupuoliskolle. Joseph Fourier kuva-
si vuonna 1807 teoksessaan Théorie de la propagation de la chaleur dans les solides
lampovirtausta osittaisdifferentiaaliyhtéloiden avulla. Ranskan Tieteiden Akatemia,
johon kuuluivat kriitikkoina matemaatikot Joseph Lagrange ja Pierre Simon Laplace
kyseenalaistivat Fourierin ratkaisut lampoyhtélolle, eikd niitd silloin hyvaksytty. Myo-
hemmin Fourier ja Laplace julkaisivat limpoyhtdlon omissa teoksissaan. Fourierin tul-
kinta lampdyhtalosta oli fysikaalinen ja Laplace késitteli lampdyhtdlod enemménkin
matemaattisen abstraktisti. [4] [9] [10]



1. PERUSKASITTEITA

Téassa luvussa kdydéaan lapi tutkielman kannalta tarkeimpiad perusmaéaaritelmia. La-
pi tyon oletetaan, ettd kaikki teoriaosiossa tarkasteltavat funktiot ovat sileité, skalaa-
riarvoisia funktioita. Luvussa kisittellyt asiat on koottu suurimmaksi osaksi Jyvés-
kylan yliopistossa luennoiduilta Analyysi 1- ja Differentiaali- ja integraalilaskennan-
kursseilta. [8] [7]

1.1. Jatkuvuus, derivaatta, gradientti.

Maaritelma 1.1. (Jatkuvuus) Olkoot / C R vili ja zp € I ja f : I — R. Funktio f
on jatkuva pisteessd xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa d > 0 siten, etta

[f(x) = f(zo)| <e,
kun z € I ja |x — xo| < 6.
Maaritelmi 1.2. (Derivaatta) Olkoot f :]a,b|— R ja x €]a,b[. Funktio f on deri-
voituva pisteessd x, jos

) )

h—0 h
on olemassa. Ko. raja-arvoa kutsutaan f:n derivaataksi pisteessd © ja merkitain f’(z).

Huomautus 1.3. Derivaattaa f'(x) voidaan merkitd myos D f(x).

Maéaritelmi 1.4. (Osittaisderivaatta) Olkoon G C R™ ja f : G — R funktio.
Funktion f osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x; suhteen pisteessid x on
. Ti,...,x;+h, ..., x,)— flar,...,24, ... 2,

—0 h

Osittaisderivaatta 0; f(z) saadaan siis derivoimalla lauseke

f(iL') = f(l‘l, ey L1, L5, Ljt 1y - - l’n)

muuttujan x; suhteen pitden muita muuttujia x;, j # ¢ vakiona.

Maaritelma 1.5. Olkoon G C R™ avoin joukko ja f : G — R funktio. Olkoon
funktiolla f : G — R pisteen z € G avoimessa ympéristossd U C G osittaisderivaatta
0; f. Jos funktiolla,

g =0;f:U—= R:yw— 0;f(y)
on pisteessd x osittaisderivaatta 0;¢;(x), niin sitd kutsutaan funktion f toisen kerta-
luvun osittaisderivaataksi pisteessd r ja merkitdan

9;9i(z) = 0;(0:f)(x) = 0;0,f ().
Maiaritelma 1.6. Olkoon G C R™ avoin joukko. Lineaarikuvausta L : R™ — R

sanotaan vektorifunktion f : G — R derivaataksi pisteessi v € G, jos kaikille u € R™,
joille z 4+ u € G on voimassa esitys

flx+u)= f(x)+ L(u) + |u| e(u) missé lim(u) = 0.

u—0
Talloin merkitdén D f(z) := L.
Maaritelma 1.7. Olkoon G C R™ avoin joukko. Kuvaus f : G — R on
(i) differentioituva pisteessi x, jos silla on téssi pisteessd derivaatta

Df(z),



(ii) differentioituva joukossa F' C G, jos silld on derivaatta jokaisessa
pisteessd x € F

(ii) differentioituva, jos se on differentioituva koko maarittelyjoukossa

G.

Seuraavana méaritellidn gradientti, joka kelpaa differentiaaliksi, kun funktio on
differentioituva.

Maiégritelms 1.8. (Gradientti) Olkoon G C R™. Olkoon f : G — R derivoituva
pisteessd x. Funktion f gradientti V f =grad f on vektori

C0f) . of() of(x)

 0n ot Oy Cotoeet o, ‘n

missd e; on yksikkovektori origosta j:n koordinaattiakselin suuntaan.

Vi)

Esimerkki 1.9. Miiritetidin funktion f : R® — R, f(x) = |z| = /2?2 + 22 + 22
gradientti. Laskemalla osittaisderivaatat

of(x) =

Ty
Vi 4 a3 + af
T2

Vad+ i+ a3

€3
2 2 2’
vV T]+ x5+ 23

V(@)= (T

|z]

af(x) =

O3f(x) =

saadaan

).

)

x| ||

Esimerkki 1.10. Midritetdéin funktion f : R® — R, f(z) = el = eVeiteits
gradientti. Laskemalla osittaisderivaatat

ppeVEtaste3
Vi +ad + ad
ppeV/F TR
Vi + i+ 2
zgeV T3
NE

zrell zoeltl gl

o f(x) =

Oaf () =

dsf(x) =

saadaan

Vi) =(

el T el el

Voidaan osoittaa, ettd funktio on jatkuvasti differentioituva jos ja vain jos sen osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia. Taté tietoa hyodyntamailld saadaan seuraava méaaritel-
ma.
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Maaritelma 1.11. Olkoon G C R"™. Kuvaus f : G — R on jatkuvasti differentioi-
tuva (pisteessi zo € G), jos kuvaus

Vf:GCR":z+— Vf(x)
on jatkuva (pisteessi z9 € G).

Maaritelmi 1.12. Olkoon G C R™ avoin joukko. Jos funktio f : G — R on jatkuva,
niin tilldin sanotaan, ettd f on C° -funktio tai C-funktio.

Maaritelma 1.13. Olkoon G C R™ avoin joukko. Funktio f : G — R on 1 kertaa
jatkuvasti derivoituva, jos sen kaikki osittaisderivaatat ovat joukossa G olemassa ja
jatkuvia. T#lloin sanotaan, ettd f on C! -funktio.

Maaritelma 1.14. Olkoon G C R™ avoin joukko. Funktio f : G — R on 2 kertaa
jatkuvasti derivoituva, jos sen kaikki osittaisderivaatat kertalukuun 2 ovat joukossa G
olemassa ja jatkuvia. Tlloin sanotaan, etti f on C? -funktio.

Maaritelmi 1.15. Olkoon G C R™ avoin joukko ja olkoon k € N. Funktio f : G —
R on k kertaa jatkuvasti derivoituva, jos sen kaikki osittaisderivaatat kertalukuun &

asti ovat joukossa G olemassa ja jatkuvia. T#lloin sanotaan, ettd f on C* -funktio.
Jos f on C*-funktio kaikille k € N, sitd sanotaan C°°-funktioks:.

Esimerkki 1.16. Tutkitaan funktiota f : (=1,1) — R, f(x) = |z|. Itseisarvo f(z)
on jatkuva R:ssa. Olkoon zg € R ja € > 0. Télléin

[f(@) = flwo)| =z |=|zo || < [z — o -
Valitaan 0 = €, jolloin saamme
(@) = flzo)| <,

mikéli |z — x| < 9.
Itseisarvofunktion derivaattafunktio

N1 josx>0
f(:v)—y—{_l jos x <0

on epijatkuva pisteessii o = 0. f(z) on siis C°-funktio.
Maaritelma 1.17. Olkoon x € R™ ja r > 0. Joukkoa
B(z,r)={ye R" : |z —y| <r}

kutsutaan R™n x—keskiseksi ja r—séteiseksi avoimeksi palloksi. Joukko B(0,1) on
avoin yksikkopallo.

Maaritelma 1.18. Olkoon S C R™ joukko. Joukon S reuna 05 on joukko
0S={x e R":¥Yr>0(B(z,r)NS#2 A B(z,r)N(R"\ S) #0)},

missd merkintd A tarkoittaa konnektiivia ja.



1.2. Divergenssin méiritelmi ja Gaussin divergenssilause.

Maaritelmi 1.19. (Divergenssi) Olkoon 2 C R™. Vektorifunktion F' = (f,..., f,) :

QQ — R™ divergenssi on reaaliarvoinen funktio
V~F:divF:81f1+82f2+-~+8nfn.

Lause 1.20. (Gaussin divergenssilause) Olkoon Q@ C R™. Olkoon V C Q) rajoitettu,
sileareunainen alue ja F':'V — R. Tdlloin

/didex:/ F -vdS.
Vv ov

Esimerkki 1.21. Yksiuloitteisessa tapauksessa divergenssi vastaa normaalia integraalin
sijoitusta, kuten seuraava esimerkki ndyttaa:

Olkoon © = (0,1), 09 = {0, 1}.

/1 Fldy = / Py — / Fvds = 1. F(0) + (+1)F(1) = —F(0) + F(1).



KuvA 1. Esimerkin 2.2 sivuilta eristetty tanko

2. DIFFERENTIAALI- JA OSITTAISDIFFERENTIAALIYHTALO

Maaritelma 2.1. Tavallinen n:n kertaluvun differentiaaliyhtilé on muotoa

y () = F ),y 1),y V@),
missi y : [0,7] — R on n kertaa jatkuvasti derivoituva.

Osittaisdifferentiaaliyhtéloissé esiintyy usean muuttujan tuntemattomia funktioita,

.. . . . . 2
niiden osittaisderivaattoja (u; = %, Ugy = %, c)

u(t, ) — uge(t, ) = f(t, x,u(t, x))

utt(t7x7 y) = u:ca:(ta xay) + nyy(t,l‘, y)

Yhtilossé esiintyvad derivaatan korkeinta kertalukua sanotaan yhtélon kertaluvuksi.
Y1I4 olevista yhtaloistd ensimméinen on toista ja jalkimmaéinen kolmatta kertalukua.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan lampd6tilan muuttumista ajankuluessa ohuessa tan-
gossa. Tanko on ympaérilté eristetty, jolloin lampd6a siirtyy vain tangon péista.

Tangon alkupéin (z = 0) lampotila on ug ja loppupéén (z = L) lampotila uy,. Tan-
koa lammitetddn niin, ettd ajanhetkelld ¢ lampoenergiaa tuotetaan f(z,t) yksikkoa
aika- ja tilavuusyksikkod kohden.

Merkitaén tangon poikkileikkauksen pinta-alaa A:lla ja ldmpdenergiatiheytta
e(x,t):114, jolloin lampoenergia vélilld [x,x + Ax] on e(z,t) - AAx. Merkitddn tan-
gon suuntaista (vasemmalta oikealle) limpdoenergiavirtausta pisteessi = ajanhetkelld
t, q(z,t):114, jolloin kohdassa = virtaavan lampoméaran suuruus aikayksikossd poik-
kileikkauksen A ldpi on A - g(z,t). Talloin kohdassa x + Az virtaavan lampomadran
suuruus on A - ¢(x + Az, t). Nyt valilla [x, Az| energian muutosnopeus on

%e(x, AN = ANz f(x,t) + Aq(z, t) — Ag(z + Az, t),

josta
q(z + Ax,t) — q(x,t)
Az

Koska lampdévirtaus on verrannollinen lampdétilan v derivaattaan, fysikaalisten ha-
vaintojen perusteella saadaan:

= f(l‘,t) - Qx(l‘7t)'

ei(z,t) = f(z,t) — limag_o

q(z,t) = —k(z)ug(z, 1),
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missd k on ldimmonjohtavuus. Lisdksi lampdenergiatiheyden e(x,t) ja lampdotilan u
valilla vallitsee yhteys e(x,t) = c(x)u(z,t), missd ¢ on aineen ominaislampd. Néin
ollen lampdatilalle saadaan yht&lo

(e, t) = 2 k(s 0) + fo 1), € (0,1)

u<07 t) = U

u(L,t) = uy
Tata kutsutaan yksidimensioiseksi lampoyhtéaloksi. Kun ¢ ja k ovat vakioita, differen-
tiaaliyhtild saa muodon u; = aug, + g, missd a = £ ja g(z,t) = 1 f(z,t). (Ks. |2,
s.13-14]). Lampoyhtdloon palaamme tarkemmin myShemmin.
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3. ELLIPTISIA OSITTAISDIFFERENTIAALIYHTALOITA

Téassé luvussa tutustutaan elliptisiin osittaisdifferentiaaliyhtéléihin. Ensin méaéritel-
ladn Laplacen operaattori ja tutustutaan siihen esimerkin avulla. Témaén jilkeen maé-
ritelldidn Laplacen yhtilo, jonka avulla voidaan méiritelld harmoniset funktiot. Seu-
raavaksi tutustutaan Laplacen yhtilon fysikaaliseen tulkintaan ja johdetaan Laplacen
yvhtélon perusratkaisu sekd tutustutaan harmonisten funktioiden ominaisuuksiin, ku-
ten keskiarvoperiaatteeseen. Luvun lopussa maaritellidn viela Poissonin yhtélo, joka
on Laplacen yhtaloon liittyva epidhomogeeninen osittaisdifferentiaaliyhtalo. Téassa lu-
vussa késitellyt asiat perustuvat Lawrence C. Evansin teokseen Partial Differential
Equations |[1]

3.1. Laplacen operaattori ja esimerkkeji. Tisséd kappaleessa méaaritetdan Laplacen
operaattori ja tutustutaan sen kidyttéon neljin esimerkin avulla.

Miiritelmi 3.1. (Laplacen operaattori) C?-skalaarifunktion f Laplacen operaattori
A f on gradientin divergenssi, eli

O f1
Af =div(Vf) = div : =0uf + Onf + -+ Ounlf
anfn
Esimerkki 3.2. Lasketaan u, kun
Au =0 x€(0,1)

u(0) =0
u(l) =1.

Koska Awu = 0, niin integroimalla saadaan

/umd:v:/Od:E:c:ux
/uxda::/cdx:cac%—b:u,

missé b, ¢ ovat vakioita. Alkuehdoista u(0) = 0 ja u(1) = 1 saadaan vakiot b, c mai-
ritetyksi
uw(0)=c-0+b=0=0b=0
ul)=c-1+4b=1=c=1,
jolloin u = .
3.2. Laplacen yhtal6. Téssé kappaleessa médritelladn Laplacen yhtélo ja sen avulla
harmoniset funktiot. Sen jilkeen tutustutaan Laplacen yhtélon fysikaaliseen tulkin-

taan ja johdetaan Laplacen yhtélolle perusratkaisu. Kappaleen lopussa tutustutaan
harmonisten funktioiden keskiarvoperiaatteeseen.

Miéritelmi 3.3. Olkoon U C R™ avoin joukko ja u : U — R C*-funktio. Yhtiloa,

jossa

Au =0

kutsutaan Laplacen yhtdloks:.
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Maaritelma 3.4. Laplacen yhtdloa toteuttavia funktioita kutsutaan harmonisiksi
funktioiksi.

Esimerkki 3.5. Néytetiin, ettd funktio f(z1,22) = —log|z| on harmoninen, kun
x # 0. Laskemalla osittaisderivaatat
xy
O f(xy,22) = T2
|z
T2

azf(xl,@) = _W

217 — \x|2
1

a11]'?(95179?32) = |x|

213 — |x|2
|4

322f(551,132) =

|z
nahdéian, ettd funktio f toteuttaa Laplacen yhtalon
Af=div(Vf) = Ounf+Onf

227 — \:U]Q 222 — \x!2
|4 + |4

|z

202 + 222 — |2* — |

|z
|2

|
_ 2faf’ —2faf’
jaf*
= 0.
Esimerkki 3.6. Niytetiiin, ettd funktio f(z1,22,23) = ||~ on harmoninen, kun
x # 0. Laskemalla osittaisderivaatat
x
O f(wr,x0,23) = — - 2
|z ||
x
Do f(x1, 72, 73) = _—22
] ||
x
agf('rthax?)) = _—32
] ||
322 — |z
(911f(9017372,$3) = _m1—|:1:4|
|z ]
322 — |z
522f($1,$2,$3) = —2—|4’
|z ||
303~ Jaf’

333f(:181,x2,1’3) = |.',C| |.’I)|4
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nahdéian, ettd funktio f toteuttaa Laplacen yhtalon
Af=div(Vf) = Ounf+ O+ Ossf
322 — |z|*  3a2—|z[®> 322 — |z
1 1 1
] |] ] |] ] ||

3z? — |x|2 + 372 — |x|2 + 323 — |x|2

1
|| ||
3Jal* — 3|af”
= —
] ||
= 0.
Esimerkki 3.7. Tutkitaan vield n-ulotteista funktiota f(z1,...,2,) = |z|*", ja

ndytetddn, ettd se on harmoninen. Laskemalla osittaisderivaatat

Of(xy,...,xy) = 2—n)|z|™" x

O f(xy, ..., 2) : (2—=n)|z|™" x,

811f($1, PN ,In) = (2 — n)[(—n)gﬁ + Ln]

||
x2 1
67171 xy'--;xn = 2_7?/ _n—n+—n
nahdéian, ettd funktio f toteuttaa Laplacen yhtalon
Nf=div(Vf) = Ouf+- -+ O0wmf
[
= 2-n)|(-—n)——m——
2=l ]
-n n
= 2-n)l—= + 7]
E—

= 0.

Fysikaalinen tulkinta Laplacen yht&l6lle. Laplacen yhtilo esiintyy monissa fy-
sitkan sovelluksissa, esimerkiksi:

— Newtonin gravitaatioteoriassa
— sahkostatiikassa

— lampovirtauksessa

— kemiallisissa konsentraatioissa
— Riemannin geometriassa

Tyypillisesti Laplacen yhtélossa funktio u on jonkin suureen (esim. konsentraatio,
lampovirtaus) suuruus tasapainotilassa, jossa u siis pysyy ajan suhteen vakiona alueen
U joka pisteessa.
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Kuva 2. Laplacen yhtélon fysikaalisen tulkinnan oletuksen sisélto.

Talloin minka tahansa siledn osa-alueen V' C U reunan lépi tapahtuva nettovirtaus
on nolla, eli esimerkiksi kemikaalia tulee ja ldhtee alueesta yhta paljon. Téall6in

/ F-vdS =0,
v

missd F' kuvaa virtauksen suuruutta ja v ulospiin suunnattua normaalivektorikenttia.
Gaussin divergenssilauseen 1.20 mukaan

/dz’dea::/ F-vdS =0.
1% G1%

Koska V oli mielivaltainen ja siled, téstd seuraa koko U:ssa, ettd
divF = 0.

Usein on fysikaalisesti jarkevié olettaa virtauksen F' suuruuden olevan verrannolli-
nen alkuperiisen suureen u gradienttiin, tosin vastakkaiseen suuntaan, koska virtaus
tapahtuu korkeammasta konsentraatiosta kohti alhaisempaa konsentraatiota. Néin
ollen

F =—aVu (a>0).
Sijoittamalla tdma edelliseen yhtdl66n saamme Laplacen yhtalon

div(Vu) = Au = 0.
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Laplacen yhtdlon perusratkaisu. Koska Laplacen yhtilé pysyy muuttumattoma-
na kierrossa, etsitddn alkuun radiaalista ratkaisua eli r = |z].
Yritetdan siis etsid Laplacen yhtélolle ratkaisua u, kun U = R™, joka on muotoa

u(z) = v(r),

missi r = |z| = (224 - -+22)"/2 ja v on valittu niin, ettd Au = 0. Olkooni = 1,...,n
siten, etté
or 1 _1 Z;
5 = gt F @) R =T (0 £ 0).
Néin ollen
Z; 12 1 x?
Ug; = UI(T)77 Ugyz; = V" (1) 7 T /(r>(; - ﬁ)
jokaiselle . =1,...,n, ja
Vi n—1 /
Au=0"(r) + v'(r).
r
Joten Au = 0 tdsmaélleen silloin, kun
o+ 2 11/ =0
r
Jos v # 0, saadaan
v 1—n
Og(v ) Ul r Y

ja siten v'(r) = %7 jollakin vakiolla a. Téten, jos r > 0, saadaan

(r) = blogr +c kunn =2
= b +¢ kunn >3,

rn—2

missé b ja c ovat vakioita.
Mairitelma 3.8. Funktioita

1 n _
B(x)= 1 @D 110g|9c| 1 re R x#0,n=2
WW xER",x#O,n}?),

missd «(n) on yksikkopallon tilavuus R™:ssé, kutsutaan Laplacen yhtalon perusrat-
kaisuksi.

Lemma 3.9. Olkoon Q C R™ ja u € C*(Q) funktio. Sijoitusmenetelmd eli muuttu-
janvaihto antaa

/BB(W) u(y)dS(y) = / w(@ 4 r2)r" 1 dS(2)

8B(0,1)
jokaiselle pallolle B(x,r) C .

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan funktion [z — 7" u(y)dy integraalia ensimméisessi
dimensiossa muuttujanvaihdon y = x + rz avulla:

z:i,dyzrdz
r



15

T—r—r __ __
—t =-1

z+r—x
x

/x )y = /_ e+ r2)rds.

-7 1

alkureuna: y =z —r = 2 =
loppureuna: y =x+r = 2z =

= 1, jolloin saadaan

Lemma 3.11. Olkoon pallo B(0,r) C R™. Tdllsin
|B(0,7)] = w,r™
|0B(0,7)| = nw,r™*,
missd w, on yksikkdépallon tilavuus R™:ssd.

Esimerkki 3.12. Tutkitaan pallon mittaa

(i) kun n =2

|B(0,7)| = mr?(ympyrin pinta-ala)

|0B(0,r)| = 27r(ympyrian kehén pituus)
(ii) kun n =3
4
,7)| = —mr’(pallon tilavuus
B(0 2 ?(pallon til
|0B(0,7)| = 47r?(pallon pinta-ala).
Merkinta

1 1
udS = ———— udS:—/ udS
]iB(o,r) 0B(0,7)] Jog w1t Jop

kaikilla B(0,r) C €, missé JCE)B(O ") udS tarkoittaa w:mn integraalikeskiarvoa.

Seuraava tulos tunnetaan Laplacen yhtalon toteuttavien funktioiden eli harmonis-
ten funktioiden keskiarvoperiaatteen nimelld. Se pétee kaikille harmonisille funktioille
muodossa “harmonisen funktion arvo jokaisen méirittelyalueeseen sisiltyvian kiekon
keskipisteessid on sama kuin funktion keskiarvo kiekon reunaympyréan yli.”

Lause 3.13. (Keskiarvoperiaate Laplacen yhtdlolle)
Olkoon Q@ C R™ ja u € C*(Q) harmoninen funktio. Tdilldin

u(z) = ][ udS
OB(z,r)
jokaiselle pallolle B(xz,r) C S

Todistus. Olkoon B(x,r) C Q mielivaltainen pallo. Olkoon

b(r) = ]é o HdS(2) = ]{) o M r1AS(E)
Talloin

'(r) = u(z +1rz)-2dS(z
o) ]iBm,l)V“ ) 2dS(2),
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josta soveltamalla Gaussin divergenssilausetta 1.20 ja Lemmaa 3.9 saadaan

o(r) = ]{33@”) Vu(z +rz) -

ou
= —dS(y
]{?B(m,r) v ( )
r

— —][ Au(y)dy = 0.
n B(z,r)

Eli ¢ on vakio, koska oletuksen mukaan u on harmoninen. Tutkitaan raja-arvoa ¢(t),
kunt — 0

y—x

" dS(y)

o(r) =lmo(t) =lim 4 u(y)dS(y) = u(x).

Maéritelladn seuraavana monien kidytdnnon sovellusten kannalta tirked matema-
tiikan ongelma, joka tunnetaan nimelld Dirichlet’n ongelma. Monet Laplacen yhtalon
ja seuraavassa luvussa madriteltdvan lampoyhtédlon avulla mallinnettavat kiytdnnon
ilmiot palautuvat monesti Dirichlet’'n ongelman ratkaisemiseen.

Dirichlet’n ongelmalla tarkoitetaan tilannetta, jossa mééritetdan harmoninen funk-
tio alueella, missd funktion arvot alueen reunalla tiedetdéan.

Maaritelma 3.14. Olkoon U C R™ avoin, rajoitettu alue ja funktio v : U — R
tuntematon. Olkoon f : U — R annettu. Reuna-arvo-ongelmaa

Au =f U:n sisélla
U =0 U:n reunalla,

kutsutaan Dirichlet'n ongelmaksi.

Laplacen yht&lon historia. Pierre Simon Laplace, "Ranskan Newton”, syntyi
23.3.1749 Normandiassa, Beaumont-en-Augen kaupungissa maanviljeliji perheeseen.
Peruskoulun jilkeen hén aloitti kirkolliset opinnot Caenin yliopistossa. Kuitenkin hin
oli hyvin kiinnostunut matematiikasta, ja hinen opettajansa kirjoittivat suosituskir-
jeen Jean le Rons d’Alembertille Pariisiin. Laplace lopetti kirkolliset opintonsa ja
aloitti matematiikan opiskelun Pariisissa. d’Alembert huomasi myos Laplacen lahjak-
kuuden ja hén sai professorin viran Ecole Militaresta.

Laplace alkoi heti tuottaa matemaattisia julkaisuja, joista ensimméinen toi paran-
nuksia Lagrangen menetelméén ja se esitettiin Tieteiden Akatemialle Pariisissa vuon-
na 1770, Laplacen ollessa 21-vuotias. Téarkein matemaattinen oivallus, jonka hin teki
taivaanmekaniikan analyyseissdédn, oli gravitaatiopotentiaalin kuvaaminen summau-
tuvana skalaarikenttiné. Potentiaalikentin matemaattinen késittely synnytti myos
Laplacen mukaan nimetyn Laplacen yhtidlon ja sen yksinkertaiseen esittdmiseen kay-
tetyn Laplacen operaattorin Af.

Laplacen ilmiomaistd matemaattista kykya kuvasi myos se, ettd han pystyi méaa-
rittdméadn auringon etdisyyden matemaattisin keinoin kuun liikkeista pelkéstadn yh-
destd observatoriosta suoritetuilla havainnoilla. Lisdksi Laplace muistetaan yhtena
ensimmaisisté, tiedemiehisté, jotka uskoivat mustien aukkojen olemassaoloon. Saavu-
tustensa ansiosta Laplace nimitettiin kreiviksi ja myhemmin hén sai markiisin arvo-
nimen. Han on myds yksi niisté 72 henkil6std, jonka nimi on kaiverrettu Eiffel-torniin.

[4] [9]
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3.3. Poissonin yhtalo.

Maiiritelma 3.15. Laplacen yhtdloon liittyvad epdhomogeenista osittaisdifferenti-
aaliyhtaloa

Au=f
kutsutaan Poissonin yhtdldoksi, joka on nimetty Laplacen oppilaanakin olleen Simeo6n-
Denis Poissonin mukaan.

Simeon Poisson syntyi vuonna 1781 Ranskassa, Pithiviers’n kaupungissa. Han opis-
keli Ecole Polytchnique- yliopistossa ja sai vuonna 1802 matematiikan apulaisprofes-
suurin. Hén jatkoi opettajansa Laplacen tyota taivaanmekaniikan tutkimisessa, seké
loi Laplacen potentiaaliyhtdlon yleistetyn muodon, Poissonin yhtdlon.

Poissonin yhtélolld, joka tunnetaan myos potentiaaliyhtdloné, voidaan mallintaa
esimerkiksi kemiallisia konsentraatioita, limpdotilajakaumia ja sdhkoisid potentiaaleja.
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4. LAMPOYHTALO

Tarkastellaan ympérilta eristettyd metallitankoa, joka tuodaan selvisti viileAmmas-
td ulkoldmpdtilasta sisdldmpotilaan. Alkuun tangon lampotila on hyvin lahelld ulko-
na vallitsevaa lampotilaa. Tyonnetddn metalliputki ulkoseinédsta lapi niin, etta toinen
pad on sisilla ja toinen ulkona. Lampotila pyrkii tasoittumaan. Ajankuluessa péis-
tadn tilanteeseen, jossa sisilld oleva putken pda on ldhelld sisdlampotilaa ja ulkona
oleva putken péa on lahelld ulkolampdétilaa. Téassa kappaleessa tutustutaan tarkem-
min esimerkissa 2.2 jo esiintyneeseen lampoyhtaloon, jolla voidaan mallintaa kappa-
leen lampotilan muuttumista limmonjohtumisen ja joidenkin ulkoisten tekijéiden vai-
kutuksesta. Téassa luvussa késitellyt asiat perustuvat Lawrence C. Evansin teokseen
Partial Differential Equations [1]

4.1. Lampoyhtilon fysikaalinen tulkinta. Lampoyhtdlo, joka tunnetaan myos
diffuusioyhtdlond, on osittaisdifferentiaaliyhtédld, joka kuvaa esimerkiksi [Ammon u
johtumista aineissa ajan kuluessa. Lampdoyhtdlo on hyvin laajalti kdytetty fysiikan,
biologian, geologian ja yhteiskuntatieteiden sovelluksissa. Suure u voi kuvata esimer-
kiksi kemiallista konsentraatiota, [immonjohtumista ja jopa porssioption hintaa.

Olkoon V' C U miki tahansa siled osa-alue, ja olkoon u(z,t) lammén mééré pistees-
sd x ajanhetkelld t. Talloin kokonaismadrian muutoksen nopeus alueessa V' on yhta
suuri kuin alueen reunan lépi tapahtuva nettovirtaus:

d
— [ udr =— F -vdS,
dt Jy ov

missd F' kuvaa virtauksen suuruutta ja v ulospiin suunnattua normaalivektorikent-
tda. Koska lampovirtaus on verrannollinen ldmpdétilan v derivaattaan, saadaan

uy = —divF,

missd V' oli mielivaltainen. Monissa tilanteissa F' on verrannollinen alkuperiisen suu-
reen u gradienttiin, tosin vastakkaiseen suuntaan, koska virtaus tapahtuu korkeam-
masta limpotilasta matalampaan lampotilaan. Néin ollen:

F =—aVu (a>0).
Sijoittamalla timéi edelliseen yhtdl66n saamme osittaisdifferentiaaliyhtélon
ur = adiv(Vu) = aAu,

joka on lampdyhtalo, kun a = 1.

4.2. Lampoyhtilon perusratkaisu. Seuraavaksi johdamme perusratkaisun lam-
poyhtalolle

(4.1) u — Au =0,

joka téyttdd sopivat alku- ja reunaehdot. Oletetaan, ettd ¢ > 0 ja x € U, missi
U C R™ on avoin. Olkoon u : U x [0, 00) — R, ja Laplacen operaattori A muuttujalle
T=(T1,... L)t Au=Dgu =" Uy,

Lampoyhtélo sisidltdd yhden derivaatan aika-muuttujalle ¢, mutta kaksi derivaat-
taa paikkamuuttujalle z;, (i = 1,...,n). Huomataan, ettd u on lampoyhtéalon (4.1)
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ratkaisu, jos u on muotoa u(Ax, A?t), jollakin A € R. Témé osoittaa, ettd suhde é
(r = |z|) on hyvin tirked ratkaistaessa lampoyhtélod, jolloin ratkaisu on muotoa
r’ |
u(z, ) =v(4)=v(=~) (t>0,z€R),

jollekin toistaiseksi méaritteleméttomaélle funktiolle v.
Vaikka edelld esitelty ldhestymistapa johtaa siihen ratkaisuun mitd halutaan, on
nopeampaa etsid ratkaisua, jolla on seuraavanlainen rakenne
1 =z n
t_av(t_ﬁ) (IEER ,t>0),

missd vakiot a, 3 ja funktio v : R™ — R tiytyy loytdd. Paddytddn yhtiloon (4.2),
joka toteuttaa lampdyhtdlon A:n arvosta riippumatta.

u(z,t) = Au(\z, \t).

(4.2) u(z,t) =

Eli asetetaan
u(z,t) = \*u(Nz, \t)
kaikille A > 0,z € R™,t > 0. Olkoon A = ¢~!, jolloin yhtilostd (4.2) saadaan v(y) :=

u(y, 1). Sijoitetaan yhtilo (4.2) alkuperiiseen lampoyhtéaloon, jonka jélkeen laskemalla
saadaan

(4.3) at= @y (y) + gty To(y) + 72D Av(y) = 0,

kun y := t~"z. Jotta saadaan ylli oleva yht#lé haluttuun muotoon 7, asetetaan 3 = %
Silloin termit muuttujan ¢ suhteen ovat yhtipitévit ja saadaan yhtéld sievennetyksi
muotoon

1
av+§y-Vv+Av:0.
Sievennetddn edelleen asettamalla funktio v on radiaaliseksi. Télloin v(y) = w(|y|)
jollekin w : R — R. Téten voidaan kirjoittaa

-1
n W =0,

1 ! i
&w+§7’w +w' +

jollekin 7 = |y[, ’ = <. Nyt jos asetaan o = %, saadaan yhtilo yksinkertaistetuksi
muotoon
n—1, 1\/ 1 2, \/
(r" W) —|—§(7’ w) =0.
Téalloin
n—1, 7

1TL
r"Tw + —r"w =a
+2 ,

jollakin vakiolla a. Olettaen, ettéi
lim w,w’ =0,
r—00

saadaan,

Silloin jollakin vakiolla b
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Yhdistdmalla ylla oleva yhtélo, yhtalon (4.2) kanssa, sekd valitsemillamme « ja [,
saadaan, etti

ratkaisee alkuperdisen lampoyhtalon.

Maaritelma 4.1. Funktiota

CE2 n
o = (47rt1)"/26_% (a: € R"t> O)
0 (zr € R™,t < 0)

kutsutaan lampdyhtéilon perusratkaisuksi.

Lemma 4.2. (Perusratkaisun integraali) Olkoon aika t > 0,

/ O(x,t)dr = 1.
Todistus. Laskemalla saadaan
1 2|
Oz, t)Vde = ——— ——d
/n (z, t)dw TORE /Rne a

1 2
_ —|z|
- 7Tn/2/n6 dz

1 5 [~ .2
= WH/ e 2dZi.
i=1"Y "

=1

4.3. Lampoyhtdlon alkuarvo-ongelma. Seuraavana kiytetddn lampoyhtalon pe-
rusratkaisua ® ratkaistaessa alkuarvotehtivii, joka tunnetaan mydés nimelld Cauchyn
ongelma.
u—Au =0 sisalla R™ x (0,00)
{ u =g reunalla R"™ x {t = 0}.

Koska funktio (z,t) — ®(z,t) ratkaisee lampdyhtilon alkuarvolla 0, tillin se ratkai-
see myoskin funktion (z,t) — ®(z — y, t) jokaisella kiinteélld y € R™. Niin ollen

(44 u(mt) = / Bz — y,0)g(y)dy

n

1 e —y|?

= | gy R™ 1
i [y e RN 0),

taytyy olla myoskin ratkaisu.

Lause 4.3. (Alkuarvo-ongelman ratkaisu) Olkoon g € C(R™) rajoitettu ja u toteuttaa
ylla olevan yhtdalon. Talloin

(i) u e C (R™ x (0, oo))

(i1) u(x,t) — Au(z,t) = 0(x € R™,t > 0),

(i41) limg ) (0 pyu(z, t) = g(z) jokaisessa pisteessi 1° € R™, x € R™t > 0.
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. . |=|? e N . .. .
Todistus. 1. Koska funktio #6_7 on adrettoman monta kertaa differentioituva ja
rajoitettu joukossa (R™ x [0,00) milld tahansa § > 0, ndhdadn, ettd u € C°(R™ x
(0,00)). Liséksi

u(z,t) — Au(z,t) = /n[(q)t — D) (z —y,t)|g(y)dy
=0 (x € R™ t>0),

koska ® toteuttaa lAmpoyhtalon.
Olkoon 2° € R™, ¢ > 0. Valitaan J > 0 siten, ettd

l9(y) — g(z%)| <€ jos |y —a"| <.

T&llsin, jos | — 2°| < £, niin lemman 4.2 mukaan,

ue.t) ~ 9" = | [ 0w~ pt)gte) — 9=y
< d(x — vy, —g(z"]d
< /B(zo’é) (z —y,t) |9(y) — g(=°)| dy
d(z — vy, — gz d
+/Rn3(x075) (z—y,t) |g(y) — g(=°)| dy

= I+J

Nyt (4.4) ja lemman mukaan
[ge/ O(x —y,t)dy = e.
Siis, jos |z — 2°| < £ ja |y — 2°| = 6, niin
0 0 1 0
=2 <ly—al+5<ly—al+5[y—=
Siten |y — x| > |y — 2°|. Jolloin

J < 2|9|Loo/ Oz —y,t)dy
R"—B(a0,5)
o2
< %/ 6_‘ 4ty‘ dy
"= JRn_B(a0,5)

2
C / v
— e 16t dy
/2 | gn_ g0 5

c [ .2
= W/ e 1w dr -0 kunt — 0%,
5

/N

Joten jos |v — 2% < £ jat > 0 on tarpeeksi pieni, niin |u(z,t) — g(2°)| < 2e.
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KuvAa 3. Maaritelmén 4.4 parabolinen sylinteri Up

4.4. Keskiarvoperiaate lampdoyhtalolle. Maaritellidn alkuun muutama kaytto-
kelpoinen merkintdtapa. Olkoon U C R™, avoin, rajoitettu ja riippuvainen ajasta
T >0.

Miaaritelmi 4.4. (i) Parabolinen sylinteri on
UT =U X (O,T]

(ii) Ur:n reuna on

FT = UT — UT.

Siis, Uz on joukon Uz x [0, T sisus ja kansi ja I'r koostuu sen pohjasta ja sivuista.
Seuraavaksi halutaan johtaa samanlainen keskiarvo-ominaisuus lampdyhtélolle kuin
minki johdimme aiemmin Laplacen yhtélolle.

Maairitelma 4.5. Kiintedlle x € R™, t € R,r > 0, maéritetidn
E(z,t;r):={ (y,s) e R | s <t, P(x —y,t—s) > & }.

Huomataan, ettd piste (x,t) sijaitsee keskella kantta. E(x,t;r) kutsutaan myos lam-
popalloksi.

Lemma 4.6. Funktio
2
= —g log(—4ms) + |Z‘

~—— +nlogr,
s
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ja ¥ = 0 OE(r):lla, kun ¢(y, —s) = r~™ OE(r):lla, on hyddyllinen meille seuraavan
lauseen todistuksessa.

Lause 4.7. (Keskiarvo-ominaisuus lampoyhtilélle)
Olkoon v € C3(Ur) limpiyhtilin ratkaisu. Télldin

—yl
4.5 u(z,t) // dyds
( ) 47% a:tr) - )

jokaiselle E(x,t;r) C Ur.

Edelléd oleva yhtdlo (4.6) on tavallaan vastaava lampoyhtélolle kuin keskiarvoperi-
aate oli Laplacen yhtélolle. Huomaamme, ettd oikea puoli sisaltda vain u(y, s), kun
aika s < t. Tadma selittdéd sen, miksi u(x,t) ei riipu tulevasta ajasta.

Todistus. Voidaan hyvin asettaa paikkakoordinaatiksi x = 0 ja aikakoordinaatiksi
t = 0. Olkoon E(r) = E(0,0 : ), jolloin

// —dyds
= // u(ry, 7’2$)y—|2dyds.
E(1) S

Ketjusiddntod kayttiden saadaan,

// Z Uy, Y |y\ —i—27°us|y| dyds
EQ) §
|y| |y|
- Tn-l—l// Z Uy Yi —, dyds
—.A

+ B.

Hyodyntaméalla Lemmaa 4.6 saadaan

1 n
B=— / / duy Y yitbyidyds
E(r) i=1
L 4 . dyds;
_7’”""1 ) nusw + Zusyiyiw yas;

i=1
reuna-arvoa ei ole, koska ¢ = 0 dFE(r):1la. Osittaisintegroimalla s:n suhteen saadaan

= //E( —4nusw+4;uyiyiwsdyds
P
= rn+1 —4nu5¢ + 4Zuyzyz s ——)dyds
= —dnugp) — — Widyds — A.
7’"+1//E(r) nugY Zuyy yds




24

Koska u oli lampoyhtélon ratkaisu, saadaan
o = A+ B

1 M —
= pnil // —dnAuwp — o Z Uy yidyds
- Z pntl / / ANy y; — uyzyzdde

:0.

Koska ¢ on jatkuva, saadaan

é(r) = lim (t) = Hon//§|mdw3_4mom

t—0

// Mdd_// WWW&A
E(1) s?

Maaritelmi 4.8. Olkoon U C R™ avoin, rajoitettu alue ja olkoon
Ur=U x (0,T] jollakin 7" > 0.
Toisen kertaluvun reuna-arvo-ongelma on muotoa

wu+Au =0 Urp:ssé
u =0 oU x [0, T):1la
u =g U x {t = 0}:lla,

missd funktiot f : Ur — R ja g : U — R ovat tunnettuja ja v : Ur — R on
tuntematon.

kun

Seuraava lause kertoo, ettd lampdyhtalolld on olemassa yksikésitteinen ratkaisu,
koska sileysoletusten vallitessa heikot ratkaisut ovat myos sileitd. Heikot ratkaisut
ovat oma laaja kokonaisuutensa, joihin ei tdssa tutkielmassa menné sen tarkemmin.

Lause 4.9. Olkoon g € C(U) ja f = 0. Tdllgin parabolisella reuna-arvo-ongelmalla
on olemassa yksikisitteinen ratkaisu

u € COO(UT)
Todistus. (Ks. [1, s.367])

Huomautus 4.10. Approksimaatiolla g:n suhteen voidaan osoittaa, ettd tdmé on laa-
jennettavissa tapauksiin, joita myohemmin késitellddn.
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5. NUMEERINEN RATKAISIJA

Téasséa luvussa tullaan muodostamaan numeerinen ratkaisija ensin Poissonin yhtéa-
161le ja seuraavaksi lampoyhtélolle yksiulotteisessa tapauksessa differenssimenetelmaél-
13.

Differenssimenetelmé perustuu funktion derivaatan approksimoimiseen erotusosa-
méadrin lausekkeen avulla. Ideana on muodostaa kiinnitetty hila ja muodostaa lauseke,
joka yhdistdéd funktion ja sen derivaatan arvot hilapisteissd. Lampdyhtalon tapauk-
sessa huomioidaan suureen muutos ajankuluessa.

5.1. Poissonin yhtdlon diskretointi. Poissonin yhtalo
Au = f,

on esimerkki epdhomogeenisesta osittaisdifferentiaaliyhtalosta.
Yksiulotteisessa tapauksessa yhtidlé on muotoa

u'(z) = f(x)  x€(0,1)

uw(0) =a

u(1l) = b,
joka voidaan diskretisoida paikan x suhteen. Differenssimenetelmélla eli approksimoi-
malla funktion derivaattaa erotusosaméairian lausekkeen avulla, saadaan:

TR u(lz+h)—u(z) ulz)—ulz—nh)
t
A
- L] [ ] L] - - [ ] L] - -
b [ ] [ ] L ] - - [ ] L ] L] L]
b [ ] [ ] [ ] - - [ ] [ ] L ] L]
D r A : ¥ ke r A . F 1 F q
0 X

KuvA 4. Hilapisteet
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— %(u(az + h) —2u(x) + u(x — h)).

Diskreetti tehtava voidaan nyt kirjoittaa

Au = f,
missi A = Ay, ja A, € RETDX(Kk41D) ) ¢ RE+1
h2 0 .- 0 a
Ll -2 1 0 -0 fi
Ah = ﬁ PN , f —
0O -~ 0 1 -2 1 foe1
0o --- 0 A2 b

ja h = % diskretointi parametri x=0:h:1;.

Huomautus 5.1. Jos funktio f(x) = 0, niin ylla oleva diskretisointi voidaan tulkita
keskiarvoperiaatteeksi, koska

L u(z+h)—ulx) ulr)—ulx—nh)
pu = g h B h )
L ou(z+h)+ulr—h)—2u(z)
= 5l h )
_ u(z + h) + u(z — h) — 2u(x)
A ;

ja nyt Au = 0, jolloin saadaan
uw(x+h)  u(zr—h)

uz) = =5t
u(z) = u(:v—l—h)—;u@—h)7

joka vastaa edelld esitettyé keskiarvoperiaatetta.

5.2. Poissonin yhtilén numeerinen ratkaisija. Muodostetaan Poissonin yhtélon
numeerinen ratkaisu matlab-koodilla.
a=0,b=0 ja f(z) = —z(1 —2x).

%Tamé esimerkki kuvaa Poissonin yhtdlon diskretointia.

k=10;
h=1/k;

%Luodaan (k+1)x(k+1) nollamatriisi A
A=zeros (k+1,k+1);

%Madratiadn matriisin A ensimmidiseksi alkioksi h~2
A(1,1)=h"2;

%Madratisn matriisin viimeiseksi alkioksi h~2
A(length(A(:,1)),length(A(1,:)))=h"2;



27

JSeuraava silmukka pyorii niin kauan
Jkunnes on kaynyt kaikki i:t alkiot lédvitse

J#Kdynnistetddn silmukka
for i=2:1ength(A(:,1))-1 YM&&rittdd i:nnet alkiot

#Lisdd diagonaalin alapuolelle ykkoset alkaen alkiosta (2,1)
A(i,i-1)=1;

sLisdd diagonaalille -2, alkaen alkiosta (2,2) ja loppuen alkioon (k,k)
A(i,1)=-2;

%Lisdd diagonaalin yldpuolelle ykkoset alkaen alkiosta (2,3)
A(i,i+1)=1;

%Lopetaan silmukka
end

%Kerrotaan matriisi (A) 1/h~2:1la
A=1/h"2xA;

%Luodaan (k+1)-pituinen nollavektori
y=zeros(k+1,1);

JMadrdtddn y:1lle parametrit
a=0;

b=0;

x=0:h:1;

%#Seuraava silmukka pydrii x:n pituuden verran
#Kdynnistetddn silmukka
for i=1:length(x)
y(1)=-x(i)*(1-x(1)); T&ssd on midritetty funktio y

%Lopetetaan silmukka
end

Mddritetddn u matriisin (A) kd&nteismatriisin ja funktion y tulona
u=A\y;

sPiirretddn kuvaaja
plot(x,u,’*?)

hold on

%Nimetddn akselit
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xlabel(’x:n arvo?’)
ylabel(’u:n arvo’)
hold off

5.3. Lampoyhtédlon diskretointi. Téssd kappaleessa tarkastellaan yksiulotteista
lampoyhtéalod [2, s.131-135]

ur(z,t) = Qug,(z,t), 0<z<l
uw(0,t) =wu(l,t) =0, 0<t<T
u(,0) = g(x).

Diskretoidaan ensin paikan x suhteen. Valitaan siis n ja asetetaan h = n%l Olkoon
u;(t) approksimaatio u(ih, t):lle ja merkitaan

Uq (t) f(h)
up(t)=1 1+ |, gn=1|
U (1) f(nh)

Saadaan paikan x suhteen diskretoitu tehtéiva

{ u () = aloyup(t),  te[0,T]

uh(o):gha
missa

o 1 -
1 -2 1

1 1 -2 1

Br =z 3
1 -2 1
1 =2

on tavallisen differentiaaliyhtélosysteemin alkuarvotehtiva. Diskretoidaan aikamuut-
tuja t vililla [0, 7], T > 0. Valitaan jokin aika-askel ¢ ja merkitéiéin u?:lla uy,(kd):n ap-
proksimaatiota. Kéytetdan differenssimenetelméd, eli approksimoidaan funktion de-
rivaattaa erotusosamairin lausekkeen avulla. Jolloin saadaan

Al = u(t+ 9, z) — u(t)

josta edelleen saadaan

Wk = §A
eli

uF = w4 SN

Jaetaan vali [0, T pisteisiin ¢t = 0k, h = 1/k.
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KuUvA 5. Poissonin yhtdlon numeerinen ratkaisu tapauksessa f(x) =
—x(1 — ), h = 0.2(ylempi kuva), ja h = 0.1 (alempi kuva)
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KUVA 6. Poissonin yhtdlon numeerinen ratkaisu tapauksessa f(z) =
—x(1 — ), h = 0.05(ylempi kuva), ja = 0.025 (alempi kuva)
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5.4. Lampoyhtilon numeerinen ratkaisija. Approksimoidaan nyt edelld diskre-

toitua yksiulotteista lampoyhtéloéd funktiolla f(x) = —z(1 — z).

%Tédmd esimerkki ratkaisee 1-dimensioisen l&mpdéyht&dlon
k=50;

h=1/k;

dt=0.0001; %aika-askel

%Ensin diskretisoidaan paikan x suhteen

%Luodaan (k+1) x (k+1) nollamatriisi.

A=zeros (k+1,k+1);

%Madratiasn matriisin A ensimmiiseksi alkioksi -2
A(1,1)=-2;

JSeuraava silmukka pyorii niin kauan

Jkunnes on kaynyt kaikki i:t alkiot alkiot lédvitse

J#Kdynnistetddn silmukka
for i=2:1length(A(:,1))
A(i,i-1)=1;
A(i,i)=-2;
A(i-1,i)=1;
%Lopetetaan silmukka
end
J#Kerrotaan matriisi (A) 1/h~2:1la
A=1/h"2%A;
%Luodaan (k+1):n pituinen nollavektori
y=zeros(k+1,1);

/Madratadn vektorille y parametrit a, b ja x
a=0;

b=0;

x=0:h:1;

sSeuraava silmukka pydrii x:n pituuden verran

JKdynnistetddn silmukka
for i=1:length(x)

y(i)=x(i)*(1-x(i)); %T4ssi on midritetty funktio y

%Lopetetaan silmukka
end
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/Diskretisoidaan ajan t suhteen
t=0:dt:2000*dt;

sLuodaan (x:n pituus) x (t:n pituus) nollamatriisi U
U=zeros(length(x),length(t));

U(:,1)=y+dt*Axy;
hSeuraava silmukka pydérii t:n pituuden verran

#Kdynnistetddn silmukka

for indt=2:length(t)
U(:,indt)=UC(:,indt-1)+dt*A*U(:,indt-1);

sLopetetaan silmukka

end

%Masratadn vield matriisin U reunat 0:ksi
U(1,:)=0;
U(length(x),:)=0;

sPiirretddn 3-D kuvaaja
mesh(x,t,U’%)

YNimetddn akselit
xlabel(’x:n arvo’)
ylabel(’t:n arvo’)

Matlab-ohjelmassa 16ytyy myos diag-komento, jolloin matriisin A luomiseen ei tar-
vitse kiyttdd for-silmukkaa. Alla sama esimerkki, jossa matriisi A:n luomiseen on
kaytetty diag-komentoa.

%Tédmd esimerkki ratkaisee 1-dimensioisen l&mpdéyht&dlon
k=50;

h=1/k;

dt=0.0001; %aika-askel

%Ensin diskretisoidaan paikan x suhteen

%Tdssd luodaan diag-komennolla matriisi A,
hjoka tehtiin aiemmin hieman monimutkaisemmin
S=ones (k+1, 1);
A=diag(S(1:k),-1)+(-2)*diag(S)+diag(S(1:k),1);

J#Kerrotaan matriisi (A) 1/h~2:1la
A=1/h"2xA;
%Luodaan (k+1):n pituinen nollavektori
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y=zeros (k+1,1);

/Madratadn vektorille y parametrit a, b ja x
a=0;

b=0;

x=0:h:1;

hSeuraava silmukka pyoérii x:n pituuden verran

#Kdynnistetddn silmukka

for i=1:1length(x)
y(1)=x(1)*(1-x(i)); %Tédsséd on midritetty funktio y
sLopetetaan silmukka

end

/Diskretisoidaan ajan t suhteen
t=0:dt:2000*dt;

sLuodaan (x:n pituus) x (t:n pituus) nollamatriisi U
U=zeros(length(x),length(t));

U(:,1)=y+dt*Axy;
hSeuraava silmukka pyoérii t:n pituuden verran

#Kdynnistetddn silmukka

for indt=2:length(t)
U(:,indt)=UC(:,indt-1)+dt*A*U(:,indt-1);

sLopetetaan silmukka

end

%Masratadn vield matriisin U reunat 0:ksi
U(1,:)=0;
U(length(x),:)=0;

sPiirretddn 3-D kuvaaja
mesh(x,t,U?)

JNimetddn akselit
xlabel(’x:n arvo’)
ylabel(’t:n arvo’)

Lampoyhtalon tapauksessa aikasuunnan diskretisoinnin (pisteiden ero dt) on oltava
paikkadiskretisointia tihedmpi (oltava itseasiassa § < %hQ), silld muuten ratkaisussa
ilmenee stabilisuusongelmia. Toisin sanoen d:n on oltava hyvin pieni pienilld h:n ar-
voilla.
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Kuva 7. Lampoyhtalén numeerinen ratkaisu, kun k=5
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KuvA 8. Lampoyhtialon numeerinen ratkaisu, kun k=10
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Kuva 9. Lampdyhtalén numeerinen ratkaisu, kun k=50
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