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Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyé rajoitettujen, yhdesti yhtenéisten
alueiden G konformisten itsekuvausten ryhmiin ¥(G) sup-metriikassa. Erityisesti on
tarkoitus 10ytdd alueen G reunalle avaruuden ¥(G) ominaisuuksia karakterisoivia tai
médrddvia ehtoja. Avaruudelle ¥(G) todistetaan myos yleispatevid ominaisuuksia, ja
yksikkokiekon B tapauksessa ryhmén Y(B) rakennetta tutkitaan eksplisiittisesti.

Riemannin kuvauslauseen nojalla on olemassa konformikuvaus h : B — G. Se
méirad isomorfismin @ : X(B) — X(G) : L — hLh™!. Osoittautuu, ettd kuvaus ® on
homeomorfismi, jos ja vain jos joukko OG on lokaalisti yhtenéinen. Edelleen néahdéén,
ettd jos kuvaus @ ei ole jatkuva, niin avaruudet X(B) ja 3X(G) eivét ole homeomorfiset.
Tamén liséksi todistetaan, ettd, kuvauksen & homeomorfisuuden ohella, joukon 0G
lokaali yhtendisyys karakterisoi avaruuden X (G) polkuyhtenéisyyden ja epéadiskreetin
avaruuden Y(G) tapauksessa sen, ettd 3(G) on topologinen ryhmaé.

Tutkielmassa esitetdédn todistuksineen myos reuna-alkioteorian perusteet, joiden
myotd alueen G reuna-alkioiden joukon P nidhdéddn vastaavan bijektiiviselld tavalla
joukkoa OB. Vastaavuuden nojalla alueelle G 16ydetééin kompaktifiointi G UP ~ B.
Tutkielman lopuksi avaruuden ¥(G) epdyhtendisyyttd tutkitaan reuna-alkioteorian
avulla eri tilanteissa. Alussa tarkasteltu avaruuden ¥(B) ryhmérakennekin tulee vield
hyotykéayttoon, kun identtisen kuvauksen yhtendisyyskomponentti osoittautuu myos
ryhmén 3(G) aliryhméksi.
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Johdanto

Dieter Gaier julkaisi vuonna 1984 tutkimuksen [4], jossa hén tarkasteli rajoitet-
tujen, yhdesti yhtendisten tasoalueiden G konformisten itsekuvausten ryhmid > (G)
sup-metriikassa. Gaierin mukaan taustalla oli Paul Gauthier'n vuonna 1981 esittdmé
kysymyksenasettelu kompleksiseen approksimointiteoriaan liittyen. Erityisesti Gaier
tutki, voidaanko yhdesti yhtenéisen alueen identtistd kuvausta approksimoida sup-
metriikassa konformikuvauksilla mielivaltaisen hyvin. Vastaukseksi osoittautui, ettd
joskus voidaan, mutta toisinaan ei. Tamén lisdksi Gaier todisti monia perustuloksia
avaruuksille 3(G). Naista tuloksista mainittakoon avaruuden (G) taydellisyys, ja
toiseksi joukon OG lokaali yhteniisyys ehtona avaruuden 3 (G) homeomorfisuudelle
yksikkokiekkoa B vastaavan avaruuden Y (B) ja samalla avaruuden 0B x B kanssa.
Jalkimmaiisen tuloksen osoittamiseksi Gaier tutki Riemannin kuvauksen h=': G — B
midriiméin isomorfismin X(B) — X(G) : L — hLh™! jatkuvuutta. Tulevaa varten
mainittakoon, ettd joukko OG on lokaalisti yhtendinen, jos ja vain jos kuvauksella h
on raja-arvo joukon OB jokaisessa pisteessé.

Sittemmin avaruuden ¥(G) topologisia ominaisuuksia alettiin tutkia muidenkin
toimesta. Erityiskiinnostuksen kohteiksi muodostuivat avaruuden ¥ (G) yhtendisyys-
kysymykset sekéd lokaali kompaktius. Gaier oli jo tutkimuksessaan osoittanut, ettd
Y¥(G) on epéyhtendinen ainakin niissd tapauksissa, joissa joukon OB pisteitd, joissa
kuvauksella A ei ole raja-arvoa, on vidhintddn yksi ja korkeintaan &dérellisen monta.
Téamén pohjalta Gerald Schmieder todisti vuonna 1986 julkaisussaan [11], ettd 3(G)
on polkuyhtenéinen tédsmélleen silloin, kun dG on lokaalisti yhtendinen. Kyseinen
tulos seurasi Gaierin tutkimusten ohella Schmiederin todistamasta tuloksesta, jonka
mukaan avaruus X(G) on lokaalisti tdysin epdyhteniinen, jos kuvaukselta h uupuu
raja-arvo ainakin kolmessa pisteessé. Julkaisussaan Schmieder todisti myos tuloksen,
jonka my6td 3(G) on diskreetti ainakin silloin, kun kuvauksen h raja-arvo puuttuu
viahintdan kolmessa ja korkeintaan numeroituvassa méarassa pisteité.

Esitettyjen tulosten pohjalta voisi arvella, ettd avaruus ¥(G) on yhtenéinen vain
siin tapauksessa, ettd 0G on lokaalisti yhtendinen. Tét4 ei tiettdvasti vield ole kyetty
todistamaan. 1. A. Volynec kuitenkin osoitti vuonna 1992 julkaisussaan [12], etté
epadiskreetti (G) on topologinen ryhmé vain joukon 0G ollessa lokaalisti yhtendinen
ja ettd mikali kuvauksen h raja-arvo puuttuu ainakin kolmessa pisteessid, on X(G)
lokaalisti kompakti vain ollessaan diskreetti. Toisaalta jo Gaier osoitti, ettéd kun 0G
on lokaalisti yhtenéinen, niin ¥(G) on homeomorfinen avaruuden 0B x B kanssa ja
siten lokaalisti kompakti. N&iden tulosten myotda Wolfgang Lauf esitti vuonna 1999
tutkimuksessaan [6] topologisen karakterisoinnin lokaalisti kompakteille avaruuksille
Y (@) erityisesti niissé tapauksissa, joissa kuvauksen h raja-arvo uupuu tasan yhdesséa
tai kahdessa pisteessa.



2 JOHDANTO

Téasséd tutkielmassa todistetaan edelld esitellyistd tuloksista ldhes jokainen — ja
liséiksi paljon muutakin. Ainoastaan lokaalia kompaktiutta koskevista tuloksista osa
on jiatetty ldhdeviittausten varaan. Joitakin tuloksia on todistettu useammassakin
mainituista ldhteisté, jolloin on pyritty valitsemaan helppolukuisin todistusmetodi
sen sijaan, etté olisi noudatettu edelld mainittua jérjestysta. Selvitetddn luvun lopuksi
vield lyhyesti tutkielman yleinen rakenne:

Luvussa 1 todistetaan useimmat varsinaisten tutkimusten pohjalle tarvittavista
tuloksista. Lukijan esitiedoiksi oletetaan aina joitakin sopivan tasoisiksi arvioituja
tuloksia, minkéa jélkeen kaikki pyritddn ldhtokohtaisesti todistamaan. Suoraviivaisen
luonteensa vuoksi Luvun 1 todistukset onkin tarvittaessa helppo ohittaa, sikéli kun
tulokset ovat lukijalle entuudestaan tuttuja.

Luvussa 2 tarkastellaan joukkoa ¥(G) ryhménd. Koska ¥(G) on aina isomorfinen
esimerkiksi tunnetun matriisien tekijaryhmén SL(2,R)/{£I} kanssa, on tdméa puoli
jatetty tutkielman ldhteissé vihemmaélle huomiolle. Luvussa 2 on kuitenkin haluttu
todella laskea niilld kahdella parametrilld, jotka maaraavéait ryhmén X (B) alkiot. Osa
tuloksista ja todistuksista saattaa tastéd syystéd ndyttiaytyd hieman epaortodoksisina.
Luvun 2 tulokset eivit missédén nimessé ole irrallaan avaruuden ¥ (G) tutkimuksesta,
silld alueen G identtisen kuvauksen yhtendisyyskomponentti osoittautuu Luvussa 6
ryhmén 3(G) aliryhméksi.

Luvussa 3 tutkitaan metristd avaruutta 3(G) melko yksinkertaisissa tilanteissa.
Avaruuden Y(G) ominaisuuksien hienovaraisempaan jaotteluun tarvitaankin avuksi
Luvussa 4 rakennettavaa reuna-alkioteoriaa. Luvun 3 tiettyihin tuloksiin palataan
kuitenkin yhd uudestaan, silld tutkimusten my6ta osoittautuu, etté avaruuden 3 (G)
ominaisuuksista kovin moni pétee oleellisesti vain kyseisissé perustapauksissa.

Luku 5 on kokonaisuudessaan erinomainen esimerkki juuri mainitusta ilmiosta:
pitkéllisten ponnistelujen jélkeen osoittautuu, ettd kaikki epédiskreetit topologiset
ryhmét ¥(G) ovat oikeastaan olleet jo tiedossa. Lukua 6 voidaankin pitad tutkielman
varsinaisena tyonéytteend, silld siind yhdistyy hienosti aiemmissa luvuissa kerdtty
tietdmys niin avaruuden X(G) topologisesta kuin ryhmérakenteestakin, joista sitten
reuna-alkioteorian avulla todistetaan monia mielenkiintoisia tuloksia.



LUKU 1

Valmistelevia tuloksia

Tassd luvussa todistetaan useimmat tutkielmassa kéytettavistd aputuloksista.
Aputuloksista puhuminen on kuitenkin sikéli harhaanjohtavaa, ettd osa tuloksista on
hyvinkin merkittavid. Esimerkiksi kohdassa 1.3 todistetaan Riemannin kuvauslause,
joka ylipdatdaan mahdollistaa tutkielman nimikkoavaruuksien tutkimisen. Huomion-
arvoisia ovat myos Lauseet 1.26 ja 1.32, joissa todistetaan radiaalista rajankayntia
koskevia tunnettuja tuloksia (rajoitetuille konformikuvauksille). Kaikkia aputuloksia
ei esitetd lopullisessa kiyttomuodossaan, ja jotkut tuloksista on mahdollista esittaé
vasta Luvussa 4 rakennettavan reuna-alkioteorian avulla. Liséksi osa aputuloksista on
selkeyden vuoksi jatetty esitettdviksi myohemmissé luvuissa.

Lukijan esitiedoiksi oletetaan niin algebran, topologian, kompleksianalyysin kuin
mitta- ja integraaliteoriankin perusteet. Kovinkaan syvéllistéd algebraa ei tutkielmassa
tarvita, joten siihen liittyvid aputuloksia ei ole tdhén lukuun kirjattu. Jotta (muilla)
tutkimuksilla olisi ndhtévissé jonkinlainen pohja, on edistyneemmille tuloksille pyritty
esittdmadn todistus joistakin perustuloksista ldhtien. Lahtokohdat ilmoitetaan aina
erikseen, ja médritelmista ainakin monimutkaisimmat palautetaan mieliin sitd mukaa,
kun niitéd tarvitaan.

1.1. Topologiaa

Topologisista mééritelmistd mainittakoon, ettd avaruuden joukko on harva, jos
sen sulkeumalla ei ole sisépisteitd, ja 1. kategoriaa, jos se voidaan esittdd kyseisen
avaruuden harvojen joukkojen numeroituvana yhdisteend. Vastaavasti avaruus on
1. kategoriaa, jos se on sitd osajoukkonaan. Jos avaruus (joukko) ei ole 1.kategoriaa,
on se 2. kategoriaa.

LEMMA 1.1 (Cantorin lemma). Olkoon (M,d) tiydellinen metrinen avaruus. Jos
@ # A, C M ovat suljettuja joukkoja, siten ettdc Ay D As D -+ ja diam(A,) — 0,
niin Mo, A, # .

TobisTus. Valitaan x,, € A, jokaiselle n. Oletusten nojalla (z,) on tdydellisen
avaruuden Cauchy-jono, joten on x € M, siten ettd x,, — z. Koska x; € A, kaikilla
k > n ja joukot A, ovat suljettuja, patee z € A,, kaikilla n. Siten N7 A, # . O

LAUSE 1.2 (Bairen lause). Tdydellinen metrinen avaruus on aina 2. kategoriaa.

TobisTus. Tehdédén antiteesi: On tdydellinen metrinen avaruus (M, d), joka on
1. kategoriaa. On siis harvat joukot A, C M, siten ettd M = U2, A,. Joukon A
harvuuden nojalla on z; € M\ Ay, ja joukon M\ A; avoimuuden nojalla edelleen
ri € (0,1), siten ettd B(xy,7) C M\ A;. Vastaavasti on 2o € B(zy,71)\ As seki
ry € (0,1/2), siten ettid B(xy,79) C B(x1,71)\ As. Niin jatkamalla 1oydetéin joukot

3



4 1. VALMISTELEVIA TULOKSIA

B(zp, 1), jotka toteuttavat Lemman 1.1 oletukset ja joille B(x,,r,) N A, = &. Siten

o+ ﬂB(mn,rn): ﬂB(xn,rn)ﬂM: U <ﬂB(xn,rn)ﬂAk> =,

k=1 n=1

mik& on ristiriita. 0
Muistutetaan vield, ettd perhe kuvauksia topologisesta metriseen avaruuteen on
yhtajatkuva, mikali topologisen avaruuden jokaisessa pisteesséd kullekin séteen arvolle
16ytyy ympéristo, jonka kukin perheen alkio kuvaa juuri méaratynséateiseen palloon.
Toisaalta perhe on normaali, jos sen jokaisella jonolla on lokaalisti tasaisesti suppeneva
osajono. Lokaali tasaisuus tarkoittaa tassé tasaisuutta kompakteissa joukoissa.

LEMMA 1.3. Olkoot f1, fo, ... yhtdjatkuvia kuvauksia topologisesta avaruudesta X
taydelliseen metriseen avaruuteen M. Mikdli jono (f,) suppenee tihedssd joukossa
A C X, suppenee se lokaalisti tasaisesti avaruudessa X .

Tobistus. Kiinnitetddn avaruuden X kompakti ja ei-tyhjé joukko K sekd e > 0.
Kompaktiuden ja kuvausten f, yhtdjatkuvuuden nojalla on pisteet zq, ..., 2 € K
seké joukon K avoin peite {Uy, ..., Uy}, siten ettd x; € U; ja

d(fn(x), fulz;)) < % kaikilla z € U; jan € Z,.

Joukon A tiheyden nojalla on pisteet a; € U; N A, joille suppenemisoletuksen myoté
16ydetéddn ng € Z, siten etté

d(f(a)), fula;)) < g kaikilla m, 7 > ng .

Olkoon z € K seké j indeksi, jolle x € U;. Télloin kaikilla m,n > ny pétee

d(fm(x)a fn(x)) < d(fm<x)> fm<xj)) + d(fm(xj)a fm(aj)) + d(fm<aj)> fn(aj)) +
+ d(fﬂ(%’)a fn<xj)) + d(fn(xj)’ fn(x»

< €.

Siis (fn(x)) on taydellisen avaruuden M Cauchy-jono, joten (f,,) suppenee joukossa
K kohti kuvausta f. Koska yksié on kompakti, suppenee (f,,) koko avaruudessa X.
Antamalla ylld m — oo ndhddan, ettd d(f(z), fn(z)) < € kaikilla z € K ja n > ny.
Néin ollen suppeneminen on lokaalisti tasaista. 0

LAUSE 1.4 (Ascolin lause). Olkoon F perhe yhtdjatkuvia kuvauksia separoituvasta
topologisesta avaruudesta X tdaydelliseen metriseen avaruuteen M. Jos kaikilla x € X
joukko {f(z) : f € F} sisdltyy avaruuden M kompaktiin joukkoon, on F normaali.

Tobistus. Olkoon (f,) jono perheen F kuvauksia. Avaruus X on separoituva,
joten loytyy tihed joukko {ai,as,...} C X. Oletusten nojalla {f,(a1) : n € Z,}
sisiltyy kompaktiin joukkoon, joten jonolla (f,(a1)) on suppeneva osajono. Olkoon
(fin) vastaava kuvausjono. Edelleen jonolla (fi,(az2)) on suppeneva osajono ja sité
vastaava kuvausjono (fs,). Néin jatkamalla 16ydetaan jonot (fin), k& € Z,, siten
ettd (frn) suppenee joukossa {ai, ..., ax} ja (fi,) on jonon (fi,) osajono kaikilla
[ > k. Diagonaalijono (f,,) on nyt loppupééstaan kunkin (fy,) osajono, joten se
suppenee joukossa {ay,as, ...} ja on lisdksi jonon (f,) osajono. Koska avaruus M on
tiaydellinen, suppenee (f,,) Lemman 1.3 nojalla lokaalisti tasaisesti avaruudessa X.
Siis F on normaali. O
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1.2. Kompleksianalyysia

Jatkossa avoin, yhtenéinen ja ei-tyhjé joukko on alue. Polkua, jolla on sama alku-
ja loppupiste, nimitetdin umpipoluksi; naiden kokoelmaa kutsutaan sykliksi. Syklin o
kuva on merkinnéltddn |o|, ja joukon A syklin o sanotaan olevan nollahomologinen
(jolloin merkitddn o ~ 0), jos sen kierrosluku pisteen z € C\ |o| ympdri eli luku
n(o,z) = 5= [ Cd_CZ on nolla kaikilla z € C\ A. Kierrosluku on alueessa vakio, ja se
on erityisesti nolla joukon C\ |o| rajoittamattomassa komponentissa.

Otetaan ldhtokohdaksi seuraavat Cauchyn ja Moreran lauseet (seké oletettavasti

niita edeltidva teoria), jotka ovat koottavissa lahteesta [1, 121-122 & 141-145].

LAUSE 1.5 (Moreran lause). Olkoon U C C alue ja f : U — C jatkuva kuvaus.
Jos f7 f(2)dz = 0 alueen U umpipoluilla v, on kuvauksella f primitiivi ja lisiksi f
on analyyttinen.

LAUSE 1.6 (Cauchyn lause). Olkoon U C C alue seki f : U — C analyyttinen
kuvaus. Tédlldin fa f(2)dz = 0 alueen U nollahomologisilla sykleilld o.

Muistutetaan, ettd joukossa U\{a} analyyttiselld kuvauksella f on analyyttinen
jatke alueeseen U, jos on olemassa raja-arvo lim,_,, f(z) € C.

LAUSE 1.7 (Cauchyn integraalikaava). Olkoon o alueen U C C nollahomologinen
sykli sekd f : U — C analyyttinen kuvaus. Tdlloin kuvauksella f on kaikkien kerta-
lukujen derivaatat f*), k € N, joille pitee

n(o, 2) f®(z) = k—!_/(c‘fidg kaikilla z € U\|o]|.

2mi — z)k+1

TODISTUS. Kiinnitetéi'an z € U\|o|. Oletuksen nojalla on f'(z) € C, joten kuvaus
¢ (f(Q) — f(= — z) on analyyttmen koko alueessa U. Lauseen 1.6 nojalla siis

0—/f 8 [ M ac g [

mista tapaus k = 0 seuraa. Muut véitteet seuraavat siité, etté joukossa |o| jatkuvalle
kuvaukselle g kuvaukset Fy(z) := [ % d¢ ovat analyyttisid joukossa z € C\ |o|
ja lisiksi F} = (k + 1) Fgq1. O

Analyyttisen kuvauksen Taylorin kehitelmé antaa aihetta seuraaviin méaéritelmiin.
Piste a on kuvauksen f kertaluvun m € Z, nollakohta/napa, jos on r > 0, siten etté
f on analyyttinen alueessa A := B(a,r)\{a} ja 16ytyy joukossa B(a,r) analyyttinen
kuvaus g, jolle pitee g(a) # 0 ja f(z) = g(2)(z — a)™™ kaikilla z € A. Kertaluvullisia
nollakohtia ja napoja kutsutaan erikoispisteiksi eivitka ne kasaudu — jos alueessa
analyyttisen kuvauksen f (kertaluvuttomat) nollakohdat kasautuvat, niin f = 0.
Lopuksi, kuvaus on meromorfinen, jos se on analyyttinen napojensa ulkopuolella.

LAUSE 1.8 (Argumentin periaate). Olkoon U C C alue ja olkoon f : U — C
meromorfinen, ei—vakio kuvaus. Kun M, N ovat kuvauksen f nollakohtien ja napojen
joukot sekd m, € Z. erikoispisteen z € M U N kertaluku, niin

f’% Z men ’77 Z mbn<77 b)
aeM beN

alueen U nollahomologisilla umpipoluilla ~y, joille |y| N (M U N) =
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TobisTus. Kiinnitetdédn mainitunlainen . Koska erikoispisteet eivit kasaudu ja
|7 € B(0,r) =: B, jollekin r > 0, on joukko (M U N) N B, #érellinen ja n(vy,z) =0
kaikilla z € C\ B,. Voidaan siis mééritelld kuvaus
HbeNmBr(z —b)™
HaEMﬂBT<Z - a)ma

joka on analyyttinen ja nollasta eroava alueessa A := U\ ((M U N)\B,). (Joukko A
on alue, koska erikoispisteet eivét kasaudu.) Liséksi v ~ 0 joukossa A ja

f'(z) _ 92 ur my
flz) * Z s—a Z z—b

g(Z) acEMNB, beNNB;,

9(2) = /),

kaikilla z € ||, joten Lauseen 1.6 nojalla

n(fv,O):L%dz:L%dz+ 3 m/ﬂ_g_ Zmb/ dz

acEMNBy, beNNB,
= Z man<77 (l) - Z mbn(’% b) :
aeM beN

n

LAUSE 1.9. Olkoon U C C alue, f : U — C analyyttinen kuvaus sekd zy € U,
wo := f(z0). Jos zg on kuvauksen f —wy kertaluvun m € Z., nollakohta, niin pienilld
d >0 one>0, siten ettd kaikilla w € B(wo, €)\{wo} kuvauksella f —w on joukossa
B(zp,9) tasan m nollakohtaa, joista jokaisen kertaluku on 1.

TobisTus. Oletusten nojalla on & > 0, siten ettd B(zy,d9) C U ja f(z) # wo,
f'(z) # 0 kaikilla z € B(z9,00) \ {20}. Olkoot ¢ € (0,6) sekd v ympyran S(zo,0)
vastapdiviadn kulkeva polku. Koska wy ¢ |f~|, on € > 0, jolle B(wo,€) N |fv| = @.
Kierrosluku on alueessa vakio, joten

n(fv,w) =n(fy,wy) kaikilla w € B(wo,¢€).
Lauseen 1.8 mukaan edelleen

n(fvy,wo) = n((f —wo)y,0) =mn(y,2) =m,

silld v ~ 0 ja zp on kuvauksen f — wy ainut erikoispiste alueessa B(zp, dp). Koska
f'(z) # 0 kaikilla z € B(z,60)\ {20}, voi kuvauksella f —w, w € B(wy,e€)\{wo},
olla joukossa B(zy, d) vain kertaluvun 1 nollakohtia. Lauseen 1.8 seké edella osoitetun
nojalla niitd on tasan m kappaletta. U

LAUSE 1.10. Olkoon U C C alue ja f : U — C analyyttinen, ei—vakio kuvaus.
Tdlloin f on avoin.

TopisTus. Olkoon @ # V C U avoin, wy € f(V)jazy € f~ ' ({wo}). Koska f—wy

ei ole vakio, on sen nollakohdalla zy adérellinen kertaluku. Voidaan siis valita d,e¢ > 0,
B(z9,0) C V, kuten Lauseessa 1.9. Télloin jokaisella w € B(wy, €) kuvauksella f — w
on nollakohta joukossa B(zp,d). Siten B(wg,€) C f(B(z9,0)) C f(V) eli f(V) on
O

avoin. Siis f on avoin.
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LAuste 1.11 (Maksimiperiaate). Olkoon U C C alue ja f : U — C analyyttinen
kuvaus. Jos kuvauksella |f| on lokaali maksimi, on f wvakio. Erityisesti kompaktissa
joukossa |f| saavuttaa maksimin reunalla.

TobisTtus. Olkoon @ # V C U avoin ja z € V. Jos kuvaus f ei ole vakio, on
Lauseen 1.10 nojalla € > 0, siten ettd B(f(z),¢) C f(V). Talloin origosta lihtevilté,
pisteen f(z) sisiltdmiltd puolisuoralta 16ytyy piste w € f(V), |w| > |f(z)|. Siis |f|
ei saavuta maksimia joukossa V. Kompaktissa joukossa kuvauksella |f| on maksimi,
jota ei edelld osoitetun nojalla saavuteta sisdpisteiden joukossa. ([l

LAUSE 1.12 (Schwarzin lemma). Olkoon f : B — B analyyttinen kuvaus, siten
etti f(0) = 0. Talloin |f(z)| < |2| kaikilla z € B, ja jos |f'(0)] =1 tai |f(2)| = |z
jollakin z € B\{0}, on f kierto.

Tobistus. Koska oletuksen nojalla on f’(0) € C, kuvaus g(z) := f(z)/z on
analyyttinen koko joukossa B. Lauseen 1.11 mukaan siis jokaiselle r € (0,1) 16ytyy
2 € S(0,7), siten ettd

r 1 o -
92)] < gzl = e L e - € Blo,r).

|Zr| r

Antamalla r — 1 saadaan |g(z)| < 1 kaikilla z € B, mistd ensimméinen véite seuraa.
Jos lisiksi |f(0)] = 1 tai |f(z)| = |z| jollakin z € B\ {0}, niin [g(z)] = 1 jollakin
z € B. Lauseen 1.11 nojalla ¢g on télloin vakio ¢ € S, minkéd johdosta f(z) = (z
kaikilla z € B eli f on kierto. 0

Argumentin periaatteen avulla saadaan toisaalta

LAUSE 1.13 (Rouchén lause). Olkoon U C C alue ja olkoot kuvaukset f, g : U — C
analyyttisii. Olkoon lisiksi v alueen U nollahomologinen polku, jolle n(~y, z) € {0,1}
kaikilla z € C\|v|. Jos |f(z) — g(2)| < |g(2)| kaikilla z € |y|, on kuvauksilla f,g
(kertaluvut laskien) yhtd monta nollakohtaa joukossa A := {z € C\|y| : n(y,z) = 1}.

Tobistus. Olkoon |f(z) — g(2)| < |g(2)| kaikilla z € |y|. Talloin f(2),g(z) # 0
ja f(2)/g9(2) € B(1,1) kaikilla z € |y|. Liséksi voidaan olettaa, ettd f # cg, ¢ € C.
Nyt F' := f/g on meromorfinen ja ei-vakio kuvaus, jolle |Fy| C B(1,1) ja jonka
nollakohtien ja napojen joukot M, N sisdltyvét vastaavasti kuvausten f, g nollakohtien
joukkoihin My, M. Siten n(F~,0) = 0 ja |y| N (M UN) = @. Kun my(z) € Z; on
kuvauksen h = F f, g erikoispisteen z kertaluku, saadaan Lauseen 1.8 ja oletuksen
n(7, z) € {0, 1} nojalla

0=n(Fv,0) = Z mp(z) — Z mp(z)

zeMNA zeNNA
= > my(a) + ) (my(z) —my(2)) — D my(z)
ZEAﬂMf\Mg ZEAﬂMfﬁMg ZEAﬁMg\J\/[f
= D myzx) = Y my(2).

zeEMyNA z€MgNA
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LAUSE 1.14 (Hurwitzin lause). Olkoon U C C alue ja olkoon ( f,,) jono analyyttisid
kuvauksia U — C, siten ettd (f,) suppenee lokaalisti tasaisesti. Tdlloin rajakuvaus f
on analyyttinen, ja jos fn(z) # 0 kaikillan € Z ja z € U, on joko f =0 tai f(z) #0
kaikilla z € U.

Tobistus. Olkoon zy € U. Lokaalisti tasaisen suppenemisen myoté f on jatkuva
ja edelleen Lausetta 1.5 hyodyntamélld analyyttinen. Niinpé jos f(z) # 0 jollakin
z € U,onr >0, jolle B(z,7) C U ja f(z) # 0 kaikilla z € B(z,7)\ {20}. Siten
on s > 0, jolle |f(2)| > s kaikilla z € |y|, kun v on ympyran S(zg,r) vastapdivaan
kulkeva polku. Suppenemislaadun nojalla on n € Z,, siten etté |f,(z) — f(2)] < s
kaikilla z € |y]. Nyt |f.(2) — f(2)| < |f(2)| kaikilla z € |y|, joten kuvauksilla f,, f
on Lauseen 1.13 nojalla yhtd monta nollakohtaa joukossa B(zg, 7). Koska f,(z) # 0
kaikilla z € B(zg,r), on f(z0) # 0. O

LAUSE 1.15. Olkoon U C C alue ja olkoon (f,) lokaalisti tasaisesti suppeneva
jono analyyttisia injektioita U — C. Tdlloin rajokuvaus f on vakio tai analyyttinen
imjektio.

TobisTus. Olkoon zy € U. Oletuksen nojalla f,, — f,,(z0) — f — f(20) lokaalisti
tasaisesti alueessa U\ {zo}. Kuvaukset f,, ovat injektioita, joten f,(z) — fn(20) # 0
kaikilla z € U\ {z}. Lauseen 1.14 mukaan kuvaus f on analyyttinen ja pétee joko
[ — f(z0) = 0 tai f(z) — f(z0) # 0 kaikilla z € U\{zp}. Néin ollen f on vakio tai
analyyttinen injektio. O

1.3. Riemannin kuvauslause

Edella kehitettyyn topologian ja kompleksianalyysin teoriaan tullaan tutkielman
aikana useasti viittaamaan. Sen lisdksi, ettd tuloksia tarvitaan sellaisinaan, riittavat
ne jo sangen merkittédvien lauseiden todistamiseen. Erés néistd merkittdvyyksistd on
Riemannin kuvauslause (Lause 1.20), jota nyt ryhdytéén kokoamaan.

Sanotaan, ettd kuvausten perhe on lokaalisti rajoitettu, mikéli se on rajoitettu
kompakteissa joukoissa.

LAUSE 1.16. Olkoon F perhe alueessa U C C analyyttisia kuvauksia. Jos F on
lokaalisty rajoitettu, on se normaaliperhe.

TobisTUS. Lokaalisti rajoitettu perhe on pisteittdin rajoitettu, joten F kuvaa
pisteittdin kompaktiin joukkoon. Lisdksi U on separoituva ja C tédydellinen, joten
Lauseen 1.4 nojalla riittdé osoittaa F yhtédjatkuvaksi.

Olkoot zy € U sekd r > 0 siten, ettd B(zp,7) C U. Lokaalin rajoittuneisuuden
nojalla on M > 0, jolle |f(2)| < M kaikilla f € F ja z € B(z,r). Siispd kun f € F
ja 7 kulkee ympyrén S(zg, ), patee Lauseen 1.7 nojalla kaikilla z € B(zg,r/2)

) - el < = [ £~ “

|Z—Zof |dC|
/ ¢ — Z||C — 20|

< —|Z — Zo|
T

Siis F on yhtéjatkuva. O



1.3. RIEMANNIN KUVAUSLAUSE 9

Alue D C C on yhdesti yhtendinen, jos joukko C \ D on yhteniinen. Yhdesti
yhtendisessi alueessa D umpipolku 7 on aina nollahomologinen, silld C\ D siséltyy
joukon C\ || rajoittamattomaan komponenttiin.

LAUSE 1.17. Olkoon D C C yhdesti yhtendinen alue ja f : D — C analyyttinen
kuvaus, siten ettid f(z) # 0 kaikilla z € D. Tdlldin alueessa D on log f:n haara eli
on analyyttinen kuvaus log f : D — C, jolle €°8f?) = f(2) kaikilla z € D. Erityisesti
(log f) = f'/f ja kuwvauksella f on alueessa D nelidjuuri eli analyyttinen kuvaus

f(z):= e21081() joka on injektio, jos f on injektio.
Tobistus. Koska f(z) # 0 kaikilla z € D ja Lauseen 1.7 nojalla my6s f’ on

analyyttinen, on kuvaus z — f’(2)/f(z) analyyttinen joukossa D. Siten Lauseen 1.6

nojalla [ J; ((ZZ))

alueen umpipolut ovat nollahomologisia, joten erityisesti f7 %dz = 0 alueen D

dz = 0 alueen D nollahomologisilla sykleilld o. Yhdesti yhteniisen

umpipoluilla v. Kuvauksella z — f'(z)/f(z) on siis Lauseen 1.5 nojalla primitiivi
eli analyyttinen kuvaus F, siten ettd F'(z) = f'(z)/f(z). Alueessa D mééritellylle
kuvaukselle g(z) := f(2)e ¥ pitee ¢’ = 0, joten g = ¢ € C\{0}. Valitaan a € C,
siten ettd ¢ = e, jolloin kuvaus log f := F' + a toteuttaa esitetyt véitteet. U

LEMMA 1.18. Olkoon D C C, D # C, yhdesti yhtendinen alue. Tdalloin loytyy
analyyttinen injektio f : D — B, jolle 0 € f(D).

Tobistus. Etsitddn f analyyttisten injektioiden yhdisteenid. Olkoon a € C\ D.
Lauseen 1.17 nojalla alueessa D on injektiivinen nelijuuri fi(z) := v/z — a. Kaikilla
w € fi(D) =: Dy on —w ¢ Dy, silld ehdosta —v/z —a = /Z —a, 2,z € D, seuraisi
Vz—a=0¢& D;. Siis =Dy € C\ D;. Valitaan b € —Dy, jolloin b on Lauseen 1.10
nojalla joukon C\ D; siséipiste. Kuvaukselle fo(2) := (z — b)™! joukko fo(Dy) =: Dy
on siten rajoitettu. Valitaan ¢ € D, jolloin kuvaukselle f53(z) := (2 — ¢)/diam(Dy)
pétee 0 € f3(Ds) C B. Lopulta voidaan asettaa f := f3fafi. O

LEMMA 1.19. Olkoon D C C, D # C, yhdesti yhtendinen alue ja f : D — B

analyyttinen injektio, siten ettd 0 € f(D) # B. Tdlloin on analyyttinen injektio
g: D — B, jolle pisteessi zy := f~(0) pdtee g(z0) = 0 ja |g'(20)| > | f'(20)].

Tobistus. Olkoon a € B\ f(D). Mééritellddn g, : B — B : z — (2 —a)/(1—az),
jolloin ¢; on konformikuvaus ja g1 f(z) # 0 kaikilla z € D. Lauseen 1.17 nojalla

kuvauksella g; f on injektiivinen neligjuuri go(z) := e2 108(91)() jolle go(D) C B, silla
g2(2)? = g1f(2). Merkitdsn b := go(20), jolloin g3 : B — B : z +> (z — b)/(1 — b2)
on konformikuvaus. Nyt g := g3g2 : D — B on analyyttinen injektio, jolle g(z9) = 0.
Koska kuvauksille T'(2) := =< on T"(2) = Sl ja siten

1—cz (1—cz)?
/ / 2
/ _ tlog(g1/)(=0) | 91(f(20)) f'(20) _ 1—a* ,
g2l) =e 291 f(20) 2b flzo)
patee lisdksi
1 1—|al? 14

! — | b / — . ! = ! .
Ylla 1;“||b‘|1‘ = Q‘bHé‘lb‘_‘bW > 1 ja kuvauksen f injektiivisyyden sekd Lauseen 1.9 nojalla

f'(20) # 0, joten |g'(z0)[ > [f'(20)- U
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Kaikki on vihdoin valmista Riemannin kuvauslauseen todistusta varten. Lauseen
yksikésitteisyyspuolta ei tutkielmassa tarvita, mutta todistetaan sekin.

LAUSE 1.20 (Riemannin kuvauslause). Olkoon D C C, D # C, yhdesti yhtendinen
alue. Tdlloin on olemassa konformikuvaus eli analyyttinen bijektio f . D — B. Lisdiksi
jokaiselle zg € D on yksikdsitteinen f siten, ettd f(z0) = 0 ja f'(20) > 0.

TobisTus. Lemman 1.18 nojalla 16ytyy analyyttinen injektio g : D — B, jolle
0 € g(D). Olkoot ensin 2y := ¢g~1(0) ja F niiden analyyttisten injektioiden D — B
perhe, joissa zg +— 0. Télloin F on ei-tyhji ja Lauseen 1.16 mukaan normaaliperhe.
Olkoot M := sup;cr|f'(20)| sekd f, € F, |f;(20)] — M. Normaaliuden nojalla
on osajono (fy,) sekd kuvaus f : D — B, siten etti f,, — f lokaalisti tasaisesti.
Lauseen 1.15 mukaan f on analyyttinen injektio tai vakio. Suppenemislaadun seki
Lauseen 1.7 mydtii |1, ()| —> |/"(z0)l, joten M — [f'(z0)]. Nyt |g'(z0)| < |f"(z0)
ja Lauseen 1.9 perusteella |¢'(z0)| > 0, joten f ei ole vakio. Néin ollen f(D) C B
Lauseen 1.10 tai 1.14 nojalla. Liséksi f(zy) = lim f,,, (z0) = 0, joten f € F. Ei voi
olla f(D) # B, silld tuolloin 16ytyisi Lemman 1.19 mukaan kuvaus f e F, jolle
1 (20)| > |f'(20)] = M vastoin luvun M méérittelyi. Siis f(D) = Bja f: D — B
on konformikuvaus.

Yksikésitteisyysviitettd varten olkoon zy € D sekd g : D — B konformikuvaus.
Kuvaukset TR : B — B,

T(Z) = Z——g(ZQ)7 R(Z) — e—iarg((Tg)/(zo))Z
1—g(20)z
ovat konformisia, joten my6s f := RTg : D — B on. Lisdksi pitee f ~(2’0) =0 ja

f'(z0) = |(Tg)(2)| > 0. Jos f on vastaavanlainen kuvaus, ovat L := ff~' ja L
konformikuvauksia B — B, joille L(0) = L~!(0) = 0. Téllsin Lauseen 1.12 nojalla

IL(2)| < |2] = |L7YL(2))| < |L(2)] eli |L(2)| = |2| kaikillaz e B.

Y

Edelleen Lauseen 1.12 mukaan L on kierto, joten f=cf jollekin ¢ € S. Néin ollen
/= Cf', joten ehtojen f'(zy), f'(20) > 0 nojalla ¢ = 1. Siis f = f. O
1.4. Konformikuvauksen reunakiyttiytyminen

Olkoot M, M’ metrisié avaruuksia, A C M, x € A sekid f : A — M’ kuvaus.
Télloin joukko

C(f,x):={y € M': on pisteet x,, € A, z,, — z, siten ettd f(z,) — y}
=M f(AN B(z,1/n))

on kuvauksen f kasautumisjoukko pisteessi x, ja kaikilla E C A, x € E, joukko
Ce(f,z) := C(f|g,x) kuvauksen f kasautumisjoukko pisteessi x pitkin joukkoa E.
Térked esimerkki joukoista £ C B ovat Stolzin kulmat eli lukujen ¢ € S, a € (0,7)
ja p € (0,2 cos o) médrdéamait joukot

Sc(a) == {z € B(Gp) N B: ((—=2]¢) > ¢ — 2| cosa}.

Lukua p ei ole tarpeen sisdllyttdd merkintéén, silla sovellukset, kuten seuraava tulos,
koskevat kuvauksen kasautumisjoukkoja pisteessa (.
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LAUSE 1.21. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus sekd A Stolzin kulma
pisteessd ¢ € S. Talloin

CE(hu <) = CA(hJ C)
jokaiselle yhtendiselle joukolle E C A, jolle ¢ € E.

Tobistus. Triviaalisti Cg(h, () C Ca(h, (). Olkoot a € (0,7/2), jolle A = S (),
sekd B € (o, m/2), s > 0, siten ettd merkinnalld A’ := S.(/5) on S(¢,3s)NA'NA # @.
Tallsin joukko K := A N B((,2s)\B((, s) on kompakti ja sisiltyy alueeseen A’.

Olkoon & € Ca(h,¢). On siis pisteet z, € A, z, — (, joille h(z,) — . Valitaan
luvut 7, € (0, 1) siten, ettd z, € B((,2s7,)\B((, sry). Télléin r,, —> 0 ja kuvauksille

gu(2) =1z — Q)+ ¢, z€A

pétee z, € g,(K) C B. Analyyttisten injektioiden f, := hg, : A" = G muodostama
perhe on rajoitettu ja siten Lauseen 1.16 nojalla normaali. On siis (osa)jono (fx) sekd
kuvaus f : A’ — G, siten ettd f, — f lokaalisti tasaisesti. Koska 2z, € gp(K),
on pisteet ¢, € K, joille g(¢x) = 2. Joukon K kompaktiuden nojalla on (osa)jono
(¢;) seki piste ¢ € K, siten ettid ¢, — ¢. Nyt kuvauksen f jatkuvuuden, jonon (f;)
suppenemislaadun sekd ehdon h(z) — & perusteella

1£(0) = €1 S 1F(0) = (@)l + £(e) = fileo)] +|fle) ~ §
< 1F(0) = fle)| +sup | £(2) = fi)] + ) — ]

2%
eli f(c) = £ Kuvauksen h homeomorfisuuden myétda & € 9G, joten Lauseen 1.14
nojalla f = ¢ Koska AN S(¢,3sr) C g(K) ja joukon E yhtendisyyden seké ehdon
¢ € E nojalla AN S((,r)NE # @ pienilld r, on ¢;(K) N E # @ suurilla [. Siten on
a; € E, a — (, joille h(a;) € fi(K). Koska f(K) = {£}, on suppenemisen lokaalin
tasaisuuden perusteella h(a;) — €. Siis £ € Cg(h, () ja Ca(h, () C Cr(h, (). O

Jatkossa tarvitaan avuksi myos mitta- ja integraaliteoriaa. Lahtokohdaksi otetaan
dominoidun konvergenssin lause (Lause 1.22; ks.[2, 217]) seké sitéd edeltdvé teoria.
Oletetaan tunnetuksi myos Fubinin lause (ks. [2, 275]) sekd Riemannin ja Lebesguen
integraalien vilisen yhteyden kertova tulos (ks.[2, 224]), joka mahdollistaa analyysin
peruslauseen sekd muuttujanvaihtolauseen yleistetyn kayton.

Olkoon seuraavassa (M, M, m) mitta-avaruus ja olkoot N, L sitd vastaavat nolla-
mittaisten joukkojen seké integroituvien kuvausten kokoelmat. Sanotaan, ettéd jokin
ominaisuus péatee melkein kaikilla x € M (tai lyhyemmin joskin epadmé&irdisemmin
melkein kaikkialla), jos se on patemétta vain nollamittaisessa joukossa. Integroitaessa
riittéd, ettd kuvaus on mééritelty melkein kaikkialla (kunhan kuvauksella on olemassa
mitallinen edustaja). Ennen todistamisen pariin palaamista kirjataan jo mainittu

LAUSE 1.22 (Dominoidun konvergenssin lause). Olkoon g € L ja olkoon (f;) jono
mitallisia kuvauksia, siten ettd melkein kaikkialla (f;) suppenee ja |f;| < g. Tdlloin
[; € L jokaisella j € Z; ja

lim/ fidm = lim f;dm.
M

J—00 M Jo0
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LEMMA 1.23. Olkoon f € L. Tdlldin kaikilla € > 0 on § > 0, siten ettd jokaisella
EeM,m(E) <0, pitee [,|f|dm <e.

TobIsTus. Tehdddn antiteesi. Sen mukaan on € > 0 ja joukot E; € M, siten ettd
m(E;) < 27 ja ij |fldm > e. Merkitédian Ay := U2, E;. Téllsin A; D Ay D
ja m(Ay) < 302, m(E;) < 332,277 — 0, joten xa, — 0 melkein kaikkialla,
kun x4, on joukon Aj karakteristinen funktio. Lisdksi 0 < x4,|f] < |f] € L, joten
Lauseen 1.22 nojalla

lim |f|dm = lim/ XAk|f|dm:/ lim XAk|f|dm:/ 0dm =0.
k—oo s M k—oo M

k—o0 Ak
Téamd on ristiriita, silli Ay D By jasiten [, [f|dm > [ [f[dm > € kaikilla k. O

Olkoon [a,b] C R. Kuvaus f : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva, jos kaikilla
€ > 0on d > 0, siten ettéd pistevieraille véleille (ay, by) C [a,b], k =1, ...,n € Z,
joille Y77 ax, — bi| < &, pétee > ;| far) — f(by)| < e

LEMMA 1.24. Olkoon f : [a,b] — R absoluuttisesti jatkuva kuvaus. Jos N € N,
niin f(N) € N.

Tobistus. Kiinnitetddn € > 0. Olkoot ¢ > 0 kuten absoluuttisen jatkuvuuden
médritelméssa seki (ag, by) C [a, b] pistevieraita vilejd, siten ettd N C U2 [ay, by
ja > ooy lar — by] < 0. Kuvaus f on jatkuva, joten on pisteet xy, yp € [ax, bgl, joille
f(@r) = maxeep, ) (@) ja f(yr) = mingepa, b, f(y). Nyt D02 |26 — wel < 0 ja
FIN) € f(UZilar, be]) = URZ, f ([ax, bi]), joten

m(F(N)) <D m*(f(lan ba])) < Y m (IF (), @) = D (flan) = flur) < e
k=1 k=1 k=1
kun m* on mittaa m vastaava ulkomitta. Siis m*(f(N)) =0eli f(N) € N. O

LEMMA 1.25. Olkoon f : [a,b] — R jatkuvasti derivoituva kuvaus. Jos N € N,
niin f(N) e N.

TobisTus. Lemman 1.24 perusteella riittda osoittaa f absoluuttisesti jatkuvaksi.
Olkoon € > 0. Oletuksen myotd f' € L, joten sille on § > 0 kuten Lemmassa 1.23.
Olkoot (a;,b;) C [a,b], j = 1, ..., k, pistevieraita vilejd, joille 25:1 lag — b| < 9.
Télloin (yleistetyn) analyysin peruslauseen nojalla

i|f(b %|—Z\/fdm\<2/ \f|dm /|f’]dm<e,

[a;,bj] —1[ajvbj}
joten f on absoluuttisesti jatkuva. 0

Kun ¢ € S, merkitddn rajoitetuille konformikuvauksille h : B — G loppuluvun
ajan h(¢) := limsup,_,;_h(r{), missi raja-arvo otetaan reaali- ja imagindiriosille
erikseen. Kuvauksen ¢ +— h(e™) reaali- ja imaginéiriosat ovat tilléin mitallisia ja
yhtyvét seuraavan tuloksen myoté radiaalisiin raja-arvoihinsa melkein kaikilla ¢ € R.

LAUSE 1.26. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus. Tdlloin kuvauksella h
on radiaaliraja-arvo lim,_,;_ h(re'®) € C melkein kaikilla o € [0, 27).
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Tobistus. Olkoon I, C (—m, ) kullakin r € (0,2) se avoin vili, jolle kuvaus
Vi I, = S(=1,7)N B : t = re'* — 1 on bijektio. Polun hv, pituudelle L, pitee

L= / | )0 dt = / W (n(8) I .

joten Schwarzin epayhtélosta saadaan

12 < (/I |h’(fyr(t))]2rdt)</brdt> < 2ma/lr B (n(£)) 2 .

Koska h on diffeomorfismi ja J,(2) = |h'(2)]?, pitee lisiksi (yleistetyn) muuttujan-
vaihtolauseen sekéd Fubinin lauseen nojalla

/(0’2) /IT|h,(%(t))|2rdtdr:/B|h’(z)|2dz:/Gdzzm2(G)<OO‘

Néin ollen L, < oo melkein kaikilla r € (0,2). Tésta seuraa, ettd kuvauksella h on
raja-arvot pisteissi e, o = arccos (% —1), ympyrikaarta |7, | pitkin melkein kaikilla
r € (0,2). Kaaren kummatkin p#iit sisiltyviit Stolzin kulmaan pisteissd e*, joten
raja-arvot ovat Lauseen 1.21 nojalla radiaalisia. Lemmaa 1.25 joukoissa [ry, rs] C (0, 2)
kuvauksiin r — + arccos(§ — 1) soveltamalla ndhdéén, ettd raja-arvo on olemassa
pisteessi e’ melkein kaikilla @ € (—m,7)\ {0} ja néin ollen myds melkein kaikilla
a € [0,2m). O

Yksikkokiekossa jatkuville kuvauksille pidtee hieman Lausetta 1.26 muistuttava
tulos. Lause 1.27 seuraa vélittoméasti Collingwoodin maksimaalisuuslauseesta, jonka
suhteellisen helppolukuinen mutta pitkdhko todistus 16ytyy liahteesté [3, 76-77].

LAUseE 1.27. Olkoon f : B — C jatkuva kuvaus. Tdlloin avaruuden S joukko
{CeS: Cpo(f,Q)#C(f.¢)} on 1. kategoriaa.

Myoskddn seuraavaa lausetta ei todisteta. Lahteessd [9, 20] tulokselle on esitetty
todistus, joka nojaa lahteessi [10, 31] todistettuun Janiszewskin lemmaan. Lause 1.28
on otettu mukaan ldhinnd havainnollistavan luonteensa vuoksi.

LAUSE 1.28. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus. Tdlloin h on tasaisesti
jatkuva, jos ja vain jos OG on lokaalisti yhtendinen.

Luvun lopuksi tarkastellaan vield analyyttisten kuvausten Poisson’'n integraaleja
Lauseiden 1.31 ja 1.32 todistuksia silmélla pitden. Lemman 1.29 todistuksen idea on
periisin osoitteesta [13], ja Lemman 1.30 seké Lauseiden 1.31 ja 1.32 todistuksiin on
saatu vihiéd ldhteestd [5, 357,333 & 280)].

LEMMA 1.29. Olkoon f : B — C analyyttinen kuvaus ja r € (0,1). Tdlloin

f= [ feeny L

(0,27) ’reit - Z‘

5 At kaikilla z € B(0,7).
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Tobistus. Oletuksen perusteella kuvaus f,(2) := f(rz) on analyyttinen joukossa
B(0,1/r) > S. Olkoon se’ € B, jolloin 1¢® € C\ B. Nyt Lauseen 1.7 nojalla

) 1 2 f (eit) ) 1 2 f (eit) )
0 r - it r - it
fr(se”) 27i J, et — se’? e 2mi Jo et — Leif e
1 27 " 1 Se*i(ﬁft)
T o fr(e )<1 — sei0-1) + 1— se‘“"‘”) d
1 it 1—s°
= % fr( ) |€it—86i9‘2 dta
joten kaikilla z € B(0,r) pétee
z 1 1— |Z|2 1 G T —2]?
= Jrl—= r — dt = Zt ——dt.
fz) = f (r) o f (") et — 2|2 o (O,QW{(W ) |reit — z|?

LEMMA 1.30. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus. Tdlloin

1 , 2
h(z) = —/ h(e™) 1=l dt  kaikilla z € B.
27 Jo.2x |eit — z|?
(0,2m)
TobisTus. Riittdéd osoittaa viite kuvaukselle v := Reh. Olkoot r € (0,1) ja
z € B(0,r). Jokaiselle s € [r, 1] merkitdan

32 _ |Z|2

P(t) := € (0,2m).

|seit — 2|2’
Nyt on luvut M, M" > 0, joille |u|] < M ja |Pi(t)] < M’ kaikilla t € (0,27). Siten
Lemman 1.29 (reaaliosaversion) nojalla kaikilla s € [r, 1) pétee

1 | 2|2 , 1 ,
u(z) — /u(e )—dt‘ = ‘ / (se)P,(t)dt — — [ u(e™)Py(t)dt
‘ 2m (0,2) et 2m (0,2m) 27 (0,27)
M M’ . .
< — [|P,(t)=Pi(t)|dt + — [ Ju(se™)—u(e™)| dt.
27 J (0,27 27 J (0,27
Kun s — 1, suppenevat integrandit Lauseen 1.26 nojalla nollaan melkein kaikilla
€ (0,2m). Lisdksi integrandit ovat rajoitettuja, joten Lauseen 1.22 mukaan myos
integraalit suppenevat nollaan. Viite seuraa, silld r € (0, 1) valittiin mielivaltaisesti.

0

LAuse 1.31. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus ja C C S avoin, ei—
tyhja joukko. Jos kuvaus ¢ — h(C), ¢ € S, on jatkuva joukossa C, on kuvauksella h
jatkuva jatke joukkoon B U C.

TopisTus. Oletetaan kuvaus ¢ — h(¢) jatkuvaksi joukossa C'. Olkoon e € C,
to € R. Riittdd osoittaa, ettd h(e'®) = lim,_, . h(2), kun rajankdynnissi 2 € B.
Olkoon € > 0. Oletusten nojalla 16ytyy ¢ € (0, 5), siten ettd

Ih(e't) — h(ei®)| < % kaikilla t € (to — 6,20 +0) =: I . (%)
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Olkoon z = re?? € B, § € (ty— g, to +g . Merkitdan I := (to — 0, 27 +to — 0). Télloin

)
kaikilla t € I\I; =: I, pitee [0 — t| € (£, %) C (£, 7 — 2) ja edelleen

. . o
et — 2| =1 —re@ D) > 1 —r|cos(@ —t)] >1— reosy .
Siten, koska h on rajoitettu, on o € (0, 1), jolle kaikilla r € (rg,1) ja t € I
1— |z 1—1r? 2
4 , e/ -

| < < 2
et — 2% " (1 —rcos$)? SUPteI |h(e™) — h(e® )‘

P(z,t) :=

Oletetaan, ettd z € {re? : r € (ro,1),0 € (to — 3,40 + %)} =@ A. Lemman 1.29
todistuksesta kuvaukselle f = 1 (jolloin f, = 1) nahdaan ettd QL f [ P(zt)dt = 1.
Lisaksi P(z,t) > 0 kaikilla ¢ € I, joten Lemman 1.30 seké ehtojen (%) ja (**) nojalla

. 1 . . 1 . .
h(2) = h(e™)| < o= [ |h(e") =h(e™)|P(z,t) dt + o— [ [h(e") = h(e™)|P(z,1) dt
2 L 2T I

e 1 1
G — Pz, t)dt+ - - — dt
<3 9 ), T t3'5
< €.
Viiite seuraa, silli B(e',s) N B C A pienilld s > 0. O

LAUSE 1.32. Olkoon h : B — G rajoitettu konformikuvaus ja wy € C. Tdlloin
h(e') # wy melkein kaikilla o € [0, 27).

TobisTus. Voidaan olettaa, ettd wy = 0 ja G C B. Valitaan r € (0, 1), siten etté
h(z) # 0 kaikilla z € B\ B(0,r). Jos kuvauksella h on nollakohta a, niin a € B(0,r)
ja médritelldin T'(z) == (2 — %)/(1 — 22); muuten T := 1. Téll6in on s € (r, 1), siten
ettd kuvaus g(z) := h(z)/T'(z) on analyyttinen ja nollasta eroava yhdesti yhtenéisessé
alueessa B(0, s). Lauseen 1.17 mukaan on log g, jolle Lemman 1.29 nojalla pétee

1 )
log g(0) = %/(02 )logg(re”) dt. (%)

On helppo tarkistaa, ettd T'(S(0,7)) C S. Siten |g| = |h| joukossa S(0,r). Liséksi,
kun log merkitsee reaalistakin logaritmia, pitee ehdon |g(2)| = |¢!89()| = efellogg(2))
myo6td Re(log g(z)) = log |g(z)|. Néin ollen ehdosta (x) saadaan

1 1
oglg(0) = 5 [ roglotrear= o

Olkoot sitten r,, € (r,1), 7, — 1, ja T}, gn, S, kuten T\ g, s edelld. Kuvauksen h
nollakohdan tapauksessa ¢,(0) = r,A'(0) (a = 0) tai ¢,(0) = —r,h(0)/a (a # 0);
muuten ¢,(0) = h(0) kaikilla n € Z,. Erityisesti aina on lim, . ¢,(0) € C\{0}.
Oletuksen G C B ja lukujen 7, valinnan my&ti kuvaukset ¢ — — log |h(r,e')| ovat
positiivisia seké jatkuvina mitallisia. Lauseen 1.26 ja logaritmin jatkuvuuden nojalla
radiaaliraja-arvo — log |h(e®)| on olemassa melkein kaikilla ¢ € (0, 27), joten Fatoun
lemmasta ja ehdosta (%) seuraa

log |h(re™)|dt. (x*)

—log |h(e™)|dt < hm1nf(—10g|gn( )]) = —log| lim ¢,(0)] < oco.
2 (0,27) n—0o

Niin ollen — log |h(e™)] # oo eli h(e™) # 0 melkein kaikilla ¢ € [0, 27). O






LUKU 2
Ryhmi ¥(G)

Olkoon loppututkielman ajan G C C rajoitettu, yhdesti yhtendinen alue seké
h : B — G konformikuvaus (joita 16ytyy Lauseen 1.20 nojalla). Merkitddn liséksi

Y(D):={f: D — D konformikuvaus}

jokaiselle yhdesti yhtensiselle alueelle D C C. Téssé luvussa tutkitaan joukon ¥(G)
algebrallisia ominaisuuksia kuvausten yhdistdmisen toimiessa laskutoimituksena. Heti
kohdassa 2.1 osoitetaan, ettd joukot ¥(B), X (G) ovat isomorfisia ryhmiéd. Néin ollen
tutkimukset on luonnollista tehdéd ryhméssia ¥(B), jonka alkiot Lauseen 2.2 nojalla
ovat Mobius-kuvauksia. Yhtd hyvin voitaisiin tarkastella ryhméd X(H),

H:={z€C:Imz>0},

silld Lauseen 2.1 my6ta X(H) vastaa luonnollisella tavalla hyvin tunnettua matriisien
tekijaryhmaa SL(2,R)/{£l}. Ryhméssd ¥(B) laskeminenkin osoittautuu kuitenkin
sujuvan kohtalaisen vaivattomasti, ja tdmén liséksi sielld voidaan muotoilla joitakin
erityistuloksia (ks. Lause 2.8).

2.1. Isomorfismi ¢ : ¥(B) — X(G)

Osoitetaan aivan aluksi, ettd alueelle D C C joukko Y (D) todella muodostaa
ryhmén kuvausten yhdistdmisen suhteen. Jos fi, fo € X(D), niin yhdistetty kuvaus
fife ©+ D — D on médritelty ja konformikuvausten yhdisteend konforminen. Né&in
ollen f; fo € 3(D) eli ainakin kuvausten yhdistaminen on joukon (D) laskutoimitus.
Laskutoimitus on vieldp4 assosiatiivinen ja silld on neutraalialkio idp € (D). Lisaksi
jokaisella f € (D) on konforminen kidnteiskuvaus f~! : D — D eli ki#inteisalkio
f~! € X(D). Siis 3(D) on ryhm.

Konformikuvauksen h : B — G avulla voidaan nyt mééritelld ryhmien 3(B) ja
¥(G) vélinen kuvaus

®:%(B) = X(G), ®(L)=hLh".
Kuvaus ® on hyvin miiritelty, silli hLh~': G — G on konformikuvausten yhdisteens
konforminen. Kaikilla Ly, Ly € (B) pétee
®(L1)®(Ly) = hLih *hLoh™ = hLiLyh™ = ®(L1Ly),
joten ® on homomorfismi. Lisidksi ® on bijektio, ilmeisenéd kainteiskuvauksenaan
o1 N(G) = X(B), ®¢)=h"¢h.

Siis ® on isomorfismi ja ryhmét X(B), X(G) siten isomorfiset. Luvussa 3 tutkitaan
isomorfismien ®*! jatkuvuutta sup-metriikan suhteen, ja Lauseiden 3.7 ja 3.9 myotd

osoittautuu, ettd ®~! on jatkuva aina, kun taas ® on jatkuva tdsmilleen joukon OG
ollessa lokaalisti yhten&inen.

17
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2.2. Ryhmit Moéb, X(H) ja X(B)

Mobius-kuvausten ryhmaé

az+b
cz +

Méb:z{@%@:z% kuvaus; a,b,c,d € C, ad—bc;«é()}

seké sitd koskevat perustulokset oletetaan lukijalle jokseenkin tutuiksi. Mainittakoon
erityisesti, ettd kuvaus L € M6b on aina konforminen ja

-kiinnittd4 tdsmilleen 1 tai 2 joukon C pistetté, paitsi jos L = id.

-voidaan esittdd normaalimuodossa eli siten, ettd ad — bc = 1, jolloin

nelikko (a, b, ¢, d) on etumerkkié vaille yksikésitteinen.

- sailyttaa kaksoissuhteen eli eri pisteilld zq, 29, 23, 2 € C on voimassa

[L(21), L(22), L(23), L(2)] = [21, 22, 23, 2] := n—2 23—z

-sailyttad yleistetyt ympyrdt eli suorien (300) ja ympyroiden joukon.

Z1 —R3 R9 — X2

-séilyttaa peilipisteet eli jos z, z* ovat peilipisteitd yleistetyn ympyran K
suhteen, ovat L(z), L(z") peilipisteita yleistetyn ympyrén L(K) suhteen.

Osoitetaan peilipisteitd koskeva viite. Peilipisteelld tarkoitetaan téssi pisteen kuvaa
peilauksessa yleistetyn ympyrdin suhteen, jotka maaritellddn seuraavasti: Peilauksella
suoran (R + zy, ¢ € S, 2z € C, suhteen tarkoitetaan ihan tavallista peilausta, jonka
lausekkeelle 16ydetaén esitys kuvaamalla vaiheittain

ZHZ(Z—ZO)HC@—Z’_O)>—>C2(3—2_0)+Zg:<2?+20—<2z_0,

missé siis varsinainen peilaaminen kéytiin tekeméissi reaaliakselin suhteen. Peilaus
ympyran S(zp,r) suhteen taas méaéritelladn ehdolla
2

*

2’054—7"2 — |Zo|2 —
=3 ,

Z 2o+

|Z—Zo|2(z ) = Z—Z0
joten erityisesti 2* € z — 2y ja |2* — 20||z — 20| = 7? kaikilla z € C\{20}. Peilaus
yleistetyn ympyrdan K suhteen on siis Mobius-kuvauksen kompleksikonjugaatti, joka
lisdksi on itsensé kadnteiskuvaus ja kiinnittda joukon K pisteet. Jos nyt L € Mob ja
pK s PL(k) ovat peilauksia ympyréiden K, L(K') suhteen, pétee f := prx)Lpx € Mob
ja f(2) = L(2) kaikilla z € K. Tésté seuraa f = L eli Lpx = pr(x)L, mikd merkitsee
juuri pelipisteiden séailymisté kuvauksessa L.

Lauseessa 2.2 ndhddan ryhmén 3(B) koostuvan Mobius-kuvausten rajoittumista.
Sama pitee siten myds ryhmille X(H), silli X(H) = kX(B)k™! sopivalle Mbius-
kuvauksen rajoittumalle k : B — H. Néin ollen voidaan tulkita 3(B), X(H) < Mob.
Lauseen 2.1 todistuksessa kédytetéddn jalkimmaista tietoa, joten Lause 2.2 todistetaan
kayttamatta Lausetta 2.1. Lopuksi todetaan, ettd matriisikertolaskulla varustetulle
kadntyvien C-kertoimisten 2 x 2-matriisien ryhmélle GL(2, C) kuvaus

N a b aid + b

on surjektiivinen homomorfismi. Esimerkiksi kuvaukselle L(z) = (az + b)/(cz + d)
pitee siten L™(2) = (dz — b)/(—cz + a).
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Osoitetaan esitellyista tuloksista ldhtien jo luvun alussa lupailtu

LAUSE 2.1. Olkoon SL(2,R) matriisikertolaskulla varustettu reaalikertoimisten
2 X2 -matriisien, joiden determinantti on 1, ryhmd. Tdlloin kuvaus

SL(2,R)/{+I} = %(H) : i( . 2 ) — lejifz

on hyvin mddaritelty isomorfismi.

Tobistus. Olkoon L € X(H). Edelld todettiin X(H) C Mob, joten L voidaan
esittdd muodossa L(z) = (az + b)/(cz + d), ad — bc = 1. Koska L(R) = R, on

L(z) = L(Z) kaikilla z € R. Siis L ja Mobius-kuvaus z ~ L(Z) = (@z + b)/(cz + d)
ovat yksi ja sama kuvaus. Lisiksi ad — be = 1, joten

(@,b,¢,d) = £(a,b,c,d) eli a,bc,d€R tai a,b,cdciR.

Néin ollen

0 < Im L(i) = |ci + d|"*Im(ac + adi — bci + bd) = |ci + d|~2(ad — bc)
eli ad — be > 0, joten ehdon ad — be = 1 nojalla pitee tapaus a, b, ¢, d € R. Jos taas
oletetaan a,b,c,d € R, ad — bc = 1, niin kuvaukselle L(z) := (az + b)/(cz + d) on
L(R) =R, Im L(i) = |ci + d|~2 > 0 ja siten L € ¥(H). On siis niiytetty, etti kuvaus
a b ) . aid + b
c d cid+d

SL(2,R) — X(H) : (

on hyvin mééritelty surjektiivinen homomorfismi, jonka ydin on {£1}. Viite seuraa
nyt algebran ensimméisesté isomorfialauseesta. 0

Selvitetaan seuraavassa (kdyttaméttd Lausetta 2.1), millaisia ovat ryhmén 3(B)
alkiot. Erityisesti ndhdddn tulkinta ¥(B) < Mob.

LAUSE 2.2. Ryhmd ¥(B) koostuu Mobius-kuvausten rajoittumista

z+c

1+ecz’

missi ¢ € S, ¢ € B. Lisdksi vakiot (,c ovat yksikasitteiset kullekin L € X (B).

L:B—B, Liz)=¢

TobpIsTUS. On suoraviivaista tarkistaa, etté esitetty lauseke antaa ryhmén 3 (B)
alkion. Osoitetaankin ainoastaan véitteen toinen puoli. Olkoon L € 3(B). Merkitaan
c == —L7Y0) € B, jolloin siis kuvaus T : B — B : z + (2 + ¢)/(1 + ¢z) kuuluu
ryhmédn X(B). Siten myss LT, TL™! € X(B). Lisiksi LT'(0) = TL~(0) = 0,
joten Lauseen 1.12 nojalla

LT (2)| < [o] = [TL7HLT ()] < [LT7H(2)| eli [LTH(2)] = |2
kaikilla z € B. Edelleen Lauseen 1.12 nojalla LT~! on kierto eli on ¢ € S, jolle
IT ()= C> jasiten L(z)=(T(z) = gl':L_c kaikilla z € B
cz

Siis L on véitettyd muotoa. Annetulle L € ¥(B) lukujen (, ¢ yksikésitteisyys seuraa
ehdoista ¢ = —L71(0) ja ¢ = L(2)/T(z), kun z € B\{—c} ja kuvaus T on mééritelty
luvun ¢ avulla kuten todistuksen alussa. 0
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Merkintd. Olkoot o € R ja ¢ € B. Asetetaan

z4+c
1+¢cz

Ro(2) =€z ja Tu(z):= kaikilla 2 € B,
mikd maardd kuvaukset R,, 7. € X(B). Lauseen 2.2 nojalla ¥(B) koostuu kuvauksista
L = R,T., missi kuvaukset R, T, ovat yksikésitteiset (tosin luku « vain modulo 2).
Tunnetusti R, Rs = Ra4p, joten R;l = R_,. Samoin matriisivastaavuudesta seuraa,
ettd T C_l =T_.. Kuvauksia R,, T, nimitetdén vastaavasti kierroiksi ja translaatioiksi.
Tilanteen salliessa alaindeksit jatetddn pois nékyvistd. Merkitaan lisédksi

a+b
1+ab

axb:= (=Ty(a) € B) kaikilla a,b € B.
Talloin 'x’ on joukon B laskutoimitus, jonka neutraalialkio on 0 ja jonka suhteen
kaikilla @ € B on kdanteisalkio —a € B. Kiekon B halkaisijoilla (—(, {) jopa pétee

PROPOSITIO 2.3. Jokaisella ¢ € S pari ((—C, (), *) on Abelin ryhmd.

Tobistus. Koska neutraalialkio 0 sekd luvun a € (—(, () kéénteisalkio —a ovat
joukossa (—(, (), niin riittd4 osoittaa, ettd '+’ on joukon (—(, () kommutatiivinen ja
assosiatiivinen laskutoimitus.

Olkoon ensin ¢ = 1 ja olkoot a,b,c € (—1,1). Selvésti a x b = b a € R, joten "%’
on joukon (—1,1) kommutatiivinen laskutoimitus. Lisdksi

a+b

a+b itap T € a+b+c+ abe
(axb)*c= xC= = ,
1+ ab 1+1“:fbc 14+ ab-+ac+ be

misséd viimeinen muoto on invariantti lukujen a, b, ¢ permutaatioissa. Kommutoinnin
ja permutaatioinvarianssin nojalla

ax(bxc)=(bxc)xa=(axb)*c,
joten ’x’ on assosiatiivinen joukossa (—1,1). Olkoon sitten ¢ € S mielivaltainen.
Talloin
aC+b(  a+b
1+albl 1+ab
joten 'x” on myos joukon (—(, () kommutatiivinen ja assosiatiivinen laskutoimitus.

Siis ((—(,¢),*) on Abelin ryhmé kaikilla ¢ € S. O

ag * b¢ = ¢ = (axb)C,

Osoitetaan uusille merkinnoille kaksi "laskuséaéntoda”, joiden my6té voidaan valttaa
pistetasolle meneminen kuvauksilla L € ¥(B) laskettaessa.

LEMMA 2.4. Olkoot a,b,c € B ja ¢ € S. Tdlloin
TaTy = Ryurgraby Lasv J0 Rarg¢Te = TeeRargc -
TobisTus. Kiinnitetdén z € B, jolloin véitteet seuraavat laskuista

z+c  (z+(c
1+¢cz 14 (cCz

Rarg(Te(2) = C = TeeRargc(2)  Ja
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B b A a+tb
T, Ty(z) = 11, T O _(1—|—ab)z+a+b: 1+ab 2+ L

1L+aztt  1+ab+@+b)z  1+ab 1+ (222

1+ab
/14ab\? z+(axb)
- (|1+a1_)|) 1+ (axb)2
= Rzarg(1+a5)Ta*b<z) .

O

Osoitetaan seuraavassa heti Lemman 2.4 avulla, etté kierroilla R # —id on esitys
kolmen translaation yhdisteeni (ja kierrolla —id = R2 /o Siten kuuden). Erityisesti

Lauseen 2.2 my6ta translaatiot virittduat ryhmén X(B).

ProrosiTio 2.5. Olkoon o € R. Tdlloin R, = T,T,T. joillekin a,b,c € B, jos ja
vain jos e # —1.

Tobistus. Lemman 2.4 nojalla

Ry arg(l4+zw) — TszT—(z*w)
kaikilla z,w € B. Huomataan, ettd kuvaukset
BxB— B(1,1): (z,w)—~ 142w ja B(l,1) = (—m,7m):(— 2arg(
ovat surjektioita: edellinen, koska (asettamalla w = r) sen kuvajoukko sisdltda joukot
B(1,r), r € (0,1), ja jalkimmaéinen siksi, etté origosta puolitasoon {z € C: Re z > 0}
ldhtevét puolisuorat leikkaavat joukkoa S(1,1)\{0} ja siten myos joukkoa B(1,1).
Siispé surjektioiden yhdisteena kuvaus
B x B — (—m,7) : (z,w) — 2arg(l 4 zw)

on surjektio. Néin ollen R, = T.T,, T (s joillekin z,w € B, jos €™ # —1.

Oletetaan, ettd R, = T,1Ty1,, a,b,c € B. Lemmaa 2.4 kahdesti hyodyntamaélla

Ry = RQ arg(l—i—aE)Ta*ch = RQ arg(1+ab)+2 arg(l—i—(a*b)E)T(a*b)*C’

missd Lauseen 2.2 nojalla (a*b) *c =0 eli ¢ = —(ax*b) ja siten arg(1l + (a x b)c) = 0.

Nain ollen

Ro = Ryargrrapy el ele = gi2ars(l+ab) £ 1

9

missé erisuuruus seuraa tiedosta 2 arg(1 + ab) € (—, ). O

Annetaan téssid kohtaa hieman esimakua ryhmén ¥(B) aliryhmisté, joita aletaan
jatkossa etsid systemaattisemminkin kuvausten L € 3(B) kiintopisteiden avulla.

SEURAUS 2.6. Joukko O := {R,|a € R} sekd joukot Oy¢ = {T.|c € (—(,Q)},
¢ €S, ovat ryhmdan X(B) Abelin aliryhmid.

TobisTus. Kiertojen joukolle O viite on selvéd. Kiinnitetdadin ¢ € S. Kaikilla
c1,09 € (=, C) patee arg(1 4 ¢1¢z) = 0 ja siten Lemman 2.4 nojalla

Tc1 TCQ - RZ arg(1+cla)Tcl*02 - TCl*CQ .
Lisdksi Proposition 2.3 nojalla ((—(, (), *) on Abelin ryhmé ja kuvaus
(<_C7C)7 *) — G):I:C C— Tc

on surjektio, joten my6s ©4¢ on Abelin ryhma. O
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2.3. Kuvausten L € ¥(B) kiintopisteet

Varsinaista aliryhmétutkimusta varten siirretdén huomio nyt kuvausten L € ¥(B)
kiintopisteisiin joukossa B, kun tulkitaan ¥(B) C Mob. Lihestymistavan perustana
on tieto siité, ettd jokaisella Mobius-kuvauksella on vahintdén yksi kiintopiste ja etté
annetun joukon permutaatiot, jotka kiinnittdvét annetun pistejoukon, muodostavat
aina ryhmén kuvausten yhdistdmisen suhteen. Osoitetaan ensin, ettd ryhméssa 3(B)
kuvaukset jakautuvat kiintopistekayttaytymisensé perusteella kolmeen kategoriaan:

LEMMA 2.7. Olkoon L € X(B), L # id. Tdlloin yksi ja vain yksi seuraavista
ehdoista on voimassa:
- Kuvauksella L on tdsmdlleen yksi kiintopiste joukossa B.
- Kuvauksella L on tdsmdlleen yksi kiintopiste joukossa S.

- Kuvauksella L on tismdlleen kaksi kiintopistettd joukossa S.

TobIsTUS. Oletetaan ensin, ettd kuvauksella L on kiintopiste a € C\ S. Koska
L(S) = S ja kuvaus z — z~! =: z* on peilaus ympyrin S suhteen, pitee

L@"')=La*)=Lla) =a* =a "

Siten my6s @' € C\S on kuvauksen L kiintopiste. T#smiilleen toinen kiintopisteista
on joukossa B eikd muita kiintopisteitd oletuksen L # id nojalla 16ydy. Néin ollen
Lemman ensimmaéinen ehto kattaa tdsmélleen ne tapaukset, joissa kuvauksella L on
kiintopiste a € C\S. Jaljelle jaavit ehdot sisdltavat loput tapaukset ja ovat selvésti
erillisid. O

Seuraavan karakterisoinnin avulla ndhdaéan kétevésti, mihin Lemman 2.7 kiinto-
pistekategorioista annettu kuvaus R,T. € X(B) kuuluu. Samalla tulee niytetyksi,
ettd kategoriat ovat ei—tyhjia.

LAUSE 2.8. Olkoon L € 3X(B), L = R, # id. Tdlloin kuvauksella L on tasan
|

-yksi kiintopiste joukossa B, jos ja vain jos |c| < sin7.

o

-yksi kiintopiste joukossa S, jos ja vain jos |c| = sin7.

o
- kaksi kiintopistettd joukossa S, jos ja vain jos |c| > sin%.
Tobistus. Lemman 2.7 nojalla riittda osoittaa implikaatiot '=-". Voidaan olettaa
¢ # 0, jolloin pisteet —1 /¢, oo eivit ole kuvauksen L kiintopisteitd. Kun merkitdan
¢ = €', pitee kaikilla z € C\{—1/¢}
1-¢

z+c
L(z) = =z & 2
() =C1is =7 S

1-¢ 1—0(\2 c
< FT T i\/< % ) iz ¥

Oletetaan, ettd kuvauksella L on tasan yksi kiintopiste a € S. Ehdon (*) nojalla

11— 1— ¢
a = ——%C jasiten 1=la|® = | 4|Cé| ’

t=(==0
C
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missé

1-¢)* 1 1

—‘ 4C| = 5(1 — Re() = 5(1 — cos @) = sin® %. (xx)
Néin ollen sin % = |c| eli viite pétee ainakin téssd tapauksessa.

Muissa tapauksissa kuvauksella L on Lemman 2.7 todistuksen nojalla kiintopisteet
ay,ay € C\{0} (kiintopiste 0 vastaisi tilannetta ¢ = 0). Ehdon (x) nojalla

mta  1-¢

2 2c '
joten yhdessé ehdon (x%) kanssa
o +ao| _ [1=¢| _sinl§] ()
2 2|c] c]

Oletetaan ensin, ettéd esimerkiksi a; € B\{0}. Lemman 2.7 todistuksessa nihtiin,
ettd talloin ay = 1/ay . Siten
a1 +as| e +1  (Jaa| = 1)* + 2fay
2 2| | 2]ay |

eli ehdon (x*x) nojalla sin |C2“—‘ > |c|, kuten véitettiinkin.

Oletetaan sitten, ettd a, as € S. Tallin merkinnalld € = e~*(Argartarga)/2 phtee

5(1,2 _ ei(argaz—argm)/Q — eilargai—argaz)/2 — a
Lisiksi |arg(£a;)| = 3| arga; — argas| € (0,7), joten

o - al _ [t - $2l _ | Re(gay)| < 1.

Viite sin ‘%' < |c| seuraa nyt ehdosta (s:xx). O

Aiemmin todettiin, ettd jokainen L € Mo&b voidaan esittdd normaalimuodossa
L(z) = (az+b)/(cz 4+ d), ad — be = 1, jolloin nelikko (a, b, ¢,d) on etumerkkié vaille
yksikésitteinen. Néin ollen kuvauksen L normaalimuodon jiljen nelid,

tr*(L) := (a +d)?,

on yksikésitteinen. Jéljen nelion avulla voidaan esittdd Lemman 2.7 ehdoille vield erés
karakterisointi.

LAUSE 2.9. Olkoon L € X(B), L # id, esitetty normaalimuodossa. Kuvauksella L
on tdlldin tasan

- yksi kiintopiste joukossa B, jos ja vain jos tr*(L) € [0,4).

- yksi kiintopiste joukossa S, jos ja vain jos tr*(L) = 4.

- kaksi kiintopistettd joukossa S, jos ja vain jos tr*(L) > 4.
Tobistus. Olkoot L = R,T, ja b:=¢e'2/y/1 — |c[2. Talloin € = b/b ja siten

, bz +0b
L(z):e’“2+_c _ 2T (i,
IL+cz bez+b
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missé viimeisin on kuvauksen L normaalimuoto. Niin ollen
2a
cos” g

L= lef*”

tr?(L) = (b+ b)* = 4(Re(b))* = 4

joten tr?(L) > 0 ja kullekin jérjestysrelaatiolle R piitee
tr’(L) R 4 & COS2% R1-| & | R 1~ COSQ%

< | R sin%y

Viite seuraa nyt Lauseesta 2.8. 0

2.4. Kiintopisteet ja ryhmén Y(B) aliryhmiét

Téhéan asti on késitelty lahinné yksittédisten kuvausten kiintopistekéyttaytymistéa
jakamalla ne kolmeen kategoriaan kiintopisteidensé sijainnin mukaan, minké jélkeen
kategorioihin kuulumiselle on sitten annettu erilaisia karakterisointeja. Jatkossa sen
sijaan aletaankin tarkastella kiintopisteiden avulla méaaréttyja joukkoja sekéd niiden
aliryhmé&ominaisuuksia. Taté silmalla pitden esitellddn

Merkintd. Olkoot a,b € S, a #b, c € B ja ( € S. Asetetaan

Yop :={L €X(B): L(a) =a, L(b)=b},
Y.:={LeX(B): Llc)=c}ja
Ye:={LeX(B): L(z) =2z & z=(}U{id}.
Lisdksi merkitddn ¥y, := ¥, _, sekd £* := ¥\ {id} kussakin tapauksista. Aiempien
tulosten perusteella joukot ¥* siis koostuvat niistd ryhmén Y(B) kuvauksista, jotka

joukossa B kiinnittévit tdsmilleen merkinnéssé esiintyvit pisteet. Huomataan, etti
Seurauksessa 2.6 on oikeastaan jo todistettu

LEMMA 2.10. Joukot 3o, X1 ovat ryhmdn X(B) epdtriviaaleja Abelin aliryhmid.

TobisTus. Seurauksen 2.6 nojalla ja merkinndin riittdé osoittaa, ettd g = O ja
Y41 = O41. Ensimméinen viite on selvé, silld Lauseen 2.2 nojalla jokainen _L € X
on kierto ja toisaalta jokaisen kierron R # id ainut kiintopiste joukossa B on 0.

Jalkimméista vaitettd varten huomataan ensin, ettd O4, C X4, silla
+1+7r 1+7r

= =+ =+1 kaikillar € (—1,1).
L+r(£l) 1xr aikilla 7 € (=1,1)

Olkoon sitten L = Rayg¢1e € X41. Voidaan olettaa ¢ # 0, sillda muuten L = id € O4;.
Nyt pisteille z = 1 pétee

Lz =¢22o: & z:—l_ci\/<1_<>2+C%7

T (+1)

1+7c2 2¢ 2¢
jotka ensin ynnaamalla ja sitten kertomalla saadaan
1 —
0= 1% @i (=1 ja —1=-S el c=z.

c
Siis Rarg¢ = id, ¢ € R ja néin ollen L =T, € O4;. O
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Seuraava aputulos paljastaa, kuinka jokainen L € 3(B) on joukon X, ¥; tai
Y11 alkion konjugaatti. Lisdksi ndhdéén, ettd kyseinen joukko seké (erds) konjugoiva
kuvaus méaaraytyvat yksikéasitteisesti kuvauksen L kiintopisteista.

LEMMA 2.11. Olkoon L € %(B), L # id. Tdilléin kuvauksella L on joukossa B
tasmdlleen

- yksi kiintopiste ¢ € B, jos ja vain jos L = T,RT. ', R € X},

-yksi kiintopiste €' € S, jos ja vain jos L = RaiR(;l, Le P34

- kaksi kiintopistettd a,b € S, jos ja vain jos L =I1TI"', T € ¥4,
missd | € ¥(B), (1) = {a,b}. Lisdksi (erds) tdllainen | mddrittyy
yksikdsitteiselld tavalla pisteistd a, b.

ToDISTUS. Selviistikin kaksi ensimmiistd ekvivalenssia péteviit, ja jos L = [T~}
kuten kolmannessa, on kuvauksella L eri kiintopisteet a,b € S. Voidaan siis olettaa,
ettd kuvauksella L on kiintopisteet a,b € S. Merkinnills ¢ := e~@rgatarsb)/2 pitee

S(I _ 67L(arga—argb)/2 7£ +1 ja Sb _ ei(argb—arga)/Q _ 5_a7

joten on yksikésitteinen ¢ € {a, &b}, jolle Im ¢ € (0, 1]. Edelleen on yksikésitteinen
r € (—1,1), siten ettd
(T 1+4C

TT(C)—1+TC=Z _Zl——z(’
silla tiedon I'm ¢ € (0, 1] myota
14+i¢]* 2+i(¢(—¢) 1—1Im¢( .
1= 2-i(¢-¢) 1+Im(

Lisaksi

— C+r C+r - ‘
T.(¢) = = =1=—1,
Q=112 (=)
joten oletuksen L # id nojalla
T := (R /2T Rarg¢) LRy 2T Ravge) ™' € 344

Asetetaan | := (Ry/2T, Rarge) ™", jolloin | € X(B), I(£1) = {a,b} ja L = ITI™". Siis
L on viitettyd muotoa, ja koska & méaariteltiin pisteiden a,b avulla, minké jéilkeen
tuloista &a, &b valittiin yksikésitteinen (, joka méarasi luvun r, riippuu kuvaus [ ndin
madriteltynd vain pisteista a, b. U

Kiintopisteiden avulla 16ydetdin viela erds ryhmén X (B) aliryhmétyyppi, kun
jokaisella ( € S asetetaan

o= {LeS(B): L) =C}.
Télloin X¢ C F ja tarkemmin
Fr= || =5 uxe,
acS\{¢}

kun merkinnalld tarkoitetaan joukkojen erillista yhdistetté. Todistetaan Lausetta 2.14
varten vield Lemman 2.10 vastine joukoille >, Fi:
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LEMMA 2.12. Joukot ¥ ja Fy ovat ryhmdan X(B) epdtriviaaleja aliryhmid, joista
ensimmdinen on Abelin ryhmd ja jalkimmdainen ei.

TobisTus. Bijektiolla on aina kédénteiskuvauksensa kanssa yhteiset kiintopisteet.
Liséksi, jos yhdistettavilla kuvauksilla on yhteinen kiintopiste, on se myos yhdistetyn
kuvauksen kiintopiste. Joukon F} aliryhmyys seuraa edelld mainitusta, silla triviaalisti
id € F} C 3(B). Sen sijaan joukon ¥ aliryhmyytté varten pitda liséksi osoittaa, etté
Y21 on vakaa kuvausten yhdistdmisen suhteen.

Muistutetaan vield, ettd X7 koostuu niistd ryhmén 3(B) kuvauksista, joiden ainut
kiintopiste on 1. Niinpd Lauseen 2.8 seki siind esiintyvien ehtojen (x) ja (#*) nojalla
L = R,T, € ¥, tasmaélleen silloin, kun
(—1

5 (%)
Edelld on otettu huomioon myés tapaus ¢ = 0, jossa ( = 1 ja L = id. Tulevia laskuja
varten huomataan, ettd ehdossa (x)

(:=e*cS\{-1} ja c=

Olkoot Ly, Ly € ¥ elimuotoa Ly = Rag¢,Te,, Lo = Rarg ¢y Ie,- Lemmaa 2.4 toistuvasti
hyodyntamalla
LyLy = Rarg¢; 1oy Rarg o Ter = Rarg(éléz)Ti

Gac1 TC2
=R

arg(<1<z)+2arg(l@c@)T@q)*cQ )

missé ehdon (xx) nojalla arg(1 + (¢16) = arg(1 — ¢1¢2) ja yhdessi ehdon (%) kanssa

GG-D+G-1_1 GG

— Co 1
(CQCI) * Co = CQC:'— ©2 = — — .
1+ Gac 2 I —cieo 2 1—-c

Siten, koska (1(5 = (21 ja c1¢o = coc1, my6s L1 Ly = LoLq. Néin ollen joukon >3 alkiot
kommutoivat keskenddn. Lisdksi ¥; on vakaa, silld ehdon (x) sekéd edelld lasketun
nojalla saadaan

-1 1— 2
L1L2 — RarggTC € 21 = 2E+ 1 = C <~ Clcz—_ + ]_ = ClCQ (ﬂ)
1—-vcic 11— cre9]
& GG =t = GG(l —cic)
& —ac = —Gcie,

missé viimeinen yhtésuuruus on ehdon (xx) my6té voimassa. Siis X1 on ryhmén 3(B)
Abelin aliryhmé, joka ehdon (%) nojalla on epétriviaali.

Todistuksen alussa joukko Fj todettiin jo ryhmén 3(B) aliryhméksi. Se on myos
epatriviaali, silld selvisti ¥, C Fy # X(B). Olkoot L € F1\X¥y, | € 37, ja olkoon
a € S\{1} kuvauksen L toinen kiintopiste. Talloin LI # [L, silld muuten

Li(a) =1L(a) =1(a) eli I(a)€ {1,a},

mika on mahdotonta kuvauksen [ seké pisteen a valintojen nojalla. Néin ollen Fj ei
ole kommutatiivinen. O
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Lemman 2.10 mukaan Yy, Y4 ovat Abelin ryhmid. Lemman 2.12 todistuksessa
sen sijaan niytettiin, ettd ryhma 3; on kommutatiivinen, mutta joukon F;\%; alkiot
eivit kommutoi joukon X7 alkioiden kanssa. Nama ovat erikoistapauksia yleisemmisté
tuloksista (ks. [8, 72]): mikéli kuvauksilla Ly, Ly € M6b on samat kiintopisteet, ne
kommutoivat, ja jos Ly, Ly € Mob\{id} kommutoivat, on niilld samat kiintopisteet
tai L? = L3 = id. Lihtien nistd tuloksista todistetaan

LAUSE 2.13. Kuvaukset Ly, Ly € X(B)\{id} kommutoivat, jos ja vain jos niilli
on samat kiintopisteet.

TopisTus. Olkoon L = Ray T € X(B), L? = id. Lemman 2.4 nojalla
L2 = R2 arg{TZcTc = RQ arg (+2 arg(l—&—EcE)T(Zc)*c = R2 arg(f+|0|2)T(Zc)*c’

joten Lauseen 2.2 mukaan arg(¢ + |c|?) € {0,7} eli ¢ = £1 ja edelleen (&c) x ¢ = 0
eli £¢ = —c. Néin ollen

L eX(B)\{id}, L* =id, josjavainjos L=-T, c€ B. (%)

Olkoot c1,co € B eri pisteitd ja Ly := —T,,, Ly := —T,,. Lauseeseen johdattelun
sekd ehdon (%) perusteella riittdé osoittaa, ettd kuvaukset L, Lo eivdt kommutoi.
Lemman 2.4 mukaan

LILQ - RQarg(l—qa)T(—cl)*cg ja L2L1 - R2arg(1—cza)T(—cg)*cl 3

joten ehdosta LiLy = LyL; seuraisi Lauseen 2.2 ja tiedon ¢; # ¢3 nojalla

—C1 + Co —Co + (1
— — (— :> —
(Fa)re=(-a)*a l—ce 11—
1—616 2
9 e s\ (-1

Viimeinen yhtélé on kuitenkin epétosi, joten kuvaukset Lq, Ly eivat kommutoi. [

Esitetddn vihdoin tulos, jossa on koottuna kiintopisteiden avulla méaédrdaytyneet
ryhmén Y(B) aliryhmét sekd niiden algebrallisia ominaisuuksia. Olkoot seuraavassa

ceBja,£eS, (#E

LAUSE 2.14. Joukot 2., X¢¢, 3¢ ja Fy ovat (vastaavassa jarjestyksessad) joukkojen
Yo, X1, X1 ja Fy konjugaatteja ryhmdassi 3(B). Erityisesti ne ovat ryhmdn %(B)
epdatriviaaleja aliryhmid, joista kolme ensimmdistd on Abelin ja viimeinen ei.

Tobistus. Kuvauksella L € ¥(B) konjugointi on ryhmén 3(B) automorfismi ja
sdilyttad kiintopisteiden lukuméaérdn. Niinpa
Ye=T.NTo " ja See=13407",
missé [ € X(B), I(£1) = {¢, &}, on kuten Lemmassa 2.11. Vastaavasti merkinnalld
R := R pétee
Ye=RY R ja F,=RFR".

Joukoille X, X¢ ¢ viitteet seuraavat Lemmasta 2.10, joukoille X, F: Lemmasta 2.12.
O
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HuomAuTUS 2.15. Lauseessa 2.1 osoitettiin, ettd ryhmé X (H) koostuu Mobius-
kuvauksista z — (az 4 b)(cz +d), joille normaalimuodossa a, b, ¢, d € R. Lausekkeesta
on suoraviivaista selvittéd, ettd ryhméssia X (H) joukkojen ¥, Y1, ¥ ja Fy vastineet
(kuvauksella k : B — H : z — (2 + 1)/(iz — i) konjugoinnissa) ovat merkinnoiltaéan
tassd vaiheessa jo ilmeiset joukot

{i<
=
(

cosa —sina
tae Ry,
sina cos

) a>0},

a b
0 at

missé hyodynnettiin Lauseen 2.1 matriisivastaavuutta. Ryhméssi X (B) lukua o € R
vastaa kierron parametri 2« (eli ylla f = « modulo 7 antaa saman kuvauksen), ja
ryhméssi Fiy,(H) lukuja a > 0, b € R vastaa kuvaus z — a?z + ab.

Huomionarvoista on, ettd kun matriisiryhmé SL(2, R) varustetaan avaruuden R*
topologialla, ovat esitetyt aliryhmét yhtenéisten joukkojen jatkuvia kuvia ja sellaisina
yhtenéisi (tekijikuvauksen koindusoimassa topologiassa). Lahteessi [12, 201-202] on
osin todistettu véite, jonka mukaan ryhmésséd SL(2,R)/{xl} ei konjugointia vaille
muita epétriviaaleja yhtenéisid aliryhmié olekaan. Esittdméttomét laskut vaatisivat
Lien ryhmien ja algebrojen tuntemusta eikéd niiden validiuteen oteta téssé kantaa.
Asiaa kuitenkin sivutaan Luvussa 6 avaruuden (G yhtendisyyskomponentin C'(idg)
osoittautuessa samalla ryhmén ¥(G) aliryhméksi.

):a>0,b€R},



LUKU 3

Metrinen avaruus X (G)

Olkoon @ # A C C sekd X, := {f : A — C rajoitettu kuvaus}. Varustetaan
joukko X 4 sup-metriikalla d eli asetetaan
d(f1, fo) :=sup|fi(z) — fa(2)| kaikilla fi, fo € X 4.

z€A
Erityisesti tapauksessa A = G myo6s alueen GG konformisten itsekuvausten joukko
¥ (G) C X¢ varustettuna metriikan d rajoittumalla on metrinen avaruus. Metriikoille
d seké niiden rajoittumille kdytetddn samaa merkintdd, ja suppenemista merkitdan
kussakin metriikassa symbolilla '=>’. Suppeneminen avaruudessa (3(G), d) merkitsee
siis kuvausten tasaista suppenemista alueessa G euklidisen metriikan suhteen.

Téssé luvussa tutkitaan avaruuden X(G) metrisid ja topologisia ominaisuuksia
siind méadrin kuin on mahdollista turvautumatta Luvussa 4 rakennettavaan reuna-
alkioteoriaan. Heti kohdassa 3.1 osoitetaan, ettd avaruus X(G) on aina tidydellinen
ja ei~kompakti. Lisdksi tutkitaan isomorfismin ¢ : ¥(B) — X(G) jatkuvuutta, jota
joukon OG lokaalin yhtendisyyden huomataan karakterisoivan. Lopuksi avaruuden
Y (@) separoituvuutta tutkimalla selvidd, ettd sama lokaali yhtendisyys karakterisoi
jopa avaruuksien (@) ja ¥(B) homeomorfisuuden.

Aloitetaan todistamalla yksinkertainen mutta tirked aputulos, johon viitataan
toistuvasti loppututkielman ajan. Lemman 3.1 merkittdvyys perustuu siihen, ettd
sen myota avaruuden Y(G) metrisen rakenteen tarkastelu voidaan palauttaa pisteen
idg ymparistoon. Tulos kertoo oleellisesti, ettéd "oikealta kertominen” on avaruuden
¥(G) isometria.

LEMMA 3.1. Olkoot A, A" C C ja g: A" — A surjektio. Talloin
d(f1, f2) = d(f19, f29) kaikilla fi, fo € Xa.
Erityisesti jokaisella ¢g € X(G) kuvaus ¢ — ¢¢g on isometria avaruudelta ¥(Q)
itselleen ja d(¢o,idg) = d(¢y ', idg).
TobDISTUS. Ensimmaéinen vaite siis kuuluu, etta

sup |f1(2) = fo(2)] = sup [fag(w) = fag(w)]

ja se on triviaali, silld oletusten nojalla g(A’) = A.

Olkoon ¢y € X(G). Koska X(G) on ryhmi, on ¢;' € X(G) ja ehdot ¢ +— ¢pit
médradvat toistensa (bijektiiviset) kddnteiskuvaukset 3(G) — X(G). Isometrisyys
sek# yhtiasuuruus d(¢y,idg) = d(¢y*,idg) seuraavat ensimméisesti viitteest. O

Merkintd. Jatkossa todistusten sisilld kuljetaan edestakaisin avaruuksien ¥(B) ja
Y(G) vililld. Koska kuvaukset ®*! pysyviit koko ajan muuttumattomina, on kiiteviii
kéayttaa merkinnéllistd vastaavuutta ¢ <+ L. Kaytdnnossa toimitaan siten, etté jos on
esimerkiksi kiinnitetty alkio Ly € 3(B), niin ilman eri mainintaa ¢q := ®(Lg) € 3(G)

29
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— ja vastaavasti toisin pdin. Alaindeksien ohella muutkin tunnisteet siirtyvit, kuten
tapauksessa ¢ € X(G), jolloin sanomattakin L := ®~1(¢) € 3(B).

3.1. Avaruuden X(G) tiaydellisyys

Avaruudelle ¥(G) 16ydetddn joitakin alueesta G riippumattomia ominaisuuksia.
Niista taydellisyyden todistamiseksi tarvitaan viela

LEMMA 3.2. Olkoon (L) jono Mébius-kuvauksia, joka suppenee kolmessa pistees-
sd kohti eri lukuja. Talloin L, — L kaikkialla, missd L € M&b.

TobisTus. Olkoot a,b,c € C pisteet, joissa oletettu suppeneminen tapahtuu.
Kun z = a,b, ¢, merkitédén z;, := L,(z) ja 2’ := limz]. Kayttamalld tarvittaessa
apuna Mobius-kuvauksia voidaan olettaa, ettd mainitut pisteet ovat dérellisia. Niinpé
kaksoissuhteesta saadaan kaikille z € C\{a, b, ¢, L, (c0)}

a—c b—=z a,—dc, b —L,(z)

la,b, ¢, 2] = [a,, b, c,, L,(2)] < ==

nr Yns bno ' ’
a—b c—z a,=b, c,— Ly(z)

Ln(z)—b;_d, z—0b

Lo(z)—¢, ~— T"z—c’
missé
g2 a, — U, a—c a'—b’i.d,
" a—b ad —c, a—b a—c
Siten kaikilla z € C pétee
—c (d,=2) + b, —d(d=2) +
L,(z) = — s — =: MyM,(z),
(=) —(d, =) 4+ 1 —(d=t) +1 2M1(2)
missd My, My € Mob, silld det(M;) = d'(b—¢) # 0 ja det(My) = b — ¢ # 0. Siis
L, — M5M; € Mob kaikkialla. U

Seuraavat avaruuden X (G) ominaisuudet on todistettu jo lihteessd [4, 229-230].
Erikoisuutena kuitenkin mainittakoon, ettd nyt esitettdvéssa todistuksessa valtetddan
Jordanin kéyrélauseen (tai vastaavan) kdytto taydellisyystodistuksen lopun osalta.

LAUSE 3.3. Avaruus X(G) on aina tdaydellinen ja ei—kompakti.

Tobistus. Fi-kompaktius: Olkoot a,b, € B, siten ettd b, — S. Merkitddn

Ly, =Ty, T o € $(B), jolloin Ly(a) = b, ja
¢n(h(a)) = hL,h™"h(a) = h(L,(a)) = h(b,).
Jos X(G) olisi kompakti, niin jonolla (¢,,) olisi osajono (¢,,) seki ¢ € X(G) siten,
ettd ¢,, = ¢. Erityisesti patisi
h(bn,) = ¢n, (h(a)) — ¢(h(a)) € G.

Té&ama4 on kuitenkin mahdotonta, silla b,, — S, joten kuvauksen h homeomorfisuuden
nojalla h(b,,) — 0G.

Téydellisyys: Olkoon (¢,) avaruuden 3(G) Cauchy-jono. Téll6in

|0n(2) — O(2)| < d(bn, ) kaikilla z € G, (%)

joten (¢,(z)) on téydellisen avaruuden C Cauchy-jono jokaisella z € G. Siten on
kuvaus ¢ : G — G, jolle ¢, — ¢. Koska (¢,) on Cauchy-jono sup-metriikassa d,
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on ehdon () nojalla jopa ¢, = ¢. Lauseen 1.15 mukaan ¢ on nyt joko vakio tai
analyyttinen injektio. Ei kuitenkaan voi olla ¢ = ¢, silld ehdosta ¢, = ¢ seuraisi
diam(G) = diam(¢,(G)) — 0. Siis ¢ on analyyttinen injektio, jolle Lauseen 1.14
nojalla patee ¢(G) C G.

Ehdon ¢,, — ¢ sekéd kuvauksen h konformisuuden myéta L, € ¥ (B) suppenee
pisteittdin kohti analyyttisti injektiota h='¢h : B — B. Erityisesti L, suppenee
kolmessa pisteesséd kohti eri lukuja, joten Lauseen 2.2 sekd Lemman 3.2 nojalla on
L € Mob, jolle L,, — L kaikkialla. Koska L, (S) = S ja L,(0) € B kaikilla n, pétee
L(B) = B. Niin ollen

#(G) = hh'¢h(B) = hL(B) = h(B) = G .

Siis ¢, = ¢ € X(G), joten X(G) on taydellinen. d
3.2. Homeomorfismi v : T — X(B)

Vaikka avaruuden ¥(G) topologiset ominaisuudet riippuvat pitkélti alueesta G,
voidaan eri tapauksia jossakin mé&arin luokitella. Lauseessa 3.15 esimerkiksi ratkeaa
taydellisesti, milloin 3(G) on homeomorfinen toruksen eli avaruuden T := S x B
kanssa. Lauseessa 3.4 ndhdéén jo, ettd ainakin X(B) ~ T. Tatd varten palautetaan
mieliin, ettd Lauseen 2.2 nojalla ¥(B) koostuu kuvauksista L = Rae 1, missi ¢ € S,
c € B ovat yksikéasitteiset. Nain ollen kuvaus

V:T—X(B), 9 c)=RagcTt,
on hyvin mééritelty bijektio. Tamén pohjalta todistetaan
LAUSE 3.4. Kuvaus 9 on homeomorfismi.

TopisTus. Kuvauksen 97" jatkuvuus: Olkoot Lo, L € X(B) ja (o, co), (¢, c) € T
niité vastaavat parit. Téalloin

__~Gtc | lc — co
1+ E(—Co) - 2 '
joten ¢ — ¢o, kun L — Lg. Olkoon a € B\{—¢q}. Talléin |T,,(a)| > 0 ja
| L(a) = Lo(a)| = ¢ Te(a) — CoTe (a)]
> [C = CollTey (@) = [C]|Te(a) — Tey(a)]

| L(—co) — Lo(—co)| = |0

eli

|Tey (@)]|€ = Gol < |Te(a) — Teo(a)| + |L(a) — Lo(a)] .-
Kuvaus ¢ +— T.(a) on jatkuva joukossa B, ja edelld osoitettiin, ettd ¢ — ¢o, kun
L — Ly. Siten myos ( — (o, kun L — Ly. Néin ollen

(Cosc0) — (C,¢), kun L — Lo,
joten triviaalisti myos
(COa CO) — (<7 C)’ kun L = LO-

Kuvauksen ¥ jatkuvuus: Olkoot ((o,co), (¢,¢) € T seké Lo, L € ¥(B) vastaavat
kuvaukset. Télloin jokaisella z € B pétee

[L(2) = Lo(2)| < ¢ = Col|Tey (2)] + [CI|Te(2) = Tey (2)]
< |C - C0| + |Tc(z) - Tco(z)l :
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Liséksi edella
zZ+c Z+Cy
Tz) = T = |10, ~ T3
_Je—co— (€ —Gy)2* + (¢t — Tep) 2]
B |1 +cz||1+ oz
< le=col + [e=al|2* + (Ielle — 2 + [elle = col) 2]
- (1= [ellz[)(1 = |eol|=])
4|c — ol

S A= e’

joten

4]c — ¢
d(L, L -
(L Lo) < 16 = Gl + T a = D

kun (¢, ¢) — (o, ¢o)- d

—0 eli L= L,

HuoMmAuTUS 3.5. Lauseen 3.4 todistuksessa osoitettiin, ettd avaruudessa 3(B) jo
pisteittiisestd suppenemisesta seuraa tasainen suppeneminen joukossa B. Nimittéin
todistuksen merkinnéin néytettiin, ettd jos L — Ly eri pisteissid —cg,a € B, niin
(¢,e) — ((o, o), misté edelleen seuraa L == Lg joukossa B. Samaan tulokseen
paddyttéisiin myos peilauksen z +— 1/Z jatkuvuuden, Lemman 3.2 ja Lauseen 1.16
avulla, kunhan jalkimmaéistd varten huomataan kuvauksen L navan olevan pisteen ¢
peilipisteen vastaluku.

Homeomorfismin ¢ my6ta avaruuden 3(B) topologiset ominaisuudet ovat samat
kuin toruksella T. Niistd ainakin seuraavien toteutumista avaruudessa %(G) tullaan
vield tarkastelemaan:

SEURAUS 3.6. Avaruus X(B) on separoituva, yhtendinen, polkuyhtendinen, lokaa-
listi kompaktu, lokaalisti yhtendinen ja lokaalisti polkuyhtendinen.

3.3. Kuvaukset ®*!' ja jatkuvuus

Tarkastellaan seuraavassa isomorfismien ® : $(B) — %(G) : L — hLh™ (= ¢) ja
®~! jatkuvuutta. Erityisesti ollaan kiinnostuneita siité, milloin ® on homeomorfismi.
Tuohon ongelmaan annetaankin téaydellinen vastaus Lauseessa 3.11. Ensin kuitenkin
osoitetaan Huomautuksen 3.5 avulla, ettéd yleisesti pétee

LAUSE 3.7. Kuvaus ®~1 on jatkuva.

Tobistus. Olkoot ¢, ¢, € 3(G), ¢, = ¢. Erityisesti ¢, — ¢, joten kuvauksen
h~! jatkuvuuden nojalla

L(z) = h™'(¢(h(2))) = lim b~ (¢n(h(2))) = lim L,(2)

n—oo

kaikilla z € B. Toisin sanoen L, — L, mistd Huomautuksen 3.5 nojalla seuraa
L, = L. Niin ollen ®~! on jatkuva. 0

Kuvauksen @ jatkuvuus sen sijaan riippuu joukon OG rakenteesta. Varsinaisen
tuloksen todistamiseksi tarvitaan vield

LEMMA 3.8. Jos d(hRy, h) — 0, kun o« — 0, on kuvaus h tasaisesti jatkuva.
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TopisTus. Koska B on kompakti, on h tasaisesti jatkuva, jos silld on jatkuva jatke
joukkoon B. Jatke loydetéiin helposti, mikili kaikilla ¢ € S on raja-arvo lim, ¢ h(2).
Lemman 3.1 ja kiertojen kommutoinnin nojalla d(hR,, h) = d((hR)R,, hR) jokaiselle
kierrolle R, joten riittd& osoittaa raja-arvon olemassaolo pisteessa ¢ = 1.

Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan on o € (0, 7), siten etti

d(hRy, h) < § kaikilla o € (—ag, o). ()

Lauseen 1.26 nojalla loytyy 6 € (=%, %), jolle radiaaliraja-arvo lim,_,;_ h(re®) on

olemassa. On siis ry € (0,1), siten etté
|h(re?) — h(se)| < % kaikilla 7, s € (19, 1) . (%)

Olkoot z,w € {re’® : r € (ro,1), a € (—%, %)} =: A eli muotoa z = re®, w = se’’.

Talloin r, s € (ro, 1) ja |6 — af, |0 — 5] < ap, joten ehtojen (x) ja (xx) perusteella
[h(2) = h(w)] < [h(z) = h(re”)| + |h(re”) = h(se”)| + [A(se”) — h(w)]
= |h(2) = hRg—a(2)] + [n(re”) — h(se”)| + [hR—s(w) — h(w)]
<E€.
Viite seuraa, silla C on tdydellinen ja B(1,5) N B C A pienilld 6 > 0. O

Kuvauksen @ jatkuvuudelle voidaan nyt esittdd alueen G reunan avulla varsin
konkreettinen karakterisointi. Huomattavaa on, ettd kuvauksen ® jatkuvuus ei riipu
valitusta konformikuvauksesta h : B — G.

LAUSE 3.9. Kuvaus ® on jatkuva, jos ja vain jos 0G on lokaalisti yhtendinen.

Tobistus. Lauseen 1.28 myo6téa jalkimmaéainen ehto voidaan korvata vaatimuksella
kuvauksen h tasaisesta jatkuvuudesta. Oletetaan ensin, ettd h on tasaisesti jatkuva.
Olkoon € > 0. Tasaisen jatkuvuuden nojalla on § > 0, siten etta

|h(wy) — h(wy)| < € kaikilla wy, wy € B, |wy —we| < 9.

Olkoot Ly, Ly € X(B), d(Ly, Ly) < §. Merkitiddn wy, := Lj(h'(2)) kaikilla 2 € G.
T&lloin wy, we € B, |wy — we| < 9§, ja siten

|01(2) — d2(2)| = [h(wy) — h(ws)| < ¢ kaikilla z € G .

Siis d(¢1, ¢2) < € ja néin ollen kuvaus ® on (tasaisesti) jatkuva.
Oletetaan sitten, ettd ® on jatkuva. Koska

d(Rq,idg) = sup |e“w — w| = [e* — 1| — 0, kun a — 0,
weB

pétee nyt ®(R,) = ®(idp) = idg, kun @ — 0. Lemman 3.1 nojalla siis
d(hRu, h) = d(®(Ry),ide) — 0, kuna —3 0,
joten Lemman 3.8 mukaan h on tasaisesti jatkuva. U

HuomAuTUs 3.10. Lauseen 3.9 todistuksesta ndhdéaén, ettd mikéli kuvaus & on
jatkuva, on se jopa tasaisesti jatkuva. Lisdksi huomataan, ettd jatkuvuuteen riittaa
jo jatkuvuus pisteessé idg kiertojen joukkoa pitkin.

Lauseiden 3.7, 3.9 ja 3.4 myota voidaan muotoilla kaksi tulosta:
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LAUSE 3.11. Kuvaus ® on homeomorfismi, jos ja vain jos joukko OG on lokaalisti
yhtendinen.

SEURAUS 3.12. Jos 0G on lokaalisti yhtendinen, on avaruus 3(G) homeomorfinen
toruksen T kanssa. Erityisesti avaruus X(G) on talloin separoituva, yhtendinen, polku-
yhtendinen, lokaalisti kompakti, lokaalisti yhtendinen ja lokaalisti polkuyhtendinen.

3.4. Separoituvuus ja X(G)

Avaruuden Y(G) separoituvuus otetaan nyt erilliskésittelyyn, koska sille voidaan
esittédd karakterisointi reunan 0G avulla. Vastaava tulos on mainittu ilman todistusta
ldhteessd [12, 201], mutta se esitetdédn tissd todistuksineen. Lauseen 3.14 (ja samalla
Lemman 6.16) todistusta varten tarvitaan seuraava aputulos, jonka alkuosan todistus
on esitetty ldhteessd [6, 96-97].

LEMMA 3.13. Joukko ®~*(B(idg, €)) C X(B) on suljettu kaikilla € > 0 ja kompakti
pienilld e > 0.

TopisTus. Olkoot € > 0 ja K := ®~1(B(idg, €)). Osoitetaan, etti K, on suljettu.
Jos L € ¥(B)\ K., niin ¢ € 3(G)\B(idg, €) eli

|h(Lh™*(a)) — a| = |¢(a) — a|] > € jollekin a € G
Talloin kuvauksen h jatkuvuuden nojalla on r > 0, jolle
|h(2) —a| > ¢ kaikilla z € B(Lh™'(a),r).
Jos L € B(L,r), niin Lh~"(a) € B(Lh™'(a),r) ja siten
6(a) —al = W(Lh" () —a] > €.

Niin ollen ¢ € ¥(G)\B(idg,e€) eli L € X(B)\K,. Siis B(L,7) C %(B)\ K., joten
¥(B)\ K, on avoin ja K, suljettu.

Oletetaan, ettd € € (0, dist(h(0),0G)). Osoitetaan, ettd 1oytyy s € (0,1), siten
ettéd |c| < s kaikilla L = RT, € K.. Jos téallaista s ei olisi, 16ydettéisiin kuvaukset

L, € K., sitenettd |L,(0)=|c,| — 1.
Talloin kuvauksen h homeomorfisuuden nojalla
b, € B(idg,€), on(h(0)) = h(L,(0)) — 0G.
Néin ollen
dist(h(0),0G) < |h(0) — ¢, (h(0))| + dist(¢,(R(0)), 0G)
< e+ dist(¢,(h(0)),0G) — €

eli dist(h(0),0G) < €, mikd on vastoin luvun e valintaa.
Olkoon siis s € (0,1) kuten edelld. Lauseen 3.4 homeomorfismille ¢ pétee nyt

97U K,) C S x B(0,s).

Todistuksen alkuosan nojalla K. on suljettu, joten sen homeomorfisena kuvana myds
91 (K.) on suljettu. Kompaktin joukon S x B(0, s) suljettuna osajoukkona 9! (K,)
on kompakti, joten sen jatkuvana kuvana myos K, on kompakti. U
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Seuraavan tuloksen nojalla avaruus 3(G) on separoituva vain silloin, kun 0G on
lokaalisti yhtendinen. Todistuksessa hyodynnetdin Bairen kategorialausetta, jonka
kdyton avaruuden X(G) taydellisyys mahdollistaa.

LAUSE 3.14. Avaruus X(G) on separoituva, jos ja vain jos joukko OG on lokaalisti
yhtendinen.

TobIsTUS. Jos JG on lokaalisti yhtendinen, on (&) Lauseiden 3.4 ja 3.11 nojalla
homeomorfinen separoituvan avaruuden T kanssa ja siten itsekin separoituva.

Oletetaan, ettd ¥(G) on separoituva. Olkoon A C ¥(G) separoituvuuden takaama
numeroituva ja tihed joukko. Osoitetaan, ettd ® on jatkuva pisteessd idpg, jolloin
Huomautuksen 3.10 sekéd Lauseen 3.9 nojalla 0G on lokaalisti yhtenéinen.

Olkoon € > 0 ja K, := ® ' (B(idg,€)). Joukon A tiheyden ja Lemman 3.1 nojalla

(@) = B,e) = | Blide, )¢,
PpeA N\
joten kuvauksen ®~! isomorfisuuden myotéi
»(B) = @—1< | Blide, e)¢) - K.
PpeA le®-1(A)

Lauseen 3.3 mukaan X(B) on taydellinen ja Lauseen 1.2 nojalla siis 2. kategoriaa.
Indeksijoukko ®~!(A) on numeroituva ja Lemmojen 3.13 seki 3.1 nojalla joukot K
ovat suljettuja, joten on avoin joukko V. C 3(B) seki kuvaus [y € ®~1(A), joille

o +£V, C K.

Olkoon L, € K. siten, etti Loly € V.. Tallgin joukko V, = Vi;'Ly' ¢ K. Lg*
on Lemman 3.1 nojalla pisteen idg ympaéristo. Jos nyt L eV, niinon L € K,
jolle L = LLy*'. Erityisesti ¢, ¢y € B(idg, €), joten kuvauksen ® isomorfisuuden ja
Lemman 3.1 nojalla

d(é? ldG) - d(¢¢617 1dG) - d(¢7 ¢0> S d(¢7 ldG) + d(ldG7 ¢0) S 2€.
Siis ®(V,) C B(idg, 2¢) ja niin ollen ® on jatkuva pisteessé idg. O
Téassé luvussa todistettuja tuloksia yhdistelemélld saadaan

LAUSE 3.15. Avaruus ¥(G) on homeomorfinen toruksen T kanssa, jos ja vain jos
joukko OG on lokaalisti yhtendinen. Erityisesti, jos kuvaus ® ei ole homeomorfismi,
niin ei ole olemassa muutakaan homeomorfismia ¥(B) — 3(G).

TobisTus. Jos X(G) ~ T, on 3(G) separoituva. Télloin Lauseen 3.14 nojalla 0G
on lokaalisti yhtenéinen. Jos taas 0G on lokaalisti yhtenéinen, niin Seurauksen 3.12
mukaan X(G) ~ T. Oletetaan sitten, ettd X(G) ~ 3(B). Nyt ¥(G) ~ T Lauseen 3.4
nojalla, joten todistuksen alun perusteella OG on lokaalisti yhtenéinen. Silloin & on
Lauseen 3.11 nojalla homeomorfismi. O






LUKU 4

Reuna-alkioteoriaa

Avaruuden X (G) topologiaa tutkittaessa on jo ilmennyt alueen G reunarakenteen
ratkaiseva vaikutus. Toistaiseksi on kuitenkin luokiteltu ainoastaan tapaus, jossa 0G
on lokaalisti yhtendinen eli jossa konformikuvauksella A on jatkuva jatke joukkoon B.
Jotta alueen GG reunarakennetta voitaisiin tutkia tarkemmin, tarvitaan reuna-alkion
(prime end) késitettd. Kohdassa 4.1 osoitetaan, ettd alueen G reuna-alkioiden joukko
vastaa bijektiivisesti joukkoa S. Tdhén pohjautuen kohdassa 4.2 esitellddn alueen G
kompaktifiointi, joka on homeomorfinen joukon B kanssa. Luvun lopuksi reuna-alkiot
jaotellaan neljaan kategoriaan, joiden myota Luvussa 1 esitettyja tuloksia ja niiden
seurauksia voidaan muotoilla tulevaa kiyttoa varten. Rakennettava reuna-alkioteoria
perustuu oleellisesti lihteeseen [3, §9).

Aloitetaan kirjaamalla reuna-alkiohin liittyvid méa#ritelmié, joissa kaikissa D C C
on rajoitettu, yhdesti yhtenédinen alue.

MAARITELMA 4.1. Jordan-kaari on alueen D cross-cut, mikéli se péaédtepisteitdan
lukuun ottamatta siséltyy joukkoon D jakaen sen kahteen osa-alueeseen. Edelleen
jono (C,,) alueen D cross-cuteja on ketju, mikéli

k—o0

diam(Cy) =30, C,NChi1 =92 ja Cpyy separoi joukot Cp, Cpyo
kaikilla n € Z .

Alueen D ketju (C),) mééréé siis jokaisella n € Z, joukon D\ C, yksikésitteisen
osa-alueen, joka siséltéé kaaren C, ;. Olkoon jatkossa D, (erityistunnisteet sallien)
kyseinen osa-alue. T&ll6in

DiD>Dy>---, D\DiCD\DyC--- ja D, 1NDCD,

kaikilla n € Z .
Nyt ollaan valmiita méarittelemédn ketjujen ekvivalenssi. Kyseesséa on selvistikin
ekvivalenssirelaatio, joten ekvivalenssiluokat (eli reuna-alkiot) ovat hyvin mééritellyt.

MAARITELMA 4.2. Alueen D ketjut (C,,), (C!) ovat ekvivalentteja, mikali kaikilla
k € Z, patee D,, C D} ja D, C Dy suurilla n. Ketjujen médrdamis ekvivalenssi-
luokkia kutsutaan reuna-alkioiksi. Reuna-alkioiden kokoelma on merkinnéaltdan P,
yksittdinen reuna-alkio P (erityistunnisteet sallien).

Maéritelméasta 4.2 ndhdadn helposti, ettd seuraava médritelmé on riippumaton
reuna-alkion edustajan valinnasta.

MAARITELMA 4.3. Olkoon P = [(C,)] € P. Joukkoa I(P) := N, D,, kutsutaan
reuna-alkion P kuvaksi. Sanotaan, ettd alueen D jono (z,) suppenee reuna-alkioon P,
mikéli kaikilla k& € Z pétee z, € Dy suurilla n. Télloin merkitdan z, — P.

37
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Ennen varsinaiseen tyohon ryhtymista todistetaan vield kaksi aputulosta, joiden
mukaan reuna-alkion kuva siséltyy alueen D reunaan ja reuna-alkio on raja-arvona
yksikésitteinen.

LEMMA 4.4. Jokaisella P € P pitee I(P) C 0D.

Tobistus. Olkoon P € P ja (C,) sen edustaja. Osoitetaan, ettd N, D,, = &.
Kiinnitetddn a € D\ D;. Olkoot w € D ja =y pisteet a,w yhdistdva alueen D polku.
Nyt a € D\ D,, kaikilla n € Z, ja dist(|y|,0D) > 0. Kuitenkin C,, N D # & kaikilla
n € Zy ja diam(C,) — 0, joten C,, N|y| = & suurilla n. Néin ollen w € |y| C D\D,
suurilla n, ja koska w € D oli mielivaltainen, N7° , D,, = &. Viite seuraa, silld

ﬂD ﬂ D,ND)=I(P)NnD

ja triviaalisti I(P) C D. O

LEMMA 4.5. Olkoot P,P" € P sekd z, € D siten, ettd z, — P ja z, — P'.
Tdlloin P = P'.

Tobistus. Tehdadn antiteesi: P # P’. Olkoot (C,), (C},) reuna-alkioiden P, P’
edustajat. Antiteesin avulla 16ydetdén luku k € Z, ja esimerkiksi jonon (C),) (kanssa
ekvivalentti) osajono (Cy,), jolle D,, ¢ Dj kaikilla m € Z.. Suppenemisoletusten
myo6td D, N D; # &, joten joukkojen D,, yhtendisyyden perusteella D,, N C} # @
kaikilla m € Z,. Edelleen joukon C) yhtendisyyden nojalla kaikilla m € Z, pétee
C). C D, tai C;, N C,, # @. Ensimméinen ehto ei toteudu &érettémén monella m,
silld Lemman 4.4 nojalla (osa)jonolle (C;) patee N2, D; = I(P) N D = &. On siis
C,. N Cy, # @ suurilla m € Z,. Liséksi diam(C,,) — 0, dist(Cy,,C},,) > 0ja Cp
separoi joukot Cj ja C},, C Dy, joten on mg € Z,, jolle C,,, C D\ Dy, kaikilla
m > my. Olkoon m > my. Ei voi olla D}, € D, silli ehdosta D ., N D,, # @ ja
joukon D,, yhtendisyydestd seuraisi D, N C,, # &, mikd on Vastoin juuri todettua
ehtoa (), C D\Dkle Siis D; ., C D, kaikilla m > my, mistd Lemman 4.4 avulla
saadaan ristiriita D), C Ny_, Dy, = &. O

m=mg

4.1. Joukkojen S ja P vastaavuus

Palataan tutkimusten tilanteeseen, jossa siis joukko G C C on rajoitettu, yhdesti
yhtendinen alue ja h : B — G konformikuvaus. Lauseessa 4.7 selvidi, ettd alueen G
reuna-alkioiden seké joukon S pisteiden vililld on bijektiivinen vastaavuus ja ettd
kohdassa 1.4 esitelty kasautumisjoukko C'(h, () sekd pistettd ¢ € S vastaavan reuna-
alkion kuva ovat identtiset. Todistus perustuu Lemmojen 4.4 ja 4.5 ohella seuraavaan
tulokseen, jossa merkitdan C, := h(B N S((, 7)), kun r € (0,2).

LEMMA 4.6. Jokaisella ( € S on luvut r1 > ro > -+ > 0, siten ettd r,, — 0,
1(C,,) — 0 ja I(C,,) < < seki C,, NC,, ,, = kaikillan € Z,.

Tn+1
Tobistus. Kierrolle R my6s kuvaus hR : B — G on konforminen, joten voidaan
olettaa, ettd C = —1. Lauseen 1.26 todistuksen merkinnéin (L, <> [(C,) vaihtaen)
kaikilla r € ( ) on voimassa

/\h’ ) Erdt a /(02) [0y diar = ma(@).

n
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Merkitaén I, := (47",27"), n € Z, jolloin kaikilla I}, C I,,, my(I,\I}) = 0, pétee

2nlogQ_/ infseﬂll(C's)2
I 2mr

(inf 1(C}))

rel], 2

dr < / |R (y,(£)))?r dtdr < mao(G)
nJI

ja siten
1

inf 1(C}) < L(27”’1—2(G)> f =M, (%)

rell, vn\ log?2
Olkoon ry € I; siten, ettd [(C,,) < M;+ 1. Koska [(C,,) < oo, on Jordan-kaarella C,,
paatepisteet ai, by € G, jotka Lauseen 1.21 mukaan ovat kuvauksen h radiaaliraja-
arvoja. Lauseen 1.32 nojalla joukko {« € (—m,7) : h(€"*) = ay, by } on nollamittainen,
joten Lemmaa 1.25 joukoissa [ay,an] C (—m,7) kuvaukseen 6 + (2cosf + 2)1/2
soveltamalla nihdiin, ettd joukko J; :={r €(0,2): C, N C,, #2} on nollamittainen.
Ehdon () nojalla 1oytyy ro € I\ Ji, jolle I(C,,) < M, + 5 < oo. Jatkamalla kuten
edelld 16ydetéaédn luvut r, > 0, siten ettd

rn <27 —0, I(C,)<M,+2"—0 seki C,, NC,,, =9
kaikilla n € Z,. Ehto r; > ro > --- > 0 saadaan voimaan siirtymélla tarvittaessa
jonon (r,) osajonoon. O

LAUSE 4.7 (Carathéodory). Jokaisella ¢ € S on yksikdsitteinen P, € P, siten ettd

2, — C joukossa B, jos ja vain jos h(z,) — Pr alueessa G. Vastaavasti jokaisella
P € P on yksikasitteinen € S, jolle P = P,. Lisiksi I(P;) = C(h,().

Tobistus. Olkoon ¢ € S sekd (C),) = (C,,) pisteelle ¢ Lemmasta 4.6 saatava
jono. Lemman 4.6 sekd kuvauksen A homeomorfisuuden myé6té jokainen C), on cross-
cut ja C),41 separoi joukot C,,, C, 12 kaikilla n € Z, . Liséksi diam(C,,) < (C,) — 0
ja C, N Chy1 = @ kaikilla n € Z,, joten (C,) on ketju. Jos z, € B, z, — (,
niin kaikilla k& € Z, pétee h(z,) € h(B N B((,rx)) = Dy suurilla n. Néin ollen
(h(z,)) suppenee ketjun (C,) madrdaméén reuna-alkioon P, joka on yksikésitteinen
Lemman 4.5 nojalla. Voidaan siis merkitd P := P. Edelleen

ﬁ h(BNB(( ) :ﬂD_ I(P;).

Toisaalta, jos z, € B, h(z,) — P, pétee lopussa todistettavan kddnteistuloksen
nojalla z, — (' jollekin ¢’ € S. Niinpa todistuksen alun sekd Lemman 4.5 myotéd
Pr = Py jasiten ¢ = ¢’ kidnteistuloksen yksikésitteisyyspuolen nojalla.

Olkoon kéantden P € P sekd w, € G, w, — P. Lemman 4.4 nojalla pétee
dist(w,, 0G) — 0, joten jos jono (h~'(w,)) ei suppene joukon S pisteeseen, silli
on joukon B kompaktiuden ja kuvauksen h homeomorfisuuden nojalla eri pisteisiin
£, € S suppenevat osajonot (z,),(z)). Lemman 4.6 pisteille &, & antamat ketjut
eivit selvéstikdin ole ekvivalentteja, joten jonot (h(zy,)), (h(z),)) suppenevat eri reuna-
alkioihin. Koska jonon (w,) osajonoina ne kuitenkin suppenevat reuna-alkioon P,
suppenee toinen niistd kahteen eri reuna-alkioon. Taémé& on mahdotonta Lemman 4.5
nojalla, joten h~'(w,) — ( jollekin ¢ € S. Todistuksen alkuosan alun mukaan
w, — P, joten Lemman 4.5 nojalla P = P,. Lisdksi P; # P kaikilla ¢’ € S\{C}
silld Lemman 4.6 ketjut eivét ole eri pisteille ekvivalentteja.
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4.2. Homeomorfismi h* : B — G*

Madritellddn G* := G U P, ja varustetaan joukko G* topologialla seuraavasti:

Lauseen 4.7 nojalla kuvauksella h on bijektiivinen jatke
h*:B—G*, h*(()=P; kaikilla (€ S.

Talloin kuvaus h* on homeomorfismi joukkoon G* koindusoimassaan topologiassa,
joka avaruuteen G rajoitettuna antaa tavallisen topologian. Erityisesti P ~ S ja
G* on avaruuden G kompaktifiointi. Liséiksi avaruuden G* topologia on riippumaton
kuvauksesta h, silli jos myos h : B — G on konformikuvaus, niin M := (h*)~'h*
on joukon B homeomorfismi ja h* = h*M. Kuvaukset ¢ € 3(G) voidaan jatkossa
ajatella homeomorfismeina h*L(h*)~' : G* — G*, missd L on Lauseen 2.2 nojalla
Mobius-kuvaus ja erityisesti ¢(F;) = Pr ) kaikilla Q es.

Merkintd. Seuraavassa méiéiritelmassa reuna—alklot jaotellaan neljaan kategoriaan
sen mukaan, millaisia kuvauksen h yleinen seké radiaalinen kasautumisjoukko reuna-
alkiota vastaavassa joukon S pisteessd ovat. Siksi jokaisella P = P € P merkitdédn

II(P) := C[O,C)(ha Q).
Télloin II(P) C I(P), ja Huomautuksessa 4.9 ndhdéén, ettei joukon II(P) méaarittely
eiké siten seuraava jaottelukaan riipu kuvauksen h valinnasta.

MAARITELMA 4.8. Olkoon P € P. Maiaéritelladn joukot Py, ..., P4 asettamalla
- P € Py, jos II(P) = I(P) on yksio.
- P € Py, jos II(P) # I(P) ja II(P) on yksio.

) #
- P € P3, jos TI(P) = I(P) ei ole yksio.
- P € Py, jos II(P) # I(P) ja II(P) ei ole yksio.

Merkitéén lisdksi Pj,...;, = Uk _P;,. sekid S;..;. = (h*) "1 (Pj,.;), kun n € Z, ja
{jla s a]n} - {1727374}

HuomAauTuUS 4.9. Joukot P; selvéstikin osittavat reuna-alkioiden kokoelman P
ja, kuten edelld jo mainittiin, nuden médrittely ei riipu kuvauksen A valinnasta. Jos
nimittdin myos h : B — G on konformlkuvaus niin L := h~'h € Méb Lauseen 2.2
perusteella. Mobius-kuvauksena L~ siilyttaa ylelstetyt ympyrét (sekd niiden vilisen
kulman), joten Lauseen 1.21 nojalla kaikilla ¢ € S pétee

Clo.o) (7, ¢) = Cr-1(0,Li0) (B, ) = Clo,(ey) (b, L(C)) -

Lisdksi Lauseen 4.7 mukaan on PC = Pr), kun P ilmaisee reuna-alkiovastaavuutta

kuvauksessa h.

Olisi ehk& mielekkddmpéad maaritelld joukot II(P) suoraan avaruudessa G, kuten
reuna-alkioiden kuville /(P) tehtiin. Tdmé onnistuisi asettamalla II(P) := N,C(v, 1),
missé leikataan yli polkujen v : [0,1) — G, joille pitee v(t,) — P, kun ¢, — 1—.
Mééritelmien yhtépitdvyyden nikemiseksi tarvittaisiin lahteen [3, 178-179]) tulosta,
jonka nojalla homeomorfismin A radiaalinen kasautumisjoukko siséltyy kasautumis-
joukkoon pitkin mité tahansa vastaavaan reunapisteeseen paéttyviaé joukon B polkua.
Kyseisesta tuloksesta seuraisi myo6s Lindeldfin lause: jos kuvauksella h on raja-arvo
pisteeseen ( paattyvad kaarta pitkin, on se samalla raja-arvo pitkin mitéd tahansa
Stolzin kulmaa S¢(a), o € (0, 7).
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Annetaan téssé luvussa esitettyjen méaaritelmien ja Huomautuksessa 4.9 mainitun,
joukon II(P) vaihtoehtoisen méaarittelyn perusteella jokaiselle j € {2, 3,4} esimerkki
alueesta, jolle Pasgy = P; = {P}:

ESIMERKKI 4.10. Kiinnitetddn suorakaidealue (0,1) x (—1,1), josta poistetaan
kussakin tapauksessa jokin joukko lopullisen alueen saavuttamiseksi.
Tapaus j = 2 : Poistetaan joukko

J{2™} x[0,1), jolloin I(P)=1[0,i] ja IL(P)={0},
tai joukko
U2 x(-1,—27"u 2™ 1)) ;  I(P) = [~i,d], TI(P) = {0} .

Téahan tapaan muodostettuja alueita kutsutaan vastaavasti ensimmdinen ja toisen
lagin kampa-alueiksi.
Tapaus j = 3 : Poistetaan joukko

U2 x (=1)(=1,1 =27, jolloin  I(P) =II(P) = [~i,i].

Tapaus j = 4 : Poistetaan joukko
1 i1

Ut (0" Lg s 10 = il TP) = 5,51,

Tapauksissa j = 3,4 muodostettujen kaltaisia alueita kutsutaan kddrmealueiksi.

[lmaistaan lopuksi Luvussa 1 esitettyja tuloksia reuna-alkioiden avulla. Kirjataan
ensin joukkojen P; yhteys kuvauksen h raja-arvotyyppeihin:

LeEMMA 4.11. Olkoon P = P; € P. Kuvauksella h on raja-arvo lim,_, h(z), jos
ja vain jos P € Py, ja radiaaliraja-arvo lim,_,;_ h(r(), jos ja vain jos P € Pis.

Maéritelmén 4.8 ja Lemman 4.11 myota seuraavat kolme tulosta ovat ainoastaan
Lauseiden 1.28, 1.26 ja 1.27 uudelleenmuotoiluja.

LAUSE 4.12. Avaruus OG on lokaalisti yhtendinen, jos ja vain jos P = Py.
LAUSE 4.13. Melkein kaikilla o € [0,27) pdtee Pia € Pia.
LAUSE 4.14. Joukko Poy on 1. kategoriaa avaruudessa P.

Jatkossa tarvitaan erityisesti tietoa siité, ettd Pio ja Pi3 ovat avaruuden P tiheitéd
joukkoja. Jalkimmaéisen vaitteen osoittamiseksi muotoillaan vield

LEMMA 4.15. Olkoon X topologinen avaruus ja A’ C A C X. Jos A" on avoin ja
aliavaruutena 2. kategoriaa, niin joukko A on 2. kategoriaa.

TobisTus. Tehdédén antiteesi: A = U2 | F,,, missd F,, C X, int F,, = @. Talloin
A =12 (F, N A, joten oletuksen nojalla on k € Z, ja avoin U C X, joille

oA+UNA CENANA CEF,.

TAmé on ristiriita, silld int F, = @ ja oletuksen perusteella U N A’ on avoin. U
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LAUSE 4.16. Joukot P15 ja P13 ovat tiheitd avaruudessa P.

TobisTus. Riittda osoittaa viitteet avaruudessa S joukoille S5 ja Si3. Koska
avaruuden R avoimet vilit ovat positiivimittaisia, seuraa joukon Si, tiheys helposti
Lauseesta 1.26 ja Lemmasta 4.11. Todistetaan seuraavassa jalkimméinen véite.

Taydellinen avaruus S on Lauseen 1.2 mukaan 2. kategoriaa, joten Lauseen 4.14
nojalla 16ytyy e’ € Si3. Kuvaus

72 +a) = S\{e}, A(t) =€,
on homeomorfismi, joten jos Siz ei olisi tihed, 16ytyisi véli (t1,%2) C («, 27 + @), siten
ettd y((ti,t2)) C S\ Si3 = Sas. Till6in joukko v((t1,%2)) ~ R olisi avoin joukossa
S\{e'*}, siten myos joukossa S, ja aliavaruutena 2. kategoriaa. Néin ollen joukko Say

olisi Lemman 4.15 perusteella 2. kategoriaa avaruudessa S, mikd on kuitenkin vastoin
Lausetta 4.14. 0



LUKU 5
Milloin ¥(G) on topologinen ryhmi?

Olkoon joukko A # @ varustettu niin ryhmén kuin topologisen avaruudenkin
struktuurilla. T&lloin A on topologinen ryhmd, mikali kuvaukset

A=A fsf1 ja AxA—=A:(f,9)— fg

ovat jatkuvia joukon A x A ollessa varustettu karteesisen tulon topologialla. Vlilla
puhutaan ryhmén topologisuudesta, jos tarkastelun kohteena oleva joukko tiedetédén
jo ryhméksi.

Tamén luvun padasiallisena tarkoituksena on vastata luvun nimikkokysymykseen,
misséd onnistutaankin Lauseessa 5.8. Tamén liséksi todistetaan joitakin aputuloksia
(Lemmat 5.3 ja 5.4) huomattavasti tarvittavaa vahvempina Lukua 6 silmélld pitden.
Topologisten ryhmien yleisiin ominaisuuksiin ei tédsséd paneuduta, silla epadiskreetti
topologinen ryhmé Y(G) on Lauseiden 5.8, 3.11 ja 2.1 perusteella aina (homeo- ja)
isomorfinen matriisien tekijaryhmén SL(2,R)/{%1} kanssa.

5.1. Tapaus X(G)~ T

Lauseessa 5.2 todistetaan, ettd X(G) on topologinen ryhmé ainakin silloin, kun
0G on lokaalisti yhtendinen. Myohemmin Lauseessa 5.8 osoitetaan, ettd muunlaisia
epadiskreetteja topologisia ryhmié X (G) ei olekaan.

LEMMA 5.1. Ryhma X(G) on topologinen, jos ja vain jos kaikilla i € ¥(G) patee:

Jos ¢, € X(G) ja ¢, = idg, niin Yo, = . (%)

TobisTus. Ryhmén ¥(G) ollessa topologinen ehto (*) seuraa topologisen ryhmén
méaritelméasta, silla triviaalisti ¢ = 1 kaikilla ¢ € ¥(G).

Oletetaan, ettd ehto () pétee. Olkoot ¢, 1, ¢, 1, € 3(G) siten, ettd ¢, = ¢ ja
Y, = . Talloin Lemman 3.1 ja tiedon ¢,, = ¢ nojalla

d(¢¢, " idg) = d(¢,¢n) — 0 eli ¢p," = idg.
Ehdon (x) mukaan siis
d(¢," ¢ ) =d(¢ 6o, ) — 0 eli ¢, = o
Niin ollen avaruuden X(G) kuvaus ¢ — ¢! on jatkuva. Vastaavasti Lemman 3.1 ja
tiedon v, = 1 nojalla 1), = idg. Lisiiksi Lemman 3.1 avulla saadaan

(S, $¥) < d(Snthn, Pn) + d(Pn, 9¥) = d($n, §) + d(¢, 907, ") |

joten tiedon ¢,, = ¢ seké ehdon (%) nojalla

d(Gnn, 9) — 0 eli ¢ th, = 1.

Néin ollen myts avaruuden X(G) kuvaus (¢,1) — ¢¢ on jatkuva. Siis £(G) on
topologinen ryhmé. U
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LAUSE 5.2. Jos OG on lokaalisti yhtendinen, niin 3(G) on topologinen ryhmd.

TobisTus. Oletetaan, ettd dG on lokaalisti yhtenédinen. Olkoot ¢, ¢, € X(G),
siten ettd ¢, = idg. Lemman 5.1 nojalla riittda osoittaa, ettd ¢¢, = ¢. Koska L
on konformikuvaus B — B, mééiraa se isomorfismin

A:X(B) = X(B), A(l)=LIL™"

Avaruudet S,0G ovat lokaalisti yhtendisié, joten Lauseen 3.11 mukaan kuvaukset
A, ®*! ovat jatkuvia. Lemman 3.1 seki kuvauksen ® isomorfisuuden nojalla

A6, 6) = d(66,67,idg) = d(B(LLL™),idg) = d@AD™ (6,),ida)
missi kuvaus ®A® ! on jatkuvien isomorfismien yhdisteeni sellainen itsekin. Siten
PAD(¢,) = PAD !(idg) = idg
ja néain ollen

d(¢dn, d) = A(PADT(¢y,),idg) — 0 eli ¢p, = 6.

5.2. Avaruuden Y (G) diskreettiys muissa tapauksissa

Lemmoissa 5.3 ja 5.4 todistetaan paljon enemménkin kuin olisi tarpeen tdmén
luvun kannalta. Kumpikin tulee tdyteen kéayttéon Luvussa 6. Lemmoihin 5.3 ja 5.4
on nykyisessi laajudessaan saatu ajatus ldhteessd [6, 95] esitetysta tuloksesta seké
sitd seuraavan lauseen kohdan (ii) todistuksessa mainitusta. Lemman 5.4 véitteisté
ensimmaéiselle ja Seuraukselle 5.5 on esitetty todistus ldhteessd [4, 236-237].

LEMMA 5.3. Olkoot ¢,, € X.(G), ¢, = idg. Tdlloin kaikilla P € P patee
diam I(P) = nh_{](r)lo diam I(¢n(P)) ja
diamI1(P) = nh_g)lo diamI1(¢,(P)) .
TobisTus. Oletuksen sekd Lemman 3.1 nojalla d(hL,,h) — 0. Olkoot € > 0 ja
Pr € P. Valitaan ng € Z siten, ettd
|hL,(z) — h(2)] <€ kaikillan >mng, z€ B. (%)

Olkoon n > ng. Jos z — (, niin L,(2x) — Ln(¢), ja jos wy —> L,((), niin
L (wy,) — ¢. Lisdiksi Mobius-kuvaus kuvaa kunkin séteen aina Stolzin kulmaan
sisaltyvéksi ympyrikaareksi. Téten Lauseen 4.7 nojalla I(Pr, ) = C(h, L,(()) ja

Lauseen 1.21 nojalla II(Pr, ) = CL,(0,0)) (7, Ln(¢)). Néin ollen koska joukko G on
jonokompakti, saadaan ehdosta ()

|diam I( Py, ) — diam I(F;)| < 2¢  ja
\diam I1( P, ) — diam TI(P;)| < 2e.

Viitteet seuraavat, silld ¢(F;) = Pr ) kaikilla ¢ € ¥(G). O
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LEMMA 5.4. Olkoon P,. € P. Jos on kuvaukset ¢, € 3(G), ¢, = idg, siten
etti ¢p(Pic) # Pia kaikilla n € Z, niin
diam I(P,i) = limsup diam I(P,:) ja

t—at
diamTI(P,ie) < limsup diam II(P,u) .
t—at

Tobistus. Ehdosta ¢, = idg seuraa Lauseen 3.7 ja Huomautuksen 3.5 nojalla
L, = idg, ja ehdosta ¢, (P,ia) # P.a seuraa L,(e'*) # €. Téten jonolla (L,) on
osajono (L) ja luvut ap € R, siten ettd e = Ly(e®) ja esimerkiksi oy, — a+.
Lemman 5.3 perusteella pétee

diam I (Pia) = lim diam I(P,ia,)) < limsup diam I(P.)
k—o00 t—a+
seké vastaava epayhtélo joukolle IT(Pia ).

Toisaalta Lemman 3.1 nojalla qb,?l —> idg, joten vastaavasti L,:l —> idg5 sekd
L' (e™) # e kaikilla k € Z,. Olkoon C} C S kullakin k € Z, pisteet e ja
—e' yhdistivi kaari, joka sisiltidd pisteen e, Téllsin Li'(C)) C S on pisteet e
ja Li'(—e'®) yhdistivi kaari, joka sisiltiid pisteen L, '(e™). Siten on luvut £ € R,
joille €+ = L.*(e*) ja B — a—. Siis Lemman 5.3 mukaan pitee

diamTI(P,ia) = klim diamI1(P,is,)) < limsup diam II(P.)
—00 t—a—
seké vastaava epiyhtilo joukolle I(Pia).

Viitteen ainoan suunnan >’ todistamiseksi olkoot t,, € R, t, — a=+, siten ettd

diam I(Pit, ) — limsup diam I(P). (%)

t—at
Olkoot edelleen a,,,b, € BN B(e'"", L), siten etté

1
|[h(an) = h(bn)| — diam I(Pu,)| < e (%x)
Nyt an,, b, — €, joten siirtyméllé tarvittaessa suppeneviin osajonoihin 16ydetiin
raja-arvot @' := limh(a,,) € I(P.a) ja b’ := limh(b,,) € I(P.ia). Siispa ehtojen (x)
ja (xx) nojalla
diam I(P,ia) > |a' = V| = lim diam I (P, ) = limsup diam I (P ) .
m—0o0

t—at

Jatkossa joukon A alkioiden lukuméérélle kiytetaan merkintdé |A|.

SEURAUS 5.5. Jos X(G) on topologinen ryhmd ja 1 < |Pass| < 00, on avaruus
Y(G) diskreetti.

ToDISTUS. Antiteesi: ¥(G) on epadiskreetti. Kiinnitetdén P = Pua € Pags. Nyt
joukon Po3y ddrellisyyden myotd on voimassa
diam I(P) > 0 = limsupdiam [ (P,ix) . (%)
t—at
Epédiskreettiyden ja Lemman 3.1 nojalla 16ydetdan ¢, € X(G)\{id¢}, ¢ = idg.
Talloin L, # idp kaikilla n € Z,, joten Lauseen 2.2 my6ta jokainen L, kiinnittda
korkeintaan kaksi pistettd. Néin ollen 16ytyy ¢ € S, jota yksikdédn L, ei kiinnité.
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Olkoon L := Ry—arg¢ seké ¢y, := ¢d,¢'. Topologisuusoletuksen ja tiedon ¢, = idg
nojalla v, = id¢. Lisiksi, koska ¢(P;) = Pp¢) = Peia ja siten ¢~ (P) = P, on

Un(P) = ¢dn(P:) = ¢(Pr, (o)) # ¢(P) = P kaikillan € Z, .

Lemman 5.4 mukaan siis diam I(P) = lim sup,_,,.. diam I(P,i), mikd on ristiriidassa
ehdon (x) kanssa. O

Seuraavaa kahta aputulosta hyodynnetdin ainoastaan Lauseen 5.8 todistuksessa.
LEMMA 5.6. Olkoon ¢y € X(G). Tdlldin joukko
{L € X(B): d(¢¢op™"ide) < €}
on suljettu kaikilla € > 0.

TobIisTus. Seurataan oleellisesti Lemman 3.13 alkuosan todistusta, tosin yhdessa
kohtaa turvaudutaan ryhmén 3(B) topologisuuteen. Kiinnitetddn e > 0. Merkitéan
K :={L e X(B): d(¢ppep',idg) < €} sekid A := LLyL™! kaikilla L € X(B). Jos nyt
L € ¥(B)\ K, niin kuvauksen ® isomorfisuuden nojalla

|h(AR"(a)) — a| = |¢ppop *(a) —a| > € jollekin a € G'.
Télloin kuvauksen A jatkuvuuden myota on r > 0, jolle
|h(2) —a| > ¢ kaikilla 2 € BOAR™(a),r). ()
Jos lisiiksi L € 3(B), L = L, niin Lauseen 5.2 nojalla
Lol ™' = LoL7" ja edelleen N:=LLL "= ).

Léytyy siis 6 > 0, siten ettd jos L € B(L,$), niin ) € B(A,r). Oletetaan, etta
L € B(L,6). Tallsin Ah~'(a) € B(Ah~Y(a),r), joten kuvauksen ® isomorfisuuden
sekd ehdon () perusteella

6pod " (a) — a| = [B(AR" (a)) —a| > €.

Siten d(¢ppod",idg) > € eli L € %(B)\ K. Siis B(L,0) ¢ %(B)\ K, joten joukko
Y(B)\ K on avoin ja joukko K niin ollen suljettu. O

LEMMA 5.7. Olkoon E C S tihed ja olkoot a,b € S, a # b. Tdlloin jokaisella € > 0
on § > 0, siten ettd kaikilla wy,ws € B(a,0) N E on ly,ly € B(idg,€), joille

lj(CL) = W ja ll(b> = lz(b) cF.

Tobistus. Olkoot joukon E tiheyden nojalla a,,b, € E, a, — a, b, — b.
Merkitdsin ¢ = elergatareb)/2 j5 ¢ .= eilargantargbn)/2 iolloin ¢,¢, € S, ¢, — c.
Koska a, b, c ovat eri pisteitd, voidaan néin olettaa myos pisteiden a,, b,, ¢, olevan.

Olkoot 1, € Mob siten, ettéd [,,(z) = z,, kun z = a, b, c. Siis [,, — id kolmessa
pisteessi, joten Lemman 3.2 nojalla [, — id kaikkialla. Erityisesti ,(0) — 0 ja
1,(S) = Skaikillan € Z, silla Mobius-kuvaus séilyttad yleistetyt ympyrat. Néin ollen
l, € ¥(B) suurilla n, joten Huomautuksen 3.5 ja ehdon [,, — id nojalla [, = idp.

Luvut a,,b, € E valittiin suppenemista lukuun ottamatta mielivaltaisesti, joten
jokaisella € > 0 on 0 > 0, siten ettd kaikilla w € B(a,d) N E ja ¢ € B(b,6) N E on
| € B(idg,€), jolle [(a) = w ja l(b) = (. Kiinnitetdén ¢ € B(b,d)N E, jolloin erityisesti
kaikilla w; € B(a,0) N E on l; € B(idg, €), siten ettéd [;(a) = w; ja l;(b) =C € E. O
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Nyt ollaan valmiita todistamaan luvun péaétulos. Edella kirjattujen aputulosten
ohella todistus nojaa avaruuksille ¥(G) Luvuissa 2 ja 3 osoitettuihin ominaisuuksiin,
Lauseeseen 4.16 seké Luvussa 1 todistettuihin Lauseisiin 1.21 ja 1.31. Todistus seuraa
hyvin tarkasti lahdettd [12, 196-197], josta tieto tuloksesta on perdisinkin.

LAUSE 5.8. Avaruus 3(G) on topologinen ryhmd, jos ja vain jos se on diskreetti
tai OG on lokaalisti yhtendinen.

TobisTus. Toinen suunta on Lauseen 5.2 myoté selvé, silld diskreetti avaruus on
ryhméné aina topologinen.

Oletetaan, ettd X(G) on topologinen ryhmé. Tehdéén antiteesi: Avaruus X(G) el
ole diskreetti eikdi G lokaalisti yhtendinen. Téll6in Lauseen 4.12 ja Seurauksen 5.5
nojalla |Pass| = oco. Epédiskreettiyden ja Lemman 3.1 perusteella 16ytyy kuvaukset
on € 2(G)\{idg}, ¢, = idg, joille topologisuusoletuksen nojalla

ppnd "t = idg  kaikilla ¢ € %(G).
Niéin ollen joukoille
Apm =1{0 € X(G) : d(ppno',idg) < % kaikilla n > m} ,
k,m € Z., patee
X(G) = G Ay jokaisella k € Z, .

m=1

Merkinnélléd A = & (Ayp) on siten
(B) =2 ( G Apm) = G A, Jokaisella k € Z, .
Huomataan, etta " "
K= (Y €2B) ¢ dlo6,07ide) < 1
joten Lemman 5.6 nojalla Elnliin Ay, on suljettujen joukkojen leikkaus ja sellaisena

suljettu. Koska avaruus ¥(B) on Lauseen 3.3 mukaan tédydellinen, on se Lauseen 1.2
nojalla toista kategoriaa. On siis avoin joukko Vi C X(B) sekd my € Z, joille

G#ViC A, diam(Vy) <1.
Vastaavasti avaruus
Vi=7in U 4 = U 070
m=1 m=1

on téydellisen avaruuden suljettuna joukkona téydellinen ja joukot A5, N Vi ovat
suljettuja, joten Lauseen 1.2 nojalla on avoin Us C X(B) sekd my € Z ., joille

@#UgmvlCAl ﬂvl.

2,ma
Erityisesti @ # U, NV C A;,,, ja joukko Uy N'V; on avoin, joten 16ydetidén avoin
Vo C X(B), jolle

@#+VoCcUnV, C Al diam(Vy) <

2,mgo >

N —
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Néin jatkamalla 16ydetéaéin avoimet joukot Vi C X(B) seké luvut my, € Z, siten ettd
d+V, CA

Cantorin lemman 1.1 nojalla

Vi1 C Vi ja diam(Vy) <27% — 0.

/
k7mk ?

k=1 k=1

ja joukkojen Aj  luonne muistaen kaikilla k € Z, pitee:

1
Suarilla n - d(hLLy, hL) = d(é6,¢7"ido) < - kaikilla L € Vi,

missé yhtdsuuruus seuraa Lemmasta 3.1 ja kuvauksen ® isomorfisuudesta. Olkoon
lo € N, Vi. Lemman 3.1 nojalla joukot Vj := Vily* ovat pisteen idp ympéristoji.
Merkitdan A, := lOLnlo_l. On osoitettu, etté kaikilla k € Z, patee:

1 N
Suurilla n - d(hiA,, hl) = d(hlloLo, hllo) < - kaikilla 1 € Vi, (¥)

missd hyodynnettiin jilleen Lemmaa 3.1.

Olkoon E C S niiden pisteiden joukko, joissa kuvauksella h on radiaaliraja-arvo,
sekd F' C S niiden, jotka A, suurilla n kiinnittda. Lauseen 4.16 nojalla E on tihed
joukossa S, ja koska ¢, # idg, pitee A, # idp ja siten |F| < 2 Lauseen 2.2 nojalla.
Olkoot a € S\ F ja k € Z,. Ehdon (x) ja joukon F' luonteen myo6td voidaan valita
sellainen suuri n, jolle \,(a) # a ja

1 .
d(hi\,, hl) < z kaikilla [ € V. (%)

Koska Vj, on pisteen idg ympiristd, voidaan edelleen Lemman 5.7 nojalla valita ¢ > 0

siten, ettd kaikilla wy, wy € B(a,d) N E 16ytyy kuvaukset I,y € Vj, joille

Li(a) =w; ja (:=hL(A(a) =1(A(a) € E. (x*x)
Olkoot wy,wy € B(a,0) N E sekd 1, ¢ kuten ylld. Merkitkéon h myos radiaalista

jatkettaan joukkoon B U E. Lauseen 2.2 mukaan [;, [;)\, € Mob, joten Lauseen 1.21
sekd ehtojen (xx) ja (***) perusteella

(€)= hwy)| = [h(ljAn(a)) = h(lj(a))| < =, =12,

El

ja edelleen

2
|h(wr) = h(w2)] < [h(wr) = A(C)| + [A() — h(ws)] < 7
On siis osoitettu:
2
Kaikilla a € S\ F ja k € Z, on § > 0, jolle diam(h(B(a,0) N E)) < T

Kuvauksen h rajoittumalla joukkoon E\ F' on siten jatkuva jatke joukkoon S\ F.
Kun kuvausta h jatketaan kyseiselld jatkeella, on syntyva jatke Lauseen 1.31 mukaan
jatkuva joukossa B\ F. Lemman 4.11 nojalla |Py34| < |F| < 2, miké on ristiriidassa
antiteesin jélkeen todetun ehdon |Pags| = oo kanssa. Siis X(G) on diskreetti tai 0G
lokaalisti yhtenéinen. O



LUKU 6

Y htendisyystarkastelua

Lauseessa 3.12 osoitettiin, ettd avaruus X(G) on homeomorfinen toruksen T kanssa
tasmaélleen silloin, kun 0G on lokaalisti yhtendinen. Lauseessa 4.12 toisaalta todettiin
joukon OG lokaali yhtendisyys yhtéapitaviksi ehdon P = P; kanssa. Téssé luvussa
avaruuden X(G) (epéd)yhtendisyyttéd tarkastellaan pédosin tilanteissa, joissa joukko
Pass on ei-tyhjé, mutta korkeintaan numeroituvasti déreton. Lauseiden 6.11 ja 6.12
tulokset tosin kattavat myos ylinumeroituvan tapauksen, ja toisaalta Lauseesta 6.13
seuraa, ettd X(G) on polkuyhtendinen, jos ja vain jos P = P;.

Ylinumeroituvasta tapauksesta tulkoon vield mainituksi, ettd on olemassa (ks. [7])
avaruuksia X(G), joille Pa3q on ylinumeroituva ja jotka ovat téysin epdyhteniisia
mutta eivit kuitenkaan diskreetteji (vrt. Lause 6.18). Sité, ovatko avaruudet 3 (G)
ylinumeroituvassa tapauksessa yleisesti ottaen epéyhtenéisié, ei tiedettdne. Tuohon
suuntaan viittaavista tuloksista kuitenkin mainittakoon l&hteessé [6, 102] todistettu

LAUSE 6.1. Olkoon |Pass| > 3. Tdlloin avaruus (G) on lokaalisti kompakti, jos
ja vain jos se on diskreett.

6.1. Kiinnittyvit reuna-alkiot ja epdyhteniisyys

Avaruuden Y(G) epéyhtendisyyden tutkimisessa oleellisessa osassa on seuraava
kiinnittyvén reuna-alkion (fized prime end, ks. [6, 95]) késite.

MAARITELMA 6.2. Reuna-alkio P on kiinnittyvd, jos on € > 0, jolle ¢(P) = P
kaikilla ¢ € B(idg, €).

Kiinnittyvien reuna-alkioiden havaitaan heti aiheuttavan jopa diskreettiytté.:

LEMMA 6.3. Jos kiinnittyvid reuna-alkioita on vihintddan kolme, on avaruus X(G)
diskreetti. Tdlloin jokainen reuna-alkio on kiinnittyvd.

TobisTus. Jos ¢ € ¥(G) kiinnittédd kolme reuna-alkiota, niin vastaava Mobius-
kuvaus L kiinnittdd kolme pistettd. Silloin L = id ja ¢ = idg. Jos siis kiinnittyvia
reuna-alkioita on vihintdén kolme, niin 16ytyy € > 0, siten ettd B(idg,e) = {idg}-
Avaruuden ¥(G) diskreettiys seuraa nyt Lemmasta 3.1. Viimeinen viite taas seuraa
siitd, ettd jokaisella P € P triviaalisti ¢(P) = P kaikilla ¢ € B(idg, €) = {idg}. O

Maéritelmén 6.2 myétd Lemma 5.4 voidaan muotoilla hieman toisin:

LEMMA 6.4. Olkoon P.i. € P. Jos
diam I (P,ia) # limsup diam I(Pi:) tai

t—at

diam I1( Pya) > limsup diam II(Py),

t—at
on reuna-alkio Pia kitnnittyvd.
49
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Lemmoista 6.3 ja 6.4 saadaan vélittomasti tulos, jota tullaan parantamaan vield
Lauseessa 6.18:

SEURAUS 6.5. Jos 3 < |Pasys| < 00, on avaruus X(G) diskreetti.

Lauseessa 6.9 kyetddn osoittamaan, ettd jo yksikin kiinnittyva reuna-alkio takaa
avaruuden Y(G) epayhtendisyyden. Témén néyttdmiseksi méadritellddn seuraavassa
ketjukomponentin ( Verkettungskomponente, ks. [4, 238]) kisite. Ketjukomponentin
médritelmén lisiksi myos sitd seuraavat tulokset 6.7—6.10 on esitetty (ja todistettu)
ldhteessd [4, 238-239).

MAARITELMA 6.6. Olkoon (M, p) metrinen avaruus ja x € M. Asetetaan ensin
jokaisella € > 0

K(z)={yeM:onz=ux,...,2, =y € M, joille p(x;,z;_1) < €},

ja médritellddn sitten pisteen x ketjukomponentti K(x) := Ne=oK(z). Joukot K. (x)
ovat selvisti avoimia ja suljettuja, joten ketjukomponentti K (z) sisdltdd vastaavan
(yhtendisyys)komponentin C(z).

Avaruudessa X(G) ketjukomponenttiin kuulumisella on nédppéara karakterisointi,
josta téssi osoitetaan toinen suunta tapauksesssa K (idg).

LEMMA 6.7. Olkoon ¢ € K(idg). Tdlloin kaikilla € > 0 on olemassa kuvaukset
1, - On € B(idg, €), n € Zy, siten etti ¢ = ¢p -+ ¢1.

TobisTtus. Olkoon € > 0. Madritelméan 6.6 myota loytyy vy, ..., ¥, € X(G),
n € Zy, siten ettd idg = Yo, ¢ = ¥, ja d(¢;,1;—1) < € kaikilla j =1, ..., n. Nyt
kuvauksille ¢, := ijjill pétee Lemman 3.1 nojalla d(¢;,idg) = d(v,¢,;-1) < € eli
¢; € B(idg, €) kaikilla j =1, ..., n, ja lisdksi

¢ = (o 11) - (1t ida = G-+~ b1 -
[
LAUSE 6.8. Jos reuna-alkio P on kiinnittyvd, niin ¢(P) = P kaikilla ¢ € C(idg).

TobisTus. Olkoon P kiinnittyva reuna-alkio ja olkoon € > 0 siten, ettd ¢(P) = P
kaikilla ¢ € B(idg,€). Kiinnitetdén ¢ € C(idg). Koska C(idg) C K(idg), 10ydetédén
Lemman 6.7 nojalla ¢y, ..., ¢, € B(idg, €), n € Z,, siten ettd ¢ = ¢,, - - - ¢1. Luvun €
valinnan my6ta ¢;(P) = P jokaisella j = 1,...,n, joten myos ¢(P) = P. O

Kierron R # id kuva ®(R) ei kiinnitd yhtékéén reuna-alkiota, joten Lauseen 6.8
nojalla ®(R) ¢ C(idg). Néin ollen pétee

LAUSE 6.9. Jos yksikin reuna-alkioista on kiinnittyvd, on X(G) epdyhtendinen.

Lemma 6.4 yhdistettynéd Lauseeseen 6.9 antaa valttdmattomén geometrisen ehdon
avaruuden Y(G) yhteniisyydelle:

SEURAUS 6.10. Jos X(G) on yhtendinen, niin kaikilla P« € P pitee
diam I(P.i«) = limsup diam I(P) ja

t—at
diam TI(P,ie) < limsup diam II(Pyu) .

t—at
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6.2. Tapaus |Pa34| > 3 ja tiysi epiyhteniisyys

Avaruuden epédyhtenéisen joukon sanotaan olevan tdysin epdyhtendinen, mikéili
sen (yhtendisyys)komponentit ovat yksioitd. Vastaavasti médritellaan téysi polkuepéa-
yhtendisyys. Tapauksessa |[Pags| > 3 avaruus X(G) on seuraavan tuloksen nojalla
diskreetti tai lokaalisti taysin epdyhtendinen ja Lauseen 6.12 nojalla taysin polkuepé-
yhtendinen. Lauseiden 6.11—6.13 tulokset ovat todistusideoineen kaikkineen peréisin
ldhteestd [11, 198-200].

LAUSE 6.11. Jos |Pass| > 3, on joukko B(idg,€) yksio tai tiysin epdyhtendinen
pienilld e > 0.

TODISTUS. Lauseen 3.7 nojalla kuvaus @1 on jatkuva, joten riittid osoittaa viite
joukoille K, := ®71(B(idg,€)) C X(B). Oletuksen mydté on eri pisteet ¢; € Sasa,
7 =1,2,3. Olkoot a,b > 0 siten, etta

diam I(F;;) > 5a kaikilla j ja diamII(F;,) > 3b, jos (; € Say.

Olkoon € € (0,3 min{a,b}). Oletetaan B(idg,€) # {idg} ja osoitetaan K, tdysin
epéyhtendiseksi. Tehddén vastaoletus: on yhtendinen joukko C' C K., joka ~Siséiltéiéi
eri kuvaukset /,/. Télloin joukko Cy := CI~! siséltiid eri kuvaukset Lo := 7} idp
ja on Lemman 3 1 mukaan yhtenéinen. Edelleen Cy C Ky, silld Lemman 3.1 nOJalla

d(¢pp~,idp) < 2 kaikilla L, L € K,. Koska Ly # idp, on Lo(¢;) # ¢; =: ¢ jollekin
J € {1,2,3}. Lisiksi kuvaus

Q:%(B)—= S, QL)=L(«),

on Huomautuksen 3.5 nojalla jatkuva, joten joukko Q(Cy) siséltéé eri pisteet ¢, Lo(()
ja on yhtendinen. Erityisesti (Cy) sisdltdd pisteet (, Lo(¢) yhdistdvin kaaren A, ja
jos £ € A, on L € Cy, jolle £ = Q(L) = L({).

Olkoot £ € A ja L € Cy, siten ettd &€ = L((). Tiedon Cy C Ks, Lemman 3.1 ja
luvun € valinnan nojalla d(hL,h) < 2¢ < min{a, b}, misté seuraa

diam I (FP¢) — diam [(FP;)| < 2min{a, b} ja
13 ¢
diam 11(P:) — diam 11( P;)| < 2min{a, b

3 ¢

kuten Lemman 5.3 todistuksessa. Jos nyt P € P,, niin diamII(P;) = 0 ja luvun a
valinnan nojalla diam I(P;) > 5a. Siten diamII(FP) < 2a ja diam I(FP;) > 3a, minkd
johdosta & ¢ Sis. Jos taas Py € Psq, on luvun b valinnan nojalla diam II(FP;) > 3b,
jolloin diamII(P¢) > b ja siten & ¢ Syo. Siispéd kaari A jattdéd leikkaamatta toista
joukoista Si3, S12, jotka kuitenkin ovat Lauseen 4.16 mukaan tiheitd avaruudessa S.
Niin ollen vastaoletus johti ristiriitaan ja véiite seuraa. ([l

LAUSE 6.12. Jos |Pass| > 3, on avaruus X(G) taysin polkuepdyhtendinen.

Tobistus. Tehdédén antiteesi: On olemassa polku v : [0,1] — 3(G), jolle pétee
¢o :=v(0) # (1) =: ¢;. Télloin X(G) on epadiskreetti, joten Lauseen 6.11 nojalla on
e € (0,d(¢o, ¢1)), siten ettid joukko B(idg,€) on tiysin epdyhteniinen. Lemman 3.1
perusteella my6s joukko B(dy,€) on tdysin epiyhtenidinen. Tami on ristiriita, silld
polun v rajoittuma vilille [0,¢], t. := inf {t € [0,1] : v(t) ¢ B(¢o,€)}, on ei-vakio,
kuvaa joukkoon B(¢y, €) ja on kuvaltaan yhtensinen. O
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Kuten avaruuden Y(G) separoituvuus Lauseessa 3.14, my6s sen polkuyhtenéisyys
karakterisoi joukon OG lokaalin yhtenéisyyden:

LAUSE 6.13. Avaruus X(G) on polkuyhtendinen, jos ja vain jos OG on lokaalisti
yhtendinen.

TobpisTUS. Jos G on lokaalisti yhtendinen, niin 3(G) on Lauseen 3.15 nojalla
homeomorfinen toruksen T kanssa ja siten polkuyhtenéinen.

Kéantden, jos OG ei ole lokaalisti yhtendinen, on Lauseen 4.12 myotd Pozy # .
Jos |Pass| = 1,2, niin Seurauksen 6.10 nojalla X(G) ei ole edes yhtendinen, ja jos
|Pags| > 3, kaatuu polkuyhtendisyys Lauseeseen 6.12. U

Seuraavaksi todistetaan joukko tuloksia, jotka huipentuvat Lauseeseen 6.18. Kukin
tuloksista 6.14—6.18 on todistusideoineen periisin lahteestd [6, 96-99].

Osoittautuu, ettéd pisteen idg lahiympéristossi reuna-alkio P ¢ P; ei voi muuttaa
lajiaan kuin monimutkaisimpaan:

LAUSE 6.14. Olkoon P € P;, j € {2,3,4}. Tdlloin on e > 0, siten etti ¢p(P) € Pjy
kaikille ¢ € B(idg, €).
ToDISTUS. Antiteesi: Viitettyé e ei ole. Talléin on ¢, € 3(G), ¢, = idg, siten
ettd ¢n(P) € P\Pjs kaikilla n € Z,. Siispd Lemman 5.3 nojalla
diam I(P) = lim diam I(¢,(P)) ja
n—oo
diam II(P) = lim diamI1(¢,(P)).
n—oo

Kasitelldan tapaukset j = 2, 3,4 erikseen.

Tapaus j = 2 : Talloin diam I(¢,(P)) = diam11(¢,(P)) kaikilla n € Z,, joten
diam I(P) = diamII(P). Siis P € Py3, miké on ristiriita.

Tapaus j = 3 : Nyt diamI1(¢,(P)) = 0 kaikilla n € Z,, joten diamII(P) = 0.
Siis P € P12, miké on ristiriita.

Tapaus j = 4 : Loytyy jonon (¢,) osajono (¢y), jolle joko diamII(¢y(P)) = 0
kaikilla k € Z, tai sitten diam I(¢g(P)) = diam11(¢y(P)) kaikilla k € Z . Edellinen
tilanne johtaa ristiriitaan P € P, jalkimméinen ristiriitaan P € Py3. O

Seuraavien tulosten muotoilua varten mééaritellain jokaisella P € P kuvaus
Tp:S(G) > P, To(6) = 6(P).
Jos siis P € Pj, j € {2,3,4}, niin Lauseen 6.14 nojalla pétee Tp(B(idg,€)) C Pja
jollekin € > 0. Toisaalta jos P € P on kiinnittyvé, on Lauseen 6.8 nojalla voimassa
Tp(C(ide)) = {P}.
LEMMA 6.15. Jokaisella P € P kuvaus Tp on jatkuva.
TopisTus. Olkoon P = P € P. Kuvaus
Q:5(B) =S, Ql(L)=L(),

on Huomautuksen 3.5 nojalla jatkuva. Lisiksi A* on homeomorfismi ja kuvaus &1
Lauseen 3.7 nojalla jatkuva. Koska kaikilla ¢ € ¥(G) pétee

Tp(¢) = (F;) = h"L(¢) = h*Qe(L) = h*Qc @™ (9),
on myds yhdistetty kuvaus Tp = h*Q:®~! jatkuva. U
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Lemman 3.13 kompaktiusosuus osoitettiin vain, jotta nyt osattaisiin todistaa

LEMMA 6.16. Pienilld € > 0 joukko Tp(B(idg,€)) on kompakti kaikilla P € P.

TobisTus. Joukko ®~'(B(idg,¢)) on Lemman 3.13 mukaan kompakti pienilld
e > 0, ja Lemman 6.15 todistuksen nojalla Tp = h*Q:®~! kaikilla P = P € P, missi
kuvaukset h*, € ovat jatkuvia ja sidilyttavét siten kompaktiuden. U

LAUSE 6.17. Jos P € P ei ole kiinnittyvd, on joukko Tp(B(idg, €)) ylinumeroituva
kaikilla € > 0.

Tobistus. Alkéon reuna-alkio P olko kiinnittyvi. Riittdé osoittaa, ettd joukko
T. := Tp(B(idg,€)) on ylinumeroituva pienilld ¢ > 0. Oletuksen seki Lemman 6.3
nojalla kiinnittyvid reuna-alkioita on enintéd&n kaksi, joten Lemmojen 6.15 ja 6.16
myota pienilld € > 0 joukko 7. on kompakti eiké sisilla kiinnittyvid reuna-alkioita.
Pienilld € > 0 siis 7. on aliavaruutena téydellinen ja jokaisella P’ € T. (# @) on
¢, € B(idg, €), ¢, = idg, joille ¢,,(P') # P’ kaikilla n € Z,. Lisiksi Lemman 6.15
nojalla ¢,(P") — P’, joten P’ on joukon T, kasautumispiste. Ylinumeroituvuus
seuraa, silla jos T, olisi numeroituva, olisi silla taydellisend avaruutena Lauseen 1.2

mukaan erakkopiste. O

Seurausta 6.5 saadaan nyt Lauseiden 6.14 ja 6.17 avulla oleellisesti vahvennettua.
Ylinumeroituville joukoille Pa34 seuraava tulos ei enédé laajene (ks. [7]).

LAUSE 6.18. Jos 3 < |Pasy| < 00 tai joukko Pasy on numeroituvasti ddreton, on
avaruus 3(G) diskreetti.

Tobistus. Olkoon P € P;, j € {2,3,4}, ja olkoon € > 0 kuten Lauseessa 6.14.
Talloin Tp(B(idg, €)) C Pja C Pasa, joten joukko Tp(B(idg,€)) on oletuksen nojalla
numeroituva. Néin ollen P on Lauseen 6.17 perusteella kiinnittyvéa. Siispd oletuksen
myo6ta kiinnittyvid reuna-alkioita on ainakin kolme, joten véite seuraa Lemmasta 6.3.

O

6.3. Tapaus |[Pa34| = 1,2 ja aliryhmi C(idg)

Lemman 3.1 myotéd avaruuden X (G) lokaalit topologiset ominaisuudet ovat joka
pisteessd samat. Erityisesti pisteiden ¢, € X(G) komponenteille C(¢), C'(v) pétee
C(py) = C(o)Y = C(¢). Oikealta kertomisen isometrisyydestd nimittdin seuraa

C(p)) C C(v), C(g)d" C C(9), ja lisiksi (C(¢)er 1) = C(¢). Osoitetaan

edelld mainitusta ldhtien
LAUSE 6.19. Joukko C(idg) on ryhmdn 3(G) aliryhmd.
TobisTus. Olkoot ¢,9 € C(idg). Téllsin C(¢) = C(v) = C(idg) ja siten
¢y~ e Cloy™!) = C(p)p~' = C(¥)y~" = C(ide)
mista vaite seuraa. U

Selvitetddn seuraavaksi, millaisia vaihtoehtoja aliryhméksi C'(idg) on tapauksissa
|Pags| = 1,2. Todistusten sisilld tulee samalla todetuksi, ettd Luvussa 2 esiintyneet
aliryhmét Y., %; ja Fy ovat yhtendisiéd (toki kiertojenkin ryhmé > on, mika seuraa
Lauseesta 3.4). Osoitetaan ensin
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LAUSE 6.20. Jos |Pas4| = 2, niin joko C(idg) = {idg} tai @ 1(C(idg)) on Abelin
ryhmdn Y41 konjugaatti ryhmdassd X(B).

TopIsTUS. Olkoot Pazy = { P, P} ja C' := ®71(C(idg)). Lemman 6.4 nojalla P
ja Pe ovat kiinnittyvié, joten Lauseen 6.8 perusteella C" C ¥ . Lauseen 2.14 mukaan
Y¢e on joukon Y4 konjugaatti ryhméssid Y(B), ja Lauseen 3.7 nojalla @' sekd
konjugointi ryhméssid ¥(B) ovat jatkuvia isomorfismeja. Néin ollen riittdd osoittaa,
ettei ryhmalla >1; ole epétriviaaleja yhtendisid aliryhmia.

Olkoot {idg} # A < X4y sekd L € A\{idp}. Talloin Lemman 2.10 todistuksen
nojalla L =T, r € (—1,1)\{0}, ja koska T_,, = L=! € A, voidaan olettaa r € (0, 1).
Nyt L¥" € Ajar, := L*(0) € (0,1) kaikilla n € N. Lisiiksi Lemman 2.4 mukaan

2ry,
1472

joten kasvavuuden seki relaation r,,; = 2r,/(1 + r2) perusteella 7, — 1. Kuvaus
Yy — (—1,1) : Ty — s = T5(0) on Lauseen 3.4 nojalla homeomorfismi, joten A on
yhtenéinen, jos ja vain jos A = ;. U

T'n+1 = Trn*rn (0> =Tp*Tp = > Ty = T’fn (0) = Tn,

Tapauksessa |Pa3s| = 1 vaihtoehtoja on kaksi enemmén. Tapauksen |Pagy| = 2
kanssa yhtenevéi epétriviaali vaihtoehto tosin voitaisiin sulkea pois, mikéli kyettéisiin
osoittamaan, ettd reuna-alkio P € P; ei voi olla kiinnittyvé. Véitteen péatevyyteen ei
kuitenkaan téssd osata ottaa kantaa.

LAUSE 6.21. Jos |Pazs| = 1, niin joko C(idg) = {idg} tai ®~1(C(idg)) on Abelin
ryhmdn 41,3 tai epdkommutatiivisen ryhmdn Fy konjugaatti ryhmdassd X(B).

TobisTUs. Olkoot Pazy = { P} ja C' := &71(C(idg)). Koska P; on Lemman 6.4
nojalla kiinnittyvé, pétee Lauseen 6.8 perusteella C' C Fy. Lauseen 2.14 mukaan
F: on ryhmén F; konjugaatti, ja kuvaus ' sekd ryhmissi 3(B) konjugointi ovat
Lauseen 3.7 nojalla jatkuvia isomorfismeja. Riittéd4 siis tutkia ryhmén Fj yhten&isid
aliryhmid A, joille voidaan liséiksi olettaa A € ¥ ¢ kaikilla £ € S\ {1}, silld muuten
paadytiddn vaihtoehdoista kahteen ensimmaéiseen kuten Lauseen 6.20 todistuksessa.
Siirretddn tarkastelut puolitasoon H todistamisen helpottamiseksi.

Lauseessa 2.1 nihtiin ryhmén X (H) koostuvan kuvauksista z — (az+0)/(cz+d),
joille a, b, ¢,d € R, ad — bc = 1. Mééaritelldén k: B — H : 2z — (2 +1)/(iz — i), jolloin
pisteen oo kiinnittavien ryhméan ¥(H) kuvausten joukko on

Fo(H)=kFik ' ={2z—az+b:a>0,beR}.

Pisteittédinen suppeneminen siilyy homeomorfismilla konjugoitaessa ja kuvaukselle
M e Fo(H), M(z) = az + b, pitee b = M(0) sekd a = M (1) — b. Néin ollen kuvaus
p: By — (0,00) xR, (L) = (a,b),
missi b = kLk™1(0),a = kLk™'(1) — b, on Huomautuksen 3.5 my6td homeomorfismi.

Olkoot A < Fy ja L € A\{idg}. Jos A C ¥y, niin A’ := kAk™! < F(H) siséltyy
vain pisteen oo kiinnittdvien ryhmén F,,(H) kuvausten (pois lukien id) joukkoon

Yo H) = kX1k ™ ={z+— 2+b: bER}.

Tallin kuvaukselle M := kLk™! pitee M(z) = 2z + b, b # 0. Edelleen I € A
ja M7(z) = z + jb kaikilla j € Z, joten kuvauksen p rajoittuman 3; — {1} x R
homeomorfisuuden nojalla A on yhtenéinen, jos ja vain jos A = .



6.3. TAPAUS |Pass| = 1,2 JA ALIRYHMA C(ide) 55

Olkoon sitten A ¢ 3. Alussa todetun perusteella A ¢ ¥ ¢ kaikilla £ € S\ {1},
joten loytyy L € A ja & € S\{1}, joille L(€) # L(£) ja esimerkiksi L(¢) = &. Siispé
M(z) = az+b, a # 1, ja jos kuvaukselle M := kLk™" on M(z) = az+b, a # 1, pitee
kuvausten M, M toisille kiintopisteille b/(1 — a) # b/(1 — a). T#llsin, koska

N(z) == MMM MY (2)=2z+b(1—a) —b(l —a) kaikilla z € H,

on kuvaus N € A’ muotoa N(z) = z + by, by # 0. Siten ryhméstd A’ 1oytyy aina
kuvauksen N kaltainen alkio. Lisiksi M7 € A’ ja M’(1) — M?(0) = & kaikilla j € Z,
joten jos A on yhtendinen, niin kaikilla a’ > 0 on M, € A, jolle My (1) — M, (0) = a'.
Talléin pétee

MyNM, (2) =z +a'by kaikilla z € H,

minké johdosta Yoo (H) C A’ Jos siis (a/, ') € (0,00) x R, niin valitsemalla NeA,
jolle N(z) = 24+ b — My (0), on NMy(2) = a’z+b'. Kuvauksen g homeomorfisuuden
nojalla siis A on yhtenéinen, jos ja vain jos A = F}. U

Homeomorfismin h* avulla avaruuteen G* jatkettujen kuvausten ja kuvauksen ®
isomorfisuuden myoté aliryhmid ¢ o, X ja Fr vastaavat avaruudessa X(G) merkin-
noiltdan ilmeiset aliryhmét Xppr, Xp ja Fp. Tapauksissa |Pass| = 1,2 kuvaus idg on
Lauseen 6.14 nojalla joukkojen Xp pr, Fip sisépiste, mistd Lemman 3.1 nojalla seuraa,
ettd joukot Xp ps, Fp ovat avoimia avaruudessa X(G). Lauseiden 6.20 ja 6.21 tuloksia
voidaan siis muotoilla toisin ja hiukan parantaa:

LAUSE 6.22. Jos Pa3y = {P,P'}, P # P’, niin joko avaruus %(G) on tiysin
epayhtendinen tai C(idg) = Xppr. Lisiksi ¥pp on avoin joukko ja Abelin aliryhmd.

LAUSE 6.23. Jos Pa3q = {P}, niin joko avaruus X(G) on tdiysin epdyhtendinen,
C(idg) = Xppr jollekin P' # P tai C(idg) € {Xp, Fp}. Lisdiksi joukot Xpp, Fp ovat
aina avoimia ja aliryhmdt X p pr, Xp kommutatiivisia.

Annetaan vield tutkielman lopuksi esimerkkeji alueista, joille pétee |Pozys| = 1,2 ja
jotka toteuttavat Lauseiden 6.22 ja 6.23 eri vaihtoehtoja. Asiaankuuluvat todistukset
loytyvét lahteestd [4, 244-256], mutta ovat todella haastavia ja tyolditd eikd niihin
téassd paneuduta. Avaruus X(G) on kussakin esimerkissé lokaalisti kompakti, mika ei
ole sattumaa, silla tapaukset on ldhteessé [6, 111] koottu taulukkoon nimenomaisesti
lokaalisti kompaktin avaruuden 3(G) topologisina tyyppeiné.

ESIMERKKI 6.24. Kiinnitetaén jilleen suorakaidealue A := (0,1) x (—1,1) kuten
Esimerkissd 4.10, ja muodostetaan siitd uusia alueita joko poistamalla tai lisddmaélla
pisteita.

(1) Kun alueesta A poistetaan joukko

{27} x [0,1), niin Pysy = {P}, I(P) = [0,4], TI(P) = {0},

ja muodostuva ensimmaéisen lajin kampa-alue on diskreetti. Myos toisen lajin kampa-
alueelle on aina Pa3y = {P}, mutta sopivin mittasuhtein konstruoituna sille pétee
C(idg) = Zp.
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(2) Kun alueesta A poistetaan joukko
U2 x(=1)"(=1,1 = 27, niin Py = {P}, I(P) =TI(P) = [—i, ],
n=1

ja muodostuvalle kddrmealueelle pitee C(idg) = Fp.

(3) "Tuplataan” kohdissa (1) ja (2) muodostetut ensimméisen lajin kampa-alue
ja kédrmealue peilaamalla ne suoran {2} x R suhteen ja liittdmélld itseensd. T&ll5in
Pasy = {P, P'}, P # P', ja ensimmaéisessi tapauksessa syntyvé alue on diskreetti, kun
taas jalkimmaéisessa pitee C(idg) = Xppr.
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Merkintoja

Selitys

Olion x luonteesta riippuen pisteen normi, polun kuva tai joukon alkioiden
lukuméara

Kontekstista riippuen avoin vili, pistepari tai jana

Yhdistetty kuvaus fog

Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,...}
Positiivisten kokonaislukujen joukko {1,2,3,...}
Reaalilukujen joukko

Kompleksitaso

Laajennettu kompleksitaso C U {oo}

Joukko RU {0} C C

Yksikkokiekko {z € C: |z| < 1}

Yksikkoympyrd {z € C: |z| = 1}

Ylempi puolitaso {z € C: Imz > 0}

Yhdesti yhtenéinen, rajoitettu tasoalue

Konformikuvaus B — G

Isomorfismi 3(B) — X(G) : L+~ hLh™!

Isomorfismi X(G) — X(B) : ¢ — h™'oh

Ryhméa/Avaruus {¢ : G — G konformikuvaus}

Ryhmé/Avaruus {L : B — B konformikuvaus} C Mob

Ryhma {L : H — H konformikuvaus} C Mob

Reaalikertoimisten 2 x 2-matriisien, joiden determinantti on 1, ryhma
Mobius-kuvausten ryhméa

Kierto B — B : z +— ¢z

Translaatio B — B : z+ (24 ¢)/(1 +¢z)

Luku (a+b)/(1+ab) € B; a,b€ B

Ryhmén ¥(B) Abelin aliryhmé, jonka alkiot (pois lukien idg) kiinnittévit
joukossa B symbolin z paikalla lueteltavat pisteet ja vain ne

Joukko ¥, \{idg}

Ryhmén ¥ (B) aliryhmé, jonka alkiot kiinnittavét ainakin pisteen ¢ € S

Sup-metriikka tai sen rajoittuma
Joukko {¢ € X(G) : d(¢,idg) < €}
Suppeneminen metriikassa d

Kun L € %(B) (vast. ¢ € X(G)), merkitidn ¢ := ®(L) (vast. L := &~ 1(¢))
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MERKINTOJA

Torus S x B
Homeomorfismi T — 3(B) : (¢, ¢) — RargcTe

Metrisen avaruuden M joukosta A ldhtevan kuvauksen f kasautumisjoukko
pisteessi z € A eli joukko N2, f(AN B(x,1/n))

Kuvauksen f kasautumisjoukko pisteessi z € E joukkoa E C A pitkin eli
joukko C(f|g,x)

Stolzin kulma eli joukko {z € B((,p)N B : (( — z|() > |¢ — z| cos a},
missd ¢ € S, a € (0,7/2) ja p € (0,2cos )

Alueen G reuna-alkioiden joukko

Yksittdinen reuna-alkio

Reuna-alkio, jolle h(z) — P, kun 2 — ¢ € S joukossa B

Avaruus GU P

Kuvauksen h homeomorfinen jatke B — G*, jolle P; = h*(()
Reuna-alkion P = P, kuva eli joukko C'(h, ()

Joukko Cio¢)(h, ¢), kun ¢ = (h*)"!(P)

Reuna-alkioiden P, joille II(P) = I(P) on yksio, joukko

Reuna-alkioiden P, joille II(P) on yksi6 ja II(P) # I(P), joukko
Reuna-alkioiden P, joille II(P) = I(P) eikd kumpikaan ole yksio, joukko
Reuna-alkioiden P, joille II(P) # I(P) eikd kumpikaan ole yksio, joukko
Joukko U P s n € Zy, {j1, ..., Jn} C {1,2,3,4}

Joukko (h*)_1<,Pj1...jn)

Kuvauksen idg € 3(G) (yhtendisyys)komponentti
Kuvauksen idg € 3(G) ketjukomponentti eli joukko

Nesol® € B(G) :on ¢y, ..., ¢y, € B(idg, €), siten ettd ¢ = ¢y, - d1}

Jatkuva kuvaus X(G) — P : Tp(¢) = ¢(P) kiinnitetylle P € P
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