Harmoniset funktiot kompleksialueessa ja konformikuvaukset

Hanna-Kaisa Karttunen

Matematiikan pro gradu

Jyvaskylan yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Syksy 2014






i

Tiivistelma: Hanna-Kaisa Karttunen, Harmoniset funktiot kompleksialueessa ja kon-
formikuvaukset (engl. Harmonic Functions in the Complex Plane and Conformal
Mappings), matematiikan pro gradu -tutkielma, 79 sivua, Jyviskylian yliopisto, Ma-
tematiikan ja tilastotieteen laitos, syksy 2014.

Téamén tutkielman tarkoituksena on syventéa tietoja kompleksianalyysista tutus-
tumalla harmonisiin funktioihin ja konformikuvauksiin. Funktioita, jotka toteuttavat
Laplacen yhtélon, kutsutaan harmonisiksi funktioiksi. Harmonisten funktioiden maé-
rittdmiseen voidaan kéiyttdd Cauchy-Riemannin yhtaloitd. Harmoniset funktioit ovat
yhteydessé analyyttisiin funktioihin, silld harmonisten funktioiden avulla voidaan se-
littdd analyyttisten kuvausten teoriaa ja péinvastoin. Tamén tutkielman kannalta
tarkeimpié analyyttisia kuvauksia ovat injektiiviset kuvaukset, jotka tunnetaan myos
konformikuvauksina. Konformikuvaukset ovat alueiden véalisid kuvauksia, jotka sii-
lyttavat kulmien suuruuden ja suunnan ja joiden derivaatta on &dérellinen ja nollas-
ta eroava. Harmonisten funktioiden ja konformikuvausten véalilli on monia térkeité
yhteyksid. Esimerkiksi, jos harmoniselle funktiolle tehddén konforminen muuttujan-
vaihto, niin myo6s tuloksena saatu funktio on harmoninen.

Tutkielman motivaationa on oppia ratkaisemaan Dirichlet’'n ongelma erityisesti
puolitasossa, kickossa ja monikulmiossa. Dirichlet’n ongelma mééritelladan usein sel-
laisessa alueessa, jossa se on vaikea ratkaista. Siten tavoitteena on 16ytdd analyytti-
nen kuvaus monimutkaisesta alueesta yksinkertaisempaan alueeseen, jossa ongelma
on ratkaistavissa. Téllainen analyyttinen kuvaus 16ydetdén tunnettujen konformiku-
vausten joukosta tai se ratkaistaan esimerkiksi lineaaristen rationaalikuvausten tai
Schwarz-Christoffelin kaavan avulla. Puolitasossa ja yksikkokiekossa ongelman rat-
kaisemiseen voidaan soveltaa Poissonin integrointikaavoja. Dirichlet'n ongelman rat-
kaiseminen noudattaa neljan vaiheen ratkaisumenetelméa.

Avainsanat: harmoninen funktio, konformikuvaus, Laplacen yhtédlo, Cauchy-Riemannin
yhtélot, analyyttinen funktio, Dirichlet’n ongelma, lineaarinen rationaalikuvaus, Schwarz-
Christoffelin kaava, Poissonin integrointikaava
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Johdanto

Kuuluisan ranskalaisen matemaatikon Pierre-Simon Laplacen (1749-1827) mukaan
nimetylld Laplacen yhtalolla on paljon sovelluksia potentiaaliteoriassa. Yhtélon avul-
la voidaan mallintaa muun muassa sdhkdostatistiikkaan, virtausdynamiikkaan ja lam-
monjohtavuuteen liittyvid ongelmia. Kompleksialueessa médriteltyja funktioita, jotka
toteuttavat Laplacen yhtéalon, kutsutaan harmonisiksi. Harmonisia funktioita voidaan
etsid Cauchy-Riemannin yhtéldiden avulla. Harmoniset ja analyyttiset funktiot liitty-
vit vahvasti toisiinsa, silld toisaalta harmonisten funktioiden teoriaa voidaan johtaa
analyyttisten funktioiden teorian pohjalta, kun taas toisaalta harmonisten funktioi-
den avulla voidaan kuvata analyyttisid funktioita.

Saksalainen matematiikko Bernhard Riemann (1826-1866) néytti vuonna 1851
véitoskirjassaan, ettd jokainen kompleksitason yhdesti yhtendinen tasoalue voidaan
kuvata mille tahansa toiselle samantyyppiselle alueelle jonkin analyyttisen kuvauk-
sen avulla. Tallaisia kuvauksia kutsutaan konformikuvauksiksi. Ne ovat kuvauksia,
jotka sailyttavat kulmien suuruuden ja suunnan ja joiden derivaatta on &érellinen ja
nollasta eroava.

Harmoisten funktioiden ja konformikuvausten vélilld on monia yhteyksid. Voidaan
esimerkiksi nédyttaa, ettd jos harmoniselle funktiolle tehdééan konforminen muuttujan-
vaihto, niin my0s tuloksena saatu funktio on harmoninen. T&lla tuloksella on merkit-
tava asema téssé tutkielmassa.

Kompleksialueen harmonisten funktioiden ja konformikuvausten avulla voidaan
ratkaista monia ongelmia, jotka on mahdollista esittda kompleksiarvoisina funktioina,
mutta joiden geometriset ominaisuudet aiheuttavat hankaluuksia. Tamé epamukava
geometria voidaan kuitenkin muuntaa helpommin késiteltaviksi valitsemalla sopiva
muunnos. Téllaiset ongelmat tunnetaan yleisemmin nimelld Dirichlet’'n ongelma.

Dirichlet'n ongelmalla on keskeinen rooli potentiaaliteoriassa. Se syntyi 1800-
luvulla, kun huomattiin, ettd monia ilmioita voidaan havainnollistaa Laplacen yhtélon
mukaisten potentiaalien avulla. Englantilainen matemaattinen fyysikko George Green
(1793-1841) oli yksi ensimmaéisisté lineaarista Dirichlet'n ongelmaa tutkineista. Han
tutki ongelmaa esseessddn An Fssay on the Application of mathematical Analysis to
the theories of Electricity and Magnetism vuonna 1828 [3]. Hénen ideansa olivat tér-
keité jatkon kannalta, vaikka hidnen todistuksensa eivit olleet tdsmaéllisid. 1800-luvun
jélkipuoliskolla saksalainen matemaatikko Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859) esit-
ti Dirichlet’'n periaatteena tunnetun osittain puutteellisen variaatioperiaatteen. Sen
mukaan Dirichlet’n ongelman ratkaiseva funktio minimoi integraalin
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2 JOHDANTO

kaikkien alueen G reunalla annettuun funktioon yhtyvien funktioiden f joukossa. Di-
richlet ei kuitenkaan selvittdnyt, onko mimimointitehtéavéalla varmasti ratkaisu. Saksa-
lainen matemaatikko David Hilbert (1862-1943) selvitti asian lopullisesti vasta vuonna
1899. (8], [9]

Tamén tutkielman tavoitteena on tutustua kompleksialueen harmonisiin funktioi-
hin ja konformikuvauksiin. Motivaationa on oppia ratkaisemaan Dirichlet’n ongelma
erityisesti puolitasossa, kiekossa ja monikulmiossa. Koska Dirichlet'n ongelma méé-
ritellddn usein sellaisessa alueessa, jossa se on vaikea ratkaista, niin halutaan 16yta&
analyyttinen kuvaus monimutkaisesta alueesta yksinkertaisempaan alueeseen, jossa
ongelma on ratkaistavissa. Konformikuvaukset ovat téllaisia alueiden viélisid kuvauk-
sia.

Tutkielma jakautuu kolmeen lukuun. Ensimmaisessé luvussa kerrataan joitakin té-
man tutkielman kannalta keskeisimpé kompleksianalyysin asioita. Kertauksessa kes-
kitytddn lineaarikuvauksiin, analyyttisiin funktioihin, kompleksiseen integrointiin se-
kd Cauchyn lauseeseen. Lauseita ei todisteta, vaan todistukset voi halutessaan lukea
lahdekirjallisuudesta.

Toinen luku késittelee harmonisia funktioita. Ensimméisessé kappaleessa mééri-
tellain harmoniset funktiot Laplacen yhtdlon avulla ja osoitetaan niille muutamia
tuloksia. Tamén jilkeen perehdytdin harmonisten funktioiden ominaisuuksiin, ku-
ten esimerkiksi keskiarvo-ominaisuuteen. Téssd luvussa tutustutaan myos Dirichlet’n
ongelmaan ja sen ratkaisemiseen yleisen ratkaisumenetelmén avulla. Dirichlet’n on-
gelmalle pyritddan 16ytaméan yleinen ratkaisu kiekossa ja pystysuorien suorien rajoit-
tamassa alueessa Poissonin integrointikaavan ja Schwarzin lauseen avulla.

Kolmannessa luvussa keskitytddan kompleksitason analyyttisiin ja injektiivisiin ku-
vauksiin eli konformikuvauksiin. Ne ovat osa kompleksianalyysin tutkituimpaa aihea-
luetta. Aluksi méaritellidn konformikuvaukset, minké jalkeen tutustutaan lineaarisiin
rationaalikuvauksiin, Schwarz-Christoffelin kaavaan ja Poissonin integrointikaavoihin.
Tassa luvussa ollaan erityisesti kiinnostuneita Dirichlet’n ongelman ratkaisusta puoli-
tasossa, kiekossa ja monikulmiossa. Ongelman ratkaiseminen pohjautuu harmonisten
funktioiden ominaisuuksiin ja konformikuvauksiin. Liitteeseen 1 on koottu hyodyllisid
esimerkkejé alueiden vilisistd konformikuvauksista.

Harmonisia funktioita, konformikuvauksia ja Dirichlet’n ongelmaa késittelevissa
luvuissa on paljon esimerkkeji. Niiden tarkoituksena on selkeyttédd ja havainnollistaa
teoriaa.

Tamaén tutkielman méaritelmét, lauseet ja todistukset ovat koottu suurimmaksi
osin Kirjallisuutta-osiossa mainituista teoksista ja luentomonisteista sekd Jyvéskylan
yliopistossa kevailla 2014 luennoidun Kompleksianalyysi-kurssin luentomuistiinpa-
noista.



LUKU 1

Kompleksianalyysin kertausta

Téassa luvussa kerrataan tdmén tutkielman kannalta keskeisimpid kompleksiana-
lyysin perusmééritelmié ja -lauseita. Luku jakautuu lineaarikuvauksia, analyyttisié
funktioita, kompleksista integrointia ja Cauchyn lausetta kisitteleviin kappaleisiin.
Luvussa esiintyvat lauseet esitetdén todistamatta, mutta todistukset voi halutessaan
lukea ldhdekirjallisuudesta.

1.1. Lineaarikuvaukset

Tamén kappaleen tarkoituksena on kerrata lyhyesti kompleksiarvoisen lineaariku-
vausen méadritelmé sekd palauttaa mieleen lineaarikuvaukseen liittyvid késitteité.

MAARITELMA 1.1. Funktiota f(z) = az + b, missé vakiot a ja b ovat kompleksi-
lukuja, sanotaan kompeksiseksi lineaarifunktiokss.

Aivan kuten reaaliset lineaariset funktiot ovat yksinkertaisimpia reaalifunktioi-
ta, niin kompleksiset lineaarifunktiot ovat yksinkertaisimpia kompleksisia funktioita.
Kompleksiset lineaariset funktiot voidaan luokitella seuraavalla tavalla:

(1) Kompleksista lineaarista funktiota
T(z)=z+0b, b#0,
sanotaan surroksi eli translaatioksi. Jos pisteet z ja b esitetddn muodossa
z =z 41y ja b =z + 1y, niin talléin on
T(z) = (z +iy) + (xo + iyo) = ¥ + 20 +i(y + Yo),

toisin sanoen kuvaus 7" kuvaa pisteen (z,y) pisteeksi (z + xo,y + yo). Huo-
mataan, ettd siirto ei muuta siirrettdvan kuvan muotoa tai kokoa komplek-
sitasossa.

(2) Kompleksista lineaarista funktiota
R(z)=az=¢%z la|=1,a€C, 0<0 <,

kutsutaan kierroksi. On térkedd huomata, ettd vakio a on kompleksinen. Jos
siis a # 0 on kompleksiluku, niin luku a = ﬁ on kompleksinen ja sen moduli
on yksi eli |a| = 1. Témén vuoksi funktio R(z) = a7 on kierto mille tahan-
sa kompleksiluvulle a. Kuten siirto, kiertokaan ei muuta kuvattavan kuvan

muotoa tai kokoa kompleksitasossa.

(3) Kompleksista lineaarista funktiota
M(z)=az, a >0, a € R,
3



4 1. KOMPLEKSTIANALYYSIN KERTAUSTA

kutsutaan dilaatioksi. Jos z = x 4 1y on kompleksitason piste, niin dilaation
lauseke on

M(z) = az = ax + iay,
toisin sanoen piste (z, y) kuvautuu pisteeksi (ax, ay). Jos pistettd z merkitaan

z = re' | niin dilaation lauseke voidaan kirjoittaa my6s muodossa

M(2) = a(re®) = (ar)e™.

Kun a > 1, niin piste M(z) on a kertaa kauempana origosta kuin piste z.
Tatéa kutsutaan venytykseksi. Vastaavasti, jos 0 < a < 1, niin piste M (z) on
a kertaa lahempéné origoa kuin piste z. Tatéd puolestaan kutsutaan kutistuk-
seksi. Dilaatio voi siis muuttaa kuvattavan kuvan kokoa kompleksitasossa,
mutta se ei voi muuttaa kappaleen perusmuotoa.
Seuraavan lauseen mukaan jokainen kompleksiarvoinen lineaarikuvaus saadaan yhdis-
tamaélla siirto, kierto ja dilaatio.

LAUSE 1.2. Jokainen kompleksiarvoinen lineaarikuvaus f(z) = az + b saadaan
yhdistettynd kuvauksena siirroista, kierroista ja dilaatioista.

Tobistus. [11,s. 71-72] O

1.2. Analyyttiset funktiot

Palautetaan mieleen analyyttisten funktioiden teoriaa kompleksisen derivaatan ja
Cauchy-Riemannin yhtéloiden osalta. Analyyttiset funktiot ovat merkittavéssi ase-
massa tarkasteltaessa harmonisia funktioita ja konformikuvauksia.

1.2.1. Kompleksinen derivaatta. Kerrataan aluksi muutamia jatkon kannalta
oleellisia késitteitd. Tamén jalkeen méaritelldadn kompleksinen derivaatta ja tutustu-
taan muutamiin derivaattaan liittyviin tuloksiin.

MAARITELMA 1.3. Joukko A C C on epdyhtendinen, jos on olemassa avoimet
joukot U,V C C siten, etta
(1) AnU #0
(2) ANV #0
(3) UNV =0, toisin sanoen joukot U ja V ovat erillisid
(4) AC(UUV).

Maéaritelmén kolmas ehto voidaan korvata ehdolla UNV N A = (.
MAARITELMA 1.4. Joukko A C C on yhtendinen, jos se ei ole epayhtendinen.

Esimerkiksi kompleksitaso C seké jokainen kompleksitason jana J =|zg, z1]:=
{tz1+ (1 —1t)z0: 0 <t < 1} ovat yhteniisid. Myos jokainen yhtenéisen joukon yhdiste
on yhtenéinen. Se sijaan joukot R\ {0} ja C\ {0} ovat epédyhtenéisii.

Koska avoimet ja yhtendiset joukot ovat hyvin yleisid monissa kompleksitason mate-
maattisissa tarkasteluissa, niin niille on annettu oma nimi.

MAARITELMA 1.5. Avoin yhtenédinen joukko D C C on alue.

Maaritelladn seuraavaksi kompleksinen derivaatta.
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MAARITELMA 1.6. Olkoon U C C avoin joukko ja f: U — C funktio. Sanotaan,
ettd luku A € C on funktion f kompleksinen derivaatta pisteessé zo € U, jos

(1.1) lim {E=G0) — )

z—20 220
Jos funktio f on derivoituva, niin luku A € C on yksikésitteinen ja merkitdin \ =:
f(z0) tai A =: %(zo).

HuomAuTus 1.7. Ehto (1.1) on yhtépitavid sen kanssa, ettd kaikille ¢ > 0 on
olemassa 0 > 0 siten, ettd jos 0 < |z — 2| < J, niin

1@=feo) _ 3| < ¢

Z2—2z0
Erotusosaméérian raja-arvo kirjoitetaan usein myos muodossa

' — Jim {oth)—f(z0)
Sz = lim ZEEE
missé vakio h € C ja se voi ldhestyd nollaa miltd puolelta hyvénsa.

Seuraava maédritelmé esittelee kompleksiseen derivaattaan liittyvid nimityksid, jot-
ka tulevat toistumaan moneen kertaan taméan tutkielman aikana.

MAARITELMA 1.8. Olkoon U C C avoin joukko ja f: U — C funktio. Sanotaan,
ettd funktio f on analyyttinen (eli holomorfinen tai sddnndéllinen) joukossa U, jos
funktiolla f on kompleksinen derivaatta jokaisessa joukon U pisteessd zy € U. Sano-
taan myos, ettd funktio f on analyyttinen pisteessd zy € U, jos se on analyyttinen
jossain pisteen zy ympéristossé. Liséksi, jos funktio on analyyttinen koko kompleksi-
tasossa, niin sanotaan, ettd se on kokonainen.

LEMMA 1.9. Jos funktio f: U — C on deriwoituva pisteessi zy € U, niin se on
jatkuva pisteessi zy € U.

TopIsTuS. [6, Lemma 2.4, 5.28] O

Edellinen Lemma osoittaa derivoituvuuden ja jatkuvuuden vélisen yhteyden. On
erityisen tiarkedd muistaa, ettd funktion jatkuvuus on vélttdméton, mutta ei riittava
ehto funktion derivoituvuudelle. Toisin sanoen derivoituva funktio on aina jatkuvia,
mutta jatkuva funktio ei ole aina derivoituva.

Palautetaan nyt mieleen muutamia derivaatan laskusééntoja. Vastaavat sddnnot pé-
tevit myos reaaliarvoisille funktioille.

LAUSE 1.10. (Derivoimissddintiji). Olkoot funktiot f,g: U — C derivoituvia pis-
teessi zyp € U ja olkoon ¢ € C wvakio. Talloin funktiot cf, f + g, fg sekd %, kun
g(z0) # 0, ovat derivoituvia pisteessd zy € U ja niiden derivaatat ovat

(Cf),(zo) = Cf,(20>
(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g(20)
ja

! "(20)9(20)— f(20)9’ (2
(z) (20) = Llslaln) S/ o) g(z4) # 0.
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Lisiksi, jos kuvaus fog: U — C on derivoituva, niin sen derivaatta on

(f 2 9)'(20) = f'(9(20))g'(20).
TobISTUS. [6, Lause 2.5, s. 28] ja [7, Lause 4.2] O

1.2.2. Cauchy-Riemannin yhtil6t. Olkoon U C C avoin joukko ja funktio
f: U — C derivoituva pisteessi zyp = z¢ + 1yg € U. Merkitdan funktion f reaali- ja
imaginaariosia funktioilla u ja v siten, ettd

u(z) = Re(f(2))
v(z) = Im(f(2))

kaikilla pisteilld z = x + 1y € C. Namé reaaliarvoiset funktiot u,v: U — R on siis
valittu siten, ettd funktio f voidaan ilmaista niiden avulla muodossa f = u + iv.
Lasketaan seuraavaksi funktion f derivaatta kahdella tavalla. Lahestytdan pistetta z
ensin reaaliakselin suuntaisesti, jolloin saadaan

f'(20) = lim f(x+iy0:z:£(()xo+iyo)

T—rT0
— lim u(x+iyo) —u(zo+iyo) 4 lim v(z+iyo) —v(zo+iyo)
T—T0 T—To T—T0 T—To

= Uz (o + iyo) + vz (0 + PYo).
Siten osittaisderivaatat u,(29) ja v.(20) ovat olemassa ja funktion f derivaatta on
(1.2) f'(20) = ugz(20) + ivx(20).

Taméa on funktion f reaalinen osittaisderivaatta.
Vastaavasti, kun ldhestytddn pistettd zp imaginaariakselin suuntaisesti, saadaan

o — To £@otiy)—f(wotivo)
F'(z0) = lim i(y—v0)

— g lim “otw)—ul@otiyo) | |y, v(@+iy)—v(zotiyo)
Y=o y=vo Y—Yo Y—%o

= —iuy(l’o + Zyo) + Uy(l'o + Zy())

Téaten myos osittaisderivaatat u,(zo) ja vy(20) ovat olemassa ja funktion f derivaatta
on

(1.3) £'(z0) = vy (z0) — ity (20).

Viahentamélla derivaattafunktiot (1.2) ja (1.3) toisistaan saadaan Cauchy-Riemannin
yhtilit

Kootaan edelld todettu lauseeksi.

LAUSE 1.11. Jos funktio f: U — C on derivoituva pisteessi zg € U ja kirjoitetaan
muodossa f = u+1iv, missi u,v: U — R, niin osittaisderivaatat u,, u,, vy ja v, ovat
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olemassa ja niille pdtee

14 {Ux(ZO) = vy(=0)

uy(20) = —va(20).
Tama pétee myos kadntaen:

LAUSE 1.12. Olkoon U C C avoin joukko ja f: U — C funktio siten, ettd f = u+
iv, missié u = Re(f) jav=Im(f). Oletetaan, ettd osittaisderivaatat u,, u,, v, ja v,
ovat olemassa joukossa U ja jatkuvia pisteessd zg € U. Jos Cauchy-Riemannin yhtdlit
toteutuvat pisteessd zy, niin funktio f on derivoituva pisteessd zy ja sen derivaatta on

f'(20) = uz(20) + 1v:(20) = vy(20) — Puy(20)-
TobisTus. [6, Lause 2.9, s. 32] O
On téarkedd huomata, ettd Lauseessa 1.12 ei riité oletus, etté osittaisderivaatat u,,
Uy, Uy ja vy ovat olemassa joukossa U, vaikka ne toteuttaisivatkin Cauchy-Riemannin
yhtélot. Osittaisderivaatoilta vaaditaan myos jatkuvuus pisteessd zp. Mydhemmin
tullaan kuitenkin ndyttdméadn, ettd avoimessa joukossa U differentioituvan Cauchy-

Riemann -systeemin ratkaisuilla u ja v on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisde-
rivaatat joukossa U, toisin sanoen ne ovat C'*°-funktioita.

SEURAUS 1.13. Olkoon U C C avoin joukko ja f: U — C funktio. Jos funktiolla f
on olemassa jatkuvat osittaisderivaatat joukossa U, niin se on analyyttinen joukossa U
tasmalleen silloin, kun Cauchy-Riemannin yhtdlot toteutuvat kaikilla pisteilld z € U.

1.3. Kompleksinen integrointi

Kerrataan aluksi muutamia keskeisia késitteité ja tarkastellaan sitten kompleksis-
ta integrointia.

MAARITELMA 1.14. Polku on kompleksitasossa jatkuva kuvaus 7: [a, b|— C, mis-
sd vakiot a,b € R ovat siten, ettd a < b. Piste y(a) on polun v alkupiste ja v(b) sen
loppupiste. Kuvauksen v kuvajoukkoa

[yl = A{r(t): ¢ €[a, 0]}
kutsutaan polun 7y jiljeksi. Sanotaan, ettd - on polku joukossa A, jos |y| C A. Polku

v on suljettu (eli umpinainen), jos sen alku- ja loppupiste ovat samat eli y(a) = y(b).

MAARITELMA 1.15. Olkoon 7: [a,b]— C polku ja merkitdén

z(t) = Re(v(1))

y(t) = Im(v(t)).
Polku ~ on jatkuvasti differentoituva polku, jos z: [a,b]— R ja y: [a,b]— R ovat
jatkuvasti differentioituvia (toisin sanoen péaétepisteissi on toispuoleiset derivaatat).
Télloin polun ~y derivaatta on

V(t) = 2'(t) + iy (1)
Lisaksi sanotaan, ettd polku v on paloittain jatkuvasti differentioituva valilla [a, bl

jos on olemassa pisteet a = tg < t; < --- < t, = b siten, ettd polun v rajoittuma
valille [tp_1,tx], eli Y|, , .., on jatkuvasti differentioituva kaikilla k =1,2,3,...,n.
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MAARITELMA 1.16. Paloittain jatkuvasti differentioituvaa polkua ~v: [a,b]— C,
jolle |v| C A, kun A C C, sanotaan tieksi joukossa A.

Suljettua tietd kutsutaan myos piiriksi.

Maéritelladn seuraavaksi polun kadnteispolku.

MAARITELMA 1.17. Olkoon +v: [a,b]— C polku/tie. Polun v kddnteispolku tai
paluupolku /kidnteistie on kuvaus % : [a, b]— C siten, etti

St =v0b+a—t).

Poluille voidaan mééritellda myo6s yhdistetty polku, mikali toisen polun loppupiste
on sama kuin toisen alkupiste.

MAARITELMA 1.18. Olkoot 7, : [a1, b1]— C ja y2: [ag, bo]— C polkuja siten, etté
v1(b1) = v2(az). Polkujen 7y ja 7o yhdistetty polku (summapolku)

Y kYo [ar, by 4+ by — ag]— C

maaritelladan asettamalla

7 (1), kun a; <t <1
T1*Y2(t) =
vg(t—b1+a2), kun bl §t§b1+b2—a2.

HuomauTus 1.19. (1) Jos yhdistetty polku 7; % 72 on mééritelty, niin sen
kuvajoukolle patee |y; % ya| = |7y1| U |72].
(2) Jos 71 ja 7y, ovat teitd, niin my6s yhdistetty polku 7 * 72 on tie.

Edella olleen polkuihin liittyvén teorian pohjalta ollaan nyt valmiita méaarittele-
méadn kompleksiarvoisen funktion integraali.

MAARITELMA 1.20. Olkoon 7: [a,b]— C, v = x+iy, tieja f: |y| — C, f = u+iv,
jatkuva funktio. Talloin funktion f kompleksinen integraali yli tien ~ on

/vf(z) dz 1= /abf(v(t))v’(t) dt.

Vastaavasti funktion f integraali yli tien v kaarenpituuden suhteen on

[ = [ @ ol

Tarkastellaan seuraavaksi kompleksisen integraalin ominaisuuksia.

LEMMA 1.21. Olkoot 7 ja B teitd joukossa A ja f,g: A — C jatkuvia funktioita.
Talloin

(1) [, () +g() dz = [ f(z)d= + [ g(=) d=.
(2) fA/ cf(z)dz = cf7 f(2)dz kaikilla ¢ € C.

(3) fo f(2)dz =~ [ f(2)dz.



1.3. KOMPLEKSINEN INTEGROINTI 9

(4) jos yhdistetty polku v % 5 on mddritelty, niin
/ f(z)dz = /f(z)dz—{—/f(z)dz.
T*B v B

(5) jos | f(2)| < |g(2)| kaikilla z € ||, niin

[ < [laea = [gaol ol

missd vy [a,b]— C.

TobpISTUS. [6, Lemma 3.11, s, 53-54] O

1.3.1. Primitiivit. Olkoon f: U — C, missia U € C on avoin, funktio. Funktiota
F: U — C sanotaan funktion f primitiiviksi (tai kantafunktioksi) joukossa U, jos se
on analyyttinen ja F'(z) = f(z) kaikilla pisteilld z € U.

HuomauTus 1.22. Jos funktio F' on funktion f primitiivi joukossa U, niin talléin
myo6s funktio F' + ¢ on funktion f primitiivi kaikilla vakioilla ¢ € C.

2

ESIMERKKI 1.23. Funktion f(z) = z primitiivi on F(z) = %.

Eksponenttifunktion f(z) = e* primitiivi on eksponenttifunktio itse.

Logaritmin pédhaara F(z) = Log(z) on funktion f(z) = % primitiivi joukossa
D =C\ (—00,0].

Seuraava lause antaa keinon primitiivin 16ytamiseksi.

LAUSE 1.24. Olkoon funktio F' jatkuvan funktion f primitiivi avoimessa joukossa
U C C. Jos~: [a,b]— U on tie joukossa U, niin

/ﬂ@wsz@»—ﬂwwy

Erityisesti, jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi joukossa U ja v on suljettu tie,

nn
/f(z) dz = 0.
.

TobisTus. [10, Theorem 1V.2.2; s. 126] O

Lause 1.24 siis viittad, etté jos jatkuvalla funktiolla f on primitiivi joukossa U, niin
talloin funktion f integraali yli tien ~ riippuu ainoastaan tien alku-ja loppupisteista.

1.3.2. Kierrosluku. Mééritellddn vield lopuksi késite kierrosluku. Olkoon v: [a, b]—
C suljettu tie. Tien v kierrosluku n(vy,w) pisteen w € C suhteen on pisteen w ym-
péari vastapaivadn kierrettyjen kierrosten lukumééra. Kierrosluku on kokonaisluku ja
sen merkki kertoo kiertosuunnan. Jos kierrosluvun arvo on positiivinen, niin polku ~
kiertda pisteen w ympéri vastapdividn, ja jos se on negatiivinen, niin silloin polku
kiertda pisteen myotapaivadn.
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MAARITELMA 1.25. Olkoon 7: [a,b]— C suljettu tie. Tien ~y kierrosluku pisteen

z € C\ |y| ympdri on
n(y,2) = 35 / ot
v

Lukua n(vy,w) kutsutaan myos tien v indeksiksi pisteen w suhteen.

Seuraavaan lemmaan on koottu muutamia kierrosluvun keskeisid ominaisuuksia.

LEMMA 1.26. Olkoon ~ suljettu, paloittain siled polku kompleksitasossa ja olkoon
U=C\ |y|. Talloin
(1) n(~,z) on vakio jokaisessa joukon U komponentissa;
(2) n(vy,z) =0, jos piste z kuuluu joukon U rajoittamattomaan komponenttiin,
(3) kun polku v on yksinkertainen, niin joko n(vy, z) =1 tai n(v, z) = —1 jokai-
selle pisteelle z joukon U rajoitetussa komponentissa.

TobisTus. [10, Lemma V.2.1, s. 157-160] O

1.4. Cauchyn lause

Kerrataan lopuksi yhtd kompleksianalyysin keskeisimpéé lausetta - Cauchyn lauset-
ta. Se on alunperin vuodelta 1825. Cauchyn lauseen keskeinen teema voidaan muo-
toilla kysymykseksi: Millaisissa olosuhteissa analyyttisen funktion integraali suljettua
polkua pitkin hévida? Cauchyn lause paljastaa kompleksianalyysin ja tason topologian
vélisen kiehtovan yhteyden. Se my0s auttaa ymméartdméan analyyttisten funktioiden
lokaalia rakennetta.

Cauchyn lauseesta on olemassa seké lokaali etté globaali versio. Sana "lokaali” viit-
taa kiekkoon rajoittumiseen.

LAUSE 1.27. (Cauchyn lauseen lokaali muoto) Olkoon D avoin kompleksitason
kiekko. Oletetaan, etti funktio f on analyyttinen kiekossa D (tai yleisemmin, jatkuva
kiekossa D ja analyyttinen kiekossa D \ zo jollekin pisteelle zy € D). Tdlldin on
f,y f(2)dz = 0 jokaiselle suljetulle, paloittain siledlle polulle v € D.

TobisTus. [10, s. 143-147] O

LEMMA 1.28. Olkoon v paloittain siled polku kompleksitasossa ja funktio h jatkuva
joukossa |vy|. Olkoon lisiksi k positiivinen kokonaisluku. Avoimessa joukossa U =

C\ |y| madaritelty funktio H,
h(Q)d
H) = [ 8.
gl

on analyyttinen ja sen derivaatta on
o) =k [ 9%
gl

TobisTus. [10, Lemma V.1.6, s. 151] O

LAUSE 1.29. (Cauchyn integraalikaavan lokaalo muoto) Oletetaan, etti funktio
f on analyyttinen avoimessa kiekossa D ja ettd v on suljettu, paloittain siled polku
kiekossa D. Talloin on

(.21 = 2 [ L0
:
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kaikille z € D\ ||
Tobistus. [10, Theorem V.2.2, s. 161-162] O

Tamén Cauchyn integraalikaavan perusteella voidaan tehda péatelmaé, joka alkaa
paljastaa kompleksianalyysin ja reaalianalyysin vélisen eron.

LAUSE 1.30. Jos funktio f on analyyttinen joukossa U, niin myds funktio f' on
analyyttinen joukossa U. Erityisesti funktio f on jatkuvasti derivoituva funktio eli

fecyU).
TobisTus. [10, Theorem V.3.1, s. 164-165] O

SEURAUS 1.31. Jos funktio f on analyyttinen joukossa U, niin se voidaan differen-
tioida mielivaltaisen monta kertaa joukossa U ja kaikki sen derivaatat f', f", ..., f®), ...
ovat analyyttisid joukossa U. Erityisesti funktiolla f on kaikkien kertalukujen jatkuvat
derivaatat eli f € C(U).

Cauchyn lauseen lokaalin muodon oletus, ettd eletdén kiekossa, on liian rajoittava.
Siten siitd oletuksesta pyritddn padsemadn eroon.

Cauchyn lauseen globaalia versiota varten on hyvi kerrata muutama keskeinen
késite.

MAARITELMA 1.32. Kompleksitasossa sykli on dérellinen jono suljettuja teitd g,
missd k = 1,2,...,p. Syklille kiiytetdén merkintdd o = (y1,792,...,7)-

MAARITELMA 1.33. Olkoon ¢ sykli avoimessa joukossa U C C. Sanotaan, ettd
sykli o on nollahomologinen joukossa U, jos n(o, z) = 0 kaikilla z € C\ U.

Cauchyn lauseen lokaalin version mukaan kaikki syklit ovat nollahomologisia kie-
kossa D.

MAARITELMA 1.34. Alue U € C on yhdesti yhtendinen, jos jokainen joukon U
suljettu tie «y (ja siten jokainen sykli) on nollahomologinen joukossa U.

Se, ettd alue on yhdesti yhtendinen, merkitsee geometrisesti sité, etté siiné ei ole
"reikid”. Rajoitettu alue U on yhdesti yhtendinen, jos ja vain jos joukko C\ U on
yhtenéinen. Rajoittamaton alue U # C on puolestaan yhdesti yhtenéinen, jos ja vain
jos joukon C\ U kaikki komponentit ovat rajoittamattomia.

Seuraava lause on yksi kompleksianalyysin tdarkeimmisté tuloksista.

LAUSE 1.35. (Cauchyn lause) Olkoon o sykli avoimessa joukossa U. Tdlloin on
fa f(2)dz = 0 jokaiselle analyyttiselle funktiolle f joukossa U, jos ja vain jos sykli o
on nollahomologinen joukossa U .

TobisTus. [10, Theorem V.5.1, s. 188-191] O

LAUSE 1.36. (Cauchyn integraalikaava) Olkoon funktio f analyyttinen avoimessa
joukossa U ja o nollahomologinen sykli joukossa U. Talloin on

(o 2)1() = o [ 10
kaikille z € U \ |o|.
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TobisTus. [10, Theorem V.54, s. 192] O

Cauchyn lauseen ja integraalikaavan véitteet patevat siis kaikille sykleille yhdesti
yhtendisissa alueissa.



LUKU 2

Harmoniset funktiot kompleksialueessa

Téssé luvussa tarkastellaan harmonisten funktioiden teoriaa kompleksitasoaluees-
sa. Ensin maédritellidn Laplacen yhtélo, jonka avulla voidaan mééritella harmoniset
funktiot. Témén jélkeen osoitetaan muutamia tuloksia ja tutustutaan harmonisten
funktioiden ominaisuuksiin, kuten esimerkiksi keskiarvo-ominaisuuteen. Lopuksi tu-
tustutaan Dirichlet’n ongelmaan ja sen ratkaisemiseen esittelemélléd yleinen ratkaisu-
menetelmé. Dirichlet’n ongelmalle pyritddn l0ytamaén ratkaisu kiekossa ja pystysuo-
rien suorien rajoittamassa alueessa. Téata varten mééritellddn Poissonin integrointi-
kaava kiekossa ja todistetaan Schwarzin lause.

2.1. Harmoniset funktiot

Harmoniset funktiot ovat merkittdvéassé roolissa fysiikassa ja tekniikassa. Erityi-
sesti niihin torméatdaan sdhkostatistiikassa, virtausdynamiikassa, akustiikassa ja lam-
mon siirrossa [10, s. 214]. Harmonisten funktioiden sovelluksista voi lukea lisdd esi-
merkiksi O.D.Kelloggin teoksesta Foundations of Modern Potential Theory [5] seké
L. L. Helmsin teoksesta Introduction to Potential Theory [4].

Téassé kappaleessa méaritelladn ensin Laplacen yhtélo ja sen avulla harmoniset
funktiot. Tamén jélkeen tutkitaan analyyttisten ja harmonisten funktioiden vélis-
td suhdetta. Lopuksi tutustutaan vield harmonisiin konjugaattifunktioihin ja niiden
ominaisuuksiin. Harmonisten funktioiden teoriaa selvennetdin esimerkkien avulla.

MAARITELMA 2.1. Olkoon U C C avoin joukko ja u: U — R funktio, jolla on
olemassa jatkuvat osittaisderivaatat u,, ja u,, jokaisessa joukon U pisteessd. Méaéri-
tellddn Laplacen operaattor: asettamalla

(2.1) AU = Uy + Uy
Laplacen yhtilé saadaan asettamalla Laplacen operaattori nollaksi eli toisin sanoen
(2.2) AU = Ugy + Uy = 0.

Laplacen yhtélon ratkaisulle, funktiolle u, on annettu oma nimi ja se méaéritellaan
seuraavasti:

MAARITELMA 2.2. Olkoon D C C alue ja u: D — R funktio, jolla on olemassa
jatkuvat osittaisderivaatat wu,, ja u,, jokaisessa alueen D pisteessd. Sanotaan, etté
funktio u on harmoninen, jos se toteuttaa Laplacen yhtdlon, toisin sanoen, jos Au =
Ugg + Uy = 0 kaikilla alueen D pisteilld.

Seuraava lause osoittaa, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imaginaariosat ovat
harmonisia.

LAUSE 2.3. Olkoon f = u + 1w analyyttinen funktio alueessa D C C. Tdlloin
funktiot u ja v ovat harmonisia alueessa D.

13
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TobisTus. Oletetaan, ettd funktio f = uw + v on analyyttinen alueessa D C C.
Talloin Lauseen 1.30 mukaan my6s sen derivaattafunktio

F1(2) = ua(2) +iva(2) = vy(2) — iuy(2)
on analyyttinen tésséd alueessa D. Tamén seurauksena reaaliarvoisten funktioiden
ja v toisen kertaluvun derivaatat ovat jatkuvia ja niille patee ugy = Uyy ja Uy = Vyq.
Koska funktio f on analyyttinen, niin Lauseen 1.11 nojalla Cauchy-Riemannin
yhtalot toteutuvat. Talloin on

Uzz = (Uy>$ = Uy ja Vge = (_uy)x = —Uyy,

joten seka w ettd v toteuttaa Laplacen yhtalon. U

ESIMERKKI 2.4. Olkoon funktio f(z) = 2% = 22 — y? + 2xyi kokonainen. Tilléin
funktiot u(z,y) = 22 —y? jav(z,y) = 2zy ovat Lauseen 2.3 nojalla selvisti harmonisia
jokaisessa alueessa D C C.

On siis ndytetty, ettd jos funktio f = u + tv on analyyttinen alueessa D, niin til-
16in sen reaali- ja imaginaariosat u ja v ovat harmoniset tésséd alueessa. Olkoon nyt
u reaaliarvoinen ja harmoninen funktio alueessa D. Jos 16ydetdén toinen harmoni-
nen funktio v siten, ettd molemmat funktiot u ja v toteuttavat Cauchy-Riemannin
yhtalot alueessa D, niin 10ydettyéd funktiota v kutsutaan funktion w harmoniseksi
konjugaatiksi. Yhdistamalla funktiot v ja v funktioksi u + iv saadaan funktio, joka on
analyyttinen alueessa D.

Tutustutaan harmonisiin funktioihin vield seuraavien esimerkkien avulla.

ESIMERKKI 2.5. (1) Néytetésin, ettéd funktio u(z,y) = 23 — 3zy* — 5y on
harmoninen koko kompleksialueessa. Laskemalla osittaisderivaatat

Uz (T, y) = 6,
u,(v,y) = —6ry — 5,
Uyy(@,y) = —6x

nihdéaan, ettd funktio u toteuttaa Laplacen yhtdlon

Au(z,y) = Uz (x,y) + uyy(x,y) = 62 — 62 = 0.

(2) Etsitddn funktion u konjugaattifunktio. Koska harmonisen konjugaattifunk-
tion v téytyy toteuttaa Cauchy-Riemannin yhtélot u, = v, ja u, = —v,, niin
taytyy olla

vy(z,9) = 32° — 3y ja v,(z,y) = 6y + 5.
Kun yhtélo v,(z,y) = 32% — 3y? integroidaan muuttujan y suhteen, saadaan
v(x,y) = 32y — y° + h(z).
Kun tdméa puolestaan derivoidaan muuttujan x suhteen, saadaan

ve(2,y) = 6y + '(x).
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Vertaamalla téta tulosta aiemmin laskettuun funktion v osittaisderivaattaan
muuttujan x suhteen ndhdéén, ettd h'(x) = 5. Siten on oltava h(x) = bz +C,
missé C' on reaalinen vakio. Siispd funktion v harmoninen konjugaatti on

v(z,y) = 32%y — y* + 5z + C.

ESIMERKKI 2.6. Olkoon u: C — R funktio siten, etté
u(re®) = ag + Z [ay cos(kB) + by sin(k6)]

jokaiselle r > 0 ja # € R, kun aq,as,...,a, ja by, bs, ..., b, ovat reaalisia vakioita.
Néaytetadn, ettd funktio w on harmoninen kompleksitasossa C ja etsitdan funktiolle u
konjugaattifunktio v, jolle pétee v(0) = 0.

Asetetaan z = re?. Télloin saadaan

u(z) = ap + Z lay, cos(kB) + by sin(k0)]

:a0+2 larRe(e™) + byIm(e™)]

:a0+2 [arRe(e™) + b Re(—ie*?))]

= Re

ag + Z(ak — zbk)zk] .

k=1
Koska funktio u on polynomin

Z) = qag + Z(ak — zbk)z
k=1

reaaliosa, niin funktio u on selvésti harmoninen kompleksitasossa.
Funktio v: C — R, v(z) = Im(f(z)) on funktion v harmoninen konjugaatti, silla
sille péatee v(0) = Im(f(0)) = Im(ag) = 0. Siten, kun merkitéifin z = re?’, saadaan

ap + Z((lk - Zbk)Zk]

k=1

= Z Im|[(ay — iby,)r*e™?

v(z) =Im

_Z a, Im zk9 —b ]m( zk&)]

= r¥[—by cos(kf) + ay sin(k6)].
k=1
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Siispéa haluttu harmoninen konjugaatti v on
v(re) = Z r*[—by, cos(k0) + ay sin(k6)]

k=1
kaikille » > 0 ja r € R.

LAUSE 2.7. Olkoon D C C alue. Tdlloin jokaisella alueen D harmonisella funk-
tiolla on harmoninen konjugaattifunktio tdssd alueessa, jos ja vain jos alue D on
yhdesti yhtendinen.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd alue D on yhdesti yhtenéinen ja osoitetaan, etta
alueen D harmonisella funktiolla 4 on harmoninen konjugaattifunktio téssé alueessa.
Madéritelladn funktio g asettamalla g = u, — tu,. Koska funktio u on kaksi kertaa
jatkuvasti derivoituva alueessa D eli siis u € C?(D), niin my6s funktio g on jatkuvasti
differentioituva alueessa D eli g € C'(D). Lisiksi, koska funktio u on harmoninen
alueessa D, niin mééritelman mukaan on Au = u,, + uy, = 0 alueessa D. Télloin

funktion g reaali- ja imaginaariosat toteuttavat Cauchy-Riemannin yhtélot alueessa
D:

(Ug)z = Uge = —Uyy = (—Uy)y,
(Ur>y = Ugy = Uyz = _(_“y)r‘

Seurauksen 1.13 mukaan funktio g on analyyttinen alueessa D, jolloin sille voidaan
valita primitiivi f = @ + iv [10, Theorem V.6.1, s. 196]. Olkoon nyt piste zg € D
siten, ettd f(z9) = wu(zp). (Ta4md méaaraa yksikasitteisesti funktion f.) Talloin on
oltava (zg) = u(zo). Koska nyt on

Uy — 1y = ' = g = uy —iuy

alueessa D, niin téytyy olla (@ — u), = (@ — u), = 0 kaikkialla alueessa D. T&ll6in
funktio & —u on vakio alueessa D [10, Lemma I11.2.3, s. 73]. Lisdksi aiemmin todetun
perusteella on @(zp) = u(zp), joten on oltava & —u = 0 eli & = u alueessa D. Saadaan
siis, ettd funktio f voidaan kirjoittaa muodossa f = u + iv alueessa D. Funktio f
on madritelmansd mukaan analyyttinen alueessa D, joten funktio v on funktion w
harmoninen konjugaattifunktio.

Oletetaan sitten, etté jokaisella harmonisella funktiolla on harmoninen konjugaat-
tifunktio alueessa D ja osoitetaan, ettd alue D on yhdesti yhtendinen. Olkoon v sul-
jettu, paloittain siled polku alueessa D. Halutaan néyttéa, ettd v on nollahomologinen
alueessa D, toisin sanoen n(y, zy) = 0 jollekin pisteelle zy € C\ D.

Maéiritelladan nyt funktio u: C\ zy — C siten, ettd u(z) = Log|z — zp|. Funktio
u on harmoninen alueessa C \ z ja yksinkertaisella laskulla ndhdéén, ettd se on har-
moninen myos alueessa D. Oletuksen mukaan funktiolle u voidaan valita harmoninen
konjugaattifunktio v alueessa D, jolloin funktio f = u + iv on analyyttinen alueessa
D. Myos funktio h: D — C, joka méaritellddn asettamalla

A=) = (s = 20)e 1,
on analyyttinen alueessa D. Huomataan, ettd sen normi on

—Loglz—zo| _ |z=20| _ 1

’h(Z)‘ = |’Z - z0|67U(Z) = |Z - ’ZO|€ |z—2z0|
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kaikilla z € D. Talloin funktion h on oltava vakio alueessa D [10, Theorem ITI.2.5, s.
74]. Téasta seuraa, ettd

0="h(z) =e 7@ — (2= 2)e O f(2)

kaikkialla alueessa D, jolloin saadaan, ettd on oltava f'(2) = (z—29) ! kaikilla z € D.
Lauseen 1.24 nojalla kierrosluku on talléin

ntra) = g [ &5 = [ £©Od =0

Tamé& on, mitd haluttiinkin. Siispé alue D on yhdesti yhtenéinen. U

SEURAUS 2.8. Jos funktio u on harmoninen avoimessa joukossa U, niin funktiolla
u on harmoninen konjugaattifunktio jokaisessa joukon U avoimessa kiekossa. Erityi-
sesti funktio u on ddrettomdan monta kertaa jatkuvasti derivoituva eli w € C*°(U).

2.2. Keskiarvo-ominaisuus

Téassé kappaleessa tutustutaan harmonisten funktioiden keskiarvo-ominaisuuteen.
Aloitetaan osio lyhyelld laskulla. Oletetaan aluksi, ettd v on harmoninen funktio tason
avoimessa joukossa U ja piste z € U. Olkoon liséksi p > 0 niin pieni, etté z-keskinen
ja p-siteinen kiekko D := B(z, p) siséltyy joukkoon U, toisin sanoen D C U. Lauseen
2.7 nojalla funktiolle u voidaan valita harmoninen konjugaattifunktio v kiekossa D.
Kun 0 < r < p, sovelletaan Cauchyn integraalikaavaa funktioon f = u-+1v ja saadaan

() = Re( () = Re 3 [ )

2
= Re (% f(z+re?) d@)
0
2

= u(z +re?) df.
0

~or

Téastéd voidaan siis padtelld, ettd funktion u lauseke on

(2.3) u(z) = %/0 7ru(z + re'?) df),

kun 0 < r < p. Yhtélon 2.3 oikealla puolella on yksinkertainen tulkinta: se antaa

funktion u keskiarvon kiekossa B(z,r). Yhtalon 2.3 mukaan tdmé keskiarvo on sama

jokaiselle r € (0, p) ja on yhtésuuri kuin funktion u arvo kiekon B(z,r) keskipisteessa.
Yhtélén 2.3 motivoimana tehdédén seuraava madritelmé:

MAARITELMA 2.9. Reaaliarvoisella funktiolla w, joka on jatkuva avoimessa jou-
kossa U C C, on keskiarvo-ominaisuus joukossa U, jos jokaiselle pisteelle z € U on
olemassa side p = p(z) > 0 siten, ettd

(2.4) w(z) = %/ﬂ 7rw(z +re) do

kaikilla 0 < r < p.
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On selvid, ettia kiekko B(z,p) siséltyy joukkoon U eli B(z,p) C U. Yhtalolta
2.4 ei kuitenkaan vaadita, ettd se pétisi kaikilla séteilld p siten, ettd kiekko B(z,p)
sisdltyisi joukkoon U, vaan, ettd se pétee, kun séde p on valittu riittdvan pieneksi.

Kootaan edeltdavat huomioit vield lauseeksi.

LAusSE 2.10. Harmonisella funktiolla u on keskiarvo-ominaisuus avoimessa jou-
kossa U. Lisdikst, jos pisteelld z on edelld mainittu ominaisuus, niin mikd tahansa
luku p > 0 voi olla tdtd pistettd vastaava sdade, kun B(z,p) C U.

2.3. Dirichlet’n ongelma

Tutustutaan seuraavaksi erddseen klassiseen ja térkeddn soveltavan matematiikan
ongelmaan, joka liittyy Laplacen yhtéléon. Tamé ongelma tunnetaan nimelld Di-
richlet’n ongelma. Téssé kappaleessa pyritddan 16ytaméaéan Dirichlet’'n ongelmalle ylei-
nen ratkaisu kiekossa seké alueessa, jota rajoittavat pystysuorat suorat. Tétd varten
madritellddn Poissonin integrointikaava kiekossa ja todistetaan Schwarzin lause. Tar-
kastellaan myos harmonisten funktioiden ja analyyttisten kuvausten valista yhteytta
osoittamalla, ettd analyyttinen muuttujanvaihto sailyttda kuvauksen harmonisuuden.
Lopuksi esitelldén Dirichlet’n ongelman ratkaisumalli, johon tullaan palaamaan myds
tutkielman viimeisessé luvussa. Esimerkkien tavoitteena on helpottaa asioiden ym-
martamista.

Olkoon D tason alue ja h: 0D — R jatkuva, alueen D reunalla mé&éritelty, funk-
tio. Dirichlet’n ongelman tavoitteena on loytés jatkuva funktio u: D — R, joka on
harmoninen alueessa D ja joka vastaa funktiota h alueen D reunalla. Oikeastaan
riittdd 16ytda harmoninen funktio u: D — R, jolle pétee

lim u(z) = h(¢)

z—(

kaikilla ¢ € 9D. Télloin on helppoa nahdé, ettd funktio, joka vastaa funktiota u
alueessa D ja funktiota h alueen D reunalla 0D, on jatkuva joukossa D.

Dirichlet'n ongelmalla ei ole valttamétta ratkaisua, mutta sillon, kun ratkaisu
on olemassa ja alue on rajoitettu, niin ratkaisu on yksikésitteinen [10, s. 227-228].
Muissa tapauksissa ratkaisuja voi olla useampia. Aluetta, jossa Dirichlet’'n ongelmalla
on ratkaisu jokaiselle jatkuvalle reunafunktiolle h, sanotaan sddnndélliseksi Dirichlet’n
ongelmalle. Esimerkiksi avoin kiekko on téllainen alue.

Dirichlet'n ongelma on kayténnoén sovellusten kannalta térkeé, silla monet fysi-
kaan ongelmat, kuten esimerkiksi lampovirtaus, palautuvat Dirichlet'n ongelman rat-
kaisemiseen. Seuraavasta esimerkistéd kay ilmi, kuinka Dirichlet’n ongelma ratkaistaan
origokeskeisessé kiekossa, kun reunafunktio on kahden muuttujan, z ja y, polynomi.

ESIMERKKI 2.11. Ratkaistaan Dirichlet’'n ongelma kiekossa D = B(0,2), kun
reunafunktiona on h(z) = 2% + 2zy?.
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Asetetaan z = 2¢¥ = 2(cos #+isin #). Muokataan funktion h: D — R lauseketta
kayttamalla trigonometrisia kaavoja:

h(z) = 2% + 2x9°
= (2cos0)? +2-2cosf - (2sin)?
= 4cos®f + 16 cos fsin” §
=4[5 + 3 cos(20)] + 16 cos b [1 — L cos(20)]
= 2[1 + cos(26)] + 8 cos O[1 — cos(26)]

= 2+ 8cosf + 2cos(20) — 8 cos b cos(20)

= 2+ 8cosf + 2cos(26) — 4 [2cos (252) cos (22£2)]
= 2+ 8cosf + 2cos(20) — 4[cos(36) + cos ]

=2+ 8cosf + 2cos(20) — 4 cos(30) — 4 cos b

=2+ 4cosf + 2cos(20) — 4 cos(36).

Esimerkin 2.6 avulla ndhdéén, ettd funktio u: C — R, joka méaritelladn asettamalla
u(re®) = 2 + 4ayr cos 0 + 2ayr* cos(260) — 4asr® cos(30),

on harmoninen kompleksitasossa jokaiselle vakiolle aq, as, az € R. Valitaan nyt vakiot
ai,as, a3 € R siten, ettd funktio u vastaa funktiota A, kun r = 2. Valitaan siis a; = %,
as = }l jaag = %. Annetun Dirichlet’n ongelman ratkaisu on siten

r cos(29) r3 cos(36)
2

u(z) =24 2rcosf +
3

= Re(2+ 22+ 2 — %)

2.3.1. Poisson integraalit. Valmistellaan nyt Dirichlet’n ongelman yleista rat-
kaisua kiekossa.

MAARITELMA 2.12. Maaritellaan funktio P jokaisessa kompleksitason pisteesséi
(2,¢) € C?% missi z # (, asettamalla

HuomauTus 2.13. Kun piste ¢ # 0 on kiinnitetty, Poissonin ytimestd P(z,()
tulee positiivinen harmoninen funktio kiekossa B(0,|(]).

P(z,() = SEkF = Re (2

Tata funktiota kutsutaan Poissonin ytimeksi.

Seuraava Poissonin ytimen ominaisuus on jatkossa térkeé.

LEMMA 2.14. Jos r > 0, niin
(2.5) + P(z,7e")df = 1
0

aina, kun |z|<r.
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TobisTus. Todistetaan viite yksinkertaisella laskulla:
2

) 2 "
= P(z,re?)do = %/ Re (”e—“) df
0 0

2T rett —z

27 0
_ 1 re’ 4z
= Re (27r /0 re¥—z d@)

silld jokaiselle pisteelle z € B(0,r) patee (Lemma 1.26)

% Cd—cz = n(77 Z) = 17
ICl=r
missd v(0) = re, kun 0 < 0 < 27. O

Sana "Poisson” viittaa harmonisten funktioiden tutkijaan, Siméon Poissoniin (1781-
1840).

HuomAuTus 2.15. Kirjallisuudessa Poissonin ytimelle kiytetdan myos merkintés
PT(Q) — 1—r2

1—2rcos 0—r2"

missd 0 < r < 1 ja —oo0 < § < 0o. Huomataan, ettd P,(0) = P(re?, 1):
0 12— |prei®|2
P(re?,1) = ek
1—Jr[2]ei?]2

112
|1—r(cos O+isin 0)|2

1—72
T 1-2rcosf—r2"
MAARITELMA 2.16. Olkoon D = B(zg,r) avoin kiekko ja h: 0D — R jatkuva
funktio. Funktiota u: D — R,

2
u(z) = %/ P(z — 29, e )h(zo + re'?) db,
0
kutsutaan funktion h Poissonin integraaliksi kiekossa D.

Seuraava Hermann Schwarzin lause osoittaa, ettd funktio u on Dirichlet’'n ongel-
man ratkaisu kiekossa, kun reunafunktiona on funktio h.

LAUSE 2.17. (Schwarzin lause) Olkoon D avoin kiekko kompleksitasossa, h: 0D —
R jatkuva funktio ja u funktion h Poissonin integraali kiekossa D. Talloin funktio u
on harmoninen kiekossa D ja

lin% u(z) = h(Q)
2=
kaikille ( € OD. Erityisesti kiekko D on sddnnollinen Dirichlet’n ongelmalle.
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TobisTus. Oletetaan, etté kiekon D keskipiste on origossa eli toisin sanoen D =
B(0,r). (Huomaa, ettd tdmé oletus ei vaikuta véitteen yleistettavyyteen.) Naytetdan
ensin, ettd funktio v on harmoninen kiekossa D. Lemman 1.28 nojalla funktio H: D —

(C,
<> 27r1i /C| , éCJZC7

on analyyttinen. Kun z € D, niin funktion u lauseke voidaan laskea:

u(z) = L /0 Pz h(re?) o
= Re <% /0 K (222 ) nre) d9)
ROACES
~ e [ (&-Hme )

= Re(2H(z) — H(0)).

Funktio v on harmoninen kiekossa D, silld se on analyyttisen funktion reaaliosa.
Nyt riittda osoittaa, ettd funktiolla v on haluttu rajankadyntiominaisuus: jokaiselle
pisteelle ¢ € 9D pétee

lim u(z) = h(().

z—C
Kiinnitetésin piste ¢ € 9D ja merkitdin ¢ = re™, missid 0 < 1) < 27. Olkoon € > 0.
Raja-arvon médritelmian mukaan on loydettiava o > 0 siten, ettd

(2.6) u(z) = h(Q)] < e

kaikilla z € D, kun |z — (| < . Sovelletaan nyt yhtdlod 2.5 ja integrandin jaksolli-
suutta:

2 ’ o
u(z) = h(¢) = %/0‘ P(z,7e")h(re?) do — h(g_@:p)/o P(z,re) db
27

= % P(z,reie)[h(rew) — h(rew)] do
0
Y+m . . .
= % ’ P(z,rew)[h(rew) - h(re“”)] do.

Kun 0 <t < 7, voidaan merkita
M(t) = max{|h(re®) — h(re™)|: 6 €l —t,1p +t]}.

Koska funktio § + |h(re®®) — h(re®¥)| on jatkuva reaaliakselilla, niin sen rajoittuma
vélille [¢p — t,1 + t] saavuttaa maksiminsa. Siten funktio M (¢) on hyvin méaaritelty.
Funktion M mééritelmén mukaan on selvésti M (t) < M(w). Liséksi, koska funktion
h(re?) arvo lihestyy funktion h(re') arvoa, kun @ ldhestyy pistetti ¢, niin t#llsin
funktio M (t) lahestyy nollaa, kun ¢ lahestyy nollaa.



22 2. HARMONISET FUNKTIOT KOMPLEKSIALUEESSA

Olkoon 0 < t < 7. Yhtélon 2.5 ja Poissonin ytimen P mééritelmén avulla voidaan
arvioida lukua |u(z) — h({)|, kun z € D, seuraavasti:

Yt . . ‘
) 1@ = [ [ Prentre) — nire o
Pt ) ‘ :
< % P(z, rele)]h(rew) — h(re“/’)\ do
P—m
< Ag—;t)/ P(z, reia) do + %:)/ P(z,reie) do
|0—p| <t t<|0—y|<n

2T
< Ag—;t)/ P(z,reie) do + —MQ(:) / P(z,rew) do
0 t<[0—y|<m

M(7)(r?—|z|?
< M)+ ( )(27r || )/ |rei_g6—z|2‘
1<[0—y|<n
Siispé jokaiselle t € (0,7) ja z € D saadaan arvio
M(7)(r?—|z|?
2.1 u(z) = O < M() + MEGED [ e
t<|0—y|<m
Néytetddn sitten, ettd ylla olevan yhtélon 2.7 integraali on rajoitettu. Olkoon t <
0 — | < 7. Koska tiedetéin, ettd sinz > 22 kun 0 < 2 < Z, niin
6 — ] = e (0 — 1)| = [0V 1]
>1—cos(f — 1) > 1 —cost = 2sin*(%) > %2

Kolmioepayhtilon nojalla jokaiselle pisteelle z € D jolle pétee |z — (| < %2, on siten
oltava

re®® — 2| = [re’” = (| = |¢ = 2| = rle”” = V| ¢ — 2| > 2 — 15 = 18,

kun t < |# — 9| < 7. Integraalia voidaan nyt arvioida ja saadaan

™

do wt t _27d

/ WSTt‘l/ deﬁm/ df = 3
t<lo—pl<n t<lo—pl<n —n

Tamén perusteella integraali on rajoitettu.
Yhtald 2.7 on saatu nyt muotoon

(2.8) [u(z) = h(Q)] < M(t) + =R

r2t4

kaikille pisteille 2 € D, joille |2 — ¢| < 5.

Mééaritetdadan seuraavaksi luku 6 > 0 siten, ettd yhtilo 2.6 péatee kaikille pisteille
z € D, joille |z — (] < §. Koska funktion M (t) arvot ldhestyvat nollaa muuttujan
t ldhestyesséd nollaa, niin valitaan ¢ € (0,7) siten, ettd M(t) < §. Kun ¢ on nyt
kiinnitetty, niin yht&lon 2.8 viimeinen termi ldhestyy nollaa, kun |z| — r. Itse asiassa
tamé tapahtuu, kun piste z ldhestyy pistettda ¢. Nyt voidaan valita § € (0, %2) siten,
ettd yhtdlon 2.8 viimeinen termi on pienempi kuin § kaikilla z € D, joille [z — (| < 6.

Rajoitus 0 < § < ’%22 takaa sen, etté

u(z) = h(Q)] <€
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kaikilla pisteilld z, joille |z — (] < §. Siispa
lim u(z) = h(Q).
z—(
Tamé& on, mitd haluttiinkin. O

Schwarzin lause (Lause 2.17) ei siis vain kerro, ettd Dirichlet’'n ongelmalla on
ratkaisu kiekossa D = B(zg,7), vaan se antaa myos ratkaisulle muodon

2T
_ r2—|z—20|? h(zo47re*)do
'LL(Z) - 27 0 |rei® —(z—z0)|2 "

Tamén yhtéalon avulla saadaan paljon hyodyllista tietoa harmonisista funktioista. Esi-
merksiksi Lauseen 2.17 avulla voidaan johtaa ei-negatiiviselle, harmoniselle funktiolle
ylé- ja alaraja kiekossa. Tamé tunnetaan yleisemmin Harnackin epdyhtdlond. Harnac-
kin epayhtélosté voi lukea lisda esimerkiksi Bruce P. Palkan teoksesta An Introduction
to Complex Function Theory [10, s. 232-233].

Tarkastellaan sitten Dirichlet’'n ongelman ratkaisua muualla kuin kiekossa. Seuraa-
va esimerkki kuvaa yksinkertaista Dirichletin ongelmaa alueessa, joka on rajoitettu
pystysuorilla suorilla.

ESIMERKKI 2.18. Ratkaistaan Kuvan 2.1 esittdmé Dirichlet’'n ongelma. Alue D
on pystysuora, rajoittamaton liuska, missid —1 < x < 1 ja —oo < y < oo. Alueen D
rajat ovat pystysuorat x+ = —1 jax = 1.

Halutaan 16ytéé funktio u siten, ettd ugz, + uy, = 0, kun —1 <2 <1 ja —o0 <
y < 00, ja kun tiedetdén, ettd

U(—L y) = ko
ja

u<17 y) = klv
kun —oo < y < 00 ja ky ja ko ovat vakioita.

Alueen D muoto ja tieto siitd, ettd reunaehdot ovat vakioita, viittaa siihen, ettd
funktio u on riippumaton muuttujasta y. Siten on jérkevia etsid Laplacen yhtélolle
ratkaisua muodossa

u(z,y) = u(z).
Koska funktio u on nyt siis riippumaton muuttujasta y, Laplacen yhtdlo saa muodon

Uge = 0.
Integroimalla tdmé yhtélo kahdesti saadaan yleinen ratkaisu
u(r) = ax + 0.

Vakiot a ja b voidaan ratkaista reunaehtojen avulla. Koska tiedetddn, ettd a(—1) = ko
ja @(1) = ki, niin on oltava
a(—l) + b = ko
ja
Laskemalla ndmé yhtélot yhteen saadaan

Qb:ko‘i‘kl,
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kun taas vihentdmaélld ensimméinen yhtélo toisesta saadaan
2a = ]{31 — I{IQ.
Néiden kahden tuloksen perusteella vakioiksi a ja b saadaan

_ kitko ; — ki—ko
b= 5" jaa= 570
Siten Dirichlet'n ongelman erés ratkaisu on
_ ki—ko k1+ko
u(r,y) = A5%0w 4 A5,

(Myés funktio u(z,y) = €™ sin 7z on annetun Dirichlet’n ongelman ratkaisu.)

Ugg + Uy = 0

u = ko u =k

Kuva 2.1. Yksinkertainen Dirichlet'n ongelma

2.3.2. Harmoniset funktiot ja analyyttiset kuvaukset. Esimerkin 2.18 Di-
richlet'n ongelma oli varsin helppo ratkaista, koska alue D oli niin yksinkertainen.
Vastaavanlainen ratkaisutekniikka ei kuitenkaan sovellu yleisesti Dirichlet’'n ongle-
miin monimutkaisemmissa alueissa.

Funktiota f, joka on analyyttinen alueessa D ja joka kuvaa alueen D alueeksi D',
kutsutaan analyyttiseksi kuvaukseksi alueesta D alueeseen D’. Dirichlet’'n ongelma
monimutkaisessa alueessa D voidaan usein ratkaista etsimélld téllainen analyyttinen
kuvaus alueesta D alueeseen D', jossa Dirichlet'n ongelma on helpompi ratkaista.
Tamé menetelmé perustuu seuraavaan lauseeseen, jonka mukaan Laplacen yhtélo on
muuttumaton analyyttisesséd kuvauksessa.

LAUSE 2.19. Olkoon f = u+ v analyyttinen kuvaus alueesta D alueeseen D'. Jos
funktio ® on harmoninen alueessa D', niin funktio ¢(x,y) = P(u(x,y),v(x,y)) on
harmoninen alueessa D.
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TobisTus. Osoitetaan, ettd funktio ¢ on harmoninen alueessa D néayttamalla,
ettéd se toteuttaa Laplacen yhtélon tassa alueessa. Koska tiedetddn, ettéa

o(z,y) = ®(ulz,y), v(z,y)),

niin ketjusddnnén mukaan on
O = Pyuz + Ppuy.

Soveltamalla uudelleen ketjusdantoa seké tulon derivoimissdéantod saadaan funktion
¢ toisen kertaluvun osittaisderivaataksi muuttujan x suhteen
(2.9) Gre = (Puule + LoV ) s + Putizr + (Puvtls + Pupvz)Ve + PyUzs.
Vastaavasti funktion ¢ toisen kertaluvun osittaisderivaatta muuttujan y suhteen on
(2.10) Gyy = (Putty + Poyvy)uy + Pytiyy + (Pyptty + Poyvy)vy + Py,
Laskemalla yhtalot 2.9 ja 2.10 yhteen saadaan

Ap = P ((12)? + (uy)?) + P ((v2)* + (v,)%)
+ Qo (Ugy + Uyy) + PV + Vyy) + (Pou + Puw) (U0 + 1uyvy).

Koska funktio f on oletuksen mukaan analyyttinen alueessa D, niin Lauseen 1.11
nojalla Cauchy-Riemannin yhtélot toteutuvat, toisin sanoen u, = v, ja u, = —v,.
Edelleen Lauseen 2.3 mukaan funktiot u ja v ovat harmonisia alueessa D, joten niille
pétee Uz, +uyy = 0 ja vy, +vy, = 0. Siten edelld laskettu Laplacen operaattori sievenee
muotoon

Ag = q)uu«ur)z + (Um)2> + (I)vv((vw)2 + (ur>2)
= A(I)((uz)2 + (U$)2)'

Lauseen 1.12 nojalla on

(ue)® + (va)* = |f' ()
joten funktion ¢ Laplacen operaattori voidaan kirjoittaa muodossa

Aj = AD-[f(2)]2

Oletuksen mukaan funktio ® on harmoninen alueessa D', joten madritelmén nojalla
on A® = (. Siispi saadaan

Ap=Ad-|f(2)]* =0.

Tamé tarkoittaa sité, ettd funktio ¢ toteuttaa Laplacen yhtéalon alueessa D, joten se
on myos harmoninen alueessa D. 0

2.3.3. Dirichlet’n ongelman ratkaiseminen. Lause 2.19 antaa keinon ratkais-
ta Dirichlet’n ongelman. Olkoon D alue, jonka reuna koostuu kéyrista Cy, Cs, ..., C,.
Tavoitteena on loytédd funktio ¢, joka on harmoninen alueessa D ja joka saa arvot
ky, ko, ..., k, reunakayrilld C,Cy, ..., C,. Dirichlet'n ongelman ratkaisumenetelmé
koostuu seuraavista vaiheista:

(1) Etsitddn analyyttinen funktio f = u + iv, joka kuvaa alueen D yksinkertai-
semmaksi alueeksi D’ ja kuvaa reunakayrit Cy, Cs, . . ., C), kdyriksi C1, C, ..., C!.

(2) Muutetaan kdyrien Cy, Cy, . .., C, reunachdot vastaamaan kayrien C7, C%, ..., C/!
reunachtoja.
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(3) Ratkaistaan uusi (ja helpompi) Dirichlet'n ongelma alueessa D', jolloin 16y-
detdédn harmoninen funktio .

(4) Korvataan funktion f reaali- ja imaginaariosat u(x, y) ja v(z, y) muuttujilla u
jav funktiossa ®(u, v). Lauseen 2.19 mukaan funktio ¢(z,y) = ®(u(z,y), v(z,y))
on Dirichlet'n ongelman ratkaisu alueessa D.

Kuva 2.2. Ratkaisumenetelman vaiheissa alue D

Ratkaisumenetelmén vaiheet esitetdén vield Kuvissa 2.2 ja 2.3.

ESIMERKKI 2.20. Olkoon D alue, jota rajaavat suorat y = x jay = x+2. Etsitdin
funktio ¢, joka on harmoninen alueessa D ja joka toteuttaa reunaehdot

¢z, x+2) = =2
ja

o(z,x) = 3.

Ratkaistaan ongelma kéyttéden edelld esiteltyd neljan vaiheen ratkaisumenetelméa.

(1) Tarkastelemalla Kuvaa 2.4 alueesta D voidaan péitelld, ettd alueeksi D" kan-
nattaa valita alue, jota rajaavat suorat u = —1 ja u = 1. Téll6in Dirichlet’n
ongelman ratkaisu on samaa muotoa kuin Esimerkissé 2.18.

Ensimmaiseksi halutaan 16ytéda analyyttinen kuvaus alueesta D alueeseen
D'. Jotta tdllainen kuvaus l6ydetdén, kierretdén aluetta D ensin kulman 7
verran vastapdivadn origon suhteen. Témén kierron myo6ta reunasuorat y =

T+ 2 ja y = x kuvautuvat pystysuoriksi u = —v/2 ja v = 0. Kun tété aluetta

skaalataan vield kertomalla luvulla /2, saadaan alue, jota rajoittavat suorat

u = —2 ja u = 0. Viimeiseksi siirretdén aluetta yhden yksikon verran, jotta
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Kuva 2.3. Ratkaisumenetelmin vaiheissa alue D’

6=-2

Ap=0

Kuva 2.4. Kuva Esimerkkiin 2.20

saadaan alue, jonka reunasuorina ovat suorat u = —1 ja v = 1. Muistetaan,

ettd kierto kulman 7 verran origon suhteen vastaa kuvausta

NE

R(z) = e'4,
skaalaaminen luvulla v/2 vastaa kuvausta
M(z) = V22
ja siirto yhden yksikon verran vastaa kuvausta

T(z)=z2+1
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(katso [11, Section 2.3, s. 68-76]). Siispa alue D kuvautuu alueeksi D’ ku-
vauksella
f(z) = T(M(R(2))) = Vae'tz + 1= (1 +i)z + 1.

Koska funktio f on lineaarinen, niin se on kokonainen. Ensimmaéinen vaihe
on siten valmis.

Muutetaan nyt alueen D reunaehdot vastaamaan alueen D’ reunaehtoja. On
siis selvitettava, kuinka funktio f kuvaa reunakayrdt y = x jay = x + 2
alueessa D. Kun merkitdén z = z + iy, kuvaus w = (1 + ¢)z + 1 voidaan
kirjoittaa muodossa

w=1+i)(r+iy)+1=a—y+1+ (z+vy)i.
Yhtalosta 2.11 nahdéén, ettd reunakédyran y = x + 2 kuvajoukko on joukko
pisteita
w=ut+iv=r—(z+2)+1+(x+(x+2)i=—-14+2(x+1),

toisien sanoen kuvajoukko on suora © = —1. Vastaavasti reunakéyran y = x
kuvajoukko on joukko pisteitéa

w=u+w=z—(z)+ 1+ (x+ (v))i =1+ 21,

eli siis se on suora u = 1. Siten reunaehto ¢(z, z 4+ 2) = —2 muuttuu ehdoksi
O(—1,v) =—-2
ja reunaehto ¢(z, ) = 3 muuttuu ehdoksi
o(1,v) = 3.

Katso Kuva 2.5.

AD =0

Kuva 2.5. Esimerkin 2.20 siirretty Dirichlet’n ongelma
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(3) Dirichlet'n ongelman ratkaisu alueessa D’ on samaa muotoa kuin Esimerkin
2.18 ratkaisu. Kun muuttujat = ja y korvataan muuttujilla v ja v ja merkitdan
ko = —2 ja k; = 3, niin ratkaisu alueessa D’ on

O (u,v) = 3_(2_2)u + _22+3 = gu + %

(4) Lopuksi korvataan funktion f reaali- ja imaginaariosat muuttujilla u ja v
funktiossa @, jolloin saadaan haluttu ratkaisu ¢. Yhtalostd 2.11 ndhdéén,
ettd funktion f reaaliosa on

u(z,y) =z —y+1
ja imaginaariosa on
v(z,y) =x+y.
Siten funktio

oz, y) = ®(u(z,y),v(z,y) =3z —y+1)+5 =3 -3y +3

on erds Dirichlet’'n ongelman ratkaisu alueessa D. Vastauksen voi tarkistaa
tutkimalla, toteuttaako funktio ¢ Laplacen yhtélon ja reunaehdot ¢(x, z) = 3
ja oz, x4+ 2) = —2.

Esimerkissa 2.20 kédytettyéd tapaa ratkaista Dirichlet’'n ongelma voidaan soveltaa
aina, kun aluetta D rajaa kaksi yhdensuuntaista suoraa. Téllaisten ongelmien ratkai-
su perustuu siis siihen, ettd loydetéddn sopiva lineaarinen funktio, joka kuvaa alueen
D reunasuorat Kuvan 2.1 maukaisen alueen reunasuoriksi.

Tarkastellaan seuraavaksi Dirichlet'n ongelmaa puolitasossa. Olkoon D ylempi puo-

litaso y > 0, ja olkoot zy < xy < .-+ < =z, erillisid pisteitd reaaliakselilla (joka on
alueen D reuna). Useissa sovelluksissa halutaan tietdd Dirichlet’'n ongelman ratkaisu

1 as-o0

6=ko b=k b =ke v

Kuva 2.6. Dirichlet'n ongelma ylemméssé puolitasossa
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¢ alueessa D siten, ettd ratkaisu toteuttaa reunaehdot
o(z,0) = ko, kun = < xq,
d(x,0) = k1, kun x; < x < z9,
d(x,0) = ko, kun 25 < x < x3,

¢(x,0) = ky, kun z, < z.

Katso Kuva 2.6. Jos merkitéddn z = x+ iy, niin tillaisen Dirichlet'n ongelman ratkaisu
on muotoa

(2.12) S(a,y) = ko + 2> (ki — ki) Arg(z — 27),
=1

missd Arg(z — x;) on kompleksiluvun z — z; padargumentti. Témé ratkaisufunktio
johdetaan myohemmin kappaleessa 3.5.1.

ESIMERKKI 2.21. Tutkitaan Dirichlet’n ongelmaa, jossa halutaan loytaa funktio
¢ siten, etta

(bx:]c + ¢yy = 07
kun —oo <z < 00 ja y > 0, ja jolle pétee

-1, —oco<z<0
o(z,0)=<1, 0O<z<?2
4, 2 <x < oo0.

Katso Kuva 2.7.

1 as=o0

¢=-1 b=1 ¢=4 T

Kuva 2.7. Dirichlet'n ongelma ylemméssé puolitasossa
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Tamén ongelman erds ratkaisu on samaa muotoa kuin yhtélo 2.12, kun valitaan
1'1:0, fL‘2:2, k’O:—l, klzljak2:4:

(2.13) P(x,y) =4+ 2Arg(z) — 2Arg(z — 2).

Nyt riittda osoittaa, ettd funktio ¢ on todellakin tdméan Dirichlet’n ongelman erés
ratkaisu. Naytetddn ensin, ettd funktio ¢ on harmoninen alueessa y > 0. Huomataan,
ettd funktio ¢ on funktion

Q(z) =4i — 2Ln(z) — 2Ln(z — 2)

imaginaariosa. Koska funktio €2 on analyyttinen alueessa y > 0, niin funktio ¢ on
harmoninen tdssd alueessa. Néytetddn sitten, ettd funktio ¢ toteuttaa Kuvassa 2.7
esitetyt reunachdot. Jos —oo < x < 0 ja y = 0, niin piste z = x + 1y on negatiivisella
reaaliakselilla ja siten sen pédargumentti on Arg(z) = w. Tassd tapauksessa myos
piste z—2 on negatiivisella reaaliakselilla, joten senkin padargumentti on Arg(z—2) =
7. Sijoittamalla ndmé arvot yhtéaloon 2.13 saadaan

¢(x,0) =4 — 27 — 3x = —1.

Jos 0 <z < 2jay =0, niin piste z on positiivisella reaaliakselilla, kun taas piste z —2
on negatiivisella reaaliakselilla. T&ll6in padargumentit ovat Arg(z) = 0 ja Arg(z —
2) = 7. Sijoittamalla nAmé arvot yht&loon 2.13 saadaan
¢(x,0):4—%~0—%w:1.
Jos 2 < x < oo jay = 0, niin talldin pisteet z ja z —2 ovat positiivisella reaaliakselilla,
jolloin molempien pisteiden padargumentit ovat nolla eli Arg(z) = Arg(z —2) = 0.
Siten saadaan
Px,0)=4—2.0-2.0=4

Koska reunaehdot toteutuvat, niin funktio ¢ on annetun Dirichlet'n ongelman ratkai-
su.

ESIMERKKI 2.22. Ratkaistaan Dirichlet’'n ongelma alueessa D, missd —F <z <
ja y > 0, ja reunachdot ovat

20, $< 0
QS(Q:’O) — ) 2 T <
50, 0<z<E.

Ratkaistaan ongelma kéyttiden aikaisemmin esiteltyd neljan vaiheen ratkaisumenetel-
maa.

(1) Naytetddn, ettd funktio w = sin z kuvaa alueen D ylemmiksi puolitasoksi
D’. Tété varten tutkitaan, miten funktio w = sin z kuvaa pystysuorat suorat

s

r = a, kun —7 < a < 7. Tarkastellaan tilannetta, kun —oo < y < oo, ja
paatellddn lopussa testipisteen avulla alueen y > 0 kuvautuminen. Oletetaan
aluksi, ettd a # 0.

Tiedetddn, ettd kompleksiarvoinen sinifunktio voidaan kirjoittaa muodos-
sa

elZ _p—iz

SNz = 2%
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ja reaaliarvoiset hyperboliset sini- ja kosinifunktiot ovat méaritelmiensd mu-

kaan
. _ eY—e Y
sinhy = ==—
ja
— e¥tem
coshy = ~—.

Kun pistettd z merkitdén z = x + iy, niin sinifunktion lauseke voidaan kir-
joittaa muodossa

sin z — e~ Ytir_egy—iz e~ Y(cosx+isinxz)—eY(cosz—isinx)
o 24 o 24

. Yy -y . Y_e Y
:smx(%>+zcos:v<e 2 )

= sinx cosh y + 7 cos x sinh y.

Talloin suoran x = a kuva on
u = sinacoshy, v = cosasinhy, —oo <y < oco.
Koska oletuksen mukaan on —% < a < 7 ja a # 0, niin tilléin on sina # 0

ja cosa # 0. Siten edelld olleista yhtéloistd saadaan

u
sina

coshy =

ja
v
cosa’

sinhy =
Lisédksi tiedetdén, ettd hyperbolisille funktioille patee
cosh® y — sinh?y = 1,

joten nyt on oltava

(silrfa)2 - (col;a)2 =L

Téamén yhtdlon kuva koostuu pisteiden (+sina,0) kautta kulkevista hyper-
beleisté seké vinoista asymptooteista

v =+ (cosa) U

sina

Koska piste (a,0) on suoralla x = a, niin pisteen (sina,0) on oltava suoran

kuvajoukolla. Siten funktio w = sin z kuvaa suoran z = a, kun -4 < a < 7

ja a # 0, hyperbelin haaraksi, joka kulkee pisteen (sina,0) kautta. Koska

sinifunktiolle on sin(—z) = — sin z kaikille pisteille z, niin t&lloin myos suoran

x = —a kuva on hyperbelin haara, joka kulkee pisteen (—sina,0) kautta.
Suoran z = 0 kuvautumista ei voida paatelld yhtalosté

(siqrfa)2 - (coléa)2 =1

Yhtéaloista
u = sinacoshy, v =cosasinhy ja —oo <y < o0
voidaan kuitenkin péételld, ettd suora x = 0 kuvautuu imaginaariakseliksi
u = 0.
Siispd funktio w = sinz kuvaa dédrettomén pystysuoran liuskan, missa
—5 <x < 3§ ja—00 <y < oo, koko tasoksi.



2.3. DIRICHLET'N ONGELMA 33

™

Selvitetddn nyt, miten alue, missi —3 < x < 7

Valitaan testipisteeksi z = 1 + 7. Télloin yhtéloiden

ja y > 0, kuvautuu.

u = sinacoshy ja v = cosasinhy
avulla ndhdéin, etta
u=-sinl-coshl >0
ja
v=cos1-sinh1l > 0.
Siispéa kuvajoukko eli alue D’ on ylempi puolitaso. Funktio w = sin z on siis
etsitty kuvaus.
Koska sin z on kokonainen funktio, niin kuvaus w = sin z on analyyttinen
kuvaus alueesta D alueeseen D’ ja on siten surjektio.
(2) Kohdan (1) pééttelyiden nojalla tiedetdén, ettd funktio w = sin z kuvaa
e puolisuoran x = —7, y > 0 puolisuoraksi v =0, u < —1,
e janan y = 0, =7 < x < 0 janaksi v =0, =1 <u <0,
e janan y = 0, 0 <z < § janaksiv =0,0 <u <1 ja
e puolisuoran z = 7, y > 0 puolisuoraksi v = 0, u > 1.

=40 =10

Ap=0

=20 =50

Kuva 2.8. Esimerkin 2.22 alue D

Funktio w = sin z siis siirtdd Dirichlet'n ongelman alueesta D (Kuva 2.8)
alueeseen D' eli puolitasoon v > 0 (Kuva 2.9). Siten siirretyn Dirichlet’'n
ongelman tavoitteena on l16ytédd funktio ® siten, etté

(I)uu + (I)vv = 07
ja jolle pétee
40, —oco<u< —1
20, —1<u<0

90, O<u<l1
10, 1<wu < oo.

®(u,0)
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AP =0

Kuva 2.9. Esimerkin 2.22 alue D’

(3) Siirretyn Dirichlet'n ongelman ratkaisu on samaa muotoa kuin yhtilo 2.13,
kun muuttujat =, y ja z korvataan muuttujilla u, v ja w. Kun asetetaan
ko = 40, ky = 20, ky = 50, k3 = 10, uy = —1, us = 0 ja ug = 1, saadaan

®(u,v) =10+ BArg(w + 1) — LArg(w) + LArg(w — 1).
(4) Dirichlet’n ongelman ratkaisu ¢ alueessa D 16ydetééin korvaamalla edelld rat-

kaistun funktion ® muuttujat u ja v analyyttisen funktion f(z) = sin z reaali-
ja imaginaariosilla. Koska sinifunktio ja funktio w kirjoitetaan muodossa

sin z = sin x cosh y + 7 cos x sinh y
ja
w = u+ 1,
niin on oltava w = sin z. Siten funktio
¢(z,y) =10+ 2 Arg(sinz + 1) — LArg(sinz) + LArg(sinz — 1)

on erds Dirichlet’n ongelman ratkaisu alueessa D.

Funktio ¢ on mahdollista kirjoittaa myos muuttujien x ja y avulla, kun-
han reaalista arkustangenttia kdytetdédn huolellisesti. Jos siis arkustangentin
arvot ovat lukujen 0 ja 7 véliltd, niin télloin funktion ¢ lauseke voidaan
kirjoittaa muodossa

¢(z,y) = 10+ 2 arctan (z—nhy> _ 30 yretan (x_nhy> 140 4 ctan ( coszsiny ) _

sin x cosh y+1 s sin x cosh y Ea sin x coshy—1

Ylemmaéssé puolitasossa médriteltyyn Dirichlet’n ongelmaan palataan vield myo-
hemmin kappaleessa 3.5.1.



LUKU 3

Konformikuvaukset

Tassd luvussa tutustutaan konformikuvauksiin. Kuten harmonisilla funktioilla,
my0s konformikuvauksilla on suuri rooli fysiikassa ja tekniikassa. Konformikuvauksilla
on tarkeitd sovelluksia Laplacen yhtaloon liittyvissd reuna-arvo-ongelmissa. Téamén
vuoksi luvun loppupuolella keskitytdéan Dirichlet'n ongelman ratkaisemiseen erityisesti
puolitasossa, kiekossa ja monikulmiossa.

Luku jakautuu kuuteen kappaleeseen, joissa késitellddn yleisesti konformikuvauk-
sia ja niiden ominaisuuksia, laajennettua kompleksitasoa, lineaarisia rationaaliku-
vauksia ja kaksoissuhdetta, Schwarz-Christoffelin kaavaa sekd Poissonin integrointi-
kaavoja ylemméssd puolitasossa seké yksikkokiekossa. Tamén tutkielman Poissonin
integrointikaavassa siis rajoitutaan yksikkokiekkoon, mutta tarkastelu olisi mahdol-
lista laajentaa pienin muutoksin myos laajempaan kiekkoon. Luvun lopussa tehdéén
vield yhteenveto Dirichlet’n ongelman ratkaisemisesta.

3.1. Konformikuvaukset

Tassé kappaleessa médaritelldan konformikuvaukset ja selvitetdén, mita tarkoite-
taan kahden siledn kidyrdn véliselld kulman suuruudella ja suunnalla. Niiden tie-
tojen avulla osoitetaan muun muassa, ettd analyyttiset funktiot, joiden derivaatta
on nollasta eroava, ovat konformisia. Kappaleen loppupuolella pohditaan konformi-
kuvausten yhteyttd Dirichlet’n ongelmaan. Jotta Dirichlet’n ongelman ratkaisemista
voisi hieman helpottaa, tutkielman loppuun on koottu liitteeksi lista, jossa on joita-
kin tunnettuja alueiden vilisia konformikuvauksia. Téllaisten kuvausten olemassaolon
todistamiseksi tutustutaan lyhyesti myos Riemannin kuvauslauseeseen.

MAARITELMA 3.1. Olkoon D alue, piste zp € D ja funktio f alueessa D méé-
ritelty kompleksikuvaus. Sanotaan, ettd funktio f on konforminen pisteessi zy, jos
se sdilyttdd kahden toisiaan leikkaavan, siledn kayrdn vélisen kulman suuruuden ja
suunnan.

Kuvausta f, joka on konforminen jokaisessa joukon D pisteessé zy € D, kutsutaan
konformiseksi joukossa D. Jos edelld mainittuun oletukseen lisétéaéan vield oletus funk-
tion f injektiivisyydesté, niin funktiota f kutsutaan konformikuvaukseksi alueesta D
alueeseen D’. Koska funktion f kuvajoukko on joukko D’, niin se on bijektio.

Sanomalla, ettd funktio f on konforminen (pisteessi zp) tarkoitetaan vain, etta
funktio f on lokaalisti injektio. Konformikuvaus viittaa kielenkdytossiamme puoles-
taan globaaliin injektioon.

ESIMERKKI 3.2. Lineaarinen funktio f(z) = az+b, a # 0, on selvisti konforminen
jokaisessa kompleksitason pisteessa.

Méaritelméad 3.1 kiytetadn harvoin osoittamaan, ettd kompleksikuvaus on konfor-
minen. Seuraavassa lauseessa tullaan todistamaan kiytetympi tapa osoittaa funktio
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konformiseksi. Ennen sitd on méériteltdva kahden siledn kayrén vélisen kulman suu-
ruus ja suunta.

Olkoot C ja Cy sileité kéyrid, jotka leikkaavat pisteessd zp. Olkoot lisdksi z;(¢) ja
25(t) kdyrien C) ja Cy parametrisoinnit siten, etté

Zl(to) = ZQ(tO) = 20-
Koska kdyra C on siled, niin sen tangenttivektori pisteessé zg, merkitddn 27 = 2 (to),
on nollasta eroava. Siten argumentti arg(z]) on mééritelty ja se vastaa paikkavektorin
21 ja positiivisen x-akselin vélistd kulmaa. Vastaavasti kdyrdn Cy tangenttivektori
zh = z4(tp) on nollasta eroava ja argumentti arg(z}) on sama kuin paikkavektorin
zb ja positiivisen z-akselin véilinen kulma. Kuvaa 3.1 tarkastelemalla ndhdéén, ettd

Kuva 3.1. Kayrien (' ja (5 vélinen kulma

kdayrien C ja Cy vélinen kulma 6 on arvoltaan sama kuin luku

arg(zy) — arg(2)
vélilla [0, 7], jos paikkavektoria z; voidaan kiertdd kulman € verran vastapdivain
origon suhteen paikkavektoriksi 25. Jos tarvitaan kiertoa myotéapéivadn, niin télloin
kulma —6 on sama kuin luku arg(z}) —arg(z]) vélilld (—m, 0). Molemmissa tapauksissa
luku arg(z}) — arg(z]) antaa seka kéyrien C; ja Cy vilisen kulman suuruuden etté
suunnan pisteessi zo.

LAUSE 3.3. Olkoot D alue, piste zy € D ja funktio f analyyttinen alueessa D. Jos
f'(z0) # 0, niin tdlldin funktio f on konforminen pisteessi zy.

Tobistus. Oletetaan, ettd funktio f on analyyttinen aluessa D, zp € D ja
f'(z0) # 0. Olkoot C; ja Cy sileitd kdyrid alueessa D ja z(t) ja 22(t) niiden pa-
rametrisoinnit siten, etta

Zl<t) = Zg(t) = 20-



3.1. KONFORMIKUVAUKSET 37

Oletetaan lisiksi, ettd funktio f kuvaa kédyriat C ja Cy kayriksi Cf ja C%. Halutaan
nayttad, ettd kdyrien C ja Cy vélinen kulma 6 pisteessid zp on yhtéd suuri ja saman-
suuntainen kuin kdyrien C] ja C vélinen kulma ¢ pisteessa f(zo).

Voidaan olettaa (tarvittaessa numeroimalla uudelleen kayrat Cy ja Cy), etté vekto-
ri 2] = 21 (to) voidaan kiertdd kulman 6 verran vastapéivéaén origon suhteen vektoriksi
zh = z4(to). Siten kulman 6 suuruus on yksikésitteinen luku

arg(z;) — arg(2)
vélilla [0, 7).
Kéyrien C ja C) parametrisoinnit ovat
wi(t) = fz(t))
ja
wa(t) = f(z(t)).
Ketjusédénnon nojalla kdyrien C) ja Cy tangenttivektorit w] ja wj ovat
wy = wi(te) = f'(z1(to)) - 21(t0) = f'(20) - 21
ja
wh = wy(to) = f'(22(t0)) - z5(to) = f'(20) - 25.
Koska kéayriat C) ja Cy ovat sileitd, niin vektorit 2] ja 2} ovat nollasta eroavia. Liséksi
oletuksen mukaan f’(z9) # 0, joten myds tangenttivektorit w} ja w) ovat nollasta
eroavia. Talloin kdyrien C ja C} véilinen kulma ¢ pisteessi f(zp) on
arg(wy) — arg(wy) = arg(f'(20) - 23) — arg(f'(20) - 21).
Argumentin laskusédéntojen mukaan saadaan
arg(f'(20) - 25) — arg(f'(20) - 1) = arg(f(z0)) + arg(2;) — [arg(f’(20)) + arg(z1)]
= arg(zy) — arg(z)).

Télla lausekkeella on yksikésitteinen arvo vélilla [0, 7], olkoon se nimeltdéan . Siten
kulmat € ja ¢ ovat yhtéasuuret eli § = ¢. Siispa funktio f on konformikuvaus pisteessa
20- J

Lauseen 3.3 nojalla on suhteellisen helppoa méérittéd, missé analyyttinen funktio
on konformikuvaus.

ESIMERKKI 3.4. (1) Lauseen 3.3 mukaan kokonainen funktio f(z) = €* on
konforminen jokaisessa kompleksitason pisteessé, koska f'(z) = e* # 0 kai-
killa z € C.

(2) Lauseen 3.3 mukaan kokonainen funktio g(z) = 2% on konforminen kaikilla
pisteilla z, z # 0, koska ¢'(z) = 2z # 0.

Esimerkin 3.4 kohdan (2) funktio g(z) = 2 ei ole konformikuvaus pisteessi zy = 0,
koska ¢’(0) = 0. Yleisesti, jos kompleksinen funktio f on analyyttinen pisteessi zy ja
f'(z0) = 0, niin pistettd zo sanotaan funktion f kriittiseksi pisteeksi. Analyyttiset
funktiot eivit siis ole konformisia kriittisissd pisteissa.
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Luvussa 2.3 esiteltiin menetelm4, jolla voidaan ratkaista tietyntyyppiset reuna-arvo-
ongelmat kompleksiarvoisten funktioiden avulla. Menetelmén mukaan Dirichlet’'n on-
gelma monimutkaisessa alueessa D voidaan ratkaista etsimélla analyyttinen kuvaus
alueesta D yksinkertaisempaan alueeseen D', jossa kyseinen Dirichlet’n ongelma on
jo ratkaistu. Tamaéan luvun lopussa tullaan esittelemédéin vastaavanlainen Dirichlet’'n
ongelman ratkaisumenetelmé, jossa puolestaan kaytetddan konformikuvauksia. Tavoit-
teena on 10ytda konformikuvaus alueesta D yksinkertaisempaan alueeseen D', jossa
kyseiselld reuna-arvo-ongelmalla on ratkaisu. Téllaisissa tehtévissa voi kdyttdaa apuna
Liitteessd 1 olevaa listaa, jossa on joitakin alueiden vélisia konformikuvauksia [11,
Appendix IIT].

Liitteen 1 listassa konformikuvaukset on jarjestetty seuraavasti: alkeiskuvaukset
(E-1 - E-9), puolitason kuvaukset (H-1 - H-6), kuvaukset ympyrianmutoisiin alueisiin
(C-1- C-5) ja sekalaiset kuvaukset (M-1 - M-10). Huomataan, etté joissakin tapauksis-
sa haluttu kuvaus 16ytyy listasta sellaisenaan, kun taas joissakin tilanteissa tarvitaan
vksi tai useampi kuvaus perédkkiin. On tarkedd huomata myos se, ettd kun puhutaan
konformikuvauksesta alueesta D alueeseen D', niin kuvaukselta vaaditaan, ettd se on
konfominen vain alueen D sisépisteissa.

ESIMERKKI 3.5. Etsitdan Liitettd 1 apuna kayttden konformikuvaus rajoittamat-
tomasta, horisontaalisesta liuskasta, missd 0 < y < 2 ja —o0 < x < 00, ylempéédn
puolitasoon, missa v > 0. Kuinka tdmé kuvaus kuvaa negatiivisen x-akselin?

Kuva 3.2. Esimerkin 3.5 kuva horisontaalisesta liuskasta 0 <y < 2

Liitteen 1 mukaan kuvaus H-2 on kuvaus rajoittamattomasta, horisontaalisesta
liuskasta ylempéaan puolitasoon. Asettamalla a = 2 saadaan halutuksi kuvaukseksi

w=e€2.
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Kuva 3.3. Liuskan kuvautuminen Esimerkissa 3.5

Kuvauksesta H-2 ndhddian myos, etté pisteet D ja = 0 negatiivisella z-akselilla
kuvautuvat pisteiksi D’ ja E' = 1 positiivisella u-akselilla. Huomioimalla niiden pis-
teiden suhteelliset paikat voidaan padtelld, etta funktio

w=e2
kuvaa negatiivisen z-akselin viliksi (0, 1] u-akselilla. Katso Kuvat 3.2 ja 3.4. Vastaavat
padtelmat voitaisiin tehdd myos kdyttamalla parametrisointia.

ESIMERKKI 3.6. Etsitddn Liitettd 1 apuna kiyttden konformikuvaus rajoittamat-
tomasta, horisontaalisesta liuskasta, missd 0 <y < 2 ja —oo < z < 00, yksikkdkiek-
koon |w| < 1. Kuinka tdmé kuvaus kuvaa negatiivisen z-akselin?

Liitteestd 1 ei 1oydy kuvausta, joka kuvaisi rajoittamattoman, horisontaalisen lius-
kan yksikkokiekoksi. Siten on muodostettava téllainen konformikuvaus yhdistamaélla
kaksi listassa esiintyvaéd kuvausta. Edelld olleen Esimerkin 3.5 mukaan kuvaus

fz)=e%

kuvaa rajoittamattoman, horisontaalisen liuskan ylemméksi puolitasoksi. Liséksi Liit-
teen 1 kuvaus C-4, misséi

9(z) = 2,
kuvaa ylemmén puolitason yksikkokiekoksi. Siten ndiden kahden kuvauksen yhdistet-
ty kuvaus

i+e 2
kuvaa liuskan, missd 0 < y < 2 ja —oo < x < 00, yksikkikiekoksi |w| < 1.
Kuten Esimerkissd 3.5 havaittiin, niin kuvaus f kuvaa negatiivisen reaaliakselin
viliksi (0, 1] reaaliakselilla. Tarkastelemalla kuvausta C-4 huomataan, ettd vili pis-
teestd 0 pisteeseen C' = 1 kuvautuu yksikkdympyridn |w| = 1 kehéksi pisteestéd 1

pisteeseen C’ = 7. Siispa kuvaus
w4
w = i—ez
i—l—e?
kuvaa negatiivisen reaaliakselin yksikkdympyrén kehéksi pisteesti 1 pisteeseen i.
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lod
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A u

KuvaA 3.4. Puolitason kuvautuminen yksikkoympyraksi Esimerkissé 3.6

Herdd kysymys, onko téllainen konformikuvaus alueesta D yksinkertaisempaan
alueeseen D’ aina olemassa. Matemaatikko Bernhard Riemannin (1826-1866) nimeé
kantava lause antaa vastauksen tahén kysymykseen.

LAUSE 3.7. (Riemannin kuvauslause) Olkoon D # C yhdesti yhtendinen alue ja

29 € D jokin alueen D piste. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen konformikuvaus
f: D — B(0,1) siten, ettd f(z0) =0 ja f'(z) > 0.

TobpISTUS. [2,s. 170-173] O

Riemannin kuvauslause siis kertoo, ettd jokainen yhdesti yhtenéinen alue on kon-
formisesti kiekko. Huomataan, ettd Riemannin kuvauslause on olemassaolotodistus,
joten se ei kerro, kuinka kuvauksen voi 16ytada. Myohemmin tarkastellaan ensimméisen
kertaluvun rationaalifunktioita, lineaarisia rationaalikuvauksia, joiden avulla voidaan
konstruoida eraitd konformikuvauksia. Sitd ennen méaritelldan lyhyesti laajennettu
kompleksitaso.

3.2. Laajennettu kompleksitaso

Usein on hyodyllista lisatd kompleksitasoon C &érettomyyspiste oo ¢ C. Néin
médriteltya joukkoa B
C=CU{oc}
kutsutaan laajennetuksi kompleksitasoksi. Laajennetussa kompleksitasossa pétevit
vastaavat algebralliset laskutoimitukset kuin laajennetussa reaalilukujoukossa:
xotz=zHto00=00, kunzeC
00z =2-00= 00, kunz € C\ {0}
=0, kunz € C
= 00, kunz € C \ {0}.

Laskutoimituksia oo — oo, 22, % ja 00+ 00 ei ole médritelty eiké niitd siten saa kdyttaa.
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3.3. Lineaariset rationaalikuvaukset

Monissa Laplacen yht&loon liittyvissé reuna-arvo-ongelmissa halutaan 16ytaa kon-
formikuvaus, joka kuvaa kiekon puolitasoksi v > 0. Téllaisen kuvauksen taytyisi siis
kuvata kiekon ympyrinmutoinen reuna puolitason reunasuoraksi. Alkeisimpia konfor-
mikuvauksia, jotka kuvaavat ympyréit suoriksi (ja péin vastoin), kutsutaan lineaari-
siksi rationaalikuvauksiksi. Téssé osiossa médritelldén lineaariset rationaalikuvaukset
ja tutustutaan niiden ominaisuuksiin. Kappaleen lopussa opetellaan muodostamaan
tallaisia kuvauksia, kun tiedetdéin, miten kolme annetun alueen reunapistettd kuvau-
tuvat.

MAARITELMA 3.8. Jos a,b, c ja d ovat kompleksilukuja siten, ettd ad — be # 0,
niin kompleksifunktiota

(3.1) ﬂ@:gﬁ

kutsutaan lineaarisesksi rationaalikuvaukseksi.

Lineaarisista rationaalikuvauksista kdytetdan myos nimed Mdbius-kuvaus. Jos va-
kio ¢ = 0, niin yht&lon 3.1 kuvaus 7" on lineaarikuvaus. Siten lineaarikuvaus on lineaa-
risten rationaalikuvausten erikoistapaus. Jos taas vakio ¢ # 0, niin yhtélo 3.1 voidaan
kirjoittaa muodossa

(32) T(Z) = Lcl,:—-:-_s = bc_cad czi—d + %'

Asettamalla A = @ ja B = 2 nidhdéén, ettd yhtdlon 3.2 lineaarikuvaus T' voidaan
kirjoittaa yhdistettynd kuvauksena

T(z) = fogohl(z),
missi f(z) = Az + B ja h(z) = cz + d ovat lineaarisia funktioita ja g(z) = 1 on
identtisen funktion ka#nteisfunktio.

Lineaarinen rationaalikuvaus 7" on maéritelty alueessa D, missé z # —%. Lisaksi,
koska kuvauksen 7' derivaatta on

T'(z) = (354:3)627

niin Lauseen 3.3 ja vaatimuksen ad — bc # 0 mukaan lineaariset rationaalikuvaukset
ovat konformisia madrittelyalueissaan. Vaatimus ad — bc # 0 takaa myos sen, etté
kuvaus T" on yksikésitteinen funktio maéarittelyalueessaan.

Jos vakio ¢ # 0, niin yhtdlo 3.1 voidaan kirjoittaa muodossa

a b
az o(z+) 2
) - g 2 e

missé
o(z) =2 (24 2).

Koska oletuksen mukaan on ad — be # 0, niin télloin on

¢(=2) #0

ja siten piste z = —%l on kuvauksen T yksinkertainen napa (katso [11, Theorem 6.12,
s. 339 ]).

Kun vakio ¢ # 0 eli kun kuvaus 7' ei ole lineaarinen funktio, niin kuvausta T
kannattaa tarkastella laajennetun kompleksitason C kuvauksena. Koska kuvaus T
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on médritelty kaikille muille laajennetun kompleksitason pisteille paitsi navalle z =
—% ja ideaalipisteelle oo, niin kuvauksen 7" méaéritelméa tulee laajentaa kasittdméaan
my6s namé pisteet. Taméan vuoksi tarkastellaan kuvauksen T' raja-arvoja, kun piste
z lahestyy napaa ja kun se ldhestyy ideaalipistettd. Tutkimalla raja-arvoa

cz4+d __ 0 0 0

lim = = =
d az+b _d —ad+bc
-2 a p +b

zZ—r

huomataan, ettd kun piste z ldhestyy napaa, niin kuvauksen 7" raja-arvo, on

Kun piste z ldhestyy ideaalipistetté, niin kuvauksen 7' raja-arvoksi saadaan

a

. . —+b .
lim gzziszhmé = lim 220 = ¢
Z—00 z—0 +d z—0

atzb __ a

Jos siis vakio ¢ # 0, niin yksikésitteinen kuvaus 7" mééritelldén laajennetussa komplek-
sitasossa C asettamalla

£ 2 2t

T(z) =} oo, z=-42

c’

Huomataan, etta funktio % on erikoistapaus laajennetussa kompleksitasossa méaritel-
lysta lineaarisesta rationaalikuvauksesta, kun valitaan a = 0,b=1,c =1 ja d = 0.

ESIMERKKI 3.9. Tutkitaan, miten lineaarinen rationaalikuvaus
T(z) = 241

kuvaa pisteet 0,1 47,7 ja oo.
Pisteille z=0jaz=1+17on

ja
. 2(144)+1 i :
T(1+i) = = 2 =342,
Kun merkitédin a = 2,0 =1,c =1 ja d = —1, niin saadaan
T(z’):T(—g) = 00
ja
T(c0) =2 =2.
Funktiolla % on kaksi mielenkiintoista ominaisuutta [11, Section 2.7, s. 100-107].
Ensinnékin se kuvaa ympyrén, jonka keskipisteenéd on napa z = 0, ympyraksi. Liséksi
se kuvaa ympyran, jonka keskipiste on z- tai y-akselilla ja jolla on napa z = 0,

pysty- tai vaakasuoraksi suoraksi. Lineaarisilla rationaalikuvauksilla on samanlaiset
kuvausominaisuudet. Témé ilmenee seuraavasta lauseesta.

LAUSE 3.10. Jos C' on ympyrd kompleksitasossa ja T on lineaarinen rationaaliku-
vaus laajennetussa kompleksitasossa, niin kuvuas T kuvaa ympyrdn C' joko ympyrdiksi
tai suoraksi. Ympyrd kuvautuu suoraksi, jos ja vain jos ¢ # 0 ja napa z = —%l on
ympyrdlld C.
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Tobistus. Kun vakio ¢ = 0, niin 7" on lineaarinen funktio. Koska lineaariset
funktiot kuvaavat ympyréat ympyroiksi [11, Section 2.3, s. 68-76], niin viite pétee.

Riittad siis osoittaa, etté viite pétee, kun vakio ¢ # 0. Oletetaan nyt, ettéd ¢ # 0.
Yhtalon 3.2 mukaan on

T(z) = fogohl(z),
missi f(z) = Az + B ja h(z) = cz + d ovat lineaarisia funktioita ja g(z) = 1 on
identtisen funktion kéénteisfunktio. Koska funktio h on lineaarinen, niin se kuvaa
ympyran C' ympyraksi C’. Tarkastellaan kaksi tapausta:
(1) Oletetaan, ettd origo w = 0 on ympyrélla C’. Néin on, jos ja vain jos napa
z = —‘Ei on ympyralla C. Jos piste w = 0 on ympyrélld C’, niin funktio
g(z) = % kuvaa ympyrian C’ joko pysty- tai vaakasuoraksi suoraksi L [11,
Section 2.5, s. 100-107]. Liséksi, koska funkio f on lineaarinen, niin se kuvaa
suoran L suoraksi. Siispé, jos napa z = —g on ympyralld C', niin kuvaus T
kuvaa ympyran C' suoraksi.
(2) Oletetaan sitten, ettd piste w = 0 ei ole ympyrélld C’. Téll6in myoskaan
napa z = —% ei ole ympyralla C'. Olkoon C’ ympyré siten, etti

[w — wo| = p.
Jos asetetaan
£=flw) =5
ja
o = f(wo) = w%ﬂ

niin talloin jokaiselle pisteelle w € C" on

(3.3) 1§ — &l = %—w% :%:P‘&Hé’-
Huomataan, etté pisteet, jotka toteuttavat yhtalon
(3.4) | —al = Alg — b,

muodostavat suoran, jos A = 1, ja ympyrén, jos A > 0 ja A # 1. Kun mer-
kitddan a = &, b = 0 ja A = p|&|, ndhddén, ettd yhtils 3.3 voidaan muuttaa
yhtélon 3.4 muotoon. Koska piste w = 0 ei ole ympyralld C”, niin taytyy olla
lwo| # p tai A = p|&| # 1. Siten yhtélon 3.3 toteuttavan pistejoukon on ol-
tava ympyra. Koska funktio f on lineaarinen, niin se kuvaa tdmén ympyréan
ympyriksi. Siispd kuvaus T' kuvaa ympyran C' ympyréksi.

O

SEURAUS 3.11. Olkoon T, T'(z) = Z:fs, lineaarinen rationaalikuvaus laajennetus-

sa kompleksitasossa C. Tdlloin kuvaus T kuvaa suoran L joko suoraksi tai ympyriksi.

Kuvajoukko on ympyrd, jos ja vain jos ¢ # 0 ja napa z = —‘zl el ole suoralla L.

ESIMERKKI 3.12. Tutkitaan, miten lineaarinen rationaalikuvaus

T(z) =22
kuvaa yksikkGympyran |z| = 1. Selvitetddn myo6s, mikd on ympyrin sisdpisteiden

|z] < 1 kuvajoukko.
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Huomataan, ettd kuvauksen 7' napa on pisteessd z = 1. Koska tdmé piste on
yksikkoympyralld |z| = 1, niin Lauseen 3.10 mukaan yksikkoympyra kuvautuu suo-
raksi. Koska kuvajoukko on suora, niin se voidaan méaérittad kahden pisteen avulla.
Kuvaukselle T" on nyt

ja

joten kuvajoukon on oltava suora

=_1
u=—3.

Huomataan, ettd lineaarinen rationaalikuvaus on rationaalifunktio, joten se on
jatkuva maédarittelyalueessaan. Téamén vuoksi yksikkoympyréan sisépisteiden joukon
|z| < 1 kuva on joko puolitaso u < —% tai puolitaso u > —%. Valitaan nyt piste z = 0
testipisteeksi. Kuvauksen 7" arvo téssé pisteessd on

T(0) = -2
ja se on suoran u = —% vasemmalla puolella. Siten kuvajoukko on puolitaso
u< —3.

ESIMERKKI 3.13. Tutkitaan, miten lineaarinen rationaalikuvaus

T(z) = 22

z—1
kuvaa ympyrén |z| = 2. Selvitetdin myos, miten kuvaus 7" kuvaa kiekon |z| < 2.
Téssé esimerkissé kuvauksen 7' napa z = 1 ei ole ympyralléd |z| = 2. Siten Lauseen
3.10 mukaan ympyré |z| = 2 kuvautuu ympyriksi C’. Huomataan ensin, ettd ympyré
|z| = 2 on symmetrinen z-akselin suhteen. T&lloin, jos piste z on ympyrélla |z| = 2,
niin myoés piste z on talld samalla ympyrélla. Lisdksi jokaiselle pisteelle Z on
T(:) = 22 = 2 = (=) = T0).

z—1 z—1 z—1

Koska pisteet z ja Z ovat ympyralla |z| = 2, niin pisteiden
w="T(2)
ja
w="T(z)=T(z)
on oltava ympyrilld C’ (koska ympyrd C” on symmetrinen wu-akselin suhteen). Nyt
pisteet z = 2 ja z = —2 ovat ympyrilld |z| = 2, joten pisteet T'(2) =4 ja T'(—2) =0
ovat ympyrilld C’. Ympyrdan C’ symmetrisyyden vuoksi pisteet 0 ja 4 ovat halkaisijan
paitepisteet. Siten ympyra C’ on
lw—2| = 2.

Ympyrin |z| = 2 sisdpisteiden kuvajoukon on talloin oltava ympyrin |w — 2| = 2
ulkopuoli, toisin sanoen

|lw— 2| > 2.
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HuoMAuTUS 3.14. Lineaariset rationaalikuvaukset voidaan kirjoittaa my6s mat-

riisimuodossa. Kuvausta

_ aztb
T(=) =

(¢ a)

Matriiseista voi lukea lisdé esimerkiksi teoksesta A First Course in Complex Analysis
with Applications [11, s. 404-405].

vastaa matriisi

Pistetts 2y € C, jolle f(z9) = 2o, sanotaan kuvauksen f kiintopisteeksi.

LAUSE 3.15. Lineaarisella rationaalikuvauksella f: C — C on korkeintaan 2 kiin-
topistettd tai se on identtinen kuvaus.

TobisTus. Oletetaan ensin, etté ei-identtinen lineaarinen rationaalikuvaus on
muotoa
J() =G +3
kaikilla z € C ja f(co) = oc. Jos a = d, niin tdytyy péted 2 # 0, silld muuten funktio
f olisi identtinen kuvaus. Jos taas a # d, niin funktiolla f on toinenkin kiintopiste,
silld f(z) = z, jos ja vain jos

az —
g T a=%

Uloe

eli jos
_ b
z= .

Oletetaan sitten, ettd ei-identtinen lineaarinen rationaalikuvaus f on muotoa

flz) =t

kaikilla z € C\ —¢,

F=) =
ja
floo) =
Jos z € C\ —¢, niin f(2) = 2, jos ja vain jos
az+b __
cz—td =z

eli jos
e+ (d—a)z—b=0.
Ratkaisemalla tdmé toisen asteen yhtélo saadaan
_a—d+y/(a—d)2+4bc
- 2c '
Siispé funktiolla f on kaksi kiintopistetta. O

SEURAUS 3.16. Jos lineaarinen rationaalikuvaus kiinnittid kolme pistettd, niin se
on identtinen kuvaus f(z) = z kaikilla z € C.

Lineaarisen rationaalikuvauksen maéérittelyssd voidaan mééréatd kolmen pisteen
kuvapisteet, mutta ei enempéaé.

LAUSE 3.17. Olkoot 21, 25, 23 € C kolme eri pistettd. Tdlloin on olemassa tasan
yksi lineaarinen rationaalikuvaus f, jolle f(z1) =1, f(22) =0 ja f(z3) = occ.
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TobisTus. Osoitetaan ensin yksikasitteisyys. Jos kuvaukset f ja g toteuttavat
halutut ehdot, niin kuvaus f o ¢! on lineaarinen rationaalikuvaus, joka kiinnitti
pisteet 1,0 ja oo. Seurauksen 3.16 nojalla kuvaus f o ¢g~! on identtinen kuvaus, joten

on oltava f = g.
Néytetddn sitten, ettéd tallainen kuvaus on olemassa. Jos 21, 29, 23 € C, niin méaéi-

ritellddn kuvaus f asettamalla

f(z) _ (z=22)(21—23)

T (z—z3)(21—22) "
Muulloin on vastaavasti

f(z) = =2, jos 2 = oo,

f(Z) = ?:;37 .jOS g = OO,

f(Z) = ;:?2a jOS z3 = Q.

0

SEURAUS 3.18. Olkoot 21, 25, 23 € C kolme eri pistettd. Jos wy, ws, w5 € C ovat
kolme eri pistettd, nitn tdlloin on olemassa tasmdlleen yksi lineaarinen rationaaliku-

vaus f, jolle f(21) = wi, f(22) = ws ja f(z5) = ws.

3.3.1. Kaksoissuhde. Sovelluksissa halutaan usein 16ytda konformikuvaus ym-
pyroiden rajoittamasta alueesta D suorien rajoittamaan alueeseen D’. Lineaariset
rationaalikuvaukset ovat erityisen hyvia tdhén tarkoitukseen. Maaritelldin nyt mene-
telmé, jonka avulla téllainen lineaarinen rationaalikuvaus w = T'(z) voidaan muodos-
taa siten, ettd se kuvaa kolme alueen D reunapistetti 21, zo ja z3 kolmeksi erilliseksi
pisteeksi wq, wy ja ws alueen D’ reunalla.

MAARITELMA 3.19. Olkoot z, 21, 29 ja z3 nelja eri kompleksilukua. Lukua

z—21 22—23

[Z; Z1y 225 23] Bl E—

sanotaan kaksoissuhteeksi.

Kaksoissuhteen merkintdd ei saa sekoittaa murtoviivaan. Liséksi kakoissuhde voi-
daan kirjoittaa monessa eri jarjestyksessd, joten aina kannattaa tarkistaa, mikéd on
kulloinenkin méaritelmé. Kaksoissuhteen maéritelméssa kompleksilukujen jarjestyk-
selld on merkitystd. Esimerkiksi lukujen 0, 1,7 ja 2 kaksoissuhde on % + }12', kun taas
lukujen 0,7, 1 ja 2 kaksoissuhde on }L — %i.

Kaksoissuhteen mééritelmé voidaan laajentaa késittdmadn myos laajennetun komplek-
sitason C pisteet kiyttamalld seuraavaa tietoa raja-arvoista:

lim f(z) = L, jos ja vain jos lim f(%) = L.
2—+00 2—0" %

Esimerkiksi lukujen oo, 21, 25 ja 23 kaksoissuhde lasketaan raja-arvona

z—2z1 29—23

lim .
z—23 29—21

Z—00

Seuraava lause osoittaa kaksoissuhteen merkityksen lineaarisille rationaalikuvauksille.
Sen mukaan kaksoisuhde on invariantti lineaarisissa rationaalikuvauksissa.
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LAUSE 3.20. Jos w = T(z) on lineaarinen rationaalikuvaus, joka kuvaa erilliset
pisteet 21, zo ja z3 erillisiksi pisteiksi wy, wo ja ws, niin talloin kaksoissuhteelle pdtee

[2721722723] - [f(Z), f(21>7f<22)7 f(23>]7

totsin sanoen
Z—Z1 22—23 __ W—W] W2—W3
z—23 Z9—21  W—wW3 W2—W1

kaikille pisteille z.

TobisTus. Olkoon

R(Z) — Z—Z21 22—Z3
2—23 29—21

se lineaarinen rationaalikuvaus, joka kuvaa pisteet zq, 29 ja z3 pisteiksi 0,1 ja oo.
Lauseen 3.17 mukaan téllainen yksikésitteinen kuvaus on olemassa. Olkoon liséksi

S(Z) __ Z—wW1 w2—wW3
Z—ws3 w2 —w1

sellainen lineaarinen rationaalikuvaus, jolle S(wy) = 0,S(ws) = 1 ja S(ws) = 0.
Télloin lineaarinen rationaalikuvaus

S7H(R(2))
kuvaa pisteet 21, 25 ja z3 pisteiksi wq, wy ja ws. Tasté seuraa, ettd yhdistetty kuvaus
T (S (R(2)))

kuvaa pisteet 0,1 ja oo pisteiksi 0,1 ja oco. Méaritetddn nyt téllainen lineaarinen
rationaalikuvaus

TS (R(2))) = =2

cz+d?
joka kuvaa pisteet 0,1 ja oo pisteiksi 0,1 ja co. Ehdosta
T=H(S7H(R(0))) =0
seuraa, ettd vakio b on nolla (eli siis b = 0). Toisen ehdon mukaan lineaarinen ra-

tionaalikuvaus kuvaa pisteen oo pisteeksi oo, joten saadaan, ettd ¢ = 0. Kolmannen
ehdon

T (ST (R(L)) =1
mukaan on puolestaan § = 1. Niin ollen etsitty kuvaus on
T7(STH(R(2))) = =
eli kyseessé on identtinen kuvaus. Yhtépitdvisti voidaan kirjoittaa
R(z) = S(T(2)).

Kun merkitdan w = T'(z), niin on R(z) = S(w). Siispa on oltava

Z—Z1 22—Z3 — w—wi1 w2 —ws
z—2z3 z29—21 wW—w3 wa—wi
O
ESIMERKKI 3.21. Muodostetaan lineaarinen rationaalikuvaus, joka kuvaa yksik-
koympyrén |z| = 1 pisteet 1,7 ja —1 reaaliakselin pisteiksi —1,0 ja 1. Selvitetdin
myo6s, miten tdmé kuvaus kuvaa joukon |z| < 1.
Merkitddn z; = 1,29 = 4,23 = —1,w; = —1,ws = 0 ja ws = 1. Lauseen 3.20

mukaan kuvaus w = T'(z) toteuttaa yhtdlon

z=1 i—=(=1) _ w—=(=1) 0-1
z—(=1) -1 — w-1 0—(=1)"
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Kun tasta ratkaistaan w, saadaan

w="T(z) = 2.
Valitaan nyt testipisteeksi z = 0. Télloin kuvaukselle T" on
T(0) =1,
joten joukon |z| < 1 kuvajoukko on ylempi puolitaso v > 0.

ESIMERKKI 3.22. Muodostetaan lineaarinen rationaalikuvaus, joka kuvaa suoran
y = x — 1 pisteet —i, 1 ja oo yksikkdympyran |w| = 1 pisteiksi 1,4 ja —1.

Pisteiden z, 21 = —i, 20 = 1 ja 23 = oo kaksoissuhde on
L
. z4+1 1—2z3 — 1 zZ+1 Z3 241 z3—1 — z+1
legéo 2=z 1t lelﬂ) LT Al Zes-1 110 T
Kun merkitddn wy; = 1,wy; = ¢ ja w3 = —1, niin Lauseen 3.20 mukaan kuvaus w =
) 3 )

T(z) toteuttaa yht&lon
z+i . w—lit

1
_1

T+i  w+li
Ratkaisemalla tésta yhtalostd w saadaan
_ a4l
w="T(z) = T

3.4. Schwarz-Christoffelin kaava

Useissa sovelluksissa halutaan 16ytia konformikuvaus ylemmésté puolitasosta mo-
nikulmion muotoiseen alueeseen. Riemannin kuvauslause takaa, etté tallainen kuvaus
on olemassa, mutta se ei kerro, kuinka téallainen kuvaus 16ydetdéan. Téassa kappalees-
sa johdetaan kaava, jonka avulla 16ydetaén konformikuvaus ylemméstéa puolitasosta
monikulmioon.

Kompleksitasossa monikulmiot ovat alueita, joita rajoittavat yksinkertaiset, paloit-
tain siledt kayrat, jotka koostuvat dérellisen monesta perdkkéisestéd janasta. Janojen
pédtepisteitd kutsutaan kdrjiksi. Jos monikulmion reuna on suljettu kdyré, niin mo-
nikulmiota kutsutaan rajoitetuksi monikulmioksi. Vastaavasti monikulmiota, jonka
reuna ei ole suljettu, kutsutaan rajoittamattomaksi monikulmioksi. Ideaalipistettd oo
pidetdén rajoittamattoman monikulmion kérkena.

Tarkastellaan nyt kompleksista funktiota

(3.5) w= f(z) = (z—z1)~,
missd z;1 ja o ovat reaalilukuja ja 0 < a < 27. Kuvaus f on siirron
T(z)=2z—m

ja potenssifunktion
o
F(z) =27
yhdistetty funktio. Koska z; on reaalinen piste, niin kuvaus T on reaaliakselin suun-
teinen siirto, joka kuvaa x-akselin u-akseliksi samalla, kun piste z = x; kuvautuu
pisteeksi w = 0. Potenssifunktiossa F' voidaan merkitid z = re?, jolloin saadaan

a a .of

(3.6) F(z) = (rew)? =rme'm.
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Yhtélosta 3.6 ndhdaén, ettd kompleksiarvoinen kuvaus

o
w=zmw
6]
venyttdd tai kutistaa siteen r siteeksi r= ja kiertdid origoa kulman < verran siten,
ettd argumentti 6 kasvaa tai vihenee argumentiksi a?@. Siten yhdistetty kuvaus

w=F(T(2)) = (2 — 21)"

kuvaa pisteestd x; ldhtevin sdteen, joka muodostaa reaalikselin kanssa kulman ¢,

origosta lahteviksi séteeksi, joka muodostaa reaaliakselin kanssa kulman 0‘79.

Tarkastellaan nyt kuvausta 3.5 ylemmaéssé puolitasossa y > 0. Koska tdmé joukko
koostuu pisteestid z = z; seké sddejoukosta

arg(z — r1) = ¢,
0 < ¢ <, niin funktion

w=(z— xl)%
kuvajoukko koostuu pisteestd w = 0 seké siddejoukosta

wg(w) = 2,

0< a?e < «. Toisin sanoen ylempi puolitaso y > 0 kuvautuu pisteeksi w = 0 seka
kiilaksi

0 < arg(w) < a.
Katso Kuva 3.5.

Kuva 3.5. Ylemmaén puolitason kuvautuminen funktiossa w = f(z) =
(z —xp)™.

Yhtélon 3.5 funktiolla f, joka siis kuvaa ylemmén puolitason y > 0 rajoittamat-
tomaksi, yksikéarkiseksi monikulmioksi, on derivaatta

/ |
fiz) =2z —a)x
Koska tdmé derivaatta on nollasta eroava aina, kun y > 0, niin funktio w = f(z) on
konforminen kaikissa pisteissd z, joissa y > 0. Derivaattafunktiota f’ kidytetdéan siis



50 3. KONFORMIKUVAUKSET

yleisesti silloin, kun halutaan konformikuvaus ylemmésta puolitasosta y > 0 mielival-
taiseen monikulmioon. Téamén tiedon avulla voidaan tehda yleistyksié.

Tarkastellaan nyt uutta funktiota f, joka on analyyttinen alueessa y > 0 ja jonka

derivaatta on
a2

o _
(3.7) fi2) = Az i) m Mz —x2) w7,
missé r1, Ta, aq ja ao ovat reaalilukuja, ;7 < x9 ja A on kompleksinen vakio. Tie-
detddn, ettd parametrisaatio w(t), a < t < b, on jana, jos ja vain jos argumentti
arg(w'(t)) on vakio kaikilla @ < t < b. Tamén tiedon avulla voidaan selvittdd, mi-
ten funktio w = f(z) kuvaa reaaliakselin vélit (—oo,z1), (21, x2) ja (z9,00). Jos vili
(—o00, x1) parametrisoidaan asettamalla

z(t) = t,
—0o0 < t < xy1, niin funktion f kuvajoukko parametrisoidaan asettamalla

w(t) = f(=(@) = f(t),
—00 < t < 1. Kun yhtélosséa 3.7 merkitddn z = ¢, niin saadaan
S Q2 _
w'(t) = f(t) = At —a1) = "t —wo) 7
T#lloin derivaatan w'(t) argumentti on
(3.8) Arg(A) + (% = 1) Arg(t — x1) + (2 = 1)Arg(t — x3).
Koska —oo < t < 1, niin ¢t — x1 on negatiivinen reaaliluku ja siten sen padargumentti
on
Arg(t — ) = 7.
Liséksi, koska 1 < x5, niin myos ¢ — x5 on negatiivinen reaaliluku, ja siten myds sen
padargumentti on
Arg(t — zo) = 7.
Kun nédma tiedot sijoitetetaan yhtéloon 3.8, saadaan, ettd argumentti
Arg(A) + oy +ag — 27

on vakio kaikilla t € (—oo, z1). Siispé funktio w = f(z) kuvaa vélin (—oo, z1) janaksi.
Vastaavasti voidaan paatelld, ettd valit (zq,x2) ja (z1,00) kuvautuvat janoiksi.
Argumentin w’" arvot jokaisella vililla on tiivistetty Talukkoon 1. Taulukosta kay ilmi

TAULUKKO 1. Derivaatan w’ argumentit

Vvali Argumentti Argumentin muutos
(—o0,21) | Arg(A) + oy +as — 271 | 0

(x1,29) | Arg(A) +ay —m T— o

(x9,00) | Arg(A) T — Qg

myos argumentin muutos.

Koska funktio f on analyyttinen (ja siten myos jatkuva), niin puolitaso y > 0
kuvautuu rajoittamattomaksi monikulmioksi. Taulukosta 1 néhdaén, ettd monikul-
mion perédkkéisten sivujen vélinen, ulkopuolelle jadva kulma on sama kuin argumentin
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Kuva 3.6. Yhtaloon 3.7 liittyva kuva

muutos. Siten monikulmion sisélle jaavét kulmat ovat suuruudeltaan a; ja as. Katso
Kuva 3.6.

Vastaavasti kuin edelld, funktiolle f voidaan muodostaa derivaattafunktio f’; joka
kuvaa ylemmén puolitason monikulmioksi, jossa on mielivaltainen maéra sivuja. T&-
ma yleistys esitetddn seuraavassa lauseessa.

LAUSE 3.23. (Schwarz-Christoffelin lause) Olkoon funktio f analyyttinen alueessa
y > 0 ja olkoon sen derivaatta
a1 a2 An
(3.9) fl()=Alz—x)™ Hz—zo)m ' (z—mxy) ™ 1,
miss T1 < To < +++ < Tp, 0 < o < 27 kaikilla 1 < i < n ja A on kompleksinen
vakio. Tdlloin funktio w = f(z) kuvaa ylemmdan puolitason y > 0 rajoittamattomaksi
monikulmioksi, jonka sisikulmat ovat aq, o, ..., ay,.

TobisTtus. Médritellddn aluksi alueessa G := C\ {z1, za, ..., z,} funktiot g ja h

siten, etta

9(:) = 75

ja

jos Ty # 00, ja

— J
=L
hz) = g(z) = 3 =20
j=1
jos x, = oo. Télloin funktio h on analyyttinen alueessa G. Huomataan, etté pisteet
X1, T, ..., T, ja 0o ovat funktion h poistuvia singulariteetteja. Poistamalla ndmé sin-

gulariteetit funktio i voidaan muuttaa laajennetun kompleksitason C holomorfiseksi
funktioksi. Koska funktio A on jatkuva joukossa C ja C on kompakti joukko, niin

myos funktion h kuvajoukko h(C) on kompakti. Liséksi, koska funktio h ei saavu-

ta koskaan arvoa oo, niin kuvajoukko A(C) on itse asiassa kompleksitason kompakti
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joukko ja siten rajoitettu. Kun funktio h rajoitetaan kompleksitasoon, niin se on ra-
joitettu kokonainen funktio. T&lloin Liouvillen lauseen [10, Theorem V.3.7, s. 167]
mukaan funktio h on vakio kompleksitasossa. Jatkuvuuden nojalla funktio h on vakio
myo6s joukossa C. Koska funktiolle h on h(oo) = 0, niin téllsin on oltava h(z) = 0
kaikilla kompleksitason pisteilld z. Télloin funktio g esitetddan muodossa

n a;j

j=1

Oletetaan nyt, etta x,, # 0. Olkoon [ funktion log f’(z) haara ylemméssi puolita-
sossa ja lasketaan sen derivaatta:

(5 n ﬁ—1 n i
V) =58 =9() => 2= £ (2 —1)Log(z — ;).
j=1 j=1

I(z) =) (% —1)Log(z — z;) + C,

j=1

missié C' on vakio. Nyt voidaan ratkaista funktio f’ yhtdlosta log f'(z) = I(z) ja
saadaan

fl(2) =€® = A(z - xl)%*l(z — xg)%*l (2= xn)%fl,
missid A on vakio siten, ettid A = e“. [10, Lemma IX.5.4, s. 459-460) O
HuomauTus 3.24. (1) Schwarz-Christoffelin lauseessa esiintyvé funktio f on

médritelty ylemméssé puolitasossa y > 0, mutta Lauseen 3.3 mukaan se on
konforminen vain alueessa y > 0.

(2) Reaaliakselin pisteet xj ovat vapaasti valittavissa. Jérkevét valinnat voivat
kuitenkin helpottaa funktion f ratkaisemista.

(3) Lause 3.23 antaa vain funktion f derivaatan f’. Funktio f saadaan integraa-
lista

ﬂ o2 Qn —1

f(z) :A/(z—xl)Tr_l(z—arg)?_l...(z—xn) ™

missid A ja B ovat kompleksisia vakioita. Siten funktio f on funktion

g(z) = /(z — xl)%*l(z — 1’2)%71 o (z— xn)%n*l dz

ja lineaarikuvauksen

dz + B,

h(z)=Az+ B

yvhdistetty funktio.

(4) Schwarz-Christoffelin kaavaa voidaan kdyttaa myos muodostettaessa funktio-
ta ylemmésta puolitasosta y > 0 rajoitettuun monikulmioon. Téll6in yhtaloa
3.9 sovelletaan vain n — 1 sisdkulmaan, silld rajoitetussa monikulmiossa n —1
sisikulmaa maarittaa yksikéasitteisesti puuttuvan kulman.

Kéytetadn nyt Schwarz-Christoffelin kaavaa muutamissa esimerkeissa.
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[N

Kuva 3.7. Esimerkin 3.25 kuva

ESIMERKKI 3.25. Muodostetaan Schwarz-Christoffelin kaavan avulla konformiku-
vaus ylemmasté puolitasosta monikulmioon, missd v > 0 ja —1 < v < 1.

Monikulmio, missd «v > 0 ja —1 < v < 1, on puoliksi rajoitettu liuska. Katso Kuva
3.7. Tamén rajoittamattoman monikulmion sisikulmat ovat a; = ap = 7 ja kérjet

ovat w; = —i ja wy = 1. Valitaan reaaliakselilta vield pisteet xy = —1 ja x5 = 1.
Talloin Schwarz-Christoffelin kaava saadaan muotoon

1 1
(3.10) f(z)=A(z+1)"2(z—1)"2.

Lauseen 3.20 mukaan funktio w = f(z) on konformikuvaus ylemmaéstd puolitasosta
y > 0 monikulmioon, missd v > 0 ja —1 < v < 1. Funktio f saadaan integroimalla
derivaattafunktio 3.10. Koska piste z kuuluu ylempééan puolitasoon y > 0 ja

(—1)2 =1,

niin yhtélo 3.10 voidaan kirjoittaa muodossa

1 1
fe)=Alz+1)(z—1) 2 = A" —1)2
— _ A _ A
= T = I = 1 T

(2-D2  [-1(1-22)]2  (-1)2(1-22)2
(1-22)2 (1-22)2

Talloin funktio f on
f(z) = —Aiarcsin z + B,

missid A ja B ovat kompleksisia vakioita. Koska funktiolle f on

f(=1) = —i
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ja
) =1,
niin vakioiden A ja B tdytyy toteuttaa yhtalot
—Aiarcsin(—1)+ B = Ai- 5 + B = —i
—Aiarcsin(l) + B = —Ai- 5 + B =i.
Laskemalla ndmé yhtélot yhteen saadaan, etta
2B=0
eli B = 0. Tall6in on oltava
A=-2,
Siispa kysytty kuvaus on
f(z) =i 2arcsin 2.

3.5. Poissonin integrointikaavat

Kuten aiemmin on jo useampaan kertaan todettu, niin Laplacen yhtaloon liit-
tyva reuna-arvo-ongelma kannattaa siirtdd konformikuvauksen avulla sellaiseen yk-
sinkertaisempaan alueeseen, esimerkiksi ylempéén puolitasoon tai avoimeen yksikko-
kiekkoon, jossa se on helpompi ratkaista. Téssé kappaleessa esitetddn kaksi tarke-
a4 integrointikaavaa, jotka auttavat Dirichlet’'n ongelman ratkaisemisessa ylemméssé
puolitasossa ja yksikkokiekossa.

3.5.1. Poissonin integrointikaava ylemmaéssi puolitasossa. Aloitetaan tar-
kastelemalla seuraavaa Dirichlet’n ongelmaa: Halutaan ratkaista funktio ¢, jolle péatee

¢zm+¢yy:07
kun —co <z < o0 jay >0, ja

ko, —oo<x <y
3.11 ,0) =
( ) ¢(z,0) {/{:17 1 < x <00,

missd kg ja kp ovat reaalisia vakioita ja piste x; on x-akselin piste, joka riippuu pis-
teiden 77 ja x; + 1 kautta kulkevan séteen seké pisteiden z; ja z = x + iy, y > 0,
kautta kulkevan séteen vilisestd kulmasta . Itse asiassa kulma 6 on myo6s positii-
visen z-akselin ja vektorin z — z; vélinen kulma. Katso Kuva 3.8. Koska piste z on
ylemmaéssa puolitasossa, niin kulma 6 voidaan kirjoittaa muodossa

0= Arg(z — 1),

missd Arg(z—x1) on luvun z — 2 padargumentti. Funktion ¢ tdytyy muuttua arvosta
ko arvoon ki, kun kulma 6 kasvaa arvosta 0 arvoon w. Muistetaan, ettéd pisteiden z
ja z; vélinen jana voidaan kirjoittaa muodossa

2(t) = 20(1 — t) + 21t,

kun 0 <t <1 [11, Section 2.2, s, 63]. Siten muuttujan # avulla lausuttuna funktio ¢
on

$(0) = ki (1 — £) + ko2

tai muuttujien x ja y avulla lausuttuna se on

oz, y) =k + (ko — k1) Arg(z — 21),
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0
x ,
o=k ! ¢ =k z
0=m 0=0

Kuva 3.8. Ehtoon 3.11 liittyva Dirichlet’n ongelma

kun 0 <0 <.
Néaytetddn, ettd ndin méaaritelty funktio ¢ on erds annetun Dirichlet’n ongelman
ratkaisu. Ylemmaéssé puolitasossa y > 0 funktio ¢ on funktion

f(z) =iky+ Ln [kow;kl(z — xl)}

imaginaariosa. Koska funktio f on analyyttinen, kun y > 0, niin Lauseen 2.3 mukaan
sen imaginaariosa on harmoninen. Siten funktio ¢ toteuttaa Laplacen yhtélon ¢, +
Gyy = 0, kun —oo <z < oo jay > 0.

Néaytetdadn vield, ettd funktio ¢ toteuttaa siltd vaaditut reunaehdot. Olkoon piste
z reaaliakselin valiltd (x1,00), toisin sanoen z = z + 07, missi x; < x < oo. Télloin
luvun z — 7 padargumentti on

Arg(z —x1) =0,
joten saadaan
O(x,0) = ky + L(ko — k1) Arg(z — 21) = ky + (ko — k1) - 0 = ky.
Toisaalta, jos piste z on z = x + 07, kun —oo < x < 1, niin padargumentin arvo on
Arg(z —xy) = 7.
Télloin saadaan

¢(I, 0) == k?l + %(k’o - ]{fl)ATg(Z - Il) = ]{31 + %(k() — kl)ﬂ' = k?().
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Siten voidaan péaatelld, ettd funktio ¢ on erés annetun Dirichlet’'n ongelman ratkaisu.

Edella késitelty Dirichlet’'n ongelma voidaan yleistéd. Tarkastellaan nyt seuraavan-
laista Dirichlet’'n ongelmaa: Halutaan 16ytédd funktio ¢, jolle péatee

¢mc+¢yy:0>
kun —co <z < o0 jay >0, ja
(kzo, —oo < x < I

]{31, T < T < T2

(3.12) o(z,0) =

\k:n, T, < x <00,

missd r1, < ro < --- < x, ovat reaaliakselin erillisid pisteitd ja ko, ki,...,k, ovat
n + 1 reaalista vakiota. Katso Kuva 3.9. Huomataan, ettd ensimméisend tarkastellun

Y
d’zz + d)yu =0
X1 Z9 L
@ @ @
¢ =ko ¢ =h ¢ = ks ¢ = ky v

Kuva 3.9. Ehtoon 3.12 liittyva Dirichlet’'n ongelma

Dirichlet’'n ongelman ehto 3.11 on erikoistapaus ehdosta 3.12, kun valitaan n = 1.
Siten vastaavalla tavalla kuin edelld voidaan konstruoida funktio

(3.13) oz, y) =kn + L Z(kj—l — kj)Arg(z — ;).
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Kuten edelld, funktio ¢ on harmoninen alueessa y > 0, koska se on analyyttisen

funktion
) = ik, —i—ZL [’ i (z — ;)

imaginaariosa.

Néaytetddn sitten, ettd funktio ¢ toteuttaa annetut reuna-ehdot. Olkoon N jo-
kin luvun j kiinnitetty arvo. Jos z = z + 0z on piste, kun zy < = < zn41, niin
padargumentin arvo on

Arg(z —x;) =0
kaikilla 1 < j < N ja
Arg(z —z;) =

kaikilla NV 4+ 1 < j < n. Siispé, kun piste z on z = 4 07, missd xy < & < Ty41, niin
saadaan

&(z,0) =k, + = Z i1 — kj)Arg(z — ;)

n

—k, + L Z jo1 — kj)Arg(z — x;) + = 1 Z (kj—1 — kj)Arg(z — ;)

j=N+1
:kn+%2(k’j_1— 0+ Z gl_ p) - T
j=1 j=N+1
=kp+ (kn — kni1) + (Bver — kngo) + -+ (ko1 — ki)

= kn.

Siten funktio ¢ toteuttaa ehdot 3.12.
Ollaan siis naytetty, ettd funktio

¢($y_k+ Z j—1 — kj)Arg(z — x;)

on erds Dirichlet’n ongelman ratkaisu, kun reunaehtona on ehto 3.12. T&ta ratkaisua
kaytetadn usein, kun halutaan 16ytaa Dirichlet’n ongelman erds ratkaisu ylemméssé
puolitaosssa y > 0.

ESIMERKKI 3.26. Ratkaistaan seuraava Dirichlet’'n ongelma: Halutaan 16ytaa funk-
tio ¢, jolle pétee
¢a¢x + ¢yy =
kun —co <z < o0 jay >0, ja
2, —oco<x <0
d(x,0)=q¢ -1, 0<z<3
9, 3 << o0.
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Merkitaan kg = 2, k1 = —1, ko = 5,21 = 0 ja x5 = 3. Talloin yhtélon 3.13 nojalla erés
ratkaisu on
o(z,y) =5+ %(2 + 1)Arg(z — 0) + %(—1 —5)Arg(z — 3)
=5+ 2Arg(z) — SArg(z - 3).

Erés Dirichlet’n ongelman erikoistapaus saadaan, kun reunaehdoissa 3.12 on ky =
k, = 0. Télloin halutaan siis 16ytéa funktio ¢, jolle pétee

¢:m: + ¢yy = O:
kun —oco <z < o0 jay >0, ja
.
0, —o0o < T <X
kl, T < T < Ty
(3.14) o(x,0) =
knfla Tp—1 < T < Ty
L0, T, < x < 0.
Kun asetetaan z; = z — x; kaikilla ¢ = 1,2,...,n ja merkitdan ky = k, = 0, niin

yhtélon 3.13 nojalla funktio ¢ on
Az, y) = 0+ 2[(0 — k1) Arg(z1) + (k1 — k2)Arg(z) + -+ + (ky—1 — 0)Arg(z,)]
= = [k (Arg(z) — Arg(z1)) + kao(Arg(2z3) — Arg(za)) + - - + k1 (Arg(2n) — Arg(2,1))]

-1
Z;f Arg(zj1) — Arg(z;)).
—1
Siten funktlo
(3.15) dr,y) = U[Arg(z — xj41) — Arg(z — ;)]

on erds annetun Dirichlet’'n ongelman ratkaisu.
Yhtalo 3.15 voidaan kirjoittaa myos integraalin avulla. Olkoon ¢ reaalinen muut-
tuja ja olkoon liséksi y > 0. Talloin luvun z — ¢ padargumentti on

Arg(z —t) = cot™! (%)

ja sen derivaatta on

%Arg(z —t) = (x_t§’2+y2.

Toisaalta padargumenttien erotukselle on

ZTj+1
A'rg(szrl) - A?”g(Zj) = / % |:(x_t§J2+y2:| dt.

J

Siten funktio 3.15 voidaan kirjoittaa muodossa

Ti+1
Z/ (z— t2+y
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Koska reunaehdon 3.14 mukaan on ¢(x,0) = 0, kun = < x; tai x > x,, funktio ¢
voidaan kirjoittaa my6s muodossa

(3.16) o) =2 [ G

Integraalia 3.16 kutsutaan Poissonin integrointikaavaksi ylemmésséd puolitasossa
y > 0. Se antaa Dirichlet’'n ongelman erdén ratkaisun ¢, kun reunaehtona on ehto
3.14. Poissonin integrointikaavaa voidaan kayttdd myos yleisemmissd Dirichlet’n on-
gelmissa, joissa reunachdot médrittda mikd tahansa paloittain jatkuva ja rajoitettu
funktio. Téma& ilmenee seuraavasta lauseesta.

LAUSE 3.27. Olkoon f paloittain jatkuva ja rajoitetty funktio, kun —oo < x < oo.
Talloin funktio

(3.17) ¢(z,y) = g/_ Tt dt
on Dirichlet’n ongelman ratkaisu ylemmdssd puolitasossa y > 0, kun raunaehtona on
&(x,0) = f(x) kaikissa funktion f jatkuvuuspisteissd.

ESIMERKKI 3.28. Ratkaistaan Poissonin integrointikaavan 3.17 avulla seuraava
Dirichlet’'n ongelma: Halutaan 16ytaa funktio ¢ siten, etta

¢a:x + bey =0,
kun —oo <z < o0,y >0 ja
0, —o<z<-—-1
o(z,y) =Rz, —-l<zx<l
0, 1<z<oo.
Madéritelldédn ensin reaalinen funktio f asettamalla
f(z) = ¢(,0).
T&ll6in on
f(z) ==z,

kun —1 < x < 1, ja 0 muualla. Funktio f on nyt siis paloittain jatkuva ja rajoitettu,
kun —oo < < co. Kun muuttuja x korvataan muuttujalla ¢, saadaan

f(t) = ¢(t,0) = ¢,

kun —1 <t < 1, ja 0 muualla. Talloin yhtéalon 3.17 mukaan funktio ¢ on

o] 1
0
é(z,y) = %/_ o~ tt ) dt = /_1 —(x—t;2+y2 dt.

Kun merkitédin s = x —t ja ds = —dt, niin saadaan

x—1 r—1 r—1
— Yy T—S — Y y S
o(z,y) = —;/ T ds = —;/ 7 ds + / i ds.
z+1 z+1 z+1

Koska tiedetdén, etta
/ﬁds = %tan_l (5) + C
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ja
1 2 2
[ s =i+ + o
niin funktio

o(x,y) = —§ [tanfl i)rs_l 4 % [ln(32 + yz)};—i

_ =z -1 ( z+1 -1 (z=1 (z—1)2+y?
= [tan (T) — tan <T>] + %ln [m}

on erds Dirichlet’n ongelman ratkaisu.

3.5.2. Poissonin integrointikaava yksikkokiekossa. Poissonin integrointikaa-
va yksikkokiekossa voidaan johtaa samalla tavalla kuin ylemmaésséd puolitasossa.

LAUSE 3.29. Olkoon f kompleksifunktio, jolle funktion arvot f(e®) yksikkoympy-

rilld = = e mdadrittavit paloittain jatkuvan ja rajoitetun funktion kaikilla —m < 60 <
. Tdllown funktio

T ) L
(3.18) o) = o= [ 1 LD

on Dirichlet’n ongelman ratkaisu avoimessa yksikkokiekossa |z| < 1, kun reunaehtona
on ¢(cosf,sinf) = f(e¥) kaikissa funktion f jatkuvuuspisteissd.

Integraalia 3.18 ei voida aina ratkaista alkeisfunktioiden avulla, vaan usein joudu-
taan turvautumaan numeerisiin menetelmiin. Téallainen tilanne tulee vastaan seuraa-
vassa esimerkissa.

ESIMERKKI 3.30. Ratkaistaan Poissonin integrointikaavan 3.18 avulla Dirichlet’n
ongelma: Halutaan 16ytaa funktio ¢, jolle pétee
¢a::c + gbyy =0,
2?4yt <1
ja
¢(cosf,sinf) = |6],
kun —7m < 0 < 7.
Funktio '
f(e®) = p(cos @, sinf) = |6
on paloittain jatkuva ja rajoitettu funktio, kun —7 < 6 < 7. Kun merkitéaéan
f(e™) = p(cost,sint) = |t
niin yhtélon 3.18 nojalla funktio ¢ on
T e
o) = [ I e

—T

Tata integraalia ei voi ratkaista alkeisfunktioiden avulla. Esimerkiksi Mathematica-
ohjelmaa kayttamalla voidaan kuitenkin arvioida funktion ¢ arvoja. Nyt funktiolle ¢
saadaan arvot ¢ (%,0) ~ 0,9147 ja ¢ (O, %) ~ 1,5708 [11, Chapter 7, Example 3, s.
426].
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3.6. Yhteenveto Dirichlet’n ongelman ratkaisemisesta

Tehdéaén vield lopuksi yhteenveto Dirichlet’'n ongelmasta. Olkoon D alue ja funk-
tio g: 0D — R alueen D reunalla mééritelty funktio. Dirichlet’n ongelmassa halutaan
16ytad harmoninen funktio ¢: D — R, joka vastaa funktiota g alueen D reuanalla.
Koska Dirichlet’n ongelma on usein hankala ratkaista annetussa alueessa D, niin siir-
retadn ongelma yksinkertaisempaan alueeseen D', jossa se voidaan ratkaista. Alue D
voidaan kuvata alueeksi D’ konformikuvauksella f: D — D', jolle pétee, ettd funktio
f: D — D’ on jatkuva bijektio. Ratkaistaan sitten Dirichlet’n ongelma alueessa D’
Olkoon nyt funktio ®: D’ — R harmoninen funktio siten, ettd se vastaa funktioiden
g ja f~! yhdistettyd kuvausta

h:=gof!
alueen D' reunalla eli toisin sanoen
d=h=gof!
alueen D' reunalla. Talloin etsitty Dirichlet’'n ongelman ratkaisu alueessa D on funktio
p=oo0f.

Mikéli yksinkertaisemmaksi alueeksi D’ valitaan yksikkokiekko, niin funktio ®
saadaan Poissonin integrointikaavasta:

Bw) = & [ he") L e

—T

Talloin Dirichlet’n ongelman ratkaisufunktio u on

™ B i 1
o) = ) = & [ ot et ar
Kerrataan vielda Luvussa 2.3 esitelty Dirichlet’n ongelman yleinen ratkaisumenetelmé,
joka koostuu neljasté vaiheesta:

(1) Etsitdan analyyttinen kuvaus w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y) alueesta D alu-
eeseen D'

(2) Muutetaan alueen D reunaehdot vastaamaan alueen D’ reunaehtoja.

(3) Ratkaistaan Dirichlet'n ongelma alueessa D'.

(4) Asetetaan ¢(x,y) = ®(u(zx,y),v(z,v)).
Ensimmaéisen vaiheen anlyyttisen kuvauksen voi etsid Liitteen 1 konformikuvauksista
tai sen voi muodostaa lineaarista rationaalikuvausta tai Schwarz-Christoffelin kaavaa
kayttamalld. Mikéali alue D’ on ylempi puolitaso tai avoin yksikkokiekko, niin Dirich-
let'n ongelman ratkaisemiseksi tésséd alueessa voidaan kayttad Poissonin integrointi-
kaavoja.

Tarkastellaan vield lopuksi konkreettista Dirichlet'n ongelmaan liittyvaé esimerkkié,
jossa edetddn ratkaisumenetelmén vaiheiden mukaan.

ESIMERKKI 3.31. Mééritetdéin ympyroiden |z| =1 ja |z — 3| = 1 véliin jédvéissi
alueessa D (Kuva 3.10) séhkostaattinen potentiaali ¢, joka toteuttaa reunachdot

¢($, y) = _107
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Kuva 3.10. Sahkostaattinen potentiaali alueessa D

kun 22 + % =1, ja
¢(z,y) = 20,
kun (z — 3)? + 42 = 1.
Sahkdostaattinen potentiaali ¢ on Laplacen yhtdlon ratkaisu alueessa D ja se to-
teuttaa ylld mainitut reunaehdot. Ratkaistaan ongelma neljéssi vaiheessa.

(1) Alue D voidaan kuvata &érettomiksi horisontaaliseksi liuskaksi D’ (Kuva

Puu+ Py =0

Kuva 3.11. Sdhkostaattinen potentiaali alueessa D’

3.11), missd 0 < v < 1, lineaarisella rationaalikauvauksella. Téllainen kuvaus
voidaan méadrittdd useammalla tavalla. Voidaan esimerkiksi vaatia, ettd ym-
pyrén |z| = 1 pisteet 1,7 ja —1 kuvautuvat pisteiksi oo, 0 ja 1. Lauseen 3.20
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mukaan téllainen lineaarinen rationaalikuvaus w = f(z) toteuttaa yhtalon

z—1i4+1 __ : w—w; 0—1
Fli-1 wlllinoo w—1 0—w;
tai
z—1 N . —1
z+1( 7') T ow-1"

Ratkaisemalla w = f(z) saadaan
£2) = (1- )=

Lineaarinen rationaalikuvaus w = f(z) kuvaa ympyrén |z| = 1 suoraksi

v = 0. My6s ympyré
o= =4

kuvautuu suoraksi, koska kuvauksen w napa z = 1 on talla ympyralla. Tama
suora voidaan médrittaa selvittdmalld ympyran
1

|Z_ P}

kahden pisteen kuvautuminen. Esimerkiksi pisteet 2 = 0 ja z = % + %z ovat
ympyrélld [z — 1| = 3 ja niiden kuvapisteet ovat

f(O)=1+3
ja
fE+i)=—-1+i
Siten ympyri |z — %| = % kuvautuu suoraksi v = 1. Koska testipisteelle
1
Z=—zo0n

2
f(=3) =1+ 3i,

niin téstd voidaan péadtelld, ettd kuvaus w = f(z) kuvaa ympyroiden viliin

jaavan alueen suorien v = 0 ja v = 1 viliseksi alueeksi.

Tama etsitty kuvaus oltaisiin voitu valita my0s suoraan Liitteen 1 kon-
formikuvauksista. Kuvaus M-1 kuvaa kahden ympyréin véliin jidvan alueen
aarettomaksi horisontaaliseksi liuskaksi. Kyseisen konformikuvauksen lause-
ke on

w=(1-i)=,
joka on sama kuin edella laskettu lineaarisen rationaalikuvauksen lauseke.

(2) Muutetaan seuraavaksi alueen D reunaehdot vastaamaan alueen D’ reunaeh-
toja. Uudet ehdot ovat ® = —10 suoralla v = 0 ja & = 20 suoralla v = 1.

(3) Siirretyn Dirichlet'n ongelman ratkaisu voidaan selvittdd aivan vastaavalla

tavalla kuin Esimerkissa 2.18. Télla kertaa ratkaisuksi saadaan
O (u,v) = 30v — 10.

(4) Alkuperaisen Dirichlet'n ongelman ratkaisu saadaan korvaamalla kuvauksen
f(2) reaali- ja imaginaariosat funktion ®(u,v) muuttujilla v ja v. Kun pis-
tettd z merkitdén z = x + gy, niin kuvauksen f(z) lauseke voidaan muokata
muotoon

. N\ xHiy—1i N z+i(y—1) x—1—1
Fla+iy) = (1 — )2t = (1 — j)zhi-D ety

224y —20—2y+1 1—22—y? .
+ @ 51.

(=) +y? —%Hy
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Siten etsitty sdhkostaattinen potentiaali on
2_g2

l1—x
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