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1 Johdanto

Téassd tutkielmassa tutustutaan ensimmaisen kertaluvun lineaaristen ja vakio-
kertoimisten differentiaaliyhtdléiden muodostamiin yhtaléryhmiin. Tutkielman
tavoitteena on 10ytdd systemaattinen tapa tdllaisten differentiaaliyhtdaloryhmien
ratkaisemiseksi. Ohessa tutustutaan myos niihin “tyokaluihin”, joita timén ta-
voitteen saavuttamisessa tarvitaan. Lukijalta oletetaan perustietimysta lineaa-
rialgebrasta sekd vektorifunktioiden analyysista, kompleksiluvuista ja differenti-
aaliyhtaloista.

Differentiaaliyhtdloryhmié esiintyy usein biologisten ja fysikaalisten ongelmien
yhteydessad. Ne kuvaavat tilanteita, joissa tarkasteltavan suureen muutosnopeus
riippuu suureen oman arvon lisdksi muiden suureiden arvoista tarkasteluhet-
kelld. Havainnollistetaan tdtd esimerkilld, joka pohjautuu Utahin yliopiston
insindorimatematiikan luentomateriaaliin [2].

Esimerkki 1.1. Kolme lampea ovat kytkoksissa toisiinsa niin, ettd ensimmaisesta
lammesta vesi virtaa toiseen, toisesta kolmanteen ja siitd edelleen mereen. En-
simmdisen lammen ldheiseltd laitokselta alkaa veteen vuotaa jatettd, jonka méaara
(kg) ajan funktiona on g(t). Jate sekoittuu veteen ja alkaa sitten levitd muihin
lampiin ja mereen. Miké on jatteen méard kussakin lammessa ajanhetkelld ¢?

Tehd&an seuraavat merkinnét:

e Lampien tilavuudet ovat Vi, V ja V3 (m3).

m?3 ).

* Nopeudet, joilla vesi virtaa pois kustakin lammesta, ovat f1, f> ja f3 (o

e Jatteen madrat lammissa ajanhetkelld f ovat xq (), x2(t) ja x3(t) (kg).
Oletetaan, ettd jate sekoittuu veteen tasaisesti ja miltei valittomasti. Ndin ollen

jatteen maaran muutosnopeudelle (—£-) ensimmadisessd lammessa on



Kun edelld olevat yhtdlot kootaan yhteen, saadaan

X

(t) = =g (t) + g(1)
(1) = Hxa(t) — xa(t)

2
() = Zxa(t) — Haa(t).

_~

=
N~

Koska tarkastelun alussa kaikki lammet ovat puhtaita, vaaditaan lisdksi, etta
x1(0) = x2(0) = x3(0) = 0. Tamaén differentiaaliyhtiloryhmiin ratkaisemiseksi
tulee 16ytdd kolme funktiota, jotka toteuttavat ryhmén yhtdlot sekd vaaditun
alkuarvoehdon.

Differentiaaliyhtdloryhmaén ratkaiseminen vaikuttaa hankalalta ongelmalta. Yh-
taloiden lineaarisuuden vuoksi ratkaisufunktioiden etsinndssa pystytaan kuiten-
kin hyddyntdmééan lineaarialgebran tuloksia, ja my6s kompleksiluvut tulevat
olemaan avuksi. Luontevuuden vuoksi ja ulkoasun yhtendistdmiseksi vektorit ja
yhden sarakkeen matriisit samastetaan tdssa tutkielmassa, samoin kuin matriisit
ja lineaarikuvaukset. Samoista syistd kdytetddan muuttujana aikaa ¢, ja kuvauk-
sia késitellddn ajan funktioina. Tahdn on myos kdytannon syy: luonnonilmiita
tutkittaessa vastaan tulee usein juuri aikariippuvuus.



2 Differentiaaliyhtidloryhmait

2.1 Differentiaaliyhtdloryhmiin liittyvia kasitteita

Téssa luvussa tutustutaan yleisesti differentiaaliyhtaloryhmiin ja niihin liitty-
viin késitteisiin. Luvun tiedot pohjautuvat Martin Braunin kirjan Differential
equations and their applications [1] lukuun kolme, Jouni Parkkosen luento-
monisteeseen Johdatus dynaamisiin systeemeihin [6], seké kirjoittajan omiin
muistiinpanoihin [5]. Aloitetaan antamalla méaaritelma differentiaaliyht&dloryh-
miéille.

Maiiritelma 2.1 (Differentiaaliyhtdloryhma). Olkoot U C R" ja I C R avoimia
joukkojaja f : I x U — R" jatkuva kuvaus. Tdlloin yhtaloryhmaa

X'(t) = f(t x(t)), @)
aukikirjoitettuna

dxi(8) = fu(t, (x1(B), x2(8), ..., xa(1)))
%xZ(t) = fz(i’, (Xl(t)/ x2(t)/ ce /xn(t)))

%xn(t) = fn(t, (xl(t),X2(t),- . -/xn(t)>)/

kutsutuaan differentiaaliyhtiloryhmiksi tai -systeemiksi. Mikali oikean puolen ku-
vaus f = (f1, f2,..., fn) €l suoraan riipu muuttujasta t, elion f : U — R" ja
x'(t) = f(x(t)), niin differentiaaliyhtdléryhma on autonominen.

Differentiaaliyhtdldryhma on lineaarinen, jos se on esitettdvissd muodossa

xi(t) = an (H)xq () + arp(£)xa2(t) + ... + a1, (H)xn(t) + g1 (2)
X5(t) = an ()51 (8) + an()xa(t) + ...+ a2n ()xa(8) + g2(0)

x5, (8) = ayy (£)x1(£) + anp(£)x2(8) + .o . 4 ann (£) x5 (F) + gu(£).

Lineaarinen differentiaaliyhtdloryhmaé voidaan esittdd myos matriisien avulla.
Talloin tarkasteltavista funktoista x; ja funktioista ¢; muodostetaan vektorit, ja
funktioiden x; kertoimet sijoitetaan kerroinmatriisiin. Ndin kirjoitettuna lineaari-
nen differentiaaliyhtdléryhma saa muodon

x’l(t) Elll(t) a12(t) aln(t) xl(t) gl(t)
)| fan(t) an(t) ... aw(t)| |x(t) N 82(t)
2O an®) an) - am®| |w®] g

3



eli lyhyesti x'(t) = A(t)x(t) + g(t). Mikéli kerroinmatriisi A ei riipu muuttujas-
ta t, niin sanotaan, ettd differentiaaliyhtdloryhma on vakiokertoiminen. Jos taas
kuvaukselle g on g(t) = 0 kaikilla t € R, niin differentiaaliyhtdloryhma on
homogeeninen. Tarkastellaan esimerkin vuoksi kahta seuraavaa differentiaaliyhta-
16ryhmaa.

Esimerkki 2.2 (Matemaattinen heiluri). Matemaattisen heilurin liikeyhtdlot ovat

§o(t) = —g -sin(0(t))
§i0(t) =1 o(),
missd ¢ on gravitaatiovakio, v(f) on heilurin massan ratanopeus ja 6(t) on heilu-

rin varren kiertokulma [5]. Tama differentiaaliyhtilopari on autonominen, mutta
se ei ole lineaarinen.

Esimerkki 2.3 (Diabeteksen diagnosointi). Diabetesta diagnosoitaessa tarkastel-
laan veren glukoosikonsentraation ja yhteenlasketun hormonikonsentraation
eroja optimiarvoistaan, g(¢) ja h(t). Ndiden muutokset diagnoosin aikana nou-
dattavat yhtdloita

{g’(t) = —img(t) — mah(t) + j(t)
W (t) = —mgh(t) + mug(t),

missd my, my, m3 ja my ovat positiivisia vakioita ja j(t) on se nopeus, jolla veren
glukoosipitoisuutta lisitdan diagnoosin aikana [1} s.181]. Matriisimuodossa tama

on
W] _ [-m —m] [s()] , [i()
W (t) my  —ms| |h(t) 0|’

Tama differentiaaliyhtdloryhma on lineaarinen ja vakiokertoiminen, mutta se ei

ole homogeeninen. Ryhmén autonomisuus riippuu siitd, pidetaanko j(t) vakio-
na.

Differentiaaliyhtaloryhman (1) ratkaisulla tarkoitetaan jatkuvasti differentioitu-
vaa kuvausta x : [ — R",jolle x(¢) = f(t, x(t)). Ratkaisu on siis vektoriarvoinen
kuvaus x, jonka komponenttikuvaukset x1, .. ., x, toteuttavat yhtdloryhméan
kaikki yhtalot. Tastd syysta differentiaaliyhtdloryhmaa voitaisiinkin kutsua vain
(vektorifunktion) differentiaaliyhtdloksi. Tdssa tutkielmassa kdytetddn matriisi-
muodossa kirjoitetuista differentiaaliyhtdloryhmisté termid differentiaaliyhtalo-
systeemi.



Varsinkin sovelluksissa ollaan yleensa kiinnostuneita ratkaisuista, jotka tietylld
ajanhetkelld toteuttavat jonkin halutun vaatimuksen, niin kutsutun alkuarvon.
Téllaista ongelmaa kutsutaan alkuarvotehtiviksi, ja vaaditaan

¥ (1) = f(t,x(1)) ,
_ (2)

x(to) = XQ.
Alkuarvotehtdvan (2) ratkaisu on jatkuvasti differentioituva kuvaus x : I — R”,
jolle x'(t) = f(t,x(t)) ja x(ty) = xo.

Differentiaaliyhtdlosysteemin ratkaisemisella tarkoitetaan sen kaikkien mahdol-
listen ratkaisujen loytdmistd. Sellaista kuvausta, jonka avulla saadaan kaikki
yksittdiset (alkuarvotehtdvien) ratkaisut, kutsutaan yleiseksi ratkaisuksi. Mutta
onko ratkaisuja aina edes olemassa ja jos on, niin kuinka ne 18ydetdan? Enta
kuinka monta ratkaisua taytyy loytdd systeemin ratkaisemiseksi tdydellisesti?
Naihin kysymyksiin aletaan nyt etsid vastauksia.

2.2 Olemassaolo- ja yksikdsitteisyyslause

Seuraavaksi esiteltdva lause takaa, ettd differentiaaliyhtidlosysteemeille on tie-
tyin oletuksin aina olemassa ratkaisuja ainakin jollakin aikavalilld. Sitd ennen
esitelladn kuitenkin erds méaéritelmd, jota tarvitaan lauseen formuloinnissa.

Maiiritelma 2.4 (Lipschitz-jatkuvuus). Jatkuva kuvaus f : R™ — IR" on Lipschitz-
jatkuva, jos on olemassa luku L > 0 siten, ettd

d(f(x), f(y)) < L-d(xy)

kaikilla x,y € IRR™. Talloin sanotaan myos, ettd kuvaus f on L-Lipschitz, L-
Lipschitz-jatkuva, tai Lipschitz-jatkuva vakiolla L.

Lause 2.5 (Olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause). Olkoot I C R ja U C R”"
avoimia joukkoja ja f : I x U — R" jatkuva kuvaus, jolle kuvaus x — f(t,x) on
L-Lipschitz-jatkuva kaikilla t € 1. Tilloin jokaisella (to, xo) € I x U on olemassa § > 0
siten, etti alkuarvotehtivilli

{x’(t) = f(t,x(t))

x(to) = X

on vililli |ty — 0, to + 8| midritelty yksikisitteinen ratkaisu.



Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen todistus perustuu niin kutsuttuun Picar-
din iteraatioon. Lause [2.5/likimain edelld olevassa muodossa ja sen todistus ta-
pauksessa, jossa U = IR" ja kuvaus f on L-Lipschitz, on esitetty Jouni Parkkosen
luentomonisteessa Johdatus dynaamisiin systeemeihin [6) s. 6]. Skalaaritilannet-
ta vastaavan lauseen varsin yksityiskohtainen todistus on luettavissa Martin
Braunin teoksesta [1) s. 67].

Lipschitz-ehdon toteutumisen tarkistaminen voi olla kdytdnnossa hyvin hanka-
laa. Kompaktiin joukkoon rajoituttaessa jatkuvasti differentioituvat kuvaukset
ovat kuitenkin Lipschitz-jatkuvia jollakin vakiolla. Siispa talloin riittaa tarkastel-
la, onko oikean puolen kuvaus f jatkuvasti differentioituva. Lineaarisen diffe-
rentiaaliyhtdldsysteemin tapauksessa myos Lipschitz-ehdon toteutuminen on
kuitenkin helppoa todeta. Télloin nimittdin oikean puolen kuvaus f on lineaari-
kuvaus, tai epdhomogeenisessa tapauksessa lineaariaffiini kuvaus avaruudesta
R" avaruuteen IR”. Téllainen kuvaus on aina Lipschitz-jatkuva.

Lemma 2.6. Olkoon U C R" avoin joukko, ja olkoon f : U — IR" lineaariaffiini
kuvaus. Télloin kuvaus f on Lipschitz-jatkuva.

Todistus. Olkoot x € Ujay € U, ja kuvaus f kuten lauseen oletuksissa. Talloin
f onmuotoa f(x) = Ax + b, missd A on n x n-matriisi. Koska kuvaukselle f on

d(f(x), f(y)) = [I(Ax +b) = (Ay + b)[| = [[Ax — Ay]],
riittdd tarkastella aidosti lineaarista tapausta. Lineaarisuuden nojalla
[Ax = Ay[| = [|A(x = y)||

Kuvauksen A operaattorinormille | Al|,, = max {||Az| : z € R", ||z|| = 1} pétee
| Az|| < || Allopllz]| kaikilla z € R". Siispa

[AG =) < [[Allopll(x = y)l
= max {||Az|| : z € R"|z[| = 1} [[(x —y)|

-~

=:L

=L[|(x—y)|
=L-d(xy),

joten kuvaus f on Lipschitz-jatkuva. O

Lemman [2.6|anti on, ettd olemassaolo- ja yksikasitteisyyslausetta 2.5 voidaan
aina soveltaa lineaarisiin differentiaaliyhtdlosysteemeihin. Siispé tdssa tutkiel-
massa tarkasteltavissa tapauksissa ratkaisuja on aina olemassa, ja lisaksi jokaisen
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Kuva 1. Systeemin x'(t) = [ ;21 j } x(t) kerroinmatriisin méadraama vektorikentts ja
alkuarvoista (—1,5), (—2, —4) ja (2,5) lahtevét ratkaisut.

alkuarvon kautta kulkee tasmaélleen yksi ratkaisu. Geometrisesti tdimd tarkoittaa,
ettd kahden eri alkuarvon kautta kulkevan ratkaisun kuvaajat eivét voi leikata
toisiaan.

Differentiaaliyhtdloparien ratkaisuja voidaan hahmotella tasossa tarkasteltavan
systeemin oikean puolen kuvauksen f madrddman aikariippumattoman vektori-
kentédn avulla: Kuvaus f liittda jokaiseen joukon U pisteeseen x derivaattavekto-
rin f(x), jonka alkupiste on x. Ratkaisu x(t) on siis parametrisoitu kdyré, jonka
tangenttivektori pisteessd x(t) on f(x(t)). [5]. T4td havainnollistaa kuva



3 Homogeeniset differentiaaliyhtaloryhmait ja line-
aarialgebra

Differentiaaliyhtdlosysteemejda on huomattavasti helpompi késitelld kirjoitet-
tuna matriisien avulla kuin yhtdloryhméana. Tama ei kuitenkaan ole tarkein
syy tdmadn merkintdtavan kdyttokelpoisuudelle. Lineaarialgebra tulee nimittdin
osoittautumaan todella tehokkaaksi ja jopa valttamattomaksi tyokaluksi diffe-
rentiaaliyhtdlosysteemien ratkaisemisessa. Siispa systeemejd kasitellddn tasta
eteenpdin matriisimuodossa. Taméan luvun tiedot ovat perdisin Martin Braunin
teoksesta [1]].

Aloitetaan differentiaaliyhtdlosysteemien tutkiminen yksinkertaisimmasta ta-
pauksesta, eli lineaarisesta ja homogeenisesta systeemista

x'(t) = Ax(t), 3)

mika on aukikirjoitettuna

xi(t) a1 a2 ... Ain Xl(t)
()| |aa an ... a4z | |x2(t)
x), (1) Ayl Ay o Apn| |20 (F)

Tutkielman tarkastelut tulevat painottumaan juuri muotoa x’(t) = Ax(t) oleviin
systeemeihin. Lemman [2.6/nojalla olemassaolo- ja yksikésitteisyyslausetta
voidaan soveltaa, mutta nyt tarkasteltavassa tapauksessa tilanne on kuitenkin
vield parempi. Seuraava tulos voidaan todistaa samaan tapaan kuin lause
kun huomioidaan lisdoletus lineaarisuudesta.

Lause 3.1. Olkoon A vakiokertoiminen n x n-neliomatriisi. Tilloin alkuarvotehtiviilli

{x’(t) = Ax(t)

x(to) = X

on olemassa tismilleen yksi ratkaisu kaikilla (to, xo) € R x R”", ja tdmdi ratkaisu on
mddritelty kaikilla t € R.

Lauseen 3.1 myo6td kysymykseen ratkaisujen oloemassaolosta on 16ydetty vas-
taus. Seuraavaksi kysymys kuuluu, kuinka monta vektoriarvoista funktiota on
loydettavé, jotta ndma kaikki mahdolliset ratkaisut saadaan esitettyd. Intuitiivi-
nen veikkaus voisi olla, ettd yhtd monta funktiota, kuin systeemissd on yhtaloita.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd ndin todella on.
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Lause 3.2. Lineaarisen, homogeenisen differentiaaliyhtilosysteemin (3) ratkaisut virit-
taviit n-ulotteisen vektoriavaruuden.

Todistus. Olkoon V kaikkien systeemin (3) ratkaisujen joukko. On ndytettdva, et-
td V on vektoriavaruus ja ettd sen dimensio on n. Ndytetddn ensin, ettd ratkaisut
todella virittavat vektoriavaruuden.

V on (reaalinen) vektoriavaruus, mikéli se on epdytyhjd ja sen alkioille on méaa-
ritelty yhteenlasku a + b € V ja reaaliluvulla A kertominen Aa € V siten, ettd
seuraavat laskusdaannot toteutuvat kaikillaa, b,c € Vja A, p € R:

(i)a+b=0b+a
() (a+b)+c=a+(b+c)
(iii) On olemassa 0 € V siten, ettd a + 0 € V kaikillaa € V

Apa) = (Ap)a
(vi) (A+p)a=Aa+ pa
Ala+b)=Aa+ Ab

)
)
(iv) On olemassa (—a) € V siten, ettd a + (—a) =0
v)
)
)

(vii
(viii) 1-a =a.

Lauseen [3.1| nojalla V on epétyhjd. Joukon V:n yhteenlaskuksi voidaan aset-
taa tavallinen komponenteittainen yhteenlasku, silld tdlloin vektorifunktioiden
laskusddntdjen nojalla

G +b(1) =d' (1) +0'(t)
— Aa(t) + Ab(t)

= A(a(t) +b(t)).

Komponenteittainen reaaliluvulla kertominen sopii kertolaskuksi joukkoon V,
silla

a(t)) =A&a(t) = Ma(t) = A(ra(t)).

Olkoon sitten 0 : R — R"”, 0(¢) = 0 kaikilla t € R. Funktio 0 on systeemin
ratkaisu, silld 0'(t) = 0 = AO(t). Siten 0 € V, ja lisdksi a + 0 = a kaikillaa € V.
Edellé olevan nojalla (—1)a € V, jolloin a + (—1)a = a + (—a) = 0. N&in ollen
ehdot (i)-(iv) ja (viii) toteutuvat. Koska a(t), b(t), c(t) € R" kaikilla ¢t € R, niin
myds ehdot (v)—(vii) toteutuvat IR":n laskusdantdjen nojalla. Siten V todella on
vektoriavaruus.



Lisdksi tulee ndyttdd, ettd V:n dimensio on n. Tétd varten esitetddn ensin jotkin
n lineaarisesti riippumatonta vektoria avaruudesta V ja ndytetdan sitten, ettd
ndma vektorit myos virittavat V:n.

Olkoon ¢j: R — R",j=1,2,---,n, alkuarvotehtavan
X'(t) = Ax(t),  x(0)=¢=[0 1 0]
j. paikka

ratkaisu. Lauseen 3.1 nojalla kuvaus f +— ¢;(t) on olemassa ja yksikéasitteinen
kaikilla ¢, ja médrittelynsé nojalla ¢; € V kaikilla j. Olkoon ¢; € . Jos tdlloin

c191(t) + capa(t) + ...+ cnpu(t) =0,

niin erityisesti
c1¢1(0) + c2¢2(0) + ... + cnpu(0) = 0.

Kuvausten ¢; médrittelyn perusteella on yhtapitavéa vaatia
cie1 +cer + ...+ cpen, = 0.

Koska vektorit ¢; ovat avaruuden R” kantavektoreina lineaarisesti riippumat-
tomia, on oltavac; = ¢y = ... = ¢, = 0. Siten kuvaukset ¢j ovat n lineaarisesti
riippumatonta vektoria avaruudessa V. Jos ne vield virittdvdat V:n, on lause saatu

todistettua. Olkoon y € Vjaolkoony(0) = [a1 ap --- ay] T Tallsin
n n
y(0) =) ajej =) ajp;(0) = ¢(0).
j=1 j=1
Nyt olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseesta 3.1|seuraa, ettd y(t) = ¢(t) kaikilla
t € R. Siispa

y(t) = c11 () + capa(t) + - - - + cadu(t),

joten mielivaltainen ratkaisu on esitettédvissd ratkaisujen ¢; lineaarikombinaatio-
na. Ndin ollen funktiot ¢; myds virittdvét avaruuden V, ja lause on todistettu. [

Lause edelld olevaa vastaava todistus ja vektoriavaruuden mééritelma on
esitetty Martin Braunin teoksessa [1, s. 291]. Vektoriavaruuden mééaritelma on
luettavissa myos esimerkiksi Mikko Saariméden luentomonisteista Reaalisia vek-
toriavaruuksia ja ominaisarvoja [9, s. 53] ja Matriisiteoria [7, s. 4].
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Lause 3.2|on tdimén tutkielman kenties keskeisin tulos. Sen nojalla homogeenisen
systeemin (3)) ratkaisemiseksi riittdd 16ytdd n kappaletta lineaarisesti riippumat-
tomia ratkaisuja, jotka eivit ole “nollaratkaisuja”. Tédlloin kaikki mahdolliset
ratkaisut saadaan esitettyd ndiden lineaarikombinaatioina. Mutta kuinka tar-
vittavat lineaarisesti riippumattomat ratkaisut 16ydetdén, ja mitd muotoa ne
ovat? Haetaanpa mallia yksiulotteisesta tilanteesta. Ensimmadisen kertaluvun
lineaarisen ja homogeenisen differentiaaliyhtilon v/ () = Ay(t) ratkaisu on eks-
ponenttifunktio e, joten hyva veikkaus systeemin (3) ratkaisuksi voisi olla

kuvaus t — eMv, missd v € R". Jotta timi voi olla ratkaisu, sen on toteutettava
yhtdlo

d At At

3¢ v = Ae”o. 4)

Yhtdlon vasemmalta puolelta saadaan C%e)‘tv = AeMv, ja oikealta puolelta AeMv =

eM Av. Siispé on oltava
(Av)eM = (Av)eM.

Nain on tasmalleen silloin, kun
Av = Av.

Siispa eMv on (B):n ratkaisu, kun v on matriisin A ominaisvektori. Jos nyt vektorit
v/,j=1,2,...,n,0vat n X n-matriisin A lineaarisesti riippumattomia ominais-
vektoreita, saadaan niiden avulla systeemille (3) 7 lineaarisesti riippumatonta
ratkaisua.

Lause 3.3. Olkoon systeemin (3) kerroinmatriisilla n kappaletta lineaarisesti riippumat-
tomia ominaisvektoreita v, . .., v". Tillvin systeemin yleinen ratkaisu on

n
x(t) = Y cjeMtl,
j=1
missi A on ominaisvektoriin ol liittyvid ominaisarvo ja luvut ¢ ovat alkuarvosta miid-
raytyvid vakioita.

Todistus. Edelld olevan laskun nojalla yksittiinen ratkaisu on muotoa e"/'v/.
Lauseen [3.2|nojalla ratkaisut virittdvit n-ulotteisen vektoriavaruuden, joten yk-
sittdisratkaisujen monikerrat ja summat ovat jélleen ratkaisuja. Siispd systeemin
yleinen ratkaisu on viitettyd muotoa. [

Lauseen 3.3|avulla on helppo 16ytda kaikki ratkaisut homogeeniselle differenti-
aaliyhtdlosysteemille.
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Esimerkki 3.4. Ratkaistaan differentiaaliyhtdlosysteemi

riy |6 =3
x'(t) = {2 1 x(t).
——
=A
Etsitddn ensin matriisin A ominaisarvot laskemalla sen karakteristisen polyno-
min nollakohdat:

6—A =3
2 1-A

AM =4

|A—M|:‘
Ay =3.

‘:/\2—7/\+12:0 = {

Matriisin A ominaisarvot ovat siis A = 4 ja A, = 3. Etsitddn nditd vastaavat
ominaisvektorit u ja v Gaussin ja Jordanin eliminaatiolla:

/\1 =4
6—-4 -3 |0 N 2 =310 o = 3s o= 3
2 1-410 2 =310 Uy = 2s 2
)\2 = 3:
6—-3 -3 |0 N 3 =310 o Ju=s 1
2 1-3]|0 2 =210 Uy =$ 1
Siispa funktiot

a4 |3 . 3. 3|l
ety —=e¢ {2} ja elv=e M

ovat kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua. Lauseen 3.3| nojalla yleinen
ratkaisu on

3 1 3edt 3t
x(f) = cle4t [2} + et [1] =0 {Ze‘”] +c [64 .

Esimerkki 3.5. Tarkastellaan differentiaaliyhtdlosysteemid

0 —1
x'(t) = {1 0 ] x(t). (5)
Etsitdan matriisin B ominaisarvot:

0—-A -1

B=Al=1"1" g_a

=A24+1#0 kaikillaA € R.
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Matriisilla B ei ole reaalisia ominaisarvoja eikd siten myoskédan reaalisia omi-
naisvektoreita. Siispd lauseen [3.3|avulla ei suoraan saada ratkaisuja systeemille
(B). Kompleksilukujen joukossa kaikilla polynomeilla on kuitenkin algebran pe-
ruslauseen nojalla astelukunsa verran juuria. Voitaisiinko systeemille 16ytaa
ratkaisuja kompleksilukujen avulla?
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4 Kompleksiset ominaisarvot ja -vektorit

"The shortest path between two truths in the real domain passes
through the complex domain.”
—Jacques Hadamard

4.1 Kompleksinen vektoriavaruus

Lauseen todistuksessa esiintyy vektoriavaruuden mairitelméa. Reaalisen
vektoriavaruuden vektoreille on mééaritelty komponenteittainen yhteenlasku
ja reaaliluvulla kertominen. Yhtd hyvin vektoreille voidaan maaritella komplek-
siluvulla kertominen, ja lauseen 3.2 todistus voitaisiinkin tehda sanasta sanaan
vaihtamalla vain reaaliluvut A ja y kompleksiluvuiksi. Tallaista vektoriavaruutta,
jonka kerroinkunta on reaalilukujen kunnan IR sijaan kompleksilukujen kunta C,
kutsutaan kompleksiseksi vektoriavaruudeksi.

Huomautus 4.1. Differentiaaliyhtdlosysteemien tarkasteluihin liittyy oleellisesti
kaksi kompleksista vektoriavaruutta: ratkaisujen virittdima (funktio)avaruus,
sekd avaruus C", johon ratkaisujen arvot kuuluvat.

Kun differentiaaliyhtdldsysteemien tarkastelut siirretddn kompleksisiin vekto-
riavaruuksiin, voidaan erityisesti matriiseille hyvaksyd kompleksiset ominaisar-
vot. Talloin ominaisarvoja 16ytyy aina “riittavéasti” eli karakteristisen polyno-
min asteluvun verran. Tama johtaa myos siihen, ettd ominaisvektoreissa alkaa
esiintyd kompleksisia komponentteja. Naméa kompleksiset vektorit, kuten lu-
vutkin, voidaan esittaa reaaliosan Re(v) ja imaginaariosan Im(v) avulla muodossa
Re(v) + iIm(v). Kompleksisia vektoreita voi myos konjugoida samaan tapaan
kuin kompleksilukujakin:

Maairitelma 4.2 (Vektorin kompleksikonjugaatti). Vektorin

01 01

02 L : . |72
v=|. kompleksikonjugaatti on vektori v = | |,

Un Uy

missd 7; on luvun v; kompleksikonjugaatti. Samalla tavalla méaéaritelldadn myos
matriisin kompleksikonjugaatti.

Esimerkki 4.3. Esimerkissi [3.5]esiintyneen systeemin (5) kerroinmatriisin B =
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[(1’ _01 } (kompleksiset) ominaisarvot ovat +i. Etsitddn nditd vastaavat ominais-

vektorit u ja v:

o 01 = —it N — —i . 0 ; 1
Esimerkin vektorit u ja v ovat lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita. Ne
eroavat toisistaan vain imaginaariosansa merkin verran, kuten myos ominaisar-

vot, joita ne vastaavat. Ominaisarvot ovat siis toistensa kompleksikonjugaatteja,
aivan kuten ominaisvektoritkin. Taméa havainto pétee yleisesti.

Lemma 4.4. Olkoot A € C reaalisen neliomatriisin A ominaisarvo, ja v siti vastaava
ominaisvektori. Tilloin myds luvun A kompleksikonjugaatti A on A:n ominaisarvo, ja ©
on siti vastaava ominaisvektori.

Todistus. Koska oletusten perusteella Av = Av, niin my6s Av = Av. Kon-
jugoinnin ominaisuuksien perusteella tima on yhtédpitdvaa sen kanssa, ettd
AT = A7. Koska matriisi A on reaalinen, sen kompleksikonjugaatti on A itse.
Siispd AU = AT, eli A on matriisin A ominaisarvo, ja v on sitd vastaava ominais-
vektori. [1, s. 344]. O

4.2 Kompleksiarvoinen eksponenttifunktio

Kompleksisten ominaisarvojen ja -vektoreiden hyvéaksyminen johtaa siihen, et-
ta differentiaaliyhtdlosysteemin ratkaisun on myds oltava kompleksiarvoinen.
Mutta miti tarkoittaa e, jos A € C? Kysymykseen vastaamiseen seuraavaksi
kaytettavit tiedot ovat perdisin Tero Kilpeldisen luentomonisteesta Kompleksia-
nalyysi [3].

15



Maiiritelmad 4.5 (Kompleksinen eksponenttifunktio). Olkoon A = a +if € C.
Madritellaan kompleksinen eksponenttifunktio asettamalla

exp:C —C, exp(A):=e" :=e(cos(B) +isin(B)).

Tama madritelméd on hyvé, silld ndin méaéariteltynd kompleksinen eksponentti-
funktio yhtyy reaalisen eksponenttifunktion maérittelyyn, kun g = 0. Lisdksi
kompleksiselle eksponenttifunktiolle pédtevat seuraavat, reaalisesta tapauksesta
tutut laskusaannot:

Lemma 4.6. Kompleksiselle eksponenttifunktiolle pitevit seuraavat laskusdiinnot kai-
killa A,y € C:

(i) eMH = et

(i) eM) " = e,

Todistus. Olkoot A = a +ifja u = 7+ id. Talloin kompleksisen eksponent-
tifunktion maaritelman ja trigonometristen funktioiden laskusdantojen avulla
saadaan

etet = eeV(cos B+ isin B)(cosd + isin d)
= e*"7(cos Bcos S + i(cos Bsind + sin fcos ) — sin Bsind)
= e""7(cos(B+6) +isin(B+9))
— platip)+(y+id)

— eM—y’
jolloin kohta (i) on todistettu. Taman avulla saadaan e*(e}) ™! = (e})!(e?) 7! =

(e*)? = 1jaete™ = ¢" = 1, jolloin kaanteisalkion yksikasitteisyyden nojalla
(M)l =e A O

Lemman 4.6/ nojalla on jarkevaa maaritella kuvaus t — e*v, missa A € C ja
v € C". Koska kompleksisen eksponenttifunktion derivaatta on sen laskusaanto-
jen tapaan reaalisen tilanteen kanssa yhteensopiva (ks. [3]]), on myos kuvauksen
t — eMo derivaatta sita. Siispa tama kuvaus toteuttaa yhtalon (@) ja on siten
systeemin (3) kompleksiarvoinen ratkaisu. Saattaisi luulla, ettei téllaisesta ratkai-
susta ole juurikaan apua reaalimaailman ongelman ratkaisemisessa. Kompleksi-
nen ratkaisu ¢ — ¢*v antaa kuitenkin differentiaaliyhtilosysteemille aina kaksi
reaalista ratkaisua [1, s. 341].
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Lause 4.7. Olkoon A = a +iB € C ja olkoon funktio x(t) = ety differenti-
aaliyhtilosysteemin (3) kompleksiarvoinen ratkaisu. Télloin funktio x on esitettiivissii
muodossa x(t) = y(t) + iz(t), missi funktiot

y(t) == e"(cos(Bt)Re(v) — sin(Bt)Im(v)) ja
z(t) := e*(sin(Bt)Re(v) + cos(Bt)Im(v))

ovat systeemin (3)) reaaliarvoisia ratkaisuja.

Todistus. Néytetddn ensin, ettd funktio x(t) on esitettdvissd muodossa x(t) =
y(t) + iz(t) ja sitten, ettd funktiot y ja z todella ovat systeemin (3) reaalisia
ratkaisuja. Kun vektori v esitetddn reaali- ja imaginaariosiensa avulla, saadaan
lemman [4.6| kohdan (i) nojalla

x(t) = e@FiBlty — ol (Re(v) 4 i Im(v)).

Tamaé voidaan kompleksisen eksponenttifunktion médaritelmén avulla esittaa
muodossa

e* (cos(Bt) + isin(Bt))(Re(v) + iIm(v)).
Tastd paastdan sieventamalld haluttuun muotoon:
x(t) = e"(cos(Bt)Re(v) — sin(Bt)Im(v))+
ie"! (sin(Bt)Re(v) + cos(Bt)Im(v))
=:y(f) +1z(t).

Siispd funktio x on esitettdvissd halutulla tavalla. Tdméan jalkeen on helppoa
ndyttds, ettd funktiot y ja z ovat reaalisia ratkaisuja. Koska funktio x on systeemin
kompleksiarvoinen ratkaisu, niin

X(t)=Ax(t) < y(t)+iZ'(t) = A(y(t) +iz(t)).

Toisaalta matriisien laskusdantojen nojalla A(y(t) + iz(t)) = Ay(t) + iAz(t),
joten

y'(t) +iZ' (t) = Ay(t) +iAz(t).

Kaksi kompleksilukua ovat samat tdsmalleen silloin, kun niiden reaaliosat ja
imaginaariosat ovat yhté suuret. Siispa koska matriisi A on reaalinen,

y'(t) =Ay(t) ja z'(t) = Az(t),

joten y ja z ovat systeemin (3) reaaliarvoisia ratkaisuja. [
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Kuva 2. Differentiaaliyhtdlosysteemin (5) ratkaisu alkuarvolla x(0) = (0,4) on kuvaus

x(t) = (—4sin(t),4 cos(t)). Katso esimerkitja

Lauseen [4.7 ja lemman (4.4 nojalla minkd tahansa yhden kompleksisen omi-
naisvektorin 16ytdminen riittdd kahden reaaliarvoisen ratkaisun madradmiseen.
Lisdksi kompleksinen ominaisvektori ja sen kompleksikonjugaatti maaraavat
samat reaaliarvoiset ratkaisut, silld ne eroavat toisistaan vain imaginaariosiensa
merkeiltd, eikd tdima vaikuta reaalisten ratkaisujen muotoon. Tdmén voi havaita
lauseen 4.7l ratkaisufunktioiden lausekkeista.

Esimerkki 4.8. Etsitdadn differentiaaliyhtdlosysteemin (5),
-1
x'(t) = [1 0 ] x(t) = Bx(t),

kaikki ratkaisut. Esimerkin 4.8 mukaan matriisin B ominaisarvot ovat £i, ja ndita
vastaavat ominaisvektorit ovat

B [ P U SR e D ()
u=111=11l*tilol @ o=1|11=11l"lol-
Lauseen 4.7|nojalla ratkaisufunktiot ovat

ot (st [1] =it [1] ) = ety [1] st [] = [

)

ja

0t (sin(l 1) (1) + cos(1-t) H) = sin(t) m + cos(t) H
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Siispé yleinen ratkaisu on
| —sin(#) cos(t)
x(t) = a { cos(t) } o {sin(t)] '

Huomautus 4.9. Edelld saadut ratkaisut ovat yksikkdympyran parametrisointeja.
Lisaksi, jos ratkaisufunktiot ladotaan matriisin sarakkeiksi, saadaan matriisi

[cos(t) — sin(t)} ’

sin(t)  cos(t)

joka kuvauksena kiertdd tasoa vastapdivddn kulman t verran. Systeemin

kerroinmatriisi [ ¢ ’01 | itse puolestaan kiertdd kuvauksena tasoa 90 astetta vasta-

pdivaan. Kompleksiluvun kertominen imaginaariyksikolld i tekee saman asian

kompleksitasossa. Matriisi [ _01] onkin isomorfinen imaginaariyksikon i kanssa.
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5 Jordanin ketjut

Tdhdn mennessa kerétyilld tiedoilla pystytddn ratkaisemaan miké tahansa line-
aarinen, vakiokertoiminen ja homogeeninen differentiaaliyhtdlosysteemi, jonka
kerroinmatriisilla on n kappaletta ominaisvektoreita. Ndin on tdsmaélleen silloin,
kun systeemin kerroinmatriisin ominaisarvojen A geometristen kertalukujen
geom(A) summa on sama kuin niiden algebrallisten kertalukujen alg(A) sum-
ma. Taméa on yhtdpitdvaa sen kanssa, ettd kerroinmatriisi on diagonalisoituva.
Jos ndin ei kuitenkaan ole, kuinka tarvittava méaara lineaarisesti riippumatto-
mia vektoreita 10ytyy ja millaisia ratkaisut tdlloin ovat? Tamén luvun tiedot
pohjautuvat Jyvaskyldn yliopistossa keséalld 2013 jarjestetyn Differentiaaliyhta-
16iden jatkokurssin luentomuistiinpanoihin [5] sekd Mikko Saarimé&en teokseen
Matriisiteoria [7].

5.1 Yleistetty ominaisavaruus

Olkoot vektorit v/ (nelid)matriisin A ominaisarvoon A liittyvid ominaisvekto-
reita. T4lloin vektoreiden v/ summat ja monikerrat ovat jalleen ominaisarvoon
A liittyvid ominaisvektoreita. Ominaisarvoon A liittyy siis aliavaruus, ja tata
aliavaruutta kutsutaan ominaisavaruudeksi.

Maiaritelma 5.1 (Ominaisavaruus). n X n-neliomatriisin A ominaisarvoon A liit-
tyva ominaisavaruus on joukko

Ex(A)={xeC": Ax = Ax}
— {xeC": (A—AD)x =0}
= Ker(A — AI).

Ominaisavaruus on siis sama joukko, kuin lineaarikuvauksen A — Al ydin, joka
on aliavaruus [8| s. 63]. Lisdksi ominaisavaruus E,(A) on A-invariantti, eli jos
x € Ex(A), niin Ax € E,(A). Néin on, silld A(Ax) = A(Ax) = A(Ax). Siten
lineaarikuvausta A voidaan kisitelld ominaisavaruuden E, (A) lineaarikuvauk-
sena.

Ominaisarvoon A liittyvan ominaisavaruuden dimensio on sama, kuin ominai-
sarvon A geometrinen kertaluku. Siispé jos jollekin ominaisarvolle alg(A) >
geom(/\), ei ominaisavaruudessa "ole tarpeeksi" lineaarisesti riippumattomia
vektoreita. Talloin kysessa oleva matriisi on epadiagonalisoituva tai puutteellinen.
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Lineaarista differentiaaliyhtdlosysteemid, jonka kerroinmatriisi on puutteellinen,
kutsutaan tdssa tutkielmassa myos puutteelliseksi.

Voitaisiinko puutteellisen kerroinmatriisin ominaisavaruuksia jotenkin "laajen-
taa"? Toisin sanoen, 10ytyisiko tilanteessa alg(A) > geom(A) jokin sellainen
invariantti aliavaruus E,, jolle Ey C E,? Olkoon tarkastelua varten x omi-
naisavruuden E,(A) vektori. Talloin vektorille x pdtee (A — AI)x = 0. Mut-
ta talloinhdan myos (A — AI)"x = 0, kun r > 2. Siispé ollaan havaittu, ettd
Ker(A — AI) C Ker(A — AI)". Tam4 johdattaa seuraavaan méaritelméan:

Miiritelmi 5.2 (Yleistetty ominaisavaruus). Olkoon r € IN\{0}. Neliomatriisin
A ominaisarvoon A liittyva yleistetty ominaisavaruus kertalukua r on joukko

EN(A)={xeC": (A-AI)'x =0}
= Ker(A — AI)".

Yleistetty ominaisavaruus on lineaarikuvauksen ytimend todella aliavaruus.
Induktiolla on helppo osoittaa, ettd A(A — AI)" = (A — AI)" A kaikilla r € IN.
Siispa
(A=A Ax=A(A—-A)'x =0,
N—
=0
elijos x € E}(A), niin Ax € E}(A). Siten E/ (A) on myds A-invariantti. Aiem-
man laskun nojalla yleistetty ominaisavaruus on aina védhintdan yhtd laaja, kuin
alkuperdinen ominaisavaruus. Toisaalta jos geom(A) = alg(A) = 7, niin véltta-
mattd E)(A) = E)\ (A). Erityisesti diagonalisoituvan kerroinmatriisin tapaukses-
sa ndin on jokaiselle ominaisarvolle. Puutteellisen kerroinmatriisin tapauksessa
eri kertaluvun yleistettyjen ominaisavaruuksien “viliin” jaa siis valttamatta joi-
takin vektoreita. Jollekin ominaisarvolle A on siis olemassa luku k > 2 ja vektori
ok siten, ettd oF € EX(A), mutta of ¢ Eﬁ_l(A). Toisin sanoen, (A — AI)fok = 0,
mutta (A — AI)¥~1ok £ 0. Asetetaan nyt v/ = (A — AI)¥Jok. Jos talloin j = 1,
niin
ol = (A= ADF 1,
& (A=A)o'=(A-AD =0
& Aol =0,
eli v! on matriisin A ominaisvektori. Edelleen voidaan laskea seuraavasti:
ol = (A — ADkToF
& (A=ADv = (A - ADFIHF = (A — ADFUDgk = i1
& (A=A =01,
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Nain muodostettua vektorijoukkoa

{vl,vz,. . .,vk}

kutsutaan ominaisvektorista v alkavaksi Jordanin ketjuksi. Ketjun vektoreita
v2,...,v* kutsutaan matriisin A yleistetyiksi ominaisvektoreiksi. Jordanin ketjun

pituus on sithen kuuluvien vektorien lukumaéara.

Lause 5.3. Jokaiseen ominaisarvoon liittyy sen geometrisen kertaluvun verran Jordanin
ketjuja. Niiiden ketjujen yhteenlaskettu pituus on sama, kuin ominaisarvon algebrallinen
kertaluku.

Lauseen |5.3| todistus on pitka ja tekninen, eikd palvele tutkielman tarkoitusta.
Tastd syystd lause hyvdksytddn tdssa tutkielmassa ilman todistusta. Lauseen voi
johtaa Mikko Saariméden teoksen Matriisiteoria [7] tulosten pohjalta.

Esimerkki 5.4. Etsitdan matriisiin

1 1 1
A=|2 1 -1
-3 2 4

liittyvéat Jordanin ketjut. Ensin tdytyy tuttuun tapaan etsid ominaisarvot:
1-A 1 1
2 1-A -1
-3 2 4-A

=1-MN)((1-A)(4—-A)+2)—-2(4—-X)—-2)—=3(-1—-(1-1))

= A 4+6A2—12A+8=0
& A=2P=0 & A=2

Ainoa ominaisarvo on A = 2. Etsitddn sitd vastaavat omiaisvektorit:

-1 1 1]o0 10 00 v; =0 0
2 -1 -1{0|&e |01 1|0 |&{ud=1 & od=]1
-3 2 2|0 0000 ol = -1 ~1

Vektori v! on matriisin A ainoa ominaisvektori. Siispa geom(2) = 1,joten lauseen
nojalla Jordanin ketjuja on vain yksi, ja sen pituus on kolme. Muodostetaan
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vektorista v! alkava Jordanin ketju. Sitd varten taytyy 1oytda ratkaisu yhtaloon
(A—20)v?* =o', eli

-1 1 1 0
2 -1 —1|*=1]1].
-3 2 2 -1

Kaésitellddn tiatd yhtdloryhmana ja sievennetddn Gaussin ja Jordanin eliminaatiol-
la:

-1 1 1|0 1 001
2 -1 —-1]1 <101 1)1
-3 2 2 |-1 0 000

Tastda ndahdéaan, ettd voidaan valita esimerkiksi

1 10 0] 1 1
v = [1], slla [0 1 1| |1] = [1
0 00 0| |0 0

Samalla tavalla saadaa yhtilolle (A — 21)v> = v ratkaisuksi esimerkiksi

-l

Erds matriisiin A liittyva Jordanin ketju on siis vektorijoukko
0 1 2
{vl, vz, v } = 11,11, (1 .
-1 0| |2

5.2 Puutteellisten differentiaaliyhtilosysteemien ratkaisut

Jotta Jordanin ketjuista olisi hyotyéa differentiaaliyhtdlosysteemien ratkaisemi-
sessa, tulisi ketjujen vektoreiden olla lineaarisesti riippumattomia, ja sitd ne
ovatkin:

Lause 5.5. Olkoon vektorijoukko

{vl,vz,. . .,vk}

Jordanin ketju. Tilloin vektorit v', v?

k

, ..., 0" ovat lineaarisesti riippumattomia.
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Todistus. Jordanin ketjut muodostettiin asettamalla v/ = (A — AI)¥=/v%, joten
vaatimus

clvl+czvz+...+ckvk =0

voidaan kirjoittaa muodossa
(A= ADF1F f oy (A —ADF20F 4 4 ok = 0.

Kertomalla yhtdlo v/ = (A — AT)¥~/v* puolittain matriisilla (A — AI)/~1, saadaan
(A=A~ = (A= ATV YA = ADFTok = (A — ADF1F £,

eli (A—AI)~'0/ # 0 kaikilla j = 1,...,k. Siispa on oltava ¢; = 0 kaikilla
j=1,...,k mista viite seuraa. O

Jordanin ketjujen vektorit ensimmaistd lukuunottamatta eivit kuitenkaan ole
matrsiisin A ”oikeita” ominaisvektoreita, silld (A — AI)v/ = v/~ = Av/ — Ao/ =
v/~1 = Av/ = Av/ + ©/T1. Siispa niiden avulla ei suoraan saada ratkaisuja muo-
dossa eMv. Mutta 16ytyisiko ratkaisuja jossain toisessa muodossa? Haetaan taas
mallia “vastaanvanlaisesta” yksiulotteisesta tilanteesta, kuten tehtiin aiemmin
hyvélld menestyksella.

Seuraava tulos on esitetty Jyvaskylan yliopiston kurssilla Differentiaaliyhtalot [4]:
Jos yksiulotteisessa tilanteessa korkeamman kertaluvun vakiokertoimisen ja lineaa-
risen homogeeniyhtiilon karakteristisella polynomilla on k-kertainen nollakohta A,
niin kyseisen yhtalon ns. ratkaisukannan muodostavat funktiot

M M oM Tt

Néiden funktioiden summat ja monikerrat ovat siis jdlleen ratkaisuja. Koetetaan
talta pohjalta etsia yksittdista ratkaisua sellaisten vektoriarvoisten funktioiden
summana, jotka muistuttavat edelld olevan ratkaisukannan funktioita. Tehdaan
tama vaatimalla, etta

2 3 i—1
d e)uvj_l_ie)ufvj—l_’_t_eAtUj—z_'_t_eAtvj—:s_'_m_'_ v Ayl
dt 1! 2! 3! (j—1)!

— A eAtUj_|_ie)\tvj—l_|_ﬁe)\tvj—z_i_ﬁe)»tvj—f?)_'_.”_i_.tj;e)ttvl ’
1 2! 3! G—1)!
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missd 1 < j < k. [10]. Lasketaan yhtdlon vasen puoli auki:

-1

t , 2 £
d At_.j )\t j—1 At j—2 At_j—3 At 1
ev (% + ev —+ [, A e
df( HETH 2! 3! + (Gj—1)! )

t 2 B
= %(U]—FFU] 1+50]_2+§7J]_3+...+m7)1>€M+

_U] 1 tzv]-,szt_U] 5.4 ! L' g(&t)
o 3! (-1 )

1! 21 j—2)!

2 i P2 0\
= Jotp Loty 4 v et +
pi-1
<Av]—|—/\ v/~ 1—}—/\2 v/~ 2—}—/\3 o3+ . +A(]_1)|vl>e/\t
. . . . 2
= M (Av] + v]_1> + te (/\v]_l + v]_2> + %e)”
T
A .
G—1)° (22!)

Yhtdlon oikealta puolelta taas saadaan

(AUFQ-+zJ‘3>—+...+

2 i1
AeMo 4 LMot g Bz 4 —.t] Mol
1 2l G-1)!

o () 1 (a0 7) B () ot e (a0,

Kun saatujen lausekkeiden kertoimet vaaditaan yhtd suuriksi, saadaan
P S ) . -
Avl = A+ o) (A=Al = o

Avi—l = Aoi=l o2 (A= Ao/~ = v/=2
A2 = Wi 240/ 73 o (A—Aoi—2 = o/=3

Avl = Aol (A=At = 0.
Tamaé on yhtédpitavada sen kanssa, ettd joukko {Ul, v, ..., 0 } on Jordanin ketju.

Kyseessi oleva summa on kuitenkin vain yksi ratkaisu, eli tdimédkaan ei vield riita.
Edelld olevista laskuista voidaan kuitenkin tehda erds tarked havainto: laskut
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nimittdin patevit kaikissa tapauksissa, joissa alg(A) > k > geom(A). Toisin
sanoen, “lyhemmatkin summat” kelpaavat ratkaisuiksi, kunhan vain summissa
esiintyvat vektorit muodostavat Jordanin ketjun.

Lause 5.6. Olkoon A systeemin (3) kerroinmatriisin ominaisarvo, jonka algebrallinen
kertaluku on k. Télloin ominaisarvoa A vastaa k lineaarisesti riippumatonta ratkaisua,
jotka ovat

j 4 .
Y e =012, k-1,
i=0"

missii vektorijoukko {vt,v?, ..., 0%} on ominaisvektorista v* alkava Jordanin ketju.

Todistus. Edelld olevan laskun perusteella lauseessa esitetyt summat ovat ratkai-
suja. Koska joukko {vl, 02, .., Uk} on Jordanin ketju, sen vektorit ovat lineaari-
sesti riippumattomia. Tdlloin my®0s eri j:n arvoja vastaavat summavektorit
i
Y o, j=0,1,2,... k=1
i=0

ovat lineaarisesti riippumattomia. [

Esimerkki 5.7. Ratkaistaan alkuarvotehtiava

1 1 1 1

X(H)=12 1 -1|x(t), x0)=|1

-3 2 4 1

=A
Esimerkissd [5.4]10ydettiin matriisiin A liittyva Jordanin ketju

0 1 2
{01,02, 03} = 11],(1],|1
-1 0 2

Naista v! on matriisin A ominaisvektori, joten sen avulla saadaan ratkaisu

0
el
-1
Lauseen [5.6|nojalla saadaan lopuiksi ratkaisuiksi
0 1 1
e (tvl+v2) = e t |+ |1 = |t+1
—t 0 —t
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ja

0 ¢ 2 t+2
et <§vl + to® + v3> =% % + [t] + |1 =% % +t+1
_é 0 2 _% +2
Yleinen ratkaisu on siten
0 1 t+2
x(t) =cie® | 1| +ce® |t4+1] +c3e® |[E+t+1
-1 —t 242
Alkuarvoehdosta saadaan yht&lo
0 1 2 0 c2 2c3 1
x(0)=c1 |1 |4+ |l| 4+ |l|=|c |+ || +]|ca|=]|1].
-1 0 2 —C1 0 2c3 1

Tatd voidaan kasitelld yhtdloryhmand, josta vakiot cq, ¢ ja c3 saadaan ratkaistuksi
Gaussin ja Jordanin eliminaatiolla:

0 1 2 1 100 1
1 11 1]1<|010 -1
-1 0 2 1 0 01 1
Siispd c; = c3 = 1ja cp; = —1, ja alkuarvotehtdvan ratkaisu on
0 1 t+2 t+1
x(t)=e | 1| —e® [t+1] +6* §+t+l = ¢ £
-1 —t

12
—5+2 4t 1
Huomautus 5.8. Lauseista ja[p.6| voidaan havaita, ettd muotoa x’(t)

Ax(t) olevien vakiokertoimisten differentiaaliyhtdlosysteemien ratkaisut on

todella aina maéadritelty kaikilla reaaliluvuilla, kuten lauseessa 3.1| vditetdan.

27



6 Epdhomogeeniset differentiaaliyhtaloryhmat

Esimerkissa [I.T]sivulla[I|esiintynyt differentiaaliyhtdloryhmé on matriisimuo-
dossa kirjoitettuna

O] -4 0 o] [a®] [g®)
BB =14 & of |n®|+]o0
x4 (t) 0o & & |ue 0

Tama systeemi on epihomogeeninen, eli yhtdlon oikean puolen kuvaus on lineaa-
riaffiini kuvaus. Olemassaolo- ja yksikasitteisyyslausetta [2.5|voidaan lemman
nojalla soveltaa, joten ratkaisuja 10ytyy aina ainakin jollakin aikavélilla. Epa-
homogeeninenkin lineaarinen systeemi voidaan ratkaista hakemalla mallia yk-
siulotteisista differentiaaliyhtaloistd, nimittdin vakioiden varioinnilla. Menetelméan
kayttoon tarvitaan paitsi kaikki tietous homogeenisten systeemien ratkaisemi-
sesta, myOs entistd tehokkaampia merkintdjd. Menetelméa on esitelty Martin
Braunin teoksessa [1, s. 360].

6.1 Yleinen matriisiratkaisu

Lauseen [3.2|nojalla lineaarisen systeemin yleinen ratkaisu on muotoa
x(t) = c1x1(t) + caxp(t) + ... 4+ cnxn ().

Muodostetaan ratkaisuvektoreista x; matriisi X' (t) := [x1(t) --- x,(t)] java-

kioista cj vektoric = [c1 -+ ¢y ' Nailla merkinnéilla yleinen ratkaisu voi-
daan esittdd muodossa

x(t) = X (t)c,
missd matriisi X'(t) on niin sanottu yleinen matriisiratkaisu.
Esimerkki 6.1. Huomautuksen .9 (s.[19) matriisi

{cos(t) — sin(t)}

sin(f)  cos(f)
on differentiaaliyhtdlosysteemin (5)),

¥(t) = {‘1’ —01} x(b),

erds yleinen matriisiratkaisu.
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Lemma 6.2. Matriisi X on systeemin (3) yleinen matriisiratkaisu tismilleen silloin,
kun det X # 0ja X'(t) = AX(t). Tissi matriisin X derivaatalla X’ (t) tarkoitetaan
matriisia X'(t) = [$x()1 -+ Sxu(t)].

Todistus.
”="Jos X on yleinen matriisiratkaisu, sen sarakkeet ovat systeemin (3) ratkai-
suina lineaarisesti riippumattomia, jolloin det X # 0. Suoralla laskulla saadaan

X(t) = [xq () - X ()]
:[Axl Axn]
ZA[X1 xn}
= AX(t).

"<"Jos det X # 0, niin matriisin X" sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia.
Jos myos X'(t) = AX(t), niin %xj(t) = Axj(t) kaikilla j = 1,...,n. Siten
matriisin X sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja, ja X on
yleinen matriisiratkaisu. O

6.2 Vakioiden variointi

Nyt ollaan valmiita siirtymddn epdhomogeenisten differentiaaliyhtdlosysteemien
tarkasteluun. Tavoitteena on 10ytad tapa ratkaista alkuarvotehtdva

{x%o:=Axu>+ga>

x(tp) = xo.

(6)

Koska homogeenisen systeemin ratkaisut ovat muotoa x(¢) = c1x1(t) + cox2(t) +
...+ cuxy(t), on luontevaa etsiéd alkuarvotehtavélle (6)) ratkaisua muodossa

x(t) = c1(t)xq(t) + ca()x2(t) + ... 4+ cn(t)xn(t),

missd funktiot ¢; : R — R ovat jatkuvasti derivoituvia. (Téssé siis “vakioiden
¢j annetaan riippua ajasta”, mistd nimi vakioiden variointi juontaa juurensa.)
Yleisen matriisiratkaisun avulla yhtédlo voidaan kirjoittaa muodossa

x(t) = X (t)c(t),

missd siis X' (£) = [x1(t) -+ xu(H)]jac(t) = [e1(t) --- cn(t)}T. Sijoittamalla
tdmaé yrite alkuarvotehtdvidén (6), saadaan

dX(t)e(t) = AX(t)c(t) +g(t).
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Funktioiden tulon derivointisidnnon nojalla
FX(Be(t) = X' (B)e(t) + X (1) = AX(t)e(t) + g(b).

Koska X (t) on yleinen matriisiratkaisu, lemman 6.2 nojalla X’(t) = AX (t), ja
paastaan muotoon

Xd'(t) = g(t).

Edelleen, det X'(t) # 0 kaikilla f € R, joten matriisi X'(¢) on kdédntyva. Kertomal-
la yhtilo puolittain kddnteismatriisilla X ~!(t) saadaan ratkaistua kuvauksen c
derivaatta:

c'(t) = X7 ()g(h).

Tasta kuvaus c saadaan esille integroimalla yhtdlon molemmat puolet ajanhet-
kestd to hetkeen t saakka. Analyysin peruslauseen nojalla

/t (1)t = c(t) — e(ty) = /tt X~1(s)g(s)ds,

to

missd matriisin ja vektorin integraali tarkoittaa kunkin alkion integroimista erik-
seen. Koska x(t) = X (t)c(t), niin c(t) = X ~1(t)x(t) kaikilla t € R. Erityisesti
C(i’o) = X_l(to)xO. SiiSpéi

c(t) = X L(tg)xo + /t: X 1(s)g(s)ds.

Kun ndin 16ydetty kuvauksen c lauseke nyt sijoitetaan takaisin alkuarvotehta-
vaan (6)), saadaan kaava alkuarvotehtdvian ratkaisulle.

Lause 6.3. Olkoon X (t) homogeenisen differentiaaliyhtilosysteemin Ax(t) yleinen
matriisiratkaisu. Tilloin alkuarvotehtiviin (6) yksikisitteinen ratkaisu on

x(t) = X ()X Ytg)xo + X (t) /tt X 1(s)g(s)ds.

Todistus. Tulos seuraa edelld olevasta laskusta. O
Epdhomogeenisen systeemin ratkaisemiseksi tulee siis ensin tietdd vastaavan ho-

mogeenisen systeemin yleinen ratkaisu. Tdaman jalkeen tietyn alkuarvon kautta
kulkeva ratkaisu voidaan laskea lauseen (6.3 avulla.
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Esimerkki 6.4. Ratkaistaan alkuarvotehtiava
r [0 =1 e! cos(t) N
x (1) = [1 0 ] x(t) + let sin(t) |/ x(0) = 0l
=B

Tétd vastaava homogeeninen systeemi x’(f) = Bx(t) on ratkaistu esimerkissi
ja sen erds yleinen matriisiratkaisu on

cos(t) —sin(t)

X(t) = {sin(t) cos(t) } '

Tassd tapauksessa kddnteismatriisi X' (t) "' on helppo loytda. Matriisi X () on
nimittdin ortogonaalinen, jolloin X (t) =1 = X (t)T. Alkuarvotehtivin ratkaisemi-
seksi voidaan nyt soveltaa lausetta

0 =[] [0 o] ]+
it oy | [y 3] sty o
- 1o 1

) c)os@)} @

— sin(#)] /f { e’(cos?(s) + sinzs(
0

e*(cos(s) sin(t) — sin(

)

)

)

) ]

)) —sin(t): [1 O] {1} n
)

)

)

)

[+ [ty o 5

Edeltavassa esimerkissa selvittiin laskennallisesti vahalld vaivalla muun muassa
systeemin epdhomogeeniosan sopivan muodon vuoksi. Lauseen 6.3 kdyttami-
nen voi kuitenkin olla hyvin vaikeaa ja ty0ldstd. Esimerkiksi yleisen matriisi-
ratkaisun kddnteismatriisin laskeminen voi osoittautua hankalaksi ilman vielad
tehokkaampia merkintdja ja madritelmia.
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7 Loppusanat

Tutkielman alussa asetettiin tavoitteeksi systemaattisen ratkaisutavan loytami-
nen kaikille differentiaaliyhtdloryhmille, jotka ovat sekd lineaarisia ettd vakio-
kertoimisia. Tahdn tavoitteeseen on nyt vakioiden varioinnin myotd paasty hyo-
dyntdamalld tehokkaasti lineaarialgebran tarjoamia tuloksia. Seuraavaksi on toki
luonnollista kysyd, kuinka 16ytaa systemaattinen ratkaisutapa yleisemmalle diffe-
rentiaaliyhtiloryhmille (I). Vastaavaa, aina toimivaa menetelmai ei kuitenkaan
yleisesti ole olemassa. Tilanne on jdlleen kuten yksiulotteissa tapauksessa: vain
harvat differentiaaliyhtdlot pystytddn ratkaisemaan eksplisiittisesti. Ratkaisu-
funktion 16ytaminen ei kuitenkaan ole edes vilttamatonts, silld differentiaaliyh-
taloitd ja -yhtdloryhmia on nykyteknologialla helppoa ratkaista laskennallisesti
varsin riittavalla tarkkuudella. [1].

Vaikka lineaarisuus onkin sovelluskohteiden kannalta “rajoittava tekija”, jo line-
aarisilla differentiaaliyhtdlosysteemeilld on runsaasti sovelluskohteita. Lisdksi
tietous lineaaristen differentiaaliyhtdlosysteemien ratkaisusta on hyodyksi myos
epélineaaristen systeemien ratkaisemisessa. Systeemin x'(t) = f(x(t)) kdyttay-
tymistd tasapainopisteidensi {x € R" : f(x) = 0} 1dheisyydessa voidaan arvioida
varsin tarkasti linearisoimalla systeemi kuvauksen f Jacobin matriisin avulla. [5].
Differentiaaliyhtdlosysteemien dynamiikka on kuitenkin jo useammankin oman
tutkielmansa veroinen kokonaisuus.
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