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Tassa tutkielmassa esitellaén viisi erilaista Riemannin monistoa, jotka toimivat
hyperbolisen geometrian analyyttisind malleina. Geometria voidaan karkeasti jakaa
kahteen eri tapaukseen, euklidiseen ja epéeuklidiseen. Euklidisessa geometriassa pé-
tee Eukleideen geometrian viides aksiooma, paralleeliaksiooma. Né&in ei kuitenkaan
ole laita hyperbolisessa geometriassa, joka luokitellaan epéeuklidiseksi geometriaksi.
Analyyttiselld geometrialla taas tarkoitetaan koordinaatistoon sidottua geometriaa.
Téassé tapauksessa ndmé geometrian mallit ovat topologisia 2-ulotteisia pintoja eukli-
disessa avaruudessa R3.

Liséksi tutkielman malleissa hyodynnetédan néille pinnoille mééariteltya sileda dif-
ferentiaalirakennetta, jolloin voidaan kayttdd mallista nimitysta siled monisto. Rie-
mannin monistossa on mééritelty 2-kovariantti tensorikentté, Riemannin metriikka,
jonka avulla voidaan selvittda geodeesi eli siled polku, jonka kuva monistolla on kah-
den pisteen vélinen lyhin reitti eli geometrinen jana. My0s sellaiset geometriset oliot
kuin suora ja kulma méiritellidin Riemannin metriikan avulla.

Tutkielmassa johdetaan keino geodeesien laskemiseksi geodeettisen differentiaa-
liyhtéloryhman
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avulla. Tamén yhtéloryhmén ratkaisuna hahmotellaan suorat yhdessd hyperbolisen
geometrian mallissa, Poincarén puolitasossa (H, gg). Lopuksi tutkielmassa esitellaan
metriikan siirto, joka on keino muodostaa alkuperiisen mallin kaltaisia uusia hyper-
bolisen geometrian malleja sopivien diffeomorfismien avulla. Tét4 menetelmés kay-
tetddn neljan muun Riemannin moniston muodostamiseen.
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Johdanto

Geometrian analyyttiselld mallilla tarkoitetaan sellaista metristd avaruutta (G, d),
missé G on yhdesti yhtendinen joukko (ts. ei sisélla "reikid”) ja d : G x G — R met-
riikka, jolla voidaan mitata joukon pisteiden vélisia etaisyyksia. Esimerkiksi perintei-
nen euklidinen tasogeometria voidaan mallintaa metriselld avaruudella (R?, dg), missi
tavanomainen euklidinen metriikka maéritellaan

dg : R* x R* 5 R : (21,91) X (22, 12) = /(1 — 22)2 4 (51 — 12)2.
Téasséd geometrisessa mallissa kahta pistettd yhdistdva jana néyttdd tavanomaisella
suoralla viivaimella piirretyltd janalta. Tamé& jana voidaan jatkaa suoraksi samaa
viivainta kayttamaélla. Kyseessa on siis euklidisen geometrian malli, joka toteuttaa ns.
paralleeliaksiooman, joka voidaan muotoilla ndin: "Jokaisella suoralla ¢ ja pisteelld P,
joka ei ole suoralla £, on olemassa samassa tasossa tédsmélleen yksi suora m pisteen P
kautta siten, ettd suorat ¢ ja m eivit leikkaa (eli ovat yhdensuuntaisia)” [[2], s. 261].

Téatéa aksioomaa pidettiin pitkéddan selvionéd. Témén tutkielman aikana tullaan kui-
tenkin rakentamaan useita malleja, joissa paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Paral-
leeliaksiooman negaatiohan kuuluu, ettd pisteen P kautta kulkevia suoran ¢ kanssa
samassa tasossa yhdensuuntaisia suoria joko ei ole olemassa (ts. kaikki suorat leikkaa-
vat jossain pisteessd) tai niitd on vahintddn kaksi. Mikali jalkimméinen ehto on tosi,
kyseessd on hyperbolisen geometrian malli.

Geometrian analyyttisid malleja voisi ldhted tutkimaan suoraan edelld kuvaillun
kaltaisina topologisina avaruuksina, mutta jatkon kannalta on edullista lisdtd hieman
rakennetta. Differentiaalirakenteen luominen mahdollistaa uusien mallien rakentami-
sen jonkun tunnetun mallin pohjalta. Perustietoina lukijan oletetaan perehtyneen
differentiaalilaskennan perusteisiin seké sellaisiin topologian peruskésitteisiin kuten
joukon avoimuus topologian (tai metriikan) suhteen sekd kuvausten jatkuvuus.




LUKU 1
Differentiaaligeometrian perusteita

Differentiaaligeometria voidaan hyvin laajasti méaritellda geometriaksi, joka hyo-
dyntééd differentiaali- ja integraalilaskentaa. Newtonin ja Leibnizin péivistd ldhtien
on differentiaalilaskentaa sovellettu analyyttiseen geometriaan, mutta melkoisen sy-
sdyksen tutkimukselle antoi saksalainen matemaatikko Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), joka kdytti selviisti analyysin termeji geometrian tutkimuksessa. Han kehitti
differentiaaligeometrian termejéa kuten polun kaarevuus ja kaarevuusside. Itse asiassa
Gauss oli ensimmiisid matemaatikoita, jotka osoittivat, ettd epdeuklidisia (ts. muiden
Eukleideen aksioomien paitsi paralleeliaksiooman tayttévia) ristiriidattomia geomet-
rioita on olemassal [[1], s. 505, 506, 519-522]

Differentiaaligeometrialle on ajan myo6té 16ytynyt niin monia sovelluksia luonnon-
tieteissé, ettd siitd on muodostunut epailemétta tédrkein modernin geometrian tutki-
musala. Siksi tutkielmassa rajaudutaan hyvin suppeaan differentiaaligeometrian osa-
alueeseen, Riemannin monistojen teoriaan. Tastékin teoriasta poimitaan vain tutkiel-
man tavoitteen kannalta tarkeimmét tulokset, joiden avulla pystytddan mallintamaan
hyperbolista geometriaa kaksiulotteisilla Riemannin monistoilla. Tdmé&n luvun tarkoi-
tuksena on méaaritelld tarpeelliset differentiaaligeometrian peruskésitteet. Késitteiden
médrittely tapahtuu hyvin abstraktilla tasolla, joten todellista geometrista intuitiota
aiheeseen saadaan vasta myohemmissé luvuissa. Tutkielman lukujen 1 ja 2 merkinnét
ja todistusten ideat perustuvat Enrico Le Donnen Jyviskyldn yliopistossa syksylla
2013 pitdmien kurssien luentomuistiinpanoihin [4] ja [5] seké kirjoihin [6] ja [7].

1.1. Siled monisto (M", A)

MAARITELMA 1.1. Euklidisessa mielessé jatkuva kuvaus f : R®” — R™ on siled,
f € C* jos komponenttikuvausten f; kaikki osittaisderivaatat
ak1+k2+.--+knfi
oxh 0xk?, ... Ok

ovat olemassa ja jatkuvia.

kaikilla ¢ € {1,2,...,m} ja kaikilla k1, ko ...k, € N

MAARITELMA 1.2. Olkoon n € N. Topologinen avaruus M™ on monisto, jos se on
Hausdorff-avaruus, sen topologialla on olemassa numeroituva kanta ja sen jokaisella
pisteelld p € M™ on olemassa ympéristo U C M" siten, ettd kuvaus ¢ : U — R"
on homeomorfismi (ts. jatkuva bijektio, jolla on jatkuva ka&nteiskuvaus) avoimien
joukkojen U ja o(U) vélilla. Homeomorfismia ¢ kutsutaan koordinaattikuvaukseksi ja
paria (U, ) koordinaattisysteemiksi. Lukua n kutsutaan moniston dimensioksi.
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MAARITELMA 1.3. Olkoon M™ monisto. Koordinaattisysteemien kokoelma A :=
{(Uas ¢a) : @ € A)} numeroituvalla indeksijoukolla A on moniston M™ siled atlas jos

iy M'=|]JU ja
acA

i1) yhdistetty kuvaus ¢, o (,051 t0s(Ua NUg) = @u(Uy NUp)
on siled kaikilla o, 8 € A, joilla U, N U # 0.

Jos moniston M siled atlas A ei sisélly mihink&dn aidosti mahtavampaan siledédn
atlakseen, eli atlas on maksimaalinen, kutsutaan sitd moniston M siledksi differenti-
aalirakenteeksi ja télloin paria (M™, A) kutsutaan siledksi monistoksi.

Téasta lahtien merkitdén siledd monistoa lyhyesti M := (M", A), kun moniston
dimension ja differentiaalirakenteen suhteen ei ole epéselvyytta. Yksi esimerkki si-
leéistd monistosta on euklidinen avaruus R™, jonka siled differentiaalirakenne koostuu
yhdesta koordinaattisysteemista (R",id). Toinen esimerkki on yksikkopallo

S? = {(z1, 22, 23) € R? : :1:% —l—a:% +x§ =1},

joka pystytiin esittiméiin tasossa R? (tai kompleksitasossa C) vihintéin kahden kar-
tan, ns. stereografisen projektion, avulla. Tamén todistamiseksi riittda osoittaa, etté
kaytettavat stereografiset projektiot ovat sileitd homeomorfismeja, mikd puolestaan
seuraa siitd, ettd stereografinen projektio on konformikuvaus [[3], s. 72-75].

1.2. Tangenttiavaruus 7,M

Differentiaaligeometriassa tehdddn usein ero termien kuvaus ja funktio (ts. reaa-
liarvoinen kuvaus) vilille. Syy tdhén ndhdaéan pian.

MAARITELMA 1.4. Olkoot (M7, Ay) ja (M3*, As) sileitd monistoja.
Kuvaus f : M]* — R on siled funktio, f € C*(M7}), jos kaikilla (U, ¢) € A; yhdistetty
kuvaus

fop™ip(U) =R

on siled euklidisessa mielessa.
Vastaavasti kuvaus F' : M{* — M3" on siled kuvaus, F' € C° (M7, M), jos kaikilla
(U1, 1) € Ay, (Us, p2) € Ay yhdistetty kuvaus

wo0 Fopit: o (U)) — R™
on siled euklidisessa mielessa.

Lyhyesti tiivistettyné sileélla kuvauksella tarkoitetaan differentiaaligeometriassa
kuvausta monistolta monistolle. T&ll6inhén, jos valitaan My = R ja varustetaan se
tavanomaisella euklidisella differentiaalirakenteella, ndmé kaksi méadritelméaa ovat yh-
tenevét. Lisdksi kahden siledn kuvauksen Fi ja F, yhdiste F3 o F} on siled kuvaus aina
kun se on mééritelty. Palataan sileisiin kuvauksiin myohemmin tutkielmassa. Nyt
tarkoituksena on selventéd, mita tarkoittaa tangenttivektor: eli lineaarinen derivaatio
sileiden funktioiden muodostamassa algebrassa.
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MAARITELMA 1.5. Olkoon M siled monisto, p € M ja olkoot Uj, U, pisteen p
ympéristoja. Siledt funktiot f; : U; — R kaikilla i € {1,2} ovat ekvivalentteja pisteessd
D, f1 ~p f2, jos on olemassa ympéristo V' 3 p, jolle

VU, nU, ja fily = foly.

Merkitéaén edelld méaritellyn ekvivalenssirelaation muodostamaa ekvivalenssiluok-
kaa £:=[f], ={g9:U = R: f ~, g}. Merkitéén ekvivalenssiluokkien kokoelmaa

C*(p)={f: feC*U)japeU}
ja madritellddn tdhén joukkoon vektoriavaruuden laskutoimitukset
+:0%(p) x C%(p) = C=(p) : (£,8) = [f + glp.
SR C®(p) = C=(p) : (M) = [Aflp
Madritellaan lisdksi kertolasku pisteessd p siten, ettd kaikilla f, g € C*°(p) pétee
(f-g)(p) == f(p) - 9(p).

Nyt joukko C*°(p) muodostaa algebran (ts. vektoriavaruuden, jossa on myos bili-
neaarinen kertolasku), silld kaikilla f, g € C*(p) ja a,b € R

af + bg = alf], + blgl, = laflp + [bgl, = [af + bg], € CF(p) ja
(af - bg)(p) = ab([f1,(p) - [9p(p)) = ab(f(p) - 9(p))-
Joukko
C*(p)" = {f € C%(p) : f(p) = f(p) = 0}
on algebran C*°(p) ideaal, silli kaikilla f € C*(p) ja g € C(p)° piitee
(f-g)(p) = f(p)-0=0ja
(8- H)(p)=0-f(p) =0.
MAARITELMA 1.6. Tangettivektori v pisteessd p € M on lineaarinen derivaatio
v : C®(p) — R, ts. toteuttaa kaikilla f,g € C*°(p) ja A € R lineaarisuusehdon (1) ja
Leibnizin sddnnon (2):
(1) : v(f+Ag) =v) + I\v(g),
(2): v(f-g)=1p)r(g) +slp)v).
Silein moniston M tangenttiavaruus pisteessd p € M on

T,M := {v : v tangenttivektori pisteessid p € M}.

Tangenttivektorin lineaarisuusehdosta seuraa, ettd myos tangenttiavaruudet kai-
kissa moniston pisteissé ovat vektoriavaruuksia. Todistetaan seuraavaksi téarkeé lause,
jonka mukaan dim(7,M") = dim(M") = n kaikilla p € M. Tadméan lauseen todista-
miseksi on tarpeen valmistaa muutamia aputuloksia:

LEMMA 1.7. Olkoon M siled monisto, p € M ja U pisteen p ympdristo. Jos siled
funktio f : U — R on vakiofunktio, niin kaikille tangenttivektoreille v € T,M pdtee

v(f) =0.



1.2. TANGENTTIAVARUUS T, M 5

TobisTus. Olkoon siled funktio g : U — R vakiofunktio g(p) = 1. Télloin kaikilla
p € U pitee (g-g)(p) =g(p) -g(p) =1-1 =1 = g(p). Leibnizin sdantdd soveltamalla

saadaan v(g) = v(g- g) = g(p)v(g) + &(p)r(g) = 2v(g), mistd seuraa v(g) = 0.
Toisaalta, koska funktio f on oletuksen mukaan vakio, niin lineaarisuuden nojalla

vif)=v(f-g)=f-v(g)=£f-0=0. O
LEMMA 1.8. Olkoon U C R™ avoin ja konveksi, f € C* jollain k > 2 ja olkoot

p,q € U. Talloin
2

+Z G=Pi) 5~ +ZZ 4—pi)(9;—p;) /(1—t)afgx‘(p+t(q—p))dt-

=1 j=1

Tobistus. Todistus perustuu Taylorin kaavaan [[6], s. 426-428; [9], s. 17-20]. O

00 0 *
Seuraavassa lemmassa kaytetty merkinta <C (p) / (Coo(p)O)Q) tarkoittaa kaik-
kia lineaarikuvauksia L : C*(p)? — R, joille
ker(L) D span{f-g: f,g € C(p)°}.

LEMMA 1.9. Olkoon M siled monisto. Kaikilla p € M vektoriavaruudet

T,M ja (COO(P)O/(COO(p)O)2)* ovat isomorfisia.

ToDISTUS. Merkitéifin lyhyesti algebraa A := C*°(p) ja sen ideaalia I := C>(p)°.
Koska aliavaruudelle I? pétee I? = -1 C I- A C I, niin myds tekijdavaruus I / 72

on vektoriavaruus. Olkoon tangenttivektori v € T,M eli v : A — R. Télléin kaikilla
f g € I seuraa Leibnizin sd&nnosta

v(f-g) =f(p)v(g) +glp)v(f) =0-v(g) +0-v(f) =0.
Tangenttivektorin rajoittuma v|, : I — R siis hidvidd aliavaruudessa 2. Néin ollen
tangenttivektori v on lineaarikuvaus tekijaavaruudessa I / 72, ts. v E <I / ]2> .

Toisaalta, olkoon nyt lineaarikuvaus L € (I / ]2) ,eli L € (I)* siten, ettd
ker(L) D I?. Maéritelldsin vy : A — R siten, ettd kaikilla f€ A
v (f) := L(f — £(p)).
T&lloin vy, on derivaatio, silla
vi(f-g) = L(f-g—f(p) - g(p))

2 L((f— f(p))(g — g(p)) + f(p)(g — &(p)) + g(p)(f - f(p)))

(0+1f(p)(g —g(p) +p)(f—1(p)))
)L(g — g(p)) + g(p)L(f - f(p))

Jvi(g) +g(p)vi(f),
)

misséd yhtdsuuruuden 1) kohdalla on lisétty termit

0= (f(p)g — f(p)g),0 = (g(p)f — g(»)f) ja 0 = (f(p)g(p) — f(p)g(p))

|2

L
f(p
= f(p
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ja yhtdsuuruus 2) seuraa siité, ettd (f— f(p))(g — g(p)) € I?. Néin ollen v, € T,M ja

kuvaus L — vy, on siis isomorfismi vektoriavaruuksien (I / [2> ja T,M vélilla. [

LAUSE 1.10. Olkoon M siled monisto, jolle dim(M) = n. Talloin kaikilla p € M
patee dim(T,M) = n.

TonISTUS. Merkitéin I := C*(p)°. Edellisen lemman perusteella voidaan p#i-
telld, ettd koska vektoriavaruudet (I / ]2> ja T, M ovat isomorfisia kaikilla p € M,

niin talloin dimensioille patee kaikilla p € M

a1 =i (1)) = am !/ ).

Valitaan piste p € M, sen ympéristo U ja koordinaattikuvaus ¢ : U — R"| jolle pétee
©(p) = 0 ja jonka kuva ¢(U) on konveksi. Lauseen todistamiseksi riittaa siis osoittaa,
ettd koordinaattikuvauksen ¢ komponenttifunktioden joukko {¢;}* ; C C*°(p) muo-

dostaa kannan tekijaavaruuteen I / 72- Osoitetaan aluksi, ettd kaikilla i € {1...,n}

funktiot ¢; virittavit vektoriavaruuden I / 72

Olkoon f € I. Koska ¢(U) € R™ on avoin ja konveksi, voidaan hyédyntédé edelld
mainittua differentiaalilaskennan lemmaa yhdisteeseen fo o=t € C®(p(U)). Kaikille
z € p(U) pitee euklidisen avaruuden R™ kannassa {z1,...,x,} siis

fop™H(x) = +sz f o )+Zixzxj/ol(1—t)%mdt.

i=1 j=1
Ensimmaéinen termi oikealla puolella hivi, silld oletuksen mukaan pétee fop=1(0) =
f(p) = 0. Lyhennetééin merkintéjd asettamalla a; := ‘%Jfao—p(O) ERjahop ! =

fo amf;gltxdt’ missd h € C°, jolloin
P=d alzio)+3. > (wop)a; o p)h
=1 i=1 j=1
f Z%S@—FZZ%%
i=1 j=1
f= Zaigoi mod 1?,
i=1

silld p;p;h € I? kaikilla 4,5 € {1,...,n}. Néin ollen komponenttifunktioiden joukko

{@i}1, virittda vektoriavaruuden 1 72

Osoitetaan vield, ettd funktiot ¢; ovat lineaarisesti riippumattomia. Oletetaan,
ettd Y .r  a;p; € I? joillakin a; € R. Tallsin pétee myds > i az; € (C™(0))?
euklidisen avaruuden R™ kannassa {xl, ..., &, b Talloin kaikilla j € {1,...,n} on

E a;r; =0,
ax]z‘l
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mista seuraa, ettd a; = 0 kaikilla ¢ € {1,...,n}. Niin ollen komponenttifunktiot ¢;
ovat lineaarisesti riippumattomia. U

Nyt tiedetédn, ettéd jokaiselle n-ulotteisen silein moniston M pisteelle p 16ytyy
ympéristo U 3 p ja koordinaattikuvaus ¢ = (¢1,...,¢,) : U — R™, joka indusoi

lineaarisesti riippumattoman kannan {(01), ..., (0,),} vektoriavaruuteen 7,,M siten,
ettd kaikilla f € C°(p) ja i € {1,...,n} kantavektorit (0;), : T,M — R maardytyvit
kaavalla: o(f >
o ()0_
@) = "L 2D ),

Jokainen tangenttiavaruuden 7, M vektori voidaan siis aina esittédéd koordinaatti-
kuvauksen indusoimassa kannassa. Toisin ilmaistuna kaikille koordinaattikuvauksen
¢ komponenttikuvauksille p; € C*(p) pétee:

@ntier) = LEE L (o)) = S o) = by,

jolloin mielivaltaiselle tangenttivektorille v € T, M 16ytyy summaesitys

v(p;) = vlgi) -y = (Z V(‘,Oi)(az‘)p) (©5)-

=1 i=1
Kun merkitédn kertoimia v; := v(y;) € R, saadaan

n

VvV = Z Vi(&)p

i=1
1.3. Differentiaali

MAARITELMA 1.11. Olkoot M ja N sileitd monistoja, F' : M — N siled kuvaus
ja p € M. Lineaarista kuvausta dF), : T,M — TpN, jolle pétee kaikilla v € T,M ja
fe C>(F(p)

dF,(v)(f) = v(f o F),
kutsutaan kuvauksen F differentiaaliksi pisteessd p.

Koska reaaliakselilla R on vain yksi koordinaatti ¢(x) = = = idg(z), on kuvaus
v — v(idg) isomorfismi tangenttiavaruuden T,R ja euklidisen avaruuden R vélilla.
Téll6in siledn funktion f : M — R tapauksessa havaitaan, etté kaikilla v € T,M

df,(v) = df,(v)(idg) = v(idg o f) = v(f)

eli differentiaali df,(v) on itse asiassa tangenttivektori v € Ty,)R.

1.4. Kotangenttiavaruus 77 M

MAARITELMA 1.12. Moniston tangenttiavaruuden duaalivektoriavaruus, kotan-
genttiavaruus (T,M)* =: Ty M pisteessi p € M on duaaliavaruuden mééritelmén
mukaan:

TyM = {w:T,M — R : w lineaarimuoto},
missé lineaarimuodolla tarkoitetaan sellaista jatkuvaa funktiota, kotangenttivektoria,
jolle pétee kaikilla vy, vy € T, M ja kaikilla A, Ay € R:

w()\1V1 + )\2]/2) = /\1W(V1) + /\2W<V2) € R.
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Olkoon ¢ koordinaattikuvaus, jolla indusoidaan kanta {(0;),}7_; tangenttiavaruu-
teen T, M. Merkitdén tdlloin kotangenttiavaruuden 77 M kantaa koordinaattikuvauk-
sen ¢ differentiaaleina {(dy;), : TyM — R}, siten, ettd kaikilla i,5 € {1,...,n}
patee

(depi)p((9;)p) = (9))p(1) = b5

Kaikille mielivaltaisille kotangenttivektoreille w € Ty M 16ytyy siis summaesitys koor-
dinaattikuvauksen ¢ indusoimassa kannassa:

w= Zwi(dgoi)p missi w; € R, kaikilla i € {1,...,n}.
i=1

Lineaarialgebraan perehtynyt lukija saattaa tassé vaiheessa piirtda mielessadn ku-
van n X n -matriisista, jossa on n kappaletta sarake- ja rivivektoreita. Samaan tapaan
differentiaaligeometriassa voidaan ajatella tangenttivektoreita rivivektoreina ja ko-
tangenttivektoreita sarakevektoreina. Téasté ldhtien on hyodyllista pitdéd mielessé, etté
kaikki tutkielmassa kaytettavét siledt monistot M ovat joko yhdesti yhtenéisia ja avoi-
mia pintoja vektoriavaruudessa R? ja ne voidaan esittiisi yhden koordinaattikuvauksen
avulla ¢ : M — R? tai yhdesti yhteniisid ja avoimia tason R? joukkoja, joihin liitet-
téavi koordinaattikuvaus on identtinen kuvaus ¢ : M — R? : (z1,29) — (71, 22). Ko-
tangenttiavaruuden kantavektoreita merkitdéan tutummin euklidisen vektoriavaruuden
kannassa (dg;), = (dx;),.

1.5. Tensorialgebra 7,*(TM)

Siledn moniston M tangenttiavaruudet ja niitd vastaavat duaaliavaruudet ovat hy-
vin madriteltyja jokaisessa pisteessa erikseen. Téamén luvun tarkoitus on yhdistda né-
mé kaikki vektoriavaruudet tensorialgebraksi. Tangenttiavaruudet voidaan paloittain
yhdistda seuraavasti:

MAARITELMA 1.13. Olkoon M siled monisto. Tangenttiavaruuksien seké néiden
duaaliavaruuksien erillisia yhdisteité

TM :=| | T,M = {(p,v) kaikilla p € M ja v € T,M} ja
peEM

T*M := | | T;M = {(p,w) kaikilla p € M jaw € T; M}
peEM

kutsutaan tangentti- ja kotangenttikimpuiksi, kun niihin liitetddn surjektiiviset pro-
jektiokuvaukset vastaavassa jéirjestyksessé.:

7 TM — M : (p,v) — p,
™ T*M — M : (p,w) — p.
Kelvolliselta projektiokuvaukselta vaaditaan kaksi ehtoa. Ensiksi kaikilla p € M pétee

alkukuville 77" (p) = T,M ja (7*)~'(p) = T M. Toiseksi kaikilla p € M on olemassa
ympéristo U, jossa on médritelty diffeomorfismit (eli siledt homeomorfismit)

X 7Y U) - UxR"
X (7)) HU) - U xR”
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joille pétee m o X =7 ja ] o X* = 7 ja joille kaikilla ¢ € U kuvauksen rajoittumat
Xlpy : ToM = {g} x R”

X* M TiM — {q} x R"

ovat isomorfismeja.

MAARITELMA 1.14. Tangenttikimpun leikkaus on siled kuvaus V : M — TM,
jolle pitee mo V' = Id,,, ja sitd kutsutaan myos tangenttikimpun TM vektorikentdksi.
Tangenttikimpun T'M kaikkien leikkausten kokoelmaa merkitdan

[(TM) :={V : V tangenttikimpun 7'M vektorikentti}.

Tangenttikimppun T'M leikkaus V' on mééritelman mukaan siled kuvaus, toisin
sanoen kuvaus kahden moniston vililld. Taméan vuoksi on sopivaa tarkistaa, etté
joukko T'M on todella siled monisto.

LAUSE 1.15. Olkoon M siled monisto. Tdlloin myds tangenttikimppu T M on siled
monisto.

Tobistus. Kiinnitetdan piste p € M. Olkoon U, 3> p ympéristo, jossa on méi-
ritelty koordinaattikuvaus ¢, : U, — R". Koska jokaista pistettd ¢ € U, vastaa
yksikésitteinen tangenttiavaruus 7, M, on kuvaus

Ga 11 (Ua) = || T,M = R" xR : (q,0) = (9a(q), (dpa)g(v))

q€Uq

homeomorfismi ympiristéjen 7= 1(U,) ja @o(m 1 (U,)) vililli. Toisin sanoen nume-
roituvalla indeksijoukolla A kokoelma {(77(Uy), ¥a) taca muodostaa atlaksen ja sité
kautta differentiaalirakenteen tangenttikimpulle 7'M, jolloin 7'M on mééritelméan mu-
kaan siled monisto. T&ll6in my&s on sopivaa kutsua leikkausta V' : M — T'M siledksi

kuvaukseksi. O
MAARITELMA 1.16. Olkoot Vi,...,V,, vektoriavaruuksia ja Vi*,..., V* niitd vas-
taavat duaalivektoriavaruudet. Talloin vektoriavaruuden Vi x ... x V,, tensoritulo

Vi ®...® V, on maaritelty kokoelmaksi multilineaarisia funktioita
VNR..V,:={T": V] x...x V"= R:T" multilineaarinen}.
Koska (V*)* ja V ovat isomorfiset, saadaan vastaavasti
Ve...eV ={T,: Vi x...xV, = R: T, multilineaarinen}.

Yleisesti multilineaarinen funktio tarkoittaa sellaista funktiota L : Vi3 x ... xV, = R,
missé kaikille vektoreille v;, v; € V; ja skalaareille \; € R, i € {1,... n}, pétee

i=1 i=1
Olkoot k,r € {1,... n}. Télloin vektoriavaruus V; x ... x Vi x Vi* x ... x V* yh-
dessd multilineaarisen tulon V; ® ... ® V, @ V* ® ... ® V* kanssa muodostaa (k,r)-
tensorialgebran. Multilineaarista funktiota TF : Vi x ... x V¥ x Vi x ... x V, = R
kutsutaan nimelld k-kontravariantti-r-kovariantti tensori, tai lyhyesti (k, r)-tensori.
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Tangenttiavaruuden 7,M (k,r)-tensorien joukkoa merkitddn
THT,M) = {T" : (T;M)k x (T,M)" — R : TF multilineaarinen}.

Yhdessé tensoritulon (T,M)F @ (T M)" kanssa pari (7,(T,M),®) on mééritelmén
mukainen (k,r)-tensorialgebra. Lisdksi taimé pistekohtainen tangenttiavaruuden ten-
sorialgebra voidaan koota koko moniston M késittaviksi tangenttikimpun tensorial-
gebraksi
THTM) = | | THT,M),

peEM

johon liitetddn kimpun mééritelmén toteuttava surjektiivinen projektiokuvaus
2 TETM) = M : (p, THT,M)) — p
ja sitd vastaava leikkaus, (k,r)-tensorikenttd
Y M — TFTM) siten, etti ITo X = Idy,.



LUKU 2

Geodeesi Riemannin monistolla

Edellisessa luvussa méériteltiin differentiaaligeometrian termejéa hyvin yleisella ta-
solla. On aiheellista kysy#, miten tama kaikki liittyy intuitiivisesti ymmérrettavaan
geometriaan. Eihdn tdh&n mennessd ole esitelty muita geometrisia olioita kuin piste
p jossain siledksi monistoksi kutsutussa avaruudessa M. Taméan luvun tarkoitukse-
na onkin luoda geometrisesti mielekés ja ymmérrettava tulkinta edellisessé luvussa
médritellyille sileélle monistolle ja sen tangenttikimpun tensorialgebralle.

2.1. Riemannin monisto (), g)

Tutkielman johdannossa viitattiin metriseen sisdtuloavaruuteen, jolla mallinne-
taan perinteistd euklidista tasogeometriaa. Lineaarialgebrassa reaaliarvoista euklidis-
ta sisdtuloa voidaan merkité

(x,y) == sz -y;  kaikille z,y € R",
i=1
jolloin sisdtulo tayttad kaikilla x,y, z € R™ ja kaikilla A € R symmetrisyyden, lineaa-
risuuden ja positiividefiniittisyyden ehdot:
(,y) = (y,2),
(Az,y) = A(z,y),
(x+y,2) = (x,2) + (y, 2) Ja
(x,z) > 0, missd yhtdsuuruus pétee jos ja vain jos z = 0.

Differentiaaligeometriassa Riemannin metriikka on analoginen lineaarialgebrassa
médritellyn sisdtulon kanssa. On syyté painottaa téssé vaiheessa sité, ettd topologias-
sa metrisen avaruuden metriikalla tarkoitetaan eri asiaa kuin differentiaaligeometrian
Riemannin metriikalla. N&iden kahden eri metriikan vélinen yhteys kay kuitenkin
pian ilmi.

MAARITELMA 2.1. Olkoon M siled monisto. T&ll6in 2-kovariantti tensorikentta

g: M — T(TM)
on Riemannin metriikka, jos kaikilla p € M tensori g, € T3(T,M) on
symmetrinen : g,(v1,12) = gp(v2,11) kaikilla vy, 15 € T,M ja
positiividefiniitti : g,(v,v) > 0 kaikilla v € T,,M\{0}.

Riemannin metriikka voidaan ilmaista koordinaattikuvauksen ¢ indusoimassa kan-
nassa:

9= gi(dp;) ® (dej) = Y gizdpidep;,
i,j=1 6,j=1
11



2.1. RIEMANNIN MONISTO (M, g) 12

missé kertoimet g;; € C°°(M) muodostavat n x n-matriisin. Merkitadn my6s kerroin-
funktioita ¢ € C*°(M), joille g;; - ¢’ = ;1. Riemannin metriikan lineaarisuus toki
seuraa suoraan tensorien maéritelman multilineaarisuudesta. Riemannin metriikalla g
varustettua siledd monistoa M kutsutaan Riemannin monistoks: ja merkitd&n parina

(M, g).

Oikeastaan nyt on maéiritelty tarpeeksi rakennetta, jotta padstdén késiksi line-
aarialgebrasta tuttuihin sisdtuloavaruuden késitteisiin. Merkitddn jatkossa lyhyesti
Riemannin monistoa M := (M, g), kun Riemannin metriikasta ei ole epéselvyytté.
Talloin vektorikentdn V' € I'(T'M) normi eli pituus Riemannin metriikan ¢ suhteen
ympaéristossda U C M on

VI=+vg(V,V)
eli pisteittéin ajateltuna vektorin V(p) =: V,, € T, M normi kaikilla p € U on

Vol =/ 9p(Vp, V3p).

Vektorikenttad V', jolle |V| = 1 jossain ympéristossi U C M, kutsutaan lokaalisti
normaaliksi ja télloin myos vektoreille pétee |V,| = 1 kaikilla p € U. Kaikilla p € M
ja v,v € T,M\{0} vektoreiden v ja v vélinen kulma on

/(v,v) := arccos (gp(”’“)).

v] - Jv|

Mikéli g,(v,v) = 0 eli Z(v,v) = 7, sanotaan, ettd vektorit v ja v ovat ortogonaa-
lisia eli kohtisuorassa toisiaan vasten. Myos kahta vektorikenttdd V. W € T'(T'M)
kutsutaan lokaalisti ortogonaalisiksi, jos kaikilla p € U C M pétee g,(V,, W,) = 0.
Ympéristossd 771 (U) € TM normaalien ja parittain ortogonaalisten vektorikenttien
joukkoa {F1, ..., E,} kutsutaan moniston M tangenttikimpun lokaaliksi ortonormaa-
liksi kehykseksi. Riemannin metriikan avulla paastadn késiksi sellaisiin itse moniston
geometrisiin olioihin kuin jana ja suora.

Olkoon I = [a,b] C R suljettu vdli ja o : I — M siled polku. Merkitaéan ly-
hyesti o € C°°(I, M). Muistutuksena todettakoon, etti sileid polku on siis differen-
tiaaligeometrisessa mielessé siled kuvaus monistolta U C R monistolle M, missé
U := (a —e,b+ ¢) on avoin véli jollain ¢ > 0. Téalléin polku o(¢) on siis differen-
toituva kaikilla ¢ € [a, b, jolloin tangenttiavaruuden 7, M tangenttivektorille o’ (%)
pitee kaikilla f € C*°(o(t)):

oy =127

MAARITELMA 2.2. Polun o € C*(I, M) pituus Riemannin metriikan g suhteen
do(t)

on
b
@F/ﬂ—ﬂm_/%wﬂmﬂmm
1 dt a

Olkoot p,q € M kaksi Riemannin moniston pistettd. Merkitdéan sileéin polun o :
[0,1] = M kuvan eli kdyrdn o(]0,1]) padtepisteitéa

c(0) =:pjaoc(l) =:q.
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Talloin pisteiden p ja q vélisen Riemannin etdisyyden méardaa funktio
d: MxM-—R:
(P, q) = inf{L, : o € C*([0,1], M) jolle 0(0) = p,o(1) = q}.

Kirjan lemmassa [[7], s. 94-95] osoitetaan, ettd jokainen yhtendinen Riemannin mo-
nisto varustettuna edelld mééritellylld Riemannin etdisyydelld on metrinen avaruus,
jonka indusoitu topologia on sama kuin Riemannin moniston topologia. Geometri-
sessa mielessd pisteiden p ja ¢ viliselld janalla tarkoitetaan sellaisen siledn polun
o € C™([0,1], M) kuvaa, jolle polun pituus L, valitun Riemannin metriikan g suh-
teen on Riemannin etdisyys d(p,q). Janan jatkaminen suoraksi tarkoittaa siis ana-
lyyttisessd mielessé sitéd, ettd laajennetaan téllaisen polun madrittelyvali [0, 1] koko
reaaliakseliksi R.

Geometrinen intuitiivinen késitys suorista tulee siis Riemannin metriikan kautta.
Nyt herda kuitenkin merkittavia kysymyksia. Milloin polun pituus saavuttaa mini-
min? Voiko janaa vastaavan polun jotenkin laskea? Voidaanko ylipdénsé olla varmoja,
etté kaikilla Riemannin monistoilla on olemassa yksikésitteinen jana kahden mielival-
taisen pisteen vililla? Néaihin kysymyksiin on useita lihestymistapoja. Aluksi on syytéa
todeta, ettd kaikilla Riemannin monistoilla janat eivét ole yksikésitteisid. Esimerkiksi
tutkielman ensimméisessd luvussa mainittu yksikkopallo voidaan varustaa Rieman-
nin metriikalla, joka tekee janoista isoympyran kaarenpétkia. Télloin pallon jokaisen
pisteparin vilinen Riemannin etdisyys on olemassa, mutta napapisteiden tapauksessa
Riemannin etédisyyden médritelmén tayttava siled polku ei suinkaan ole yksikésittei-
nen. Téassa tutkielmassa késitellddn sellaisia Riemannin monistoja, joissa janat ovat
yksikésitteisid ja janaa vastaavat polut valitun Riemannin metriikan suhteen voidaan
selvittda geodeettisen differentiaaliyhtdloryhmdn ratkaisuna.

2.2. Moniston M lineaarinen konnektio V

Ajatellaanpa siledé polkua o : I — M ja vektorikenttdd V' € T'(T'M), jolle patee
o = mo V. Miten vektorikentdn V projisoiman polun o pisteiden tangenttivektoreita
voidaan verrata toisiinsa, kun ne kaikki ovat eri tangenttiavaruuksien alkioita? Tama
onnistuu, kun osataan derivoida koko vektorikentt&a.

MAARITELMA 2.3. Olkoon M siled monisto. Siled kuvaus V : I'(TM) xI'(T'M) —
ITM) : (V,W) — VyW on lineaarinen konnektio monistolla M, mikéli V on
C°°(M)-lineaarinen vektorikentén V' suhteen, R-lineaarinen vektorikentdn W suhteen
ja Leibnizin sddnto toteutuu. Toisin sanoen kaikilla V) Vi, Vo, W, Wy, Wy € T'(T'M),
kaikilla f, g € C°°(M) ja kaikilla X\ € R pétee

C*(M)-lineaarisuus : V10, W = fVy, W + gV, W
R-lineaarisuus : Vi (AW; + W) = AV W, + Vi, W,
Leibnizin sdanto : Vy (fW) = fVyW + (V f)W.
Sanotaan, ettd VyW on wvektorikentin W kovariantti derivaatta vektorikentdin V'
suhteen.

Olkoon nyt U C M™ moniston ympéristo ja olkoon {Ey,--- , E,} kimpun T'M lo-
kaali ortonormaali kehys ympéristossa U. Télloin lineaarinen konnektio V monistolla
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M voidaan esittdd koordinaateissa siten, etté kaikilla ¢,5 € {1,--- ,n}
n
Vi Ej=» TLE,
k=1

misséi funktioita I'}; € C°°(M) kutsutaan Christoffelin symboleiksi. Olkoot V, W €
['(TM), jotka voidaan esittdd muodossa

V= Z V;E; kertoimilla V; e R ja W = Z W; E; kertoimilla W, € R.
i=1 i=1
Vektorikentan V kovariantti derivaatta vektorikentan W suhteen voidaan ilmaista
kehyksen {E; ..., E,} koordinaateissa Christoffelin symbolien avulla:

VvW =Vy ) WE;

j=1

=VY WiE;j+ Y W;Vs vk
s j=1

=Y VW,E;+ > ViW,VgE

J=1 1,j=1

= iVWkEk + i ViW,T'} By,

k=1 i, k=1
=> (VWi+ Y ViW,TE)Ey.
k=1 ij=1

Mikali Christoffelin symboleille pétee I‘?j = Ffi kaikilla indekseilléd 7, 7, k, sanotaan
lineaarista konnektiota V symmetriseks:.

MAARITELMA 2.4. Olkoon M siled monisto, 7 : TM — M tangenttikimpun
projektiokuvaus, o € C(I, M) siled polku ja V lineaarinen konnektio monistolla
M. Vektorikenttdd V' € I'(T'M), jolle pitee m o V. = o, kutsutaan vektorikentdiksi
polulla o. T&lloin siis kaikilla ¢ € I vektori V(t) € T, M. Néaiden vektorikenttien
muodostamaa vektoriavaruutta merkitdan

Vec(o) ={V el (TM):moV =o0}.
Operaattoria D : Vec(o) — Vec(o) : V — V.V kutsutaan kovariantiksi derivaataksi
polulla o, jos sille pétee kaikilla VW € Vec(o), f € C®(I) ja A€ R

R-lineaarisuus : D(AV + W) = AD(V) + D(W)
d
tulosdanto : D(fV) = %fv + fDV.

Jos Riemannin moniston (M, g) metriikalle g pétee kaikilla sileilld poluilla o €
C>(I, M) ja kaikilla vektorikentilld V, W € Vec(o):

d
%9(‘4 W) = g(DV,W) + g(V,DW),
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niin sanotaan, etta lineaarinen konnektio V on yhteensopiva Riemannin metriikan g
kanssa. Yksi erittdin vahva differentiaaligeometrian lause (engl. "Fundamental Lem-
ma of Riemannian Geometry”) osoittaa, etté kaikilla Riemannin monistoilla (M, g) on
olemassa tésmélleen yksi symmetrinen ja Riemannin metriikan g kanssa yhteensopiva
lineaarinen konnektio [[7], s. 65-70]. Téméan Riemannin konnektion (tai Levi-Civita
-konnektion) Christoffelin symbolit voidaan laskea euklidisen avaruuden R™ ortonor-
maalissa kannassa {1, ... xn} kaavalla:

0 0
— § M = =i |- 2.1
g ( 895]- =Gl 83:1 gz]) ( )

2.3. Geodeettinen differentiaaliyhtiloryhméa

Kuvitellaan kappaletta, jonka paikan monistolla M ajan ¢ € [ suhteen ilmaisee
siled polku o € C*°(I, M). Tét& mielikuvaa hyodyntdmalld polulla o liukuvan kappa-
leen nopeutta kuvaa vektorikenttd o’ € Vec(o) ja kovariantti derivaatta Do’ = V0’
voidaan tulkita kappaleen kiihtyvyytené johonkin moniston suuntaan. Néin ollen klas-
sisen Newtonin mekaniikan mielessé tuntuu luonnolliselta, ettd jos kappaleella ei mis-
saén pisteessi ole kiithtyvyyttd mihinkddn moniston suuntaan (eli kuljetaan vakiono-
peudella v # 0), niin kappale liitkkuu pitkin lyhinté reittid padtepisteiden valilla. Nyt
voidaankin antaa tarkka méaritelmé geodeesille.

MAARITELMA 2.5. Olkoot (M, g) Riemannin monisto ja V Riemannin konnektio,
joka on symmetrinen ja yhteensopiva Riemannin metriikan g kanssa. Té&lldin siled
polku o € C*°(I, M) on geodeesi (konnektion V suhteen) jos

D) =0  kaikillat € I.

Geodeesin madritelmé siis riippuu siledn polun o € C*°(I, M) parametrisoinnista
sekd tietysti lineaarisesta konnektiosta V, joka Riemannin moniston tapauksessa on
yksikésitteinen. Seuraava lause kertoo, ettd kun kiinnitetdédn jokin polun kuvapiste
monistolla M ja mééaritelldadan tangenttivektori tuossa pisteessd, voidaan geodeesin
parametrisointi laskea.

LAUSE 2.6. Olkoon (M,g) Riemannin monisto, V Riemannin konnektio monis-
tolla M ja I C R suljettu vdli siten, ettd 0 € I. Valitaan lisiks: piste p € M ja
v e T,M. Talléin on olemassa yksikdsitteinen geodeesi o € C°(1, M), jolle hetkelld
0 € I patee 0(0) =p ja o’(0) = v.

TobisTus. Moniston M ortonormaaleissa koordinaateissa (x1,...,x,) ajatellen
mielivaltaisen sileén polun o € C*°(I, M) tangenttivektorikentté o’ voidaan ilmoittaa
komponenttien o := x o o avulla

, do
g :Z dtk(akoa')

k=1

dak

Merkltaan jatkossa polun komponenttien derivaattaa ajan suhteen lyhyesti o := <7

ja oy = W’ jolloin kaikilla ¢t € I péatee tangenttivektoreille

o' (t) = Z dak Z ot

k=1
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Koordinaateissa (z1, ..., x,) ilmaistuna geodeesille o pétee kaikilla ¢ € T
D(d'(t)) = ZD(@ 0 &) 0 0)(t)
k=1

:()7

missé 1) seuraa operaattorin D tulosddnnosté, 2) kovariantin derivaatan méaaritelmés-
té ja 3) Christoffelin symbolien mééritelméstd. Néin ollen tangenttivektorikentélle o
péitee ehto Do’ = 0 jos ja vain jos kaikilla & € {1,...,n} pitee ns. geodeettinen
differentiaaliyhtdloryhmd

Gr + Z (TF 0 0)di0; = 0. (2.2)

i,j=1
Tamé geodeettinen differentiaaliyhtéloryhmé on siis toisen kertaluvun tavallinen ho-
mogeeninen differentiaaliyhtéloryhmé komponenttifunktioiden oy suhteen. Geodeetti-
sella differentiaaliyhtdlolla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu alkuarvoilla o(0) = p

ja 0’(0) = v. Taméin ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys seuraa differentiaaliyh-
tdloiden teoriasta [[7], s. 58,59]. O

Kirjassa [[7], §6] esitelladn kiinnostava kaksiosainen tulos, joka koskee geodee-
seja Riemannin monistolla. Ensimmaéiseksi voidaan osoittaa, ettd jokainen geodeesi
on lokaalisti etdisyyden minimoiva, eli jos polku o € C*([0,1], M) on geodeesi pis-
teiden o(0) = p ja o(1) = ¢ valill4, niin talléin L, = d(p,q). Toiseksi, jos polku
o € C*([0,1], M) on etidisyyden minimoiva ja parametrisoitu vakionopeuden mu-
kaan, eli |6(t)] = ¢ jollain ¢ > 0 kaikilla ¢t € [0, 1], niin talloin se on myos geodeesi.
Erityisesti néistéd kahdesta edellinen lause osoittaa, ettd geodeettisen differentiaaliyh-
taloryhmén avulla voidaan laskea janaa vastaavan polun parametrisointi. Tutkielman
hyperbolisen geometrian malleissa kaikki janat ovat myos yksikésitteisia. Seuraavassa
luvussa tullaan hahmottelemaan geodeesit yhdessa hyperbolisen geometrian mallissa.



LUKU 3

Poincarén puolitaso (H, gy)

Nyt kaytossd on tarpeeksi tyokaluja hyperbolisen geometrian mallin rakentami-
seen. Muistutuksena todettakoon, ettéd tavoitteena on siis luoda sellainen tasogeomet-
rian malli, jossa euklidisen geometrian paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Méaritel-
laan aluksi joukko

H := {(z1,29) € R* : 15 > 0}
sekd 2-kovariantti tensorikenttd gy : TH x TH — R siten, ettd kaikilla pisteilla
p = (x1,29) € H pétee tensorille

1
gu(z1, x2) := P(dx% + dx%) (3.1)
2

LAUSE 3.1. Pari (H, gw) muodostaa Riemannin moniston.

Tobistus. Mikdédn ei estd méadrittelemésta siledd monistoa yhden koordinaat-
tikuvauksen avulla, jos se on mahdollista. Koska joukko H on avoin, voidaan mie-
livaltaiselle pisteelle p € H valita ympéristoksi U := H, jolloin identtinen kuvaus
o : U — R?: (z1,29) +— (x1,72) on siled homeomorfismi ympiristdjen U ja o(U)
vililla eli sopiva koordinaattikuvaus, jonka méaérittelyjoukko peittdd koko avaruuden
H. Néin ollen H on siled monisto.

Merkitédn euklidisen avaruuden R? ortonormaalia kantaa {1, z»}. Olkoot V, W €
['(TH) kaksi mielivaltaista vektorikenttdd. Kuten ensimméisessé luvussa todettiin,
namé vektorikentét voidaan esittdd koordinaattikuvauksen ¢ indusoimassa kannassa

{81, (92}, missa

o), 0
O 0y v)= 0y
)

2T 3x2 B 8x2'

Néin ollen on olemassa kertoimet Vi, Vo, Wi, Wy : H — R siten, etté vektorikentille
V,W € I'(TH) péatee

V =10, + V20,
W =W131 + Wzag.

Koordinaattikuvaus ¢ indusoi myos kovektorikentille V* € Q(7TH) kannan {dy;, dys },
joka nyt identtisen kuvauksen tapauksessa voidaan ilmaista vektoriavaruuden R? or-
tonormaaleissa koordinaateissa {dx;, dz,}. Télloin kaikilla ¢ € {1,2} on

2 2 2
dz; (V') = du; (Z Vkak) = Z Vidzi(Ox) = Z Vi = Vi.
k=1 k=1 k=1

17
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Tarkistetaan tensorikentén gy symmetrisyys. Kaikilla p = (x1,25) € H on

(V. W) (01, 22) = (A + da)(V (), W)

2

:%wﬁwwmwmwdﬁwwﬂwm»

= L (@ (V) dra (W (p)) + dea(V (0))dea(W (p))

)

= (V)W) + (Vo) (Wa(p)))

)

:%«m@mmm+wmmwm>

= — ((dz1 (W (p))dz1(V (p)) + dxa(W (p))dzs(V (p)))

Lo

:%uﬁm@mmm+m%WMV@D

_ %(dﬁ + dz2)(W (p), V(p))

2

= gu(W,V)(z1, 22).

Tensorikentdn gy positiividefiniittisyys havaitaan helposti, silld kaikki kertoimet
ovat nelioityja:

gV, V)(1,) = — (Va0 + Va(0)?) > 0.

2

Tensorikenttd gy toteuttaa Riemannin metriikan ehdot, joten pari (H, gg) on Rie-
mannin monisto. O

Riemannin monistoa (H, gg) kutsutaan Poincarén puolitasoksi, hyperboliseksi ta-
soksi taikka Bolyain ja Lobatsevskin pinnaksi, riippuen asiayhteydesta. Miltd naytta-
vit geodeesit Poincarén puolitasossa?

3.1. Geodeesit Poincarén puolitasossa

Olkoon nyt pari (H, gg =: g) edelld mééritelty Riemannin monisto ja V Rieman-
nin konnektio tuolla monistolla. Ensimméinen askel kohti geodeesien ratkaisemista on
selvittdd Riemannin moniston Christoffelin symbolit. Poincarén puolitason Rieman-
nin metriikka ¢ voidaan esittdé kaikilla p = (x1,22) € H muodossa:

2
9= Z gijdz;dx;,

3,j=1
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missé siledt kerroinfunktiot g, g% € C*(H) ja ovat Riemannin metriikan gy mééri-
telmén (3.1) mukaan

1
gi1 = g22 = 2
T
g' =g = a3,
12 = g1 = 91 21 = 0.

Lasketaan Riemannin konnektion Christoffelin symbolit kaavalla (2.1):

1
Iy, = 5 (911(81911 + 01911 — Ovgn) + 9" (01912 + D191 — 32911))
1 2
=5 <x3(0+0—0)+0 <0+0+ )) =0,
3
1
Iy, = 3 (9" (91921 + Dagn — D112) + 9" (D122 + Dagar — Dagia))
1/, 2 1
1
T = 3 (9" (9agar + Dagra — D1gaa) + 9" (D222 + Dagas — D2g22))
! 5(0+0-0)+0 2 2+2 0
= - €T — —_——  — — — —
2 \"? x3 s ’
1
I = 3 (6% (D1gn + dign — dhgn) + g% (D1g12 + D191 — Dagn))
1 2 1
=—(000+0-0)+23(04+0+ = )] =—
(-0-0v4 (000 3) -2
1
I, = 3 (6% (9121 + Dagn — D1g1a) + 9% (D1922 + Dagar — Dagi2))
1 2
=3 0(0———0) +x§(0+0—0)) —0=T3,
3
1
F%Q = 2 (921(82921 + 02912 — O1022) + 922(82922 + Oaga2 — 32922))
1 2 2 2 1
=—(00+0-0)+25 (= —=+—=]|)=——.
(o0ro-0a(-5-5+5)) -

Taten identtisesti nollasta poikkeavat Christoffelin symbolit ovat:

1 1
[, =Ty =T%= Ja I =
4]
Tavoitteena on selvittad se siled polku o = (01,02) : [0,1] — H, joka toteuttaa

geodeettisen yhtaloryhmén (2.2) alkuarvoilla:
0(0) = (z1,22) ja 0'(0) = (61(0), 52(0)).

Sijoitetaan lasketut Christoffelin symbolit geodeettiseen yhtéléryhmééan, jolloin
saadaan Poincarén puolitason tapauksessa identiteetit:
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2
5’1 - —(j'l('fg = O,
)
. 1 . \2 1 . \2
— - — = 0.
G2t (61) = (62)

20

On hyodyllista késitella kaksi tapausta, kuten lihteessé [8]. Oletetaan aluksi etté geo-
deesilla ei ole vaakasuoraa nopeuden komponenttia missdén pisteessi, eli 1(t) = 0
kaikilla ¢ € [0, 1], jolloin geodeesin ensimméinen koordinaatti seuraa suoraan alkuar-
vosta 01 = 1. Geodeettisen differentiaaliyhtéloryhmén jalkimmaéisestd identiteetista

jaa jaljelle

= \2
5 — 92
02
& 0959 — (62)* = 0.

Téata identiteettia kayttamalla saadaan

i @ . 0902 — (52)2
dt B

0-2 0.2
0
= =0
(02)?
02 R
& — =a jollaina € R
02

& g9 —aoy =0 jollain a € R,

jonka ratkaisu on oy(t) = e®*~%) joillain polun ¢ parametrisoinnista riippuvilla va-
kioilla a,ty € R. Kun ¢; = 0, niin geodeesit Poincarén puolitasossa ovat siis muotoa
o:[0,1] = H:t > (21,e4 %), Kun misrittelyvili laajennetaan koko reaaliakselik-
si, saadaan aikaan xe-akselin suuntainen avoin puolisuora (olettaen, etté vertikaalinen

alkunopeus 5(0) # 0, jolloin a # 0).

Tarkastellaan seuraavaksi tapaus &1 (t) # 0 kaikilla ¢ € [0, 1]. Sovelletaan geodeet-

tisen differentiaaliyhtaloryhmén identiteetteja

0901 — 20109 =0 ja 0909 + (0-_1)2 — (0.'2)2 =0

seuraavassa havainnossa:
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01 01 (61)°

d (0-20.-2> _ ((5'2)2 i 0'26'2 .0.'10'20"2

. C:l'l(O"Q)Q + (5'10'25’2 — 5‘10‘2@'2
(61)?

dl(dg)Q + (5'10'2('7.'2 - (5’10’2@'2 ((j'l)?’ - (61)3 d’l((j'g)2 - 0'1(0'2)

2

(61)2 (61)2 (61)2

_ dl(agéig + (0"1)2 — (0'2)2) — 0"2(0'25'1 — 20‘10‘2) — (d’l)g
(61)?
0—0— ()3
(61)
<1:)> 02,02 = —0y1+a, jollainaeR
o1
= 0101 + 0909 = aon, jollain a € R
1 1
4 5(01)2 + 5(02)2 =ao; + b, joillain a,b € R,

missi kohdissa 1) ja 2) on integroitu puolittain. Jéarjestamélla polun o komponentit
jéarjestykseen

(01 —a)* + (09)? = a® +2b =: 1,
havaitaan, ettd geodeesit, joilla &(t) # 0 kaikilla ¢ € [0, 1], ovat (a,0)-keskiksen ja
r-siteisen ympyrén kaaria, kunhan polun parametrisoinnista riippuville vakioille a, b
pétee a? +2b > 0. Tillsin, jos geodeesin médrittelyvili laajennetaan koko reaaliakse-
liksi, saadaan aikaan avoin puoliympyré (ks. liitteen kuva A.1).

Kaikki liitteen A kuvissa havainnollistetut hyperbolisen geometrian mallit tuovat
esille tilanteen, jossa on kolme suoraa. Kaksi suoraa leikkaavat toisiaan ja kolmas suo-
ra on yhdensuuntainen kahden edellisen kanssa. Euklidisessa geometriassa téllainen
tilanne olisi mahdoton, silld yksi monista parralleeliaksiooman vaihtoehtoisista méaéri-
telmisté toteaa, etté jos kaksi suoraa ovat yhdensuuntaisia kolmannen suoran kanssa,
niin nadma edelliset suorat ovat myos keskenéddan yhdensuuntaisia. Todellisuudessa hy-
perbolisen geometrian tapauksessa suoran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan piirtaé
samassa tasossa ddretOmmén monta suoraa, jotka ovat yhdensuuntaisia ensimmaéisen
annetun suoran kanssa.



LUKU 4

Muita hyperbolisen geometrian malleja

4.1. Metriikan siirto

Olkoot M ja N kaksi siledd monistoa. Mikéli on olemassa diffeomorfismi F': M —
N, niin tata kuvausta voidaan kayttaéd tensorien liikuttamiseen monistolta toiselle.
Vektoreiden tapauksessa havaittiin jo, ettd diffeomorfismin F' : M — N differentiaali
siirtédé vektorin v € T,M vektoriksi (dF),(v) € Tp)N. Téta operaatiota kutsutaan
vektorien tyontamiseksi ja usein merkitaan (dF), =: Fy : T,M — Tpq,)N.

Mikéli (M, ¢1) ja (N, g2) ovat kaksi Riemannin monistoa, my6s Riemannin met-
ritkan pisteittdinen liikuttaminen onnistuu diffeomorfismin F' : M — N avulla. Mer-
kitddn kaikilla p € M

(91)p = (g2 0 dF), = (g2 0 Fi)p =t (F*ga)p,

missd merkintda F* : (Tp,) N)? — (T, M)? kutsutaan metriikan siirroksi.

MAARITELMA 4.1. Olkoot (M, g1) ja (N, g2) kaksi Riemannin monistoa.

Jos Riemannin metriikoille ¢, ja go pétee g3 = f o go jollain kerroinfunktiolla
f € C>(M), sanotaan, ettd metriikat ovat konformiset toisiinsa ndhden.

Mikali on olemassa diffeomorfismi F' : M — N siten, ettd F*g, = f o g; jollain
kerroinfunktiolla f € C°°(M), niin Riemannin monistot M ja N ovat konformisesti
ekvivalentit.

Mikali on olemassa diffeomorfismi F' : M — N siten, ettd F*g, = g1, niin Rie-
mannin monistot M ja N ovat isometriset ja kuvausta F' kutsutaan isometriaksi.

Metriikan siirto isometrian avulla on yksi tapa muodostaa uusia hyperbolisen geo-
metrian malleja jo tunnetusta mallista [[3], §7]. Erityisesti sellaiset hyperboliset geo-
metrian mallit, joiden Riemannin metriikka on konforminen perinteisen euklidisen
avaruuden R™ Riemannin metritkan gg = ), da? kanssa ovat hyodyllisié, silld niis-
sé kahden siledn polun vélinen kulman suuruus séilyy isometrian kautta joka pisteessa.
Katsotaanpa esimerkkejé joistakin tunnetuista hyperbolisen geometrian malleista.

4.2. Poincarén kiekko (D, gp)

Poincarén puolitaso (H, gg) on siis yksi tasossa oleva hyperbolisen geometrian
malli. Uuden mallin luomiseksi on helpointa ehké aluksi miettid jokin avoin joukko
tasossa. Yksi téllainen joukko on avoin yksikkokiekko eli

D = {(zy,72) € R?: 2] + 25 < 1},
tai ilmaistuna kompleksitasossa C

D={z€C:|z]*?<1}.
22
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Téassé tapauksessa kompleksilukumerkinta helpottaa tulevia laskutoimituksia. Erés
kompleksianalyysista tuttu konformikuvaus, joka kuvaa avoimen yksikkokiekon avoi-
meksi puolitasoksi, on muotoa

Fa:]D>—>IHI:Z+—>—Z'ZJFZ

z2—1
Tamé on analyyttinen bijektio, siispa sopiva diffeomorfismi. Téll6in Riemannin
metriikka gp voidaan laskea metriikan siirtona:

go(2) = Fogn(2)
= gu(dFa(2))

‘ dFa(2) |2

~ Im(Fu(2))?

d|z[?

— |z—i* d| |2

=t (- )2

= —<1 ) (d:v% + dx%)
1

Téssé hyperbolisessa geometrian mallissa (D, gp), ns. Poincarén kiekossa, yksikko-
kiekon halkaisijat ja kohtisuorassa yksikkoympyraéd leikkaavat ympyréankaaret ovat
suoria (ks. liitteen kuva A.2). Yksi tapa havaita tdmaé liittyy siithen tosiasiaan, ettd
molemmat Riemannin metriikat gy ja gp ovat konformisia euklidisen tason Rieman-
nin metriikan gg kanssa. Télloin kaikki suorat kulmat myos nédyttavat aidosti suorilta
kulmilta néissé geometrian malleissa.

4.3. Puolipallomalli (J, g;)
Maéaritellddan puolipallopinta
I={((z1,22,23) € R® : 2] + 25 + 25 = 1,23 > 0}

ja diffeomorfismi, joka kuvaa puolipallon J puolitasoksi H:

233'2 2&33
Fg:J—H: — ) .
p:d (w1, 2, 3) (xl—i-l xl—l—l)
Merkitdén aluksi kuvauksen F3 komponentteja
21’2 2(133

= ja Yy 1= .
% T + 1 Ja Yz I —+ 1
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Télloin pétee differentiaaleille:

2[)’22

dyy = ———2 _doy + ————d

h (Il + 1)2 1 (ZL’l + 1) 2
2I3 2

dyy = ——> —day + ———dus.

92 (r1+1)2 = (1 4+ 1) 3

Liséksi puolipallon J méiritelmésté havaitaan laskujen kannalta hyddylliset relaatiot:

2_ .2, .2
1= Ty + T3,

0=d0=d(z?+ 25+ 23— 1) = 2(x1dx) + T9dxy + 23d73)
& rdr = —(Jfgdl’g + Igdl‘g).

l1—2z

Riemannin metriikka gy voidaan laskea metriikan siirtona:

qu(xla .ZL'Q,.T?,) = FEQH($17$2, x-?))

= QH(dFﬁ(JflaszaxS))

= —g(dyl + dy3)
Y5

1 229 2 2 21. 2 2
= — dri + d + ——d 4 d
<2x3 )2 <( (z1 + 1) o Ty +1 x2> ( (x1 +1)2 . r1+1 x3) )

(1 £ B 1 4 r3dx? 2xodrdry ) r3dx? 2xsdridrs
N T+ 1)2 \( - tdm -

T+ 1)2 T+ 1 (331 + 1)2 1+ 1

((M) app - 20 £ ) g dxg)
( xl + 1

) 1— a2 , 21

11—
w%xl + da3 + da;

= 2 (dacl + dxj + d13) |

wml =

missé yhtdsuuruuden 1) kohdalla on kéytetty edellimainittuja apurelaatioita. Téssé
hyperbolisen geometrian mallissa (J, gy) suorat ovat puolipallopinnan J ja (z1,x2)-
tasoa kohtisuorien tasojen leikkausjoukkoja (ks. liitteen kuva A.3). Malli (J, gy) toimii
hyvanéd apuvilineend, kun mééaritelladn vield kaksi muuta hyperbolisen geometrian
mallia.

4.4. Kleinin ja Beltramin kiekko (D, gk)

Tason avoimessa yksikkokiekossa D on toki olemassa muitakin Riemannin met-
riikoita kuin Poincarén kiekon Riemannin metriikka gp, vaikkakin talloin taytyy luo-
pua konformisuudesta euklidisen tason Riemannin metriikan gg suhteen. Yksi histo-
riallisesti merkittava hyperbolisen geometrian malli (D, gx) on nimeltédén Kleinin ja

+dz

2
3

))



4.4. KLEININ JA BELTRAMIN KIEKKO (D, gk) 25

Beltramin kiekko. Felix Klein (1849 — 1925) ja Eugenio Beltrami (1835 — 1900) ke-
hittelivdt muitakin epdeuklidisen geometrian malleja jo ennen Jules Henri Poincaréta
(1854 — 1912), mutta téssd tutkielmassa pyritaédn sdilyttamadn ne nimitykset, jotka
ovat olleet yleisesti kdytosséd. Kleinin ja Beltramin kiekko saadaan aikaan, kun litis-
tetddan puolipallo J yksikkokiekoksi D. Vastaavasti tdméan projektion kaanteiskuvaus
on nostokuvaus:

F, D —J: (x1,22) — (xl,xg, 1—a? —x%) .
Merkitaan aluksi kuvauksen F, komponentteja

- — ._ 2 2
Y11= T1, Y2 i=Tg jays =/l — ] — x5.

Télloin péatee komponenttien differentiaaleille:

dy, = dzy,
dys = dx,,
d(gd) = d(1 — 22 — 23)
& 2usdys = —2(x1dxy + xodxs)
—(x1dxy + zodzs)

Ys
—(l'ldl’l -+ ZL’QdIL‘Q)

/ 2 2

Riemannin metriikka gx voidaan laskea metriikan siirtona:

Ang dys =

<~ dyg =

gr(T1,T9) = F;QJ(%,@)
= gi(dF, (21, 22))

1
= ?(dyf + dy; + dy3)
3

(r1dxy + Tod)?

1
S S - -

)

1 —af— a3 (/T =22 — 22)?
_dai+day (xydey 4 xadas)?
1—zf—af (1—af—-23)

Tamé Riemannin metriikka gg ei valitettavasti sievene helpompaan muotoon, joten
se ei ole konforminen euklidisen Riemannin metriikan kanssa. Ainoa piste, jossa kon-
formisuus ja kulmien suuruus séilyy lapi isometrian on origo. Kleinin ja Beltramin
kickossa (DD, gx) kaikki suorat ovat euklidisten suorien rajoittumia joukkoon I (ks.
liitteen kuva A.4).
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4.5. Hyperboloidimalli (L, ;)

Viimeinen tutkielmassa tarkasteltava malli on nimeltdéan hyperboloidimalli tai
Minkowskin malli, (L, gr,). Hermann Minkowski (1864 — 1909) tarkasteli geometri-
aa yleiselld tasolla n—monistolla, mutta téssé tutkielmassa riittaé tarkastella kaksiu-
lotteista pintaa, joka voidaan méaéaritella

L= {(z1, 20, 73) € R?: x% +:E§ - x§ = —1,23 > 0}.

Tamén ns. hyperboloidipinnan 1L ja puolipallon J vililla on olemassa diffeomorfismi

1 To 1
Fs:=L—1J: (x1,29,23) — (—1, —2,—) .
I3 T3 T3
Merkitasn kuvauksen Fs komponenttifunktioita
I 2
= Y2 = —Jays: = —
T3 T3 3
Télloin komponenttifunktioiden differentiaalit ovat:
1 T 1 T
dyl = —dl’l — —;dl’g = —(dlﬂl — —ldxg),
T3 3 T3 T3
1 T 1 T
dyg = —dl'g — —gdl'g = —(dﬂfg — —le'g),
T3 o T3 ZT3

1 1 1
e Lo L1,
X3 xT3 T3

Hyperboloidipinnan mééritelmé antaa kaksi laskujen kannalta térkeda apurelaatiota:

y=zi+a5+1 ja
d(r3) = d(x3 + 25 + 1)
<~ 21‘36[[[3 = 2(:131(11‘1 + $2d9§2)

<~ l’gdl’g = l’ldl'l -+ l’gdl’g.
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Riemannin metriikka g;, voidaan laskea metriikan siirtona:
*
gu(@1, T2, T3) = F5gy(31, 2, 73)

= QJ(dF6($1,$2,903))

1
= (dy} + dy3 + dy3)

2
3
1 (1 S| S| 1 2
= - | 4 (dxl — ﬂ(1!353) —1—}4 (d:vg - ﬁalficg) +Zé (——dl'g)
? 3 T3 3 T3 3 T3
2x1dxdx x2dx? 2xodxodx x2dx?  dx?
:dxf— 1441 3+ 123—|—d33§— 2042 3+ 223 _23

1
= da? 4 dai + P(—Qxla:gdxld:vg + 2idal — woxsdrodrs + vidri + drl)
3

2

1
= da? 4 dai + m—((m% + 23 + 1)das — 2xw3das(zidzy + T9dxs))
3

1
Y dx? + dwi + P(m%dw% — 2w3drs(r3drs))
3

= dr} + dvj — dr3,

missd yhtdsuuruuden 1) kohdalla on kéytetty edellamainittuja apurelaatioita. Hyper-
boloidimallissa suorat ovat hyperboloidipinnan L ja origon kautta kulkevien tasojen
leikkausjoukkoja (ks. liitteen kuva A.5).



LIITE A

Kuvia

Kuva A.1. Suorat Poincarén puolitasossa (H, gm).
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A. KUVIA

Kuva A.2. Suorat Poincarén kiekossa (DD, gp).

KuvAa A.3. Suorat puolipallomallissa (J, gy).
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A. KUVIA

A

Kuva A.4. Suorat Kleinin ja Beltramin kiekossa (ID, gk ).

KuvA A.5. Suorat hyperboloidimallissa (L, g1,).

30



Merkinta

R

LIITE B

Merkintoja

Selitys

Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}

Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko

Euklidinen n-ulotteinen sisétuloavaruus

Siled monisto M differentiaalirakenteella F

Siled monisto M Riemannin metriikassa g

{f:R™ = R™: f on euklidisessa mielessi siled kuvaus}

{f: M — R : f on differentiaaligeometrisessa mielessi siled funktio}

{F : M — N : F on differentiaaligeometrisessa mielessé siled kuvaus}

{0 : 1 — M : o on siled polku suljetulla maarittelyvalillda I C R}

Sileiden funktioiden muodostama algebra lahelld pistetta p € M

Algebran C*(p) ideaali {f € C>(p) : f(p) = 0}

Tangenttivektoriavaruus {v : C*°(p) — R : v on lineaarinen derivaatio}
Kotangenttivektoriavaruus {w : 7,M — R : w on lineaarimuoto}
Tangenttikimppu {(p,v) : p € M ja v € T,M?} projektiokuvauksella 7 : TM — M
Tangenttikimpun leikkaus {V : M — T'M : V on vektorikentté, V om = Idy}
Tensorialgebra | | o, {TF : (TyM)* x (T,M)" — R : TF on multilineaarinen }
Kroneckerin delta: ¢;; = {1 kun ¢ = j,0 muutoin}

Osittaisderivaatta koordinaatin x; suhteen: B%i
Differentiaali koordinaatin x; suhteen: dwz;(0;) = 0;(x;) = d;;

DD S vl

Siledn polun ¢ ensimméinen derivaatta ajan suhteen: Z—‘;
Siledn polun o toinen derivaatta ajan suhteen: ZQT;’
Riemannin moniston (M, ¢) lineaarinen konnektio
Lineaarisen konnektion V Christoffelin symboli

Kovariantti derivaatta siledlla polulla o
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