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THVISTELMA

Adretonulotteiset avaruudet ovat monilta ominaisuuksiltaan samankaltaisia vastaavien
adrellisulotteisten avaruuksien kanssa. Useat teoriat ja kasitteet ovat samoja, mutta myos
eroja l0ytyy, eikd kaikkia tuloksia voida yleistdd d&aretonulotteisiin tapauksiin. YKksi
esimerkki avaruuksista, joiden dimensiona voi olla &areton, on Hilbertin avaruudet.
Hilbertin avaruus on tédydellinen sisatuloavaruus eli vektoriavaruus, jossa jokaiselle
vektoriparille on méaritetty sisatulo. Sisdtulo on jatkuva kuvaus, jota merkitdan yleensa
(x|y) ja sen arvot ovat adrellisia reaali- tai kompleksilukuja. Esimerkiksi avaruuden R™
vektoreille  x = (xq,...,x,) ja y= .., yn) sisdtulo on (x|y) = Xr_1 Xk V-
Tdydellisyys puolestaan tarkoittaa sitd, ettd avaruuden kaikki Cauchyn jonot suppenevat
kyseisessa avaruudessa. Cauchyn jono on sellainen vektoreiden jono (xy)ken, €ttd

jokaiselle & > 0 on olemassa luku M € N siten etté ||x, — x;|| < ¢ kaikille k,j > M.

Hilbertin avaruudet sopivat hyvin &éretdnulotteisten sisatuloavaruuksien tarkasteluun, silla
niilld on monia ominaisuuksia, jotka ovat tunnettuja Euklidisen avaruuden kohdalta.
Avaruudessa R3 sisdtulo maaritellaan pistetulona (x|y) = x -y = ||x||||y|l cosy. Koska
kosini saa arvoja vain valilla [—1,1], seurauksena on epayhtald |(x|y)| < |lx|||ly]l. Tama
sisdtulon ja normin yhteys patee myds yleisessé sisatuloavaruudessa ja on nimetty Cauchy-
Schwarzin epayhtaloksi. Reaali- ja kompleksilukujen kolmioepayhtéld |x + y| < |x| + |y|
yleistyy sisatuloavaruuden vektorien normeille muodossa ||x + y|| < |lx|| + ||y]|. Tamakin
kolmioepayhtéld on tarkea tulos, silla sitd hyddynnetddn muiden lauseiden todistuksissa, ja

se on myos yksi vaadittavista normin ominaisuuksista. Saadaankin osoitettua, ettd
sisatuloavaruuden normi || x Il = +/(x|x) toteuttaa kyseisen kolmioepayhtalon. Kun lisaksi
talle kuvaukselle patee [|Ax|| = |A||lx]| sekd Il x =0 jos ja vain jos x = 0, niin se

toteuttaa kaikki kolme normilta vaadittavaa ominaisuutta ja on nain hyvin maaritelty.

Hyvana esimerkkina aaretonulotteisista sisituloavaruuksista toimivat jonoavaruudet [P. Ne
koostuvat kaikista sellaisista jonoista x = (x,,)n=1, joiden normi ||x||, = e |x,[P)1/P
on &arellinen. Myos naille &aretdnulotteisille jonoavaruuksille saadaan yleistettya seka
kolmioepayhtéléa vastaava Minkowskin epdyhtéld ettd Cauchy-Schwarzin epayhtaloa
vastaava Holderin epayhtald. Jonoavaruuksien erikoistapaus on [2-avaruus, joka on ainoa

jonoavaruus, jolle on madritetty sisatulo (x|y) = Y=q X, ¥,. Muille jonoavaruuksille



sisatuloa ei voida maéritelld, koska niiden tapauksessa sisatuloa mééritteleva sarja voi
hajaantua, eika nain toteuta sisatulon ominaisuuksia. Nain ollen vain [2-avaruus voisi olla
Hilbertin avaruus. Onkin todistettavissa, ettd jonoavaruus [? on vektoriavaruus, jonka
kaikille vektoripareille on maaritetty sisatulo. Sen liséksi [2-avaruus on taydellinen:
Voidaan osoittaa, ettd jos mielivaltainen jono (x,) € [? on Cauchyn jono, niin se suppenee
kohti raja-arvoa y, ja myos tama raja-arvo kuuluu kyseiseen avaruuteen, siis y € [?. Koska
tama patee mille tahansa avaruuden [? jonolle, niin voidaan sanoa, ettd [? on taydellinen.
Lopulta voidaan todeta, ettd jonoavaruus [? on tdydellinen sisatuloavaruus eli Hilbertin

avaruus.

Hilbertin avaruuksille on aina mééritetty sisatulo, joten joukkojen ortogonaalisuus on
helposti selvitettdvissé: vektorit ovat ortogonaaliset eli toisiaan vastaan kohtisuorassa jos ja
vain jos niiden sisatulo on nolla. Vektorien ortogonaalisuus on edellytyksend myos
Pythagoraan lauseessa, joka yleistyy sisatuloavaruuden vektorien normeille muodossa
llx + ylI? = llx[I* + llyll* tai I ¥7-,x; I = X%, Il x; I>. Ortogonaalinen joukko on
ortonormaali, jos siind kaikkien vektorien normi on yksi. Edelleen, jos tallainen
ortonormaali joukko on sisétuloavaruuden V lineaarisesti riippumaton osajoukko, joka
virittad avaruuden V, niin kyseessa on ortonormaali kanta. Hilbertin avaruuden virittavaa
ortonormaalia kantaa sanotaan Hilbertin kannaksi. Talloin kantavektorien joukon on oltava
maksimaalinen eli se ei saa sisdltya muuhun ortonormaaliin joukkoon. Hilbertin
avaruudelle voidaan todistaa ehto, jonka mukaan ortonormaali joukko on Hilbertin kanta
jos ja vain jos ainoastaan nollavektori on ortogonaalinen kaikkia tdman joukon vektoreita

vastaan. Esimerkiksi joukko (e;)nen, Missé e, = (0,0, ..., 1,..0 ...) € [, on Hilbertin

n:s
kanta jonoavaruudelle I%: Jos x € 12 ja x L e, kaikilla n € N, niin talléin x = 0, eli vain

nollavektori on kohtisuorassa jokaista vektoria e,, vastaan.

Adrellisulotteisen vektoriavaruuden mielivaltainen vektori x voidaan aina esittaa skalaarien
ja kantavektorien lineaarikombinaationa muodossa x = X.}_; Ae,. Hilbertin avaruudessa
tdmd on mahdollista myds aarettbmand summana, jonka suppeneminen osoittautuu
riippuvan vain skalaareista: sarja x = Y3 Axe; suppenee jos ja vain jos Y|4, |* < co.
Talloin tdman vektorin normi saadaan myo6s kirjoitettua vain skalaarien avulla, mitd

kutsutaan Parsevalin yhtaloksi: ||lx]|1? = Y54 1%
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1. JOHDANTO

Taman tutkielman tarkoituksena on laajentaa tuttuja &&rellisulotteisten avaruuksien
késitteitd sellaisiin avaruuksiin, joiden dimensiona onkin &areton. Tahan tarkoitukseen
sopiva esimerkki on Hilbertin avaruus, jonka ominaisuuksia tyodssa tarkastellaan. Koska
Hilbertin avaruus on taydellinen sisatuloavaruus, niin myos sisétuloavaruus on keskeisessa
osassa. Tutkielman tavoitteena ei ole esitelld kokonaista teoriaa, joten esimerkiksi
madritelmat ja lauseet on rajattu niihin, joita tassa tyossa tarvitaan. Hilbertin avaruuksiin ja
erityisesti aaretonulotteisiin avaruuksiin liittyy valtavasti tietoa, teorioita ja sovelluksia.
Tama tutkielma tarjoaa johdantoa aiheeseen ja pohjatiedot kaydaan lapi tarkasti.

Hilbertin avaruus on tdydellinen sisatuloavaruus, sisatuloavaruus on vektoriavaruus
varustettuna sisatulolla ja taydellisyyteen vaaditaan suppenevat Cauchyn jonot. Heti alussa
esiintyy paljon kasitteitd, jotka taytyy méaritelld. Taman tyon luku 2 koostuukin lahinna

madritelmistd, mutta niiden lisaksi saadaan osoitettua tarked sisdtuloavaruuden normi

Il xIl= m hyvin méaritellyksi. T&t& ennen esitetddn kaksi epdyhtalod, jotka ovat
jossakin  muodossa tunnettuja jo esimerkiksi Euklidisen avaruuden tapauksista:
Reaalilukujen kolmioepéyhtéld |x + y| < [x| + |y| yleistyy sisatuloavaruuden vektorien
normeille muodossa ||x + y|| < ||x|| + [lyl], joka on myds yksi vaadittavista normin
ominaisuuksista. Sisdtulon ja normien vélinen yhteys nakyy Cauchy-Schwarzin

epayhtalossa |(x|y)| < llx|llly]l, jota puolestaan tarvitaan kolmioepayhtéldn todistamiseen.

Luvussa 3 esitellaan yleinen jonoavaruus [P sekd sen erikoistapaus [2, joka todistetaan
Hilbertin avaruudeksi. Tata todistusta varten osoitetaan ensin todeksi Holderin ja
Minkowskin epayhtélot, jotka ovat itse asiassa luvussa 2 esitettyjen Cauchy-Schwarzin
epayhtalén ja kolmioepdyhtdlon yleistykset adaretdnulotteisille  jonoavaruuksille.
Jonoavaruudet ovatkin hyvia esimerkkeja aaretonulotteisista sisatuloavaruuksista, silla ne
ovat melko yksinkertaisia ja selkeitd, jotta lauseiden todistusten ideat tulisivat selvéksi ja
toimisivat ndin mallina muillekin avaruuksille. Luvun 3 lopuksi naytetdan vield esimerkKki
siitd, ettd vaikka monet tulokset saadaankin yleistettya daretdnulotteisiin tapauksiin, niin

kaikissa tilanteissa yleistys ei pade: esimerkiksi rajoitetulla jonolla on aina suppeneva



osajono, kun kyseessé on aarellisulotteinen avaruus, mutta aaretonulotteisen avaruuden

jonolla ndin ei valttamatta olekaan.

Viimeinen luku kasittelee Hilbertin avaruuksien tarke&dd ominaisuutta, ortogonaalisuutta.
Koska Hilbertin avaruuksille on aina maaritetty sisatulo, joukkojen ortogonaalisuus on
helposti selvitettdvissé: vektorit ovat ortogonaaliset eli toisiaan vastaan kohtisuorassa jos ja
vain jos niiden sisatulo on nolla. Edelleen, jos ortogonaalisen joukon kaikkien vektorien
normi on yksi, on kyseessd ortonormaali joukko. Tdmén pohjalta saadaan maariteltya
Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta eli Hilbertin kanta sekd osoitettua, etta Hilbertin
avaruudessa jokainen vektori on mahdollista esittdd téllaisten kantavektorien avulla.
Madritelmien liséksi luvussa 4 tarkastellaan Pythagoraan lausetta uusissa muodoissa ja
erityisesti sen toimivuutta &&retonulotteisessa tilanteessa. Lopuksi todistetaan vield
Parsevalin yhtalo, jonka mukaan vektorin normi voidaan ilmaista pelkdstdin skalaarien
avulla: Koska jokainen Hilbertin avaruuden vektori x voidaan esittdd skalaarien ja
kantavektorien avulla muodossa x = Y-, Axex, niin talléin normin nelidlle saadaan
yhtalo ||x]|1? = Yo, 1|2

Hilbertin avaruuksien sovellukset liittyvét usein kompleksikertoimisiin avaruuksiin, joten
pelkkien reaalisten tapausten tarkastelu ei olisi ollut mielekéstd. Koska madaritelmat ja
ominaisuudet ovat kuitenkin yleensé samoja seké reaali- ettd kompleksiavaruudessa, niin

naille avaruuksille kéytetadn tassa tyossa yhteistd merkintad KK (siis K = R tai K = C).



2. HILBERTIN AVARUUS

Hilbertin avaruus on nimetty David Hilbertin (1862-1943) mukaan. Kun késitellddn
adretonulotteisia avaruuksia, niin juuri Hilbertin avaruuksilla on monia samankaltaisia
ominaisuuksia tutun Euklidisen avaruuden kanssa. Useat tulokset saadaankin yleistettya
adretonulotteisille avaruuksille. Maéritelladn aluksi tarvittavia kasitteitd ja todistetaan
sitten kaksi tarkeda lausetta: Cauchy-Schwarzin epayhtélo seka kolmioepdyhtéldo normeille.

2.1. Maaritelmia

Maaritelma 2.1.1. Vektoriavaruus V on epétyhja joukko, jolle on madritelty kaksi
laskutoimitusta kaikille x,y e Vjal € K:

(i) vektoreiden yhteenlasku on kuvaus f:V x V — V, merkitdan f(x,y) = x +y

(ii) skalaarilla kertominen on kuvaus g: K X V — V, merkitdan g(4,x) = Ax.

Lisaksi ndiden kuvausten tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet kaikille x,y,z €V ja
AueK:

@ x+y=y+x

(2) x+yY)+z=x+(y+2)

3 on olemassa nollavektori 0 € V sitenettdx + 0 = x

4) on olemassa vastavektori —x € V sitenettd x + (—x) = 0
) Alux) = (Aw)x

(6) 1x = x

(7) Mx+y)=2x+ Ay

(8) A+ wx = Ax + ux



Maaritelma 2.1.2. Sisatulo vektoriavaruudessa V on kuvaus f:V xV — K, merkitdin

f(x,y) = (x|y), joka toteuttaa seuraavat ominaisuudet kaikille x,y,z € V jal € K:
(1) (x]x) = 0ja

(x|x) = 0josjavainjosx =0

() (xly) = (ylx)
3) (Axly) = A(xy) ja (x|Ay) = A(x]y)
(4) (x +ylz) = (x|2) + (yl2)

Huomautus 2.1.3. Merkinté Z tarkoittaa kompleksiavaruuksissa kompleksikonjugaattia. Jos

kyseessé on reaaliavaruus, niin silloin ja vain silloin z = z.

Huomautus 2.1.4. Méadritelman mukaan sisatulo on &arellinen reaali- tai kompleksiluku. On
kuitenkin huomattava, ettd vektorin sisatulo itsensd kanssa eli (x|x) on aina reaaliluku,
myds kompleksiavaruudessa; kohdan (2) perusteella (x|x) = (x|x), mikéa tarkoittaa

Huomautuksen 2.1.3. nojalla sité, ettd (x|x) on reaaliluku.

Maaritelma 2.1.5. Sisatuloavaruus on vektoriavaruus, jossa jokaiselle vektoriparille on

madritetty sisatulo.

Maaritelméa 2.1.6. Normi vektoriavaruudessa V on kuvaus f:V — R,, merkitddn f(x) =

||x||, joka toteuttaa seuraavat ominaisuudet kaikille x,y € V ja 1 € K:

1) lAx]l = [Alllxl
) llxx + yll < llxll + Iyl
(3) ||x|l = 0 jos ja vain josx = 0

Huomautus 2.1.7. Mé&é&ritelmén mukaan normi on siis aina ei-negatiivinen reaaliluku.



Maaritelma 2.1.8. Sisatuloavaruudessa V vektorin x € V normi mééritelld&dn yhtalolla

Il x Il = /(xlx).

Huomautus 2.1.9. Lauseessa 2.2.3. todistetaan, ettd edella esitetty sistuloavaruuden normi
on hyvin mééritelty eli se todella toteuttaa kaikki normilta vaadittavat ominaisuudet.

Maaritelmé 2.1.10. Sisatuloavaruudessa V' vektoreiden jono (x; )%=, on Cauchyn jono, jos

jokaiselle & > 0 on olemassa luku M € N siten etté ||x, — x;|| < ¢ kaikille k,j > M.

Vastaavasti lukujono (ay)i-;, missé a; € K, on Cauchyn jono, jos jokaiselle € > 0 on

olemassa luku M € N siten etté |a, — a;| < ¢ kaikille k,j > M.

Maaritelmé 2.1.11. Sisdtuloavaruudessa V jono (xj)x-; Suppenee kohti raja-arvoa y,
merkitdan lim,_, x;, = y, jos jokaista € > 0 kohti on olemassa luku M € N siten ettéd

llx; — vl < € kaikille k = M.

Vastaavasti lukujono (ay)i-;, mMissa a, € K, suppenee kohti lukua L, jos jokaista € > 0

kohti on olemassa kokonaisluku M € N siten ettd |a;, — L| < ¢ kaikille k > M.

Méaaritelm& 2.1.12. Vektoriavaruudessa V sarjan )7, xj 0sasumma on s, = X2_; Xj. JOS
osasummien jono (s,)a=; Suppenee kohti raja-arvoa y € V, niin talldin myo6s sarja
Yr=1 X SUppenee ja sen summa on y:

y = Xk

)
k=1

Maaritelma 2.1.13. Sisatuloavaruus on taydellinen, jos avaruuden jokainen Cauchyn jono

suppenee tassa avaruudessa.

Maaritelma 2.1.14. Taydellista sisituloavaruutta sanotaan Hilbertin avaruudeksi.



Esimerkki 2.1.15. Euklidinen avaruus R™ on (&arellisulotteinen) Hilbertin avaruus, kun

sen vektoreille x = (xq, ..., x,) jay = (y4, ..., ¥,) On méadritelty sisatulo

n

(xly) = Z XYk

k=1

janormi

llxll, =

2.2. Sisatuloavaruuden normi ja sisatulon jatkuvuus

Jotta sisdtuloavaruuden normi olisi hyvin madritelty, kuvauksen on toteutettava kaikki
normin ominaisuudet. Tdmén osoittamiseksi todistetaan ensin Cauchy-Schwarzin
epayhtalo seka kolmioepayhtalo [3, s. 3; 4, s. 125]. Avaruudessa R3 vektoreiden sisatulo
maaritelladn tunnetusti pistetulona (x|y) = x - y = ||x||||y]| cosy. Koska kosini saa arvoja
vain valilla [—1,1], seurauksena on epayhtdld [(x|y)| < [lx]|||lyll. Tama sisatulon ja

normin vélinen yhteys patee myos yleisessa sisatuloavaruudessa.

Lause 2.2.1. (Cauchy-Schwarzin epayhtald) Sisatuloavaruudessa V kaikille vektoreille

x,y € V patee Cauchy-Schwarzin epayhtalo

|Gely)l < [l ll.

Todistus. Jos x =0 tai y =0, saadaan 0 <0 ja epdyhtdldo on tosi. Olkoon siis
todistuksessa x # 0 ja y # 0. Normin médrittelyn ja sisatulon ominaisuuksien perusteella
(Maéritelmat 2.1.8. ja 2.1.2.) kaikille 1 € KK patee (2.2.1)

0 < (x — Aylx — Ay) = (x|x) — A(yIx) — A(x|y) + 24(¥ly)
= [Ix[12 — ACx[y) — A(xly) + 12121y l1%.



Jos K = R, niin epayhtald (2.2.1) saadaan muotoon
Iyll?4> — 2(x|y)A + llx]I* = O,

joka on siis tavallinen toisen asteen epdyhtdld muuttujan A suhteen. Merkitédén sité
f):=|lyll?A%2 — 2(x]y)A + |Ix]|%. Funktion f kuvaaja on yldspain aukeava paraabeli,
joten sen pienin arvo loytyy funktion derivaatan nollakohdasta. Ratkaistaan tdma
nollakohta:

fCA) =2|lyll? 2—2(xly) =0,
kun
2|lyll> A = 2(xly)

(x]y)

A==
lIyll?

Palataan nyt takaisin reaali- tai kompleksiavaruuteen ja sijoitetaan epdyhtéléon (2.2.1)

edelld saatu A. Kaytetaan lisaksi tietoa zz = |z|?, kun z € C. Nain saadaan

(x Iy) ( Iy) ( Iy)
2 _ 2
I(xly)l2 [(xII? [(x]p)]? |Cxly)|?
— 2 _ _ 2 2
= ==pE e e I = IR =T
josta edelleen
[
e = Il

[Gely)1? < llxl?Hyll?
[Cely)] < lixllyll.
Sisatulon itseisarvo ja normit ovat positiivisia, joten viimeisessa vaiheessa oli mahdollista

ottaa molemmilta puolilta nelidjuuri. Koska epayhtalosséa esitetyt vaiheet ovat voimassa

kaikille x,y € V, lause on todistettu.



Lause 2.2.2. (Kolmioepayhtalo) Sisdtuloavaruudessa V kaikkien vektorien x,y € V
normeille patee kolmioepayhtalo

llx + yIl < llxll + llyll.
Todistus. Sisatuloavaruudessa vektorin normi maéritellaan yhtalolla |l x | = /(x]x).

Kaytetadan lisaksi Cauchy-Schwarzin epdyhtélod (Lause 2.2.1.) ja tietoa, ettd luvulle z € C

patee z + Z = 2 Re z sekd Re z < |z|. Ndin saadaan

=(x|y)
lx +ylI? = (x + ylx + y) = lIx]I? + Ix) + («x|y) + llylI> = [Ix[I* + 2 Re(x]y) + lIylI?
C-S
< NlxlI? + 21|+ Nyliz Z Hxll? + 20x iyl + Iy liZ = Alxll + 1yID2.

Koska normit ovat ei-negatiivisia, voidaan ottaa nelidjuuri ja saadaan

llx + vl < llxIl + |yl

Nyt on saatu todistettua kolmioepédyhtédld, joten on helppo osoittaa, etta

sisdtuloavaruuden normi on hyvin maaritelty.

Lause 2.2.3. Kuvaus || x || = +/(x|x) , x € V, on sisatuloavaruuden V normi.

Todistus. Osoitetaan, ettd normin ominaisuudet (Maéritelméd 2.1.6.) tayttyvat. Olkoon

x,y € Vjaad € K. Talloin sisatulon ominaisuuksien (Méaéaritelma 2.1.2.) perusteella

x|l = /(Ax[Ax) = VAL x]x) = 1212/ (x[x) = [Alllx]| ja

Il x Il =+/(x|x) =0 jos ja vain jos x = 0, koska sisatulolle patee (x|x) = 0 jos ja vain jos

x = 0.
Lisdksi Lauseessa 2.2.2. todistettiin oikeaksi kolmioepayhtéld ||x + y|| < ||lx|| + ||vl|. Siis

kuvaus || x Il = /(x|x) toteuttaa kaikki vaaditut normin ominaisuudet. Lopuksi todetaan

vield, ettéd sisatulolle patee aina /(x|x) = 0, joten normi on ei-negatiivinen reaaliluku ja

siis hyvin méaritelty.



Luvun lopuksi todistetaan viela sisatulon jatkuvuus [1, s. 57].
Lause 2.2.4. Sisétulo vektoriavaruudessa V on jatkuva kuvaus V x V — K.
Todistus. Merkitaan sisatulon kuvausta f:V x V - K, f(x,y) = (x|y). Olkoon nyt x, € V
ja y, € V. Kaytetddn seuraavassa sisdtulon ominaisuuksia Maéritelmasta 2.1.2.,
kolmioepayhtélda |x + y| < |x| + |y| reaali- ja kompleksiluvuille sekd Cauchy-Schwarzin

epayhtalod 2.2.1. Kun liséksi huomataan, ettda x =x —x, +xg Ja y =y — Yo + Yo Niin
talloin tarkasti laskemalla saadaan

If Ce, ) — f(x0, ¥0)| = 1(x]y) — (xolyo)

= [(x = x0 + xoly — o0 + ¥0) — (x0l¥0)l

= [(x — x¢ + x0ly) + (x — x¢ + x0|=y0) + (x — x¢ + x0|¥0) — Cxoly0)I

= [(x — x¢ + xoly — ¥0) + (x — x0 + 20 — x01¥0)|

= |(x — xoly — ¥0) + (xoly — ¥0) + (x — x0ly0)I

< [Cx = x0ly = yo) | + [(xoly — yo) | + [(x = x0ly,)| (kolmioepayhtalo)

< llx = x0lllly = yoll + lIxolllly = woll + llx = xollllyo I (Cauchy-Schwarz)

Jos nyt x = xy jay = yo, niin [[x — x|l = 0 ja [ly — yoll = 0, eli koko epayhtélén oikea
puoli lahestyy nollaa ja taten myos |f (x,y) — f(xq, yo)| = 0. Tama tarkoittaa siis sit4, etta

funktio f eli sisétulon kuvaus on jatkuva.

3. JONOAVARUUDET

Tassa luvussa esitellddn &aretdnulotteisten jonoavaruuksien késite ja todistetaan niille
tarpeellisia lauseita. Yleisen jonoavaruuden [P liséksi kdytetadan esimerkkina [2-avaruutta,
joka on tavallaan Euklidisen avaruuden yleistys. Tama [%-avaruus saadaankin osoitettua
lopulta Hilbertin avaruudeksi. Luvun lopussa annetaan vield esimerkki &éarellis- ja

aaretdnulotteisten avaruuksien eroista.
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3.1. Jonoavaruus IP

Maaritelma 3.1.1. Jonoavaruus [P, p = 1, on &&retdnulotteinen avaruus, joka koostuu

kaikista sellaisista jonoista x = (x,,)5=1, joiden normi on &é&rellinen:

© 1/p
|Mb=<§]mw) <o
n=1

Jonojen laskutoimitukset maaritelladn koordinaateittain: Kun x,,,y, € K kaikillan € N ja

A € K, niin kaikille jonoille (x,,), (y,,) € IP patee
(xn) + (yn) = (xn + yn) ja
Ax,) = (Axy).

Jonoavaruudelle [? méaaritetaan sisatulo kaavalla

o]

(ely) = D 57

n=1

kun x = (x,),y = (3,) € 2. Muille jonoavaruuksille sisatuloa ei madritella, silla niiden
tapauksessa sisdtuloa maaritteleva sarja voi hajaantua, eikd se ndin ollen tayta sisatulon

ominaisuuksia.

Edellisessa luvussa todistettiin Cauchy-Schwarzin epayhtald. Se on yleistettavisséa
myGs jonoavaruuksille sopivaksi Holderin epayhtaloksi, jonka avulla jonoavaruuden 12
sisdtulo on helppo osoittaa hyvin maaritellyksi. Holderin epédyhtalod kaytetddn myos
kolmioepayhtédléa vastaavan Minkowskin epayhtalon todistuksessa. Ensin osoitetaan

kuitenkin Youngin epayhtélo [5, s. 7].

Lemma 3.1.2. (Youngin epayhtéld) Olkoot p,q > 1 lukuja siten etté %+$ = 1. Talloin

luvuille a, b = 0 pétee Youngin epéyhtald

al? p1
ab < —+—.
q
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Todistus. Koska epayhtalo on tosi, jos a = 0 tai b = 0, niin olkoon todistuksessa a, b > 0.

Oletetaan ensin, ettd a? < b?. Jaetaan molemmat puolet luvulla b > 0, jolloin saadaan

p . 14 . ..
‘;—q < 1 ja koska a,b > 0, saadaan edelleen 0 < Z—q < 1. Tehd&an nyt antiteesi ja oletetaan,

etta

aP b1
ab > —+ —.
p

Jaetaan luvulla b? > 0 ja lasketaan:

Oletuksen mukaan %+% =1, josta saadaan 1—q = —%. Sijoitetaan tama edelliseen

epayhtaléon:

a 1la? 1

J— > —_
pp PbT g
P o .
Kirjoitetaan nyt a = a® ja otetaan yhteiseksi eksponentiksi %:

(ap>% S 1aP 4 1
b4 pbl q

0> (ap>%+1ap+1
b4 pb1 q

Kun nyt merkitdan Z—Z =: x, saadaan normaali polynomifunktio
11 1
fx)=—xP +—x+—
p q

Madritetddn taman funktion daariarvot, jotka sijaitsevat madrittelyvalin paatepisteissa

(0< Z—Z < 1, joten myds 0 < x < 1) tai derivaatan nollakohdissa.
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Koska% # 0, niin f"(x) = 0 kun

1
—1—1=0
xa

1
x1=1
x=1

Lasketaan funktion f &ariarvot néissé pisteisséa:

1
f(o)—a

11 1
f)==-14+--14-=-14+1=0
4 q
=1

Funktion f pienin arvo on siis f(1) = 0, eli kaikilla 0 < x < 1 pétee f(x) = 0. Edella
1
saatiin f(x) = —xP + %x + % < 0, joten antiteesi on osoitettu vadraksi ja ndin ollen

aP b1
ab < —+—.
p q

Alussa oletettiin, ettd aP < b4. Lause saadaan todistettua vastaavasti, kun b4 < aP eli se

patee kaikille a, b > 0.

Youngin epayhtaloa kéayttden voidaan todistaa Holderin epayhtalo [1, s. 14].

Lause 3.1.3. (Holderin epayhtéld) Olkoot p,q > 1 lukuja siten etté %+$ = 1. Olkoon
lisaksi x;,y; € K kaikilla j € N. Tallgin jonoille (x;) € [P ja (y;) € [9 patee Holderin

epayhtalo

oo [ee] 5 oo q

Dlml<( DIl ) (Dl

Todistus. Merkitaan epayhtalén oikean puolen summia

1 1

oo 14 0o q

A=l ] B={ D lnl")
j=1 j=1
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. . . . q .
Havaitaan samalla, etta A7 =32 |x|" ja BT=3X2|y|". Jos A=0, el
Eo_|x, [P)VP = llx[l, = 0, niin normin maaritelmén mukaan talléin on oltava x = 0 eli

x; = 0 kaikilla j € N. Talloin epayhtalé on muotoa 0 < 0. Samoin epayhtalé on tosi, jos

=20 >0
B = 0. Olkoon siis todistuksessa A, B > 0. Merkitdan liséksi a = li‘T’l jab= lyfl, jolloin
>0 ;”o

a, b > 0 ja voidaan kéayttaa Youngin epayhtélod (Lemma 3.1.2.):

aP b4
ab < —+ —.
p q

Sijoitetaan tahan epayhtaloon edelld mainitut a ja b sekd kéaytetddn kompleksilukujen

laskuséantoj |y;| = |7 ja |x| ;] = |%;l-

A B~ p q
Lyl < Lgl” +1M
AB VIS e T TRa

Koska saatu epéayhtélo patee kaikilla j € N, voidaan nyt summata muuttujan j suhteen:

1w, |, 11% o

a5 2.l =55 ) ] quZI%
=1 =1
J ] — -

T

ABZ"ny]' =

o /=1

> || < a8
j=1

Q|

o] o] 5 e}
Dlml<( DIl ) (Dl
j=1 j=1 j=1
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Jonoavaruutta [? varten esitetaan viela Holderin epayhtalon erikoistapaus.

Lause 3.1.4. (Schwarzin epayhtald) Kaikille jonoille (x;), (y;) € 1? pétee Schwarzin
epayhtalo
1 1
o0 %) 2 ) 2
_ 2 2
Dl Dlsl ) (Dl
=1

j=1 j=1

Todistus. Seuraa suoraan Holderin epdyhtalosta, kunp = 2 ja g = 2.

1 1
Huomautus 3.1.5. Holderin epayhtalossa (X52,]x;|")? = lxll, ja (24| ") = lIyll, eli

epayhtalé voidaan kirjoittaa muodossa

oo
> e < el iyl
j=1

Samoin Schwarzin epayhtélo saa muodon

(o]
> ol < lelaliyl
Jj=1

Lause 3.1.6. (Minkowskin epayhtalé) Olkoon p > 1. Talléin Kkaikille jonoille

(x))721, (vj) 721 € [P patee Minkowskin epayhtalo

1 L 1
© p g p 00 p
Z|xj+3’j|p = Z|x;’|p H Z|3’j|p :
j=1 j=1 j=1

Todistus. Jos p = 1, niin epayhtalé on muotoa

oo oo (o]

Z|xj +yl < Z|xj| +Z|yj|-
j j j=1

J=1 J=1 J
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Reaali- tai kompleksiluvuille patee tavallinen kolmioepayhtald [x + y| < |x| + |y|, joka

on tosi myos, kun termeja lasketaan yhteen useampia:
|y + il + |22 + yol + - < loeg | + [ya ] + || + [y + -

eli
lej +y] < Z|xj| + Z|3’j|-
j=1 j=1 j=1

Minkowskin epéyhtald on siis voimassa, kun p = 1.

Olkoon tasté eteenpdin todistuksessa p > 1. Talldin on olemassa myods luku g siten etta

%+$ = 1. Téastd edelleen saadaan p = q(p — 1). Kaytetéan seuraavassa kolmioepayhtaloa

ja Holderin epayhtélda (Lause 3.1.3.) seka tietoa x = (xP)?.

o)

1 1 1
Z|xj+yj|p=2|x]+y]||x]+y]p Z|x]||x]+yjp +Z|y]||x]+y]|p
j= j= Jj=

Jj= L <facj|+]y]

1

Holder [ ® i 4

2 (Dl Z|x,-+y,“” ? Z| yil” | { D b+ n ™7

j=1 J=1 j=1

1 1
oo a/ ] 5 [e's]
Dlg+ul ) Dl ) +( Dl |
Jj=1 \j=1 j=1 /

Jos 5%, |x; + yj|p = 0, niin lause patee, koska 2;"=1|x]~|p >0 ja 2f=1|yj|p > 0. Voidaan

1

<
8
T

1
siis olettaa, etta X2, |x; +y;|” > 0, jolloin myds (Z2,|x; +y;|7)? > 0, ja néin edella

saatu epayhtéld voidaan jakaa téalla termilla.

bl Z|x| Z|y
- ] J

(2 1|x +y]| )q J=1
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——

- S

1 1
o p o )
Z|xj+3’j|p < Z|xj|p + Z|J’j|p
j =1 =1

8
K

oo 14 o' 14 o] p

Z|xj+3’j|p < lej|p + Z|J’j|p

Jj=1 j=1 j=1

Koska todistuksessa kaytettiin Holderin epayhtdlod, myods sen oletukset on oltava
voimassa. Tassa (x;) € [P oletuksen mukaan, mutta lisaksi jonon (|xj+yj|p'1) on

kuuluttava avaruuteen 9. Osoitetaan [2, s. 55] tata varten ensin, ettd (x; + y;) € [P, kun
(X]) elp ja (y]) € lP.

)

D+l <D (Il + ) <) Cmax{ll ) =22 max{lx [, |y,"}
j=1 j=1 j=1 j=1

<22 Yl + ) Iyl <o
)
<

[o9] <oo

Siis (x; + y;) € IP. Lisaksi edellisten tulosten perusteella

) o) =p ©
p-1\4 q(p-1) p
Z(Ixj+yj| ) =Z|xj+y,-| =Z|xj+yj| <
j=1 j=1 j=1
eli |xj +yj|1[7 € 17 ja ndin Holderin epdyhtélon oletukset ovat voimassa, joten sitd oli

mahdollista kayttaa todistuksessa.

Huomautus 3.1.7. Minkowskin epayhtdld saadaan Kirjoitettua kolmioepayhtaloa
muistuttavaan muotoon

llx + yll, < llxll, + Iyl
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3.2. Jonoavaruuden I? taydellisyys

Osoitetaan tassa kappaleessa avaruuden [? tdydellisyys. Lisaksi todistetaan se
sisatuloavaruudeksi, jotta lopuksi saadaan todettua, ettd jonoavaruus [? on myos Hilbertin

avaruus.

Lause 3.2.1. Jonoavaruus

o 1/2
12 = (xn)%o:l: ”x”z = (lenlz) <

n=1

on vektoriavaruus.

Todistus. Kaikkien lukujonojen avaruus on vektoriavaruus ja jonoavaruus [? on tdmén
aliavaruus. Nain ollen riittaa osoittaa [5, s. 6], ettd jos (x;), (y;) € {2 ja A € K, niin t&lldin

myds (1x;) € 12 ja (x; + y;) € I2. Tarkistetaan namé ehdot.

Z|/1xj|2 = WZIxJ-IZ < o

j=1 Jj=1

Toisessa ehdossa kaytetddn Minkowskin epayhtaloé (Lause 3.1.6.).

1 1 1
o 2 /o 7 [ 2
Z|xj+yj|2 = Z|’Cj|2 H Z|yj|2 < @
j=1 =1 j=1
< <

[o9] o

Siis  myss (Ax;))€l® ja  (xj+y;)€l? joten 12 on vektoriavaruus.

Huomautus 3.2.2. Lause 3.2.1. patee myds muille jonoavaruuksille, eli kaikki

jonoavaruudet [P ovat vektoriavaruuksia, kun 1 < p < oo,
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Lause 3.2.3. Jonoavaruus [? on sisatuloavaruus.

Todistus. Jonoavaruus % on edellisen Lauseen 3.2.1. mukaan vektoriavaruus. Koska sen
sisatulo on madritelty tavallisten reaali- tai kompleksilukujen tulon ja summan avulla,
voidaan todeta, etté se toteuttaa kaikki sisatulon ominaisuudet (M&éaritelma 2.1.2.). Lisaksi
sisdtulo on aarellinen luku, silld Schwarzin epéyhtélon (Lause 3.1.4.) mukaan sisétuloa

madritteleva sarja suppenee:

1 1
St < (Yoiat) (Yol <o
n=1 n=1 n=1
< oo < oo

Sisatulo on siis hyvin méaaritelty ja jonoavaruus [? on nain osoitettu sisatuloavaruudeksi.

Lause 3.2.4. Sisatuloavaruus [? on taydellinen.

Todistus. Taydellisyyden méaritelman mukaan on osoitettava, ettd jokainen Cauchyn jono
avaruudessa 12 suppenee kohti raja-arvoa, joka kuuluu avaruuteen 2. Osoitetaan siis ensin,
etta jos avaruuden mielivaltainen jono (x;) € I? on Cauchyn jono, niin se suppenee kohti
jotakin raja-arvoa y, ja liséksi osoitetaan, ettd tdma raja-arvo kuuluu avaruuteen [2, siis

y € 12
Olkoon (x;) Cauchyn jono avaruudessa [2.

On huomattava, ettd avaruuden [? jokainen jono on itse lukujono, eli
X = (X1, X2 Xk 3, - ) KaiKilla k = 1,2, ... Kirjoitetaan selkeyden vuoksi jonot allekkain
(vrt. [7, s. 22]):

xl = (xlll, xllz, ...,xlln, ...)

x2 == (lel, lez, ...,len, ...)

xk - (xkll,xk,z, ...,xk,n, )
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Valitaan jokaisesta jonosta n:s termi ja osoitetaan, ettd myods niistd koostuva lukujono
(Xkn)r=1 On Cauchyn jono (ylla siis n:s sarake). Koska oletuksena oli, ettd (x;) on
Cauchyn jono, niin taten méaaritelman mukaan mille tahansa € > 0 on olemassa luku

M € N siten etté [|x, — x|, < e kaikille k,j = M.

Huomataan nyt, ettd mille tahansa i € Njay = (yq,v,,...) € 12 patee |y;| < |lyll,, koska
Iyl = Zlynl2 = |y 2 + 1y 2 + o+ |y + - = |yl
n=1

Nain ollen |x;, — x| < [|x, — x|, < & kaikille k,j = M eli haluttu jono (x;.,)i-; on
my6s Cauchyn jono. Lisdksi tdimé jono on tavallinen reaali- tai kompleksilukujen jono, ja
koska avaruudet R ja C ovat tdydellisia (ks. esim. [4, s. 28]), niin lukujono (xyn)r-1
suppenee kohti raja-arvoa y,,, joka kuuluu avaruuteen R tai C:

Ill_)rg Xkn = Yn

kaikillan > 1, y, € Rtaiy, € C.

Koska tdma patee kaikilla n > 1, niin jokaisen sarakkeen muodostama jono suppenee kohti
jotakin lukua. Merkitddn naiden raja-arvojen muodostamaa jonoa y = (y1, Y2, «-» Vi -+ )-

Siis
x1 = (xlll, xllz, ...,xlln, ...)

xz = (lel,lez, ...,len, )
X = (xk’]_,xklz, ...,xk,n, )

Y =01Y2 s Yns o)

Seuraavaksi on osoitettava, ettd kyseinen raja-arvo y kuuluu avaruuteen [%. Koska 12 on
vektoriavaruutena suljettu yhteenlaskun suhteen ja x, € (2, niin riittda osoittaa, etta erotus

x, —y €12 jollekin k € N. Talloin nimittdin myos y = x;, — (xx —y) kuuluu téhédn
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avaruuteen [*. Edella saatiin oletetulle Cauchyn jonolle (x;) arvio [lx, — x|, < &, kun

k,j = M. Té&st4 saadaan

0 1/2
el = (Y=l ) - <
n=1

eli
o0
lek’" — x]-,n|2 < g2,
n=1

Summataan sitten vain &arellinen mééra, N € N, termej& yhteen. My0ds niiden summa on

pienempi kuin &2:

N [e¢)

lek’” - x]-,n|2 < lek’" — x]-,n|2 < g2

n=1 n=1

Koska edella osoitettiin, etta jokainen lukujono (xy,)i-; suppenee Kohti raja-arvoa y,,

niin myos (x; ) suppenee kohti lukua y,, kun j — co. Voidaan siis kirjoittaa

N
Z|xk,n _Ynlz < 82:
n=1

jakoska N € N on mielivaltaisen suuri, niin saadaan (N — )

o)

Z'xk,n - Yn|2 < e

n=1

Tama tarkoittaa siis sitd, ettd erotus x;, — vy kuuluu avaruuteen [2, silla sen normi on

aarellinen:

© 1/2
2
llxe —yll, = |xk,n - yn| < g < oo,
n=1

Saatiin osoitettua, ettd raja-arvo y kuuluu avaruuteen [2. Lopuksi naytetaan viela, etta

Cauchyn jono (x;) suppenee juuri kyseista raja-arvoa kohti.

Edella osoitettiin jo, ettd mille tahansa € > 0 on olemassa M € N siten ettd [|x;, — ||, < &,

kun k > M. Tama tarkoittaa raja-arvon maaritelman mukaan sitd, ettd jono (x;) suppenee
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kohti raja-arvoa y. Koska avaruudesta [? valittu Cauchyn jono (x;) on mielivaltainen,
voidaan yleistdd, ettd jokainen Cauchyn jono suppenee tdssa avaruudessa. Siis

sisatuloavaruus (2 on taydellinen.

Lause 3.2.5. Jonoavaruus [% on Hilbertin avaruus.

Todistus. Lauseissa 3.2.3. ja 3.2.4. on todistettu, ettd jonoavaruus [ on taydellinen
sisdtuloavaruus, joten talloin sen sanotaan olevan Hilbertin avaruus.

Taman luvun alussa todettiin, ettd jonoavaruus [? on tavallaan Euklidisen avaruuden
yleistys. Nyt tdman jonoavaruuden esittelyn ja maarittelyjen jalkeen voidaan kayttaa sité
esimerkkind osoittamaan, mita eroa nailla aarellis- ja aaretonulotteisilla avaruuksilla voi

olla.

Esimerkki 3.2.6. Aarellisulotteisessa avaruudessa jokaisella rajoitetulla reaalilukujen
jonolla on suppeneva osajono (ks. esim. Bolzano-Weierstrassin lause [4, s. 23]). Tdmé ei
kuitenkaan pade enaa aaretonulotteisessa avaruudessa, silla esimerkiksi jonoavaruudesta 12

16ytyy helposti rajoitettu jono, jolla ei silti ole suppenevaa osajonoa.

Olkoon (e,,)s-, avaruuden [? jono siten ettd
e; = (1,0,0,0,...)

e, = (0,1,0,0, ...)

Talloin kaikillan € N

1
* 2
lexll = <Z|xn|2) -1,
n=1
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joten jono (e,), on rajoitettu. Nyt kuitenkin ||e,, — e, || = v/2 aina kun n # m, joten
maaritelmén mukaan (e,,) ei voi olla Cauchyn jono. Talldin ei mydskaan mikaan osajono
(enk) ole Cauchyn jono, eika nain ollen suppeneva. Siis avaruuden [? rajoitetulla jonolla

(en)5-, €iole suppenevaa osajonoa.

4. ORTOGONAALISUUS

Ortogonaalisuuden kasite mainitaan usein Hilbertin avaruuksien suurimmaksi eduksi.
Hilbertin avaruuksille mééritetty sisdtulo mahdollistaa sen, ettd vektorien tai joukkojen
ortogonaalisuus on selvitettdvissa. Taman seurauksena avaruuksien tavallisten
kantavektorien sijaan voidaan kdyttda ortonormaaleja kantoja, ja jokainen vektori Hilbertin
avaruudessa voidaan Kirjoittaa tdman ortonormaalin eli Hilbertin kannan vektorien avulla.
Méadritella&n aluksi tarvittavat késitteet ja annetaan esimerkki Hilbertin kannasta. Sen
jalkeen saadaan laajennettua tutun Pythagoraan lauseen sisaltéd &aretdnulotteiseen

tapaukseen asti sekd ilmaistua vektorin normi pelkastaan skalaarien avulla.

4.1. Ortogonaaliset ja ortonormaalit joukot

Maaritelma 4.1.1. Kaksi vektoria ovat ortogonaaliset, jos ne ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa. Sisdtuloavaruudessa V' madritellaan, ettd vektorit x eV ja y € V ovat

ortogonaaliset, jos niiden sisatulo on nolla:

x L yjos ja vain jos (x|y) = 0.

Maaritelma 4.1.2. Sisatuloavaruuden V osajoukko S on ortonormaali, jos kaikki sen

vektorit ovat pareittain ortogonaaliset ja jokaisen vektorin normi on yksi:
(1) (x|y) = 0 kaikille x,y € Skunx # y

) Il x Il = 1 kaikille x € S.



23

Maaritelma 4.1.3. Sisdtuloavaruuden V' vektoreiden jono (e,) on ortonormaali jono, jos
se muodostaa ortonormaalin joukon, eli jonon jasenet ovat keskenddn ortogonaalisia ja

jokaisen normi on yksi:
(1) (ej|ex) = 0 kaikilla j # k

2) llexll = 1 kaikilla k € N.

4.2. Hilbertin kanta
Maaritelma 4.2.1. Aérellisulotteisen vektoriavaruuden V kanta on kyseisen avaruuden
lineaarisesti rippumaton osajoukko, joka virittd4 avaruuden V.
Toisin sanoen, joukko S = {x4, ..., x,} € V on vektoriavaruuden V kanta, jos se
(1) on lineaarisesti riippumaton: kaikilla 44, ..., 4,, € K on voimassa
Mxy++4x, =0 =4, =-=4,=0

(2) virittaa vektoriavaruuden V: jokainen x € V voidaan esittdé yksikésitteisesti skalaarien

A1, -, A, € K ja kantavektoreiden lineaarikombinaationa muodossa

x = Axg + o+ Apxp.

Maaritelma 4.2.2. Adrellisulotteisen sisituloavaruuden kannan sanotaan olevan

ortonormaali kanta, jos kantavektoreiden joukko on ortonormaali.

Esimerkki 4.2.3. Joukko {e;,e,,...,e,} on avaruuden R™ ortonormaali kanta, silla se

virittdd avaruuden R™ ja liséksi sen kaikki vektorit en =(00,..,1,..,0) ovat

n:s

lineaarisesti riippumattomat ja ortogonaaliset seka jokaisen normion |le, || = 1.
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Ortonormaalin kannan kasite voidaan yleistad tietyin oletuksin myos adretonulotteisiin
sisatuloavaruuksiin. Maéritelladn seuraavaksi ortonormaali kanta Hilbertin avaruudelle,
joka siis voi olla myds &aretonulotteinen avaruus. Lopuksi osoitetaan lause, joka antaa
yhden tavan todistaa joukko Hilbertin kannaksi [2, s. 73], sek& annetaan esimerkKki
téllaisesta adretonulotteisesta kannasta.

Maaritelma 4.2.4. Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta eli Hilbertin kanta on

maksimaalinen ortonormaali joukko S c H, joka virittad avaruuden H.

Maksimaalinen ortonormaali joukko tarkoittaa tdssa sitd, ettd joukko ei sisally muuhun

ortonormaaliin joukkoon. Jos siis S c U ja myds U on ortonormaali, niin talléin S = U.

Lause 4.2.5. Olkoon S ¢ H ortonormaali joukko Hilbertin avaruudessa H. Talléin S on
avaruuden H Hilbertin kanta jos ja vain jos ainoa vektori, joka on ortogonaalinen kaikkia

joukon S vektoreita vastaan, on nollavektori.

Todistus. Olkoon x € H sellainen, ettd x L S eli vektori x on kohtisuorassa kaikkia joukon

S vektoreita vastaan.

Oletetaan ensin, ettd S on Hilbertin kanta. Tehdaan antiteesi: x # 0. Talldin voidaan valita

vektori ﬁ joka on my6s ortogonaalinen kaikkia joukon S vektoreita vastaan ja lisaksi sen

X
llxll
maksimaalinen ortonormaali joukko eli vastoin oletusta se ei ole Hilbertin kanta. Antiteesi

normi on 1. Ndin saadaan uusi, laajempi ortonormaali joukko S U { } joten S ei ole enda

on siis vaara, joten on oltava x = 0 kaikilla x € H, joille patee x L S.

Oletetaan sitten, ettd vain nollavektori on ortogonaalinen kaikkia joukon S vektoreita
vastaan, eli x = 0 kaikilla x € H, joille patee x L S. Talldin mikdan muu vektori y € H,
joka ei ole nollavektori, ei voi olla ortogonaalinen joukon S vektoreita vastaan. Siis joukko

S on maksimaalinen ortonormaali joukko eli Hilbertin kanta.
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Esimerkki 4.2.6. Joukko {e,,e,, ...,e,} mainittiin Esimerkissd 4.2.3. avaruuden R"
ortonormaaliksi kannaksi. Aaretonulotteiselle jonoavaruudelle I ortonormaali kanta on

vastaavasti (en)nen, Missd e, = (0,0,.., 1,..,0,..) € [? kaikilla n € N. Osoitetaan
n:s

tama todeksi edellisen Lauseen 4.2.5. avulla. Merkitaan vektorin e,, alkioita (e;, 1, ey, 2, ... ).

Olkoon x = (x,) € I? ja x L e, kaikilla n € N. Talloin siis ortogonaalisuuden mukaan
(x|e,) = 0. Toisaalta jonoavaruudessa [? tama sisatulo on maarittelyn mukaan (x|e,) =
Yi—1Xplng =%X1-04+x,- 04+ +x,-14+x,49 -0+ =x, Saatiin siis x,=0

kaikillan € N, joten x = 0. Nain ollen (e,,),en ON jonoavaruuden [? Hilbertin kanta.

Adrellisulotteisen tapauksen tavoin (Maaritelma 4.2.1.) mika tahansa Hilbertin
avaruuden  vektori x € H voidaan Kirjoittaa  kantavektoreiden  ddrettomana

lineaarikombinaationa

o)
X = Z /1kek
k=1

missd 1, € K ja e, € S, kun S on avaruuden H kanta. Tdma sarja on aarettomanakin hyvin

madritelty, miké tullaan osoittamaan Lauseessa 4.3.6.

4.3. Pythagoraan lause

Pythagoraan lauseen mukaan suorakulmaisessa kolmiossa kateettien neliGiden summa on
yhta suuri kuin hypotenuusan nelio: x2 + y? = z2. Lause patee myos kaantéen, jolloin sen
avulla voidaan selvittdd, onko jokin kolmio suorakulmainen. Olennaista tassé on
nimenomaan se, ettd kolmion kaksi sivua on toisiaan vastaan kohtisuorassa. Pythagoraan
lause yleistyy myds korkeampiulotteisiin avaruuksiin, jolloin joukon jokaisen vektorin on
oltava kohtisuorassa toisia vastaan. Esitetddn aluksi Pythagoraan lauseen yleistys

sisatuloavaruuksissa.
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Lause 4.3.1. Pythagoraan lause on voimassa vektoreiden normille tdésmalleen silloin, kun
vektorit ovat keskenddn ortogonaaliset eli niiden sisdtulo on nolla. Toisin sanoen

sisdtuloavaruuden V vektoreille x, y € V pétee

llx + ¥11? = llxlI* + llyll* jos ja vain jos (x|y) = 0.

(54! llx + Il

Il

Todistus. Kolmioepayhtalon todistuksessa Lauseessa 2.2.2. saatiin
Ix+y 17 = llxI* + 2 Re(x|y) + llylI?,
joten
Ilx+yl?=lxII?+llyll?e (x]y)=0.
n

Edelld todistettiin  Pythagoraan lause kahdelle sisatuloavaruuden vektorille.
Laajennetaan edelleen lauseen sisdltod koskemaan kaikkia keskenddn ortogonaalisia

vektoreita aarellisulotteisessa sisdtuloavaruudessa.

Lause 4.3.2. Olkoon {x,..,x,} joukko keskendadn ortogonaalisia vektoreita

sisatuloavaruudessa. Talloin

DRETEDNETR

n
j=1 j=1

Todistus 1. Todistetaan lause ensin kayttaméalla induktiomenetelmaa.
Kun n = 2, niin edellisen Lauseen 4.3.1. perusteella Il x; + x, IIZ = Il x; 12+l x II2.

Oletetaan nyt, etté véite patee, kun n = k:
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k
1) x512= ) g1
= =

eli

Iy + o x 12 =1 og 124+ 1 x 12

Osoitetaan sitten, ettd véite patee tapauksessan = k + 1.

k+1
n=2
~
Il E X2 =12y 4+ X +xpp1 12 F Ml 41 xpq 12
SN— —’
j=1 = u

= xg + 4 2 1%+ 1 Xpeqq 112

k+1
oletus
SN ey 12 4+ o g 12+ 1 X 17 = Zuxj .

Siis vdite on tosi myds, kun n =k + 1, joten induktioperiaatteen mukaan lause on
todistettu.

Todistus 2. Toisessa todistuksessa kéytetddn summan ja sisatulon ominaisuuksia [2, s. 70].

Oletetaan, ettd x; # x; , kun i # j. Koska vektorit ovat ortogonaalisia, niin sisatulo

(xj|x;) = 0 téasmalleen silloin, kun x; # x;. Sisatulolle on Mééritelman 2.1.2. mukaan

voimassa osittelulaki (x + y|z) = (x|z) + (y|z). Néin saadaan

n n —Okunl#:]

IIEn:xj |2 = Zn:xj Z iz (x]|x = i(lexj) = ill x; 1%

j=1 j=1 i=1 j=1i=1
~———— —, —

=(xjlx)
m

Edellisessa kappaleessa todettiin, ettd aarellisulotteisessa vektoriavaruudessa V' mika
tahansa vektori x €V  voidaan Kirjoittaa skalaarien ja  kantavektoreiden
lineaarikombinaationa muodossa x = X.}_, Are,. Hilbertin avaruudessa H puolestaan
voidaan kayttad aarettomiakin summia x = Y37, Axey, kun x € H. Kun vektorit saadaan

ilmaistua ndin kantavektoreiden avulla, niin talldin vektorin normille saadaan lauseke
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skalaarikertoimien summana. Tatd varten esitetddn ensin aarellisulotteinen Parsevalin
yhtald [6, s.109].

Lause 4.3.3. (Parsevalin yhtéalé) Olkoon E = (eq,e,,...,e,) sisatuloavaruuden V
ortonormaali kanta. Olkoon x = }_; Axer Jay = X7, pie;, missa A, u; € K. Talloin

on voimassa Parsevalin yht&lo:
n
(ely) = ) le)Tled
k=1
eli

n
(ely) = ) Al
k=1

Todistus. Kéaytetaan hyddyksi sisdtulon ja summan ominaisuuksia.

(xly) = (i Aey Zn:liiei) = i Ay <ek Zn:.uiei) = zn:/lkzn: zw
= =1 k=1

i=1 k=1 i=1 =0

n n
Z A (.Uk (eklek)> Z A
k=1 1 k=1

Seuraus 4.3.4. Olkoon edellisen Lauseen 4.3.3. oletukset voimassa. Parsevalin yhtalosta

saamme vektorin x normin nelidlle lausekkeen

%117 = (xl) = ) e Tle) = ) Ixle)l = D I4l2
k=1 k=1 k=1

Tietyin ehdoin edellinen tulos saadaan voimaan myds aaretonulotteisessa Hilbertin

avaruudessa. Sen osoittamiseksi todistetaan ensin Besselin epayhtald [1, s. 76].
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Lause 4.3.5. (Besselin epayhtalo) Olkoon (er)y-, ortonormaali jono Hilbertin

avaruudessa H. Talloin kaikilla x € H patee

oo
D lexlenl” < llxl”
k=1

Todistus. Merkitéén y = Y7_; (x|ey)ey, koska ndin vektorit y ja x — y ovat ortogonaaliset:

Lasketaan sisatulo termeittain kaikille i = 1, ..., n, jolloin sisatuloksi saadaan nolla.

(x - Z(xlek)ek
k=1

Nyt voidaan kéyttad Pythagoraan lausetta 4.3.1. ja saadaan epéyhtal6 (4.3.5)

ei> = (x|e;) — Z(X|ek) (exle) = (xle;) — (xle;) = 0.
k=1

{=0,kun k#i
=1,kun k=i

lxll? = lCx =) + ylI2 = |lx = ylI? + lylI? = lIyll?
=0

Seuraavaksi voidaan kéyttaa laajennettua Pythagoraan lausetta 4.3.2, silld ortonormaalissa

jonossa jokainen vektori e; on kohtisuorassa vektoria e; vastaan, kun i # j. Liséaksi

jokaisen vektorin normi ||e;|| = 1 ja kertoimet (x|e;) ovat skalaareja. N&in saadaan

D (xlees
k=1

= [I(xleell? + - + ll(xlen)en lI?

2 2
= |(xleDI? llegl|” + -+ [(xle) ? llenll” = [Cele)]? + - + [ (xlen)|?

= ) lGlen)l”
k=1

Kun nyt sijoitetaan tama epayhtéléon (4.3.5), niin saadaan Besselin epayhtalon &arellinen

2

Iyll? = = [I(xler)es + -+ + (xlen)enll?

Versio:

n
D lxlen)l” < lixli
k=1

Annetaan vield summan ylarajan lahestya daretontd, jolloin lopulta saadaan (koska x € H

el riipu k:sta)
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[ee} n
D leden? = lim > [(xle)l? < lim [lx|? = Il
n—oo n—-oo
|

Nyt saadaan lopuksi esitettyd ns. adretonulotteinen Pythagoraan lause eli Parsevalin
yhtélo ja ehto ddretonulotteisen sarjan suppenevuudelle [5, s. 106; 7, s. 34].

Lause 4.3.6. Olkoon (ey)y-,; ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa H ja olkoon

(M) r=1 lukujono, siis A, € K kaikilla k € N. Talloin sarja

(o] (00]
X = Z Arey suppenee jos ja vain jos Z:I)Lkl2 < oo,
k=1 k=1

Liséksi tallgin

z Aexl|| = Z|/1k|2
k=1 k=1

eli

[o2]
Il = > 14l
k=1

Todistus. Adrellisulotteisessa tapauksessa kaikille n > j > 1 saadaan Seurauksen 4.3.4.

perusteella yhtélo (4.3.6)

Oletetaan ensin, ettd Y|4, |? < oo. Télldin, olkoon & > 0, voidaan valita sellainen
M € N, jolle

z A2 < &2,

k=M+1



Olkoonn = m > M ja sarjan osasumma

n
Sp = z Akek.
k=1

Talloin

n

Z Axex

k=m+1

(4.3.6.)

”Sn'_'&m” =

n m
S he-ne
k=1 k=1
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joten Méaéritelman 2.1.10. mukaan (s,,) on siis Cauchyn jono. Koska Hilbertin avaruus H

on tdydellinen, niin avaruuden jokainen Cauchyn jono suppenee siind avaruudessa. Siis

osasummien jono (s,)n=; Suppenee, mikd Maéaritelmdn 2.1.12. mukaan osoittaa sarjan

Yr=1 Ak €x suppenevuuden.

Oletetaan sitten, ettd sarja x = )7, Axe, suppenee. Lasketaan ensin sisatulo,

n=mz=1.

n
(Z Axex
k=1

Sisatulon jatkuvuuden (Lause 2.2.4.) perusteella saadaan aarettomalle sarjalle sisatulo

[ee] n
(xle,y) = (Z Axex em) = lim <Z Axex
k=1 " k=1

Nyt voidaan kayttad Besselin epayhtéloa (Lause 4.3.5.), jolloin

[o9) [o9]
DIl = Y lxlel < Nl < o,
k=1 k=1

koska oletuksena oli, ettd sarja x = Y.;°-; Axex Suppenee.

em) Zﬂ'k (eklem) = Am-

=0, kun k+m
=1,kun k=m

n—-oo

em> = lim A,,, = 4,,,.

On saatu todistettua, ettéd sarja x = Y5, A, €) suppenee jos ja vain jos Yp—q|Ax|? < oo.

kun

Viimeisend osoitetaan vield ns. Parsevalin yhtalo (t4&t4 nime&d kaytetddn joskus myos

muiden yhtaldiden yhteydessa).
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Koska é&érellisulotteinen tapaus (4.3.6) on voimassa kaikille n > j > 1, niin valitaan nyt

j = 1 jaannetaan n:n lahestya aaretonta:

= lim |Ak|2

n—oo

eli

N&in saatiin normin nelidlle yhtalé myds ddrettdman sarjan tapauksessa:

[o9]
Ill? = ) 1l
k=1




33

Lahteet

[1] Astala, K., Piiroinen P., Tylli, H. Funktionaalianalyysin peruskurssi. 2006.
mathstat.helsinki.fi/kurssit/FApk/luennot/fa.pdf, viitattu 30.6.2014.

[2] Cheney, W. Analysis for Applied Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2001.
[3] Conway, J. A Course in Functional Analysis. Springer-Verlag, New York, 1985.

[4] Davidson, K., Donsig, A. Real Analysis and Applications. Springer Science+Business
Media, New York, 2010.

[5] Debnath, L., Mikusinski, P. Introduction to Hilbert Spaces with Applications.
Academic Press, San Diego, 1990.

[6] Kahanpad, L., Hannukainen, M. Lineaarinen algebra ja geometria. Jyvaskylan
yliopistopaino, Jyvéskyla, 1999.

[7] Young, N. An introduction to Hilbert space. Cambridge University Press, Cambridge,
1988.



