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Kvaterniot ovat muotoa x; + ixy + jxs + kxy olevia neliulotteisia lukuja, jotka
muodostavat omien yhteen- ja kertolaskusdidntdjensa kanssa kvaternioiden joukon H.
Irlantilainen matemaatikko Sir William Hamilton kehitti kvaterniot vuonna 1843 et-
siessddn kompleksiluvuista seuraavaa lukualueiden laajennusta.

Kuten jokainen kompleksiluku voidaan esittdd kahden reaaliluvun avulla, voidaan
jokainen kvaternio esittdd kahden kompleksiluvun avulla muodossa ¢ = z 4+ jw, missa
Z = 1 + 1xy jJa w = x3 + ixy. Kvaterniot voidaan esittdd vaihtoehtoisesti myds
matriisimuodossa siten, etti kvaterniota ¢ = x1 + iz + kxs + kx, vastaa matriisi

T —F’iZCQ T3 +il‘4

4= —T3 +ixy T — 1T

Joitakin kvaternioiden ominaisuuksia on helpompi tutkia niiden matriisimuotojen
kautta.

Kvaternioiden kertolasku ei ole kommutatiivinen, joten kvaternioiden joukko H
varustettuna kvaternioiden yhteen- ja kertolaskulla ei ole kunta. Se on kuitenkin ja-
korengas.

Kvaterniot voidaan jakaa reaalisiin kvaterniothin o = x1 ja imaginaarisiin kvater-
niothin u = 1xo+ jrz+kxy, ja jokainen kvaternio voidaan esittdda muodossa ¢ = a+u.
Imaginaariset kvaterniot voidaan samaistaa avaruuden R3 vektoreihin o = (21, 2, T3),
ja tilloin avaruuden R? vektoreiden ominaisuuksia voidaan tarkastella kvaternioiden
avulla.

Erityisesti avaruuden R? kiertoja voidaan tarkastella imaginaaristen kvaternioiden
avulla. Kun mééritellddn kuvaus T, : Im(H) — Im(H),

Ty () = q0qgy

missd gy € H, saadaan kuvausten T} ja imaginaaristen kvaternioiden avulla esitettya
kaikki avaruuden R? kierrot.

Kvaternioiden avulla voidaan myd&s osoittaa, ettd jokainen alkuluku voidaan esit-
tda neljan kokonaisluvun nelién summana. Tamé tapahtuu méarittelemalld Hurwitzin
kvaterniot, jotka ovat sellaisia kvaternioita, joiden reaalilukukomponentit ovat kaik-
ki joko kokonaislukuja tai parittomien kokonaislukujen puolikkaita. Koska jokainen
kokonaisluku voidaan esittdd alkulukujen tulona, saadaan osoitettua, ettd jokainen
kokonaisluku voidaan esittdd neljin kokonaisluvun nelion summana.

Kvaternioista seuraava lukualueiden laajennus on kahdeksanulotteisten oktonioiden
joukko. Kuten jokainen kvaternio voidaan esittda kahden kompleksiluvun avulla, voi-
daan jokainen oktonio esittdad kahden kvaternion avulla. Oktonioiden kertolasku ei ole
kommutatiivinen eiké edes assosiatiivinen, joten oktoniot eivit muodosta ryhméa.
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Johdanto

Kvaterniot ovat neliulotteisia lukuja, jotka ovat muotoa x; +ixo+ kxs+ kxy, missi
X1, T2, X3, x4 € Rjai, ) jak ovat imaginaariyksikoita. Kvaternioille on méaritelty omat
yhteen- ja kertolaskusddnnot.

Kvaterniot keksi pitkdn tutkimisen jilkeen irlantilainen Sir William Hamilton
vuonna 1843. Héan yritti pitkddn laajentaa kompleksilukuja kolmiulotteisiksi hyper-
kompleksiluvuiksi, joiden kertolasku toteuttaisi reaalilukujen kertolaskun saédnnot. Ny-
kydian voidaan helposti osoittaa, ettd tillaista lukukolmikoiden kertolaskua ei voida
l6ytaa. Hamilton keksi lopulta laajentaa lukukolmikot neliulotteisiksi luvuiksi, kvater-
nioiksi. Kappaleessa 1 kiydéaan 14pi hieman Hamiltonin henkilohistoriaa sekd enem-
méan kvaternioiden 10ytymisen historiaa.

Kvaternioiden joukko H on neliulotteinen avaruus varustettuna kvaternioiden yh-
teen- ja kertolaskuilla. Peruskvaternioiden kertolaskusadnnét ovat

7;2:]-2:]{2:_17
1) =—Ji=%k, Jk=-kj=1, ki=—ik=1].

Niistd johtamalla saadaan laskettua kertolaskusadnto kahdelle kvaterniolle. Luvussa
2 esitellddn kvaternioiden laskusdannot sekd kdydadan liapi kvaternioiden yleisid omi-
naisuuksia. Luvussa 2 kerrotaan, ettd kvaterniot voidaan esittda muodossa ¢ = o+ u,
missd o = x1 on reaalinen kvaternio ja u = ixy + jxs + kxy tmaginaarinen kvaternio.
Myohemmissé luvuissa huomataan, ettd erityisesti imaginaariset kvaterniot ovat hyo-
dyllisid monissa sovelluksissa.

Jokainen kvaternio voidaan esittdd myos kahden kompleksiluvun avulla, jolloin
voidaan merkitd ¢ = z+ jw, missd z = x1 +1ix9 ja w = x3+ 124 ovat kompleksilukuja.
Vaihtoehtoinen tapa merkitéd kvaternioita on esittdé kvaternio ¢ = xy +ixo+jx3+kxy
matriisina

X1 + ifL’Q T3 + iil?4
—T3+iry T] — 129

Luvussa 3 ndytetdén, ettd kvaternioiden laskutoimitukset vastaavat matriisien lasku-
toimituksia. Matriisimuodossa esittdessa monia kvaternioiden ominaisuuksia on hel-
pompi todistaa.

Luvussa 4 tutkitaan kvaternioiden algebraa. Tésséd luvussa osoitetaan, ettd perus-
kvaternioiden joukko G = {£1, +i, +j, -k} varustettuna kvaternioiden kertolaskulla
on ryhma ja ettéd kvaternioiden joukko H varustettuna kvaternioiden yhteenlaskulla ja
kertolaskulla on vino jakorengas, jonka keskus on Re(H) eli reaalisten kvaternioiden
joukko.

Imaginaariset kvaterniot voidaan samaistaa avaruuden R? vektoreihin niin, etti
imaginaarista kvaterniota v = iz, + jxo + kxs vastaa avaruuden R3 vektori
x = (z1, 9, x3). Luvussa 5 huomataan, ettd imaginaaristen kvaternioiden kertolasku
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2 JOHDANTO

voidaan kirjoittaa muodossa
uv = —(u,v) +u X v,

missd (u,v) on vektoreiden u ja v sisdtulo ja u X v ristitulo. Luvussa 5 kiydaan
lapi avaruuden R? vektoreiden, eli imaginaaristen kvaternioiden, ominaisuuksia, muun
muassa sisdtulon ja ristitulon laskusidantoja.

Luvussa 6 niytetiin, kuinka avaruuden R? kiertoja voidaan esittii kvaternioiden
avulla méarittelemalla kuvaus T, : H — H,

Too (@) = 20995 ",

missa gy on yksikkokvaternio. Tassa luvussa kiydaan 1api kuvauksen 7}, ominaisuuk-
sia ja osoitetaan muun muassa ettd kuvaus 7y, on bijektio ja ettd se kuvaa imaginaa-
riset kvaterniot imaginaarisiksi. Luvun lopussa osoitetaan, ettd kuvausten 7;, avulla
saadaan esitettyi kaikki avaruuden R? kierrot. Esimerkin avulla niytetiifin, kuinka
tadmé kiytannossa toimii.

Luvussa 7 méaaritellidn Hurwitzin kvaterniot, eli sellaiset kvaterniot, joiden kaik-
ki reaalilukukomponentit ovat joko kokonaislukuja tai parittomien kokonaislukujen
puolikkaita. Hurwitzin kvaternioita apuna kiyttden todistetaan, ettd miki tahansa
alkuluku voidaan esittdé neljin kokonaisluvun nelion summana. Tatd tulosta apuna
kdyttden osoitetaan, ettd mikd tahansa kokonaisluku voidaan esittdd neljan kokonais-
luvun nelion summana.

Kun Hamilton oli 16ytdnyt kvaterniot, alettiin luonnollisesti etsid seuraavia lu-
kualueiden laajennuksia. Luvussa 8 tutustutaan lyhyesti oktonioihin, kahdeksanu-
lotteisiin lukuihin, jotka kayttdytyvat hyvin samankaltaisesti kuin kvaterniot. Kuten
jokainen kvaternio voidaan esittdd kahden kompleksiluvun avulla, voidaan jokainen
oktonio esittdd kahden kvaternion avulla. Oktonioille ei voida méaritelld kommuta-
tiivista eikd edes assosiatiivista kertolaskua, joten oktonioiden joukko O ei muodosta
ryhmaa.



LUKU 1
Historiaa

Historian tietojen lahteend on kiytetty teoksia |9] ja [11].

Sir Willian Hamilton (1805-1865) oli irlantilainen matemaatikko. Hén oli jo lap-
sena poikkeuksellisen dlykés ja opiskeli setdnsi johdolla koko lapsuutensa ajan useita
eri kielid, muun muassa latinaa, kreikkaa ja hepreaa. 13-vuotiaana hin koki saaneen-
sa tarpeekseen kielistd, ja hdnen kiinnostuksensa matematiikkaa kohtaan herési. Han
aloitti opiskelut Dublinin Trinity Collegessa 18-vuotiaana ja toimi sielld myos astrono-
mian opettajana jo ennen valmistumistaan. Hinen uransa eteni vauhdilla. Hanet ni-
mitettiin vuonna 1827, 22-vuotiaana, Irlannin kuninkaalliseksi astronomiksi. Vuonna
1835, vain 30-vuotiaana, hinet lyotiin ritariksi ja hinestéd tuli sir William Hamilton.

Hamiltonin kiinnostus kvaternioita kohtaan alkoi kompleksiluvuista. Yksi hdnen
ailemmista tunnetuista saavutuksista olikin, kun hin vuonna 1835 esitti, ettd komplek-
siluvut voidaan mééritelld reaalilukupareina x + iy = (x,y) ja ettd reaalilukujen
yvhteen- ja kertolaskun lait assosiatiivisuus, kommutatiivisuus ja distributiivisuus pé-
tevit my6s kompleksiluvuille.

Hamilton mietti, kuinka lukualueita voisi laajentaa kompleksiluvuista eteenpéin.
Hén halusi laajentaa kompleksiluvut kolmiulotteisiksi hyperkompleksiluvuiksi, eli sel-
laisiksi lukukolmikoiksi, jotka ovat muotoa a + i + jv = («, 5,7), missé i ja j ovat
imaginaariyksikoitd joille pitee i2 = j2 = —1. Ehtona oli, etts lukujen tdytyisi kiyt-
taytya yhteen- ja kertolaskun suhteen samoin kuin reaalilukujen. Lisdksi kun luvuille
méédritelliin normi N(a+i8+j7v) = a®+ 32 +~2, tulisi kertolaskun olla yhteensopiva
sen kanssa, eli N(xy) = N(z)N(y) kaikilla lukukolmikoilla z ja y.

Lukukolmikoille oli helppo mééritelld yhteenlasku, joka toimii kuten reaaliluku-
jen yhteenlasku; lasketaan luvut yhteen komponenteittain kuten kompleksilukujenkin
yhteenlaskussa, («, 3,7)+ (a,b,¢) = (a+a, B+b,v+c). Kertolaskun méaritteleminen
kuitenkin aiheutti ongelmia. Hamilton yritti vuosia keksid lukukolmikolle kertolaskua
(o, B,7)(a,b,c) = (A, B,C), joka toimisi kuten reaalilukujen kertolasku ja joka olisi
yhteensopiva normin kanssa, mutta ei yrityksistddn huolimatta koskaan onnistunut.
Ennen kuolemaansa hén kirjoitti kirjeessd pojalleen: "Joka aamu, kun tulin aamiai-
selle, kysyit minulta: 'Isé, joko siné osaat kertoa lukukolmikoita?’ Joka kerta jouduin
vastaamaan paan pudistuksen kera 'Ei, osaan vain laskea niitd yhteen ja vihentda.’ ”

Nykyédan on helppo osoittaa, ettd tillaista kertolaskua ei voida méaritelld luku-
kolmikolle:

Olkoot 1 = (1,0,0), 2 = (0,1,0) ja j = (0,0, 1) perusyksik6itd siten, etta
i? = j2 = —1. Tallsin olisi

1] =a+ Pi+7yj
3



4 1. HISTORIAA

joillakin «, 8,y € R. Jos oletetaan, ettd kertolasku on assosiatiivinen, niin pitee
i(ij) = (i)j = —j. Nyt
—j =i(ij) = i(a+ Bi +7j) = (ai — B+ 7ij)
=ai— B +vy(a+ Bi+ )
= (ya = B) + (v8 + )i + (v*)7.

Siis olisi v2 = —1, miké ei voi olla mahdollista, silli v € R.

Itse asiassa ranskalainen matemaatikko Adrien Marie Legendre osoitti jo 1830-
luvulla, ettd lukukolmikoille ei voida mééritelld reaalilukujen tapaan toimivaa ker-
tolaskua. Jos Hamilton olisi lukenut lukuteoriaa ja kuullut tdstd tuloksesta, hin ei
luultavasti olisi kiyttdnyt turhaan vuosia tallaisen kertolaskun etsimiseen.

Kvaternioiden loytymisen ldpimurto tapahtui vuonna 1843. Tarinan mukaan Ha-
milton oli 16. lokakuuta vuonna 1843 kidveleméssa vaimonsa Lady Hamiltonin kanssa
tapaamiseen Kuninkaalliseen Irlannin Akatemiaan. Kavellessddn Broughamin sillal-
la hdn viimein tajusi, ettd kahden imaginaarisen yksikon sijaan héan tarvitsisi kolme.
Hén raapusti keksiménséd imaginaariyksikoiden laskusdénnot sillan kiveen:

2= =k =ijk=—1.

Hamiltonista tuli kvaternioiden luoja, ja kvaternioita kutstutaankin myts Hamil-
tonin kvaternioiksi. Hamilton kéytti ldhes koko loppueldménsa kvaternioiden tutki-
miseen ja kirjoitti niistd myos kirjallisuutta. Kvaternioista tuli Dublinin yliopistossa
myds oma opetettava aineensa.

Monet matemaatikot viahétteliviat kvaternioiden merkitysté, silld niiden kertolas-
ku ei ollut kommutatiivinen, eli ne eivit toimineet kuten "tavalliset” luvut. Hamilton
kuitenkin uskoi, ettd kvaternioilla tulisi olemaan tarked rooli fysiikassa. 1880-luvulla
Josiah Willard Gibbs ja Oliver Heaviside kehittelivat nykymuotoista vektorianalyysia
ja keksivat kayttda kvaternioita vektoreina erottamalla niistd reaali- ja imaginaario-
san erilleen. Téssé tarkoituksessa kvaternioita kdytetddn yhé edelleen fysiikan ja tek-
niikan sovelluksissa. Kvaternioiden l6ytymiselld oli toinenkin tirked seuraus; ne olivat
ensimmadiset luvut jotka eivit toteuttaneet “tavallista” algebraa. Vaikka kaikki eivét
heti hyviksyneetkidn kvaternioita oikeiksi luvuiksi, niiden kehittdminen vapautti al-
gebrallista ajattelua ja avasi ovia uudenlaiselle matemaattiselle ajattelulle.



LUKU 2

Kvaterniot

Luvun 2 tietoja on poimittu ldhes kaikista ldhteistd. Pddasiallisina ldhteind on
kiytetty luentomonistetta [4] seki teoksia [1], [2] ja [10].
Merkit#in vektoriavaruudessa R*

1=(1,0,0,0), i =(0,1,0,0),

j=1(0,0,1,0), k= (0,0,0,1).
Tallsin kaikki avaruuden R* alkiot voidaan kirjoittaa muodossa
x = (21, T9,x3,24) = 211 + Tt + 23] + x4k = 21 + P29 + jr3 + kay,

missi x1, xq, x3, x4 € R. Téllaisia neliulotteisia lukuja kutsutaan kvaternioiksi. Kva-
ternioita 1, 7, j ja k kutsutaan peruskvaternioiksi. Kvaternioiden joukko H on neliu-
lotteinen avaruus varustettuna kvaternioiden yhteen- ja kertolaskulla.

Olkoot ¢ = x1 + 129 + jx3 + kxy ja p = y1 + 1y2 + Jys + kyy kvaternioita. Vekto-
riavaruuden laskusadntojen nojalla kvaternion ¢ ja reaaliluvun s tulo on

sq = s(xy +ixe + jrs + kxy) = sxy + isxy + jsrs + ksxy,
kvaternioiden ¢ ja p yhteenlasku on

q+p= (21 +izve + jos + kxy) + (p1 + iy2 + Jys + kya)
= (x1+vy1) +i(we +yo) + j(x3 + y3) + k(x4 + ya)
ja vahennyslasku
q—p= (o1 +ivg + jws + kry) — (y1 +iy2 + Jys + kya)
= (v1 —y1) +i(we — y2) + j (23 — y3) + k(x4 — ya).

Kvaternioiden ¢ ja p kertolaskun méérittelemiseksi méaritellddn ensin peruskva-
ternioiden kertolaskusdannot, joiden avulla voidaan johtaa yleinen kahden kvaternion
kertolasku. Peruskvaternioiden kertolaskukaavat ovat

=2 =k =ijk=—1

ij = —ji=k
jk=—kj=i
ki = —ik = j.

Peruskvaternioiden kertolaskut voidaan esittaa taulukkona:
5



6 2. KVATERNIOT

12 | g4 |k
U1 ||k
il =1 k | =
jlgl—k|—1] i
AR

TAULUKKO 1. Peruskvaternioiden kertolasku

Olettaen, ettéd tavalliset kertolaskusddnnot pétevat kvaternioille, saadaan perus-
kvaternioiden kertolaskukaavojen avulla saadaan johdettua lauseke kahden kvaternion
kertolaskulle:

qp = (x1 + 1wy + jas + kxe)(y1 + iyo + jys + kya)
= T1Y1 + T11Y2 + T1JYs + T1kys + ixoyr + 1T20y2 + 122JYs + 102Ky
+ Jasyr + jasiys + jrajys + jrskys + kvayr + kxaiys + kxajys + krakys
= z1y1 +ix1Y2 + jT1y3 + kr1ys + 102y — Taye + kTays — jTays
+ Jwsyr — kwsys — x3y3 + 1w3Ys + krays + JTaY2 — 1T4Y3 — TaYs
= T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — L4Y4
+ (21y2 + Toy1 + T3y — T4Y3)i
+ (21y3 + 23y1 — Toys + T4y2)]j
+ (T1Y4 + 2ay1 + T2ys — T3Y0) K-

Kvaternioiden kertolasku on assosiatiivinen, mutta ei kommutatiivinen, silld esimer-
kiksi ij = k, mutta ji = —k. Kvaternioiden kertolasku on myos distributiivinen, ja
distributiivisuudelle saadaan kaksi eri sdantoa:

0(e+a)=ae+as ja  (@+a)a =@+ .

Seuraavassa luvussa kiydaan lapi vaihtoehtoinen tapa tutkia kvaternioiden ominai-
suuksia ja sielld osoitamme, ettd ndméa laskusdannot pétevit.

MAARITELMA 2.1. Olkoon ¢ = 1 + ixs + jrs + kxy kvaternio. Sanotaan, etta
q on reaalinen kvaternio, jos ro = x3 = x4 = 0 eli ¢ = x;. Jos taas x; = 0, eli
q = 1xa+jx3+kxy, sanotaan, ettd g on imaginaarinen kvaternio. Merkitdan reaalisten
kvaternioiden joukkoa Re(H) = {z € R} ja imaginaaristen kvaternioiden joukkoa
Im(H) = {ixs + jas + kxy : 29, 23,14 € R}.

HuomAuTus 2.2. Jokainen kvaternio ¢ = xy + ixs + jrs + kx4 voidaan kirjoittaa
muodossa ¢ = « + u, missd a = x; € Re(H) ja u = ixe + jos + kxy € Im(H).

HuoMauTuUs 2.3. Koska Re(H) = {z € R} = R, voidaan reaalilukujen joukko
R tulkita kvaternioiden H osajoukoksi, kun samaistetaan reaaliluku x kvaternioksi
(2,0,0,0).
MAARITELMA 2.4. Kvaternion ¢ = x1 + ix9 + jr3 + kg
e konjugaatti eli listtoluku on @ = vy — 19 — jrg — ka3
e moduli eli itseisarvo on |q| = \/2} + 23 + 23 + 23
e normi on N(q) = |q|* = 2% + 23 + 23 + z3.




2. KVATERNIOT 7

HuomauTus 2.5. Kaikille g, p € H pétee

LAUSE 2.6. Olkoot q ja p kvaternioita. Tdlloin
(1) ¢4 =d9 = N(q)

2) =77
(3) N(qp) = N(¢)N(p).
(4) lgpl = lqllp|

TobisTus. Olkoot ¢ = x1 +ixe+jrs+kry jap = y1 +1y2 + jys + kyy kvaternioita.
(1) Laskemalla saadaan

qq = (21 + ixg + jug + ky)(x) — iz — jr3 — k1y)
= (2] + 23 + 25 + 27) + (—7122 + 9wy — T334 + T4X3)i
+ (—l‘lxg + 31 + Toly — $41‘2)j + (—561.934 + TqT1 — T2T3 + .Tgl’g)]f
:x%+x§+x§+xi.

Vastaavasti

Gq = (v1 — iz — jas — kxy) (1 + 19 + T3 + 14)
= (2] + 23 + 25 + 23) + (—2179 + Dowy — X374 + T4X3)i
-+ (—513'1373 + 31 + Xoxy — $4$2)j + (—1'11'4 + x4 — ToX3 + .I'g.%’g)k
= 2} + 25 + 25 + 73

Siis 47 = gq = N(q).
(2) Nyt saadaan

qp = (v1 + 22 + jus + kza) (1 + iy + jys + kya)
= (v1y1 — T2y2 — T3ys — Taya) — (T1Y2 + Tay1 + T3Ya — Tay3)i
— (T1y3 + T3Yy1 — Toya + TaY2)j — (T1Ys + Tay1 + Tayz — Taya)k
= (z1y1 — Tay2 — w3ys — Taya) + (—T1Y2 — Loy — T3ys + Tays)i
+ (—21y3 — T3y1 + Tays — TaY2)J + (—T1Ys — Tay1 — Tayz + T3ya)k
ja
Pa= (1 — Y2 — Jys — kya)(z1 — ixy — jog — ky)
= (1171 — Y22 — Y373 — YaTa) + (—Y1T2 — Yoy + Y374 — Y4T3)i
+ (Y123 — Y321 — Yoy + YaT2)J + (= Y174 — YaT1 + Yoz — Y3T2)k.

Koska 1, 29, 23, 24, Y1, Y2, Y3, Y2 € R, niin gp =p q.
(3) Edellisten kohtien perusteella

Ngp) Y (ap) @) L app 7 2 gN(0)7 = q@N (p) = N(g)N(p)



8 2. KVATERNIOT
(4) Normin mééritelmén ja edellisen kohdan nojalla
lap|* = N(gp) = N(a)N(p) = la*|p[*.

Siis [gp| = |ql|p|.
0

HuomAuTus 2.7. Merkitdéin ¢ = o + u, missé o € Re(H) ja u € Im(H). Télloin
N(q) = N(a+u) = N(«) + N(u),
silld jos ¢ = x1 + ixo + jrs + kx4, niin
N(q) =23 + 23 + 23 + 25 = (27) + (23 + 25 + 23) = N(a) + N(u).

MAARITELMA 2.8. Kvaternio ¢ on parillinen (tai pariton), jos sen normi
N(q) = 3 + 22 + 22 + 2% on parillinen (tai pariton) kokonaisluku.

MAARITELMA 2.9. Kvaternio g on yksikkdkvaternio, jos N(q) = 1. Erityisesti
imaginaarinen kvaternio u, jolle pitee N(u) = 1, on imaginaarinen yksikkokvaternio.

Jos q # 0, on kvaterniolla ¢ olemassa kiéinteiskvaternio ¢=1, jolle pitee
qq ' = ¢~ 'q = 1. Kiinteiskvaternion lauseke saadaan ratkaistua lauseen 2.6 avulla:

1 q
@=N() < q==-N@eq'=—
@) a =g N(a)
HuoMAUTUS 2.10. Jos ¢ on yksikkdkvaternio, myos ¢! on yksikkdkvaternio ja

¢ =7

Osoitetaan seuraavaksi kvaternioiden avulla, ettid jos kerrotaan keskendidn kak-
si sellaista lukua, jotka koostuvat neljin kokonaisluvun nelién summasta, saadaan
tulokseksi taas luku, joka koostuu neljin kokonaisluvun nelion summasta.

LAUSE 2.11. Jokaiselle x1, o, x3, 24, Y1, Y2, Y3, Ys € Z pilee
(@ + a5 + oy +2]) (] + 3 + 3+ yh) = 2+ 25+ 2+ 2
joillakin 2z, 2o, 23, 24 € Z.

TobisTus. Olkoot ¢ = z1 +ixa+ jos+kxy jap = y1 +1y2 + jy, + kys kvaternioita
siten, ettd w1, o, T3, T4, Y1, Y2, Y3, Y1 € Z. Nyt
(27 + a3 + 23 + 1) (7 + 45 +y5 + i) = N(@)N(p).

Kvaternioiden kertolaskusdéantdjen nojalla

qp = T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4
+ (21Y2 + Toy1 + T3ys — T4y3)i
+ (21y3 + T3y1 — Tays + T4Y2)]
+ (21y4 + T4y1 + T2Yy3 — T3Y2) K,
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joten

N(qp) = (11 — T2y2 — T3Y3 — 33'43/4)2

(1Y + oY1 + T3ys — Tay3
(

(T1Ys + Tay1 + T2Ys — T3Yo

[\

+
+
+ 2

)
T1Ys + T3y1 — T2Ys + I4y2)2
)

Normin laskusdéntojen nojalla N(q)N(p) = N(gp), joten
(27 + a3 + a3 + ) (W + 45 +y5 + vi) = N(@)N(p) = N(gp)

on muotoa 2% + 25 + z§ + 22, joten lause pitee.






LUKU 3

Kvaternioiden matriisiesitys

Téamin kappaleen padasiallisina ldhteind on kiytetty teosta |1] sekd tutkielmaa
[6].

Hamilton osoitti, ettd jokainen kompleksiluku voidaan esittda kahden reaaliluvun
avulla:

x4y = (x,y).
Samalla tavoin jokainen kvaternio voidaan esittdd kahden kompleksiluvun avulla:
q= a1 + 12y + jrz + kxy
= (21 + ixg) + (3 + ix4)J
=2+ jw
= (z,w),

missi z = x1 +ix9 € C ja w = 23 + x4 € C.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd kvaternio ¢ = xy + 129 + jx3 + kxy voidaan esittda
myos matriisina

q:I1+iI2+j$3—|—]€$4:|:xl+Zx2 $3+Z$4:|:[_Zw w

—T3 + 1Ty T — 1T w E} € Mzxs(C).

Talloin kvaternioiden joukko voidaan esittdd muodossa

i={[ 5 4] swech

Néytetadn, ettd matriisimuotoisten kvaternioiden joukko H todellakin on sama kuin
luvussa 2 médritelty kvaternioiden joukko. Miiritelldin kuvaus h : R* — H asetta-
malla

h(x) = h(x1, v2, T3, 74)
B |:I1+il'2 x3+ix41 B { z w}
—T3+1Ty Ty — 129 '
Kuvaus h on lineaarikuvaus, silla
h(azx + by) = h(axy + byy, axs + bys, axs + bys, axy + byy)

_ | an+ byr +i(axs + bys)  axs + bys + i(axs + byy)
—axs — bys +i(axy + byy) axy + by; — i(axs + bys)
_ T1+ 1wy X3+ 1Ty p| vt 1Yo Y3+ 1Ys
=a . . . .
—x3+ 1Ty T — 1T —Y3 +1Ys Y1 — 1Yo
= ah(z) + bh(y)
kaikilla a,b € R. Osoitetaan, ettd kuvaus h on bijektio.
11
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LAUSE 3.1. Kuvaus h on bijektio.

TobisTus. Osoitetaan, ettd kuvaus h on (1) injektio ja (2) surjektio.

(1) Olkoot
I - 701 O - 17
1= |w z| ?*PT |—w 7

matriisimuotoisia kvaternioita. Merkitddn z = 1 + iz, 2’ = 2 + iz},
/ /

. . 2z ow 2w

w = x3 + ixy, W = x5 + ix). Olkoon ¢ = p, eli [—@ 51 = {—W ?].
Télloin z = 2’ ja w = w', mistd seuraa, ettd x; = x|, xo = 7)), v3 = x4 ja
xy = ), el (21,29, x5, 14) = (2, 2, 2%.2}). Kuvaus h on siis injektio.

(2) Osoitetaan, ettd h(R*) = H. Selviisti h(R*) C H. Osoitetaan siis, etti
H C h(R*). Olkoon ¢ € H. Tillsin ¢ = [_Zw ;U] joillakin z = z1 + iz3 ja
w = x3 + ixy. Merkitdén x = (21, e, x3, 24), jolloin

=dq,

—w z

Ty +iry T3+ iy -
h(z) = h(z1, T2, 73, 24) = {_:c3+z'x4 1 —z’xJ B { v }

joten kuvaus h on surjektio.

Kuvaus h on siis bijektio. O

Koska kuvaus h on bijektio, jokaista avaruuden R* alkiota eli myds jokaista kva-
terniota vastaa tidsmélleen yksi matriisimuotoinen kvaternio. Osoitetaan vield, ettd
matriisien yhteen- ja kertolasku vastaavat kvaternioiden yhteen- ja kertolaskua.

Olkoot

- z w| T+ il’Q T3 + i$4
1= {—m z] - {—:@,4—2’:64 71 —z’xj € Maxa(C)

ja

—Y3 +1Ys Y1 — 1Yo

Talloin kun lasketaan matriisien yhteenlaskusdinnon avulla, saadaan matriisien ¢ ja

p summaksi
2w t vl | z+t wHw
q“’_{—w z}j{—@ E]_[—w—z z+®}

_ { r1+y1 +i(re +y2) T3+ Y3 +z'(x4—|—y4)}

)= { t g] _ {yﬁrzyz ysﬂ@/ﬂ € Mar(C).

—x3 —ys+i(za +ys) v +y —i(r2 —y2)

Matriisia ¢ + p vastaa siis kvaternio (x1 +y;) +i(xe2 +y2) + j(x3 +ys3) + k(xs +ya),
miké on sama kuin kvaternioiden ¢ = (z1 +ixe+jrs+kxy) jap = (y1 +iye+jys +kys)
summa. Matriisien kertolaskusdinnon avulla taas saadaan

2w t vl | zt—wv 20 4+ wt
W=\ % z||w 7| |-wt-z27 —ww+zi|



3. KVATERNIOIDEN MATRIISIESITYS 13

Lasketaan matriisin alkiot auki yksitellen:
2t —wv = (x1 +ix9) (Y1 + 1Y) — (3 + i24)(ys — iys)
= (2191 — @ayo) + U(T1y2 + 22y1) — (w3ys + Taya) + 1(—T3ya + Tays)
= (T1y1 — TaY2 — T3Y3 — Taya) + i(T1Y2 + Tay1 + T3Ys — Tay3)

20+ wt = (x1 + i22)(y3 + iys) + (3 + iz4) (Y1 — 1y2)
= (21y3 — Tays) + (1Y + T2y3) + (T3y1 + Taye) + i(—x3Y2 + T4y1)
= (T1y3 — ToYs + T3y1 + T4ye) + i(T1Ys + Toys — T3Y2 + TaY1)

—wt —Z U = —(x3 —ixq4)(y1 +iy2) — (1 — i22)(ys — 1Ys)
= —((w3y1 + 2ay2 + i(x3y2 — Tay1)) — ((T1Y3 — Toys) + i(—21y4 — T2y3))
= (—23y1 — TaYo — T1Y3 + Toys) + i(—T3Y2 + T4y1 + T1Ys + T2Y3)

—wv +Z t = —(x3 —ix4)(y3 + iys) + (v1 — ix2)(y1 — iy2)
= _((55393 + $4y4) + Z'($3y4 - 3343/3)) + (1313/1 — ToYo + i(—xlyg — 1323/1)
= (—23y3 — Tays + V1Yo — Toyo) + i(—T3Ys + Tays — T1Y2 — Tay1).

Matriisia gp vastaa siis kvaternio

qp = (T1y1 — ToYo — T3Y3 — TaYa)
+ (z1y2 + Toy1 + X3Ys — T4y3)i

)
+ (21y3 — Toya + T3y1 + TaYo) ]

+ (z1y4 + 22ys — T3Y2 + Tayn )k,

mikd on sama kuin kvaternioiden q = x1 +ixy + jrs + kxry ja p = y1 + 1y2 + Jys + kya
tulo.
Nyt on osoitettu, ettd joukko

o {[ Y sue]

todellakin vastaa luvussa 2 méadriteltyd kvaternioiden joukkoa H. Kvaternioita voi-
daan siis nyt tutkia myos niiden matriisiesityksen kautta. Erityisesti matriisiesitys on
kiteva kvaternioiden ominaisuuksien tarkastelulle. Matriisien avulla laskemalla voi-
daan sadstya pitkilta laskutoimituksilta.

Kvaternioille patevit nyt siis luonnollisesti samat laskusdannét kuin matriiseille.
Esimerkiksi matriisien yhteenlasku on tunnetusti assosiatiivinen ja kommutatiivinen,
joten myos kvaternioiden yhteenlasku on assosiatiivinen ja kommutatiivinen. Kvater-
nioiden kertolasku taas on assosiatiivinen, mutta ei kommutatiivinen, silli esimerkiksi

0 0 ¢ [0 -1 0O 1| |0 4| |72 O

[0 —Z}L o]_[1 0]%[—1 0}—{2' o}'{o —z’]'
Matriisien kertolasku on myds tunnetusti distributiivinen, joten luvussa 2 annetut
kvaternioiden distributiivisuussaannot ¢i(g2 +q3) = ¢1q2 + q193 ja (g2 + q3)q1 = Goq1 +
q3q1 voidaan nyt perustella matriisien laskusdantojen nojalla.

Tutkitaan seuraavaksi kvaternioiden ominaisuuksia niiden matriisiesityksen kaut-
ta. Madaritellddn joukon H nolla- ja yksikkomatriisi
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00 . 10
O:[O 0] ja 1-[-[0 1].

Tiedetddn, ettd kaikille A € Moo pitee A+0=0+A=Aja Al =1A=A.
Jokainen matriisi ¢ € H voidaan pilkkoa osiin seuraavasti:

| ritire w3 +ixy
1= —ZE3+iI4 Il—’iZEQ

T 0 ’il’g 0 0 T3 0 i$4
_{0 x1]+[0 —ix2}+[—3§3 0}*{2‘954 0}
10 i 0 0 1 0 i
“alp enly Sen S o [l
10 Tio
1:{0 1]’ Z:[o —z}’
o 1 0 i
RS S

jolloin ¢ voidaan taas kirjoittaa muodossa

Merkitadn

q = a1 + 12y + jaz + kxy.

Luvussa 2 annettiin kvaternion ¢ # 0 kiédnteiskvaterniolle lauseke

41
q WQ
Johdetaan tastd kidnteiskvaterniolle matriisiesitys:
1 1 . .
qa = W@l —ixy — j3 — k)
_ 1 [a:l — Z:fl?g —T3 —»éx4]
N(q) T3 — 1Ly T+ 129
Jos merkitdén 2’ = ﬁ(% —ixy) jaw' = ﬁ(—$3—i$4)7 saadaan kddnteiskvaternion

matriisiesitys muotoon

. S W

L
Koska 2/,w’ € C, niin ¢~ € H. Tutkitaan, millainen matriisimuotoisen kvaternion
konjugaatti on:

1 — 1Ty — Jjr3 — kTy

T3 — il’4 1+ i[L‘Q

—w
> )

=z
. [1’1 — Z'JZQ —Tr3 — ZI4:|

gl wl
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kun z = x1 + 129 ja w = x3 + ixy. Huomataan, ettd kvaternion ¢ konjugaatti saadaan
ottamalla konjugaatti sen transpoosin ¢” jokaisesta alkiosta, silli

T_Z —w
-l 3]

Kun lasketaan matriisimuotoisen kvaternion determinantti, saadaan yhteys determi-
nantin ja kvaternion normin vélille:

detq:det $1+i$2 .%’3+i.%’4:|

—T3+ 1y T1 — 129

= (21 +ixe)(v1 —ixa) — ((—x3 + iw4) (23 + ixy))

= (2] + 23) +i(—z129 + T271) — (=25 — 27)(—2374 + T473))
:xf—kx%—l—xg—kxi.

Néhdéan siis, ettd det g = N(q).






LUKU 4

Kvaternioiden algebraa

Tutkitaan seuraavaksi kvaternioiden joukon H algebraa. Osoitetaan, ettd perus-
kvaternioiden joukko G = {£1, +i, +j, £k} varustettuna kvaternioiden kertolaskulla
on ryhma sekd ettd joukko H varustettuna kvaternioiden yhteenlaskulla ja kertolas-
kulla on jakorengas. Tdmén luku perustuu padasiassa lahteisiin [5] ja [6].

LAUSE 4.1. Joukko G = {1, %1, -5, £k} varustettuna kvaternioiden kertolaskul-
la, (G,-), on ryhma.

TobisTUs. Jotta joukko olisi ryhma, sille taytyy péited seuraavat ominaisuudet:

(1) Kertolasku on joukon G sisdinen laskutoimitus

(2) Kertolasku on assosiatiivinen

(3) Kertolaskulla on neuraalialkio

(4) Jokaisella joukon G alkiolla on kiidnteisalkio kertolaskun suhteen.

Osoitetaan, ettd ndméi ominaisuudet patevit joukolle (G, -):

(1) Olkoot ¢q,p € G. Télloin peruskvaternioiden kertolaskusdéntdjen nojalla esi-
merkiksi taulukosta 1 nadhdéaan, ettd gp € G. Kertolasku on siis joukon G
sisdinen laskutoimitus.

(2) Kuten jo aiemmin on todettu, kvaternioiden kertolasku on assosiatiivinen.

(3) Joukossa G on neutraalialkio kertolaskun suhteen, 1 = [(1) (1)] , silla
1-g=¢q-1=qkaikilla g € G.

(4) Koska 1-1 =1, —ii = i(—i) =1, —jj = j(—j) = 1 ja —kk = k(—k) = 1,
on jokaisella ¢ € G kidnteisalkio kertolaskun suhteen, ja jokaisen ¢ € G
kddnteisalkio on myos joukon G alkio.

Joukko G = {£1, £i, £j, £k} varustettuna kvaternioiden kertolaskulla on siis ryhma.
O

LAUSE 4.2. Joukko H wvarustettuna yhteenlaskulla ja kertolaskulla, (H,+,-), on
jakorengas.

TobisTus. Jotta joukko (H,+,-) olisi jakorengas, sille tdytyy péted seuraavat
ominaisuudet:

(1) Joukko (H, +) on kommutatiivinen ryhmé

(2) Kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen

(3) Kertolaskulla on neutraalialkio

(4) Kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat yksikoitd, eli jokaisella joukon H nol-
lasta poikkeavalla alkiolla on kddnteisalkio kertolaskun suhteen.

Osoitetaan, ettd ndmé ominaisuuden pétevét joukolle (H, +, -):

17
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(1) Jo aiemmin on todettu, ettd kvaternioiden yhteenlasku on assosiatiivinen ja
kommutatiivinen. Joukossa H on my6s neutraalialkio yhteenlaskun suhteen,

0 0
=[o o)
silld ¢+ 0 = 0+ q = q kaikilla ¢ € H. Jokaisella ¢ € H on lisdksi kdénteisalkio
yhteenlaskun suhteen, —q € H, silld ¢+ (—¢) = —q + ¢ = 0. Joukko (H, +,-)
on siis kommutatiivinen ryhma.
(2) Luvussa 2 on todettu, ettd kvaternioiden kertolasku on distributiivinen yh-

teenlaskun suhteen.
(3) Joukossa H on neutraalialkio kertolaskun suhteen,

10
=l

sillda 1-q=¢q-1=q kaikilla ¢ € H.
z w:| . |:l’1+i$2 $3+i$4

(4) Olkoon ¢ = [ = = —X3+ix4 T1 — 7o

T 3 } € H siten, ettd g # 0.

s . - L 2w
Luvussa 3 mééritettiin kvaternion ¢ kiinteiskvaternio ¢~! = AR
1

ﬁ(xl —ixy) ja w' = W(—Jﬁg — iz4). Koska nyt ¢ ' € Hija
q¢~' = ¢ '¢ = 1, niin jokaisella kvaterniolla ¢ # 0 on kiinteisalkio ¢~*

kertolaskun suhteen, eli jokainen ¢ € H on yksikko.

missa 2 =

Joukko (H, +,-) on siis jakorengas. O

Joukko H ei kuitenkaan ole kunta, silld kuten jo aiemmin on todettu, kvaternioiden

kertolasku ei ole kommutatiivinen. Tutkitaan vield, mikd on joukon H keskus.

MAARITELMA 4.3. Renkaan (G, +, ) keskus on joukko

Z(G)={2€ G : zg = gz kaikilla g € G}

eli joukko, jonka jokainen alkio on kertolaskun suhteen vaihdannainen jokaisen joukon
G alkion kanssa.

Osoitetaan, ettd kvaternioiden joukon H keskus on joukko Re(H). Todistetaan

ensin yksi aputulos:

LEMMA 4.4. Olkoon q = x1 + ixe + jrs + kxy € H joillakin xq,x9, 23,24 € R.

Talloin

(1) jos qi = iq, niin x3 =4 =0
(2) jos qj = jq, niin x9 = x4 =0
(3) jos gk = kq, niin x5 = x3 = 0.

TobisTus. (1) Kvaternioiden kertolaskusdénnon nojalla saadaan

C]Z = (Sl?l + ’iCCQ + jl’g + ]CQJ4)Z
= il’l — X9 — k)ﬂfg +]£L‘4

=T+ i[L‘l + jl’4 — k’[L‘g,
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ja vastaavasti
iq = i(xy + ixe + jxg + kxy)
=1ix1 + 11T + ijx3 + tkxy
=ix1 — X9 + kxg — jay
=Ty +ix] — T4 + k3.
Naista huomataan, ettd qi = iq < x3 = x4 = 0.
Kohtien (2) ja (3) todistus saadaan vastaavilla laskuilla. O
LAUSE 4.5. Olkoon q = x1 + ixo + jxsz + kxy € H joillakin xq,x9, 23,14 € R.

Talloin zq = qz kaikilla z € H jos, ja vain jos x9 = x3 = x4 = 0.

Tobistus. ”=" Olkoon ¢ € H. Oletetaan, ettd zq = ¢z kaikilla z € H. Valitaan
ensin z = 1. Edellisen lemman perusteella jos i¢ = ¢i, niin x3 = x4 = 0. Valitaan
sitten z = 7. Talléin jos jq¢ = qJ, niin x5 = x4 = 0. Yhdistamillda ndma huomataan,
ettd jos zq = qz kaikilla z € H, niin 2y = 23 = x4 = 0.

"<" Jos taas xo = r3 = x4 = 0, niin ¢ = xy € R, ja zq = ¢z kaikilla z € H. O

Edellisen lauseen perusteella siis renkaan (H, +,-) keskus on joukko

Z(H) ={z = 2y +ixy + joz + kry € H: 29 = 73 = 74 = 0} = Re(H).






LUKU 5

Imaginaariset kvaterniot avaruuden R? vektoreina

Imaginaariset kvaterniot iz, + jzo + kxs voidaan samaistaa kolmiulotteisiin vek-
toreihin siten, etts imaginaarista kvaterniota ix; + jzo + kxs vastaa avaruuden R3
vektori (21, e, x3). Avaruuden R? vektoreiden ominaisuuksia voidaan siis tutkia ima-
ginaaristen kvaternioiden avulla.

Muistellaan ensin hieman avaruuden R? vektoreiden ominaisuuksia. Lihteini esi-
tiedoille on kiiytetty pddasiassa luentomonisteita 7] ja [8]. Olkoot x = (x1, x2,x3) ja
y = (y1, Y2, y3) kolmiulotteisen avaruuden vektoreita. Vektoreiden x ja y sisdtulo on

<x,y> = T1Y1 + T2ye + 23y3 € R.

Vektoreiden sisdtulo on tunnetusti assosiatiivinen, distributiivinen ja kommutatiivi-
nen. Tiedetddn myds, etté

(5.1) (x,y) =0 jos ja vain jos z_ly.
Vektoreiden x ja y vilinen ristitulo on

T Xy = (Tays — T3y, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1) € R?.

Vektoreiden ristitulo taas ei ole assosiatiivinen eikd kommutatiivinen. Sen sijaan se
on distributiivinen seké antikommutatiivinen eli z x y = —(y X z).

Tutkitaan seuraavaksi imaginaaristen kvaternioiden kertolaskun yhteytta kolmiu-
lotteisten vektoreiden sisdtuloon ja ristituloon. Tadmaéan luvun ldhteend on kiytetty
péddasiassa teosta [2]. Olkoot u = iz + jxe+kxs = (1,29, 3) ja v = 141+ jy2 + kys =
(y1, Y2, y3) imaginaarisia kvaternioita. Kvaternioiden kertolaskusdéntéjen mukaan

wo = (izy + jrg + ks)(iys + jy2 + kys)
= — (2191 + T2y + 23y3) + (Toys — 3y2)i + (w31 — 21y3)J + (T1y2 — 2201 ) K.

Huomataan, ettd alkuosa x1y; +x2y> +2x3y3 on vektoreiden u ja v sisdtulo, ja loppuosa
(xoys — x3y2)i + (311 — 1Y3)J + (T1y2 — 22y1 )k on vektoreiden u ja v ristitulo. Naméa
yvhdistamailld saadaan imaginaaristen kvaternioiden kertolasku muotoon

(5.2) uv = —(u,v) +u X v.

Téastd saadaan kvaternioiden sisédtulo ja ristitulo seuraavanlaiseen muotoon:

(5.3) uXv= %(uv — vu)
ja

1
(5.4) (u,v) = —§(uv + vu),



22 5. IMAGINAARISET KVATERNIOT AVARUUDEN R*®* VEKTOREINA

silla

%(uv —vu) = %(—(u,v) + (u x v) + (v,u) — (v X u))
_ %(_W,U) + (ux v) + (u,v) + (u x v))
=uXv

ja

) = A ) )+ 05 )
— (S, 0) + (1 x 0) — {u,v) — (1 x )

= (u,v).

Kaydadn seuraavaksi lapi joitakin lauseita vektoreiden sisédtuloon ja ristituloon liit-
tyen.

LEMMA 5.1. Kaikilla u,v € Im(H) pdtee

(5.5) (u,v) = %(ﬂv + Tu).

TobisTus. Olkoot u = ixy + jro + kxs € Im(H) ja v = iy + jys + kys € Im(H).
Talloin kvaternioiden kertolaskusdannon nojalla saadaan laskettua

w +vu = (—izy — jrg — kra)(iy1 + jya + kya) + (—iys — jya — kya) (iz1 + jo + kay)
= (@151 + Tayz + @3Y3) + (Y121 + Yoz + ysxs) + ((—22ys + 23y2) + (—y2xs + ys22))i
((z1ys — wayn) + (s — ysx1))J + (2192 + Ta91) + (122 + yor1) ) k

= 2(z1y1 + Toy2 + 23Y3) = 2(U, V).

+

U
LAUSE 5.2. Kaikilla u,v,w € Im(H) pitee u x (v X w) = 3(uvw — vwu).
TopIisTUS. Koska
wow = u(—(v,w) + (v X w)) = — (v, w)u + u(v X w)

ja

vwu = (—(v,w) + (v X w))u = —{(v,w)u + (v X w)u,
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%(uvw — vwu) = %(—(v,wm +u(v X w) — (= (v, w)u + (v X w)u))
= %(u(v X w) — (v X w)u)
g%(—(u,vXU})—i—uX (v xw) = (—(v X w,u)+ (v X w) X u))
:%(ux(vxw)—(vxw)xu)
:%(ux(vxw)—(—ux(vxw))
1

= S x (v x w))

=ux (v Xw).

LAUSE 5.3 (Grassman). Kaikilla u,v,w € Im(H) pdtee
u X (v X w)=(u,w)v — (u,v)w.
TobisTus. Kaavan (5.4) nojalla
wow — vwu = (uv + vu)w — v(uw + wu)
= —2(u, v)w + 2{u, w)v
=2((u,w)v — (u, v)w).

Lauseen 5.2 nojalla

ux (vxw)= %(uvw —vwu) = (u, w)v — (u, v)w.

LAUSE 5.4 (Jacobi). Kaikilla u,v,w € Im(H) pdtee
ux (VX w)+vx(wxu)+wx(uxov)=0.
TobDIsTUS. Lause seuraa suoraan edellisestd lauseesta, silla
ux (vxw)+vXx(wxu)+wx (uxv)
= (u, wyv — (u, v)w + (v, wyw — (v, w)u + (w, v)u — (w, u)v
=0.
U

Tunnettu ja monissa matematiikan sovelluksissa hyodyllinen Cauchyn epayhtilo
sanoo, etta
[, 0)[2 < (u, ) - (v,0).
Avaruudessa R? tille epiyhtélolle on olemassa vahvempi muoto, joka on hyvin kes-
keinen vektorialgebrassa:

LAUSE 5.5 (Cauchy—Schwarz). Kaikilla u,v € Im(H) pdtee
(u,v)? + N(u x v) = N(u)N(v).
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TobisTus. Lauseen todistus seuraa suoraan lauseesta 2.6 seké kaavasta (5.2):

(5:2)

N(u)N (@) 2 N(uv) "= N(=(u,v) + (ux v))
20 N (=(u,v)) + N(u x v)
= (u,v)* + N(u x v).

Viimeinen yhtisuuruus pétee, koska jos (u,v) € R, niin |[{u, v)|> = (u,v)?. O
Mééritellddn seuraavaksi avaruuden R?® kolmen vektorin kolmitulo.
MAARITELMA 5.6. Kolmen imaginaarisen kvaternion u, v ja w kolmitulo on

(u X v,w).
LAUSE 5.7. Kaikilla u,v,w € Im(H) pdtee
(u X v,w) = (uv,w).
TobisTus. Olkoot u, v, w € Im(H). Nyt yhtalosta (5.2) seuraa, ettd

(v, w) = ((—(u,v) + (u X v)),w)
= (—{u,v), w) + ((u X v),w).

Viimeinen yhtésuuruus seuraa siité, ettd vektoreiden sisdtulo on assosiatiivinen. Nyt
tiedetddn, ettd RLIm(H). Koska —(u,v) € R ja w € I'm(H), niin
<—<U, v),w> =0, joten

(—(u,v),w) + ((u x v),w) = ((u X v),w).

Vektorin sisdtulon ja ristitulon madritelmien avulla voidaan osoittaa, etta
(5.6) (uxv,u) =0, kun u,v € Im(H) :
Olkoon w = ixq + jro + kxs = (21,22, x3) ja v = (11 + jy2 + kys) = (y1, Y2, ¥3)-
Talloin
<U X U7U> = <($2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — xzyl), (3017 T2, $3)>
= (ays — x3y2)x1 + (31 — T1Y3)T2 + (T1Y2 — Talr ) T3
= ToY3T1 — T1Y3T2 + T3Y1To — ToY1T3 + T1Y2XT3 — T3y

=0.
Edellisten ominaisuuksien perusteella voidaan todistaa seuraava lause:
LAUSE 5.8. Kaikilla u,v,w € Im(H) pdtee
(u X v,w) = (u,v X w).
TobisTus. Kaavan (5.6) perusteella

(u—w) x v, (u—w)) =0.
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Koska vektoreiden siséitulo on distributiivinen ja ristitulo on distributiivinen ja anti-
kommutatiivinen, niin

(u—w) X v, (u—w)) =






LUKU 6

Kvaterniot kolmiulotteisen avaruuden kiertoina

Olkoon ¢y € H sellainen kvaternio, jolle |go| = 1. Méaaritelldén kuvaus Tp,, : H — H,

Ty, (q) = QOQQO_I
kaikilla ¢ € H.

HuoMmAuTus 6.1. Ehto |go| = 1 ei ole vilttaméton; Olkoon |go| # 1. Téllsin
kvaternio gy = |g—g|, jolle siis |go| = 1, antaa

o q ol
G490 = 74— = Go4qy -
%] qo

Tarkastellaan joitakin kuvauksen 7, ominaisuuksia. Taman luvun lahteind on
kiytetty teosta [10] sekd tutkielmaa [6].

LAUSE 6.2. Olkoon qo € H siten, ettd |qo| = 1, ja olkoon kuvaus T,, : H — H,
Tw(q) = qqqy - Télléin

1) T, (g +p) =Ty (q) + Ty (p) kaikilla q,p € H.

) Ty (qp) = Ty (@) T4 (p) kaikilla q,p € H.

(
(2
(3) Ty (aq) = a1y, (q) kaikilla o € R, q € H.

Tobistus. Olkoot ¢,p € H ja o € R. Télloin

(1) Ty(qg+p) = wola+p)ao" = 0099 " + @ordo ' = Too () + Ty ().

(2) Too(@)To0(p) = (0009 ) (a0pas ') = qoapdy " = Tyo(ap)-
(3) Koska @ € R = Re(H), ja Re(H) on joukon H keskus, niin

Ty (@q) = goaqqy ' = agqogqy ' = Ty (q).

1

LAUSE 6.3. Kuvaus Ty, : H — H, T,,(q) = qvqq,  on lineaarinen isometria.

TobisTus. Kuvauksen T, lineaarisuus seuraa suoraan lauseesta 6.2:

Ty (g + Bp) = Ty, (q) + B4 (p)-

Osoitetaan, ettéd kuvaus 7}, on isometria. Taytyy osoittaa, ettd kaikille ¢, p € H pétee

|(] _p‘ = ’TqO<Q) - TQO<p)"
27
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Tama voidaan osoittaa suoraan itseisarvon laskusidéntdjen avulla laskemallas:
Ta0(0) — Tao(P)| = l90096 ™ — 0Py |
= lgo(q — p)ay |
= lgollg = pllgo "]
1
= lgoll—llg — pl
do

= |g —pl.

HuomauTus 6.4. Koska T;,(0) = 0, seuraa lauseesta 6.3 suoraan, ettd

T4 (9)] = lgl
kaikilla ¢ € H.

LAUSE 6.5. Kuvaus Ty, : H — H, T,,(q) = qoqqy " on bijektio.
Kuvauksen T}, bijektiivisyys osoitetaan kolmen seuraavan lauseen avulla.

LAUSE 6.6. Kuvauksen Ty, rajoittuma reaalisten kvaternioiden joukkoon, Ty, | gem),
on identtinen kuvaus.

Tobistus. Olkoon a € Re(H). Koska Re(H) on joukon H keskus, niin
qu(O‘) = QOOéqal = Oéqual =a-1=a.
U

Koska T,,(«) = o kaikilla o € Re(H), on selvid, ettd jos ¢ € Re(H), niin T,,(q) €
Re(H). Osoitetaan seuraavaksi, ettd jos ¢ € Im(H), niin T,,(¢) € Im(H).

LAUSE 6.7. Jos ¢ € Im(H), niin T,,(q) € Im(H).
TobisTUs. Osoitetaan ensin yksi aputulos:

APUTULOS 6.8. Olkoon ¢ kvaternio. Nyt ¢ € I'm(H) jos, ja vain jos ¢* on ei-
positiivinen reaaliluku.

Tobistus. Olkoon ¢ = o+ u € H, missi « € Re(H), 0 # u = ixg + jxs + kxy €
I'm(H). Talloin
¢ = (a+u)? = o + 2au + v’
Nyt kvaternioiden kertolaskusddannon avulla saadaan laskettua
u? = (iwg + jrs + ky)? = (izg + jos + kwy)(izg + jos + ky)
= —(33% + $§ + ﬂfi) + ($3$4 — £L'4ZI?3)i + (—$2334 + $41’2)j -+ (Igﬂfg — 3?3372)]{
= — (a3 + a3 + 7).

Luku u? on siis ei-positiivinen reaaliluku. Tarkastellaan nyt kvaternion ¢ osaa o? +
2au.

Jos q € Im(H), niin a = 0, eli ¢*> = u? on ei-positiivinen reaaliluku.

Jos taas ¢? on ei-positiivinen reaaliluku, tiytyy olla cu € R, silli ¢ = o+ 20u+u?
ja a?,u? € R. Koska u € Im(H), pitee cu € R vain siind tapauksessa, ettd o = 0.

Siis ¢ € Im(H). O
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Nyt siis ¢ € Im(H), joten aputuloksen perusteella ¢* on ei-positiivinen reaalilu-
ku. Aputuloksen perusteella myos T,,(¢) € Im(H), jos (T,,(q))* on ei-positiivinen
reaaliluku. Laskemalla saadaan

(To(@)* = (20990 )* = (90095 ) (9009 ') = 00”0 "
= a5 = ¢
Siis Ty, (q) € Im(H), joten lause 6.7 on nyt todistettu. O

LAUSE 6.9. Kuvauksen Ty, rajoittuma imaginaaristen kvaternioiden joukkoon,
Tyl 1m@m), on bijektio.

TopisTus. Méiritellidin kuvaus P, : Im(H) — Im(H), P, (q) = ¢ '¢qo- Tillsin

)
Ty © Pay(0) = Ty (a5 ' 990) = 90(d5 ' 4095 =
ja
Py, 0 Tyo(q) = Pyo(a0945 ) = a5 ' 20995 ' 40 = -
Siis kuvauksella Ty, : Im(H) — Im(H), T,,(¢) = goqqy ' on kiléinteiskuvaus
Py - Im(H) — Im(H), Py, (q) = ¢5 'qqo, joten Ty, |rmar) on bijektio. O

Jos nyt kvaternio ¢ esitetddn muodossa ¢ = av+u, missé o € Re(H) jau € Im(H),
niin kuvaus 7,,(¢) saadaan muotoon

Ty (q) =Ty, (a+u) = Ty () + T (u).

Koska kuvaus T, kuvaa jokaisen reaalisen kvaternion reaaliseksi kvaternioksi ja imagi-
naarisen kvaternion imaginaariseksi kvaternioksi, ja lisdksi kuvauksen 77, rajoittuma
seké reaalisten ettd imaginaaristen kvaternioiden joukkoon on bijektio, on kuvaus 7},
bijektio.

Tutkitaan vield tarkemmin, mitd kuvaus T, tekee geometrisesti avaruudessa R3.
Luvussa 5 niiytettiin, etti imaginaariset kvaterniot voidaan samaistaa avaruuden R3
vektoreiksi. Seuraavassa lauseessa tutkitaankin avaruuden R3 vektoreita, tasoja ja
kiertoja kiyttien apuna imaginaarisia kvaternioita tulkiten ne avaruuden R3 vekto-
reina.

LAUSE 6.10. Olkoon qo = ap + ug € H, missi ag € Re(H) ja ug € Im(H), ja
\qo| = 1. Olkoon kuvaus T,, : Im(H) — Im(H), T,,(q) = qoqqs -
(1) Jos ag = 0 eli qo = up € Im(H), niin kuvaus —T,,(q) = —qoqqy " on peilaus
tason P C R3, jolle P1qq, suhteen.
(2) Jos g # 0 eli g = ap+ug, niin kuvaus Ty, on kierto kvaternion ug suuntaisen

vektorin suhteen kulmalla 0 < 0 < 7, joka saadaan lausekkeesta tan(g) = %

TobpisTUs. Osoitetaan ensin yksi aputulos.

APUTULOS 6.11. Olkoon gy = g + ug € H siten ettd ag € Re(H) ja ug € Im(H).
Talloin
T(uo) = qottogqy " = uo.
TobisTus. Koska gy = ag + ug, niin uy saadaan muotoon uy = gy — ap. Koska
kvaternion ja reaaliluvun vilinen kertolasku on kommutatiivinen, saadaan

Qoo = q0(q0 — @)y ' = a0 — qo0gy ' = g0 — o = ug.
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Aputuloksen nojalla kuvaus 7}, kuvaa siis vektorin u itsekseen. Koska T}, (cvug) =
aTy, (uy) = aug, kuvaa T,, myos kaikki muut vektorin wu, kanssa yhdensuuntaiset
vektorit itsekseen.

Olkoon P C R? taso siten, ettd P_Lug, ja olkoon ¢ € I'm(H). Jaetaan ¢ kompo-
nentteihin ¢,, ja ¢, niin, ettd q,, = aup jollakin o € R ja g, € P. Nyt tiedetdén,
ettd kuvaus T}, siilyttdd komponentin ¢,, itsenddn, joten tutkitaan, mitd se tekee
komponentille g,. Osoitetaan ensin, ettd T,,(g,) € P.

APUTULOS 6.12. Olkoon P taso ja qy = agp—+ug yksikkékvaternio siten, ettd P 1.
Talloin Ty, (q) € P kaikilla g € P.

TobisTus. Koska PLug, ja g € P, niin myos q_Lug. Kaavojen (5.1) ja (5.4) nojalla
<q7 U0> =0
1
& —5(quo + uog) =0
& qug + upq = 0.

Nyt kaavan (5.1) nojalla T, (q) € P jos, ja vain jos (Ty,(q),ue) = 0, eli (qoqqy ', uo) =
0. Koska gy = ap + uy on yksikkdkvaternio, niin ¢, b — @y — up. Lisdksi koska
ug € Im(H), niin aputuloksen 6.8 nojalla u3 € R. Nyt kaavan (5.4) nojalla saadaan
laskettua

_ 1 _ _
(9099 ", uo) = —=(q0qqg "uo + 10q0qqy ')
2

= _%((ao + o) g — uo)uo + uo(ao + uo)g(co — uo))

1
= —5((%6] + uoq) (ot — ug) + (uoco + ug) (qao — quo))

1, 5 2 2 2 2 2

= —§(a0qu0 — Qoqug + Ueqapty — Upquy + Upgq — UgoqUo + UGGy — UgqUo)
1L, 2 2 2 2

= —5(04()(]“0 + apuoq — Qpquy + UgqQg + UpqQply — UQpqUy — UgqUy — quuo)
1, 5 2

= —5(%(6]“0 + uoq) — ug(uog + quo))
1

= —5((043 — o) (quo + uoq))

— ()7

koska quo + upq = 0. Siis T}, (q) € P kaikilla ¢ € P. O

Olkoon @ vektoreiden g, ja Ty, (q,) = qogpqy " vilinen kulma. Koska |gog,qp | =

\%0l|ay) 126" | = |gp|, saadaan sisiitulon (kaavan (5.5)) avulla laskettua:
~1
Ip; Q094 L _ —
cos§ =\ =0 ) (@ (90090 ") + (000 D ap)
|| 2|qp|
L 3909% | 909099 1 o
= —— +——) = (@090 + 90T Todp)

2lgp > Qoo 9090 2|gp)?]qo> P

1

(—@p0900 — 909p00Gp) = (29090 + G0apT0p)-

 2[gy[?|q0l?  2]gp/2]q0?
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q & Ta,(9)

KuvA 6.1. Lauseen 6.10 taso P ja vektorit ug, ¢ ja Ty, (q)

Jotta tdmé yhtilo saadaan helpompaan muotoon, todistetaan seuraava aputulos:

APUTULOS 6.13. Olkoon ¢ € Im(H) ja qo € H siten, ettd gy = ag + ug. Tall6in,
jos q-Lug, niin qqo = Goq
TobisTus. Koska ¢, up € Im(H), niin § = —q ja ug = —uyp. Jos nyt ¢Lug, niin

(g, uo) = qug ;‘ Uoq _ —(QU02+ upq) —0

& qug = —Ugq.

Tasté seuraa, etté

qq0 = q(o + up) = qog + quo = apg — ueq = (ap — Uo)q = Gog.

Nyt yhtilé saadaan muotoon
1

cosf = _
2|gp|*|qo0]?

(G000 D + 909T00) = (@927 + 909.%0)

2[gp?|qo|?
e :
= —|2(%2 +q3) =

—2 2
- Qo+ ¢
2ol @ )

'
20,090

1
= o (QO2+QS)~

Kun merkitddn gy = ap + ug, saadaan yhtald edelleen muotoon
1
0 = _ 2 2
Ccos 2o — o) (00 T ) ((avg — wo)” + (g + uo)”)
1
—— T 2y —
2(af —ug) 20+ H0)

Kohta (1): Nyt ag = 0, joten

2 2
ag + ug

2 2"
Qg — Up
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eli @ = 7. Vektoreiden g, ja T}, (q,) = qoqpqg1 valinen kulma on siis 180° ja ¢,-Lqo, joten
kuvaus Ty, tasossa P on kierto kulmalla m. Kuvaus —T,, on siis identiteettikuvaus
tasossa P. Kun vektori ¢ jaetaan komponentteihin g, ja g, niin —7,(¢,) = ¢, ja
—Too(quy) = —quy, joten kuvaus —T,, on peilaus tason P suhteen.

P
Kuva 6.2. Tapaus gy = ug
Kohta (2): Trigonometristen kaavojen mukaan tan*(%) = ;ggzz, joten
a2+u?
5,0 1 —cosf ]'_a%fu%
tan (5) = 1+ [ - al+ud
cos I+ 35—
0 0
(af—uj)—(ag+uj)
_ G~
(0 —ug)+(ag+uf)
o
2 2
20 ol
.. —_— . 2 e
Koska ug € Im(H), niin |ue|*> = uoliy = —uj, joten tan?(4) = |1$2| . Siis kuvaus Ty,
0

on kierto kvaternion wug suuntaisen akselin suhteen kulmalla @, jolle tan(g) = % tai

tan(g) = —‘Z—g'.

Vield taytyy tarkastella, mihin suuntaan kierto tapahtuu. Lasketaan vektoreiden
qp ja T, (gp) ristitulo:
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G X Tyo(qp) = qp ¥ qupqal
5.3) 1

= §(qpqupqa Y — G090 " 0p)
210 1 _ _
= §(qu0qpqo — 09pq0dp)
613 1, __
= §<QOquCI0 — 09 %)

1,5,
= 5 (@0 — 4;%)

15,
= 50(@" — 40)-

Kun merkitdin gy = ag + ug, saadaan yhtald edelleen muotoon

1
Gp X Tyo(ap) = 5@1,3((040 - U0)2 — (ap + Uo)z)

= %qf,(—élozouo) = —26112,040“0-
Koska ¢, € Im(H), niin aputuloksen 6.8 nojalla qf) on negatiivinen reaaliluku. Nyt
siis —2q12,040 € R, joten vektoreiden g, ja T, (g,) ristitulo on vektorin wu, kanssa sa-
mansuuntainen vektori. Jos nyt —2q§o¢0 > 0, tapahtuu kierto oikean kiden sddnnon
nojalla positiiviseen suuntaan ja jos —2q§a0 < 0, tapahtuu kierto negatiiviseen suun-
taan.

Koska ¢2 < 0, madrdéd ag kierron suunnan; Jos ag > 0, niin —2¢2ag > 0, jo-
ten kierto tapahtuu positiiviseen suuntaan eli vastapaivain. Jos taas oy < 0, niin
—2qf)a0 < 0, joten kierto tapahtuu negatiiviseen suuntaan eli myotapéivaan.

Koska nyt tiedetddn, mihin suuntaan kierto tapahtuu, voidaan todeta, ettda kulma

0 saadaan lausekkeesta tan(g) = ‘Z—gl, missd luvun o merkki maaraa kierron suunnan.

KuvaA 6.3. Tapaus ¢y = ag + ug
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Tarkastellaan vield esimerkin avulla, kuinka lausetta 6.10 voidaan kiyttdd ava-
ruuden R3 kiertojen tarkastelussa. Tutkitaan ensin, kuinka yksikkokvaterniot voidaan
esittda sellaisessa muodossa, ettd niitd on helpompi soveltaa lauseeseen.

Olkoon qy = x1 +ix9+ jrs+kxy yksikkokvaternio eli N(qo) = 23+ 23423423 = 1.
Valitaan kulma 0 siten, ettd x; = cos %9. Télloin

1 1
sin2§9:1—008250:x%+x3+x§+xi—x%:xg—l—x%eri.

Mééritellidn reaaliluvut o, 2% ja ) siten, ettd zo = ahsinf, z3 = zfsinif ja
x4 = y sin 6. Téllaiset luvut 1ydetédn aina, sillé sin 36 on reaaliluku vililtd [—1, 1].
Merkitdén u = ixh + jab + kay. Nyt qo saadaan muotoon
o = 1+ ixo + Ja3 + kay
= COS 10 + 92 sin 10 + jag sin l@ + k2l sin 16’
2 272 T2 T2
1 1

= cos 59 4 wsin 56.

Jos sin %9 = 0, niin gy = x1 = cos %9. Oletetaan, etté sin %9 # 0. T&lloin
1 1

sin? 50 =25+ x5+ 2] = ((2h)* + (25)* + ()?) sin® 50,

eli (z4)? + (25)% + (x))? = 1, joten u on yksikkokvaternio. Jokainen yksikkokvaternio
voidaan siis kirjoittaa muodossa

1 1
= -0 in —0
go = COS 5 + usin 5%

missd u on imaginaarinen yksikkokvaternio. Tdméa muoto helpottaa kiertojen tutki-
mista.

ESIMERKKI 6.14. Kierretdéin vektoria ¢ = ixe + jrs + kxy € Im(H) vektorin i + j
suuntaisen akselin suhteen 90°.

Olkoon 6 = 90°

4

5Ja v = 1+7. Vektorin o pituus on v/2, ja cos %0 =cos i = \/Li
ja sin %9 = sin . Mairitelladn yksikkokvaternio qq siten, etté

S

1 1
go = COS 50 + U sin 50,
missi @ on vektorin ¥ suuntainen yksikkovektori, eli

1 1 1
QO:COS§9+7sin§9:cosZ+sinz-m'ﬁ

4 4
11 i4j 1 ity
V2 V2 V2 V2 2
V24i+j

2
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Nyt kvaternio ¢o on siis muotoa g + ug, missd oy = \/75 ja ug = % on vektorin
v =i+ j suuntainen kvaternio. Lisdksi
1 1
wl _ VEIPHGEE 12
Qo ‘/75 V2 V2 ’
eli kun # = 90°, niin tan = ‘Zol Lauseen 6.10 mukaan 90 asteen kierto vektorin i+ j

suuntaisen akselin suhteen saadaan nyt kuvauksen 7;, avulla.
Koska ¢y on yksikkokvaternio, niin huomautuksen 2.10 nojalla

o V2]

49y = qo = 5
Nyt laskemalla saadaan

1 _ <\/§+i+j

T4 (q) = 90999

\/§—i—j)

)(m’z + jxs + kx4)<

2 2
1 1 V2 1\, /V2 IR
‘<C§“—§%>+@?@+§“P+(3”B—#@J
V2 1 1 V2—i—j
+ (St gue— gk ) ()
\/5(—@ — x3) V2T + 1y 213+ 14
~( . . )
4 4 4
—Ty — T3 \/5(\/5162 + z4) V214 + 3 — o\ .
* ( TR 4 + 4 >Z
( (=0 — x3) \/5(\/55173 — Z4) V21, + 73 — 5102) .
+ (- + - J
4 4 4
n (\/§$24+ T4) n \/ECUZ— Ty n ﬁ(\/ﬁmi T3 — $2)>k

4 4 4
1 \/§> <1 1 \/§>j+<\/_ V2

QT2 ¥ T ) 2

Eli kun kvaterniota ¢ = 1xs+ jx3+ kx4 kierretddn 90° vektorin 7+ j suuntaisen akselin
suhteen, saadaan tulokseksi kvaternio

(%xz + %iﬂg + gau)i + <%x2 + %.Tg — §x4>3 + (—\/7_$2 + g.’ﬂg)k
Nyt tiedimme, kuinka avaruuden R3 peilauksia ja kiertoja voidaan esittiis lauseen
6.10 avulla. Varmistetaan vield, etti kaikki avaruuden R? peilaukset ja kierrot saadaan
esitettyd kvaternioiden ja kuvausten T}, avulla.
Koska voimme valita lauseen 6.10 kvaternion gy = g + uo mielivaltaisesti, niin
voimme kiertdd mitd tahansa imaginaarista kvaterniota ¢, eli mitd tahansa avaruuden
R3 vektoria, minksi tahansa kvaternion wu, suuntaisen akselin suhteen milld tahansa

R

(-
<2x24—2353—1—2\/_3134)2+ (21:2 + 223 — 2\/§x4>j+ (—2\/§x2+2\/§x3>k
(

)k:
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kulmalla, jolle tan(£) = % Saamme siis néin esitettyd minki tahansa avaruuden R?
kierron.

Miaritelldan viela kuvaus h : gy — 1, joka liittad jokaisen yksikkokvaternion
qo kuvaukseen T, (q) = qoqqy - Kuvaukset T, kuuluvat avaruuden R? ortogonaali-
seen ryhmisin, joka koostuu avaruuden R? lineaarisista isometrioista. Kuvaus h on
siis kuvaus yksikkokvaternioiden joukosta avaruuden R? ortogonaaliseen ryhmiin.

Osoitetaan, ettd A on homomorfismi.

LAUSE 6.15. Kuvaus h : qo — T,,, missd |qo| = 1, eli toisin sanoen kuvaus h
yksikkokvaternioiden joukosta avaruuden R® ortogonaaliseen ryhmddn, on ryhmdho-

momorfismi, jonka ydin on {£1}.

TobisTUs. Olkoot u ja v yksikkdkvaternioita. Tall6in myos uv on yksikkdkvater-
nio, ja siten (uv)~! = uw. Nyt

Tow(q) = (uv)q(uv) ™" = (wv)q(@v) = u(vqv)u
= UTv(q)ﬂ = Tu(Tv(Q)) =T.o0 Tv(q)

Kuvaus h on siis homomorfismi.

Kuvauksen h ydin muodostuu sellaisista yksikkokvaternioista qo, joille kuvaus 7T,
on identtinen kuvaus, eli joille T, (q) = qoqq;' = ¢ kaikilla ¢ € Im(H). Yhtils
70qqy " = ¢ saadaan muotoon quq = qqo. Lauseen 4.5 nojalla timéi pitee kaikille ¢ € H
vain, kun go € R. Tiedetdén siis, ettd ¢y € R ja |go| = 1, eli téytyy olla go = 1 tai
¢o = —1. Kuvauksen h ydin on siis {£1}. O

Kuvaus h on siis homomorfismi, joten jos halutaan kiertii jotakin avaruuden R3
vektoria usean kerran perdkkiin eri akselien suhteen, sen voi tehdd kuvausten T},
yhdistein4.

Voidaan my0s osoittaa, ettd kuvaus h on surjektio (ks. esim [10] Theorem 16).
Koska se on surjektio, niin kuvaukset T, muodostavat koko avaruuden R? ortogonaa-
lisen ryhmaén.



LUKU 7

Neljan nelion summa

Luvussa 2 osoitettiin, ettd jos kerrotaan keskenddn kaksi sellaista lukua, jotka
koostuvat neljin kokonaisluvun nelion summasta, saadaan tulokseksi taas luku, joka
koostuu neljin kokonaisluvun nelién summasta. Téata tulosta apuna kiyttden osoi-
tamme nyt, ettd mikd tahansa kokonaisluku voidaan esittdd neljan kokonaisluvun
nelion summana.

Italialais-ranskalainen Joseph-Louis Lagrange toi ensimmadiisend tdmén viitteen
julki ja todisti sen jo vuonna 1772. Lause tunnetaankin yleisesti nimelld 'Lagrangen
neljin nelion lause’. Lagrangen jilkeen muutama muukin matemaatikko on anta-
nut oman todistuksensa lauseelle. Saksalainen Adolf Hurwitz maéaritteli vuonna 1896
Hurwitzin kvaterniot, ja niiden avulla antoi lauseelle puhtaasti algebrallisen todistuk-
sen. Todistamme tissa luvussa lauseen kidyttden apuna Hurwitzin kvaternioita.

LAUSE 7.1. Mikd tahansa kokonaisluku n > 0 voidaan esittid neljyin kokonaislu-
vun nelién summana
n:af—l—ag—f—ag—f—ai.

Osoitetaan ensin, ettd lause patee mille tahansa alkuluvulle.

LAUSE 7.2. Mikd tahansa alkulukuluku p voidaan esittia neljin kokonaisluvun
nelion summana
9 2 2 2
p=aj+a;+az;+aj.
Lahdetaan todistamaan lausetta Hurwitzin kvaternioiden avulla. Todistus seuraa
pitkalti teosta [3].

MAARITELMA 7.3. Kvaternio ¢ on Hurwitzin kvaternio, jos sen reaalilukukompo-
nentit ovat joko kaikki kokonaislukuja tai kaikki parittomien kokonaislukujen puolik-
kaita. Hurwitzin kvaternioiden joukkoa merkitdian

. 1
H = {x1 +ixe + jrsz + kxy : 21,29, 23, 24 € Z tai x1, 19, x3,24 € Z + 5}

LEMMA 7.4. Mikd tahansa Hurwitzin kvaternio q voidaan kirjoittaa muodossa
q = ayr + ast + azj + ask,
missi T =1(1+i+j+k)€H jaa, as, az ja as ovat kokonaislukuja.
TobisTtus. Olkoon ¢ = 1 + ixs + jx3 + kxy € H. Nyt jos aq, as, as, ay € 7, niin

ar + CLQ’i + Cng + Cl4l€

Lot 2arit a4 Sark + agi + ag + ack
= =Qa —a1? —a —a a9l a a

s T M 5 1] 51 2 3] 4

1 1 o1 o1
= 5@1 + (5@1 + ag)l + (5&1 + ag)j + (5&1 + CL4)/€,

37
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jaluvut aq, as, az ja ay voidaan valita siten, ettd z; = %al, Ty = %al—f—ag, T3 = %al +as

jaxy = %al ~+ay. Siis kvaternio ¢ voidaan kirjoittaa muodossa ¢ = a;r+aqsi+asj+ask,
eli viite pitee. 0

LEMMA 7.5. Jos q,p € H, nim G € H, q+p € H, qp € H ja N(q) € Z.

TobnisTus. Olkoot q,p € H. Selviisti § € H ja ¢+p € H. Osoitetaan, ettd gp € H.
Olkoon r = %(1 +i+j+ k). Nyt lemman 7.4 nojalla ¢ ja p voidaan esittdd muodossa
q= a1r+a2i+a3j+a4k: ja p= blr+b2i+b3j+b4k, missa aq, as, as, ay, bl, bg, b3, by € 7.
Talloin

qp = (alr + agi + (l3j —|— a4/<:) (blT + bgl —|— b3] =+ b4]{7)
= CL1b1T2 — a2b2 — 6L3b3 — Cl4b4
+ (aleT + G/ler + a3b4 — a4b3)i
+ (a1bsr + azbir — asby + asbs) g
+ (a1b4r + CL4b17’ + CLng - agbz)]{?.

Nyt kvaternioiden laskusidantdjen nojalla

SR NS PN U A SIS SO SO
METy TRt Tl T E Ty Rt o) T
S PN U P A S PR St
S R L T L R L L UL Y U
1 1 1 1 1 1 1 1
k= —— S —id4 ok kre=——— i+ it -k
" g Tl T gk Rr=mg oot gl T ok
1 1. 1. 1
rP=—Z4Zi+j+-k

Siis 72,74, ir,rj, jr,rk, kr € H. Koska myds zr € H kaikilla z € Z, niin nyt kaikki
kvaternion gp komponentit ovat Hurwitzin kvaternioita, joten gp € H.

Osoitetaan vield, etti N(q) € Z. Nyt N(q) = 23 + 23+ 23+ 3. Jos z; € Z kaikilla
i€ {1,...,4}, niin selvisti N(q) € Z. Jos taas z; € Z+% kaikilla ¢ € {1,...,4}, niin
2? € Z+ 1 kaikilla i € {1,...,4}, ja

9 9 9 9 1 1 1 1
$1+x2+$3+x4:Zl+Z+ZQ+Z+Z3+Z+Z4+Z

:Zl+22+23+24+1,
missd z; € Z kaikilla ¢ € {1,...,4}. Siis N(q) € Z. O

Kuten luvussa 2 méiriteltiin, yksikkokvaterniot ovat kvaternioita, joille pitee
N(q) = 1. Tutkitaan seuraavaksi, millaiset Hurwitzin kvaterniot ovat yksikkokva-
ternioita. Olkoon ¢ = x1 + ixe + jxg + kxy € H. Jos x1, %9, 3,24 € Z, niin N(q) =
22+ 23+ 22422 = 1 vain silloin, kun jokin luvuista =7, r3, 2, 22 on 1 ja muut nollia, eli
jos jokin luvuista x1, x2, x3, x4 on 1 tai —1 ja muut nollia. Jos taas xq, xo, x3, x4 € Z—l—%,
niin N(¢) = 1 vain silloin, kun 2§ = 23 = 23 = 2] = T elijos 1y = 25 = 13 = x4 = +1.
Siis Hurwitzin kvaternioilla on 24 yksikkokvaterniota:

1
£, ki, ), =k (ELEi£j k).
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MAARITELMA 7.6. Olkoon ¢ Hurwitzin kvaternio. Jos ¢ € H on mikd tahansa
vksikkdkvaternio, niin e€q ja ge ovat kvaternion g liittolaisia.

HuomAuTus 7.7. Koska Hurwitzin kvaternioiden tulo on Hurwitzin kvaternio,

niin kaikki Hurwitzin kvaternion liittolaiset ovat myts Hurwitzin kvaternioita, ja koska
N(e) = 1 kaikilla yksikkokvaternioilla €, niin N(eq) = N(e)N(q) = N(q).

LAUSE 7.8. Jos q on Hurwitzin kvaternio, niin ainakin yhdelld sen liittolaisista on
kokonaislukukomponentit. Jos q on pariton eli N(q) on pariton, niin silld on ainakin
yksi liittolainen, jolla ei ole kokonaislukukomponentteja.

TobisTus. Kohta (1): Olkoon q = 1 +ixe+ jrs+kxy € H. Jos x1, 29, 23,24 € Z,
niin ainakin kvaternion ¢ liittolaisella 1¢ = ¢ on kokonaislukukomponentit. Jos taas
X1,T9, T3, Xy € L+ %, niin valitsemalla merkit oikein voidaan merkita

1
q:(a1+ia2+ja3—|—k;a4)+é(jzlj:i:tjj:k):p—i-r,

missd p = (a1 + tag + jag + kay), a1, as, az ja ay ovat parillisia kokonaislukuja, ja
r=1(x1+i+j+k) on yksikkdkvaternio. Nyt
qr = (p+1)F = pr +1T.

Koska kvaternion p kaikki komponentit ovat parillisia kokonaislukuja, niin kvaternioi-
den kertolaskusdadnnon nojalla kaikki kvaternion pr komponentit ovat kokonaislukuja.
Koska r on yksikkdkvaternio, niin 7 = 1. Siis kvaternion ¢r komponentit ovat koko-
naislukuja. Koska 7 on yksikkokvaternio, niin ¢ on kvaternion ¢ etsitty liittolainen.

Kohta (2): Olkoon ¢ = x; + ixg + jxg + kxy € H pariton, eli N(g) on pariton.
Jos x1, 9, T3, 74 € Z + %, niin 1¢ = ¢ on kvaternion ¢ haluttu liittolainen. Jos taas

27
X1, T9, T3, X4 € Z, niin nyt voidaan taas merkita

q = (a1 + tay + jaz + kay) + (by + iby + jbs + kby) = p + 1,

missd p = (a1 + iag + jag + kay), a1, ag, asz ja ay ovat parillisia kokonaislukuja, ja
r = (by + iby + jbs + kby) siten, ettd jokainen by, by, b3 ja by on joko 0 tai 1. Koska
nyt N(q) = (a1 + b1)? + (as + ba)* + (ag + b3)* + (a4 + bg)? on pariton, niin luvuista
b1, ba, b3, by joko yksi on 1 ja muut 0 tai yksi on 0 ja muut 1. Siis

re{l, i, j, k 14+i+j, 1+i+k 1+j+k i+j+k}

Nyt taas milld tahansa kvaternion p liittolaisella on kokonaislukukompontentit, joten
riittda osoittaa, ettd kvaterniolla r on liittolainen, jolla ei ole kokonaislukukompo-
nentteja.

Olkoon € = % + %z + % J+ %/{: Nyt e on yksikkokvaternio, ja kvaternioiden kerto-
laskusddnnoon nojalla

1e:1+1i+1j—|—1k, iez—l—i-li—lj—l—lk
2 2 2 2 2 2 2 2
]62—%+%i+%j—%k, kez—%—%i—k%j—i—%k
(1+2+j)6——§+gi+%j+%k:, (1+2+k‘)e:—§+%i—l—%j+gk
(1+j+k‘)e:—§—l—%i+gj+%k, (l+j+/€)e:—§+§i+%j+§k
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Siis kvaterniolla re ei ole kokonaislukukomponentteja. Nyt ge = (p+7)e = pe+re. Kva-
terniolla pe on kokonaislukukomponentit, mutta kvaterniolla re ei, joten kvaterniolla
qe ei ole kokonaislukukomponentteja. Koska e on yksikkokvaternio, on ge kvaternion
q etsitty liittolainen. O

LAUSE 7.9. Jos ¢ € H ja m on positizvinen kokonaisluku, niin on olemassap € H
siten, etta

N(q —mp) < m?.

TobpISTUS. Jos m = 1 niin lause on selvi; valitaan p = ¢, jolloin N(q — mp) =
N(q — q) = 0 < 1. Voidaan siis olettaa, ettd m > 1.

Kirjoitetaan kvaternio ¢ lemman 7.4 muodossa ¢ = a7 + asi + azj + ask, missi
ay, as, as ja ay ovat reaalilukuja. Olkoon p jokin Hurwitzin kvaternio. My6s p voidaan
kirjoittaa muodossa p = bir + bot + b3j + bsk, missd by, by, bs ja by ovat joitakin
reaalilukuja. Talloin

q —mp = (a; — mby)r + (ag — mby)i + (a3 — mb3)j + (ag — mby)k
= Yo )+ (o = )+ 03— i)
- ((%(al —mby) + (ag — mbs))j + %((al —mby) + (az — mba))k

1
= —(a; —mby) + 5((11 — mby + 2a9 — 2mby)i

—_ N =

1
+ —(Cll — mbl + 2@3 — 2mbg)j + 5(011 — mb1 + 2@4 — 2mb4)k‘

= o

1
= —(CL1 — mbl) + 5(@1 + 2(12 — m(bl -+ 2b2))2

NN

1
+ 5((11 —+ 2@3 — m(bl + 2b3))] + 5(&1 + 2(14 — m(b1 + 2b4))k}

Nyt kun valitaan (alempana selvitetddn, miksi ndin voidaan tehd&) by, by, bs ja by
siten, ettd

1
\al — mbl\ S ém,
la1 + 2as — m(by + 2by)| < m,

|Cl1 + 2@3 — m(b1 -+ 2b3)’ S m,

ja
la1 4+ 2a4 — m(by + 2by)| < m,
niin
1 o 1 2
N(q—mp) = é_l(al —mby)” + Z(al + 2ay — m(by + 2by))
1 1
- Z—l(al + 2a3 — m(by + 2b3))* + Z(al + 2a4 — m(by + 2by))?
1

1
< L2 L2 2
_16m +3 4m <m
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Varmistetaan vield, ettd luvut by, by, b3 ja by voidaan valita niin, ettd epayhtilot
péteviit. Koska m > 0, niin |m| = m. Ensimméinen epiyht&lo saadaan muotoon

la; — mby| < =m

|CL1 — mb1|
m|
a1

m

N~ N~ N~

Epéyhtalo pitee, kun valitaan by siten, ettd se on ldhinna lukua 71 oleva kokonaisluku.
Nyt kun luku b; on valittu, saadaan toinen epayhtilé muotoon

lay + 2as — m(by + 2by)| < m
2a9 — m(b 2b
PN |CL1 + 2a9 m( 1+ 2)’

<1
m|
a a
S|= = +2(= —by)| <1
m m
ay bl Qo 1
S l— — =4 = by < =,
om 2 2|—2

Epéyhtalo patee, kun valitaan by siten, ettd se on ldhinna lukua 5% — %1 + 22 oleva
kokonaisluku. Vastaavasti kaksi viimeistd epédyhtilod péatevit, kun valitaan b3 siten,
ettd se on lahinnd lukua 7 — %1 + 22 oleva kokonaisluku ja by siten, etta se on ldhinna

lukua 2“—7711 — %1 + % oleva kokonaisluku.

Halutut luvut by, be, b3 ja by 16ydettiin, joten lause on nyt todistettu. O

LAUSE 7.10. Jos q,p € H ja p # 0, niin loytyy r € H ja s € H siten, ettd
qg=rp+s, ja N(s) < N(p).

Tobistus. Olkoot ¢,p € H. Madritelldsn t = ¢p ja m = pp = N(p). Valitaan

Hurwitzin kvaternio r siten, etti lauseen 7.9 tapaus pitee: N(t —mr) < m?. Olkoon
s =q —rp. Nyt
(g—rmp)p=qp—rpp=t—rm==t—mr
ja
N(q—rp)N(p) = N((g —rp)p) = N(t — mr) < m?,
joten N(q —rp) < m. Nyt my0s
N(s) = N(g—rp) <m=N(p),

joten lause pitee. 0

MAARITELMA 7.11. Olkoot ¢,p,r € H. Jos ¢ = pr, niin p on kvaternion q vasem-
manpuoleinen jakaja ja r on kvaternion q otkeanpuoleinen jakaja.

MAARITELMA 7.12. Olkoon S C H, S # ) joukko Hurwitzin kvaternioita, jotka
kaikki eivét ole nollia. Joukko S on oikeanpuoleinen ideaali, jos
e peES=qEtpes
e g S = rqe S kaikilla r € H.
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Jos ¢ € H ja S on se oikeanpuoleinen ideaali, joka muodostuu kaikista kvaternion
g vasemmanpuoleisista monikerroista r¢, niin sanotaan, ettd S on oikeanpuoleinen
paaideaali.

LAUSE 7.13. Jokainen oikeanpuoleinen ideaali on oikeanpuoleinen pddideaals.

TobisTUus. Koska S on oikeanpuoleinen ideaali, on sielld vihintdan yksi kvaternio,
joka ei ole 0. Olkoon v € S sellainen kvaternio, jolla on pienin positiivinen normi. Nyt
siis jos t € S ja N(t) < N(v), niin ¢t = 0.

Olkoon ¢ € S. Maédritelmén nojalla ¢ — pv € S kaikilla p € H. Valitaan r € H
siten, ettd lauseen 7.10 tapaus pétee:

q=pv+r, jaN(r) < N(v)

Koska r = ¢ — pv, niin nyt N(q — pv) < N(v), joten ¢ — pv = 0, eli ¢ = pv. Siis
miké tahansa ¢ € S on muotoa g = pv, joten joukko S muodostuu kaikista kvaternion
v € S vasemmanpuoleisista monikerroista, eli se on oikeanpuoleinen paiideaali. [

MAARITELMA 7.14. Olkoot ¢,p € H. Kvaternioilla ¢ ja p on suurin yhteinen
otkeanpuoleinen jakaja r, jos
e r on kvaternioiden ¢ ja p oikeanpuoleinen jakaja
e Jokainen kvaternioiden ¢ ja p oikeanpuoleinen jakaja on myds kvaternion r
oikeanpuoleinen jakaja.
Merkitadn r = (q, p)g-
Vastaavasti maaritellaan suurin yhteinen vasemmanpuoleinen jakaja.

LAUSE 7.15. Milld tahansa kahdella Hurwitzin kvaterniolla q ja p, joista ainakin
toinen on erisuuri kuin 0, on (vasemmanpuoleista yksikkotekijid vaille) yksikisittei-
nen suurin yhteinen otkeanpuoleinen jakaja r, joka voidaan esittdd muodossa

r = sq + tp,
missd s,t € H.

TobisTUus. Olkoot ¢, p € H. Olkoon S sellainen joukko, joka siséltaéd kaikki muo-
toa sq + tp olevat kvaterniot, kun s,t € H. Koska0 € Hjal € Hniinge Sjap e S.
Olkoot v, w € S. Talléin v ja w ovat muotoa v = sq + tp ja w = s'q + t'p joillakin
s, s t,t' € H. Nyt

viw=(sq+tp)*(s'q+tp)=(sts)g+{tLtpes
ja
av = a(sq + tp) = asq + atp € S kaikilla a € H,
joten joukko S on oikeanpuoleinen ideaali, ja titen lauseen 7.13 nojalla oikeanpuo-
leinen pédideaali. Joukko S on siis muodostunut jonkin kvaternion r € H kaikista
moninkerroista A\r, A € H. Koska nyt 1r € S, niin » € S, ja se voidaan esittida
muodossa
r = sq + tp.
Koska ¢,p € S, niin ne ovat muotoa ¢ = A\ir ja p = Aor, eli r on niiden yhteinen
oikeanpuoleinen jakaja.

Olkoon s kvaternioiden ¢ ja p miké tahansa yhteinen oikeanpuoleinen jakaja. T&l-

16in ¢ = s15 ja p = sps joillakin sy,50 € H. Nyt r = A\['¢ = A\['sisjar = \)'p =
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Ay tsos. Koska A1, Ayt € H, niin s on myds kvaternion r oikeanpuoleinen jakaja. Miki
tahansa kvaternioiden ¢ ja p yhteinen oikeanpuoleinen jakaja on siis my06s kvaternion
r oikeanpuoleinen jakaja. Siis 7 on kvaternioiden ¢ ja p suurin yhteinen oikeanpuolei-
nen jakaja.

Osoitetaan vield yksikésitteisyys. Olkoot nyt r ja r’ kvaternioiden ¢ ja p suurimmat
yhteiset oikeanpuoleiset jakajat. Talloin ne voidaan kirjoittaa muodossa r = v'r’ ja
r’ = vr, missd v,v" € H. Nyt r = o'v' = v'vr, joten v'v = 1. Koska v'v = 1, on
N(v'v) =1,eli N(v')N(v) = 1. Koska N(v"), N(v) € N, tdytyy olla N(v') = N(v) = 1.
Siis v ja v’ ovat yksikkOkvaternioita.

Suurin yhteinen oikeanpuoleinen jakaja on siis vasemmanpuoleista yksikkotekijaa
vaille yksikésitteinen. O

LAUSE 7.16. Olkoot q € H ja p = m on posititvinen kokonaisluku. Tdalloin
(¢,p)r = 1 jos ja vain jos syt(N(q), N(p)) = 1 (eli yhtipitavasti jos syt(N(q), m) =
1).

TobisTus. Jos (¢,p)r = 1, niin sq + tp = 1 joillakin s, € H. Nyt

N(s)N(q) = N(sq) = N(1 —tp) = N(1 —mt) = (1 — mt)(1 — mt)
= (1 —mt)(1 —mi) =1 —mi—mt +m>N(t).
Siis N(s)N(q) = 1+m(—t —t +mN(t)) = 1 +mk jollakin k € Z, silli t +t € Z ja
mN(t) € Z. Tésta seuraa, ettd N(s)N(q) — mk = 1. Koska syt(NN(q), m) jakaa seki
luvun N(q) ettd luvun m, se jakaa myo6s luvun N(s)N(q) — mk eli luvun 1. Koska
syt(N(q), m) € Z, niin syt(N(q), m) = 1.

Koska N(p) = m?, niin syt(N(q), N(p)) = 1 jasyt(N(q), m) = 1 ovat yhtépitivét.

Jos taas syt(N(q), N(p)) = 1 eli syt(N(q),m) = 1, niin lauseen 7.15 nojalla on
olemassa Hurwitzin kvaterniot s ja ¢ siten, ettd

1 =sN(q) + tm.
Koska N(q) = qq, saadaan yhtilé muotoon
1 = sqq +tm.

Nyt s € H jaq € H, joten sq € H. Siis lauseen 7.15 nojalla nyt (¢,m)r = 1, eli
(¢,p)r=1. O

MAARITELMA 7.17. Olkoon g € H. Kvaternio g on jaoton, jos sen ainoat jakajat
ovat yksikkokvaternioita tai sen liittolaisia.

HuomAuTUs 7.18. Toisin sanoen kvaternio g on jaoton, jos ehdosta g = st seuraa,
ettd s tai t on yksikkékvaternio.

HuomAuTus 7.19. Selvésti kaikki jaottoman Hurwitzin kvaternion liittolaiset
ovat jaottomia.

LAUSE 7.20. Hurwitzin kvaternio q on jaoton jos ja vain jos sen normi N(q) on

alkuluku.

TobisTus. "<": Olkoon N(q) alkuluku. Merkitdén g = st, s,t € H. Nyt
N(q) = N(st) = N(s)N(t).
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Koska N(gq) on alkuluku, niin tdytyy olla N(s) = 1 tai N(t) = 1, eli s tai ¢t on
vksikkdkvaternio, eli ¢ = st on jaoton.
Lauseen todistuksen toinen suunta tehdadan seuraavan lauseen avulla:

LAUSE 7.21. Alkuluku p ei voi olla jaoton kvaternio.

Tobistus. Olkoon p alkuluku. Koska 2 = (1+14)(1 —4), ja (1 +1) ja (1 —q) eivit
ole yksikktkvaternioita, niin 2 ei ole jaoton kvaternio. Voidaan siis olettaa, ettd p on
pariton. Osoitetaan yksi aputulos:

APUTULOS 7.22. Jos p on pariton alkuluku, niin on olemassa z,y € Z siten, etté
1+ 2% 4+ y* = mp jollakin m € Z, jolle 0 < m < p

TobisTus. Kéydéaan lapi todistuksen idea. Maéritellaan joukot A ja B siten, etta
A:{aQ:Ogagp;l}
2
ja
9 -1
B=< -0 —1:0§b§T :

Olkoot x;, z; € A. Télléin x; = a} ja x; = a? joillakin a;, a; € Z, ja
T —xj = a? - ajg- = (a; + a;)(a; — a;).

Voidaan olettaa ettd a; > a;, jolloin a; — a; > 0. Nyt (a; + a;), (a; — a;) € [1,p —1].
Nyt ei 16ydy sellaista lukua n € Z, jolle z; — x; = np, eli (a; + a;j)(a; — a;) = np.
Jos téllainen luku n 16ytyisi, niin luku n olisi jaollinen sekd luvulla (a; + a;) ettd
luvulla (a; — a;), koska np on jaollinen néilld molemmilla ja p on alkuluku. Téll6in
olisi n = k(a; + a;) jollakin k € Z, jolloin yhtilo (a; + a;)(a; — a;) = np saadaan
muotoon (a; — a;) = kp. Tamé on kuitenkin mahdotonta, silld (a; — a;) < p ja koska
a;—a; > 0, niin k& > 0, joten kp > p. Luvuilla z; ja x; ei siis voi olla sama jakojdannos
jaettaessa luvulla p.

Samoin jos y;,y; € B, niin ei 16ydy lukua [ € Z siten, ettd y; —y; = Ip, eli luvuilla
Y; ja y; ei voi olla sama jakojddnnos jaettaessa luvulla p.

Koska molemmissa joukoissa A ja B on ’%1 alkiota, AN B = ( ja luvulla p
jaettaessa jakojaanndksia on p kappaletta, niin taytyy olla
z} =mp+ (=1 —y7)
joillakin z7 € A, —y7 — 1 € B ja m € Z, eli toisin sanoen

x? + y? +1=mp

jollain m € Z.
O

Aputuloksen perusteella on olemassa z,y € Z siten, ettd 1 + 22 + y? = mp jollain
m. Olkoon ¢ = 14 ix + jy € H. Nyt
N(q) =1+ 2° + >

Aputuloksen perusteella siis N(q) = mp. Nyt syt(N(q),p)) = syt(mp,p) = p > 1,
joten lauseen 7.16 nojalla kvaternioilla ¢ ja p on suurin yhteinen oikeanpuoleinen
jakaja r, joka ei ole yksikkokvaternio.
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Olkoon ¢ = rrjap = ror, r1,ro € H. Nyt ry ei voi olla yksikkokvaternio, koska jos
se olisi, niin my&s r, ! olisi yksikkékvaternio, ja koska r = pry !, niin ¢ = rir = ripry ',
ja p jakaisi kaikki kvaternion ¢ = 1 4 iz 4 jy koordinaatit, erityisesti komponentin
1, eli taytyisi olla p = 1. Siis p = ror, ja kumpikaan r tai r5 ei ole yksikkdkvaternio,
joten kvaternio p ei ole jaoton. 0

Todistetaan seuraavaksi lauseen 7.20 toinen suunta:

”=". Olkoon ¢ jaoton kvaternio ja p sellainen alkuluku, joka jakaa luvun N(q).
Lauseen 7.16 perusteella kvaternioilla p ja ¢ on yhteinen oikeanpuoleinen jakaja r,
joka ei ole yksikkokvaternio. Merkitdan ¢ = ryr, missa r; € H. Koska ¢ on jaoton, on
r1 yksikkékvaternio, mistd seuraa, ettd myds r;* on yksikkokvaternio, ja r = gry* on
kvaternion ¢ liittolainen. Nyt

N(r) = N(gri") = N(q).
Merkitdan p = ror, missa ro € H. Nyt
N(p) =p* = N(r2)N(r) = N(rs) N(q).

Koska p on alkuluku, niin N(ry) = 1 tai N(rq) = p.

Jos N(ry) = 1, niin p = ryr = rory *q on kvaternioiden r ja ¢ liittolainen, ja koska
¢ on jaoton, niin talléin myos p olisi jaoton kvaternio. Téméa on kuitenkin lauseen
7.21 nojalla mahdotonta. Jos taas N(ry) = p, niin koska p? = pp = N(r2)N(q), niin
my6s N(q) = p, eli N(q) on alkuluku.

U

Nyt edellisten tulosten avulla voidaan todistaa lause 7.2. Olkoon p alkuluku.
Lauseen 7.21 nojalla kvaternio p ei voi olla jaoton, joten se voidaan kirjoittaa muo-
dossa p = qr, missd p = N(q) = N(r), ja q,r € H, ja kumpikaan ¢ tai p ei ole
vksikktkvaternio. Olkoon nyt ¢ = x1 + 129 + jxs + kxy. Jos x1, 29, x3, x4 € Z, niin

p=N(q) =2} + 23 + =} + 27,

eli lause pétee. Jos taas xy,xq,x3, x4 ¢ Z, niin lauseen 7.8 nojalla 16ytyy ¢:n liitto-
lainen ¢/, jolla on kokonaislukukomponentit, merkitdén ¢ = x| + ixh + jai + k),
x, xh, x5, @) € Z. Nyt koska N(q) = N(¢'), niin

p=N(q) = (21)" + ()" + (25)° + (21)%,
eli mikd tahansa alkuluku voidaan esittdd neljan kokonaisluvun nelion summana.
Lause 7.2 on nyt todistettu.

Lause 2.11 sanoo, ettd jos kerrotaan keskenéén kaksi sellaista lukua, jotka koostu-
vat neljin kokonaisluvun nelion summasta, saadaan tulokseksi taas luku, joka koostuu
neljan kokonaisluvun nelién summasta. Toisin sanoen kaikilla x1, xo, 3, T4, Y1, Yo, Y3, Y4 €
7 patee

(o + oy +ai+al) i +va +us +ui) = (2 +25 + 25 +2)
joillakin z1, 29, 23, 24 € 7Z.

Tunnetusti jokainen kokonaisluku voidaan esittda yksikéasitteisesti alkulukujen tu-
lona,

n=pip2- - Pn,



46 7. NELJAN NELION SUMMA

missi p; on alkuluku kaikilla ¢ € {1,...,n}. Nyt jokainen alkuluku voidaan esittaa
neljin kokonaisluvun nelion summana ja jos kerrotaan keskendin kaksi sellaista lu-
kua, jotka koostuvat neljin kokonaisluvun nelion summasta, on niiden tulo neljan
kokonaisluvun nelion summa. Induktioperiaatteen nojalla jokainen kokonaisluku n
voidaan esittdd neljin kokonaisluvun nelion summana. Lause 7.1 on nyt siis todistet-
tu.



LUKU 8

Oktoniot

Kvaternioiden loydyttya matemaatikot alkoivat luonnollisesti tutkia seuraavia lu-
kualueiden laajennuksia. Myohemmin on selvinnyt, ettd 5-, 6- ja 7-ulotteisiin ava-
ruuksiin ei voida méaéaritelld kertolaskua, joka kayttaytyisi samalla tavalla kuin reaa-
lilukujen kertolasku. Vuonna 1843 matemaatikko John Graves esitteli Hamiltonille
kahdeksanulotteisia lukuja, oktaaveja. Loydos ei kuitenkaan ollut Hamiltonin mieles-
td merkittdva, silld niiden kertolasku ei ollut kommutatiivisuuden lisdksi edes asso-
siatiivinen. Vuonna 1845 matemaatikko Arthur Cayley toi julkisuuteen samanlaiset
kahdeksanulotteiset luvut, oktoniot, joita kutsutaan myts Cayleyn luvuiksi.

Témén luvun tiedot on saatu pidasiassa teoksista [1], [9] ja [11].

Oktoniot ovat kahdeksanulotteisia lukuja, joissa on reaaliosan lisdksi seitseméan
imaginaariosaa. Perusoktoniot ovat

1=(1,0,0,0,0,0,0,0)
e1 = (0,1,0,0,0,0,0,0)
e2 = (0,0,1,0,0,0,0,0)

ez = (0,0,0,0,0,0,0,1).

Oktoniot ovat muotoa

O = Xg+ €171 + €2T2 + e3%3 + e4X4 + €55 + €T + €727

7
= Xo + E €ix;,
i=1

missi x1,xs, ..., xr7 € R. Peruskvaterniot voidaan samaistaa perusoktonioiksi, eli
i:el, j:€2, Ja k:eg.

Kuten kvaternioilla, my6s oktonioilla jokaiselle perusoktoniolle (paitsi oktoniolle 1)
patee
e%:egz...:egz—l.
Oktonioiden joukko O on kahdeksanulotteinen avaruus varustettuna seuraavilla
oktonioiden yhteen- ja kertolaskuilla:
Kahden oktonion yhteenlasku suoritetaan komponenteittain, eli

7

7 7
a+f=(z+ Z eii) + (yo + Z@?ﬁ) = (2o + yo) + Z ei(xi + i)
i=1 i=1 i=1
Perusoktonioiden kertolaskuille on méaritelty omat laskusdédntonsé, jotka esitetddan
seuraavassa taulukossa:

47
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1 €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 €g €7
e1 |er| =1 | ez | —ea| e5 | —eq| —€7| €5
ey | ey | —eg| —1 | e €g er | —eq | —es
€3 | €3 €9 —e1 -1 (&g —€g €5 —€4
€4 | €4 | —€5 | —€g | —€7 -1 €1 ()] €3
€5 | €5 €4 —e7 €g —€1 -1 —e€3 €9
e | eg | er es | —es| —ex| es | =1 | —eq
e7 |er| —eg | es es | —e3| —ey| e1 | —1
TAULUKKO 1. Perusoktonioiden kertolasku
Taulukosta 1 ndhdiédn, ettd peruskvaternioiden kertolaskulle
saannot:

e antikommutatiivisuus:

62'63‘ =

e indeksien kasvattaminen yhdella:

€i€j = € = €i4+1€541

e indeksien kaksinkertaistaminen:

€i€j = € = €2;€2; = €.

—eje;, kun ¢ # 7,

== ek+17

patevat seuraavat

Kahdessa viimeisessad saannossid indeksit ovat modulo 7, eli eg = ey, eg = €9, jne.
Kuten kvaternioiden, mytskadn oktonioiden kertolasku ei ole kommutatiivinen,
eikd itse asiassa edes assosiatiivinen, silld esimerkiksi

(e1ez)es = eges =

—eg # eg = e1(eqes).

Laskus&into kahden oktonion tulolle saadaan johdettua, kuten kvaternioillekin, kiyt-
tden apuna perusoktonioiden kertolaskusidintdjéi. Kertolaskusdanto saataisiin lasket-
tua komponenteittain, mutta siita tulisi hyvin pitkd lasku, joten tassé esitetddn vain

lopputulos:

(xo + €121 + €2x9 + e3x3 + €424 + €525 + €56 + e727)-

(Yo + e1y1 + eayo + e3ys + eays + esys + ecys + eryr)
(8.1) = (ToYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — TaYs — TsYs — TeY6 — TrY7)
ToY1 + T1Yo + T2Y3 — T3Y2 + TaYs — TsYs — TeY7 + T7Ys)€
ToY2 + T2Yo — T1Ys + T3Y1 + TalYe — TeYa + TsYr — T7Ys)€2

ToYs + X3Yo + T1Y2 — TaY1 + Tay7 — T7Ys — TsYe + TeYs)€E3

ToYs + Tsy1 + T1Ya — TalY1 — XoY7 + T7Y2 + T3Ye — TeYs3)Es

ToYs + TeYo + T1Y7 — T7Y1 + ToYs — TalY2 — T3Ys + Ts5Y3)es

+( Je
+( )
+( )
+ (Zoya + Tayo — T1Ys + Tsy1 — T2Ys + TeY2 — T3Yr + TrYsz)ey
+( )
+ ( )
+( )

ToY7 + TrYo — T1Ye + TeY1 + T2Ys — TsY2 + T3Ys — TaYs3)er
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Huomataan, ettd oktonioiden kertolaskuja olisi tyolistd laskea kertolaskusddnnon
avulla. Helpommalla paéstdsin, kun huomataan, ettd jokainen oktonio voidaan esittia
kahden kvaternion avulla.

Samalla tavalla kuin kompleksiluvut voidaan esittdé reaalilukupareina x; + ixy =
(x1, z2) ja kvaterniot kompleksilukupareina x; +ixe + jas + kxy = (x1 +ixe, v3+ixy),
voidaan oktoniot kirjoittaa kvaterniopareina:

= Tg+ €171 + €2X2 + e3x3 + e4x4 + €55 + €T + €707

= 2g + e1X1 + €2Xg + €33 + 4Ty — €4€1T5 — €420 — €4€3T7

= Tg + €171 + €aTy + €373 + es(wy + e1(—x5) + ea(—x6) + e3(—7))

=q + €4p,
missd ¢ = xg +e1x1 +exxs +egxz € Hjap = x4+ 61(—.7}5) + 62(—%) + 63(—.137) € H.
Siis

To + €101 + ea%9 + €33 + €4X4 + €505 + g + €727
= (xo + 1wy + Jxg + kas, x4 — ix5 — jrg — kay).
Kun oktoniot esitetddn jarjestettyind pareina kvaternioista, niille maaritellian summa
(q1,q2) + (p1,p2) = (@1 +p1, 92 + P2)
ja tulo
(q1,q2)(p1, p2) = (Qup1 — D242, P21 + @2P1).

Laskemalla (pitkilld, mutta suhteellisen helpoilla laskuilla) voitaisiin ndyttds, etta

kaikki laskusdannot, jotka on mééritelty kvaternioparimuodoille, pateviat myos, jos
ne laskettaisiin oktonioille suoraan komponenteittain.

HuomAuTus 8.1. Kvaternioiden joukko H voidaan tulkita oktonioiden joukon O
osajoukoksi, kun samaistetaan kvaternio ¢ oktonioksi (g, 0).

Oktonioille voidaan mééritelld konjugaatti ja normi:

MAARITELMA 8.2. Olkoon o = (q1, ¢2) oktonio. Oktonion «
o konjugaatti on @ = (q1, —qo)
e normi on N(a) = ot = aa = @1 + ¢2G.

Huomataan, etté
N(a) = qq + @3 = N(q1) + N(g2)
:x8+x%+x§+x§+xz+x§+zg+x$.
__ HuomauTus 8.3. Helposti ndhdédn, ettd jos o, € O, nin a+§ = @ + B,
aff = B @ ja a = a. Normille pétevit siéinnot N(a) = N(a) ja N(a)N(8) = N(ap).

Seuraava lause osoittaa, ettd oktonioiden joukko O on jakoalgebra, eli ettd jo-
kaiselle o, 8 € O I6ytyy sellaiset yksikdsitteiset 6 € O ja v € O, joille o = f ja

ay = S.
LAUSE 8.4. Olkoon «, € Q. Tdlldin yhtaldilld
da=0 ja ay=p
on yksikdsitteiset ratkaisut 6 € Q ja v € Q.
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Tobistus. Olkoot o = (q1,42), B = (p1,p2) ja 6 = (r1,72) oktonioita siten, ettd
da = . Nyt

da = (r1,72)(q1, q2) = (r1q1 — @2, @211 + 72G1)-
Siis etsitddn ratkaisua yhtalolle
(riqi — @ara, @er1 + 12G1) = (p1, p2)-

Tastd saamme kaksi yhtéloa:

(8.2) r1q1 — @22 = P1

(8.3) q2r1 + r2q1 = pa.

Kun nyt kerrotaan yhtilod (8.3) oikealta kvaterniolla ¢y, saadaan

Grqr + 12q1q1 = P2qa-
Yhtalostd (8.2) saadaan r1q; = p; + Gara. Sijoitetaan tdmé edelliseen yhtéloon:
G@(p1 + @r2) + 1211 = Paqa
< @oP1 + @222 + T2q1q1 = P21
& (@@ + q1q1)r2 = p2q1 — @21
& (N(@1) + N(@2))r2 = p21 — q2pr
(8.4) & N(a)ry = paqy — @p1-

Samalla tavoin kun kerrotaan yhtdlod (8.2) oikealta kvaterniolla g, saadaan

r1q1q1 — G272q1 = Piqi-
Yhtalostd (8.3) saadaan 1oy = pa — gory. Sijoitetaan timé edelliseen yhtaloon:
QG — @(p2 — @r1) = na@

<= M@q1 — @2 + @211 = P1qa

< ri(n@ + @e2) = pi@ + G@pe

& r1(N(q) + N(g2) = 1@ + G@p2
(8.5) & riN(a) = pigi + @p2
Yhtaloistd (8.4) ja (8.5) saadaan

ri=N(@) ' (1@ +@p2) ja r2=N(a) (g1 — q2p1).
Siis
5 = (Tlu TQ)
= N(a)  (p1Gi + G@p2, p2q1 — ¢2p1)
= N(a)™'Ba,

joten 0 € @ on yksikésitteinen. B _
Koska yhtélo ay = § on yhtépitivi sen kanssa, ettd a7y = 3, eli ettd ¥ @ = (3, niin
koska @, 3 € O, on yhtilolld ay = 3 on yksikisitteinen ratkaisu v = N(a) 'af. O
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Oktonioiden joukko on siis jakoalgebra. Koska oktonioiden kertolasku ei ole asso-
siatiivinen, eivit oktoniot muodosta ryhméa.

Luvussa 2 osoitettiin kvaternioiden avulla, ettd jos kerrotaan keskenadn kaksi sel-
laista lukua, jotka koostuvat neljan kokonaisluvun nelion summasta, saadaan tulok-
seksi luku, joka koostuu taas neljin kokonaisluvun nelion summasta. Kompleksiluku-
jen avulla voisimme osoittaa, ettd ettd jos kerrotaan keskenaddn kaksi sellaista lukua,
jotka koostuvat kahden kokonaisluvun nelion summasta, saadaan tulokseksi luku, jo-
ka koostuu taas kahden kokonaisluvun nelion summasta. Oktonioiden avulla voimme
osoittaa saman luvulle, joka koostuu kahden kahdeksan kokonaisluvun nelién summan
tulosta:

LAUSE 8.5. Jokaiselle xq,...,x8,y1,...,Yys € Z pditee

(T} + a5+ ai+ ol + a2 +af +ai+ad) Wi+ s +us +ui+uE+ye + v+ uR)
=+ + a5+ +22+ 25+ 2+ 2)
joillakin zq, ..., 23 € 7
TobIsTUS. Lauseen todistus menee vastaavasti kuin lauseen 2.11 todistus: Jos
=1+ €1T2 + €2x3 + €304 + €45 + €56 + €6L7 + €708
ja
B =1y + e1y2 + eays + e3ys + eays + esYs + esyr + erys,
niin
(#}+ a5+ a5+ + 02+ o+ + ) (Yl + s +us +yi Uy + v+ uR)
= N(a)N(B).
Koska oktonioille pitee N(a)N(8) = N(af3), niin
(] + a5+ af +af + a2 +af + 27 + 2 (Wi +v5 + s +vi +ve s +yr+R)
= (Bt 2t 2),
kun luvut z; ovat yhtélon (8.1) muotoa. O

Tamén lauseen todisti tanskalainen C.P. Degen jo vuonna 1818. My6hemmin,
vuonna 1843 John Thomas Graves ja vuonna 1845 Arthur Cayley, todistivat lauseen
oktonioiden avulla. Nykyiédn tiedetédn, ettd lause

@245+ )yt yR)
:zf+z§+...+zi
pétee kokonaisluvuille vain, kun n € {1,2,4,8}. Tamén osoitti Adolf Hurwitz 1800-
luvun lopulla. Lause on itse asiassa yhtapitdvia sen kanssa, ettd luvun kertolasku on
yvhteensopiva normin kanssa. Hamilton etsi kompleksiluvuista seuraavaa lukulaajen-

nusta, jolle timé pétee, ja nykyéin siis tiedetddn, etté tillaisia lukualueita ovat vain
reaaliluvut R, kompleksiluvut C, kvaterniot H ja oktoniot Q.
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