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Taméan tutkielman sisilto voidaan karkeasti jakaa kahteen osaan. Ensim-
maéisessd on tarkoituksena tarkastella polynomimatriiseja ja erityisesti osoittaa
toimiviksi kaksi niiden muokkaamiseen soveltuvaa algoritmia. Algoritmit toi-
mivat osittain samalla idealla kuin lineaarialgebran perusteista tuttu Gaussin
ja Jordanin menetelmé. Polynomit tuovat menetelmiin kuitenkin uutta sisdltoa
erityisesti jaollisuusominaisuuksiensa vuoksi. Tarkasteltavat matriisit ovat aina
neliématriiseja, ja polynomien kerroinkunnan karakteristika oletetaan nollaksi.

Ensimméinen algoritmi osoittaa, ettd Gaussin menetelmin polynomimatrii-
seille yleistetyilld rivioperaatioilla voidaan aina muokata polynomimatriisi yla-
kolmiomuotoon. Toinen puolestaan ottaa kiyttoon myos sarakeoperaatiot. Tal-
16in voidaan muokata miki tahansa polynomimatriisi sellaiseksi diagonaalimat-
riisiksi, jonka nollasta eroavat ldvistdjédpolynomit ovat perusmuotoisia, ja edel-
linen jakaa aina seuraavan. Lisdksi nollapolynomit voivat esiintyéd lavistdjalla
vain siten, ettd nollapolynomia seuraava lavistdjapolynomi on my6s nollapoly-
nomi. Téllaista muotoa olevaa polynomimatriisia kutsutaan alkuperédisen mat-
riisin Smithin normaalimuodoksi. Se on lisdksi yksikisitteinen, mikd on myo6s
tarkoituksena osoittaa. Tulos tarkoittaa myds sitd, etti jokainen polynomimat-
riisi on ekvivalentti Smithin normaalimuotonsa kanssa.

Tutkielman toisena osana on esitellyn polynomimatriisien teorian hyodyntéa-
minen kuntakertoimisten matriisien teoriassa. Yhtené keskeisimpédné tavoittee-
na on médritelld kuntakertoimisen matriisin karakteristinen polynomi kaytta-
mittd lainkaan determinanttia. Tamé tapahtuu hyodyntdmélla polynomimat-
riisin yldkolmiomuotoa. Vaihtoehtoisena laskutapana esitetdin myo6s polynomi-
renkaan osaméiardkuntaa hyddyntivd keino. Toinen tdmén jilkimméiisen osan
padtavoitteista on méaritellda Smithin normaalimuodon avulla kuntakertoimi-
selle matriisille similaarisuusinvariantit ja osoittaa, ettd niistd voidaan péitella
matriisin Frobeniuksen ja Jordanin muodot. Teoria pohjautuu lauseeseen, jonka
mukaan kuntakertoimiset matriisit A ja B ovat similaariset tdsmiélleen silloin,
kun polynomimatriisit A — zI ja B — xI ovat ekvivalentit. Toisin sanoen néill4
polynomimatriiseilla on silloin sama Smithin normaalimuoto.

Avainsanat: Matriisiteoria, Lineaarialgebra, Polyomimatriisit, Karakteris-
tinen polynomi, Smithin normaalimuoto, Similaarisuusinvariantit, Frobeniuksen
muoto, Jordanin muoto
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Johdanto

Reaalisen tai kompleksisen matriisin A karakteristinen polynomi on yleensi ta-
pana méadritelld determinanttina det(A—AI), missé I on yksikkomatriisi. Talloin
determinantti tulkitaan muuttujan A polynomiksi. M&aritelmé perustuu siihen,
ettd matriisiyhtalolld Mx = 0 on epéatriviaali ratkaisu = # 0 tédsmalleen silloin,
kun det(M) = 0. Luku X taas on matriisin A ominaisarvo tésmélleen silloin,
kun yht&lolld (A — M)z = 0 on epétriviaali ratkaisu. N&in ollen A on matriisin
A ominaisarvo tasmalleen silloin, kun det(A — AI) = 0. Toisin sanoen mat-
riisin ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin juuret. Ndin matriisille voi-
daan maéritella karakteristinen polynomi, mutta onko determinantin kytto sen
méarittelyssi kuitenkaan valttdméatonta? Edelld esitetty méérittely voi vaikut-
taa yksinkertaiselta ja selkedltd, mutta siind on kuitenkin oltava pohjalla tulos
determinantin ominaisuudesta kddntyvyysmittarina. Tadma tulos ei kuitenkaan
ole kovin intuitiivinen varsinkaan silloin, jos mielekdstd geometrista tulkintaa
ei ole. Toisaalta determinanttien kisittely voi olla myos tyolistd ja hankalaa.
Tarvittavan laskennan méiira kasvaa nopeasti determinantin koon kasvaessa.

Ominaisarvo-ongelman ratkaisemiseksi on selvitettivd matriisin A—AI kién-
tyvyys. Jos kyseinen matriisi sattuu olemaan esimerkiksi yldkolmiomatriisi, se
on kiantyva tdsmilleen silloin, kun kaikki lavistdjdalkiot ovat nollasta eroavia.
Toisin sanoen ominaisarvoja ovat tdsmélleen ne luvut A, joilla jokin lavistéja-
alkioista on nolla. Jos taas A — Al ei ole yliakolmiomuotoa, se voidaan muokata
sellaiseksi kiyttdmalld sopivia rivioperaatioita. Olennaista on kuitenkin se, etté
niamé operaatiot voidaan valita niin, ettd niitd vastaavat matriisit ovat kddnty-
via luvusta A riippumatta. Ndin muokatun matriisin kiantyvyys on yhtapitavis
alkuperdisen matriisin kiiintyvyyden kanssa. Silloin voidaan rajoittua tarkaste-
lemaan pelkistdan sitd, ovatko lavistdjialkiot nollasta eroavia.

Tadméin havainnon motivoimina esitetdin karakteristiselle polynomille vaih-
toehtoinen méiritelmi. Se perustuu polynomimatriisien teoriaan, joka on myo6s
itsendisend asiana keskeisessd roolissa. Polynomimatriisiksi kutsutaan matrii-
sia, jonka alkiot ovat polynomeja. Polynomien kerroinrenkaana tullaan kiytta-
médn sellaista yleistd kuntaa, jonka karakteristika on nolla. Matriisista A — AI
voidaan luontevasti siirtyd polynomimatriisiin A — zI. Muuttujasymbolina voi-
si yhtd hyvin olla A, kuten tidmin johdannon alussa kiytetyssi tulkinnassa,
mutta sekaannuksien valttdmiseksi varataan muuttujasymbolin rooli kirjaimelle
x. Tarvittavat operaatiot matriisin muokkaamiseksi yldkolmiomuotoon voidaan
yleistdd polynomimatriiseille, ja ndin lopulta saadaan myds tarkka méaritelma
karakteristiselle polynomille.

Polynomimatriiseja voidaan tarkastella my6s itseniisend kokonaisuutena.
Niiden muokkaamista voidaan viedd pidemmalle ottamalla rivioperaatioiden li-
siksi kiyttoon myos sarakeoperaatioita. Kédnteisalkiota ei kuitenkaan 16ydy
kuin nollasta eroaville vakiopolynomeille, joten tilanne on siind mielessé tdy-
sin erilainen kuin tapauksessa, jossa matriisin alkiot olisivat jostakin kunnasta.
Matriisin alkioita kutsutaan jatkossa my0s sen kertoimiksi ja edellisen kaltai-
sille matriiseille kiiytetd&n nimityst& kuntakertoiminen matriisi. Vaikka polyno-
meille ei ldheskddn aina 10ydy kianteisalkioita, patee niille kuitenkin jakoyhté&-
16. Tata jaollisuusominaisuutta hyodyntdmailld jokainen polynomimatriisi voi-
daan lopulta muokata tietyn tyyppiseksi diagonaalimatriisiksi, josta kdytetddn
nimitystd Smithin normaalimuoto. Luvussa 5 todistetaan yksityiskohtaisesti sen
olemassaolo ja yksikisitteisyys, mikd on yksi tdméan tutkielman keskeisimmisté



tavoitteista. Teoriaa voitaisiin yleistdd my6s korvaamalla polynomirengas ylei-
sella padideaalialueella, mutta tdmén tutkielman tarkoituksiin riittda tarkastella
ainoastaan polynomirenkaan tapausta.

Lahestymistapa ndihin polynomimatriisien muokkaamisiin on hyvin todis-
tuskeskeinen ja tarkoituksella erilainen kuin ldhdemateriaaleissa. Tarkoituksena
on antaa tésmélliset ja yksityiskohtaiset todistukset, joiden kautta tulee osoite-
tuksi algoritmien oikeellisuus ja yleispitevyys eikd pelkistdan toimintaperiaate.
Tavoitteena on vastata tyhjentdvisti kysymykseen, miksi ddrelliselld maaralla
toistoja pdastddn aina varmuudella haluttuun lopputulokseen. Tasta syysta to-
distusten toteutustapa on sellainen, jossa itse algoritmin toiminta ei ole selkeésti
esilla. Liséksi todistuksia jaotellaan useisiin osiin jilleen todistusteknisista syis-
té. Sekd yldkolmiomuotoon ettd Smithin normaalimuotoon t&htdévin algorit-
min todistamisen jilkeen esitetdin kuitenkin tiivistetysti se, miten algoritmia
kiytannossa kiytetadn, ja lisdksi annetaan konkreettiset laskuesimerkit.

Smithin normaalimuotoa voidaan hyddyntéa esimerkiksi differentiaaliyht&lo-
ryhmien ratkaisemisessa [Ks. Petersen, s. 201-203]. Toisaalta sen avulla voidaan
tarkastella my0s kuntakertoimisten matriisien kanonisia muotoja kuten Frobe-
niuksen ja Jordanin muotoa. Tatd on tarkoitus késitelld tarkemmin viimeisessi
luvussa. Idea on siind mielessd samankaltainen kuin karakteristisen polynomin
tapauksessa, ettd kuntakertoimisen matriisin A tarkastelemiseksi voidaan siir-
tyd tarkastelemaan polynomimatriisia A — xI. Néin voidaan huomata jalleen
yvhteyksid polynomimatriisien teorian ja matriisiteorian vililla.

Kaikki tutkielmassa esitettavit matriisiteorian tulokset ja aihekokonaisuu-
det karakteristisesta polynomista kanonisiin muotoihin olisivat todistettavissa ja
médriteltdvissd myos tdysin ilman polynomimatriiseja, ja néin tarkastelu yleen-
sd my0s tehddidn. Téssd on kuitenkin tarkoituksena nimenomaan esitelld hie-
man toisenlainen ldhestymistapa néihin aiheisiin. Etuna tissi on esimerkiksi
se, ettd algoritmien avulla laskut ovat hyvin selkeitd ja johtavat aina haluttuun
lopputulokseen. Toisaalta polynomimatriisien mukanaolo nostaa kisittelytavan
teoreettisuutta ja tuo lisdd yksityiskohtia. Jos kiinnostus kohdistuisi ainoastaan
kuntakertoimisiin matriiseihin, ei tdmé ldhestymistapa valttadmattd olisi mie-
lekkdin. Jos taas polynomimatriisit ovat tarkastelun kohteena myos itsendisend
kokonaisuutena, on niiden teorian hyodyntédminen kuntakertoimisten matriisien
tarkastelussa kannattavaa.



1 Polynomit

1.1 Kuntakertoiminen polynomirengas

Polynomit ovat tdssd kirjoitelmassa erittdin keskeisessd roolissa. Kdydaan ly-
hyesti ldpi jatkossa kdytettavit polynomeihin liittyvat merkinndt ja mé&aritel-
mét. Tutkielman tavoitteiden kannalta on jo alussa mielekisté rajoittaa tarkas-
telu vain sellaisiin polynomeihin, joiden kerroinkunnan karakteristika on nolla.
Erityisesti polynomien kerroinrenkaana kiytetdin aina kuntaa. Nollasta poik-
keavan karakteristikan kunnat vaatisivat usein erillisen tarkastelun, ja kaikki
tdméan tutkielman tulokset eivét olisi niille edes voimassa. Téasté syysté téllaiset
kunnat jatetddn tassd tutkielmassa tarkastelun ulkopuolelle. My6hemmin sel-
vinnee myds tarkempia syité sille, miksi karakteristikan halutaan olevan nolla.
Jatkossa merkintd K tarkoittaa aina kuntaa, jonka karakteristika on nolla. Po-
lynomien méérittely tehdain kuitenkin yleiselld kunnalla, jolle kiytetain mer-
kintdd K.

Tarkasti méériteltynd K-kertoiminen polynomi p on jono (ax)7, missé on
vain ddrellisen monta nollasta eroavaa alkiota ar € K. Jos an4r = 0 kaikilla
k=1,2,..., kiytetdin polynomille p muodollista merkintia

n
p= g apz”.
k=0

Jos téissi esityksessd a,, # 0, sitd kutsutaan polynomin p johtavaksi kertoimeksi.
Tallsin n € NU {0} on polynomin p aste, merkitdin deg(p) := n. Polynomin
sanotaan olevan perusmuotoinen, jos sen johtava kerroin a, = 1. Jos a; =
0 kaikilla & = 0,1,2,..., kyseessd on nollapolynomi p = 0. Nollapolynomin
asteeksi voidaan sopia —oo, jolle pétevit seuraavat:

(1) —oo < a kaikille a € NU {0},
(2) a+ (—o0) = —00 4 a = —oo kaikille a € NU {0},
(3) —o00+ (—0) = —00.

Jos deg(p) < 0, p on wvakiopolynomi. Vakiopolynomit voidaan samaistaa kun-
nan K kanssa. Usein polynomeja merkitdén isoilla kirjaimilla, mutta tassa tut-
kielmassa kiytetadn kuitenkin aina pienid kirjaimia. Talla pyritdén vilttdm&in
sekaannuksia, silld isoilla kirjaimilla merkitddn jatkossa matriiseja, joiden ker-
toimet voivat olla polynomeja. Muuttujasymbolina kiytetddn kirjainta x. K-
kertoimisten polynomien joukolle kiytetddn merkintad K|z|.

Polynomeille méaéritellddn yhteen- ja kertolasku asettamalla

n m max{n,m}
(Z aka> + (Z bkxk’) = Z (ar + bk);z:k ja
k=0 k=0

k=0
n m n+m
(Z akxk> . <Z bkxk> = Z Z a;b; z".
k=0 k=0 k=0 \i+j=k

Joukko K[z] varustettuna niilld laskutoimituksilla muodostaa kommutatiivisen
renkaan, jota kutsutaan K-kertoimiseksi polynomirenkaaksi. Polynomien tulon



ja summan asteille péitevit seuraavat laskusdannot

deg(py - - - pn) = deg(p1) + - - - + deg(pn) ja
deg(p1 + -+ + pn) = max{deg(p1), ..., deg(pn)}

Jokainen polynomi p = >;_, axz® € K[z] médrittelee polynomikuvauksen
7: K = K, jolle
n
p(t) = axt".
k=0

Polynomikuvausten joukko P(K) voidaan varustaa pisteittaiselld yhteen- ja ker-
tolaskulla, jolloin saadaan polynomikuvausten rengas. Yleisen kunnan tapauk-
sessa voi kuitenkin kiiyda niin, ettd eri polynomit méaérittavit saman poly-
nomikuvauksen. Esimerkiksi jos kuntana on Zs,, polynomit = + 1 € Zs[z] ja
2% + 1 € Zy[r] médrittéviit saman polynomikuvauksen, vaikka ne ovat eri po-
lynomeja. Toisaalta kunnan Z, karakteristika on 2, ja edelld todettiin, ettd tal-
laisia kuntia ei tdssd tutkielmassa kiytetéd. Kéytettiessd kuntia, joiden karakte-
ristika on nolla, voidaan huoletta samaistaa polynomit ja polynomikuvaukset.
Karakteristikan nolluus ei kuitenkaan ole vilttaméton ehto, silla pelkkd kunnan
adrettomyys riittaa.

Lause 1.1.1. Olkoon K ddreton kunta. Talldin renkaat Klz] jo P(K) ovat
isomorfiset.

Todistus. Kuvaus @ : K[z] — P(K), jolle ®(p) = P, on helppo todeta ren-
gashomomorfismiksi. T&ll6in riittdad osoittaa, ettd Ker(®) = {0}. Rengasho-
momorfismin perusominaisuuksien mukaan pitee ®(0) = 0. Osoitetaan, etté
Ker(®) C {0}. Oletetaan, ettid polynomi p € Kx] méirittelee nollakuvauksen.
Talloin riittda osoittaa, ettd p = 0. Koska polynomin p méarittelema kuvaus on
nollakuvaus, jokainen alkio ¢ € K on sen juuri. Jos p ei olisi nollapolynomi, sill4
voisi olla enintddn asteensa deg(p) verran juuria [ks. esim. Lang, Theorem 4, s.
121]. Tam& on kuitenkin mahdotonta kunnan K &irettomyyden vuoksi. Niin
ollen p on nollapolynomi, miki todistaa viitteen. O

Téastd eteenpiin tullaan kiyttidm&iin ainoastaan karakteristikan nolla kun-
tia, joten jatkossa voidaan samaistaa polynomit ja vastaavat polynomikuvauk-
set, jolloin voidaan puhua vain polynomeista. Talloin kiytetdan merkintdd p
tai p(x). Joskus on kuitenkin oltava tarkkana siitd, puhutaanko polynomista
vai polynomikuvauksen arvosta. Sekaannuksien vilttdmiseksi varataan muuttu-
jasymboli x vain polynomeille. Jos halutaan merkitd polynomin arvoa jossakin
kohdassa, kiiytetdan kirjainta ¢ tai tarvittaessa jotain muuta kirjainta. Merkint4
p(z) tarkoittaa siis polynomia, jonka muuttujasymbolina on z, ja merkinté p(t)
taas polynomin p arvoa kohdassa ¢ € K.

1.2 Jaollisuudesta

Sanotaan, ettd polynomi ¢ € K[z]\{0} jakaa polynomin p € K[z], jos on ole-
massa sellainen r € K[z], jolle p = rq. Talloin kiytetddn myos merkintdd g|p.
Sanotaan, ettd polynomi p on jaoton, jos se ei ole jaollinen milldsin sellaisella
polynomilla r € K[z]\{0}, jolle 1 < deg(r) < deg(p). Polynomeille on voimassa
ns. jakoyhtalo.



Lause 1.2.1 (Polynomien jakoyht#ld). Olkoot p,q € K[z] ja ¢ # 0. Tdllin on
olemassa yksikasitteiset polynomit r, s € Kz, joille

p=rq+s ja deg(s) < deg(q).
Todistus. Sivuutetaan [ks. Metsénkyld & Nadtdnen, s. 133]. O

Lause 1.2.2. Olkoon q € Klz]. Tallin on olemassa jaottomat perusmuotoiset
polynomit p1,...,py jo a € K, joille

n
g=a]]p;-
j=1

Todistus. Jos ¢ = 0, véite on selvi. Oletetaan, ettd ¢ # 0. Todistus tehddin
induktiolla polynomin ¢ asteen n suhteen. Kun n = 0, polynomi ¢ on vakiopoly-
nomi, jolloin ¢ = a - 1 jollekin a € K. Olkoon n > 1, ja tehd&dén induktio-oletus,
ettd viite péitee kaikille enintdin astetta n — 1 oleville polynomeille.

Jos ¢ on jaoton, voidaan kirjoittaa ¢ = a(a~'q), missi a € K on polynomin
q johtava kerroin. Voidaan siis olettaa, ettd g ei ole jaoton. TAll6in on olemassa
polynomit r, s € K[z]\{0}, jolle 1 < deg(r) < deg(q), 1 < deg(s) < deg(q) jag =
rs. Talloin induktio-oletuksen nojalla on olemassa jaottomat perusmuotoiset
polynomit p1,...,pk ja Pkt1,-..,Pn Seki b,c € K, joille r = bpy---pi ja s =
CPi+1 -+ - P Vaite seuraa, kun valitaan a = be. O

Lause 1.2.3. Olkoon q € K[z]\{0}. Olkoot lisiksi polynomit p,...,p, ja ska-
loari a € K kuten lauseessa 1.2.2. Tdlldin, jos K = C, deg(p;) < 1 kaikille
j=1,...,n. Jos taas K =R, deg(p;) < 2 kaikille j =1,...,n.

Todistus. Jos yleisesti polynomilla p € K[z] on juuri ¢ € K, se on jaollinen
polynomilla 2 — ¢. Algebran peruslauseen nojalla jokaisella sellaisella komplek-
sikertoimisella polynomilla, joka ei ole vakiopolynomi, on juuri. Viitteen ensim-
mdiinen osa seuraa suoraan tasta.

Tapauksessa K = R polynomit p; voidaan ajatella myos kompleksikertoi-
misiksi tulkinnalla R C C. Jos polynomilla p; on kompleksisenakin polynomi-
na vain reaalisia juuria, se voi olla enintdin astetta yksi, silld muutoin se olisi
jaollinen renkaassa R[z]. Jos ¢ € C on polynomin p; juuri, on sitd myos sen
kompleksikonjugaatti ¢. Siten polynomin p; aidosti kompleksiset juuret esiinty-
vit aina konjugaattipareina. Olkoon polynomilla p; aidosti kompleksinen juuri
¢ € C\R. Tallsin se on jaollinen renkaassa C[z] polynomilla

(x —¢)(x — ) = 22 — 2Re(c)z + |¢|*.

Toisaalta z? — 2Re(c)z + |c|?> € R[z]. Téllsin p; on jaollinen tilld polynomilla
myos renkaassa R[x], joten sen aste voi olla enintdén kaksi. O

Olkoot polynomit p1,...,px € Kz] ja oletetaan, ettd p; # 0 jollakin j €
{1,...,k}. Sanotaan, ettd polynomi 0 # s € K[z] on polynomien pi,...,px €
K[z] suurin yhteinen tekij, merkitddn syt{pi,...,px} = s, mikili seuraavat
ehdot péatevit:

(1) Polynomi s on perusmuotoinen ja jakaa jokaisen polynomin p;, kun j =
1...,k.



(2) Ehdoista 0 # r € K[z] ja r|p; kaikilla j = 1,..., k seuraa, ettd r|s.

Tassd vaaditaan suurimmalta yhteiseltd tekijéltd perusmuotoisuus, jotta siité
saadaan yksikésitteinen.

Lause 1.2.4. Olkoot q,...,q € K[z|, ja oletetaan, etti q; # 0 jollakin j.
Tallgin on olemassa yksikdsitteinen s = syt{qi,...,qx}-

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd suurin yhteinen tekijé on yksikdsitteinen, jos
se on olemassa. Olkoot polynomit s ja s’ polynomien {qi,...,q;} suurimpia
yhteisia tekijoita. Talloin suoraan madritelméstd seuraa, ettd s|s’ ja s’|s. Koska
molemmat s ja s’ ovat perusmuotoisia, tistd seuraa, etti s = s'.

Olemassaolotodistus tehddin induktiolla polynomien lukumé&iréan k suhteen.
Tapaus £k = 1 on triviaali, joten oletetaan, ettd k = 2. Jos toinen polyno-
meista g; tai go on nollapolynomi, vdite on selvd. Jos esimerkiksi ¢; = 0,
syt{qi,q2} = a~'qo, missi a € K\{0} on polynomin ¢ johtava kerroin. Olete-
taan, ettd ¢; # 0 # ¢o. Voidaan lisdksi olettaa, ettd deg(q1) > deg(gz). Tehdain
induktio polynomin ¢, asteen ny suhteen. Kun n, = 0, suoraan méiritelmésta
nahdddn, ettd 1 = syt{qi, ¢2}. Oletetaan seuraavaksi, ettd syt{qi,q2} on ole-
massa, kun deg(gz) < n — 1, missd n > 1. Olkoon deg(q2) = n. Jakoyht&lon
nojalla on olemassa polynomit r, s € Klz], joille

q1 =gz + u ja deg(u) < deg(ga). (1)

Induktio-oletuksen nojalla on olemassa syt{qs,u} =: s. Riittda osoittaa, ettd s
on my0s polynomien ¢; ja go suurin yhteinen tekiji. Maaritelménsi mukaan s on
perusmuotoinen ja s|gq. Lisdksi s|u, joten yhtélon (1) nojalla s|g;. Oletetaan, et-
td w € K[z]\{0} jakaa polynomit ¢; ja go. T&ll6in yhtdlon (1) nojalla w|u. Silloin
suurimman yhteisen tekijin madritelmin mukaan w|s, joten s = syt{q1, g2}
Tehdédén seuraavaksi induktio-oletus, ettd jollakin k > 3 suurin yhteinen
tekijd on olemassa, kun polynomeja on enintdin k — 1 kappaletta. Olkoot poly-
nomit ¢i,...,q; € Klz] ja ¢; # 0 jollakin j. Jos ¢; = 0 kaikilla j =1,...,k —1,
n#hdééin suoraan médritelmisti, ettd syt{qi,...,qr} = a~1qx, missi a € K\{0}
on polynomin g johtava kerroin. Voidaan siis olettaa, ettd q; # 0 jollakin
je{1,...,k—1}. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa s’ := syt{q1,...,qx—1}
ja s = syt{s’, qr}. Riittdd osoittaa, ettd s = syt{qi,...,qr}. Madritelminsi
mukaan s on perusmuotoinen ja jakaa polynomit g ja s’. Toisaalta s’ jakaa
médritelminsd mukaan polynomit ¢i,...,qr_1, jolloin myds s jakaa polynomit
q1,---,qk—1- Oletetaan, ettd w € K[z]\{0} jakaa polynomit ¢, ..., q;. Talloin
suurimman yhteisen tekijin maéritelmédn mukaan w|s’, jolloin madritelméstd
niahdéén edelleen, ettd myos w|s. Tdma tarkoittaa, ettd s = syt{q1,...,qx}. O

2 Johdatus polynomimatriiseihin

2.1 Polynomimatriisi ja matriisipolynomi

Téassé tutkielmassa kiiytetddn nimitystd polynomimatriisi matriisille, jonka al-
kiot ovat polynomirenkaasta K|[z]. Kirjallisuudessa kiytetdin myds nimitysta
A-matriisi, jolloin kerroinpolynomien muuttujasymbolina on yleensd . Rajoi-
tutaan tarkastelemaan ainoastaan nelidmatriiseja. Olkoon n > 1. Télloin K|x]-
kertoimisten nxn-polynomimatriisien joukolle kiytetaan merkint&d Mat,, (K[z]).



Jatkossa n x n-matriisia voidaan kutsua my0s yksinkertaisesti kokoa n olevaksi
matriisiksi. Kokoa 1 olevat polynomimatriisit tulkitaan aina polynomeiksi. Vas-
taavasti kokoa 1 olevat kuntakertoimiset matriisit tulkitaan skalaareiksi. Useim-
mat myShemmin esitettdvat tulokset ovat selvid 1 x 1-matriiseille, joten tapaus
n = 1 sivuutetaan yleensi erikseen mainitsematta.

Polynomimatriisien summa ja tulo méiritelliin aivan samoin kuin esimer-
kiksi reaalikertoimisille matriiseillekin. N&illd laskutoimituksilla varustettuna
joukko Mat, (K[z]) muodostaa renkaan. Polynomimatriisille A = A(z) méi-
ritellddn aste deg(A(x)) asettamalla

deg(A(z)) := max{deg([A(x)}i;)}.

Merkinté [A(x)];; tarkoittaa matriisin A(z) alkiota kohdassa (i, j). Tapauksessa,
jossa deg(A) < 0, kyseessi on vakiomatriisi. Sellainen samaistaa K-kertoimisten
matriisien kanssa.

Merkittava ero kuntakertoimisiin matriiseihin on se, ettd nollasta eroavilla
kertoimilla ei valttaméatté ole kidnteisalkioita. Tama rajoittaa tietysti kidnty-
vien matriisien joukkoa. Vaikka ainoastaan nollasta eroavilla vakiopolynomeilla
on kianteisalkiot, kddnteismatriisi voi kuitenkin olla my0s monilla sellaisilla po-
lynomimatriiseilla, joiden kaikki kerroinpolynomit eivit ole vakiopolynomeja.
Esimerkiksi

1 22+1) 1 —22-1] 1 —22-1][1 22+1] [t 0
0 1 0 1 |0 1 0 1 | [0 1}

Polynomimatriiseille voidaan mééiritelli myos determinantti aivan samoilla ke-
hityssdinndgillé, joilla reaali- ja kompleksikertoimisten matriisien determinant-
tikin madritellddn. T4ll6in determinantti on aina polynomi. Polynomimatriisin
sanotaan olevan singulaarinen, jos sen determinantti on nollapolynomi.
Polynomimatriisi A € Mat,, (K[z]) méirittelee luonnollisesti kuvauksen A :
K — Mat,(K), ¢t — A(t), missé [A(t)];; = [A];;(t). Koska polynomit ja vas-
taavat polynomikuvaukset voidaan lauseen 1.1.1 nojalla samaistaa kesken&én,
voidaan myds yleistden polynomimatriisi A samaistaa kuvaukseen ¢ — A(¢).
Tamén tiedon avulla voidaan todistaa seuraavat tulokset polynomimatriiseille
yleistdmalla vastaavat kuntakeroimisia matriiseja koskevat tulokset.

Lause 2.1.1. Olkoot A, B € Mat, (K[z]) ja oletetaan, ettdi AB = I. Tdlloin
myos BA=1.

Todistus. Kaytetdan hyvaksi tietoa, ettd vastaava tulos pitee K-kertoimisille
matriiseille. Oletuksen mukaan polynomimatriiseja A ja B vastaaville kuvauksil-
le pitee A(t)B(t) = I kaikille ¢t € K. Silloin pétee my0s pisteittdin B(t)A(t) = I
kaikille ¢t € K. Kuvaukset ¢ — B(t)A(t) = BA(t) ja t — I ovat samoja ja néin
ollen my6s polynomimatriisit BA ja I. O

Tarkastellaan jatkoa varten tilannetta, jossa matriisista poimitaan alkiot
vain tietyiltad riveiltd ja sarakkeilta. Kun niistd muodostetaan alkioiden keske-
néinen jirjestys siilyttden uusi matriisi, sanotaan niin saatua matriisia alkupe-
rdisen matriisin alimatriisiksi. Jatkossa alimatriiseille kiytet&din seuraavanlaista
merkintdtapaa. Olkoot A € Mat,, (K[z]) ja I, J C {1,...,n}. Talléin merkinnal-
1a (A)r s tarkoitetaan sellaista matriisin A alimatriisia, joka muodostuu niista



alkioista, jotka ovat indeksijoukon I mairdamilld riveilld ja joukon J miara-
milld sarakkeilla. Tadm& alimatriisi on silloin #1 x #.J -matriisi, mutta jatkossa
kaikki tarkasteltavat alimatriisit ovat neliGmatriiseja.

Matriisi voidaan myos osittaa jakamalla se pysty- ja vaakasuorilla janoilla
pienemmiksi matriiseiksi, jotka ovat alkuperiisen matriisin alimatriiseja. Tall6in
alkuperiistd matriisia kutsutaan lohkomatriisiksi tai ositetuksi matriisiksi. Loh-
komatriisia kutsutaan lohkoylikolmiomatriisiksi, jos sen lavistdjilohkot ovat ne-
lidmatriiseja ja kaikki niiden alapuoliset lohkot nollamatriiseja. Vastaavasti sitd
kutsutaan lohkodiagonaalimatriisiksi, jos sen lavistdjalohkot ovat neliGmatriiseja
ja kaikki muut lohkot nollamatriiseja. Lohkomatriiseihin voi tutustua tarkem-
min esimerkiksi Saarimé#en kirjasta Reaalisia vektoriavaruuksia ja ominaisarvoja
sivulta 10 alkaen.

Seuraavat kaksi lausetta antavat hyodylliset laskusddnnot polynomimatrii-
sien determinanteille.

Lause 2.1.2. Olkoon A € Mat,, (K[z]) lohkoylikolmiomatriisi

A1 *
A = .
0 Ap
Tillsin .
det(A) = J] det(4;). (2)
j=1

Todistus. Oletetaan tunnetuksi, ettd tulos patee K-kertoimisille matriiseille [ks.
Broida & Williamson, Theorem 4.14, s. 205]. T4ll6in jokaiselle ¢ € K pétee

det(A)(t) = det(A(t)) = det(Ay(t)) - - - det(Agr(t)) = det(A1)(t) - - - det(Ag)(¢),

joten yhtdlon (2) polynomien kuvapisteet ovat samat kaikille ¢ € K. Té&lloin
my0s itse polynomit ovat samat. O

Lause 2.1.3 (Cauchyn ja Binet’n kaava). Olkoot A, B € Mat, (K[z]). Olkoot
I,J Cc {1,...,n}, joille #I = #J =k € {1,...,n}, ja (AB)r,; vastaava ali-
matriisi. Talloin

det((AB)[)J) = Z det((A)LK) det((B)KJ). (3)
“FrLi

Erityisesti
det(AB) = det(A) det(B).

Todistus. Lauseen todistus K-kertoimisille matriiseille sivuutetaan [ks. esim.
Broida & Williamson, s.212-214]. Yleistys polynomimatriiseille menee vastaa-
vasti kuin lauseessa 2.1.2. O

Kuntakertoimisista matriiseista poiketen, determinantti ei toimi aivan sa-
malla tavalla kddntyvyysmittarina. Esimerkiksi voidaan valita matriisi A =
diag(z, z) € Maty(K|x]). Yleisesti merkinnalld diag(aq, . .., a,) tarkoitetaan dia-
gonaalimatriisia, jonka lavistdjaalkiot ovat aq,...,a,. Téssd tapauksessa mat-
riisi A ei ole kiiéintyvii, vaikka det(A) = 22 # 0. Kéidintyviin polynomimatriisin
determinantti ei kuitenkaan voi olla nolla. Itseasiassa se on aina nollasta eroava
skalaari.



Lause 2.1.4. Olkoon A € Mat,,(K[z]) kddntyvi polynomimatriisi. Tdlloin sen
determinantti on nollasta eroava vakiopolynomi eli det(A) € K\{0}.

Todistus. Oletuksen nojalla on olemassa A~ € Mat,(K[z]), jolle A=1A = I.
Téllsin lauseen 2.1.3 nojalla det(A~1) det(A) = 1, joten polynomi det(A) jakaa
polynomin 1. Talldin se on valttdmétta nollasta eroava vakiopolynomi. O

Myo6s lauseen 2.1.4 kidnteinen véite patee. Toisin sanoen polynomimatriisi
on kiddntyvéa, jos sen determinantti on nollasta eroava skalaari. Tamén todista-
miseen palataan myohemmin kiintyvien polynomimatriisien ryhmaé késittele-
véissd pykéalassi 5.1.

Polynomimatriisille A € Mat,, (K[z]) voidaan mééritelld ranki rank(A) aset-

tamalla

rank(A) = r{leaﬂé({rank(A(t) )}

Polynomimatriisi A € Mat,, (K[z])\{0} voidaan aina esittd4 my6s muodossa

k=0

missé [Ag];; on polynomin [A];; termin x* kerroin. Tillsin A) € Mat,,(K) kai-
killa indekseilld k. Tapauksessa A = 0 vastaava esitys on triviaali (A = A),
silld nollamatriisi voidaan polynomimatriisinakin tulkita skalaarikertoimiseksi
matriisiksi. Polynomimatriiseille pdtee samankaltainen jakoyhtald kuin polyno-
meillekin. Esitetddn siitd hieman vaillinainen versio, jota kutsutaan myds jaén-
noslauseeksi [vrt. Ayres, The Remainder Theorem, s. 181].

Lause 2.1.5 (Polynomimatriisien jakoyhtalo, Jdédnnoslause). Olkoon

deg(A)
A= Z Apa® € Mat,, (K[z]),
k=0

missa Ar € Mat, (K) kaikilla k. Olkoon lisiksi Bx + C € Mat, (Kz]), mis-
sq B,C € Mat,,(K) ja B on kddntyvd. Tdlloin on olemassa polynomimatriisit
R, Q € Mat,,(K[z]) ja matriisit G, F € Mat,, (K), joille

W@ oBr+C)+F

A2 Bz +O)R+G
Todistus. Todistetaan yhtlo (i). Yhtalo (ii) voidaan todistaa vastaavasti. Mo-
lemmat yhtélot ovat kuitenkin olennaisia, silld yleisesti polynomimatriisit eivét
kommutoi. Matriisien R ja () tai matriisien G ja F' ei tarvitse olla samoja.
Tehd&édn induktiotodistus polynomimatriisin A asteen deg(A) suhteen. Jos
deg(A) = 0, voidaan valita R = 0 ja G = A, jolloin viite on selvd. Oletetaan,
ettd jollakin [ > 1 viite pétee kaikille enintdin astetta [ — 1 oleville polynomi-
matriiseille. Olkoon deg(A) = I. Asetetaan

Ag:=A— (Bx+C)B 1A't

Téalloin deg(Ag) <1 — 1, joten induktio-oletuksen nojalla on olemassa matriisit
Ry € Mat, (K[z]) ja Gy € Mat,,(K), joille Ay = (Bx + C)Ry + Go. Huomataan,
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etta
A= (Bz+C)B A=t 4 Ag
= (Bx+ C)B ' Ajz' ™! + (Bz + C)Ry + Gy
= (Bz + O)(B ' Aiz' ™' 4 Ry) + G,
joten induktioaskel on otettu. O

Té&ssd polynomimatriisia ei pidé sekoittaa matriisipolynomiin, jolla tarkoite-
taan seuraavaa. Olkoot A € Mat,, (K) ja p = apz® +ap_12* 1+ +ap € K[z].
Silloin nitd vastaava matriisipolynomi on

p(A) = arAF +ap_ 1 AF 1 4 4 aol.
Matriisipolynomille péitevit esimerkiksi seuraavat laskusdannot.
Lause 2.1.6. Olkoot A € Mat,,(K) ja p = arz® + ap_12871 + -+ + ag € K[z].
(a) Olkoon R € Mat,,(K) kddntyvd. Tilloin p(RAR™') = Rp(A)R™*.

(b) Oletetaan, ettd A on lohkoylikolmiomatriisi, jonka diagonaalimatriisit ovat
Ay, ..., A, Tdlloin p(A) on muotoa

p(Ar) *
p(A) = -
0 p(Ar)

Vastaavasti, jos A on lohkodiagonaalimatriisi A = diag(As, ..., A;), pitee

p(A) = diag(p(A1), ..., p(Ar)).

Todistus. Viite (a) ndhdadén oikeaksi laskemalla

k k k
P(RAR™Y) =Y a;(RART'Y =) a;RAR™ =R > a;AV | R\
=0 =0 =0
Olkoot A, B € Mat,, (K) lohkoyldkolmiomatriiseja, joiden diagonaalimatriisit
ovat A1,...,A;ja By, ..., B. Oletetaan lisdksi, ettd nelidmatriisit A; ja B; ovat

samaa kokoa kaikille j = 1,...,[. Tall6in tarkastelemalla matriisien summan ja
tulon méaritelmid nadhdién, etté

A1 + Bl * Al Bl *
A+ B= ja AB = .
0 A+ By 0 A1 By
Namaé laskusdanndt yleistyvit induktiolla dérellisille summille ja tuloille. Lisak-
si skalaarilla kertominen voidaan tehda lohkoittain. Viite (b) lohkoyldkolmio-

matriiseille seuraa néistd laskusdidnnoista. Lohkodiagonaalimatriiseille paéttely
menee vastaavasti. O
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2.2 Rivioperaatiot ja alkeispolynomimatriisit

Selvitetddn, miten tunnetut reaali- ja kompleksikertoimisten matriisien muok-
kaamiseen kiytetyt Gauss-Jordan -muunnokset yleistyvét polynomimatriiseille.
Niitd muunnoksia on kolmea tyyppié, ja niitd vastaavia matriiseja kutsutaan al-
keismatriiseiksi. Polynomimatriisien tapauksessa vastaavia matriiseja kutsutaan
tassa tutkielmassa alkeispolynomimatriiseiksi. Ennen niiden tarkkaa méaéaritte-
lemistd esitellddn kuitenkin vield kantamatriisit. Kantamatriiseiksi kutsutaan
matriiseja E;; € Mat, (K[z]), joille

L kun k —iial— 4
(Bl = , kun . tjal=yj -
0 muulloin

Alkeispolynomimatriisit maaritellasin kantamatriisien avulla seuraavasti:
(1) Miy(o) =1+ (e —1)E;; (o € K\{0}).

(2) Pj=1—-FE;—Ej;+E;; +Ej; (i # ).

(3) Ay(r(x)) =TI +r(x)Ej (i # j).

Ne ovat kddntyvid ja niiden kddnteismatriisit ovat
Mi(a)™! = Mi(a™), Pt = Py ja Ay(r(2)) 7" = Ay (—r()).

Muunnoksen suorittaminen vastaa kyseiselld alkeispolynomimatriisilla, ker-
tomista vasemmalta. Ensimméinen muunnos M;(«) on rivin ¢ kertominen nol-
lasta eroavalla skalaarilla .. Erona reaali- ja kompleksikertoimisiin matriiseihin
huomataan, etti kertoimeksi o ei sovi miké tahansa nollasta eroava polynomi,
vaan se on pidettdva skalaarina. Muunnosta vastaavalta matriisilta vaaditaan
nimittdin kddntyvyys myos polynomimatriisien tapauksessa. Jos « olisi ei-vakio
polynomi, matriisi M;(«) ei olisi kiidntyva. Toinen muunnos on rivien ¢ ja j
vaihto, joka on aivan sama kuin reaali- ja kompleksikertoimisille matriiseille.

Kolmantena muunnoksena on A;;(r(z)) eli rivin ¢ lisddminen riville j kerrot-
tuna polynomilla r(x). Tésséd r(x) voi olla mikd tahansa polynomi, silld matriisi
A;j(r(x)) on aina kdéntyvé polynomista r(z) riippumatta.

2.3 Polynomimatriisista yldkolmiomatriisiksi

Tassd pykélédssé selvitetddn, miten polynomimatriisit voidaan muokata ylakol-
miomuotoon kiyttien pelkistdin edelld esitettyji Gauss-Jordan -muunnoksia,
joita jatkossa kutsutaan rivioperaatioiksi. Tavallisessa Gauss-Jordan-algoritmis-
sa pyritddn muokkaamaan matriisi porrasmuotoon tai yksinkertaiseen porras-
muotoon, josta esimerkiksi vastaavan yhtaloryhmén ratkaisut on helppo lukea.
Tassd tavoitteet ovat kuitenkin erilaiset, ja porrasmuodon sijaan tavoitteena
on yldkolmiomuoto. Tadma polynomimatriisin muokkaaminen ylékolmiomuotoon
tulee myohemmin olemaan téirkedssi roolissa méariteltiessi K-kertoimisen mat-
riisin karakteristista polynomia.

Lause 2.3.1. Olkoon A € Mat, (Klz]). Tdlloin on olemassa kidntyva R €
Mat,, (K[z]) ja ylikolmiomatriisi U € Mat,, (Kx]), joille A = RU. Lisiksi mat-
riisi R on alkeispolynomimatriisien tulo ja siten kddntyvd.
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Todistus. Todistus tehdddn induktiolla matriisin koon n suhteen. Ideana on
muokata matriisi A rivioperaatioilla ylakolmiomatriisiksi.

Aloitetaan tarkastelemalla ensin yleisesti n x n-polynomimatriiseja, kun n >
2. Olkoon tété varten A € Mat,, (K[z]), ja merkitdén

0

p11 *k e *k

0

I
A=

0

pnl *k e *k

Tarkoituksena on méaéritelld rekursiivisesti matriisit Ay := Ry --- R1 A, kun k >
1. Valitsemalla matriisit Ry, sopiviksi alkeispolynomimatriisien tuloiksi pyritdan
sithen, ettd matriisi Ay saadaan lohkoyldkolmiomuotoon

k
_ |P11 *
=l 5)
jollakin k£ € N. Polynomimatriisi D on t&lléin kokoa n — 1 oleva nelidmatriisi.
Tapauksessa n = 2 matriisi D on polynomi. Jos p?l = 0 kaikilla j = 2,...,n,
matriisi on jo haluttua muotoa, joten voidaan olettaa, ettd p?l # 0 jollakin

je{2,...,n}.
Asetetaan Ay = A. Oletetaan, ettd jollakin parillisella & € N U {0} polyno-

mimatriisit Ao, ..., Ay ovat jo médriteltyja. Merkitdan
pl}zl . s
g p?1 K ook
P ok
ja lisiiksi voidaan olettaa, ettd p¥, # 0 jollakin j € {1,...,n}. Polynomimatriisit

Ak41 ja Ap4o méadritellddn valitsemalla rivioperaatioita vastaavat matriisit Ry
ja Ry.yo seuraavasti:

Vaihe 1: Olkoon p’fl ensimmaéisen sarakkeen asteeltaan pienin nollasta eroa-
va polynomi. Jos [ = 1, asetetaan Ry41 = I. Jos | # 1, asetetaan Ry1 = Py;.
Merkitadn

k1
pll * P *
k+1
p21 * P *
Aps1 = Rip1 Ay =
5;14]’51 * P *

Vaiheessa 1 tehdédin siis tarvittaessa rivinvaihto, jotta ensimmaéisen sarakkeen
asteeltaan pienin nollasta eroava polynomi saadaan vasempaan yldnurkkaan.
Erityisesti talloin pi* # 0.

Vaihe 2: Jos p?f’l = 0 kaikilla j = 2,...,n, matriisi on jo haluttua muotoa,
joten asetetaan Ryio = I. Muussa tapauksessa olkoon j € {2,...,n} sellainen,
ettd p?fl # 0. Talloin vaiheen 1 mukaan deg(p’ffrl) < deg(p?fl). Polynomien

jakoyhtélon mukaan
k41 _ k41 _k+1 k42
p;; =T, Pn +pj1 s
missd rf“,p?f‘Q € K[z] ja

deg(phi?) < deg(pi). (4)
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Jako voi mennd myds tasan eli voi olla p?frz = 0. Asetetaan kaikille j =2,... n

o, A o A0
2 I, josp;?frl:OZ:pfl+2

ja Riy2 := Rpqon -+ Riqo,2. Tall6in

k2
J 28 % .. *
k2
Doq % e *
App2 = Rp2 A1 = | . . A
k2
nl * PR *

missd plfl+2 = p’ffl #0 ja deg(pflﬁ) < deg(plflﬂ) kaikilla j =2,... n.
N&in matriisit Ay ja Ry tulevat rekursiivisesti maaritellyiksi kaikille k£ € N.
Kaikilla k € NU {0} ja j = 2,...n polynomeille p¥, pétevit seuraavat:

(a) Jos pfl =0, my0s pﬁ'l =0.

(b) Jos k + 2 on parillinen ja p¥i? # 0, pétee deg(p?f&) < deg(ph,).

Todistetaan viitteet (a) ja (b). Olkoon j € {2,...,n}. Viite (a) seuraa talloin
suoraan vaiheen 1 madrittelysté, jos k on parillinen. Jos taas k on pariton, viite
(a) seuraa vaiheen 2 méérittelysta. Oletetaan véitteen (b) todistamiseksi, etta
p§f2 # 0. Télloin (a)-kohdan nojalla my6s P§1 = 0. Silloin
k+2y O K1y (9 k
deg(p}i) < deg(pyy ) < deg(pjy)-
Epiyhtalo (i) seuraa yhtilosta (4). Epayhtélo (ii) seuraa vaiheen 1 méérittelysta,
jonka mukaan p¥! on matriisin A; ensimmiisen sarakkeen asteeltaan pienin
nollasta eroava polynomi. Niin ollaan todistettu véitteet (a) ja (b).
Olkoon j € {2,...,n}. Oletetaan, etta pé?l # 0 kaikilla k € NU {0}. Talloin
tuloksen (b) nojalla deg(pf;®) < deg(ph;) < deg(p%;) kaikilla parillisilla k € N,

miké on ristiriita. Siispd on olemassa sellainen m; € N U {0}, jolle p;’i" =
Asetetaan m := max{m,|j = 2,...,n}. Télldin tuloksen (a) nojalla p7; = 0

kaikilla j = 2,...,n. Tdmai tarkoittaa sitd, ettd matriisi A,, on haluttua muotoa.
Toisin sanoen
_|Pfox

missd D on kokoa n — 1 oleva neliomatriisi tai polynomi.

Aloitetaan seuraavaksi varsinainen induktiotodistus. Osoitetaan ensin, etti
alkuperdinen viite patee 2 x 2-matriiseille. Olkoon A € Mat(K[z]). Edelld todis-
tetun nojalla on olemassa polynomimatriisit R', U € Mat,, (K[z]), joille U = R'A

on muotoa
_ P o
o=

eli U on ylakolmiomatriisi. Lisdksi R’ on alkeispolynomimatriisien tulo. Tall6in
myds R := R'~! on alkeispolynomimatriisien tulo ja toisaalta A = RU, miki oli
todistettava.
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Induktio-oletuksena oletetaan, etta jollakin n > 3 lauseen viite pitee kaikille
enintddn kokoa n — 1 oleville polynomimatriiseille. Induktiovditteené on silloin,
ettd viite pétee kokoa n oleville polynomimatriiseille. Olkoon A € Mat,, (K[z]).
Kuten edelld osoitettiin, on olemassa R, U’ € Mat,,(K[z]), joille U" = R'A on
lohkoyldkolmiomuotoa

U = |:p§ri X:|

0 D

ja R’ on alkeispolynomimatriisien tulo. Erityisesti siis A = R'~!'U’. Polyno-
mimatriisi D on kokoa m — 1, joten induktio-oletuksen nojalla on olemassa
Ry, Uy € Mat,,_1(K]z]), joille D = RyUy. Liséksi Uy on ylikolmiomatriisi ja
Ry on alkeispolynomimatriisien tulo. M&iritellian polynomimatriisit

_|PT X| . (10
U.—[O Uo} JaRO._{O Ro}

Tilloin U on ylakolmiomatriisi ja R} on alkeispolynomimatriisien tulo. Lisdksi
U' = R\U, joten A = R'"'R{U. Asetetaan R := R'"'R}, jolloin A = RU ja R
on alkeispolynomimatriisien tulo. O

Huomautus 2.3.2. Lauseen 2.3.1 todistuksessa kiytetd&n vain tyyppien 2 ja
3 alkeispolynomimatriiseja. Skalaarilla kertomista ei tarvita.

Lauseen 2.3.1 todistus antaa my6s menetelmén kyseisen muodon laskemi-
seksi polynomimatriisille A € Mat,,(K[z]). Laskeminen kannattaa suorittaa seu-
raavissa vaiheissa.

1. Suoritetaan tarvittava rivien vaihto, jotta ensimméisen sarakkeen asteel-
taan pienin nollasta eroava polynomi saadaan paikalle (1,1).

2. Kirjoitetaan ensimméisen sarakkeen polynomit jakoyhtéalon avulla muo-
dossa p;1 = rip11 + Si, kun i > 1, ja sovelletaan rivioperaatioita Aq;(—7;)-
Jos jokin polynomeista s; on nollasta eroava, siirrytéén takaisin vaiheeseen
1. Muussa tapauksessa siirrytdin vaiheeseen 3.

3. Téssd vaiheessa matriisin pitdisi olla muotoa

P *
0 D|°
Jos D ei ole ylikolmiomatriisi tai pelkkd polynomi, siirrytddn takaisin

vaiheeseen 1 ja jatketaan rivioperaatioiden soveltamista matriisiin D.

Esimerkki 2.3.3. Muunnetaan matriisi

—x+1 2 4
-1 -z 2 € Mats(R[x])
3 -1 —x+5
ylédkolmiomuotoon:
—x+1 2 4 , -1 —T 2 Ara(—at1), Ara(3)
-1 -z 2 ||zt 2 4 B
3 -1 —x+5 3 -1 —x+5



[—1 —x 2
0 22—z+2 —22+6| =
| 0 —3r—1 —xz+11
[—1 —x 2
0 -3z —1 —x+ 11| Axs(iz—3)
H
1 4 22
_0 (—3.’E+9> (—3.%—1)-’-3 —2.’E+6
-1 —x 2
0 —-3zx—-1 —x + 11 12;,,
0 2 (—z+11) 1,1 20 +6
I 9 v 3" 79)
—1 —x 2
22 1 Azz(Z (3z+1))
0 T g(sPrieri0)
L0 —-3x—-1 —z+11
—1 —z 2
22 1
0o = = (=322 + 19z + 10)
9 9
1 9
0 0 3 (=322 + 19z + 10) (22(3x+1)) —z+11
-1 —x 2
2 1 )
-0 = — (—32% 4+ 192 + 10) = U.
"
Iy oo B 2 _ -9
0 0 22(m 6x° — 3x — 28)

Liséksi lauseen 2.3.1 merkinndéin

R := | PoPy3A } éPA g(3 1) -
= 124723423 333—9 23423 2 T+

9 1 4
=Aos | =(—32—1) | Pygdos | —= — | Py3Pio.
23 (22( T )) 23 23( 3£B+9) 231712
Lauseessa 2.3.1 ylédkolmiomatriisin lavistdjapolynomit eivét ole yksikésittei-
sif. Tulevaa yldkolmiomuodon soveltamista varten yksikésitteisyys olisi kuiten-
kin tarkedd, ja lausetta 2.3.1 voidaankin tietyin ehdoin tiltd osin parantaa.
Lause 2.3.4. Olkoon A € Mat,,(K[z]) ja A = RU lauseen 2.3.1 antama esitys.
Merkitdin diag(U) = (P1,...,Dn), ja oletetaan, etti kaikki lavistijapolynomit p;
ovat nollasta eroavia. Tdlloin polynomimatriisilla A on esitys A = RU, missd
matriiseille R,U € Mat,, (K[z]) pdtevit seuraavat:

(1) R on alkeispolynomimatriisien tulo.

(2) U on ylikolmiomatriisi.
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(3) Kun merkitian diag(U) = (p1,...,pn), lavistdjipolynomit p; € K[z| ovat
perusmuotoisia ja jarjestys huomioiden yksikdsitteisid.

Todistus. Koska p; # 0 jokaisella j, voidaan kullekin j valita sellaiset kertoi-
met a; € K\{0}, joille polynomi p; := a;p; on perusmuotoinen. Kertomalla
matriisin U jokainen rivi vastaavalla kertoimella «; saadaan lavistdjapolyno-
mit perusmuotoisiksi. N&itéd rivioperaatioita vastaavat alkeispolynomimatriisit
M, (), joten asetetaan

RO = H Mj(aj).

j=1

Valitaan vield U := RoU ja R := RRal, jolloin A = RU on haluttua muotoa
oleva esitys.

Osoitettavaksi jad polynomien p; yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd matriisilla
A on myos esitys A = SV. Tésséd siis S on alkeispolynomimatriisien tulo ja V'
on yldkolmiomatriisi, jonka lavistdjapolynomit ¢; ovat perusmuotoisia. Riittdd
osoittaa, ettd p; = ¢; kaikilla j =1,...,n.

Oletuksen mukaan RU = SV. Merkitsemilld W := S™'R ja W := R™'S

saadaan yhtalot
WU =V (5)

ja s
WV =U. (6)

Kirjoittamalla matriisit auki yht&loissé (5) ja (6) saadaan

w11 Wi2 . Win P1 P12 - DPin q1 q12 " {qin
w21 W22 - Wap 0 p2 - pon 0 g - @
= (7)
Wnp1 Wp2 -+ Wpp 0 0 co DPn 0 0 to dn
ja
w11 Wiz . Win| @1 G120 Gin pP1 P12 Pla
Wo1 Waz -+ W | [0 g -0 qop 0 p2 - Dpon
I e ®)

Todistetaan seuraavaksi, ettd polynomimatriisit W ja W ovat ylikolmiomat-
riiseja. Tehddin tims todistus vain matriisille W, silld matriisille W todistus
menee tdysin vastaavasti. On osoitettava, ettd w;; = 0, kun ¢ > j. Tehdd4n tdma
induktiolla j:n suhteen. Vertaamalla ensimmaéisen sarakkeen kertoimia yhtalossa
(7) ndhdéén, ettd

wnpr = q1
woipr =0
wp1p1 = 0.
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Koska oletuksen mukaan p; # 0, on vélttaméttd w;; = 0 kaikilla j = 2,...,n.
Tapaus j = 1 on siis kunnossa. Oletetaan seuraavaksi, ettd jollakin & € {2,...,n}
pétee jokaiselle j € {1,...,k — 1}, ettd w;; = 0 kaikilla ¢ > j. Induktioviitteend
on talloin, ettd w;, = 0 kaikilla ¢ > k. Jos k = n ei ole mitddn todistettavaa,
joten voidaan olettaa, ettd k < n. Olkoon i > k. Yhtdlostd (7) ndhd&dén, etta

k
j=1

Toisaalta induktio-oletuksen nojalla w;; = 0 kaikilla j = 1,...,k — 1, joten
yhtilo (9) sievenee muotoon
wikpr = 0.

Talloin w;, = 0, koska oletuksen nojalla pg # 0, ja indutioviite on siten todis-
tettu.
Olkoon j € {1,...,n}. Koska w;; = 0 = ;; kaikilla ¢ > j, ndhd&én yhta-
loista (7) ja (8), ettd
w;ip; = qj ja Wjjq; = Pj-
Toisin sanoen p; jakaa polynomin ¢; ja my06s ¢; jakaa polynomin p;. Koska seké
p; ettd g; ovat oletuksen mukaan perusmuotoisia, tésté seuraa, ettd p; = q;. 0O

3 DMatriiseja ja lineaarisia operaattoreita

3.1 Matriisin ominaisarvo ja lineaariset operaattorit

Sanotaan, ettd A € K on matriisin A € Mat,,(K) ominaisarvo, jos Av = \v
jollekin v € K™\{0}. T&ll6in A on matriisin A ominaisarvo tdsmélleen silloin,
kun yhtalolla

(A= XHv=0

on epétriviaali ratkaisu. Tdmé puolestaan on yhtépitdvad sen kanssa, ettd mat-
riisi A — Al ei ole kidntyvé.

Usein matriisin karakteristinen polynomi mééritellddn determinantin avul-
la. Matriisi A — Al ei ole kiidntyva tésmélleen silloin, kun det(A — AI) = 0.
Silloin matriisin A ominaisarvot ovat tasmélleen polynomin det(A — xI) juuret.
Matriisin A karakteristinen polynomi x 4 mééritelldan polynomina det(A — x1).
Determinantin kiyttidminen karakteristisen polynomin méirittelemisessé ei kui-
tenkaan ole vilttdmatontd. Myohemmin luvussa 5 esitetdin hieman toisenlai-
nen tapa méaéarittelylle kiyttden hyviksi edelld todistettuja tuloksia polynomi-
matriiseille ja todistetaan tunnettu Cayleyn ja Hamiltonin lause K-kertoimisille
matriiseille tétd méaidritelmai hyodyntden. Lauseen mukaan matriisin karakte-
ristinen polynomi nollaa sen, toisin sanoen x 4(A) = 0. Sitd ennen on kuitenkin
tarkoitus todistaa Caylen ja Hamiltonin lause reaali- ja kompleksikertoimisis-
sa tapauksissa hyodyntden reaali- ja kompleksilukujen ominaisuuksia. Tadmén
yhteydessa kiy ilmi myos reaali- ja kompleksikertoimisille matriiseille soveltuva
karakteristisen polynomin vaihtoehtoinen méairittely.

Renkaan Mat,, (K) matriisit liittyvét tunnetusti n-ulotteisen K-kertoimisen
lineaarisen vektoriavaruuden lineaarisiin operaattoreihin, ja ndiden matriisien
teoria on ndin ollen myds vektoriavaruuden teoriaa ja péinvastoin. Téssa tut-
kielmassa tarkastellaan ensisijaisesti matriiseja, eikd niinkéédn olla kiinnostuneita

18



vektoriavaruuksista ja lineaarisista operaattoreista. Jatkossa tarvitaan kuiten-
kin my6s lineaarisia vektoriavaruuksia R™, C” ja K”. Padmielenkiinto pidetdin
kuitenkin matriiseissa, ja lineaariset operaattorit ovat 1ahin apuna niiden tar-
kastelussa. Avaruudessa C™ kiytetdédn tavallista sisdtuloa (-|-), jolle

n
(.’E|y) = Z xjyijv
j=1

missid £ = (21,...,2n), ¥ = (Y1,...,yn) € C". Adrellisiulotteisten lineaaristen
vektori- ja sisdtuloavaruuksien teorian perusteita ei ole tarkoitus kerrata tissé
tdméan tarkemmin. Naitd asioita on késitelty esimerkiksi Axlerin kirjassa luvuis-
sa 1, 2 ja 6. Kerroinkuntina on tosin kiytetty vain kuntia R ja C. Yleiselle ker-
roinkunnalle vastaavaa teoriaa on kisitelty esimerkiksi Golanin kirjassa luvuissa
3, 5 ja 15. Perusasiat eivét tosin juurikaan poikkea toisistaan oli kerroinkuntaa
rajoitettu tai ei.

Matriisia A € Mat,, (K) vastaa kiinnitetyssi avaruuden K" kannassa yksi-
kisitteisesti lineaarinen operaattori L4 : K® — K”. Sanotaan, ettd matriisit
A, B € Mat,,(K) ovat yhtdldiset tai similaariset, jos on olemassa sellainen ki&n-
tyvi matriisi R € GL,,(K), jolle A = R~! BR. Téllsin matriisit A ja B vastaavat
samaa lineaarista operaattoria mutta mahdollisesti eri kannoissa. Aliavaruuden
V € K" sanotaan olevan L 4-invariantti, mikéli L, (V) C V. Lineaarisen ope-
raattorin ominaisarvot ja ominaisvektorit ovat samat kuin sitd vastaavan mat-
riisin. Silld ei ole merkitystd, missd kannassa vastaavuus on. Lineaaristen ope-
raattoreiden perusasioita ei késitelld tdssd enempéd [ks. tarvittaessa esim. Axler,
luvut 3 ja 5, tai Golan, luvut 6 ja 8]. Lineaariselle operaattorille ja sitd stan-
dardikannassa vastaavalle matriisille saatetaan kiyttaé joskus samaa merkintié,
jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Eri merkintoja kiytetdin, jos sen voidaan katsoa
selkeyttivin tilannetta. Lineaariselle operaattorille voidaan méaaritelld polynomi
matriisipolynomin avulla asettamalla p(L ) := Lya)-

3.2 Kompleksi- ja reaalikertoimisista matriiseista

Matriisin U € Mat,,(C) sanotaan olevan unitaarinen, mikili U*U = UU* = I
tai yhtdpitévasti sen sarakevektorit muodostavat avaruuden C™ ortonormaalin
kannan. Téssd U* on matriisin U kompleksikonjugaatin transpoosi eli U* =
(U)T. Seuraava Schurin tai Schurin ja Toeplizin lauseena tunnettu tulos on
erds kompleksikertoimisten matriisien teorian keskeisimmistd perustuloksista
[ks. Horn & Johnson, Schur ‘s unitary triangularization theorem, s. 79].

Lause 3.2.1 (Schurin ja Toeplizin lause). Olkoon A € Mat, (C). Tdlléin on
olemassa unitaarinen U € Mat,,(C) ja yldkolmiomatriisi B € Mat,, (C), joille
A=UBU*.

Todistus. Todistus tehddin induktiolla matriisin koon n suhteen. Olkoon A jo-
kin matriisin A ominaisarvo ja u; vastaava normitettu ominaisvektori. Komplek-
sikertoimisella matriisilla on aina viahintddn yksi ominaisarvo, joten A; on ole-
massa. Reaalisessa tapauksessa niin ei valttamétta ole, ja siksi tdma todistus
ei toimi reaalisille matriiseille. Tdydennetddn vektori u; avaruuden C" orto-
normaaliksi kannaksi {uy,...,u,}, ja merkitddn U = [uq,...,u,] € Mat,(C).
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Talléin U on unitaarinen ja

U*AU = [ug, . .., )" [Mu1, Aug, ..., Auy)

Al(ul\ul) *

| Aa(uglu) _{Al *]
. Y 0 Y’

A1 (wn|ug)

missd Y € Mat,_1(C). Talloin viite patee, kun n = 2, silld silloin Y € C.
Oletetaan seuraavaksi, ettd jollakin n > 3 viite pétee kaikille enintédin kokoa
n— 1 oleville matriiseille. Téllin edelld todetun nojalla on olemassa unitaarinen
matriisi V; jolle

N A1 ox
V1Av1=[01 Y},

missd Y € Mat,,_1(C). Edelleen induktio-oletuksen nojalla on olemassa unitaa-
rinen matriisi Uy, jolle UYU; =: By on yldkolmiomatriisi. Asetetaan Vs :=
diag(1,U1) ja U := V1 V4, jolloin matriisit V2 ja U ovat my6s unitaarisia. Liséksi

talléin
* _ A1 *
oy ;]

on yldkolmiomatriisi. O

Schurin ja Toeplizin lause ei siis péde yleisesti reaalisille matriiseille. Seu-
raavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd reaalisille matriiseille patee kuitenkin hyvin
samankaltainen tulos.

Lemma 3.2.2. Olkoon A : R™ — R" lineaarinen operaattori. Tdlloin on ole-
massa A-invariantti aliavaruus V C R", jolle dim(V') € {1, 2}.

Todistus. Olkoon 0 # v € R™. Télloin joukko
{v, Av, A%v,..., A"v}

on lineaarisesti riippuva, koska se sisiltdd n + 1 vektoria. Silloin

n .
ZajAJU =0
=0

joillekin a; € R. Lemman 1.2.3 nojalla on olemassa jaottomat perusmuotoiset
polynomit p; ja ¢ € R, joille

n k
Y ad =c[]pil2)
=0 j=1

ja deg(p;) < 2 kaikilla j = 1,..., k. Silloin
n ) k
0= ZajAj v=c Hpj(A) .
Jj=0 j=1
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Talloin jollakin j € {1,...,k} kuvaus p;(A) ei ole injektio. Jollekin 0 # u € R"
pétee siis p;(A)u = 0. Jos deg(p;) = 1 eli p;(A) = A+ « jollekin a € R, pétee
Au = —ou. T&ll6in (u) on yksiulotteinen A-invariantti aliavaruus.

Olkoon deg(p;) = 2. Télloin pj(A) = A% + oA + B joillekin «, 8 € R.
Aliavaruus (u, Au) on selvésti vahintdédn yksi- ja enintdén kaksiulotteinen, joten
riittd4 osoittaa, ettd se on A-invariantti. Laskemalla ndhd&an, etta

A(au+bAu) = aAu+bA%u = aAu —b(a A+ B)u = (a —a)Au— (bB)u € (u, Au)
aina kun au + bAu € (u, Au). O

Lause 3.2.3. Olkoon A € Mat,(R). Tdlléin on olemassa kddntyvd matriisi
R € Mat, (R), jolle
Al *
R'AR = " ,
0 Ay,

missé jokaiselle j € {1,...,k} joko Aj € R tai A; on 2 x 2-matriisi, jolla ei ole
reaalisia ominaisarvoja.

Todistus. Matriisia A vastaa standardikannassa yksikésitteisesti lineaarinen ope-
raattori L : R®™ — R"™. Riittd4 osoittaa, ettd on olemassa sellainen avaruuden
R™ kanta, jonka suhteen operaattorilla L on haluttua muotoa oleva lohkodia-
gonaaliesitys. Todistus tehd&in induktiolla matriisin koon ja vektoriavaruuden
dimension n suhteen. Olkoon n = 2. Jos matriisilla A ei ole ominaisarvoja, se
on jo haluttua muotoa. Voidaan siis olettaa, ettd matriisilla A on ominaisarvo
A € R, ja olkoon v; € R? vastaava ominaisvektori. T&lloin {v;} voidaan tiy-
dentiii avaruuden R? kannaksi {v1,v,}. Témiin kannan suhteen operaattorin L
matriisiesitys on muotoa

A

b

Oletetaan seuraavaksi, etté jollakin n > 3 véite pétee kaikille enintédan kokoa
n — 1 oleville matriiseille. Pitd4 osoittaa, ettd viite pitee kokoa n olevalle mat-
riisille A. Jos vastaavalla lineaarisella operaattorilla L on ominaisarvo, voidaan
valita L-invariantti aliavaruus V' C R, jolle dim(V') = 1. Muutoin lemman 3.2.2
nojalla on olemassa L-invariantti aliavaruus V' C R"™, jolle dim(V') = 2. Valitaan
aliavaruudelle V' jokin kanta K; ja olkoon A; operaattorin L|y matriisiesitys t&-
méan kannan suhteen. Talloin A; € R, jos operaattorilla L on ominaisarvo. Jos
operaattorilla L ei ole ominaisarvoa, A; on 2 x 2-matriisi. Lisiksi talloin mat-
riisilla A; ei voi olla ominaisarvoja, silldi muutoin my6s operaattorilla L|y olisi
ominaisarvo eli erityisesti my0s operaattorilla L.

Téydennetddn kanta K; koko avaruuden R™ kannaksi K = {vq,va,...,v,}.
Asetetaan Ry = [v,va,...,v,] € Mat,(R). Talloin R; on kidntyvi ja
_ Al *
Rl 1AR1 = |: 0 B:| ’

missd B on kokoa n — 1 tai n — 2 oleva neliématriisi. Induktio-oletuksen nojalla
jollekin kadntyville matriisille Ry

Ag *
R;'BR, = :
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missé jokaiselle j € {1,...,k} joko A; € R tai A; on 2 x 2-matriisi, jolla ei ole
ominaisarvoja. Kun asetetaan

R:= R, {é }%] :

matriisi R~ AR on haluttua muotoa. O

3.3 Cayleyn ja Hamiltonin lause

Lause 3.3.1. Olkoot A € Mat,,(K) ja B € Mat,,(K), joille A = UBU ! jollekin
kddntyvdlle matriisille U € Mat,,(K). Tdllgin

det(A — I) = det(B — «I).
Todistus. Cauchyn ja Binet’n kaavan (lause 2.1.3) avulla nihdaén, ettd
det(A — xI) = det(UBU ! — 2UU ™) = det(U(B — 1)U ™)
= det(U)det(B — 2I) det(U™!) = det(B — «I).
O

Seuraus 3.3.2. Olkoon A € Mat,(C) ja B € Mat,,(C) ylikolmiomatriisi, jol-
le A = UBU™! jollekin unitaariselle matriisille U € Mat,,(C). Olkoot lisiksi
Ay ey Ay matriisin B lavistdjdalkiot. Tdlloin

xa(z) = [T — ).
j=1
Todistus. Maaritelmén mukaan x 4(z) = det(A—=x1I), joten viite seuraa lausees-
ta 3.3.1. O

Huomautus 3.3.3. Karakteristinen polynomi voitaisiin seurauksen 3.3.2 ja
lauseen 3.2.1 mukaan méadritelld my6s tulona (A — ) - - - (A, — z), missé alkiot
A1, ..., Ay voivat olla minké tahansa kyseisen matriisin kanssa unitaarisesti yh-
taldisen yldkolmiomatriisin ldvistajialkiot. Itseasiassa unitaarisuusvaatimus ei
ole oleellinen, mutta lauseen 3.2.1 nojalla se voidaan asettaa.

Lause 3.3.4 (Cayleyn ja Hamiltonin lause). Olkoon A € Mat, (C). Tdlloin
xa(4) =0.
Todistus. Olkoon B € Mat, (C) jokin yldkolmiomatriisi, joka on unitaarisesti
yhtéldinen matriisin A kanssa. Olkoon lisdksi U = [u1,. .., u,] vastaava muun-
nosmatriisi, jolloin A = UBU*. Sarakevektorit u; muodostavat avaruuden C"
kannan, joten riittd4 osoittaa, ettd xa(A)u; = 0 kaikille j = 1,...,n. Lauseen
3.3.2 mukaan

XA(A) = (“1)" (A= M 1)+ (A= AT,
missd A; = [B],; kaikilla j = 1, ..., n. Matriisit A—X;I kommutoivat kesken&én,
kun j € {1,...,n}. Tdm& ndhd&&n esimerkiksi laskemalla

(A= NI)(A—NI) = A% — ANT — NTA+ NINT
= A% — AN — NTA + N INT
= (A—NI)(A—NI),
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missd i, j € {1,...,n}. Silloin riittd4 osoittaa, ettd
(A=MI)--- (A= XNDu; =0 kaikille j =1,...,n. (%)
Kun j =1, (A—X1I)u; = 0, silld u; on ominaisarvoa \; vastaava ominaisvektori.

Tehd&sn induktio-oletus, ettd jollakin k € {2,---,n} viite (x) pitee kaikilla
j=1,...,k— 1. Huomataan, etti

(A — )\kI)uk = U(B — )\kI)U*’U,k

(A — Mg 1T 107
. * :
Ak—1— Ak
=U 0 1
Akt — Ak
0
I An— e | 0]
oy T
N : k-1
k-1
=U 0 = 4 oy,
Jj=1
- O -

joillekin o; € C. Téll6in

k—1
(A=MI) (A= XNeDug = (A= AI) - (A= Na D) D ajug
j=1

e

—1
= aj(A—/\1])~-~(A—)\kI)uj:0.
j=1
Edelld (A—X\1)--- (A— X ])u; = 0 kaikilla j = 1,...,k — 1 induktio-oletuksen
nojalla, koska matriisit A — A;I kommutoivat kesken&an. O

Cayleyn ja Hamiltonin lause patee myos reaalisille matriiseille, toisin sanoen
reaalikertoimisen matriisin karakteristinen polynomi nollaa sen. Koska reaaliker-
toiminen matriisi voidaan aina tulkita kompleksikertoimiseksi, on tdmé jo to-
distettu lauseessa 3.3.4. Todistus voidaan tehdd myd&s kokonaan ilman komplek-
silukuja samalla periaatteella kuin kompleksinen tapaus. Schurin ja Toeplizin
lauseen sijaan kiytetdidn sen reaalista vastinetta eli lausetta 3.2.3.

Lause 3.3.5. Olkoon A € Mat,(R) ja
A *
A=R L R™!
0 Ayg

lauseen 3.2.3 antama esitys. Talléin

k
H X4, (x) = det(A —xI).
j=1
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Todistus. Viite seuraa lauseista 2.1.2 ja 3.3.1. O

Huomautus 3.3.6. Reaalisessa tapauksessa karakteristinen polynomi voitai-
siin mééritelld lauseiden 3.2.3 ja 3.3.5 mukaan tulona x4, (x)- - xa, (), missa
matriisit A1, ..., A, ovat lauseen 3.2.3 antamat lavistdjilohkot ja

(x)—{ Aj—z, kun A; € R
XA\ = ([A5]n ] — 2)([Aj]22] — x) — [Aj]21[Aj]12, kun A; € Mato(R).

Lemma 3.3.7. Olkoon A € Maty(R). Talloin xa(A) =0

A-[g ;}.

Talloin x4(z) = (a — x)(d — ) — be. Laskemalla ndhddén, ettd

0 —c d—a -—c B bc 0
—-b a—d —-b 0 0 be

Todistus. Merkitaan

O

Lause 3.3.8 (Cayleyn ja Hamiltonin lause). Olkoon A € Mat,(R). Tdlloin
XA (A) =0.

Todistus. Olkoon B € Mat,,(R) lauseen 3.2.3 antama lohkoyldkolmiomatriisi, jo-
ka on yhtaldinen matriisin A kanssa ja jonka diagonaalimatriisit A;, j = 1,...,k
ovat enintddn kokoa 2. Olkoon lisdksi R = [rq,...,7,] vastaava muunnosmat-
riisi, jolloin A = RBR™'. Olkoon V; matriisiin A; liittyvi 1- tai 2-ulotteinen
aliavaruus. Téll6in se on joko yhden tai kahden matriisin A; liittyvén sarakevek-
torin 7; virittdma. Sarakevektorit r; muodostavat avaruuden R™ kannan, koska
matriisi R on kiddntyvi. Silloin R” = V; @ - - - @ Vi, joten riittdd osoittaa, ettd
Xa(A)v = 0 kaikille v € V; jokaisella j =1,...,k.
Lauseen 3.3.5 mukaan xya(A) = ¢1(A4) - qx(A), missa

(A)* AjI—A,jOSA]‘ER
EA ([A5]11 1 — A)([Ajla2l — A) = [Aj]21[Aj]121, jos A; € Matz(R)

kaikilla j = 1,..., k. Matriisit ¢;(A) kommutoivat keskendén, kun j € {1,...,k}.
Tamé n#htiisiin esimerkiksi samankaltaisella yksinkertaisella laskulla kuin lau-
seen 3.3.4 todistuksessa matriiseille A — X, I, silld matriisit ¢;(A) ovat aina mat-
riisin A polynomeja. Néin ollen riittad osoittaa, etté

q1(A) -+ q;(A)v =0
kaikille v € Vj jokaisella j = 1,..., k. Olkoon ensin j = 1. Tarkastellaan tapausta
q1(A) = AT — A. Télloin A; on matriisin A ominaisarvo, ja (A — A1I)r; =0,
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silld 71 ominaisarvoa A; vastaava ominaisvektori. Lisaksi Vi = (r1), joten véite
patee. Toinen vaihtoehto on, etté

q1(A) = ([A1]id — A)([Ar]22] — A) = [A1]21[An]12].

Talloin siis ¢1(A) = xa,(A). Olkoon v; € V. Matriisista B ndhdéin, ettd V;
on L 4-invariantti. Lineaarisena operaattorina Ly, = La,. Talléin lineaari-
selle operaattorille x4, (L) pétee xa,(La)lvy, = xa,(La,). Toisaalta lemman
3.3.7 nojalla matriisi x4, (A1) = 0, jolloin vastaava lineaarinen operaattori on
nollaoperaattori ja erityisesti x4, (La)vy = 0.

Tehdddn induktio-oletus, ettd jollakin [ € {2,---,n} viite pitee kaikilla
j=1,...,1—1. Olkoon v; € V;. Talloin lauseen 2.1.6 nojalla

a(A)v = R(q(B))R™ "y

[ qi(Ar) 1710]
(A1) 0

=U 0 Y
QZ(AZ+1) 0
0 . :

i a(Ax) | LO]

’ -1

_ |4 -3
=U 0 = : 11}j,

j:

missi Y, Z1, ..., Z;_1 ovat kokoa 1 tai 2 olevia pystyvektoreita ja v; € V; kaikilla
j=1,...,1—1. Silloin

-1
a(4) - a(A)o = 6 (4) (4 Yo

-1
=> q(A)-- g1 (A, =0,
j=1

silld ¢1(A) -+ - qi—1(A)v; = 0 kaikilla j = 1,...,1 — 1 induktio-oletuksen ja ole-
tuksen v; € V; nojalla, koska matriisit ¢;(A4;) kommutoivat kesken&in. O

Edelld esitetyt toditukset Cayleyn ja Hamiltonin lauseelle nojaavat oleelli-
sesti reaali- ja kompleksilukujen erityisominaisuuksiin ja sopivat siten huonos-
ti yleistettéviksi kuntaan K. Seuraavassa luvussa méadritellddn karakteristinen
polynomi uudelleen kiyttamattd determinanttia ja esitetddn tdtd madritelmas
hy6dyntéen yleisessad kunnassa K péteva todistus Cayleyn ja Hamiltonin lauseel-
le.
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4 Karakteristinen polynomi

4.1 Maairittely ilman determinanttia

Seuraavaksi on tarkoitus maaritelld K-kertoimisen matriisin karakteristinen po-
lynomi hyodyntden aiempia polynomimatriiseihin liittyvid tuloksia. Maarittely
nojaa oleellisesti seuraavaan lauseeseen.

Lause 4.1.1. Olkoon A € Mat,(K), jolloin A — xI € Mat, (K[z]). Tdlloin
A -zl = R(z)U(x), missd

(1) R(xz) € Mat,,(K[z]) on alkeispolynomimatriisien tulo.
(2) U(x) € Mat,,(K[z]) on yldkolmiomatriisi

(8) Kun merkitiin diag(U(x)) = (p1(z),...,pn(x)), ldvistdjipolynomit p;(x)
ovat perusmuotoisia ja yksikdasitteisid. Erityisesti ne ovat nollasta eroavia.

Todistus. Lauseen 2.3.1 nojalla on kaksi ensimmaistd ehtoa toteuttavat matriisit
R(z),U(z) € Mat,,(K[z]), joille A — I = R(x)U(z). Merkitdin diag(U(z)) =
(p1(x),...,pn(x)). Talloin viite seuraa lauseesta 2.3.4, kun osoitetaan, ettd
pj(z) #0 kaikilla j =1,...,n

Tehd&&n antiteesi, ettd olisikin p;(z) = 0 jollakin j € {1,...,n}. Olkoon t €
K. Tallsin p;(t) = 0, joten matriisi U(t) € Mat,,(K) ei ole kifintyvi. Toisaalta
matriisi R(f) € Mat, (K) on kifintyvi, joten matriisi A — ¢ ei ole kiifintyv.
T&lloin ¢ on matriisin A ominaisarvo. On siis osoitettu, ettd jokainen kunnan K
alkio on matriisin A ominaisarvo. Kunta K sisdltdd ddrettémén monta alkiota,
silld sen karakteristika on nolla. Matriisilla A voi olla enintdén n ominaisarvoa,
joten timé on ristiriita. O

Matriisin A € Mat,, (K) karakteristinen polynomi x4 médritelldsin asetta-
malla xa(z) = p1(z) - - - pn(z), missé polynomit p;(z) ovat lauseen 4.1.1 anta-
mat yksikésitteiset polynomit. Polynomien p;(z) yksikésitteisyys takaa sen, etta
karakteristinen polynomi on hyvin méaéritelty. Téstd ldhtien matriisin karakte-
ristiselle polynomille kiiytetddn vain tdtd madritelmaa.

Lause 4.1.2. Matriisin A € Mat,,(K) ominaisarvot ovat tasmdlleen karakteris-
tisen polynomin juuret.

Todistus. Viite ndhdiin oikeaksi havaitsemalla, ettd seuraavat ovat yhtépita-
via:
1) X € K on matriisin A ominaisarvo.
2) Matriisi A — A ei ole kiidntyva.

4) p;(A) =0 jollakin j € {1,...,n}.

(1)
(2)
(3) Lauseen 4.1.1 merkinnéin matriisi U () ei ole kddntyva.
(4)
()

xa(A) =
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Esimerkki 4.1.3. Selvitetddn matriisin

1 2 4
A:=|-1 0 2| eMats(R)
3 -1 5

karakteristinen polynomi. Lasketaan

1—z 2 4 o
A—zl=| -1 —=z g | Esim.233
| 3 -1 56—z
S )
22 1 B N o
0 5 5(=322+192+10) My(=1), Ma(g), Ma(~ 3
9
00— (@® —62% — 32— 28)
M =z )
1 (=322 + 19z + 10)
22
0 0 % —62? -3z —28

Matriisin A karakteristinen polynomi saadaan méaéritelméinsd mukaan tdmén
viimeisen matriisin lavistdjdalkioiden tulona, joten ya(x) = 2® — 622 — 3z — 28.

4.2 Vertailua perinteiseen méiérittelyyn

Tarkoituksena on osoittaa, ettd edelld esitetty méarittely tuottaa etumerkkis
vaille tasmaélleen saman karakteristisen polynomin kuin perinteinen madrittely
determinantin avulla. Téssé vaiheessa tiedetdin, ettd molemmilla tavoilla m&a-
ritellyilld polynomeilla on samat juuret eli ominaisarvot. Se ei kuitenkaan vie-
14 riitd takaamaan, ettd niilla polynomeilla olisi valttdmattd mitddn tekemisté
keskendin, silld eihdn juuria vilttdmé&ttad ole kunnassa K lainkaan. Toisaalta,
vaikka niilld polynomeilla olisikin kaikki juuret, kuten esimerkiksi tapauksessa
K = C aina on, voisi niilla silti olla eri kertaluvut. Seuraava lause kuitenkin ta-
kaa sen, etteivit tallaiset tilanteet oikeasti ole mahdollisia, vaan karakteristinen
polynomi on oleellisesti sama kummallakin méarittelylla.

Lause 4.2.1. Olkoon A € Mat,,(K). Tdlldin
xa(x) = tdet(A — al).

Todistus. Olkoon A—xI = R(x)U(x) lauseen 4.1.1 antama esitys. Koska U (z) on
ylékolmiomatriisi, sen determinantti on lavistdjdalkioiden tulo eli det(U(x)) =
p1(x) - pp(x). Talldin xa(r) = p1(x) - pu(x) = det(U(x)). Matriisi R(z) on
kidntyvé, joten lemman 2.1.4 nojalla det(R(z)) = a € K\{0}. Toisaalta

~— —

det(A — zI) = det(R(z)U(z)) = det(R(z)) det(U(z)) = axa(x).

Polynomin det(A — zI) johtavan termin kerroin on +1 ja polynomi x(z) on
perusmuotoinen, joten a = £1. O
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Kaikki karakteristiseen polynomiin liittyvét tulokset, jotka on todistettu pe-
rinteiselld tavalla méaéritetylle polynomille, patevit edelleen. Téllaisia ovat esi-
merkiksi seuraavat lauseet.

Lause 4.2.2. Olkoon A € Mat,,(K) lohkoylikolmiomuotoa

o Al *
A=y 4

Téllsin xa(z) = xa, (¥)xa, (7).

Lause 4.2.3. Olkoot A, R € Mat,(K) ja olkoon lisiksi R kddntyvd. Talloin
Xrar-1(z) = xa().

Karakteristisen polynomin laskeminen voidaan toteuttaa myo6s hyddyntien
polynomirenkaan K|z] osaméirikuntaa. Tarkastellaan seuraavaksi titd variaa-
tiota edelld esitetysté laskutavasta.

4.3 Karakteristisen polynomin laskeminen osaméiirikun-
nan avulla

Polynomirengas K[z] on kokonaisalue, ja jokainen kokonaisalue voidaan laajen-
taa kunnaksi. Tdma perustuu siihen, ettd annetun kokonaisalueen avulla voi-
daan konstruoida kunta samalla periaatteella, jolla kokonaislukujen avulla kon-
struoidaan rationaaliluvut. Ndin saatua kuntaa kutsutaan kyseisen kokonaisa-
lueen osamadrikunnaksi tai jokokunnaksi. Alkuperdinen kokonaisalue voidaan
samaistaa erddn osaméiiridkuntansa osajoukon kanssa. Osaméirdkunnan kon-
struktio sivuutetaan téssi, mutta se 16ytyy esimerkiksi Metsdnkylidn ja Naata-
sen kirjan luvusta VI.3. L

Kiytetddn polynomirenkaan K[z] osamidrikunnalle merkintas K[z], ja kut-
sutaan sen alkioita rationaalilausekkeiksi. Rationaalilausekkeita voidaan merki-
td polynomien muodollisina osamé&érind [vrt. Metsankyld & N&atinen, s. 121].
Toisin sanoen, jos r € K[z], voidaan merkité

missd p(x) ja g(x) ovat polynomien merkitsemisessa kiytettavia muuttujasym-
bolin = muodollisia summalausekkeita.

Kiytetddn jatkossa K[z]-kertoimisten n x n-nelidmatriisien renkaalle mer-
kintad Mat,, (K[x]). Nim& ovat kuntakertoimisia matriiseja, joten ne voidaan
muokata esimerkiksi porrasmuotoon Gaussin menetelmalld aivan samoin kuin
reaalikertoimisetkin matriisit [ks. Saarimé&ki, Vektorilaskentaa euklidisissa ava-
ruuksissa, kappale 8]. Erityisesti ne voidaan muokata yldkolmiomuotoon. Liséksi
tdhan muokkaukseen ei tarvita lainkaan M-operaatioita. P- ja A -operaatioita
vastaavat matriisit ovat

(1) Pij =1—-FE;— Ejj + Eij + Eji S Matn(K[x]) (Z 75 j) ja

() Ay (83) = T+ 23 E;; € Mat, (®a) (i £ ).
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Néiden determinanteille pétee edelleen det(P;;) = —1 ja det(A4;;) = 1.
Olkoon A € Mat, (K). Télloin A — zI on polynomimatriisi, jonka voidaan

myos tulkita kuuluvan renkaaseen Mat,, (K[z]). Talloin edelld todetun nojalla

on olemassa matriisit R(z), U(z) € Mat,, (K[z]), joille
R(x)(A - 2l) = U(z), (10)
U(x) on yldkolmiomatriisi ja det(R(x)) = £1. Olkoon

P@) o R

q(z)

ylékolmiomatriisin U (x) l4vistdjélausekkeiden tulo. Tall6in yhtalon (10) nojalla

det(A —zI) = IF@.

q(x)
Koska det(A—zTI) € Mat,, (K[z]), nimittdjapolynomi ¢(x) jakaa osoittajapolyno-
min p(z). Tadmén jakolaskun tulos on oikean merkkiseksi vaihdettuna matriisin
A karakteristinen polynomi.
Matriisin A € Mat,, (K) karakteristinen polynomi voidaan siis laskea myos
seuraavasti:

1. Muodostetaan polynomimatriisi A—xI, ja muokataan se osamadrakunnan
K[z] avulla P A-operaatioilla yldkolmiomatriisiksi.

2. Lasketaan yldkolmiomatriisien lavistédjdalkioiden tulo, jolloin saadaan jo-
kin rationaalilauseke.

3. Suoritetaan polynomien jakolasku jakamalla kyseisen rationaalilausekkeen
osoittajapolynomi nimittdjdpolynomilla. Tdmé jako menee aina tasan.
Saatu polynomi muutetaan vield vastakkaismerkkiseksi, jos sen johtava
kerroin ei ole 1. T&ll6in on paddytty matriisin A karakteristiseen polyno-
miin.

Esimerkki 4.3.1. Maéaritetdin esimerkin 4.1.3 matriisin

1 2 4
A:=|-1 0 2| eMats(R)
3 -1 5

karakteristinen polynomi osaméédrikunnan avulla.

Muunnetaan matriisi A —zI € Matg(R[z]) Gaussin menetelmélld ylikolmio-
muotoon:

A - ,1,’[ = 7x—<]i_> 1 —Qx 4 A12( L+1)’A13( 7:«3{»1)
| 3 -1 —z+5
[~z +1 2 4
A ( —x+7 )
2_z42 —2246 AR
0 I7$i1 #ﬂ -
0 z—7 z2—6x—7
L —xz+1 —x+1
[—z 41 2 4
0 m2faz+2 —2x+46
ARy )
—X xT xr
L 0 0 T x2—xt2
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Lavistijalausekkeiden tulo on

(—z+ D@ -z +2)(—x+7)(a* +z+4)
(—z+1)(22 —z+2) ’

Jakamalla osoittaja nimittdjalla saadaan polynomi
(—z+7) (2 + o +4) = —2® + 62 + 3z + 28,

joten karakteristinen polynomi on x4 (z) = 2% — 62% — 3z — 28.

4.4 Cayleyn ja Hamiltonin lause yleisesti

Edelld todistettiin Cayleyn ja Hamiltonin lause reaali- ja kompleksikertoimis-
ten matriisien tapauksessa. Seuraavaksi tarkoituksena on todistaa tdmé lause
K-kertoimisille matriiseille hyodyntien polynomimatriiseihin perustuvaa karak-
teristisen polynomin mééarittelyé.

Olkoon L : K" — K" lineaarinen operaattori ja v € K”". Vektorin v €
K" méirittelemd syklinen aliavaruus S, on vektoreiden v, Lv, L?v, ... virittim3
alivavaruus. Toisin sanoen

S, == (v, Lv, L?v,...,L*v,...).

Syklinen aliavaruus S, on selvisti L-invariantti. Tiedetddn ettd, on olemassa
sellainen 1 < k < n, jolle

LFv e (v, Lv, L*v, ..., Lk_lv>,

silld vektorijoukko {v, Lv, L?v, ..., L*v} on lineaarisesti riippuva kaikille & > n.
Erityistapauksessa v = 0 syklinen aliavaruus on nolla-avaruus S, = {0}.

Lause 4.4.1. Olkoon L : K" — K" lineaarinen operaattori jo v € K™\{0}.
Téllgin on olemassa 1 < k < n, jolle vektorit v, Lv, L?v, ..., L* ‘v ovat lineaa-
risesti ritppumattomia ja

S, = (v, Lv, L*v,. .., L* ).

Lisiksi operaattorin L|s, matriisiesitys kannan {v, Lv, L?v, ..., L*~"'v} suhteen
on muotoa

00 --- 0 «

1 0 0 aq

0 1 0 a9 ,

00 -+ 1 ag—

kun L¥v = agv + an Lv + - - + a1 LF 1.
Todistus. Olkoon k € {1,...,n} pienin sellainen indeksi, jolle
L*v € (v, Lv, L*v, ..., LF" 1),

Jos k = 1, lineaarinen riippumattomuus on selva. Oletetaan, ettd k > 1 ja vekto-
rit {v, Lv, L?v, ..., L*~1v} ovat vastoin viitetti lineaarisesti riippuvia. T#ll&in

agv + a1 Lv + as L?v + -+ + ak,lLk_lv =0
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joillekin ag,...,ap—1 € K ja a; # 0 jollakin j € {1...,k — 1}. Olkoon [ :=
max{j € {1,...,k—1}|a; # 0}. Tillsin 1 <! < k ja L'v € {v, Lv,..., L'},
mik4 on ristiriita indeksin k valinnan minimaalisuuden kanssa.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd L™v € (v, Lv, L?v,...,L* 'v) kaikilla m =
0,1,2,.... Tistil seuraa, ettd vektorit {v, Lv, L?v,..., L*~ v} virittivit aliava-
ruuden S,. Viite on selvd, kun m < k. Oletetaan, ettd jollakin m > k pitee
L™y € (v, Lv, L?v, ..., L*~1). T&lléin

L™y = LL™v
= L(yov +mLv+ -+ -1 L5 1o)
=yoLlv +y1 L2+ - + 1 L*v
=vLv+ L%+ + 1 (v + Ly + -+ + ag_1 LF 1),

missd L™v = v + 1 Lv + -+ + ’yk_lkalv ja L*Fv = agv + anLv + -+ +

ap_1 LF~ . Siten myds L™ v € (v, Lv, L?v, ..., LF~ ), ja induktioaskel on
otettu.
Operaattorin L|g, matriisiesitys kannan {v, Lv, ..., L¥~*v} suhteen on ha-

luttua muotoa, silla

L(v) =Lv
L(Lv) = L*v

L(L*2v) = L*YL(LF ') = L*v = agv + a1 Lo + - - - + a1 LF 1.

O
Matriisia
0 0 0 ap
1 0 0 a1
=V 1 0 @ | e Maty(K),
0 0 --- 1 a1
missd k& > 1, kutsutaan perusmuotoisen polynomin p = z* — qy_2® 1 — .- —

arx —ag € K[z] kumppanimatriisiksi. Astetta 1 olevan polynomin x — ay kump-
panimatriisi on 1 x 1-matriisi eli skalaari aq.
Lause 4.4.2. Olkoon C,, € Mat(K), polynomin p(z) = 2% — aj_qa*1 — - —

a1z — ag € Klz] kumppanimatriisi. Talldin

Todistus. Tapaus n = 1 on selvé ja, kun n = 2, viite nihdiin oikeaksi laskulla

P12
—T Qg :| Aqa(x) |:1 g

Cp_xI:[l —r+ aq 0 —22+4 o0z +ag

31



Oletetaan, ettd n > 2. Asetetaan Ry := I ja R; := Aj j11(2?)Pj ;11 kaikille
j=1,...,n— 2. Asetetaan

[—2d Tt 0 0 ao+aiz+-+a;al]
1 —x Qg1
Bi:=1 o 1 0 € Mat,—; (K[z])
: - Qp—2
| O 0 1 —Z 4 g
kaikille 7 = 0,...,n — 2. Osoitetaan, ettd kaikille j =1,...,n — 2
1 —x 0 0 o
B RolGmah = 1 |0 o |
0 \ B;

ja Ro(Cp — 2I) = By, kun j = 0. Viite pétee selvisti tapauksessa j = 0.
Oletetaan, ettd viite pétee kaikilla 0,...,7 — 1, kun j > 1. T&lléin matriisia
R; vastaavien rivioperaatioiden suorittaminen matriisille R;_; - - Ro(Cp — aI)
vaikuttaa matriisiin B;_; seuraavasti:

27 0 -+ 0 aptaix+-+ajqziTH)
1 -z ;i
Bii=10 1 0
.- Qn—2

| 0 0 1 A e T} ]

1 —x 0 o 1
|0 —git? a0+ oz + -+ a2t 4 gl
P13, Aya(z?)

- 1 0
: . .-z Q2
0 e 0 1 —T 4+ ap_q

Tasté ja induktio-oletuksesta ndhd&dén, ettéd polynomimatriisi R; - - - Ro(Cp—al)
on haluttua muotoa, ja induktioaskel on otettu. Talloin

Rnfg"'Ro(Cp —.’EI) =
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0 1 —x Qo -
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_O 0 1 —T + ap_1
(1 —= 0 o
0 1 — Q9 )
0 0 1 —T+ a1
10 0 0 apt+aiz+-+a, 02" 24+ a, 12" 1 —a"



misté vaite seuraa. O

Polynomin kumppanimatriisin karakteristinen polynomi on siis kyseinen po-
lynomi itse. Tamén tiedon avulla voidaankin todistaa Cayleyn ja Hamiltonin
lause hyodyntamailla syklisté aliavaruutta.

Lause 4.4.3 (Cayleyn ja Hamiltonin lause). Olkoon A € Mat,(K). Tdlloin
XA (A) =0.

Todistus. Olkoon L matriisia A standardikannassa vastaava lineaarinen operaat-
tori. Olkoon v € K™"\{0} ja S, = (v, Lv, L?v, ..., L¥~1v) vastaava syklinen ali-

avaruus. Oletetaan, ettd k < n. Téllsin joukko {v, Lv, L?v, ..., L*"1v} voidaan

téydent#i koko avaruuden K™ kannaksi K := {v, Lv, L?v, ..., LF" v, uy, ..., u}.

Merkitdan M := (uq,..., ;). Talloin avaruudelle K saadaan hajotelma
K'=S,® M.

Operaattorin L matriisiesitys kannan X suhteen on muotoa

C, B

0 D|’
missi C}, on polynomin p = 2% — aj_125~! — ... — oy € K[z] kumppanimatrii-
si. Koska vektorin v valintaa ei ole mitenk&#dn rajoitettu, riittda osoittaa, etté

XA(A)v = 0. TAmé puolestaan seuraa osoittamalla, ettd x4(L|s,)v = 0, mikd
taas seuraa osoittamalla, ettd x 4(Cp) = 0. Lauseiden 4.2.2 ja 4.4.2 nojalla

xa(z) = xe, (@)xp(x) = p(x)xp(z),

joten lopulta riittaa osoittaa, ettd p(C,) = 0. Myds tapaus k = n seuraa suoraan
téistd, silld silloin joukko {v, Lv, L?v, ..., L¥~1v} muodostaa koko avaruuden K"
kannan, jonka suhteen operaattorin L matriisiesitys on Cj,.

Jokaiselle j = 1,..., k pitee

p(Cyle; L p(C)Ci er & i (e

P
Yhtalo (i) seuraa siitd, ettd CJ~ley = e;. Yhtalo (ii) seuraa matriisien p(C)) ja
Cgfl kommutoinnista. Matriisit p(C,) ja Cg,*l ovat matriisin C), polynomeja ja
siksi yksinkertaisella laskulla todettavissa kommutoiviksi. Toisaalta
_ k k—1
p(Cp)el = (Cp +Olk,1Cp + - +a10p+a01) €1
= 0561 + ak,105_161 + -+ alC’pel —+ aper
= Cper +ag_1ep + -+ orea + agey
= —(ag_1er + -+ ares + ager) + ag_1ex + -+ ares + apeq
=0.
Silloin p(Cp)e; = 0 jokaiselle j = 1,.. ., k. Toisin sanoen p(C),) = 0. O

Cayleyn ja Hamiltonin lause voidaan toki todistaa monilla eri tavoilla. Edel-
14 on esitetty kaksi tapaa, joista jalkimmé&inen pétee yleisessé kunnassa K. Esi-
merkiksi Joel N. Franklinin kirjassa on esitetty kaksi tdysin erilaista todistusta,
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jotka myo0s poikkeavat tésséd tutkielmassa esitetyistd todistuksista. Toinen néis-
td on puhtaasti algebrallinen, kuten lauseen 4.4.3 todistuskin. Tamé& kuntaan
K yleistyva todistus hyddyntad matriisin kofaktoreita [ks. Fanklin, lemma 1, s.
127]. Toinen todistus pétee vain kunnassa C, kuten lauseen 3.3.4 todistus. Se
tehddfn osittain analyysin keinoin raja-arvoja ja Schurin ja Toeplizin lausetta
hyodyntéden [ks. Franklin, s. 111-114]. Esimerkiksi néihin todistuksiin verrattu-
na lauseen 4.4.3 todistuksen vahvuutena voitaneen sen yleispitevyyden liséksi
pitda paittelyn suoraviivaisuutta, vaikka todistus aputuloksineen on toisaalta
hieman tyolas.

5 Smithin normaalimuoto polynomimatriiseille

5.1 Ka&intyvien polynomimatriisien ryhmi

Kaintyvit polynomimatriisit muodostavat ryhmén kertolaskun suhteen. Kéyte-
tadn tille ryhmaélle merkintdd GL,, (K[x]). Alkeispolynomimatriisit todettiin jo
ailemmin kiantyviksi, ja seuraava lause kertoo, ettd muut kidntyvéit polynomi-
matriisit ovat vain niiden tuloja.

Lause 5.1.1. Alkeispolynomimatriisit virittévit ryhmdn GL, (K[z]).

Todistus. Olkoon A € GL, (K[z]), jolloin luonnollisesti myds A~ € GL,, (K[z]).
Todistuksen ideana on muokata A~ yksikkdmatriisiksi rivioperaatioiden avulla.
Lauseen 2.3.1 nojalla on olemassa alkeispolynomimatriisien tulo R € GL,, (K[x])
ja ylikolmiomatriisi U € Mat,, (K[z]), joille RA~! = U. Téllgin ylikolmiomat-
riisi U on kdéntyvé, joten lauseen 2.1.4 mukaan det(U) € K\{0}. Siten matriisin
U lavistdjépolynomien u;; tdytyy olla nollasta eroavia vakiopolynomeja. Asete-
taan

M= ] M;(u;)h),
j=1

jolloin matriisi V := MU = M RA~! on ylikolmiomatriisi, jonka lévistéjialkiot
ovat ykkosid, v;; = 1 € K kaikilla j = 1,...,n. Asetetaan vield kaikille ¢ €
{1,...,n—1}

Qi = H Aji(—vij),

j=it1
ja Q := Q1---Qn_1. Téllsin QV = I. Toisin sanoen QMRA™! =T eli A =
QM R, missé kaikki tulon tekijit ovat alkeismatriisien tuloja. O

Seuraus 5.1.2. Olkoon U € Mat,, (K[z]) ylikolmiomatriisi ja det(U) € K\{0}.
Tallgin U on kddntyvd.

Todistus. Oletuksen det(U) € K\{0} nojalla w;; = [U];; € K\{0} kaikilla
j = 1,...,n. Silloin lauseen 5.1.1 todistuksesta nihd&in, ettd on olemassa
R € GL,(K][z]), jolle RU = I. Viite seuraa tilloin lauseesta 2.1.1. O

Huomautus 5.1.3. Lauseen 5.1.1 todistus antaa menetelmin polynomimatrii-
sin kddnteismatriisin laskemiseksi. Suoritetaan ensin tarvittavat rivioperaatiot,
jotta annettu polynomimatriisi saadaan yldkolmiomuotoon. Jos kaikki 1avist&ja-
alkiot ovat nollasta eroavia skalaareja alkuperdinen matriisi on kiiéintyvé ja voi-
daan jatkaa. Suoritetaan tarvittavat rivioperaatiot, jotta ylikolmiomatriisista
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saadaan yksikkomatriisi. Talldin alkuperéisen polynomimatriisin ki&nteismat-
riisi on kaikkien suoritettuja rivioperaatioita vastaavien alkeispolynomimatrii-
sien tulo kddnteisessd jirjestyksessa.

Determinantin avulla polynomimatriiseille saadaan seuraavanlainen kadnty-
vyysehto.

Lause 5.1.4. Olkoon A € Mat, (K[z]). Tdlléin A on kddntyvd, jos ja vain jos
det(A) € K\{0}.

Todistus. Ehdon valttidmattomyys on jo todettu lauseessa 2.1.4, joten riittda
osoittaa sen riittdvyys. Oletetaan tatd varten, ettd det(A) € K\{0}. Lauseen
2.3.1 nojalla on olemassa kdantyva R, jolle U := RA on yldkolmiomatriisi. Riit-
ta4 osoittaa, ettd U on kiddntyva. Lauseen 2.1.4 mukaan det(R) € K\{0}. Talloin
oletuksen ja lauseen 2.1.3 nojalla det(U) € K\{0}, jolloin viite seuraa seurauk-
sesta 5.1.2. O

5.2 Smithin normaalimuoto

Kuten aiemmin on todettu, alkeispolynomimatriisilla vasemmalta kertominen
vastaa rivioperaatioita taulukossa 1 esitetyllé tavalla. Jos alkeispolynomimatrii-
seilla, kerrotaankin oikealta puolelta, saadaan vastaavat operaatiot sarakkeille.
Niitéd operaatioita kutsutaan sarakeoperaatioiksi, ja ne on esitetty taulukossa
2.

Taulukko 1: Rivioperaatiot

Alkeispolynomimatriisi ~ Vaikutus kerrottaessa vasemmalta

M;(a) Kerrotaan i:s rivi skalaarilla o € K\{0}.
Pi; Vaihdetaan rivit ¢ ja j # i.
A;j(r(z)) Lisatdan rivi ¢ riviin j # ¢ kerrottuna polynomilla

r(x).

Taulukko 2: Sarakeoperaatiot

Alkeispolynomimatriisi ~ Vaikutus kerrottaessa oikealta

M;(a) Kerrotaan i:s sarake skalaarilla o € K\{0}.
P;; Vaihdetaan sarakkeet i ja j # .
A;;(r(x)) Lisatadn sarake j sarakkeeseen i # j kerrottuna

polynomilla r(x).

Kun rivioperaatioiden lisdksi kiytetdan myos sarakeoperaatioita, voidaan po-
lynomimatriisin muokkaamista viedd entistd pidemmaélle. Aiemmin muokattiin
polynomimatriiseja rivioperaatioiden avulla yldkolmiomuotoon, mutta seuraa-
vaksi tavoitteena on diagonaalimatriisi rivi- ja sarakeoperaatioita kiyttiden. Ylei-
sesti matriisien A ja B sanotaan olevan ekvivalentit, jos on olemassa kadntyvét
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matriisit R ja @, joille A = RBQ. Reaali- ja kompleksikertoimisessa tapauksessa
jokainen matriisi on ekvivalentti muotoa diag(l,,0) olevan diagonaalimatriisin
kanssa, missd r on kyseisen matriisin ranki [ks. esim. Ayres, s. 43]. Seuraavaksi
on tavoitteena todistaa polynomimatriiseille vastaavanlainen tulos, jonka mu-
kaan jokainen polynomimatriisi on ekvivalentti diagonaalimatriisin kanssa. Li-
siksi lavistdjapolynomeille saadaan erdita lisdehtoja. Todistus noudattelee osit-
tain samaa ideaa kuin Petersenin kirjan luvussa 2.9 esitetty todistus. Tamén
todistuksen on kuitenkin tarkoitus olla yksityiskohtaisempi, ja siksi kisittelyta-
pa eroaa huomattavasti Petersenin kirjan tavasta. Yksityiskohtaisuutensa vuok-
si todistus on myoOs varsin pitkdhko, joten siitd on eritelty useita aputuloksia
kokonaisuuden hahmottamisen helpottamiseksi.

Lemma 5.2.1. Olkoot n > 2 ja C' € Mat,(K[z]). Oletetaan lisiksi, ettd c11 :=
[C]11 # 0. Tdlloin on olemassa kidntyvdt polynomimatriisit Q, R € GL,, (K[z]),
joille
_|p 0
RCQ = {0 D] ,

missia D on kokoa n—1 oleva polynomimatriisi ja 0 # p € K[z|. Lisiksi deg(p) <
deg(d;;) kaikilla matriisin D nollasta eroavilla kerroinpolynomeilla d;; := [D];;.

Todistus. Tarkoituksena on muokata polynomimatriisi C' haluttuun muotoon
kiyttden rivi- ja sarakeoperaatioita. Todistus noudattelee pitkélti samaa ideaa
kuin lauseen 2.3.1 todistus. Asetetaan ensin

P P P
p21 * e *
Ay:=C:= | |
TR
Tarkoituksena on mééritelld rekursiivisesti matriisit Ay = RpAr_1Qk, kun
k=1,2,..., missd matriisit Rj vastaavat rivioperaatioita ja matiriisit @)y sara-
keoperaatioita. Rekursioaskel jaetaan selvyyden vuoksi kolmeen eri vaiheeseen.
Oletetaan, ettd jollakin parillisella & polynomimatriisit Ag, ..., Ax ovat jo maé-
ritelty. Merkitd&an
k E .. ok
p’1€1 P12 Pin
Py ke
E= .
pﬁl * e *

ja oletetaan, ettdi p¥, # 0. T&lldin polynomimatriisit Ayyq ja Axyo médritelldin
valitsemalla rivi- ja sarakeoperaatioita vastaavat matriisit Ri41, Ri+2, Qr+1 ja
Q)42 seuraavasti:

Vaihe 1: Olkoon pfj matriisin Ay, asteeltaan pienin nollasta eroava polyno-
mi. Polynomi pfj ei ole vilttimitti yksikiisitteinen, mutta oletuksen pf; # 0
nojalla sellainen on kuitenkin olemassa. Jos polynomi p¥, on asteeltaan pienin
nollasta eroava polynomi, valitaan i = j = 1. Tatd vaatimusta ei vilttAmatta
tarvittaisi tdssé todistuksessa, mutta siitd on hydtyd my6hemmin. TEll4 varmis-
tutaan siitd, ettd matriisi Ay ei endd muutu sen jilkeen kun se on kerran saatu
haluttuun muotoon. Tehdiin seuraavaksi tarvittavat rivin- ja sarakkeenvaihdot,
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jotta polynomi pi?j saadaan vasempaan yldnurkkaan. Asetetaan
I,kuni=1
Riy1:=4" )
Py, kun i # 1,

ja vastaavasti

0 _JLkunj=1
L Plja kun ] 7é 1.

Vaihe 2: Jos pi™! = 0 kaikilla ¢ = 2,...,n, asetetaan Rj,o = I. Muussa

tapauksessa olkoon ¢ € {2,...,n} sellainen, ettd pffr 1 £ 0. Tallsin vaiheen 1
mukaan deg(p’ff‘ by < deg(pff‘ ). Polynomien jakoyht#léon mukaan on olemassa

polynomit rf“,pffrz € K[z], joille

k+1 _ k+1, k41 k42
Pi =T P TP

ja
deg(pji"?) < deg(py™). (11)
Asetetaan kaikille i = 2,...,n
. Avi(=ri), Jos pii™t #0
k+2,i = .
I, jos pii™t =0 =: pht?

ja Rgy2 = Rgyon - Rky22-
Vaihe 3: Téssé vaiheessa tehd&dan oleellisesti samat operaatiot kuin edelli-

sessd vaiheessa mutta rivien sijaan sarakkeille. Jos p’fj-'l = Okaikillaj =2,...,n,
asetetaan Qp4o = I. Muussa tapauksessa olkoon j € {2,...,n} sellainen, ettd
p’f;fl # 0. Talloin vaiheen 1 mukaan deg(p’ffl) < deg(p’f;rl). Edelleen polyno-
mien jakoyhtdlén mukaan on olemassa polynomit rf“, plf;'Q € K[z], joille

E+1 E+1, k41 k42

p1;_ :7"]'+ plf_ +p1;_ s
ja

deg(pi7?) < deg(pif™). (12)

Asetetaan kaikille j =2,...,n

Aji (—rf ), jos piFt £ 0
Qk+2,j_{ (o) dosmy 7

= : k k
1, jos plj'l =0= pl;r2

ja Qri2 = Qry2,2 - Qry2,n. Tallin

k42 k42 2
pﬁ_g P12 o Din
p21 * P *
Apyo = Rp2Ar11Qr42 =
k42
nl * P *

missii pi? = pift # 0, deg(phy?) < deg(ply) ja deg(pif?) < deg(pii)
kaikilla j = 2,...,n.

Niin polynomimatriisit Ay tulevat rekursiiviseti maéaritellyiksi kaikille k =
0,1,2,.... Tehd&d&n seuraavaksi vastaavat huomiot kuin lauseen 2.3.1 todistuk-
sessa. Kaikilla k € NU {0} ja j = 2,...n polynomeille p?l ja p’fj pitevit seu-
raavat:
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(a) Jos pfl =0, myos p~;t

k+1 _
i1 ;=0

= 0. Vastaavsti, jos p’fj =0, my0s py;
(b) Jos k on parillinen ja p?er £ 0, pitee deg(pff“g) < deg(p,). Samoin, jos k

on parillinen ja p’f;rQ # 0, patee deg(p’ij) < deg(p]fj).

Viitteiden (a) ja (b) todistaminen tapahtuu samoin kuin lauseen 2.3.1 tapauk-
sessakin. Ainoa ero on, etti nyt joudutaan ottamaan huomioon myoés sarakeope-
raatiot. Olkoon j € {2,...,n}. Viite (a) seuraa tilldin suoraan vaiheen 1 mia-
rittelysté, jos k on parillinen tai nolla. Jos taas k on pariton, viite (a) seuraa
vaiheen 2 méirittelystd rivioperaatioiden tapauksessa ja vaiheen 3 méaérittelysta
sarakeoperaatioiden tapauksessa.

Oletetaan (b)-kohdan todistamista varten, ettd pffr 240 +# p’f;TQ. Silloin
(a)-kohdan nojalla my6s p?l # 0 # p’fj. Talloin rivioperaatioiden tapauksessa
saadaan, etta

(3) (i1)
k k
deg(pli?) < deg(pif") < deg(pf).
Epédyhtalo (i) seuraa epayhtélostd (11). Epayhtalo (ii) seuraa vaiheen 1 médrit-
telystd, jonka mukaan p’ffr ! on matriisin A;, ensimméisen sarakkeen asteeltaan
pienin nollasta eroava polynomi. Vastaava tulos sarakeoperaatioille on
K2y k1) () k

deg(py;”) < deg(pyy ) < deg(py;).
Téssd epayhtdlo (i) seuraa epdyhtilostd (12). Epayhtalo (ii) seuraa taas vai-
heen 1 méirittelystd, jonka mukaan plfl+ ! on matriisin Aj, ensimmiisen rivin

asteeltaan pienin nollasta eroava polynomi.

Olkoon j € {2,...,n}. Oletetaan, ettéd p¥ # 0 kaikilla k € NU {0} tai
pi; # 0 kaikilla k € NU{0}. Téll6in tuloksen (b) nojalla deg(p?f'z) < deg(ph) <
deg(pY;) kaikilla parillisilla k& € N tai deg(p};?) < deg(pf;) < deg(p};) kaikilla
parillisilla £ € N. Kumpikaan vaihtoehto ei ole mahdollinen, joten paadytd&n
ristiriitaan. Siispd on olemassa sellaiset m; € NU {0} ja m; € N U {0}, joille

pt=0= pﬁj. Asetetaan m := max{m;, m;|i,j = 2,...,n}. Téll6in tuloksen
(a) nojalla pj} = 0 = pi* kaikilla 4, j = 2,...,n. Matriisi A, on siis haluttua
muotoa eli
_pii 0
Am - |: O D )

missd D on kokoa n — 1 oleva nelimatriisi tai polynomi.
Vaiheissa 2 ja 3 suoritettavissa operaatioissa polynomien pfj, missé ,j >
1, asteet eivit pienene. Siksi vaiheen 1 méirittelystd ndhddin suoraan, ettd
deg(pt}) < deg(d;;) kaikilla d;; := [D];; # 0, ja todistus on valmis.
O

Lemma 5.2.2. Olkoon pl, kuten lemman 5.2.1 todistuksessa. Oletetaan seu-
raavat:

(1) Jollakin i > 1, polynomille pl; on deg(p};) > deg(p},).
(2) Polynomi p}, ei ole jaollinen polynomilla pi,.

Tallgin lemman 5.2.1 polynomimatriisit R ja Q voidaan valita niin, ettd

deg(p) < deg(cy1).
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Todistus. Viite voidaan perustella tarkastelemalla lemman 5.2.1 todistusta. Vai-
heiden 1,2 ja 3 médrittelyisti huomataan, ettd deg(ph;) > deg(pf™) kaikilla
k = 1,2,.... Koska p}, ei ole jaollinen polynomilla pi,, vaiheen 2 méirittelyn
mukaan p?; # 0 ja deg(p?) < deg(p};). Toisaalta vaiheen 1 méérittelyn mukaan
deg(p3;) < deg(p?). Néin ollen

deg(p}™?) < deg(p?;) < deg(p}) < deg(p1;) < deg(ci1). (13)

Vaiheista 1,2 ja 3 ndhd&én, etta pﬁ”“ = pfj kaikille k = 0,1,2.... Erityisesti

pT = pt = p, jolloin viiite seuraa epiyhtiloketjusta (13). O

Lemma 5.2.3. Olkoot n > 2 ja C € Mat,,(K[z]). Oletetaan lisiksi, ettd c11 :=
[Cl11 # 0. Tdllgin on olemassa kiantyvat polynomimatriisit Q, R € GL, (K|z]),
joille

_|p 0
ROQ — {0 D] ,
missi 0 # p € K] jakaa jokaisen polynomin d;; := [D);;, kuni,j=1,...,n—1.

Todistus. Asetetaan

p((1;1 pEQ T pgn

P21 P22 - D2
C:=Ay:=| . . .n

p(r)u p912 T p?m

Tarkoituksena on maéritelld rekursiivisesti polynomimatriisit Ay = RpAx_1Qk,
kun k£ =1,2,..., missd polynomimatriisit Rj vastaavat jélleen rivioperaatioita
ja polynomimatriisit () sarakeoperaatioita. Tehda&n oletus, etté jollakin paril-
lisella & € NU {0} polynomimatriisit Ao, ..., A ovat jo méariteltyja. Talloin
polynomimatriisit Agy1 ja Axio midritellddn valitsemalla rivi- ja sarakeoperaa-
tioita vastaavat matriisit Ry+1, Rig12, Qr+1 ja Qry2 seuraavasti:

Vaihe 1: Lemman 5.2.1 nojalla on olemassa sellaiset matriisit Ry41, Qr+1 €
GL, (K[z]), joille

A0 0
0 p - Py
Apt1 = R ApQr = . "
0 pitt o phf?

Liséiksi deg(p)y™") < deg(p};t!) kaikilla p;™* # 0.

Vaihe 2: Asetetaan Ry,o = I. Jos jokainen polynomi pffl on jaollinen

polynomilla p]ff“ 1 asetetaan myos QK42 = 1. Muutoin olkoon phtt

ij
polynomi, joka ei ole jaollinen polynomilla p’ffr 1 Tallsin asetetaan

= 0 sellainen

Qry2 = Aj1(1) ja Apyo = RpyoAp1Qrq2.

Seuraavaksi pitdd vielda varmistua siité, ettd haluttu lopputulos saavutetaan
ddrelliselld méaralla edelld madriteltyja matriiseja Ry ja Qk. Suoraan vaiheiden
1 ja 2 méiérittelyistd ja lemmasta 5.2.1 nihddin, ettd p¥, # 0 kaikilla k& =
0,1,2,.... Jos jollakin parillisella m > 2 vaiheessa 2 jokainen polynomi pz’;fl on
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jaollinen polynomilla pﬁfl, matriisi A,, toteuttaa viitteen ehdot. Riittida siis
osoittaa, ettd jollakin parillisella m > 2 jokainen polynomi p;’;’l on jaollinen
polynomilla p’ﬁfl.

Tehd&édn antiteesi eli oletetaan, ettd jokaisella parillisella £ > 2 on olemassa
polynomi pfj_l, joka ei ole jaollinen polynomilla plfl_ L Tilléin jollakin ¢ > 2
pitee deg(p¥ ) > deg(p¥,) ja polynomi pf ei ole jaollinen polynomilla p¥, . Silloin

lemman 5.2.2 nojalla deg(ph™) < deg(pl,). Kaikille parillisille & pitee p¥,? =

Y1 joten edelld todetun nojalla

deg(pi?) < deg(pf,)

kaikilla parillisilla k¥ > 2, mikii on ristiriita, silli deg(p};) > 0 kaikilla k =
0,1,2,....
O

Lemma 5.2.4. Olkoon D € Mat, (K[z]), 0 # p € K[z] ja R,Q € GL,(K|x]).
Oletetaan, ettd polynomi p jakaa matriisin D jokaisen kerroinpolynomin. Tdl-
l6in p jakaa myds matriisin RDQ jokaisen kerroinpolynomin.

Todistus. Lauseen 5.1.1 nojalla ryhmé GL, (K[z]) on alkeispolynomimatriisien
virittdma eli erityisesti matriisit R ja @ ovat silloin alkeispolynomimatriisien
tuloja. Siten riittda osoittaa, ettd jaollisuus siilyy kerrottaessa alkeispolynomi-
matriisilla vasemmalta tai oikealta eli toisin sanoen, ettd jaollisuus siilyy jokai-
sessa rivi- ja sarakeoperaatiossa. On selvdd, ettd jaollisuus sdilyy kerrottaessa
rivid tai saraketta skalaarilla seki rivien ja sarakkeiden vaihdossa.

Olkoon r € K[z] ja k,l € {1,...,n}. Suoritetaan rivioperaatio Ay;(r). Té&l-
16in
dl‘j, kun 14 7’5 k

Agi(r)D]ij =
[Ari(r) Dl {dijrrdzj, kun i = k.

Oletuksen nojalla kaikilla ¢, = 1,...,n polynomit d;; ovat jaollisia polynomilla
p. Silloin my&s polynomi dy; + rd;; on jaollinen polynomilla p. Jaollisuus séilyy
rivioperaatiossa Ag;(r).

Vastaavasti voidaan tarkastella sarakeoperaatiota A (r). Talloin

dijv kun _] 7& k

DA (r)]s; =
[ lk(r)]u {dik + rd;;, kun j=k.

Polynomi d;;+rd;; on myos jaollinen polynomilla p samoin perustein kuin edell&,
eli jaollisuuden séilyminen on varmistettu my6s sarakeoperaatiossa Ay (r). O

Otetaan seuraavaa lemmaa varten kiyttoon uusi merkintd. Matriisille A €
Mat,, (K[z]) ja luvulle k£ € {1,...,n} merkitddn

)0, jos det(As s) =0 kaikilla I, J C {1,...,n}, #I = #J = k.
AT\ syt{det(Ar )| 1, T C {1,...,n} ja #I = #J = k} muulloin.
Lemma 5.2.5. Olkoon A € Mat,,(K[z]) ja B = RAQ, missi R, Q € GL, (K[z]).
Tdlloin
Apr=A2Aa%
kaikilla k= 1,...,n.
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Todistus. Olkoon k € {1,...,n} ja By ; jokin matriisin B alimatriisi, missi
I,J c{l,...,n} ja #I = #J = k. Lauseen 2.1.3 nojalla

det(BLJ) = det((RAQ)[,J) = Z det((RA)LK) det(QKJ)

= Z Z det(Ryr.) det(AL k) | det(Qx.s) (14)

#K=k  #L=k

Tarkastellaan ensin tapausta Ay, = 0. Koska voidaan kirjoittaa myds A =
Q 'BR™!, matriisien A ja B rooleissa ei ole eroa. Siksi riittdi osoittaa, etti
my6s Ap = 0. Koska Ay = 0, méidritelmin mukaan det(Ar x) = 0 kai-
kille K, L € {1,...,k}, missi #K = #L = k. Talloin yhtalon (14) nojalla
det(By,y) = 0 kaikille I, J C {1,...,n}, missd #I = #J =k, eli Agy = 0.
Néin ollen Ay, =0, jos ja vain jos Apj = 0.

Voidaan siis olettaa, ettd A 4 i # 0, jolloin myds Ap , # 0. Symmetrisyyden
vuoksi riittdé osoittaa, etta

Aa k| det(Br,g).

Maéritelménsd mukaan A 4 j jakaa jokaisen yht#lon (14) oikean puolen summan
polynomin det(Ay k). Erityisesti se jakaa silloin summan jokaisen termin ja
siten myos vasemman puolen eli polynomin det(By, ;). O

Lause 5.2.6 (Smithin normaalimuoto). Olkoon C € Mat, (Kz]). Tdlloin on
olemassa kddntyvdt polynomimatriisit Q, R € GL, (K[x]), joille

RCQ = diag(p1,...,pn),

ja seuraavat ovat voimassa:

(1) Kaikki nollasta eroavat polynomit p; € K[z| ovat perusmuotoisia.

(2) Jokainen nollasta eroava polynomi p; jokaa polynomin p;y1, kun j < n.
(3) Jos pj =0 jollakin j € {1,...,n — 1}, myos pj41 = 0.

(4) Polynomit p; ovat yksikdsitteisid.

Todistus. Todistetaan ensin olemassaolo, ja jatetdin yksikisitteisyyden todis-
taminen viimeiseksi. Todistus voidaan suorittaa induktiolla matriisin koon n
suhteen. Polynomien p; perusmuotoisuudesta ei tarvitse erikseen huolehtia. Jos
kaikki nollasta eroavat polynomit p; eivét ole perusmuotoisia, voidaan kyseiset
rivit vield lopuksi kertoa sopivilla skalaareilla samaan tapaan kuin lauseen 2.3.4
todistuksessa on tehty ja sisillyttad néitd operaatioita vastaavat alkeispolyno-
mimatriisit matriisiin R.

Tarkastellaan ensin tapausta n = 2. Jos C' = 0, véite on selvi. Talldin voi-
daan valita R = @ = I. Oletetaan, ettd C # 0. Voidaan myos olettaa suoraan,
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etté c11 # 0, silld mikd tahansa kerroinpolynomi voidaan aina siirtaa tarvittaessa
vasempaan yldnurkkaan rivi- ja sarakevaihtojen avulla lemman 5.2.1 todistuk-
sessa esitetylld tavalla. Talloin viite seuraa suoraan lemmasta 5.2.3. Erityisesti
my6s listan kolmas véite on voimassa, sillé kyseisen lemman mukaan p; # 0.

Tehddin seuraavaksi induktio-oletus. Oletetaan, etté jollakin n > 2 viite
pétee kaikille enintéidn kokoa n—1 oleville polynomimatriiseille. Olkoon C' kokoa
n oleva polynomimatriisi. Voidaan jilleen olettaa, ettd C' # 0, silld muutoin viite
on selvi. Lisdksi voidaan edelleen olettaa, ettd c¢1; # 0. Lemman 5.2.3 nojalla
on olemassa sellaiset Ry, Q1 € GL,(K[z]), joille

0
RICQI = |:IZ)1 D:| )

missd D on kokoa n — 1 oleva polynomimatriisi. Liséksi polynomi p; # 0 jakaa
jokaisen polynomin d;; := [D];;. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa sellaiset
R, Q" € GL,_1(K]x]), joille

R/DQ/ = diag(an s apn)a

missd polynomit p; toteuttavat viitteen ehdot. Asetetaan

R2 = |:(1] glj| ) Q2 = |:é 6(2)/:| )

R:= RoR; ja Q :== Q1Q,. Tillin R, Q € GL,(K[z]) ja

pr 0 -+ 0
0 po - 0
_|p 0
rea= [ wpgl=|:
0 0 - py
Koska p; jakaa jokaisen polynomin d;;, missd ¢,j = 1,...,n — 1, lemman 5.2.4

nojalla se jakaa my0s jokaisen polynomin p;, missd j = 2,...,n.
Vield on todistettava polynomien p; yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd on po-
lynomimatriisit

D := RCQ = diag(p1,...,pn) ja D' := R'CQ’ = diag(p},...,p)),

missd polynomit p; ja p;- toteuttavat viitteessd esitetyt vaatimukset kaikille
j = 1,...,n. Koska polynomimatriisit D, D’ ja C ovat ekvivalentit, niilld on
oltava sama ranki. TAmi seuraa suoraan polynomimatriisien rangin méiritel-
mésti ja vastaavasta tuloksesta kuntakertoimisille matriiseille. Silloin erityisesti
D = D' =0, jos C = 0. Voidaan siis olettaa, ettd C # 0. Talloin jollakin k €
{1,...,n} pétee D = diag(p1,...,pk,0,...,0) ja D' = diag(p},...,p},0,...,0),
missé p; # 0 # pj kaikilla j = 1,..., k. Polynomimatriisien D ja D’ lavistajilla
on sama miard nollasta eroavia polynomeja, silli muutoin niill§ olisi eri rangit.
Smithin normaalimuodon ehdoista huomataan, etta

kaikille j = 1, ..., k. Koska polynomimatriisit D ja D’ ovat ekvivalentit, lemman
5.2.5 nojalla
Ap,j=Apr;
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kaikilla j = 1,..., k. Téll6in yhtdléiden (15) nojalla

b1 = P/1
P1p2 = PPy,

/

P1- Dk =p'1"'Pk-
Téstéd seuraa induktiivisesti, ettd p; = p’j kaikilla j =1, ..., k. O

Lauseessa 5.2.6 esiintyvid diagonaalimatriisia RC'Q) kutsutaan matriisin C
Smithin normaalimuodoksi. Polynomimatriisin sanotaan olevan Smithin nor-
maalimuodossa, jos se on diagonaalinen ja sen lavistdjapolynomit toteuttavat
ehdot (1)-(3). Smithin normaalimuoto on vastaavasti olemassa myds kokonaislu-
kukertoimisille matriiseille. Tall4 tarkoitetaan sité, ettd jokainen kokonaisluku-
kertoiminen matriisi on ekvivalentti sellaisen diagonaalimatriisin kanssa, jonka
lavist&jalla olevat kokonaisluvut toteuttavat jaollisuusehdot. Toisaalta kokonais-
lukujen rengas Z ja kuntakertoiminen polynomirengas K|[z] ovat molemmat paa-
ideaalialueita, ja itseasiassa Smithin normaalimuoto voidaankin yleistdd myo6s
matriiseille, joiden kertoimet ovat mielivaltaisesta padideaalialueesta [ks. Stor-
johan, luku 2.2].

Huomautus 5.2.7. Ekvivalenteilla polynomimatriiseilla on sama Smithin nor-
maalimuoto. Tdmé seuraa normaalimuodon yksikisitteisyydesta.

Esimerkki 5.2.8. Kéédntyvin polynomimatriisin Smithin normaalimuoto on
yksikkématriisi 7. Olkoon A € GL, (K[z]) ja S = RAQ sen Smithin normaali-
muoto. Muunnosmatriisit R ja ) ovat aina ki&ntyvii, joten S on kdéntyvien po-
lynomimatriisien tulona kiintyvé. Tall6in lauseen 2.1.4 nojalla det(S) € K\{0},
joten lavistdjapolynomit ovat vélttadméatta nollasta eroavia skalaareita. Toisaal-
ta ne ovat my0s perusmuotoisia. Ainoa mahdollisuus on silloin, ettd ne ovat
ykkosia.

Lause 5.2.9. Olkoot n > 2 ja A = diag(p1,...,pn) € Mat, (K[z]). Oletetaan

lisaksi, ettd polynomit p1,...,p, ovat nollasta eroavia perusmuotoisia polyno-
meja, joille syt{pi ---p;,pj+1} = 1 kaikilla j = 1,...n — 1. Tdlloin polynomi-
matriisin A Smithin normaalimuoto on diag(1,...,1,p1 - pn).

Todistus. Olkoot ensin n = 2 ja S = RAQ = diag(qi, ¢2) matriisin A Smithin
normaalimuoto, missi R, Q € GLy(K[z]). Lemman 5.2.4 nojalla ¢, Ipj, kun j =
1,2. Talloin erityisesti q1|1 = syt{p1,p2}, joten ¢; = 1. Toisaalta lauseiden 2.1.3
ja 2.1.4 nojalla

p1p2 = det(A) = det(R) det(S) det(Q) = aq1g2 = aqa,

jollekin a € K\{0}. Molemmat polynomit p1ps ja g2 ovat perusmuotoisia, joten
a=1.

Oletetaan seuraavaksi, ettd jollain n > 3 viite pétee kaikille enintdéin kokoa
n — 1 oleville polynomimatriiseille. Olkoon

Sl - Rl diag(plu e 7pn71)Q1 = diag(Qh sy Qn—l)

polynomimatriisin diag(pi,...,pn—1) Smithin normaalimuoto, missd Ry, Q1 €
GL,,—1 (K]z]). Téll6in induktio-oletuksen nojalla ¢; = 1 kaikilla j =1,...,n—2
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ja gn—1 = p1---pn_1. Oletuksen nojalla syt{g,_1,pn} = 1, joten induktio-
oletuksen mukaan polynomimatriisin diag(g,—2, p,) Smithin normaalimuoto on

Sy = Ry diag(qn—2,pn)Q2 = diag(1,p1 - - pn),

missd R, Q2 € GLy(K]x]). Asetetaan

[Lis O1[Ry 0] .. o [@ 0][lia O©
e A R R L A

jolloin

(L0
rag=["y 0, )

Induktioviite seuraa télléin Smithin normaalimuodon yksikisitteisyydestd. O

5.3

Smithin normaalimuodon laskeminen

Jokaiselle polynomimatriisille C' € Mat,, (K[z]) 16ytyy yksikésitteinen Smithin
normaalimuodossa oleva polynomimatriisi, joka on ekvivalentti tdmin matrii-
sin kanssa. Edell4 esitetystd Smithin normaalimuodon olemassaolotodistuksesta
nikyy, miten kyseinen muoto voidaan laskea. Todistus on kuitenkin tehty mo-
nessa osassa, joten esitetddn vield selvyyden vuoksi laskemiseen liittyvét vaiheet
tiivistetysti algoritmina:

1.

Tehddan tarvittavat rivin- ja sarakkeenvaihdot, jotta matriisin asteeltaan
pienin nollasta eroava kerroinpolynomi saadaan paikalle (1,1).

Kirjoitetaan ensimmaéisen sarakkeen polynomit jakoyhtdlon avulla muo-
dossa p;1 = rip11 + i, kun @ > 1, ja sovelletaan rivioperaatioita Aq;(—r;).

Kirjoitetaan ensimmaisen rivin polynomit jakoyhtdlon avulla muodossa
p1j = P11 + S, kun j > 1, ja sovelletaan sarakeoperaatioita A;q(—r;).

Jos téssé vaiheessa jollakin nollasta eroavalla kerroinpolynomilla on aidosti
pienempi aste kuin kerroinpolynomilla p;, palataan takaisin vaiheeseen 1.
Muutoin siirrytdin vaiheeseen 5.

Téssd vaiheessa polynomi pi; on ainoa ensimdiisen rivin ja sarakkeen nol-
lasta eroava polynomi ja se on lisdksi nollasta eroavista polynomeista as-
teeltaan pienin. Jos pj; jakaa kaikki kerroinpolynomit, voidaan siirtyé vai-
heeseen 6. Muutoin olkoon p;; kerroinpolynomi, joka ei ole jaollinen po-
lynomilla pi1. Suoritetaan sarakeoperaatio A;;(1) ja palataan vaiheeseen
2.

Matriisin pitdisi tissi vaiheessa olla muotoa

p 0
0 DJ|’
missd polynomi p jakaa kaikki matriisin D kerroinpolynomit. Jos D ei ole

vield haluttua muotoa, siirrytdén takaisin vaiheeseen 1, ja jatketaan rivi-
ja sarakeoperaatioiden soveltamista matriisiin D.
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Esimerkki 5.3.1. Lasketaan polynomimatriisin

1 2x 222+ 2z

1 6z 6x%+6x| € Matz(R[z])
1 3 z

Smithin normaalimuoto. Nuolen yldpuolella olevat merkinnit viittaavat rivio-
peraatioihin ja alapuolella olevat sarakeoperaatioihin.

(1 22 222+ 22
1 6z 62246z 2 kel
1 3 T Az (—2x), Az1(—222—21)
1
0 dx 42 + 4z | = |0 1 4z dr(z+1) A23(3)
0 2043 —2%—z| |0 —S(d0)+3 -27+ - Asa(meml)
[1 0 0 - 1 0 0
0 4z 0 =10 3 —22-3
0 3 =222 —z+2(z+1)+3(—z—1) 0 4z 0
10 0 10 0
Az(=30) 10 3 0 _ |0 3 0 Ma($): Ma(3)
A32(%(2$+3))
0 0 (—=z)(—2x—3) 0 0 -z?+4x
1 0 0
01 0
0 0 2%+ gx

Tama on kyseisen polynomimatriisin Smithin normaalimuoto. Lasketaan vield
muunnosmatriisit.

R= M, (‘z) M, (;) As (_;lg;) Pas Ass (;) Ava (=1) Ayg (1)

| =Wl= O

ja
1
Q = Aan (~20) Agn (~2% — 20) Ay~ — 1) Ay (3<2x i 3))
4
1 2z —ng — 2z
= 1 —lx

0
0 0 1
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Talloin voidaan kirjoittaa

4
1 0 0 1 2z 222+ 2z 1 —2x —§x2—2x
1 1 1
_ - - - 2 1
B 6 3 1 6x 6z°+ 6z 0 1 _i,
3 3 1 3 1 1 3 2
FT8 1ty TR 0 0 1
1 0 0
_ 10 1 0
0 0 22+ =z

Lause 5.3.2. Olkoot A € K ja n > 2. Tdllgin polynomimatriisin

A—x 1 0
A—x

0 A—T

Smithin normaalimuoto on diag(1,...,1,(=1)"(A —z)™).

Todistus. Viite voidaan todistaa induktiolla hieman yleisemmaéssd muodossa.
Olkoon k € N. Osoitetaan, ettd polynomimatriisin

:t()\ — x)k 1 0
A= A € Mat,, (K|z))
1
0 A—z
Smithin normaalimuoto on diag(1,...,1,(=1)"**=1(\ — z)**tk=1). Kun n = 2,
i()\—ﬁ)k 1 . 1 :I:()\—x)k
0 A—2| Py |A—7 0
A12(—_>(k—3:)) [1 0 }
A (Fr—o)) [0 FA—2)?TE1 ]

joten viite patee. Oletetaan, ettd jollakin n > 3 viite pitee kaikille enintdin
kokoa n — 1 oleville polynomimatriiseille. Téll6in vastaavalle kokoa n olevalle
polynomimatriisille pitee

+(A—2)F 1 0 1 +(A—2)F 0
A—zx . A—2x 0

0 A—z 0 A—z

Az (= (=) [1 0]
Ao (F—a)¥) [0 Do]”’
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missa
FA —z)kt! 1 0

Dy =
0 A—x
Induktio-oletuksen nojalla matriisin Dy Smithin normaalimuoto on
RoDoQo = diag(1,...,1, (—1)" "1\ — z)n=1Fk),

missd Ry, Qo € GL,_1(K[z]). Asetetaan R := diag(1l, Ry) ja Q = diag(1, Qo),
jolloin

1 0 I, 0
R |:O DO:| Q = |: 0 1 (_1)n+k—1()\ _ J?)n+k_1) s

mistd induktiovéite seuraa. O

6 Invariantit tekijat ja similaarisuusinvariantit

6.1 Similaarisuus ja Smithin normaalimuoto

Smithin normaalimuoto liittyy polynomimatriiseihin, mutta sitd voidaan hyd-
dyntdd myos tarkasteltaessa K-kertoimisia matriiseja. Se antaa esimerkiksi vas-
tauksen kysymykseen, milloin kaksi eri K-kertoimista matriisia ovat similaari-
set. Similaarisilla matriiseilla on paljon samoja ominaisuuksia, kuten esimerkik-
si sama karakteristinen polynomi ja determinantti. Toisaalta téllaisia yhteisié
ominaisuuksia voi olla my0s ei-similaarisilla matriiseilla, joten niistd ei voida
paatella similaarisuutta. Ilman oikeita apuneuvoja kahden annetun matriisin
similaarisuuden pé&tteleminen voi siis olla hyvinkin hankala pulma. Smithin
normaalimuotoa voidaan liséksi soveltaa moniin muihinkin K-kertoimisten mat-
riisien teoriaan liittyviin aiheisiin. Seuraavaksi onkin tarkoitus selvittdd paitsi
Smithin normaalimuodon yhteys similaarisuuteen, my6s mitd sen avulla voi-
daan sanoa esimerkiksi K-kertoimisen matriisin karakteristisesta polynomista
ja minimipolynomista seki kanonisista muodoista.

Olkoon A € Mat,,(K[z]) ja S = diag(pi, - .., pn) sen Smithin normaalimuoto.
Talloin polynomeja p, . .., p, kutsutaan polynomimatriisin A invarianteiksi te-
kijéiksi. Smithin normaalimuodon yksikésitteisyyden nojalla invariantit tekijét
ovat hyvin méaériteltyja.

Lause 6.1.1. Olkoon A € Mat,, (K). Tallin x(A)(x) = p1(z) - pn(x), missd
polynomit p1,...,p, € K[z] ovat polynomimatriisin A — xI invariantit tekijdt.

Todistus. Olkoon S = R(A—xI)Q, missd R, @ € GL,,(K][z]), polynomimatriisin
A — &I Smithin normaalimuoto. Tall6in
pi(x) - pn(z) = det(S) = det(R(A — 2I)Q) = det(R) det(A — xT) det(Q).
Lauseen 2.1.4 nojalla det(R), det(Q) € K\{0}, ja lauseen 4.2.1 nojalla det(A —
al) = £xa(x). Siten
pi(x) - -pn(x) = axa(z)

jollekin a € K\{0}. Toisaalta polynomit p1(z) - - - pp(z) ja xa(z) ovat molemmat
perusmuotoisia, joten a = 1. O
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Olkoon A € Mat,, (K). Lauseen 6.1.1 nojalla polynomimatriisin A — zI inva-
riantit tekijat pq,...,p, ovat nollasta eroavia polynomeja, silld karakteristinen
polynomi ei voi koskaan olla nollapolynomi. Lisdksi karakteristisen polynomin
aste on aina n, joten p; # 1 jollakin j € {0,...,n}. Jos p1 # 1, kaikki inva-
riantit tekijit p; ovat vihintdin astetta 1. Asetetaan talloin k := n. Oletetaan,
ettd p; = 1. Silloin on olemassa sellainen k& € {1,...,n — 1}, jolle polynomit
Dny -y Pn—k+1 Ovat vihintddn astetta 1 ja p;1 = --- = pp—r = 1. Asetetaan
gj = Pn—j+1 kaikille j = 1,... k. Polynomeja g1, ..., q; kutsutaan matriisin
A similaarisuusinvarianteiksi. Ne ovat ykkosestd eroavia perusmuotoisia poly-
nomeja, joille pétee ¢;|g;—1 kaikilla j = 2,..., k. Similaarisuusinvariantteja ei
Invariantit tekijat méadritellddn kaikille polynomimatriiseille kun taas similaari-
suusinvariantit vain kuntakertoimisille matriiseille.

Seuraus 6.1.2. Olkoon A € Mat,,(K). Tdlloin x(A)(x) = q1(z) - - - qr(x), missd
polynomit qy, . .., qr € Klz] ovat matriisin A similaarisuusinvariantit.

Huomautus 6.1.3. Matriisin A € Mat,, (K) karakteristinen polynomi voitaisiin
maédritelld myos sen similaarisuusinvaranttien tulona tai polynomimatriisin A —
xI invarianttien tekijéiden tulona.

Seuraava lause on erittdin tirked jatkon kannalta, silla se yhdistdd K-ker-
toimisten matriisien similaarisuuden polynomimatriisien ekvivalenttiuteen eli
olennaisesti Smithin normaalimuotoon. Lause on erikoistapaus D. Serren kirjas-
sa todistetusta yleisemméstd versiosta [Theorem 6.3.2, 5.104], ja sen todistus
noudatteleekin pitkalti tdtd Serren kirjassaan esittdméa todistusta.

Lause 6.1.4. Olkoot matriisit A, B € Mat,,(K). Tdlléin A ja B ovat similaa-
riset jos ja vain jos polynomimatriisit A — xI ja B — xI ovat ekvivalentit.

Todistus. Jos matriisit A ja B ovat similaariset, on olemassa R € GL,(K),
jolle A = RBR™!. Tillsin pitee myds R € GL,(K[z]) ja A— 2l = RBR™! —
rRR™1 = R(B — zI)R™!, joten viitteen timi suunta on selvi.

Oletetaan seuraavaksi, ettd polynomimatriisit A — zI ja B — xI ovat ekvi-
valentit. T&ll6in on olemassa sellaiset R, Q € GL,, (K[x]), joille

R(—xI+ A) = (—zI + B)Q. (16)
Polynomimatriisien jakoyhtdlon (lause 2.1.5) nojalla

R=(—zI+B)R, +G
Q = Ql(—ZI—FA)—FH,

missid Ry, Q1 € Mat,(K[z]) ja G, H € Mat, (K). Sijoittamalla ndm& yhtaloon
(16) saadaan yhtalo

((—zI + B)Ry + G)(—2I + A) = (—zI + B)(Q1(—xzI + A) + H), (17)
joka voidaan kirjoittaa muodossa

(=2l + B)(Ry — Q1)(—xl + A) = (—xI + B)H — G(—xI + A). (18)
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Jos (R1—Q1) # 0, on polynomimatriisi (—xI+ B)(R; —Q1)(—xI+A) vahintdén
astetta 2. Toisaalta polynomimatriisi (—zI + B)H — G(—zI + A) on enintidin
astetta 1, joten tdytyy olla Ry = Q. Silloin yht&lo (18) saadaan muotoon

-Gz +GA=—-Hx+ BH. (19)

Koska A, B,G, H € Mat,,(K), saadaan kerroinmatriisien yksikisitteisyyden no-

jalla yht&lot
G=H
GA = BH.

Viitteen todistamiseksi on endd osoitettava, ettd matriisi G on ki&ntyva.
Polynomimatriisien jakoyhtilon nojalla voidaa kirjoittaa

R = (—2l + ARy + K,
missid Ry € Mat,,(K[z]) ja K € Mat,,(K). T4ll6in

I-GK =RR'-GK

= ((—2zI 4+ B)R, + G)((—zl + A)Ry + K) — GK
(=2l + B)Ri(—zI + A)Ry + (—2I + B)R1 K + G(—xI + A)R,
((=zI + B)Ry(—xI + A) + G(—xI + A))Ry + (—zI + B)R1 K
((=xI + B)Ry(—2I + A)+ (—zI + B)H)Ry + (-2l + B)R1 K
(—zI + B)(Q1(—zl + A) + H)Ry + (—zI + B)R1 K
(—zI + B)(QRy + R1 K).

Tamén yhtdlon vasen puoli on vakiopolynomimatriisi eli sen aste on enintdan 0.
Jos QRs + R K # 0, oikean puolen aste on vihintddn 1, mikd on mahdotonta.
Néin ollen on oltava QRs + R1 K = 0, jolloin GK = 1. O

Seuraus 6.1.5. Olkoot matriisit A, B € Mat,(K). Tdlldin A ja B ovat simi-
laariset jos ja vain jos polynomimatriisien A — xI ja B — xI Smithin normaa-
limuodot ovat samat.

Seuraus 6.1.6. Olkoot matriisit A, B € Mat,(K). Tdlloin A ja B ovat simi-
laariset jos ja vain jos niilld on samat similaarisuusinvariantit.

Lause 6.1.7. Olkoon C, polynomin p = 2"+, 12" 1+ + a2+ ap € K[z]
kumppanimatriisi. Tdlloin polynomimatriisin C, — xI invariantit tekijit ovat
p1=-"=pn-1=1jap, =p.

Todistus. Polynomimatriisi C}, — zI on muotoa

_:I; ... O _ao

1 -z - 0 —Qq
Cp—al = 0 r -0 —a

0 0 - 1 —ag_1—x
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Lauseen 4.4.2 todistuksen nojalla on olemassa R € GL, (K[z]), jolle

1 -z --- 0 —ag
o 1 - 0 —o

: : 1 —x—ap1
0 0 -+ 0 p(x)

Asetetaan Q; = Ajy1,;(2) ja Qo = Anj(e;) kaikille j =1,...,n — 1. Talléin

ro0 - 0 0
o1 - 0 O
R(Op — J?I)(QlQal) e (Qn—lQa,n—l) = |: : . :
o o0 --- 1 0
00 - 0 plo)

Yksikésitteisyyden nojalla t&mé on polynomimatriisin C}, — 2z Smithin normaa-
limuoto, misté viite seuraa. O

Seuraus 6.1.8. Perusmuotoisen astetta n > 1 olevan polynomin p € K[z]\{0}
kumppanimatriisin Cp, ainoa similaarisuusinvariantti on p.

6.2 Frobeniuksen muoto

Jokainen matriisi A € Mat,,(K) on similaarinen sellaisen lohkodiagonaalimatrii-
sin C kanssa, jonka lavistidjidlohkot ovat matriisin A similaarisuusinvarianttien
kumppanimatriisit. Téllaista matriisia C' kutsutaan matriisin A Frobeniuksen
muodoksi tai rationaaliseksi kanoniseksi muodoksi.

Lause 6.2.1 (Frobeniuksen muoto). Olkoon A € Mat,,(K). Talloin on olemassa
kaantyva matriisi R € Mat,,(K), jolle

Cy O 0
0 Cp - 0
C:=RAR'=| . . . A
0 0 - Cy
missd polynomit q1, - . ., qx ovat matriisin A similaarisuusinvariantit ja matriisit
Cqis- ., Cy, vastaavat kumppanimatriisit.

Todistus. Lauseen 6.1.4 nojalla riittda osoittaa, ettd polynomimatriisit A — zl
ja C — I ovat ekvivalentit, kun C = diag(Cy,,...,Cy,). Olkoot polynomit
q1,---,qr matriisin A similaarisuusinvariantit ja S polynomimatriisin A — xl
Smithin normaalimuoto. Tallgin S = diag(1,...,1,¢x,...,q1). Polynomimat-
riisi A — I on ekvivalentti Smithin normaalimuotonsa S kanssa, joten riittaé
osoittaa, ettd polynomimatriisit S ja C' — zI ovat ekvivalentit.

Seurauksen 6.1.2 nojalla x4 = q1 - - - g, jolloin erityisesti

deg(q1) + - - - + deg(qx) = n.
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Merkitddn Dy, := diag(1,...,1,q;) € Matgeg(q,)(K[z]) kaikille j = 1,... k. Al-
kio 1 esiintyy deg(q;) — 1 kertaa jokaisessa matriisissa D,;. Toisaalta matriisissa
S alkio 1 esiintyy n — k = deg(q1) — 1 + - - - + deg(gr) — 1 kertaa eli yhtd monta
kertaa kuin matriiseissa D, yhteensd, kun j =1,..., k. Téll6in diagonaalimat-
riisin S lavistéjdalkiot voidaan jarjestdd rivi- ja sarakevaihtojen avulla uudelleen
niin, etta
Dy, 0
RoSQo = ;
0 Dy,

missd matriisit Ro, Qo € Gl,,(K[z]) vastaavat rivi- ja sarakevaihtoja.
Lauseen 6.1.7 nojalla jokaiselle j = 1,...,k on olemassa kaéntyvit polyno-
mimatriisit R;, Q; € GLdeg(qj)(K[x])a joille

Rqu;'Qj = C’Ij - xIdeg(le)'

Asetetaan Ry := diag(ﬁil, cee Rk) ja Q= diag(@l, cee Qk), jolloin

Coq — xIdeg(Ql) 0
(R1R0)S(QoQ1) = -
L 0 Cor = Tldeg(qy)
Co 0
= —xl,.
L 0 C%

O

Olkoon A € Mat,,(K) ja C sen Frobeniuksen muoto. Lause 6.2.1 takaa sen,
etté jollekin kiiéintyville H € Mat,,(K) on C = HAH~!. Jossain tapauksissa voi
olla tarpeellista tietdd muunnosmatriisi H, ja se voidaankin selvittda edellisten
lauseiden todistuksien avulla.

Olkoon S polynomimatriisin A — 2/ Smithin normaalimuoto, jolloin S =
Rg(a — zI)Qgs joillekin Rg, Qs € GL,(K[z]). Polynomimatriisit Rs ja Qg
voidaan laskea Smithin normaalimuodon laskemiseen kiytettyjen rivi- ja sa-
rakeoperaatioiden perusteella. Kaytetddn lauseen 6.2.1 merkint6ja, ja asetetaan
R := R1RoRs. Polynomimatriisi Ry voidaan laskea Smithin normaalimuodon S
lavistdjaalkioiden uudelleenjarjestdmiseen kiytettdvien rivioperaatioiden perus-
teella. Polynomimatriisi R; on lohkodiagonaalimuotoinen, ja sen lavistdjéalohkot
Rj voidaan selvittédd polynomimatriisien Cy; — xI Smithin normaalimuotojen
laskemiseen kiytettyjen rivioperaatioiden perusteella.

Lauseen 6.1.4 merkinnéin polynomimatriisien jakoyht#lostd saadaan

RZ(B*II)R1+G,

missd Ry € Mat, (K[z]) ja G € Mat,, (K). Lisdksi tilloin lauseen 6.1.4 todistuk-
sen mukaan G on kiintyvi ja C = GAG™!.

Olkoon A € Mat, (K) ja polynomit qi,...,q; sen similaarisuusinvariantit.
Ensimméiselld similaarisuusinvariantilla ¢; on oma erityisroolinsa. Sitd kutsu-
taan matriisin A minimipolynomiksi, ja merkitdin m4. Se on asteeltaan pienin
perusmuotoinen matriisin A nollaava polynomi, kuten seuraava lause osoittaa.
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Lause 6.2.2. Matriisille A € Mat,,(K) pdtee ma(A) =0, ja lisiksi deg(ma) <
deg(p) kaikille sellaisille polynomeille p € K[z], joille p(A) = 0.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd vdite patee kumppanimatriiseille. Olkoon C; €
Mat,, (K), jonkin perusmuotoisen astetta n > 1 olevan polynomin ¢ kumppani-
matriisi. Talloin seurauksen 6.1.8 nojalla m¢, = ¢. Toisaalta lauseen 4.4.3 todis-
tuksen nojalla ¢(Cy) = 0. Olkoon p € K]z], sellainen polynomi, jolle p(Cy) = 0.
Riitta4 osoittaa, ettd n = deg(q) < deg(p). Tehdddn antiteesi, ettd olisikin
n = deg(q) > deg(p) =: k. Té&lloin

0= p(Cq)61 = Yo€1 + "}/10(161 + -+ "YkC(];el
="0€1 +71€2 + -+ Yklhi1,

missd p(x) = ypx® + - + 12 + 70 ja e # 0. Téstd seuraa, ettii vektorijoukko

{e1,...,er+1} on lineaarisesti riippuva, miké on ristiriita.
Osoitetaan seuraavaksi yleinen tapaus. Olkoon A € Mat, (K), polynomit
Q- -, Qqr sen similaarisuusinvariantit ja C' = diag(Cy,, ..., Cy, ) sen Frobeniuk-

sen muoto. Téllsin A = R~ICR jollekin R € GL,,(K), joten lauseen 2.1.6 nojalla
ma(A) = qi(A) = q(R'CR) = R '¢:(C)R.

Edelleen lauseen 2.1.6 mukaan ¢;(C) = diag(q1(Cy,), ..., q1(Cy,))- Edelld to-
distetun nojalla ¢;(Cy,) = 0 kaikille j = 1,... k. Toisaalta g;|q1 jokaisella
j=1,...,k, joten myds ¢:(Cy;) = 0 kaikille j = 1,...,k, eli ¢:(C) = 0.
Oletetaan seuraavaksi, ettd p(A) = 0 jollekin p € K[z]. TAlloin lauseen 2.1.6
nojalla myds p(C') = 0, mistd seuraa saman lauseen mukaan, ettd p(Cy,) =
0. Koska tulos todistettiin jo kumppanimatriiseille, patee deg(p) > deg(q1)-
Toisaalta méaéritelmén mukaan m4 = ¢, joten véite on todistettu. O

6.3 Similaarisuusinvarianttien yhteys Jordanin muotoon

Seuraavaksi tarkastellaan ainoastaan kompleksikertoimisia matriiseja. Matriisia

Al 0
Loy=] ] e Mat,(©)
0 A

kutsutaan kokoa m olevaksi Jordanin soluksi. Jokainen kompleksikertoiminen
matriisi A € Mat,,(C) on similaarinen sellaisen lohkodiagonaalimatriisin kanssa,
jonka livistdjilohkot ovat Jordanin soluja. Téllaista matriisia kutsutaan mat-
riisin A Jordanin muodoksi. Téssé tutkielmassa ei ole tarkoitus syventyd itse
Jordanin muodon teoriaan tai sovelluksiin. Tarkempaa tietoa Jordanin muodos-
ta 16ytyy esimerkiksi teoksesta Horn & Johnson, luku 3. Siind Jordanin muo-
toa kisitellddn ilman Smithin normaalimuotoa. Sen sijaan esimerkiksi teoksessa
Broida & Williamson, luku 8.6, Jordanin muotoa tarkastellaan Smithin normaa-
limuotoa hy6dyntien, kuten téssikin tutkielmassa tehdain.

Matriisin Jordanin muoto liittyy ldheisesti sen similaarisuusinvariantteihin.
Itse asiassa, jos matriisin similaarisuusinvariantit tiedetdin, tiedetdan myds sen
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Jordanin muoto. Seuraavaksi on tarkoitus todistaa Jordanin muodon olemassao-
lo hy6dyntéen edelld kisiteltyji Smithin normaalimuotoa ja Frobeniuksen muo-
toa sekd niihin liittyvad teoriaa. Tastd olemassaolotodistuksesta selvidd myos,
miten Jordanin muoto voidaan péitelld similaarisuusinvarianteista.

Olkoot A € Mat, (C) ja polynomit ¢;(z),...,qr(z) sen similaarisuusinva-
riantit. Renkaassa C[z] jokainen polynomi hajoaa ensimméisen asteen polyno-
mien tuloksi. T&lléin on olemassa kuvaukset s : {1,...,k} = Njar : NxN = N;
joille

a(x) = (@ =) D (= Ay
kaikille [ = 1,..., k. Liséksi jokaiselle [ € {1,...,k} pitee A\;; # A, kun i # j
ja i,7 € {1,...,s(1)}. Polynomeja (z — \;;)""), missd | = 1,...,k ja j =
1,...,s(l), kutsutaan matriisin A alkeistekijoiksi.

Lause 6.3.1. Olkoot n > 1 ja C, € Mat,(C) perusmuotoisen astetta n olevan
polynomin p € Clx] kumppanimatriisi. Olkoon p(x) = (x — A\)* -+ (z — \)k,
missi Ny # Aj, kun i # j. Tdlloin C, on similaarinen matriisin

O(m—)\l)kl 0

B = T i
0 C(w—)w)kl

kanssa.

Todistus. Lauseen 6.1.4 nojalla riittdé osoittaa, ettd polynomimatriisit C), — xI
ja B — xI ovat ekvivalentit. Lauseen 6.1.7 nojalla polynomimatriisin C, — xI

Smithin normaalimuoto on D, = diag(1,...,1,p) € Mat, (C). Saman lauseen
mukaan jokaisella j = 1,...,[] polynomimatriisin C’(x_ A)Fi Smithin normaali-
muoto on

ch(x_/\j)kj Qj = D(ac—/\j)’“j = diag(1,...,1, (z — )\j)kj) € Maty;, (C).

Asetetaan R := diag(f%l, e Rl) ja Qo := diag(@l7 e Ql), jolloin
RO(B — I'I)QO = diag(D(x_)\l)kl geeey D(:C—)\[)kl) = D

Polynomimatriisit B — xI ja D ovat siis ekvivalentit, jolloin viitteen todistami-
seksi riittdd osoittaa, ettd polynomimatriisit D, ja D ovat ekvivalentit. TAmé&
seuraa kuitenkin lauseesta 5.2.9, jonka mukaan D, on matriisin D Smithin nor-
maalimuoto.

O

Lause 6.3.2. Olkoot n > 1 ja C, € Mat,(C) perusmuotoisen polynomin (z —
A" € Clz] kumppanimatriisi. Talloin C,, on similaarinen Jordanin solun Jp,(\)
kanssa.

Todistus. Lauseen 6.1.4 nojalla riittdé osoittaa, ettd polynomimatriisit J,(\) —
xI ja C, — xI ovat ekvivalentit. Tdmé& seuraa kuitenkin suoraan lauseista 5.3.2
ja 6.1.7, joiden mukaan niilld on sama Smithin normaalimuoto. O

Lause 6.3.3 (Jordanin muoto). Olkoon A € Mat,,(C). Olkoot polynomit (z —
M) D) missi 1 =1,...,k jaj=1,...,s(1), matriisin A alkeistekijit. Talléin
A on similaarinen lohkodiagonaalimatriisin
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[ 1,1y (A11)

Jr1,s1) (M s(1))
J = - i
(e, 1) (Ak1)

i Tr(i,s (k) (A, (k)) ]

kanssa. Luvut \i1, ..., A\ (k) ovat matriisin A ominaisarvot.

Todistus. Olkoon F = diag(Cy,,...,Cy, ) matriisin A Frobeniuksen muoto, mis-
sé polynomit ¢, ..., g ovat matriisin A similaarisuusinvariantit. Riitt43 osoit-
taa, ettd matriisit F' ja J ovat similaariset. Lauseen 6.3.1 nojalla jokaisella
l=1,...,k matriisi Cy, on similaarinen lohkodiagonaalimatriisin

diag(C(m_/\“)ru,l), ey C(a:_)\ls(l))r(l,s(l)))

kanssa. Olkoon [ € {1,...,k} kiinnitetty. Silloin lauseen 6.3.2 nojalla jokaisella
j=1,...,s() matriisi Clz—»,,)r¢.» on similaarinen Jordanin solun e,y (Aig)
kanssa.

Annetaan lopuksi vield esimerkki siité, kuinka matriisin Frobeniuksen ja Jor-
danin muodot voidaan péitelld sen similaarisuusinvarianteista. Esimerkki sel-
ventdnee my06s invarianttien tekijoiden ja simiaarisuusinvarianttien eroja.

Esimerkki 6.3.4. Oletetaan, ettd matriisille A € Mat1(C) polynomimatriisin
A — xI Smithin normaalimuoto on

diag(1,1,1,1,1,1, 1,2 + 1,2% + 1,25 + 22% + 1).
Sen invariantit tekijét ovat silloin
pr=1...,pr=1ps=x+1,py=2a"+1,pio=a°+22°+ 1.
Matriisin A similaarisuusinvariantit ovat puolestaan polynomit
_ .6 3 _ .3 : _
g=2"+2"+1l,op=a"+1ljags=x+1.

Frobeniuksen muodoksi saadaan matriisi

0000O0O -100 0 0
10000 O 0O0 0 ©0
01000 O OO O O

o, 00100 -2200 0 0
oo | T ol _ 00010 0 00 0 0
' Mlc 00001 0 0O0 0 O
ol 00000 0 0O0 -1 0
00000 0 10 0 0
00000 0 01 0 0
00000 0 00 0 -1

]
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Téassé vaiheessa voidaan huomauttaa, ettd esimerkki on siind mielessa jarkevé,
ettd alussa esitetyn kaltaisia matriiseja A on todella olemassa. Lauseen 6.1.7 ja
Smithin normaalimuodon yksikisitteisyyden nojalla voidaan esimerkiksi valita
A=C.

Selvitetddn seuraavaksi matriisin A Jordanin muoto. Jaetaan ensin similaa-
risuusinvariantit tekijéihin kunnassa C.

D=4 20 41 = (o~ (1)@ — (14 VB @ — (1 V3’

=+ 1= (o ()~ 5+ VB~ 5(1- V)
Gg=xz+1l=z—(-1)

Merkitsemalla o« 1=

sa

1 (14 V/3i) voidaan similaarisuusinvariantit esittfi& muodos-
=242 +1=(z - (-1)*(z — 2)*(z —a@)?
@p=2"+1=(r—(-1)(z —a)(z —a)

gg=xz+1=2—(-1).

Matriisin A Jordanin solut ovat talloin Jo(—1), Ja(«), Jo(@), J1(—1), J1(«), J1 (@)
ja J1(—1). Jordanin muodoksi saadaan matriisi

-1 1 00 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 00 0 0 0 0
0 0 a1 00 0 0 0 0
0 0 0a 00 0 0 0 0
0 0 00 @1 0 0 0 0
0 0 00 O0@&@ 0 0 0 0
0 0 00 00 -1 0 0 0
0 0 0000 0 a0 0
0 0 0000 0 0 & 0
(0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1

Jordanin solujen jirjestys ei ole yksikésitteinen, vaan se voidaan valita vapaasti.
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