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Fraktaaliderivaatta on derivaatta, jonka kertaluku on reaali- tai kompleksiluku.
Fraktaaliderivaatta voidaan mééritella usealla eri tavalla, mutta mikéaan méaritelma
ei ole selkeésti muita parempi. Koska fraktaaliderivaatan ominaisuudet riippuvat vali-
tusta méaritelmésti, ominaisuuksia ei voida suoraan yleistéda kaikille fraktaaliderivaa-
toille. Téamén tutkielman tarkoitus on antaa lukijalle perustiedot reaalilukukertaisista
fraktaaliderivaatoista ja niiden méaéritelméasidonnaisista ominaisuuksista.

Tutkielmassa esitelldén kolme yleisimmin viitattua méaritelméa: Griinwald-Letni-
kov, Riemann-Liouville ja Caputo. Griinwald-Letnikovin mé&aritelmé yleistaéd klassi-
sen derivaatan médritelmédn suoraan reaali- ja kompleksiluvuille, minkd vuoksi se
on helpoiten ymmarrettavisséd analyysin perustietojen pohjalta. Riemann-Liouvillen
madritelmé yhdistad fraktaaliderivaatan ja fraktaali-integraalin késitteet. Caputon
fraktaaliderivaatta on taas kehitetty sovellusten nédkokulmasta.

Vaikka fraktaaliderivaatan ominaisuudet riippuvat valitusta méaéritelmésta, joita-
kin ominaisuuksia voidaan yleistda. Ensiksi, fraktaaliderivaatta on yhtéapitava klassi-
sen derivaatan kanssa, kun sen kertaluku on kokonaisluku. Toiseksi, fraktaalinen diffe-
rintegraalioperaattori (engl. fractional differintegral operator) on lineaarinen. M#é&ri-
telmésté riippuvia ominaisuuksia ovat esimerkiksi Riemann-Liouvillen fraktaali-inte-
graalien vaihdannaisuus sekd Riemann-Liouvillen / Caputon fraktaaliderivaatan ad-
ditiivisuus klassisen derivaatan kanssa. Riemann-Liouvillen ja Caputon maéritelmien
vélilla on kuitenkin se ero, ettéd additiivisuus pétee toiselle painvastaisessa jéarjestyk-
sessé. Siten fraktaaliderivaatat eiviat kommutoi. Riemann-Liouvillen differintegraalio-
peraattorin tédrked ominaisuus on myos se, ettd derivointioperaattori on samaa kerta-
lukua olevan integrointioperaattorin vasen kaénteisoperaatio.

Madritettéessa funktioiden fraktaaliderivaatan lausekkeita Riemann-Liouvillen ja
Griinwald-Letnikovin mééritelmét antavat samat tulokset. Caputon méaédritelma ei
kuitenkaan ole yhtépitdva edellisten méaritelmien kanssa muulloin kuin erikoista-
pauksissa. Merkittdvin ero ndiden maééritelmien valilld on, ettd vakion Griinwald-
Letnikovin ja Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatat eivét ole nollia, kun taas Capu-
ton fraktaaliderivaatta on nolla.

Fraktaaliderivaatan sovelluksia ovat erilaiset fraktaalidifferentiaaliyhtélot. Frak-
taalidifferentiaaliyhtélo saadaan, kun klassisen differentiaaliyhtélon derivaatta korva-
taan fraktaaliderivaatalla. Alkuarvotehtéivissd Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaa-
tan kaytto on kuitenkin ongelmallista, silla se tuottaa alkuehdoiksi reaalilukukertai-
sia derivaattoja, joille ei ole keksitty fysikaalista tulkintaa. Caputon fraktaaliderivaat-
taa kiytettdessd vastaavaa ongelmaa ei ole. Fraktaalidifferentiaaliyhtélot ovat nyky-
aan téarked tutkimuskohde muun muassa fysiikassa. Téssé tutkielmassa esitelldén yksi
esimerkki fysiikan sovelluksesta: fraktaalivarédhtelijan differentiaaliyhtélo. Numeerisin
menetelmin on havaittu, ettd fraktaalivirdhtelijilla on sisdinen vaimenemismekanis-
mi, joten se ei voi muodostaa lainkaan eristettyd systeemid. Toistaiseksi on kuitenkin
epaselvad, misté fraktaalivardhtelijan sisdinen vaimenemismekanismi johtuu.
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Johdanto

Differentiaalioperaattorit d/dx, d*/dx?, ..., d"/dz™ ovat matematiikan opiskeli-
joille tuttuja merkintéja. Osa opiskelijoista on saattanut pohtia, voiko derivaatan
kertaluku n olla muukin kuin luonnollinen luku, kuten esimerkiksi % tai \/§ Vas-
taus tdhén kysymykseen on: kylld voi. Derivaatasta, jonka kertaluku on reaali- tai
kompleksiluku, kiaytetdan nimitysti fraktaaliderivaatta. Vastaavaa operaattoria kut-
sutaan differintegraalioperaattoriksi (engl. differintegral operator). Téssé tutkielmas-
sa syvennytédin pelkédstdan reaalilukukertaisiin fraktaaliderivaattoihin.

Ensimmaiset maininnat fraktaaliderivaatasta ajoittuvat 1600-luvun loppupuolelle,
kun vuonna 1695 Marquis de L'Hopital esitti Gottfried Wilhelm Leibnizille operaat-

toria d"/dx™ koskevan kysymyksen: "What if n = %?” Téahén Leibniz vastasi: "Thus it

follows that d2z will be equal to xv/dx : x, an apparent paradox, from which one day
useful consequences will be drawn.”

1700-luvulla fraktaaliderivaatat jaivat muiden matematiikan tutkimuskohteiden
varjoon, mutta uteliaisuus aihetta kohtaan siilyi. Vuonna 1730 L. Euler esitti funk-
tion f(x) = 2™ fraktaaliderivaatan méaritelmén hyodyntden gammafunktiota, mutta
hén ei esittdnyt konkreettisia esimerkkeja. Vuonna 1772 J. L. Lagrange sivusi aihetta
epésuorasti osoittaessaan kokonaislukukertaisille derivaatoille tutun derivointisédéin-
non:

dm dn B dm+n
dx™ dx”y ~ dgmtr

Y.

Vasta vuonna 1812 S. F. Lacroix osoitti, ettd funktion f(z) = z kertaluvun ; frak-
taaliderivaatta on

d> T
— = —.
dx? VT

Tamén jéilkeen kiinnostus fraktaaliderivaattoja kohtaan kasvoi huomattavasti. Mui-
den muassa J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel (1823) ja J. Liouville (1835) esittivét
omat madritelménsé fraktaaliderivaatalle. Vuonna 1847 G. F. B. Riemann méaéritteli
fraktaali-integraalin eli reaalilukukertaisen integraalin késitteen. Liouvillen fraktaali-
derivaatan ja Riemannin fraktaali-integraalin mééritelmien pohjalta syntyi yksi suo-
situimmista fraktaaliderivaatan maaritelmistéa: Riemann-Liouvillen méaéritelmé. Toi-
nen historiallisesti merkittdva médritelméa on Griinwald-Letnikovin médritelma. [1,
s. 1-15], [2]
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1900-luvulla fraktaaliderivaattoja ja -integraaleja eli differintegraaleja (engl. dif-
ferintegrals) késittelevien julkaisujen méérd jatkoi kasvuaan. Differintegraalien teo-
ria kehittyi merkittdvasti ja niiden sovellukset - fraktaalidifferentiaaliyhtélot - alkoi-
vat kiinnostaa eri alojen tutkijoita. Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan kiaytto al-
kuarvotehtévissa johti kuitenkin teorian ja kdytdnnon véliseen ristiriitaan. Riemann-
Liouvillen fraktaaliderivaatan haitta nimittdin on, ettid se tuottaa alkuehdoiksi reaa-
lilukukertaisia derivaattoja, joille ei ole vastaavaa fysikaalista tulkintaa, kuten ensim-
méisen ja toisen kertaluvun derivaatoille (vrt. f'(0) alkunopeus ja f”(0) alkukiihty-
vyys). M. Caputo pyrki ratkaisemaan kyseisen ristiriidan, minké tuloksena hén esitti
oman madritelménsi fraktaaliderivaatalle vuonna 1967. [5, s. 78-79]

Nykyéadn fraktaaliderivaatat ovat tiarkeéd tyoviline matematiikan, fysiikan, kemian,
biologian, tekniikan ja taloustieteen tutkimuksessa. Korvaamalla klassisen differenti-
aaliyhtalon derivaatta fraktaaliderivaatalla saadaan tarkempia malleja luonnonilmisil-
le. Fraktaalidifferentiaaliyhtélot ovat osoittautuneet hyodyllisiksi esimerkiksi komplek-
sisten systeemien analysoinnissa. Erityisesti fysiikassa fraktaalidifferentiaaliyhtélot
ovat olleet valtavan kiinnostuksen kohteena. Muun muassa mekaniikan, sihkomag-
netismin, kvanttimekaniikan ja kenttéteorian sovelluksista on julkaistu useita artik-
keleita. [23]

Tamén tutkielman tarkoitus on antaa lukijalle perustiedot fraktaaliderivaatoista
ja niiden ominaisuuksista. Siséllon omaksumisen helpottamiseksi lukijalta edellyte-
taan differentiaali- ja integraalilaskennan perusteiden tuntemusta seké kiinnostusta
matematiikkaa kohtaan. Tutkielman ensimmaéisessa luvussa esitellddn fraktaalidiffe-
rentiaalilaskennalle tyypilliset erikoisfunktiot, joita ei vélttdméatta ole tullut vastaan
matematiikan perus- ja aineopinnoissa. Luvussa 1 on pyritty tiiviiseen ja pelkistettyyn
esitystapaan, joten varsinaisen aiheen kannalta epéoleelliset todistukset on sivuutettu.

Luvussa 2 tutkielman aihetta ldhestytddn perinteisen analyysin ndkokulmasta.
Aluksi selvitetdén, miten klassiset derivointi- ja integrointioperaattorit voidaan esittia
yhdelld symbolilla. Seuraavissa aliluvuissa esitelldén kolme kirjallisuudessa useimmin
esiintyvéaa fraktaaliderivaatan méaaritelméa: Griinwald-Letnikovin, Riemann-Liouvillen
ja Caputon méaritelmé. Néisté kaksi ensiksi mainittua ovat suoria yleistyksia klassisen
differentiaali- ja integraalilaskennan tuloksista. Caputon mééritelmé on taas kehitetty
sovellusten ndkokulmasta. Maéritelmien ymmaéartamisté tuetaan useilla konkreettisilla
esimerkeill&.

Luvussa 3 todistetaan differintegraalien keskeisimpi& ominaisuuksia. Tullaan huo-
maamaan, ettd fraktaaliderivaatan kayttdytyminen riippuu valitusta méaritelmés-
ta. Téasta syystd ominaisuudet todistetaan erikseen Griinwald-Letnikovin, Riemann-
Liouvillen ja/tai Caputon mééritelmille. Luvussa 4 johdetaan derivointikaavat poly-
nomifunktiolle ja sen erikoistapaukselle (vakiofunktiolle) seké eksponenttifunktiolle.
Luvussa 4 havainnollistetaan myos esimerkein, miten fraktaaliderivaatan lauseke riip-
puu valitusta tarkasteluvilista.

Tutkielman viimeinen luku késittelee fraktaalidifferentiaaliyhtéloita. Aluksi johde-
taan Riemann-Liouvillen ja Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnokset, min-
ké jalkeen niitd hyodynnetédan alkuarvotehtdavien ratkaisemiseen. Télloin selvidé, mi-
ké Caputon fraktaaliderivaatan etu on Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaattaan ver-
rattuna. Viimeisessd aliluvussa ratkaistaan fraktaaliviridhtelijan differentiaaliyhtélo
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kayttden Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnosta. Tullaan huomaamaan, et-
ta yksinkertaisissakin sovelluksissa riittda vield avoimia kysymyksié.

Tutkielman pédldhteind on kédytetty teoksia I. Podlubny Fractional Differential
Equations, Keith B. Oldham & Jerome Spanier The Fractional Calculus ja Anatoly
A. Kilbas, Hari M. Shrivastava, Juan J. Trujillo Theory and Applications of Fractional

Differential Equations. Kaikki tutkielmassa kiytetyt ldhteet on mainittu lahdeluette-
lossa.






LUKU 1
Esitiedot

Tassa luvussa madritelladan tutkielmassa kaytettavit erikoisfunktiot: gammafunk-
tio, epétiydellinen gammafunktio, betafunktio ja Mittag-Leffler-funktio. Liséksi esi-
tellaéin erikoisfunktioiden tarkeimmét ominaisuudet, joita tarvitaan tutkielman muis-
sa luvuissa. Aliluvussa 1.5 perehdytéédn funktion Laplace-muunnokseen, jota sovelle-
taan mybhemmin fraktaalidifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen. Luvun 1 péaéldhtei-
ni on kidytetty teoksia [1, s. 16-22], [3, s. 613-630], [5, s. 6-7, 16-18, 103-104] ja [10,
s. 251-259, 279-281].

1.1. Gammafunktio

Luonnollisen luvun n € N kertoma méaéritelladn rekursiivisesti asettamalla 1! = 1
jan! =n(n—1)!. Gammafunktio I on kertoman yleistys reaali- ja kompleksiluvuille.
Se méaritellddn reaaliosaltaan positiivisille kompleksiluvuille seuraavasti:

MAARITELMA 1.1. Gammafunktio I' méaritellidn epédoleellisena integraalina
o0
['(z) = / e 7t dt, z€C, Re(z)>0.
0

Kyseinen integraali suppenee, kun Re(z) > 0, mikd on todistettu teoksessa [3,
s. 613-614].

Tutkitaan seuraavaksi, miten gammafunktion méaaritelmé voidaan laajentaa re-
aaliosaltaan negatiivisille kompleksiluvuille. Téta varten sovelletaan méaritelméas 1.1
funktioon I'(z 4 1). Osittaisintegroimalla saadaan

[(z+1)= / e "7 dt
0

— lim <—tze*t}§fg> + 2 / ettt dt
c— 00 - 0
= zI'(2),

josta edelleen seuraa, etta

(1.1) iz = Lt

z
Tarkastellaan yhtélon (1.1) oikeaa puolta, kun —1 < Re(z) < 0. Havaitaan, etté

(1) T'(2 + 1) on analyyttinen yhdensuuntaisvyossia —1 < Re(z) < 0, koska z + 1
kuuluu oikeaan puolitasoon,

(2) 1/z on analyyttinen yhdensuuntaisvyossi —1 < Re(z) < 0,

(3) analyyttisten funktioiden tulo on analyyttinen.

5
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Gammafunktio I'(z) on siten analyyttinen, kun —1 < Re(z) < 0. Valitsemalla yh-
talo (1.1) gammafunktion méadritelméksi, kun Re(z) > —1, z # 0, saadaan gamma-
funktion méaritelmé laajennettua kompleksiluvuille z, joille Re(z) > —2, z # 0, —1.
Edelleen, valitsemalla yhtdlo (1.1) gammafunktion mééritelméksi, kun Re(z) > —2,
z # 0,—1, saadaan médritelmi laajennettua kompleksiluvuille z, joille Re(z) > —3,
z # 0,—1,—2. Néin jatkamalla gammafunktiolle saadaan seuraava analyyttinen laa-
jennus [4, s. 7]:

LAUSE 1.2. Gammafunktiolle T : C —{0,—1,-2,...} — C on voimassa

F(z+1)'

I'(z) =

Gammafunktion I'(z), z € R, kuvaaja on esitetty kuvassa 1.1.

2 |
w E
E 0 e T R ERTEEERE
E :
[ H
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Kuva 1.1. Gammafunktion I'(x) kuvaaja, kun z € R (vrt. [17, s. §]).

Seuraavassa lauseessa luetellaan gammafunktion tarkeimmét ominaisuudet, joita
sovelletaan luvuissa 2, 3 ja 4.

LAUSE 1.3. Gammafunktiolle 0N VOIMassa

(i) (1) =

(i1) (%)*\/_
(ili) I'(z+n) =2(z+1)... (2 +n—1)I'(2), n=12,...,
(iv) T'(n+ 1) =nl, n € N.

Tobistus. (Vertaa [3, s. 616-619]).
= [Jetdt=1.
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(i) Méaéritelmén mukaan I'(3) = [J° et 2 dt, joten kiyttamélld muuttujan-
vaihtoa t = x? saadaan
1

L(;) = 2/000 e dx = /7.
(iii) Soveltamalla lausetta 1.2 n kertaa saadaan
Fz+n)=C+n—1I'Ez+n—-1)=(+n—-1)(z+n—-2)T(z2+n—2)
=--=(z+n—1(z+n—-2)...(2+1)2[(2).
(iv) Sijoittamalla z = 1 kohdan (iii) lausekkeeseen saadaan
I'l+n)=nn-1)...2-1-I'(1) =nl.
U

ESIMERKKI 1.4. Lauseen 1.2 ansiosta voidaan laskea gammafunktion arvoja, kun
—1 < Re(z) < 0. Esimerkiksi,

Vastaavasti, lauseen 1.3 kohdan (iii) yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon
r
P(z) = (z+n) 7
(z+n—1)(z+n—-2)...(2+ 1)z
jonka avulla voidaan laskea I'-funktion arvoja, kun —n < Re(z) < —n+1. Esimerkiksi,

5 I'(3) 8
Aael T e R A

Luvussa 2 perehdytédédn fraktaaliderivaattojen méaéaritelmiin, minka vuoksi bino-
mikertoimien mééritelmé laajennetaan kompleksiluvuille z,w € C — {0, —1,-2,... }:

r 1
(1.2) “) = (z+1) .
w FNw+ 1)I'(z —w+1)
Binomikertoimien avulla voidaan edelleen johtaa yksinkertaisempia lausekkeita gam-

mafunktioiden osaméérille. Luvussa 2 késiteltavia fraktaaliderivaattojen méaritelmis
ja esimerkkilaskuja varten tarvitaan seuraavia muuntokaavoja:

139 o = (") = (D). acramen,

= 'm—-a)  T(N-a
(14) mZ::O o) m+ 1) Ta—arny *ERNel
(1.5) ~ Lm—a) _ —al(N—q) a€R,,NeN.
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Fraktaaliderivaattojen ominaisuuksien todistamista varten tarvitaan lisdksi asymp-
toottinen laajennus:

00, c>0
(1.6) lim mCJrO‘JrlM = lim mc+aﬂm——(ﬂ =<1 c=0
0, c < 0.

Muuntokaavojen ja asymptoottisen laajennuksen taustoihin ei perehdyta tésséd tut-
kielmassa. Lisitietoa 10ytyy esimerkiksi teoksesta [1, s. 19-20].

1.2. Epitiydellinen gammafunktio

Edellisessa aliluvussa gammafunktio I' mééariteltiin epéoleellisena integraalina:
lauseketta t*~le~! integroidaan nollasta #irettoméiin. Télloin gammafunktiota sa-
notaan taydelliseksi gammafunktioksi. Kun integraalin yldraja muutetaan vakioksi
c € R, saadaan madratty integraali, jota sanotaan alemmaksi epétdydelliseksi gam-
mafunktioksi.

MAARITELMA 1.5. Alempi epdtdydellinen gammafunktio, v : C x R — C, mééri-
tellddn madrdttyné integraalina

v(z,¢) = / e tdt, t eR,
0

joka suppenee, kun Re(z) > 0.

HuUOMAUTUS 1.6. Seuraava yhtilo pétee, kun Re(z) > 0ja c € Ry:

lim (z,¢) = / t*ltetdt = T(2).
c— 00 0

HuomauTus 1.7. Ylempi epatiaydellinen gammafunktio I' : C x R — C maéaéritel-
laén epéoleellisena integraalina

['(z,¢) = / t*te~tdt, teR, Re(z)>0.

Talloin tdydellinen gammafunktio on I'(z) = I'(z,0).

Alemmalle epétaydelliselle gammafunktiolle voidaan johtaa seuraava sarjakehitel-
mé eksponenttifunktion sarjakehitelmén ja gammafunktion ominaisuuksien avulla [6]:

(1.7) v(z,¢) = e T Z

k:OFz—l—k—I—l

Sarjakehitelméd (1.7) tarvitaan luvussa 4 mééritettdessa Mittag-Leffler-funktion lausek-
keita.
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1.3. Betafunktio
Betafunktio B on gammafunktion kaltainen ja se mééritelldén seuraavasti:

MAARITELMA 1.8. Betafunktio B : R, x Ry — R, on méairétty integraali

1
B(z,w):/ N1 — )t dt.
0

Fraktaaliderivaattojen ominaisuuksien todistuksissa (kts. luku 3) tarvitaan seu-

raavaa betafunktion ominaisuutta:
LAUSE 1.9. Olkoon z,w € R,. Tdalloin
['(2)(w)
B =7 - 7
(2, w) I'(z +w)

Tobistus. (Vertaa [7].) Médritelmén 1.1 mukaan

() (w) :/ e ! dt/ e s 1als—/ / “He)pe—lgw=l gt ds.
0 0

Kéytetddn muuttujanvaihtoa t = xy ja s = x(1—y), jolloin t+s = x. Koska 0 < t < 0o
jald<s<oo,on0<z<oojal<y< 1. Muunnoksen Jacobin determinantti on

d(zy) d(zy)
'a(t,s) _ ox dy :‘ Y x
a(z,y) INz(l—y)) Oz(l-y)|l [1-y —=z
ox dy
=|—zy—2(1—-y)l=|—-2/=un,

silld x > 0. Talloin dtds = ‘g((;’z)) dx dy = x dx dy ja siten saadaan

/ e—xl,z—lyz—lxw—l(l _ y)w—lm dx dy
0

00 1
/ e—xxz—i-w—l d(lf/ yz—l(l . y)w—l dy
0 0
I

z +w)B(z,w),

mistd viite seuraa. O

1.4. Mittag-Leffler-funktio
Mittag-Leffler-funktio on eksponenttifunktion yleistys kompleksiluvuille.

MAARITELMA 1.10. Yleistetty Mittag-Leffler-funktio £ : C — C on sarjakehitel-
ma

bER,.
z::k:aer 0 € By

Mittag-Leffler-funktiota tarvitaan luvussa 4 eksponenttifunktion fraktaaliderivaa-
tan lausekkeen maarittdmiseen seké luvussa 5 fraktaalidifferentiaaliyhtédloiden ratkai-
semiseen.
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HuomauTus 1.11. Mittag—Lefﬂer—funktion maéadritelmésta seuraa, etta

Ein(e) = kz T(k+1) Zk':

Luvussa 5 tarvitaan lisdksi seuraavaa Mittag-Leffler-funktion ominaisuutta:
LAUSE 1.12. Olkoon z € C, a,b € R. Tdlloin

1
Ea,b(z) = m + ZEa,a+b<Z)~
TobisTus. (Vertaa [8, s. 82].)
E, = Equa .
+(2) £T lm+b Z k;a+a—|—b) = 1) T2 Beanl?)

U

Taulukossa 1 on esitetty muutaman Mittag-Leffler-funktion alkeisfunktioesitykset,
joita kaytetddn lukujen 4 ja 5 esimerkeissd. Alkeisfunktioesityksissé esiintyvé erf on
Gaussin virhefunktio ja erfc on sen komplementti. Virhefunktio erf : R — R mééri-

telladn integraalina
erf(x /
R

Virhefunktion komplementti erfc : R — R mééaritellaan
erfc(z) = 1 — erf(x).

Virhefunktioiden syvillisempi tarkastelu sivuutetaan. Lisétietoa 16ytyy esimerkiksi
lahteista [11] ja [12].

TAULUKKO 1. Mittag-Leffler-funktioiden alkeisfunktioesityksid. [20]

1.5. Laplace-muunnos

Jotta tietylle funktiolle voidaan maarittdd Laplace-muunnos, funktion taytyy olla
eksponentiaalista kertalukua jollakin vakiolla. Téatéd varten tarvitaan seuraava méaéri-
telmé:

MAARITELMA 1.13. Funktio f : [0,00) — R on eksponentiaalista kertalukua va-
kiolla K, jos on olemassa vakiot K, M, t, € R, siten, etta

[f(1)] < Me"*
aina, kun t > tg > 0.
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Eksponentiaalinen kertaluku takaa sen, ettd funktio f(¢) ei kasva eksponenttifunk-
tiota e nopeammin, kun ¢ — oo. Télléin funktion Laplace-muunnos on olemassa,
silld seuraava integraali suppenee:

MAARITELMA 1.14. Olkoon funktio f : [0,00) — R eksponentiaalista kertalukua
vakiolla K ja paloittain jatkuva ja olkoon S = {s € C : Re(s) > K}. Télloin funktion
f Laplace-muunnos on funktio F': S — C,

00 R
F(s):L(f(t)):/o e_Stf(t)dt:}%Erolo i e "t f(t)dt, t>0.

HuomAuTUs 1.15. Yleisesti funktion Laplace-muunnosta merkitéén isolla kirjai-
mella ja alkuperiistd funktiota pienelld kirjaimella.

ESIMERKKI 1.16. (Vrt. [10, s. 252]) Olkoon f(t) = e, ¢ > 0 ja a € R. Médéritel-
mén 1.14 mukaan funktion f Laplace-muunnos on

o0 o0 1 t=R 1
L(e™) :/ e e dt:/ e~ gt = lim [— e_(s_“)t} = ;
0 0

R—o S—a =0 S—a

kun s —a > 0.

Laplace-muunnosta kaytetddan luvussa 5 fraktaalidifferentiaaliyhtéloiden ratkaise-
miseen. Jotta differentiaaliyhtdlo voidaan ratkaista, tarvitaan kddnteinen operaatio,
joka muuntaa Laplace-muunnetun funktion takaisin alkuperéiseksi funktioksi.

MAARITELMA 1.17. Olkoon funktio f : [0,00) — R eksponentiaalista kertalukua
vakiolla K ja paloittain jatkuva ja olkoon F(s) = L(f(t)). Télloin funktio f(¢) on
funktion F(s) kddnteinen Laplace-muunnos, jota merkitdin

LH(F(s)) = f(1).

ESIMERKKI 1.18. Esimerkiksi funktion F'(s) = —, a € R, kéénteinen Laplace-
muunnos on f(t) = e ¢t > 0.

HuomAauTus 1.19. Sarjateorian avulla voidaan osoittaa (kts. [9, s. 6]), ettd

s h

L { ] =" E, (= At7),

sY 4+ A\

missd a, f > 0, A € R ja s* > |\|. Kyseistd kiiéinteismuunnosta tarvitaan luvussa 5
Riemann-Liouvillen ja Caputon fraktaaliderivaattojen Laplace-muunnosten méarit-
tdmiseen.

Laplace-muunnoksen yksi tarkeimpid ominaisuuksia on lineaarisuus:

LAUSE 1.20. Olkoot funktioilla f(t) ja g(t) Laplace-muunnokset F(s) ja G(s).
Télloin
L(af (t) + Bg(t)) = aL(f(t)) + BL(g(1)) = aF(s) + BG(s),
missd o, B € C ovat vakioita.

TobIsSTuS. Seuraa suoraan Laplace-muunnoksen mééritelméstd ja integraalin li-
neaarisuudesta (kts. [10, s. 252]). O
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Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan Laplace-muunnosta varten tarvitaan kon-
voluution Laplace-muunnoksen kaava. Maaritelladn seuraavaksi, mité konvoluutio tar-
koittaa.

MAARITELMA 1.21. Olkoot funktiot f : [0,00) = R ja g : [0,00) — R eksponen-
tiaalista kertalukua vakiolla K ja paloittain jatkuvia. Funktioiden konvoluutio (f *g)
médritellddn integraalina

o) = [ ngte =)

LAUSE 1.22. (Konvoluutiolause) Olkoot funktiot f : [0,00) — R ja g : [0,00) = R
eksponentiaalista kertalukua vakiolla K ja paloittain jatkuvia, ja olkoot niiden Laplace-
muunnokset F(s) ja G(s). Tdlloin jokaisella s € C, Re(s) > K, on

LI(f+9)(®)] = F(s)G(s),  t>0.

TobisTus. Todistuksessa tarvitaan Laplace-muunnoksen translaatiolausetta, jo-
ten todistus sivuutetaan. Konvoluutiolause on todistettu teoksessa [10, s. 280-281].
O

Fraktaaliderivaattojen Laplace-muunnoksia varten tarvitaan derivaatan Laplace-
muunnoksen kaava.

LAUSE 1.23. Olkoot funktiot f*) : [0,00) = R, k = 0,1,...,n — 1, jatkuvia ja
olkoon funktio f™ :[0,00) — R paloittain jatkuva, ja olkoot kaikki edelliset funktiot
eksponentiaalista kertalukua vakiolla K. Tdlloin jokaisella s € C, Re(s ) > K pdtee:

L(f™M () = " F(s)=s""1 £(0)=s"2f'(0) = - -— f""1(0) Zs’“f "0
k=0

TobisTus. Todistus on suoraviivainen induktiotodistus, jossa sovelletaan Laplace-

muunnoksen maéritelmasa 1.14 ja osittaisintegrointia. Lause on todistettu ldhtees-
sé [10, s. 258-259). O



LUKU 2

Fraktaaliderivaatat ja -integraalit

Téasséd luvussa tutkielman aihetta ldhestytddn perinteisen analyysin ndkokulmas-
ta. Aliluvun 2.1 tarkoitus on havainnollistaa, miten derivointi- ja integrointioperaatiot
saadaan esitettyd yhdella symbolilla. Seuraavissa aliluvuissa esitetdin kolme erilaista
fraktaaliderivaatan méaritelméad: Griinwald-Letnikovin, Riemann-Liouvillen ja Capu-
ton méaritelmé. Lisdksi méaritelmiéd sovelletaan yksinkertaiseen polynomifunktioon
f(z) = z. Luku 2 perustuu pédasiassa lahteisiin [5, s. 4348, 62-63, 79|, [13], [15,
s. 69-70, 90-92] ja [19, s. 7-8, 11].

2.1. Derivointi- ja integrointioperaattori

Tarkastellaan funktiota f : [a,b] — R, joka on n kertaa jatkuvasti derivoituva
vélilla [a,x], @ < x < b. Johdetaan funktion f kertaluvun n derivaatalle yleinen
lauseke.

Funktion f ensimmaéisen kertaluvun derivaatta maéritelladn erotusosamééréin raja-

f(x) ~ f(z )
1 e x)— f(x —
D f(w) = Jim h '
Soveltamalla derivaatan méiritelmid funktioon D!f(x) saadaan funktion f toisen
kertaluvun derivaataksi

D'f(z) = D'f(x — )

2 o
D°f(z) = lim e
h1—0 hy \ ha—0 hy hy—50 Iy

Olettaen, ettd h = hy = hs, saadaan

D?f(x) = lim o (F() — 2f(x — h) + [ — 20)

Kahden raja-arvon yhdistdmisen syvéllisempi tarkastelu sivuutetaan. Tarkempi pe-
rustelu on esitetty ldhteessd [19, s. §].

Soveltamalla vastaavaa péittelys funktioon D? f(z) saadaan funktion f kolman-
nen kertaluvun derivaataksi

D*f(x) — D*f(x — I)

D[ () = Jimy I
1 f(x) —2f(x —h) + flz — 2h)
- jim 3 (fm E
N CE) —2f(x—h’—h)+f(m—h’—2h)) |
h—0 h2

13
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Olettaen, ettd h = b/, saadaan

D9 ) — g 1) =3 = )+ 35w = 20) = o = 30)
h—0 h3
Induktioperiaatteella voidaan edelleen osoittaa (kts. [19, s. 7]), ettd funktion f ker-
taluvun n derivaatta on

n

(2.1) D" f(z) = lim /fnmzo(—nm (Z) f(x —mh),

misséa

m! m!(n —m)!

n\ nn—-1)...(n—m+1) n!
m
on binomikerroin ja m,n € N.

Seuraavaksi tutkitaan operaattorin D" merkitystd positiivisilla ja negatiivisilla
kokonaisluvuilla sekd luvulla 0. Tata varten otetaan kéyttoon merkinta
22) @) =2 3 () e - mi),

he — m
misséd p on mielivaltainen kokonaisluku ja n € N, kuten edellé.
Tutkitaan ensin positiivisia kokonaislukuja p. Selvésti, jos p = n, niin
dP
(2.3) lim 7 (z) = f®)(2) = T f(2) = D7 f(x).

h—0

Yhtilo (2.3) patee myos silloin, kun p < n, silld téllin binomikertoimen mééritelmén
mukaan kertoimet ( k4 ) ovat nollia, kun m > p.
Kun p = 0, niin

(2.4) lim f,”(x) = f(z) = D°f(x).

h—0

Tutkitaan seuraavaksi negatiivisia kokonaislukuja —p (p > 0). Laajennetaan bi-
nomikertoimen méaéritelmé negatiivisille kokonaisluvuille seuraavasti:

(—p) e pmmt ) V"D Em =) gy, [p}
m m! m! ml’

missé

[p} _plp+1)...(p+m—1)
ml m!

Nyt lauseke (2.2) saadaan muotoon

(25) AP =30 | V] fw —mh).

m=0

Kun kokonaisluku n on kiinnitetty, lauseke f,(l_p )(x) lahestyy triviaalisti raja-arvoa 0,
kun h — 0. Tésté syystd on oletettava, ettd n — oo, kun h — 0. Koska oletuksen
mukaan funktio f on jatkuva vélilld [a, ], valitaan h = 2. Kéytetddn jatkossa
seuraavaa merkintai:

h—0
nh=r—a
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Tutkitaan, onko raja-arvoa (2.6) olemassa ja jos on, saadaanko sille informatiivisempi
merkinta. Tarkastellaan ensin tapausta p = 1. Télloin kaavan (2.5) mukaan

(2.7) V(@) =0 f@—mb).

Hyodyntéen tietoa, ettd h = *~¢, lauseke (2.7) voidaan esittdd muodossa

r —a

).

28) fi V() = hf(@)+h Y flo—mh) = —=f(a)+ Y —f(x—m
m=1 m=1

Tarkastellaan lausekkeen (2.8) jalkimmaéistd osaa. Summassa on n termié, jotka ovat

muotoa “=2 f(x —m*=2). Nyt #=% on osavélin pituus ja f(z —m®=%) on funktion arvo

osavalin toisessa paatepisteessd, joten summa voidaan tulkita Riemannin summaksi.

Kun jakoa tihennetdén (eli n — 00), Riemannin summa lahestyy raja-arvoa, joka on

méadratty integraali. Talloin

. (—1) L Tr—a “r—a o —a
gﬁ_ i (rc)—T}ggo[ - fl@)+) —flx —m—)

Tarkastellaan sitten tapausta p = 2. Talloin

2 2-3... —
[ ]: 3...24m l)zm—i—l,
m m!
jolloin kaavojen (2.5) ja (2.7) mukaan on
V(@) =02y (A1) f(z—mh) =k mf(z —mh)+h?Y flx —mh)
m=0 m=0 m=0
= thhf(x —mh) + hf,(fl)(x) = thhf(a; — mh) + hf,gfl)(x)
m=0 m=1
T—ax~ T—a r—a T—a (1
=— mz:;mnf(x—mn)—i— ——n (x)
:Zx;acmf(x—cm)jo_a ,571)(95), missd cm:mx;a
m=1

Tarkastellaan yll& olevan lausekkeen summaa. Summassa on n termii, jotka ovat
muotoa “~¢c,, f ( — ¢,,). Kun n — oo, niin silloin
r—a ) xr—a

—0 ja Ch ="
n n

c = —x — a,

joten funktion tarkasteluvili on [0, 2 —a]. Koska *=% on vilin jako ja ¢,, = m*=* ovat
vélin jakopisteitd, summa voidaan tulkita funktion sf(z — s) Riemannin summaksi.
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Kun jakoa tihennetdin, saadaan raja-arvoksi

lim f}g_2)(m) = lim [z": : ; aCmf (. —cm) + & ; af}s_l)(x)]

h—0 n—00

m=1

:/I_asf(x—s)dstO:/x_asf(x—S)dS.
0 0

Kayttamélla muuttujanvaihtoa t = x — s, jolloin s = x — t ja ds = —dt, saadaan
integroimisrajoiksi
(x—=58),o=2 ja (v—9)|,_,,=a
Talloin
i fi70) =~ [ @-050d= [ @050

h—0
nh=r—a

Vastaavat esitykset tapauksessa p = 3 ovat

{31 3:4...34m—-1) (m+1)(m+2)

m m! B 1-2 ’

Dy = LY 1 2 m) =25 2 4 3m 2 h
In (x)—ﬁmz:o(er )(m+2)f(x—m )—7;(”& +3m +2) f(z — mh)
:%3 [ " m?f(x — mh) +3mex—mh —i-Zfo—mh)

m=0 m=0
h ) 3h2 . 3
=3 (mh)*f(x — mh) —i——thfa:—mh +h fo—mh)
m=0
= S ) — )+ 2 @) + 12 @)
m=0
S e = i) + 2 @) + 121 )

3
Il

Kun yll& olevan lausekkeen ensimméiseen osaan sovelletaan vastaavaa péadttelya kuin
tapauksessa p = 2, summa voidaan tulkita funktion s? f(x — s) Riemannin summaksi.
Talloin raja-arvoksi saadaan

i £ (@) = lim [g Z(mh)zf(x —mh) + %fé@ (2) + thél)(x)]
nh=z—a nh=z—a

1 r—a 1 r—a
:—/ s2f(x—s)ds+0—|—0:§/ s*f(z — s)ds.
0 0

m=1

2

Kayttamaélla muuttujanvaihtoa t = x — s, kuten edelléd, saadaan raja-arvoksi

1 xT
EIUNCES | @=rroa
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Induktiolla voidaan osoittaa (kts. [5, s. 46-47]), etté yleisesti pétee
(2.9)

n

) (=p)/ N 1 » D B 1 * .
RN > (0] fla=mh) = = [ @1y p@a

Néytetddn seuraavaksi, ettd kaava (2.9) on p-kertainen integraali. T#atd varten
otetaan kayttoon seuraava merkinta:

: (-p) _ —p
h]lll;r%_ fh <I>_(1DQE f(‘x)a

missd D~P on integrointioperaattori ja a ja x ovat integroimisvilin paétepisteet. Leib-
nizin sddnnén [19, s. 11] nojalla

o s@) = L ([ a)

_ ﬁ /f %(x — PRt dt + ﬁ =t )], d%‘”
- oy - 0],

o=y [ D= de+0—0

o [ e

= D" f(x).

Toisaalta, merkintd ,D_? f(z) voidaan kirjoittaa muotoon

oD, f(2) = oD f(x) — oD, [ (a),

=0

joka analyysin peruslauseen mukaan on

“d
D7 f(x) = /a EaDs_pf(S) ds.

Télloin edelld lasketun nojalla saadaan

(2.10) D@ = [ (D7) ds
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Vastaavasti Leibnizin séd&nnon nojalla saadaan

2 (0t = 2 ([ o)

Q%x—t?”f@ﬁﬁ+

O L

1 P2
gy L~ 0], o

(p-2)
1 z s
:m/a (p—2)(& — )P f(t) dt +0— 0
1 -
- o | et
= aD;p+2f<x>‘

Soveltamalla vastaavaa paittelyd yhtdloon (2.10) saadaan

oD;Pf(x) = / m oD;P f(s) — o D7 f(a) | ds

=0

_ / ' ( / ) %GD;’?“ ) du) ds
/ (/ Dy )du) ds
iy

Néin jatkamalla saadaan lopulta

(2.11) D f(z /dal/ dos .. / " f(oy) do,,

p kpl

Kaavojen (2.3), (2.4) ja (2.11) perusteella derivointi- ja integrointioperaatiot ovat
siis lausekkeen (2.2) raja-arvoja kokonaisluvun p eri arvoilla. Téten derivointi- ja
integrointioperaatiot voidaan esittda yhteiselld symbolilla

1) WD) =l 00 = i S (2)

nh=x—a nh=x—a m=0
Yhteenvetona symbolille ,D? saadaan:
%7 JURS Z+
(2.13) oDP =<1, p=0
f doq f dosy .. fa_” ! do_, pe€Z._.
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2.2. Griinwald-Letnikovin maéaéaritelmi

Griinwald-Letnikovin fraktaaliderivaatan mé#ritelmé perustuu aliluvussa 2.1 esi-
tettyyn analyyttiseen ldhestymistapaan. Fraktaaliderivaatan lauseke saadaan, kun
kaavan (2.12) kokonaisluku p korvataan reaaliluvulla a, o > 0, ja binomikerroin yleis-
tetdén reaaliluvuille kaavan (1.2) mukaan. [13]

MAARITELMA 2.1. Olkoon funktio f : [a,b] — R N kertaa jatkuvasti derivoituva,
a <z <b oecRyjaN = |22 Tillsin funktion f kertaluvun o Grinwald-
Letnikovin fraktaaliderivaatta on

572

FDEf) = fim ot S ()" D - ),

m=0

tai yhtapitavasti

S'DSf(x) = lim (xz_va)a i)(_l)mm!ri(ya—+n?+ 7 (m —m (x]:[a>) '

m=

Madritelmén 2.1 sarja suppenee itseisesti ja tasaisesti jokaisella a > 0 ja jokaiselle
rajoitetulle funktiolle f(x), joten raja-arvo on olemassa [14]. Teoksessa [5, s. 49-50]
on osoitettu, ettd sarja suppenee myos silloin, kun o < 0. Téten Griinwald-Letnikovin
fraktaaliderivaatalle saadaan vaihtoehtoinen mééritelmé, joka yhdistaéd derivointi- ja
integrointioperaatiot:

MAARITELMA 2.2. Olkoon funktio f : [a,b] — R N kertaa jatkuvasti derivoituva,
a<x<bacRjaN =[] Tilléin funktion f kertaluvun o Griinwald-Letnikovin
differintegraali on

—a N-1

D2 ) = . (x]—va) S F(_rg;(—mai - (Ng;—rjnvﬁma)

m=0

ESIMERKKI 2.3. Olkoon f(z) = z,a = 0 ja a = ;. Griinwald-Letnikovin mééri-
telmén 2.2 mukaan

1 N—1 1
1 N2 C(m —2) Nz —mx
§'Dix = lim (— 2
0 HEt = e\ 7 ZF(—%)F(m+1) N

1 . Dim—1) m
— ot i N3 Y (-1
v Nlinoo% T (m + 1) ( N)

Merkintd N = | #5*] tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtd suuri kuin

>
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Soveltamalla osasummiin muuntokaavoja (1.4) ja (1.5) saadaan

(
e=at | Jim (N%) ~ lim (NLN_)

o=

GL
0 D
N—o0

i (¥ )+ v e ()|

Soveltamalla raja-arvoihin kaavaa (1.6

|
8
ol

=

saadaan derivaatan lausekkeeksi

1 1 2 2
S;Lszx:x% {_.1_,_%.1} :ﬁ_
ﬁ 5 v ﬁ

2.3. Riemann-Liouvillen mairitelmé

Ennen Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan mééaritelméé, tarvitaan Riemann-
Liouvillen fraktaali-integraalin maaritelméa. Fraktaali-integraali saadaan korvaamalla
kaavan (2.9) kokonaisluku p reaaliluvulla o, v > 0.

MAARITELMA 2.4. Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva, a < x < bja a € R,.
Talloin funktion f kertaluvun o Riemann-Liouvillen fraktaali-integraali on

N N Y
N T Ar=r

Riemann-Liouvillen kertaluvun « fraktaaliderivaatta saadaan derivoimalla (1—a)-
kertaista fraktaali-integraalia, kun 0 < a < 1. [15, s. 69-70]

MAARITELMA 2.5. Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva, a <z < bjal < a < 1.
Talloin funktion f kertaluvun o Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatta on
d 1 d / T Of(t)dt

D) = G @) = s | o

Yleisesti, kun funktio f on n kertaa jatkuvasti derivoituva, Riemann-Liouvillen frak-
taaliderivaatta on

o pa) = I (prp-ea) ppyy = L4 [T JOd
PDE () = o (DS 0) = o | e

missi 0 <n—1<a<n,néeN.

ESIMERKKI 2.6. Olkoon f(z) = z,a =0 ja o = 3. Riemann-Liouvillen mééritel-
mén mukaan
RLD%x 1 i/x tdt
° F(%>d37 0 (x—t)%'

Kayttamélla muuttujanvaihtoa y = x — ¢, jolloin t = x — y ja dt = —dy, saadaan
integroimisrajoiksi

(z — t)|t:0 =z Ja (z — t)’t:x =0.
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Talloin

[(3)dz yz (3 y?
r()d 397 )|, T T de 3
1 d (4 s 14 31
= — —x2 )| = ——=— 12
r(1dz \3 /i3 2

Vertaamalla esimerkkien 2.3 ja 2.6 tuloksia, havaitaan, ettd Griinwald-Letnikovin
ja Riemann-Liouvillen mééritelmét antavat saman tuloksen funktiolle f(z) = z. Voi-
daan osoittaa, ettd Griinwald-Letnikovin ja Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatat
ovat samat kaikilla funktioilla (kts. lause 3.14).

ESIMERKKI 2.7. Lasketaan funktion f(x) = z, fraktaaliderivaatta, kun o = % ja

a = 0. Nyt n = 2, jolloin Riemann-Liouvillen méa&ritelmén mukaan on

3 1 d® [* tdt
ORLDIZZL‘ = i —2/ PEE—

Hyddyntamaélla esimerkin 2.6 integraalin tulosta saadaan

oo Lod(d f7owd \_ 1 od oo 1
o D I(3)de <dx/0 (g;_tﬁ) I'(1)dz (2v7) N

2

Tulos on hammentédvi. Klassisen differentiaalilaskennan perusteella voisi nimittéin
olettaa, ettd kertaluvun % fraktaaliderivaatta olisi nolla, silli f'(x) on vakio ja nyt
a = %>1. Luvussa 4 osoitetaan, ettd vakion Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatta
ei kuitenkaan ole nolla.

ESIMERKKI 2.8. Tutkitaan edelleen funktiota f(z) = z, mutta valitaan tarkaste-
luvilin alarajaksi @ = 1. Hyodyntéden esimerkin 2.6 vélivaiheita saadaan funktion f

kertaluvun o = % fraktaaliderivaataksi
RL 1 1 d 1 2 3 y=r 1 d 3 2 3 2
Dixg = ———— (2 - = = ——— (222 — =22 — (220 — =
T My \TY TR )| T e @yde T3 T\ T s

|
—
P
Q.
Sl
VRS
[N
|
|
)
8
+
Wl b
~— 3
I
a‘H
7N\ e
SN
O | o
&\

|
)
~_

Verrattaessa saatua tulosta esimerkin 2.6 tulokseen havaitaan, ettd fraktaaliderivaa-
tan arvo riippuu tarkasteluvélin alarajasta.

2.4. Caputon méiritelmé

Caputon méaédritelmé perustuu Riemann-Liouvillen méaéritelmén tavoin iteroitui-
hin integraaleihin. [15, s. 90-92]
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MAARITELMA 2.9. Olkoon funktio f : [a,b] — R n kertaa jatkuvasti derivoituva
ja a < x < b. Télloin funktion f kertaluvun o Caputon fraktaaliderivaatta on

N B 1 T () dt
aCsz(m) = T(n—a) /a (x — t)oti-n’

missi 0 <n—1<a<n acR;,neN

ESIMERKKI 2.10. Olkoon f(z) = z,a = 0 ja o = % Nyt n = 1, joten Caputon
maédritelmén mukaan on
1 1 t=e 1 2\/x

ke = [ ot g [0l = 0 =22

2

Myo6s Caputon méadritelmélld saadaan sama tulos kuin esimerkeissd 2.3 ja 2.6.
Yleisesti Riemann-Liouvillen ja Caputon fraktaaliderivaatat eivat kuitenkaan ole yh-
tapitavat (kts. lause 3.15). Nyt esimerkkien 2.6 ja 2.10 tulokset ovat samat, silla
vaadittu ehto f(a) = f'(a) = --- = f" Y (a) = 0 toteutuu (kts. huomautus 3.16).

ESIMERKKI 2.11. Lasketaan funktion f(z) = z fraktaaliderivaatta, kun a = 2 ja

a=0. Nyt n=2ja f?(x) =0, joten Caputon mééritelmsin mukaan on

3 1 z
§Dix = — / 0 -dt =0
L'(5)Jo (z—1)2

Nyt tapauksessa o = % > 1 saadaan fraktaaliderivaataksi nolla, toisin kuin Riemann-
Liouvillen mééritelmalld (vrt. esimerkki 2.7).

5

ESIMERKKI 2.12. Lasketaan funktion f(z) = 2® fraktaaliderivaatta, kun a = 2 ja

a=1. Nyt n=3ja f®(z) =6, joten mairitelmin mukaan on

cp3s_ L [" 6 _i_x_%t:x:(s T —
CD2x _F(g)/l (x_t)édt_r(g)[ 2z — t) ]tzl r(g)(0+2‘/ )
IRt N
TG

Termin I'(2) arvo saadaan soveltamalla lauseen 1.3 kohtaa (iii) arvolla n = 2. Frak-
taaliderivaatan sievennetty esitys on siten

12yz—1  16va —1
2alG) VT

5
{Dis® =



LUKU 3

Fraktaaliderivaatan ja -integraalin ominaisuuksia

Téassa luvussa todistetaan fraktaaliderivaatan ja -integraalin keskeisimpid omi-
naisuuksia. Aliluvussa 3.1 todistetaan derivointioperaattorin lineaarisuus kéyttéden
Riemann-Liouvillen méa#ritelméaé. Aliluvussa 3.2 osoitetaan, ettd Caputon fraktaali-
derivaatta yhtyy klassisen derivaatan kanssa, kun fraktaaliderivaatan kertaluku on ko-
konaisluku. Liséksi todistetaan, etta klassinen derivaatta on additiivinen fraktaalideri-
vaatan kanssa. Aliluvussa 3.3 todistetaan Riemann-Liouvillen differintegraalioperaat-
torin yksi tdrkeimmistd ominaisuuksista: fraktaali-integraalien additiivisuus. Liséksi
osoitetaan, ettd fraktaaliderivaatta on samaa kertalukua olevan fraktaali-integraalin
vasen kédnteisoperaatio. Luvun viimeisessd aliluvussa osoitetaan, ettd Griinwald-
Letnikovin ja Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan mésritelmét ovat yhtapitavat.
Liséksi todistetaan Riemann-Liouvillen ja Caputon fraktaaliderivaattojen vélinen yh-
talo. Luku 3 perustuu useisiin eri lahteisiin ([1], [5], [16], [17] ja [18]).

3.1. Derivointioperaattorin lineaarisuus

LAUSE 3.1. Olkoon 0 < n—1< a <n,n € Na € R, \,u € R ja olkoon
funktioilla f(x) ja g(x) kertaluvun « fraktaaliderivaatat. Tdlloin fraktaaliderivaatta
on lineaarinen operaattori, toisin sanoen

D*(\f(z) + pg(z)) = AD* f(x) + uD%g(x).

Tobistus. (Vrt. [5, s. 90-91]) Lineaarisuus seuraa suoraan fraktaaliderivaatan
médritelmésti. Esimerkiksi Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatta on lineaarinen, sil-
14 integraali ja klassinen derivaatta ovat lineaarisia operaattoreita.

L OSE) p)
I'(n—a)dz J, (x —t)a—n+l

B A a- [*  f(x)dt i v [ g(z)dt

- T(n—a)dan /a (x —t)o—ntl * I'(n —«a)dz” /a (x — )+l

= ADS f () + pit D2 g(x)

EDY(Af(z) + pg(x)) =

Todistus on vastaavanlainen Griinwald-Letnikovin ja Caputon fraktaaliderivaatoille.

U

HuomauTUs 3.2. Useat klassiset derivointisdénnot patevit myos fraktaalideri-
vaatoille. Poikkeuksina ovat Leibnizin sdanté (funktioiden tulon derivointisaénto) se-
ki ketjusdénto (yhdistetyn funktion derivointisdénts). Tarasov on osoittanut, etté
mikéli fraktaaliderivaatta toteuttaa Leibnizin sd&nnon, kertaluvun « on oltava 1 [16].

23
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3.2. Fraktaaliderivaatan ja klassisen derivaatan vilisid tarkasteluja

Kuten kappaleessa 2.2 kdvi ilmi, Griinwald-Letnikovin ja Riemann-Liouvillen frak-
taaliderivaatat on yleistetty suoraan klassisen differentiaalilaskennan tuloksista. Té-
ten lienee selvaé, ettd niilla madritelmilla fraktaaliderivaatta yhtyy klassisen derivaa-
tan kanssa, kun a = n,n € N. Liséksi voidaan osoittaa, ettd Caputon fraktaalideri-
vaatta ldhestyy kertaluvun n derivaattaa alhaalta péin.

LAUSE 3.3. Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva, a < x < b ja olkoon funktiolla
kertaluvun o, o € R, Caputon fraktaaliderivaatta. Tdlloin Caputon fraktaalideri-
vaatalle pitee

lim DY f(x) = f" ().

a—n—

Tobistus. (Vrt. [17, s. 17]) Osittaisintegroinnilla saadaan

C o _ 1 T dt
asz(w)_ )/a (

I'n—« xr —t)etl-n

1 —f@@ﬂx—w”aﬁm_/*—ﬂm“@xI—wnaﬁ
I'(n—a) n—a e Ja n—a

1 f™(a)(x —a)"° /w SO ) (@ — )" dt
I'(n—a) n—a u n—a
Soveltamalla lausetta 1.2 saadaan

CDof(z) = L M (a)(z —a)"® * pln) x—t)"
CDf0) = iy (@ - [ o)

1 x
— (n) o \n—a (n+1) _ \n—a
Tn—atD) (f (a)(x —a)" 4+ /a f (t)(z —t) dt) .
Siten raja-arvoksi saadaan
1 x
: C o — 1 (n) o \n—« (n+1) _ \n—«
Jim D2f() = fim ot (@ - s [0 - i)

_I_
_ L oy [ e
o (1@ [Crema)

a

=1 (fa) + Sa) — [ @)
— f(")(:z:),
miké oli todistettava. [17, s. 17] O

Seuraavaa alilukua varten todistetaan, ettd klassinen derivaatta on additiivinen
Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan kanssa.

LEMMA 3.4. Olkoon funktio f : [a,b] — R (n + k) kertaa jatkuvasti derivoituva,
aceR,,0<n—-1<a<njan,keN. Tdlloin

dk
O (FED2 () = DS ().
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TobIsTus. (vrt. [5, s. 73]) Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan mééritelméasta
seuraa, etta

d* pr o o 1 dr [ f(t)dt
dak (D2 ()) = daxk (F(n—a) d:z:"/a (a:—t)a"“)
1 ddm T f() dt

I

F(TL _ Oé) dxk+n T — t)a—n+1

B 1 gk / F(t)dt
I‘(k +n— (O_f + k)) dkarn " (ZB _ t)a+k7(k+n)+1
=1 Dt f(a),

O
ESIMERKKI 3.5. Olkoon f(z) =z, a =0, a = § ja k = 1. Esimerkkien 2.6 ja 2.7
mukaan /i
1 24/x . 3 1
é%LD%x:ﬁ ja feDzx = Tz

Havaitaan, etta

d (gL 2y L rp 3
— (f*pix) - —BL D2y
dx (0 )T dr ( NS 0 ‘
HuOoMAUTUS 3.6. Vastaavasti Griinwald-Letnikovin fraktaaliderivaatalle patee (kts. [1,
s. 48-49)):
dk
da*
Caputon fraktaaliderivaatalle additiivisuus pétee péinvastaisessa jarjestyksessa:

(GLD2f(x)) =CF D2**f(x),  a€R,, keN,

LEMMA 3.7. Olkoon funktio f : [a,b] — R (n + k) kertaa jatkuvasti derivoituva,
a<r<b 0<n—-1l<a<n, acRyjankeN. Tdloin

0z (i) =6 Do)

dxk

TobisTus. Caputon méiritelmén 2.9 ja klassisen derivaatan additiivisuuden mu-

kaan
o [ dF 1 v A FR(t) dt
502 (/@) = 1y | e
B 1 f(n+k:)( )dt
ol

I'(n—a) — t)atl-n

= 1 TR at
- L((n+k) = (a+k)) /a (x — t)(a+k)+1—(n+k)
=¢ DI f(2).

n

ESIMERKKI 3.8. Olkoon f(z) =z,a =0, a = % ja k = 1. Esimerkkien 2.10 ja
2.11 mukaan

1 2 3
Dz Ve ' §Dzx = 0.
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Havaitaan, ettéa
1/d 1 Too0dt
ng%(—x)ZOCD 1= 1/ -=0=D
dx F(§) a (g; — t)§

(k) - £ () - S o

3.3. Riemann-Liouvillen differintegraalioperaattorin additiivisuus

Bo|=
olw

z,

mutta

Yksi Riemann-Liouvillen differintegraalioperaattorin hyodyllinen ominaisuus on
fraktaali-integraalien additiivisuus, jota kutsutaan myo6s puoliryhméominaisuudeksi.

LAUSE 3.9. Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva, a < x < b ja olkoon a, f € R,..
Talloin
e D (FEDLP f(x)) =3 Do f(w).
TobisTus. (Vrt. [5, s. 59-60], [18, s. 3]) Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalin
médritelmén 2.4 mukaan

RL my—a (RL -0 7)) = 1 ! (aRLD;ﬁf(t)) dt
a Dm (a Dm f( ))_F(Oz)/a (IL‘—t)l_a

B 1 /x dt /t f(u)du
-~ D(@T(B) Jo (z =)= J, (t—u)=#
Vaihtamalla integrointijarjestystéi saadaan
dt
RLD— RLD B / d / )
a x ( f( ) f U . t)lia(t . U)liﬁ

Kayttamalla muuttujanvalhtoat = u+s(zr—u), jolloin dt = (z—u)ds, t—u = s(r—u)
jax —t=(r—u)(l—s), saadaan integroimisrajoiksi

t—u t—u

=1.

=0 ja

r—u r—Uu

t=u t=x

Sieventamaélla lauseketta sekéd soveltamalla lausetta 1.9 ja fraktaali-integraalin mé&a-
ritelméé 2.4 saadaan

RL m—o (RL -5 1 ’ (x —u)ds

10; (D100) = iy [ 10 [ e
- w)(z —u)*P 1 du 135’1 —s5)2 s
- w7 L =) d/O (1-s)"d
= 1 a7ﬂ / f — a+’8 1du

== u)(z — )P du
—F(a+ﬁ)/af()( L

B 1 T f(u)du
- I(a+p) /a ( —u)tma=?
=a" D f(w).
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HuomAuTUus 3.10. Vaihtamalla fraktaali-integraalien kertalukujen jarjestysta saa-
daan

o D70 (§F D f(w) =4 D7 f(w) =37 D7 P f(a) =3 D;° (D77 f(x))

lauseen 3.9 nojalla. Kyseinen ominaisuus muistuttaa klassisen derivaatan ominaisuut-
ta:

m,n € N.

an <d”f(x)) o (dmf(ﬂs)) _ v f(a)

dxm dxm dxn dxm dgmtn '

Seuraavaksi osoitetaan, ettéd additiivisuus péatee myos fraktaaliderivaatalle ja fraktaali-
integraalille.

LAUSE 3.11. Olkoon funktio f : [a,b] — R (n+ 1) kertaa jatkuvasti derivoituva,
a<x<b, jaolkoon a,f e R, 0<n<a<n+1janeN. Tdlloin

o DY (D  f(2) =4 DY f ().
Tobistus. (Vertaa [5, s. 60]) Koskaa =(n+ 1)+ (a—n—-1)jaa—n—1<0,
niin lemman 3.4 ja lauseen 3.9 nojalla saadaan

dn—i—l

- d$n+1
dn—i—l

o D7 (ED; f(2) "Dy (D f ()]

a

= ot DT T (@)
=" DI f ().
U

Lauseen 3.11 térked erikoistapaus on, ettd Riemann-Liouvillen derivointioperaat-
tori on samaa kertalukua olevan integrointioperaattorin vasen ki#nteisoperaatio.

SEURAUS 3.12. Olkoon funktiolla f : [a,b] — R kertaluvun o Riemann-Liouvillen
fraktaaliderivaatta. Tdlloin

HDg (D f(x) = f(z),  aeR,.

HuomauTus 3.13. Toisin kuin fraktaali-integraalit ja klassiset derivaatat, frak-
taaliderivaatat eivit kommutoi. Jos 0 < m <a<m+1jal0 <n < f <n+1,
a, € Ry, m,n € N niin

o DY (P D7 f(2)) =4 DY (§* Dy f(x)) =4 Dy f ()
vain, jos funktiolle f(x) pétee ehto
f®a)y=0, (k=0,1,...,r—1),

missd r = max(n, m). Viitteen todistuksessa tarvitaan lausekkeen (2.12) raja-arvoa,
joten todistus sivuutetaan. Viite on todistettu teoksessa [5, 60-62].
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3.4. Eri miiritelmien vertailua

Luvussa 2 havaittiin, etté funktion f(z) = x kertaluvun o = § Griinwald-Letnikovin
ja Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatat ovat samat. Seuraavassa lauseessa todiste-
taan, ettd Griinwald-Letnikovin ja Riemann-Liouvillen mééritelmét ovat yhtapitéavat
kaikille funktioille.

LAUSE 3.14. Olkoon funktiolla f : |a,b] — R kertaluvun o Grinwald-Letnikovin
ja Riemann-Liouvillen differintegraalit ja a < x < b. Talloin jokaisella o € R pitee

oDy f(x) =" D3 f(x).

TobisTus. (Vertaa [1, s. 51-52]) Olkoon funktio f mielivaltainen, mutta kiin-
nitetty vélilld [a,b] ja olkoon N = |%-*]. Lasketaan ensin Griinwald-Letnikovin ja
Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalien erotus. Kun a < 0, niin mééritelmien 2.2
ja 2.4 mukaan on

A =g D3 f(x) =3 D f (@)

= lim | A7" Z;; F(_Fégfli(—majr 1)f(:z: — mh)] _ F(ia) /ax (xfitiit%
Kayttamélla muuttujanvaihtoa u = x — t, jolloin t = x — u ja dt = —du, saadaan
A= lim :ha :; F(—chnF(_mai /- mh): - F(ioz) /i _f%;f) o
B S . iy
N-1 1 N-1
K _ha ) F(—Fg}(mai 1) fle = mh)_ e [r(ia) P : (J:jl);ﬁm]
= r}(l:(;) Z:f(ﬂf — mbh) {—11:((7:1 jr ?)) - m‘“‘l])

=0

Kasitelladn summaa kahdessa osassa: 0 < m < M —1ja M < m < N — 1, missi
luku M on riippumaton luvusta N ja tarpeeksi suuri, jotta jalkimméiseen summaan
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voidaan kiyttdd asymptoottista laajennusta (1.6). Télloin

o= o (£ (25 v )

=0

(x —a)~@ . 1 = Nz —mz+ma\ i1 o1l ail(m—a)

_(@—a) lim (M_:f (Na:—n]z[xjtma) e Ll:((;nl;ié)) R )

ot (L (S e o))

Tarkastellaan ensin ensimmaéista osasummaa. Lausekkeen hakasulkeissa oleva osa on
rajoitettu, kun —a— 1 > 0 eli @ < —1. Koska oletuksen mukaan fraktaali-integraalit
ovat olemassa, funktio f on rajoitettu ja siten myos termit f([Nz — mx 4+ ma]/N)
ovat rajoitettuja. Koska termi N* — 0, kun a < —1 ja N — oo, niin ensimmaéinen
osasumma suppenee kohti nollaa.

Tarkastellaan sitten toista osasummaa. Lausekkeen hakasulkeissa oleva osa on
rajoitettu, silld se ldhestyy asymptoottisesti nollaa kaavan (1.6) nojalla. Koska termit
f([Nx —mzx +ma]/N) ovat myds rajoitettuja, osasumma suppenee kohti nollaa, silla
~ —0ja (%)76%1 —0 (% < 1), kun N — oo. Viite siis pétee, kun oo < —1.

Kun o > —1, niin lemman 3.4 ja huomautuksen 3.6 nojalla voidaan kirjoittaa

d* _ ) dr _

D) = (DI w) PP = o (D).
missd k € Z.,. Valitsemalla tarpeeksi suuri £ siten, ettd a — k < —1 véite toteutuu
myo6s, kun o > —1. ([l

Luvussa 2 havaittiin myds, ettd funktion f(z) = x kertaluvun a = 2 Riemann-
Liouvillen ja Caputon fraktaaliderivaatat eivét ole samat. Riemann-Liouvillen ja Ca-
puton maédritelmien vélille saadaan kuitenkin seuraava yhtalo:

LAUSE 3.15. Olkoon funktio f : [a,b] — R n kertaa jatkuvasti derivoituva, n € N,
a<xr<bjal0<n—1<a<n. Tdloin jokaiselle « € Ry pdtee

—_

SDgf(a) =3 DY f(x) =) f™(a)

0

Tobistus. (Vertaa [17, s. 25-26]). Funktion f(x) astetta n — 1 oleva Taylorin
polynomi kohdassa x = a on

3

(x —a)™ @

Fm—a+1)

3
]

"(a (n—1) a
fa) = 1@+ Fa)e -0+ 5w - E D - 0 4 Ry
") m
— m(m —a)" + Ry_1.f(x),
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missé

nlaf / f .Z'—t) /f ZL’ tn 1dt RLD nf(n)()

n—l

Hyodyntamaélla Riemann-Liouvillen fraktaahderlvaatan lineaarisuutta, polynomifunk-
tion Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan lauseketta (kts. lause 4.5) seké fraktaali-
integraalin puoliryhmé&ominaisuutta saadaan

1l (g,
o Dy f(w) =" Dy (Z f—()(fv —a)" + Rnl,af(x)>

= T(m+1)
D =0 D)

n—1 (m) r .
= Z—o F]Em _f_ai) F(Wfﬂ_l Z _}_) 0 (x —a)™ @ +aRL D;CIL%LD;nf(n) ()

L (g
= Z ]"f#(x _ a)mfa +5L Dgfnf(n) (:L’)
R S AL ) NP SR M A O L
_;F(m—cu-l)( ) +F(n—a)/a (x —t)i+a—n

L pm(g
=3 e (o - 0 € Do)

mista viite seuraa. ]

HuomAuTUS 3.16. Lauseen 3.15 mukaan Riemann-Liouvillen ja Caputon fraktaa-
liderivaatat ovat samat, kun f(a) = f'(a) = --- = f"V(a) = 0.



LUKU 4

Esimerkkeja fraktaaliderivaatoista

Téssé luvussa johdetaan derivointikaavat polynomifunktiolle ja sen erikoistapauk-
selle (vakiofunktiolle) seké eksponenttifunktiolle. Lisdksi kaavoja havainnollistetaan
yksinkertaisilla esimerkeilld. Luku perustuu lahteisiin [17] ja [19].

4.1. Vakiofunktio

Seuraavassa lauseessa todistetaan yllattava tulos: vakion Griinwald-Letnikovin
fraktaaliderivaatta ei ole nolla.

LAUSE 4.1. Olkoon f(x) =C, C € R ja o € Ry. Tdlloin
(x—a)™
rl—a)’
TobisTus. Soveltamalla Griinwald-Letnikovin méaéritelméén 2.2 muuntokaavaa
(1.4) seké asymptoottista laajennusta (1.6) saadaan

SDyC=C

“o N I'(—a)l'(m +1)
o r—al ® T(N-a)
szhinoo{ N ] I'(1— a)I'(N)

(x —a)™™ . JT(N —a)
=T o) N
 e—a)

I'l—a)

0

HuomauTUus 4.2. Koska lauseen 3.14 mukaan Griinwald-Letnikovin ja Riemann-
Liouvillen méaritelmét ovat yhtapitavit, myos Riemann-Liouvillen mééaritelmén mu-

kaan
(x—a)™

rl—a)’

ESIMERKKI 4.3. Olkoon f(z) =1, a=0jaa= % Talloin funktion f Griinwald-
Letnikovin ja Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatta on

"DyC =C

1
GL oy _RL P x 2 1
D1l =" Dl =——=——.
0 T 0 T F(%) \/ﬁ
Caputon madritelmén etu Griinwald-Letnikovin ja Riemann-Liouvillen maéritel-
miin verrattuna on, ettd vakion fraktaaliderivaatta on yhteensopiva klassisen deri-
vointituloksen kanssa.

31
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LAUSE 4.4. Olkoon f(x) =C,C e R, 0<n—1<a<n,a€ R, janeN.
Talloin
“DeC = 0.

ToDISTUS. Méiaritelman 2.9 mukaan

1 r 0dt
“DeC = / =0
e F'n—a) /), (x—t)eti—m

4.2. Polynomifunktio

Kuten esimerkissd 2.6 havaittiin, yksinkertaisenkin polynomifunktion Riemann-
Liouvillen fraktaaliderivaatan mé#rittdminen on tyoldsta, silld integraalilaskuissa on
kaytettavd muuttujanvaihtoa. Seuraavassa lauseessa johdetaan polynomifunktioille
Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan kaava.

LAUSE 4.5. Olkoon f(z) = (z —a)’, 0 <n—-1<a <n,a € Ry jap,n € N.
Tdlloin
I'(p+1)

RLpo(p —q)p = —— 2

(x —a)P™.

Tobistus. (Vrt. [19, s. 15-16]). Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan mééri-
telmén 2.5 mukaan

1 v [T (t—a)Pdt
RLDa _ 4P — / )
o De(z—a) L(n—«a)dzm (x —t)a—n+l

Kéyttdmalla muuttujanvaihtoa t = a+s(x —a), jolloin dt = (xr—a)ds, t—a = s(z—a)
jax —t=(xr—a)(l—s), saadaan integroimisrajoiksi

t—a t—a

r—al,_, rT—al,_,
Talloin
1
RL pya (x —a)ds
Do (x—a)’ =
o Dz —a) I'(n — «a)dzm /0 1 - 3)]0‘—”Jrl
— 1 _ n a—1 o \p— oz-l—nd
T —a) dx” /0 s) (xr —a) s
1
— p a+n p+1-—1 1 o n—a—1 d )
Tln —a) o {(x o s (1—ys) s

Oletusten mukaan p € N ja a < n, joten nyt p+1 > 0 jan —« > 0. Talloin maaratty
integraali toteuttaa betafunktion méarittelyehdot (kts. méaéritelmé 1.8). Lauseen 1.9
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ja klassisten derivointisddntdjen mukaan saadaan

ZEDY(x — a)f = ﬁ% [(z —a)P*™B(p+1,n—a)]
B 1 dn o P+ 1)I(n—a)
T T(n—a)da (z—a) F'p+1+n—a)
B 1 Tp+1)In—a) d patn
T(n—a)T(p+1+n—a) dx”(x_a)
I'(p+1)

:F(p+1+n_&)(17—a+n)(p—oz+n—1)...(p—a+1)(x_a)p—a‘

Soveltamalla lauseen 1.3 kohtaa (iii) saadaan

I'(p+1) I'p—a+n—-1)

RLDQ,CE—ap: .ZE—a,pa
o Dz ) I'p+14+n—a) I'p—a+1) ( )
I(p+1) p—a
=— 7 (r—a ,
F(p—oz—l—l)( )
miki oli todistettava. 0

Vastaavalla tavalla voitaisiin johtaa funktiolle f(x) = (z — a)? Caputon fraktaa-
liderivaatan lauseke. Lauseen 3.15 mukaan Caputon fraktaaliderivaatta voidaan kui-
tenkin maarittdd hyodyntamaélla Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan lauseketta.
Seuraavassa lauseessa johdetaan Caputon fraktaaliderivaatan kaava yksinkertaistelul-
le tapaukselle: f(z) = zP.

LAUSE 4.6. Olkoon f(z) =2?, (a=0),p>n—1,0<n—-1<a<n,a€R, ja
p,n € N. Tdilloin
I'(p+1)
Fp—a+1)

Cna,.p p—a
ODmx -

Tobistus. (Vrt. [17, s. 30]) Koska p > n — 1, funktio f on n kertaa derivoituva.
Nyt f0™(0) = 0 jokaiselle m = 0,1,...,n — 1, joten lauseiden 3.15 ja 4.5 mukaan

Pp+1) 0 <= Zme
C na _ a (m)
Dogp — T ) pea 0)—-—
0Ha® I’(p—a+1)x mzzof <)F(m—a—|—1)
_ T+l .
Fp—a+1) '

U

ESIMERKKI 4.7. Olkoon f(z) = z ja a = 5. Nyt p = 1 ja a = 0, joten lauseiden
4.5 ja 4.6 mukaan
I'(2)

()

IV
O R

mikd on yhtapitavad esimerkeissd 2.6 ja 2.10 laskettujen tulosten kanssa.

N
N[

T

8ol

1
MepDzy =§ Dix =
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ESIMERKKI 4.8. (Vrt. [17, s. 31-32]). Tutkitaan tarkemmin funktiota f(z) = x?.
Nyt lauseen 4.6 mukaan funktion Caputon fraktaaliderivaatan yleinen lauseke on

T'(3) 2

C a2 2—a 2—«
D = —" = — )
0= T PE _a)” TG—a)
Lasketaan funktion f fraktaaliderivaatat kertaluvuilla o = }1, %, %, %, 1:
1 Cri2 2 1 z
= - Dix* = 1 1.24x4
Q 1 oDix F<%)x x
1 C e 2 3 3
a=—: D2 = r? ~ 1.50x2
2 0 r'(2)
2 2 2
a=—": OCD;?xQZ - x%%1.68x%
3 I'(3)
4 4 2
a=—: §Dga? = — 5 25~ 1.8225
5) (%)
2
a=1 gDiz—mf:Qx
16 T -
4-deriv ——
12-deriv. ——
14 + 2/ 3-deriv ——

4/5-deriv
1-deriv

D*alpha f(x)

Kuva 4.1. Funktion f(z) = 2? fraktaaliderivaatat.

Funktion f(z) = 22 fraktaaliderivaatan kuvaajat on esitetty kuvassa 4.1. Havai-
taan, ettd kertaluvun a kasvaessa fraktaaliderivaattafunktion kuvaaja ldhestyy en-
simméisen kertaluvun derivaattakuvaajaa f'(x) = 2z. TAmé seuraa lauseesta 3.3.
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4.3. Eksponenttifunktio

Téssi aliluvussa johdetaan funktiolle f(z) = e, X > 0, Caputon fraktaalideri-
vaatan lausekkeet kayttden tarkasteluvélin alarajoina a = 0 ja a = —oo. Derivointi-
kaavoja johdettaessa sovelletaan luvussa 1 méériteltyjé erikoisfunktioita: epéataydellis-
td gammafunktiota ja Mittag-Leffler-funktiota (kts. méaaritelmét 1.5 ja 1.10). Ennen
varsinaisten derivointikaavojen johtoa todistetaan kuitenkin seuraava aputulos:

LEMMA 4.9. Olkoon f(z) =e**, AeR,, 0<n—1<a<n,a€Ry jan €N.
Tdlloin
Opoer = )\a—eAa: (n—a,\N(z —a))
- F(n _ 04)7 ) )
missi y(n—a, A(z—a)) on madritelmdn 1.5 epdtiydellinen gammafunktio parametrein
z=n—ajac= Nz —a).

TobisTus. (Vrt. [19, s. 16]). Caputon fraktaaliderivaatan mééritelmén 2.9 mu-

kaan
1 T )\ne)\t
C na Az
D = dt
a I'(n—«) / (x — t)otl-—n
)\a+1 /:L’ [)\( t)]nfafl N dt
'n—a) /,
Kayttaméalla muuttujanvaihtoa u = Az —t), jolloin t = x— %u ja dt = —%du, saadaan
integroimisrajoiksi
)‘('I - t)|t:a: =0 ja )‘($ - t)|t:a = )‘($ - CL).
Talloin
c N )\()H-l ( ) 0 - 1
JDoet = —(—1 / Ut T e T = du
F(TL - Oé) AMz—a) A
)\a Az )\(:p—a)
A / u" e du.
I'(n—a)j,

Hyoddyntamaélla epatdaydellisen gammafunktion mééritelméas 1.5 saadaan lauseke muo-

toon \
A
= F(n——a)%n —a, Az — a)),

mika oli todistettava. O

CDa Az

Seuraavaksi johdetaan funktion f(x) = e** Caputon fraktaaliderivaatta tapauk-
sessa a = 0.

LAUSE 4.10. Olkoon f(z) = e, A€R,,0<n—-1<a<n,a€R, jan€N.
Talloin
§D2eM = N2 E) a1 (M),

missd
k

Ein—at1(A2)
tn-at1 (A7) Zgl“k—l—n—oﬁ—l)
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on mddritelmdn 1.10 Mittag-Leffler-funktio parametrein a =1 jab=n —a + 1.
TobisTus. (Vertaa [19, s. 16-17].) Lemman 4.9 mukaan
)\aekx
I'(n—«a)

Hyosdyntamélla epétiydellisen gammafunktion sarjakehitelméi (1.7) saadaan lauseke
muotoon

= v(n — a, Ax).

Cpoert — —)\aex\m (Az)"" " e M (n — a) i ()"
07T T T (n—a) 'n—a+k+1)

e
Il
=

Soveltamalla Mittag-Leffler-funktion méaéritelmééd 1.10 saadaan eksponenttifunktion
fraktaaliderivaatan lausekkeeksi

C na Az n, n—o
o Doe = N"a" T Ey a1 (AX).

O
ESIMERKKI 4.11. Tapauksessa a = 0 funktion f(x) = e, z > 0, fraktaalide-
rivaatat ovat monimutkaisia lausekkeita. Esimerkiksi, kun a = %, A=1ljan =1,

on )
= 1
“Dze” = xiEL%(x).
Funktion E, (x) alkeisfunktioesitys saadaan taulukosta 1. Siten
erf(y/7)
VT

2 xr
erf(x) = ﬁ/@ et dt

Seuraavaksi johdetaan funktion f(z) = e** Caputon fraktaaliderivaatta tapauk-
sessa a = —0Q.

SIS

1
EDze” = x2e

misséa

on Gaussin virhefunktio.

LAUSE 4.12. Olkoon f(z) = e, AeR,,0<n—-1<a<n,a € Ry jan €N.
Tdalloin
gonge’\x = \%M,

Topistus. (Vrt. [19, s. 16-17]). Lemman 4.9 mukaan

C Dot — )‘a—em (n —a, \(z — (—0))) = /\a—em (n — a, 00)
—oco _F(TL—OC)PY ) _F(n—a)7 ) .
Huomautuksen 1.6 nojalla
)\ae)\m )\ae)\x
C o v : . — . — \« Y
“ . Dse = T —a) cli)r?ov(n a,c) T —a) a)F(n a) = A%,



LUKU 5

Fraktaaliderivaatan sovelluksia

Téssé luvussa tarkastellaan homogeenisia lineaarisia vakiokertoimisia fraktaalidif-
ferentiaaliyhtaloitda. Aliluvuissa 5.1 ja 5.2 johdetaan Riemann-Liouvillen ja Caputon
fraktaaliderivaatan Laplace-muunnokset, joita hyodynnetaédn aliluvuissa 5.3 ja 5.4 al-
kuarvotehtéivien ratkaisemiseen. Viimeisessd aliluvussa perehdytdédn yhteen fysiikan
sovellukseen: fraktaalivirdhtelijadn. Luku 5 perustuu lahteisiin [5, s. 104106, 138
139], [15, s. 284], [17, s. 46] ja [23].

5.1. Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos

Kuten aliluvussa 1.5 todettiin, funktiolla f : [0, 00) — R on Laplace-muunnos, jos
funktio f on eksponentiaalista kertalukua vakiolla K ja se on paloittain jatkuva (kts.
mééritelmé 1.14). Koska tarkasteluvili on [0, 00), fraktaaliderivaatan alarajaksi ase-
tetaan @ = 0. Valinta on perusteltu myos kaytdnnon ndkokulmasta, silla esimerkiksi
ajan alkupisteeksi on luontevaa asettaa ¢t = 0.

Aliluvun 5.3 alkuarvotehtdvaa varten tarvitaan Riemann-Liouvillen fraktaalideri-
vaatan Laplace-muunnos. Ensiksi kuitenkin johdetaan kertaluvun « fraktaali-integraa-
lin Laplace-muunnos:

LAUSE 5.1. Olkoon S = {s € C: Re(s) > K} ja olkoon F : S — C funktion f :
[0,00) — R Laplace-muunnos. Tdlloin funktion f kertaluvun o, o € Ry, Riemann-
Liouuwillen fraktaali-integraalin Laplace-muunnos on

LD f(x)) = s “F(s), x> 0.

Tobistus. (Vrt. [5, s. 104]). Kirjoitetaan mééritelmén 2.4 fraktaali-integraali
funktioiden g(x) = 2! ja f(x) konvoluutiona (kts. méritelmé 1.21):

BLpa f(c) = ﬁ / - 0 () dt = ﬁ

Mééritelmén 1.14 mukaan funktion g(z) = 2! Laplace-muunnos on

7 f().

G(s) = L(z* ") = / ettt
0
Kéyttdmélld muuttujanvaihtoa ¢ = %, jolloin dt = %du, saadaan lauseke muotoon

e8] U a—1 1 oo
— —u [ 2 Zdu = s —u, a—1 du.
G(s) /0 e <s) Jdu=s /0 e u u

Vertaamalla epéoleellista integraalia gammafunktion maaritelméén 1.1 havaitaan, et-
ta
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Soveltamalla konvoluutiolausetta 1.22 saadaan Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalin
Laplace-muunnokseksi

LG D f(2) = 5= G(s)F(s) = =T (a)s " F(s) = s~ "F(s).

0

Nyt, kun fraktaali-integraalin Laplace-muunnos on johdettu, voidaan johtaa Riemann-
Liouvillen fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos.

LAUSE 5.2. Olkoon S = {s € C: Re(s) > K} ja olkoon F : S — C funktion f :
[0,00) — R Laplace-muunnos. Tdlldin funktion f kertaluvun o Riemann-Liouvillen
fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos on

n—

1
L D f(w)) = s"F(s) = Y s* [(" Dy f(@)]

k=0
missix >0,0<n—1<a<n,acR; janeN.

Tobistus. (Vrt. [5, s. 105]) Mééritelmén 2.5 mukaan kertaluvun « fraktaalideri-
vaatta saadaan derivoimalla (n — «)-kertaista integraalia, joten merkitain

0D f(x) = g"(x),

missé
1 x
_RL n—(n—a) — _ p\n—a-1 < m—
g(xz) =" D, f(zx) —F(n—a)/o (x —1) f(t)dt, 0<n—-1<a<n.
Lauseen 1.23 mukaan
n—1
(5.1) L(F"DS f(x)) = s"G(s) = > s* g+ 1(0),
k=0
missé,
(5.2) G(s) = s (s)

lauseen 5.1 nojalla. Klassisen derivaatan ja fraktaali-integraalin additiivisuudesta (kts.
lause 3.11) seuraa, etté

(5.3)
dnfkfl

gD (@) = o D) f ) < D) () < DI f (),

Sijoittamalla lausekkeet (5.2) ja (5.3) lausekkeeseen (5.1) saadaan Riemann-Liouvillen
fraktaaliderivaatan Laplace-muunnokseksi
n—1
L(GEDf () = s°F(s) = 3 " [{*DI 7 (@)] -
k=0

O

Riemann-Liouvillen fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos on mainittu useissa frak-
taalidifferentiaaliyhtéloita késittelevissd teoksissa (kts. esim. [5, s. 105], [15, s. 284]
ja [22, s. 123]). Sen haitta kuitenkin on, ett se siséltédd arvoja [FLD™ 1 f(z)]
joille ei ole 16ydetty fysikaalista tulkintaa.

=0’
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5.2. Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos

Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalin Laplace-muunnoksen avulla saadaan joh-
dettua Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnos.

LAUSE 5.3. Olkoon S = {s € C: Re(s) > K} ja F': S — C funktion f : [0,00) —
R Laplace-muunnos. Tdlloin funktion f kertaluvun o Caputon fraktaaliderivaatan
Laplace-muunnos on
-1
LE D2 f(2)) = sta=t=D 9 0),
k=0
missix >0,0<n—1<a<n, acR; janecN.

3

Tobistus. (Vrt. [5, s. 106]). Kirjoitetaan Caputon fraktaaliderivaatan mééritel-
mé 2.9 Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalin avulla:
(5.4) SDof(x) =8F D ("Yg(x), 0<n—-1l<a<n,
missé
g(x) = ["(2).
Hyodyntamélla Riemann-Liouvillen fraktaali-integraalin Laplace-muunnosta (kts. lause
5.1) saadaan

(5.5) LD f(2) = LEEDZ g(a)) = s~ G(s),
(5.6) G(s) = L(f™(x) = s"F(s) = 3 s+ o)

lauseen 1.23 nojalla. Sijoittamalla lauseke (5.6) yhtdloon (5.5) saadaan Caputon frak-
taaliderivaatan Laplace-muunnokseksi

(5.7) L(§Dg f(2)) = s"F(s) = y_ sV f8(0).

0

3
—_

B
Il

O

Koska funktion arvolle f(0) ja derivaattojen arvoille f'(0) ja f”(0) on fysikaali-
nen tulkinta (esimerkiksi f(0) alkupiste, f’(0) alkunopeus ja f”(0) alkukiihtyvyys),
Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnosta kiytetddn muun muassa fysiikan so-
velluksissa [21].

5.3. Alkuarvotehtivi Riemann-Liouvillen mukaan

Seuraavissa aliluvuissa sovelletaan Laplace-muunnostekniikkaa fraktaalidifferen-
tiaaliyhtaloiden ratkaisemiseen. Yleisesti, differentiaaliyhtéalon ratkaisuprosessissa on
seuraavat kolme vaihetta:

(1) Differentiaaliyhtdlon molempien puolien Laplace-muunnosten méérittdminen.

(2) Yhtélon ratkaiseminen termin L(y(t)) = Y (s) suhteen.

(3) Yhtélon L(y(t)) = Y (s) molempien puolien kéénteisten Laplace-muunnosten
médrittdminen. T&llsin yhtdls saadaan muotoon y(t) = L~(Y(s)), joka on
differentiaaliyhtdlon ratkaisu.
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Sovelletaan ratkaisumekanismia ensin tavalliseen differentiaaliyhtdloon:
ESIMERKKI 5.4. Tarkastellaan seuraavaa alkuarvotehtiavaé:

y'(t) —yt)=0, ¢t>0,
y(0) = co,
y'(0) = a1

Vaihe (1): Méaritetain yhtélon molempien puolien Laplace-muunnokset.
Soveltamalla Laplace-muunnoksen lineaarisuutta (kts. lause 1.20) ja derivaatan
Laplace-muunnoksen kaavaa (kts. lause 1.23) saadaan

Y (s) — sy(0) —3/(0) = Y(s) = 0.
Vaihe (2): Ratkaistaan ylla olevasta yhtélosta Y(s).
Y(s)(s* = 1) = sy(0) +/(0)

S 1
2 100—1— 2 101.

Y(s) =
Vaihe (3): Mééritetaan kadnteiset Laplace-muunnokset puolittain.

Léhteen [26] mukaan on

1

s2 —

§2 —

L‘l[ i J:cosh(t) ja L‘l{ J:sinh(t),

joten differentiaaliyhtdlon ratkaisuksi saadaan
y(t) = ¢y cosh(t) + ¢ sinh(t).

Tarkastellaan seuraavaksi fraktaalidifferentiaaliyhtéloita. Tavallisesta alkuarvoteh-
tavistd saadaan fraktaalinen versio, kun klassinen derivointioperaattori korvataan
fraktaaliderivointioperaattorilla. Tehtdvin alkuarvot ovat vastaavasti fraktaalideri-
vaatan arvoja tarkasteluvilin alarajalla. Seuraavassa lauseessa tarkastellaan alkuar-
votehtavid, jossa klassinen derivointioperaattori on korvattu Riemann-Liouvillen de-
rivointioperaattorilla.

LAUSE 5.5. Olkoon alkuarvotehtdvd
(5.8)

BEDoy(z) — dy(z) =0, >0, NeR, 0<n—-1l<a<n, a€R, neN,
[(?LDg‘_k_lf(x)L:O =c,, €ER, k=01,....,n—1.

Talloin funktiot
n—1

(5.9) y(@) =) e By aor(Ar?)
k=0

ovat alkuarvotehtivin (5.8) ratkaisuja.
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TobisTus. (Vrt. [15, s. 284-285]). Hyodyntamailld Riemann-Liouvillen fraktaa-
liderivaatan Laplace-muunnosta (kts. lause 5.2) sekd Laplace-muunnoksen lineaari-
suutta (kts. lause 1.20) yhtélo (5.8) saadaan muotoon

1

3
|

s*Y (s) — sk [gLDjfkfly(x)L:O —AY(s) =0
k=0
n—1
s*Y (s) — chsk — Y (s) =0,
k=0

missé Y'(s) on funktion y(z) Laplace-muunnos ja ¢, = [{*Dg % 1y(x)] _ ovat frak-
taalidifferentiaaliyhtélon (5.8) alkuehdot.
Ratkaistaan ylla olevasta yhtalosta Y (s):

n—1

s*Y (s) — chsk —AY(s) =0

n—1

Soveltamalla kéédnteisen Laplace-muunnoksen kaavaa (kts. huomautus 1.19)

[ s 51 a
L o = E. 5(—Az®)

arvolla f = a — k sekd hyodyntamélla Laplace-muunnoksen lineaarisuutta yhtéalo
saadaan muotoon

Y(s) = ickL(a:O‘_k_lEa,a_k()\xo‘)) =1L (Z ckxa_k_lE%a_k()\xo‘)) (|s7*Al < 1).

k=0 k=0
Ottamalla kéddnteiset Laplace-muunnokset puolittain saadaan

n—1

y(x) = chyc“_k_lEa,a,k()\xo‘).

k=0

SEURAUS 5.6. Alkuarvotehtivin (5.8) ratkaisu seuraavissa tapauksissa on:
O<a<l: y(7) = cor® 1 Ego(A2?)
l<a<2: Y(1) = g2 ' By 0(AT%) 4+ 17 2 Eq 01 (A2%).
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ESIMERKKI 5.7. (Vrt. [5, s. 138-139]) Ratkaistaan seuraava alkuarvotehtavé:

ELDZy(x) +y(x) =0, x>0,
-3

Nyt a = %, n=1, A= —1jacy = C, joten seurauksen 5.6 mukaan ratkaisu on
y(x) = C’af%E%é(—x%).

Soveltamalla lausetta 1.12 seké hyodyntamalld taulukon 1 alkeisfunktioesitysta Mittag-
Leffler-funktiolle £ ; (—x) saadaan

v(o) = € (5 = V(o)) = = (G2 = vae Pty

_¢ ( \/i_ﬁ _ exerfc(ﬁ)) |

5.4. Alkuarvotehtivia Caputon mukaan

Téassé aliluvussa tarkastellaan alkuarvotehtévad, jossa derivointioperaattorina on
Caputon derivointioperaattori.

LAUSE 5.8. Olkoon alkuarvotehtdvd

(5.10)
SDy(z) — My(x) =0, >0, ANeR, 0<n—-1<a<n, a€R,neN,
y™®)(0) =, geR, k=0,1,...,n—1.
Talloin funktiot
n—1
(5.11) y(r) =Y cpa B g (Aa®)
k=0

ovat alkuarvotehtivin (5.10) ratkaisuja.

Tobistus. Todistetaan vastaavalla tavalla kuin lause 5.5 (vrt. [17, s. 41-42)).
Hyodyntamélla Caputon fraktaaliderivaatan Laplace-muunnosta (kts. lause 5.3) seké
Laplace-muunnoksen lineaarisuutta (kts. lause 1.20) yhtélo (5.10) saadaan muotoon

—_

n—

s7Y (s) =) s FLyB0) =AY (s) =0
k=0
n—1
s*Y (s) — Z s F e =AY (s) = 0,
k=0

missd Y (s) on funktion y(x) Laplace-muunnos ja ¢, = y*(0) ovat fraktaalidifferenti-
aaliyhtélon (5.10) alkuehdot. Ratkaisemalla yll& olevasta yhtélostd Y (s) saadaan:

n—1 4 k-1
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Soveltamalla kéénteisen Laplace-muunnoksen kaavaa (kts. huomautus 1.19)

[ s*F B—1 a
L m =X Ea,ﬁ(_Ax>

arvolla f = k + 1 sekéd hyodyntamalld Laplace-muunnoksen lineaarisuutta yhtélo
saadaan muotoon

Y(s) = ickL(xkEa,kH()\xa)) =L (i ckxkEa,kH()\xa)) (|s7*Al < 1).

k=0 k=0
Ottamalla kdénteiset Laplace-muunnokset puolittain saadaan

n—1

y(xr) = Z e Eo g1 (A2®).

k=0

SEURAUS 5.9. Alkuarvotehtivin (5.10) ratkaisu seuraavissa tapauksissa on:
O<a<l: y(x) = coEBu1(Az?)
l<a<2: y(x) = coBu1(Az®) + craEy o (Ax?).

ESIMERKKI 5.10. (Vrt. [17, s. 46]) Ratkaistaan seuraava alkuarvotehtavé:

{OCDéy(w) —y@) =0, x>0,
y(0) = 1.

Nyt o = %, n=1, A=1jacy=1, joten seurauksen 5.9 mukaan ratkaisu on

y(@) = Epa(ot).

Soveltamalla funktion E%J(—x) alkeisfunktioesitystd (kts. taulukko 1) saadaan rat-
kaisuksi

y(z) = eV erfe(—/x) = e*erfe(—/).

5.5. Fraktaalinen viridhteliji Caputon mukaan

Yksinkertainen harmoninen vérahtelyliike on klassisen fysiikan kulmakivid. Se on
perustana esimerkiksi aalto-, &4éni- ja sihkoopin teorialle. Liséksi atomifysiikan ilmioi-
td, kuten molekyylien vérdhtelyéd, voidaan approksimoida yksinkertaisella harmoni-
sella vardhtelijalla.

Yksinkertaisen harmonisen vérédhtelijan klassinen liikeyht&lé on

d*x
(5.12) mW + kx =0,
missd m on kappaleen massa ja k on ns. jousivakio. Vérdhtelijan fraktaalidifferentiaa-
liyhtélo saadaan, kun klassinen derivointioperaattori korvataan fraktaaliderivointio-
peraattorilla:

d 1 d*

— I
dt — npt—odte
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missé j% tarkoittaa Caputon fraktaaliderivointioperaattoria ja n on fraktaalista aikaa

kuvaava parametri. Nyt yhtélo (5.12) saadaan muotoon

m d2a
mﬁx—i—kl’:o, O<a<l

an o1 k
—Oé) .
dt2a$+7’]( E$—O
Merkitsemdlld w? = n*!"®w? missi w? = £, saadaan vérihtelijin fraktaalidifferen-
tiaaliyhtaloksi
an 5
Seurauksen 5.9 mukaan fraktaalidifferentiaaliyhtélon (5.13) ratkaisu on
(5.14) z(t) = (0) Eya (—wit?™™) + 2/ (0)t Baq o (—wit>).

HuomAuTus 5.11. Kun a = 1, yhtélo (5.13) palautuu klassiseksi differentiaaliyh-

taloksi (5.12), silli
1 d¢ _d
ni=o dte Cdt’

ESIMERKKI 5.12. Jos valitaan fraktaalidifferentiaaliyhtdlon (5.13) alkuehdoiksi
z(0) =1 ja 2/(0) = 0, saadaan yht&lon ratkaisuksi
(5.15) 2(t) = Eaq1(—wit*).
Kun a — 1, funktio z(¢) ldhestyy raja-arvoa

hml Eaa(—wit™) = Eyp(—w?t?) = cos(Vw?t?) = cos(wt),
a—

a=1

missé Mittag-Leffler-funktion Es;(—w?t?) alkeisfunktioesitys on saatu taulukosta 1.
Koska saatu raja-arvo on klassisen differentiaaliyhtélon ratkaisu, valituilla alkuehdoil-
la yhtélo (5.13) kuvaa fraktaalista virdhtelijas. [23]

Lihteessé [24] on tutkittu numeerisesti, miten fraktaalivirahtelijin kayttaytymi-
nen vaihtelee ajan funktiona ja miten tdmé vaihtelu riippuu parametrista «. Laskut
osoittavat, ettd fraktaalivaradhtelija kdyttdytyy vaimennetun harmonisen vérihteli-
jén tavoin, kun « < 1. Toisin sanoen, fraktaalivirihtelijin liike on varahdysliiketta,
mutta vardhtelyn amplitudi pienenee ajan funktiona. Mitd pienempi parametrin o ar-
vo on, sitd nopeammin amplitudi vaimenee kohti nollaa. Amplitudin vaimenemisesta
johtuen on odotettavissa, etté fraktaalivaridhtelijan kokonaisenergia ei ole vakio.

Klassisen harmonisen vérédhtelijin tapauksessa sen kokonaisenergia siilyy, kun
systeemi on eristetty. Kun harmoninen véréhtelija on vuorovaikutuksessa ympéariston
kanssa, energiaa siirtyy vaimenemisen kautta. Koska fraktaalivardhtelijaan ei vaikuta
ulkoisia voimia, liikkeen vaimenemisen oletetaan olevan sisédistd. Vaikuttaa siis silté,
ettd fraktaalivardahtelija ei voi muodostaa lainkaan eristettyd systeemié, koska vai-
menemismekanismi on sen siséinen ominaisuus. Toistaiseksi on vield epéselvid, mis-
ta sisdinen vaimenemismekanismi johtuu. Joitakin lausekkeita vaimenemisvoimille on
esitetty (kts. esim. [25]), mutta fraktaaliviaridhtelijin dynamiikkaan liittyy vield paljon
avoimia kysymyksié.
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