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Taman tutkimuksen tarkoituksena oli selvittéad, ngiikd ylakoulun matematiikan
opetuksessa Kkasitteiden hierarkioita ja jos egiintyiin millaisia ne ovat.
Tutkimuksessa kuvailtiin, kuinka kasitteiden hi&rat rakentuvat opetuksessa ja miten
opettajakokemus vaikutti hierarkian ilmenemiseemkimus toteutettiin osana MUST-
projektia, joka tutkii luokkahuonevuorovaikutustat@matiikan tunneilla ja kasitteiden
opettamista sosiokulttuurisesta nédkdkulmasta.

Tutkimukseen osallistui kuusi matematiikan ylakoulaineenopettajaa. Aineisto
muodostui 30 oppitunnin litteraatista sek& kysehddkeilla keratyistd opettajien
taustatiedoista. Tutkimusmenetelmina toimivat gsénalyysi ja fenomenografia.

Tutkimuksen tulokset osoittivat, ettd ylakoulun eraatiikan opetuksessa muodostuu
selkeitd kasitteiden hierarkioita. Kasitteet eivakentuneet hierarkkisesti jokaisella
oppitunnilla, vaan niiden rakentuminen oli oppiiud opettajakohtaista. Matemaattiset
kasitteiden hierarkiat voivat rakentua perus-, géa-ylakasitteiden tasoille. Eniten
opetuksessa ilmeni peruskasitteita, joiden runs@r@nennakoi usealle kasitteen tasolle
rakentuvaa hierarkiaa. Mitad moniulotteisemmastatésosta oli kyse, sitd vdhemman
siina esiintyi kasitteita. Aineiston perusteelladaan todeta, ettd matematiikan opetus
voi usein typistya peruskasitteiden tasolle. Ogpatusulisi rakentaa tietoisesti
kaksiportaisesti alakasitteidenkin tasolle tai t@dntoisesti kolmiportaisesti, jolloin
opetuksessa esiintyy myo6s ylakasitteitd. Taméa autiimion syvallisemmassa
ymmartamisessa, joka on myds matematiikan opetuksskeinen tavoite.

Asiasanat: matemaattisten kasitteiden hierarkiaiokonstruktivismi, matematiikan

opetus ylakoulussa, sisallénanalyysi, fenomenagrafi
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1 KASITTEET MATEMATIIKAN OPETUKSESSA

Matematiikan osaamisen tarve on taman paivan yaeassa lisaantynyt.
Peruslaskutaitojen hallinnan lisaksi tarvitaan mgdselaman matematiikan taitoja ja
sovelluskykya. (Korhonen 2006, 190.) Kasitteidenmamtaminen on keskeinen tekija
matematiikan oppimisessa ja niiden omaksuminen uwi@El merkittavasti

kokonaisvaltaiseen suoriutumiseen matematiikassakke uuden asian esittelyyn ja
harjoitteluun oppitunneilla liittyvia tutkimuksia no aiemminkin tehty, opetuksessa
rakentuvia konkreettisia kasitteiden hierarkioita rjiiden muodostumista on tutkittu
vain vahan (ks. esim. Hiebert ym., 2003). Opettaj@naa ymmarrysta opetettavia
kasitteitd kohtaan ei ole juurikaan tutkittu, vaakka&ma vaikuttaa merkittavasti

opetusmenetelmien valintaan (Griffin ym. 2009, 321)

Eritoten heikko koulumenestys matematiikassa orsaasti mielenkiintoa heréttava
tutkimusaihe (Moran 2011, 2). Arviolta 3-6%:lla HKoikdisista lapsista on
oppimisvaikeuksia matematiikassa. Jos mukaan otetaalda ne oppilaat, joiden
opetusta ei matematiikassa ole eriytetty vaiket&kdmiolimatta, on maara suurempi.
(Bull & Espy 2001, 93.) Tutkimustrendin mukaisesikeudet matematiikassa on aina
mielletty niille oppilaille, jotka ovat matemaattia kyvyiltddn heikkoja (Mazzocco &
Meyer, 2003; Watson & De Geest, 2005). Bullin jaoys (2001, 94) mukaan kyseisen
seikan myo6ta matemaattisia oppimisvaikeuksia orkittut runsaasti juuri niiden
oppilaiden kohdalla, jotka kamppailevat matemaaiss toimintatavoissaan ja

kognitiivisissa prosesseissaan.

Matematiikan oppimisvaikeuksia tarkasteltaessa oitekkin tarkeaa ottaa huomioon
myds opetuksellinen ndkodkulma. Griffinin, Jitendjar,eaguen (2009, 319) mukaan on
merkittavaa tutkia, kuinka oppilaat muodostavat emneattisia kasitteitd omien
toimintatapojensa kautta ja miten suuri merkitystogsella on kyseisissé prosesseissa.
Allsopp, Lovin, Green ja Savage-Davis (2003, 30®yoktavat sitd, kuinka jokin
ongelma opetuksessa tai opetuksen sisalléssa vdé teppimisesta haastavaa, ja siksi
opettajan on pohdittava tata laadukkaamman opatuted@amiseksi. LaAhestymistavan
mukaisesti ajatus oppimisvaikeudesta yksilon ongebnjaa taka-alalle ja tutkimuksen

keskidoon nousee opettajan pedagogiikan seuraulsengva vaikeus matematiikassa.



Onkin todettu, ettd oppimisen laatuun vaikuttaa muuuassa opettajan patevyys
selittda termeja ja kasitteitd sekd tarjota opllaimonipuolisesti esimerkkeja

matemaattisista kasitteista (Griffin ym. 2009, 320)

Edella mainittujen tulosten takia yksilon vaikeuwksija diagnosoinnin rinnalla tulisi
tutkia opetusta. Tutkimus on olennaista, jotta opgia voidaan ymmartaa
kokonaisvaltaisemmin ja nain ollen parantaa (Griffin. 2009, 320; Hiebert ym., 2003).
On osoitettu, ettd matematiikassa kommunikaatieoimteraktioon luokassa perustuvat
opettaminen ja oppiminen vaikuttavat toisiinsa f@riym. 2009, 320; Zolkower &
Shreyar, 2007). Lindgrenin (2004, 386) mukaan mthkisen tulisi keskittyd myos
opettajan asenteisiin matematiikkaa kohtaan ja méejatuksiin siitd, kuinka kyseista
oppiainetta tulisi opettaa. Opettajan asenne ofsetihtaan on ratkaisevassa asemassa
matematiikan oppimisen kannalta. Opettajan omatisgaallit vaikuttavat siihen, mitka
sisallot tama valitsee opetettavaksi, kuinka opetgsnisoidaan ja millainen on taman

oma rooli matematiikan opettajana.

Kasitteiden rakenteen tutkimus antaa viitteitd asiitulisiko oppilaan vaikeuksien
iimetessa siirtyd opetuksessa taaksepdin. Syitdmiggn haastavuudelle ei etsita
uudesta opetettavasta asiasta, vaan tarkastellaginka oppilas on rakentanut
perustukset opetettavalle asialle. Oppimista asagsisa tarkastellaan, onko kaikki
aikaisemmin opetetut kéasitteet opittu uuden asippimisen edellyttamalla tavalla.
Seuraava kuvio mallintaa sité, kuinka oppilaan &agcoppia yksi matemaattinen kasite

vaikuttaa seuraaviin hierarkian portaisiin.

KaS|te
(ongelma)
(ongelma) Kisite

(ongelma)
_

KUVIO 1. Esimerkki kasitteiden hierarkkisesta rakkgnisesta ja ongelmasta hierarkian

<

portaalla



Tama tutkimus on toteutettu osana laajempaa MUS$jJektia (Matematiikan
oppimisen sosiokulttuurinen tausta, Bjorn & Vehksikio2012, kasikirjoitus tekeilld)
joka tarkastelee matematiikan oppituntien luokkatmvmiorovaikutusta
sosiokulttuurisesta nakokulmasta. Tutkimuksen téwkeena on selvittdd, esiintyyko
ylakoulun matematiikan opetuksessa kasitteidenati@ita ja jos esiintyy, niin
millaisia ne ovat. Tarkoituksena on keskittyd kuwaan, kuinka kasitteiden hierarkiat
rakentuvat opetuksessa ja kuinka opettajan koukusta ja kokemus mahdollisesti

vaikuttavat hierarkioiden muodostumiseen ja ilmeiseen.



2 KASITTEIDEN HIERARKKINEN
RAKENTUMINEN JA MATEMATIIKAN OPETUS

Kasitteiden ymmartamisen syventdminen on toinengmretuksen opetussuunnitelman
perusteissa (2004) vuosiluokille 6-9 esitetyistdamatiikan ydintavoitteista. Kasite on
fyysisesta todellisuudesta riippumaton eli univalis&ama tarkoittaa sitd, ettda monilla
kasitteilla ei ole vastinetta ulkoisessa fyysisegsdellisuudessa. (Syrjala ym. 1994,
117.) Stovanovan mukaan (2008, 19) kasitteeseetukueri saantéjd muun muassa
symboleihin ja laskutapoihin liittyen. Kasiteillan garjestelmallisia suhteita toisiinsa
nahden ja téllaista k&sitteiden valistda suhdettésutaan hierarkiaksi. Hierarkiassa
kasitteet voivat rakentua joko tasoittain, luokittéai rinnakkain. Hyvin jarjestaytynyt
tieto tuottaa parhaimmillaan selkeén kasitteidezrdrkian, joka voi laajentaa yksilon

tietoutta uusia asiasisaltgja opittaessa. (Coley3004, 218-219.)

Usein matematiikan opettajat keskittyvat opettamaagelmanratkaisussa tarvittavia
prosesseja ja kaavoja. Tassa yhteydessa pitdaistamumyos kerrata ja kayttaa niita
kasitteita, joihin kyseiset tyOkalut perustuvat.e@ystyyli, joka perustuu muistamiseen
ja rutiineihin, edellyttéda talloin oppilailta kagiden kayton osaamista ennen kuin heilla
on varsinaista kokemusta siitéa. (Marshall, 200G&jrivakoussi ja Vosniadou (2004, 56)
kuvailevat tietoa pikemminkin prosessina, jossail§ken jatkuvasti osallisena, kuin
pelkastddn hankittavana tuotteena. Olisi sitenetiik ettd oppilaan kokemukset ja
esikasitykset yhdistettaisiin matematiikan abstmakéirjestelmaan. Talldin oppilaan on
mahdollista omaksua matemaattisia kasitteitd jaentdita kokonaisvaltaisemmin.

(Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet,)2004.

2.1 Matemaattisen kasitteen oppiminen ja esikasitykset

Kasitteella viitataan matemaattisen konstruktiaalliseen muotoon ja sen teoreettiseen
ilmaisuun. Kasitys tai ymmarrys puolestaan tarkeitt kdsitteen pohjalta
muodostuneiden sisdisten assosiaatioiden ja repgesg®iden joukkoa. (Sfard, 1991.)
Késitys on kokemuksen ja ajattelun avulla muodast&tva jostain ilmiosta, jolla
luomme maailmakuvaa (Coley ym. 2004, 218; Syrjam. y1994, 117). Kasitteet
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muodostavat hierarkioita, mika tarkoittaa niill&wehn jarjestelmallisia suhteita toisiinsa
nahden (Coley ym. 2004, 218). Oppilaiden muodostasmkasitykset ja niiden

vaikutus matemaattisten kasitteiden oppimiseenllon wseiden tutkimusten fokuksessa
(Panasuk, 2010). On tutkittu, kuinka kasitteidppiminen perustuu yksilon kognitioon
ja kuinka matematiikan opettaja voi taten tehos@sitteen oppimista hyddyntamalla

oppijan aiempaa kokemusmaailmaa opetuksessaan (MaG& Tall 2010, 169).

Matematiikan oppimisessa korostuu yhteisten sopi@musmaksuminen. Uuden asian
oppiminen tarkoittaa muutosta vanhassa tietoraksste N&aihin muutoksiin ja uuden
oppimiseen vaikuttaa vahvasti oppilaiden omat ekolkdsitykset ja mahdolliset vaarat
kasitykset. Oppiminen edellyttdd yksilolta omiensikgsten muuttamista yleisesti
hyvaksytyiksi ja tieteellisesti pateviksi. (McGowef Tall 2010, 170; National
Research Council 2004; Vamvakoussi & Vosniadou 206%.) Matematiikan
oppiminen ei ole ainoastaan prosessi, johon ylaskilistuu. Matematiikan oppiminen
on myoOs tietoa, joka syntyy monimutkaisessa sdsesda kanssakaymisessa.
Oppiminen tapahtuu matematiikassa paasaantbisestntantijan johdolla ja
oppisisallét ovat objektiivisia, usein kaytannomedista irrallisia. Opetuksessa tulisi
kuitenkin aina, kun se on mahdollista, pyrkid takksenmukaiseen
ongelmanratkaisuun, jonka konteksti voidaan liittégs oppijan arkeen. (Jayanthi ym.
2008, 2-3.)

Kun matematiikan opetuksessa otetaan huomioon appgman ajatteluprosessin
luonne, voidaan tukea matemaattisten kasitteidekentamista sek& niiden
ymmartamista. Jos opetus litetdan oppilaan omaakerkusmaailmaan, voidaan
kasitteiden oppimista tehostaa. Opetuksen ei slisi (passivoida oppilaita, etenk&an
matematiikan opetuksessa, kun oppilaalta vaaditadoa pystya jdsentamaan uutta
tietoa ja symboleita. (Allsopp ym. 2003, 315; Aedly ym. 2005, 55-57.) Zain, Rasidi
ja Abdin (2012, 324) korostavat sitd, kuinka opstuk tulisi rohkaista oppilaita
yhdisteleméaéan uutta tietoa aiemmin opittuun ja éiattaa oppilaita matemaattiseen
ajatteluun, jossa kéasitteet on yhdistetty loogistisrarkioiksi. Opetusprosessin tulisi
perustua siihen ajatukseen, etta oppija huomaana@ssa tietorakenteessaan ristiriidan,

joka hanen on korjattava (National Research Co@@ti4).
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Opetuksen suunnittelijat usein keskittyvat oppimiseiin sanottuihin positiivisiin
puoliin, jolloin opetuksen keskidossa ovat kasitteptita oppija tarvitsee tulevia
oppisisaltéja varten. Voidaan puhua oppisiséllonraavasta tasosta. Esikasityksia
huomioon otettaessa tulisi kuitenkin muistaa myoshdolliset “negatiiviset”
oppimiseen vaikuttavat tekijat — oppilaalla voiaolinyds ristiriitaisia esikasityksia
uudesta asiasta. Tall6in uuden asian omaksuminesikasitysten muuttaminen voi olla

haastavampaa ja vaatia enemman aikaa. (McGowerll&0%0, 170.)

2.2 Kasitteiden hierarkioiden opettaminen

Kasitteiden universaalius on matematiikassa hylersta, mikéa tarkoittaa kasitteiden ja
kaavojen mahdollista oppijan ulkomuistin varaan ugarmista. Matemaattisessa
kaavassa voidaan ndhda olevan kyse tietyn yhteiggimuksesta ja sen kayttoon liittyy
joukko yhteisia ehtoja. (Vamvakoussi & VosniadolD2057; Voutilainen ym. 1991;
Syrjala ym. 1994, 117.) Tamankin takia opetussueifmassa tulisi keskittya tiettyjen
avainkasitteiden ja niiden valisten mielleyhtymiesyvempaan ja laajempaan
selittamiseen ja ymmartamiseen. Opetuksessa titsa huomioon niin matematiikan
maailman sisalla tapahtuva kuin arkitodellisuudankiuomioiva opetus. Nain on
todennakoisempaa, etta kasitteiden vaarinymmalitgikga —yhdistelyilta valtytaan.
(Allsopp ym. 2003, 315; Vamvakoussi & Vosniadou 20@4.) Zain ja kumppanit
(2012, 319) esittavatkin useita opetusmenetelmiderk induktiivinen oppiminen ja
oppilaskeskeinen oppiminen, joita opetuksessa tiatmalla kasitteet voisi paremmin

yhdistaa oppijan arkitodellisuuteen.

Matemaattisten  kasitteiden  hierarkioiden  rakenttanis tarkasteltaessa on
kokonaisvaltaisen oppimisen kannalta ensiarvoiggtefia, etta hierarkian jokainen taso
on opittu perusteellisesti. Oppilaan tulee ymmanka&itteiden valisia suhteita seka
niiden vaikutuksia laskuoperaatioihin, jotta matattiaen perustelu on mahdollista
(Griffin ym. 2009, 320). Oppimisen myodta mieleenguétamisesta tulee oppilaalle
helpompaa ja uutta opetettavaa asiaa voidaan omdksgisesti jo aiemmin opitun

varaan. Oppilas kykenee luomaan sulavia ajatusihi@y kun opetus ottaa oppijan
oman kokemusmaailman huomioon (Ediger 2012, 238ffilsja muut (2009, 320)
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toteavat laadukkaan opetuksen, jossa kasitteetntiakat hierarkkisesti, saavan jo
itsessaan sosiokonstruktivistista oppimiskasitysk@via piirteitd. Kuviossa 2 esitellaan
Ichisen ja kumppaneiden (2001) malli kasitteideerdnikkisesta muodostumisesta.
Samankaltaista moniportaista hierarkkista mallinséan hyédynnetddn myohemmin

tutkimuksen menetelmaosiossa sisallonanalyysinnake

KUVIO 2. Kaksi kasitteiden hierarkiaa C1 ja C2 sékdme kasitteiden muodostukseen
vaikuttavaa informaatiol&hdetta 11, 12 ja I3 (lahigm. 2001, 101).

Kuvio 2 havainnollistaa matemaattisten kasitteidemmiulotteista rakentumista useille
kasitteiden tasoille. Matemaattisten kasitteidererdrkkinen jasentyminen auttaa
oppijoita omaksumaan yksittdisia kasitteitd paremjpaiedelleen ymmartamaan niiden
valisten suhteiden luonnetta. Taman takia on tdrkesitd opettaja suunnittelee
opetuksen huolellisesti. Parhaimmillaan opetus dekepijalle mahdolliseksi tutkia
kasitteiden valisia yhtalaisyyksia ja eroavaisuakgiStoyanova 2008, 17, Zain ym.
2012, 319.)

On tutkittu, ettd visuaalisten mallien hy6dyntamnminekasitteiden hierarkioita
opetettaessa on hyoédyllista. Ensinnakin se on ligetpppimistyylille ominaista.
Toiseksi, pienen tekstimdaran kayttdé mahdollistdeisgsti kasitteen helpomman
omaksumisen. Ennen kaikkea visuaalinen esittamimearainnollistaa eri kasitteiden
valiset suhteet. (Stovanova 2008, 18.) Jos oppHiagsimerkiksi ymmarra jotain
monimutkaista matemaattista kasitettd, on opetustednalla mahdollisesti suuri
merkitys. Opettajan tulisi aina pyrkia tuomaan ofseen konkreettisempia

opiskelutapoja, joiden avulla pienin askelin oppilaoppii laajemman ja
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monimutkaisemman abstraktin kasitteen. Oppilaillgisit olla mahdollista pystya
yhdistamaan opetetut kasitteet suurempaan opedatiagihealueeseen, toisin sanoen

matemaattisten kasitteiden hierarkiaan. (Edige22@35-236.)

2.3 Kognition yhteys kasitteen oppimiseen

Kasitteiden avulla muodostettu kasitys voidaan @akdnstruktiona, jonka varassa
ihminen edelleen jasentdaa uutta asiaa koskevaaati€Byridla ym. 1994, 117).
Aikaisemmissa osioissa osoitettiin, etta kasittestentuvat hierarkkisesti toisiinsa
nojautuen. Taten on merkittavaa tutkia, kuinka puliisitteen ymmartamisessa ja
siihen vahvasti liittyvd kognitio voi aiheuttaa keuksia matematiikassa — jopa
matemaattiseen oppimisvaikeuden. Matematiikka oppena siséltdéad useita eri
ulottuvuuksia ja sen hallinta vaatii monia kognigSia prosesseja (Service & Lehto
2005, 242).

Kognitio tarkoittaa tiedon vastaanoton, kasittelgn varastoinnin erilaisia muotoja.
Matemaattisessa kognition tutkimuksessa keskitython muassa muistin prosessien
kayttoon matemaattisten ongelmien ratkaisussa. Kogsrneuropsykologiset
matematiikan oppimista tutkivat suuntaukset jaetiahteen, toisistaan poikkeaviin
teoreettisiin malleihin. Toinen on modulaarinen Imajoka korostaa toisistaan
rippumattomia alaprosesseja. Toinen malli korogtasiinsa assosiatiivisesti liittyvia
prosesseja, ja sita kutsutaan integroiduksi mallig@asanen & Ahonen 2005, 210.)
Tassa tutkimuksessa on piirteitd integroidusta istall minka periaatteet ovat
samankaltaisia sosiokonstruktivistisen oppimiskésitn seka kasitteiden hierarkkisen

rakenteen kanssa.

Matematiikassa korostuu jatkuvasti se, kuinka hyugmmat strategiat ja niiden kaytto
on opittu (Griffin ym. 2009, 320). Tama tarkoitta#d, etta oppiminen helpottuu, kun
uusi tieto opetetaan oppilaan kokemusmaailmaagmaia tietorakenteita hyodyntéen.
Matemaattinen  ongelmanratkaisukyky  paranee, kun ilagp tietoisuus

laskutoimituksista ja kasitteista kehittyy (Moral&hute & Pellegrino, 1985). Kaikkeen

tarkoituksenmukaiseen oppimiseen liittyy objekti @pimisen kohde seka tapa, milla
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se omaksutaan (Patton 2001, 484). Tama liittyy mygimtemaattisten kasitteiden
oppimiseen, kun abstrakti asia tulee kasitteellistainkd jalkeen sen opettaminen ja
oppiminen on mahdollista koulussa. Kieli vaikuttggpimiseen myds siksi, ettd oppija

kayttaa sisaista puhetta omaksuessaan uutta (igaoaym. 2012, 321).

Kognitiivisista toiminnoista mieleen palauttamin@m olennainen taito kasitteiden
hierarkioita muodostettaessa. Jotta mieleen palauten on mahdollista, tulee
oppilaan kyeta useisiin kognitiivisiin prosessejhimten tydmuistin sujuvaan kayttéén
ja kasitteenmuodostukseen (Moran 2011, 15). Oppilaakeus palauttaa jo aiemmin
opittua mieleen vaikeuttaa matematiikan oppimistalloin kerran onnistuneesti opittu
tieto voidaan muistaa vaarin eli palauttaa mieladmeellisesti, mika johtaa virheisiin ja

ristiriitoihin laskutoimituksissa. (Allsopp ym. 280313.)

Muistin vaikutusta oppimisvaikeuksiin on tutkittalpn (Swanson, Cochran, & Ewers,
1990; Swanson & Saez, 2003). Vaikka oppilailla ksi@mngelmia aistitoimintojensa
kanssa, voi heille silti olla haastavaa tulkita er@i@ansa ja kuulemaansa. Oppilas voi
esimerkiksi ndhdd matemaattisen ongelman luokkatemontaululla ja pyrKii
kirjoittamaan numerot, symbolit ja kirjaimet vihkega muistia hyddyntaen. Oppilas
yrittdd Kirjoittaa matemaattisen tehtavan paperitfeutta ei kykene kopioimaan sitéa
ilman virheitd. TAma johtuu héiriosta oppilaan kedlermostossa, jonka tehtdvana on
vastaanottaa visuaalinen viesti ja muuttaa se nsen muotoon. Sama ongelma voi
ilmetd myo6s auditiivisen informaation prosessoisais(Allsopp ym. 2003, 312.) Zain
ym. (2012, 320) kuvailevat oppimista aktiivisenaog@ssina, joka vaatii oppijalta
sensoristen arsykkeiden ja niihin pohjautuvien tkéisien tunnistamista. Muisti on
jatkuvasti osana oppimisprosessia. Esimerkiksimedttiset tiedot ovat tallentuneet

oppijan pitkakestoiseen muistiin (Service & Leh@3, 242).

Oppimisessa voidaan puhua myds siirtovaikutuksestasiitd, kuinka uutta opittua
tietoa pystytaan liittdmaan aiempiin tietorakenteiga taman myota soveltamaan
tietyssa asiayhteydessa opittua myds muihin asgihbiin. Siirtovaikutuksen maara

riippuu siita, kuinka paljon aiemmin opitun ja undasian valilla on paallekkaisyytta.
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Se, millaisia kasitteellisia karttoja muodostetaanippuu asioiden yhteisien

kognitiivisten elementtien maarasta. (National Resie Council 2004.)

Metakognitioon puolestaan liittyy oppilaan kyky dksaa toimivia oppimisstrategioita,

arvioida niiden tehokkuutta ja muuttaa niitd tarpeatiessa. Oppilas, jolla on vaje
metakognitiivisissa kyvyissaan, ei valttamatta etledosta mahdollisuutta hyodyntaa
tiettyja strategioita matemaattisen tehtavan ragamiseksi. Ongelmat metakognitiossa
tulevat esille etenkin silloin, kun oppijan odogatakayttavan jo oppimiaan strategioita
uusien kasitteiden yhteydessa. (Allsopp ym. 20031.)3Opetuksessa tulisi rohkaista
oppilaita etsimdan itselleen sopivia tapoja ongehatkaisuun (Ediger 2012, 236).

Talloin tehtavéa- ja aihekohtainen strategian saveihen helpottuisi.

Ediger (2012) toteaa opettajien kayttamien keinggemallien uusia asioita opetettaessa
olevan vahemman tutkittuja aiheita tarpeellisuuatast huolimatta. Esimerkiksi
opettajan tukeutuminen padasiassa vain yhteeriraigtkeeseen kuten nakéon, uutta
kasitettd opettaessaan, voi hidastaa oppimista. il@pp joilla on vaikeuksia
kognitiivisessa prosessoinnissa, eivat valttamatyene omaksumaan opetuksen
sisaltbd. Tastd seuraa puutteita kasitteiden kokealdaisessa oppimisessa. (Allsopp
ym. 2003, 312.)
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3 SOSIOKONSTRUKTIVISMI MATEMATIIKAN
OPETUKSESSA

Oppijalla on usein ylakouluvaiheessa selkeét esifds®t numeroista, huolimatta siita
minka tasoinen oppija on kyseessa. Oppija on muadas omat oletuksensa ja tietyt
padsaannét matemaattisiin  symboleihin liittyen. ©goitettu, ettd jopa ennen
minkaanlaista opastusta lapset muodostavat alust@styksensa numeroista, jotka
perustuvat heidan kokemuksiinsa arkielaman numerof¥amvakoussi & Vosniadou

2004, 59.) Aivot pyrkivat yhdistamaan uutta tiet@nhaan, minka takia on hyodyllista
pohtia yhteyksid oppilaan kokemusmaailman ja madetséen kasitteiden valilla.

Myds ihmisen synnynndiset biologiset mallit vaikwtit merkittavasti siihen, kuinka
kasitteellistamme ja jAsennamme asioita. Nain oflesiokonstruktivistinen, erilaisten
oppilaiden kokemusmaailmat huomioonottava opetus, \@yld tehokkaampaan
matematiikan oppimiseen. (Arzarello ym. 2005, 6djgér 2012, 235; McGowen &

Tall 2010, 171; Zain ym. 2012, 321.)

3.1 Sosiokonstruktivistisen opetuksen periaatteet

Jos opetuksen paatavoitteena on kokeiden lapaigseien tavoite ei tue tiedon
soveltamista tulevaisuuden tyohon tai arkeen @ity On herétty siihen, etta
matematiikan opetuksen paéatavoitteen tulisi ollpilagle kestavien ja sovellettavissa
olevien ajatusmallien opettaminen,  jotka pohjaavaheidan omaan

kokemusmaailmaansa. (The Economist 2014.) Lein042Q0) kirjoittaa siitd, kuinka

sosiokonstruktivismin osaltaan vaikuttaa matematiikoppimiseen ja opetukseen.
Konstruktivismin hengesséa vaaditaan matematiikagtugta, joka on ymmartamiseen
pyrkivdd. Uusi kasite ja asia tulevat ymmarrettavikasta sitten, kun ne tulkitaan
aikaisemmin rakentuneiden kasityksien ja tietojenlla. (Puolimatka 2002; Siljander
2005; Yrjonsuuri 2004, 111-112.)

Kasitteiden opetusta on tarkeda tutkia, koska semllaa voidaan todentaa
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oppia, vaan puutteellisesta opetuksesta jossaitteiden hierarkian portaan vaiheessa.
Ausubelin, Novakin ja Hanesianin (1968) mukaan d#rkopettamiseen vaikuttava
tekija on tiedostaa, mité oppija on jo oppinut. ifNéoidaan parantaa opetuksen laatua.
Ongelma kasitteiden hierarkian alemmilla portajtthtaa ongelmiin myos ylemmilla

portailla.

Zain ja kumppanit (2012, 320) toteavat oppimistaatduvan vasta silloin, kun oppija
kokee uuden asian merkitykselliseksi. Sosiokonsiriskisen oppimiskasityksen

mukaan tieto ei ole opiskelijan ulkopuolella, vaapiskelija rakentaa eli konstruoi
tietoa itse sosiaalisessa konteksteissa ja vudotteisuhteissa (Kauppila 2007, 47,
Zain ym. 2012, 319). Kyseinen nakemys tarjoaa af@le mahdollisuuden kehittda
oppilaan sisdistd motivaatiota ja edistaa mielékasppimista samalla korostaen
oppilaan omaa aktiivisuutta oppijana ja tiedon dungj (Kauppila 2007, 48). Oppimisen
keskidossa on oppilaan siséinen reflektio, jollopittn asia rakentuu oppilaan omien
tietojen ja kokemusten varaan (Kauppila 2007, 5eGédwen & Tall 2010, 170; Zain

ym. 2012, 319). Tamén takia opettajan on hyvat@tainen oppilaiden esikasityksista.
Kuvio 3 kuvaa uuden kasitteen muodostamista, kupesestuu oppijan esikasitykseen.
Kuviossa oppiminen liikkuu kasitteen tasolta tdselmikd kuvaa my6s taman
tutkimuksen hypoteesia. Hypoteesin mukaan Kkasittegkentuvat opetuksessa
hierarkkisesti.

. Kasite Z

® Kasite Y

®asite B,
Kasite X
*Kasite A

Opetuksen my6ta muodostettu
Esikdsitys I:> uusi kasitys, ts. muutos oppijan

tietorakenteessa

KUVIO 3. Esikasitykseen perustuva opetus, joka tapahtuwaiftarh kohti kasitteen
oppimista (mukaillen Syrjala ym. 1994, 120).
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Matematiikan laadullisella oppimisella tarkoitetagksilon tietyn alueen tiedollisen
rakenteen muuttumista. Oppimisen tuloksena skeganatsaiset mallit muuttuvat ja
rakentuvat uudelleen. (Yrjonsuuri 2004, 111; Zaim. Y012, 319.) Zain ja muut (2012,
320) korostavat sitd, kuinka opetuksessa tulisifia enemman pyrkia rohkaisemaan
oppilasta itsenaiseen ajatteluun ja pohtimaan teédén valisia suhteita. Kun oppilas
kiinnittdd huomiota spontaanisti esimerkiksi mdéiith suhteisiin, han harjoittelee
samalla maarallisten suhteiden tunnistamista niimtematiikan tunnilla kuin

arkisissakin tilanteissa (McMullen 2014).

Juuri arkiset tilanteet muodostavat oppijalle yigtkkontekstia, jossa han tarkastelee
oppimaansa. Kyseinen konteksti koostuu kotitaustastekd muista koulun
ulkopuolisista tekijoistd, kuten median vaikutukaeseka harrasteryhmista. Oppilaat
kuitenkin rakentavat tatd oppimisen kontekstia myi#e. He tuovat kouluun ja
luokkaan mukanaan ympar6ivaa kulttuuria, joka vadal opetuksen tavoitteisiin.
(Patrikainen 2012, 57; Uljens 1997, 83-84.)

Tama kulttuuri tulisi huomioida opetuksessa niittd eoppija kykenee rakentamaan
uutta tietoa jo muodostuneisiin konteksteihinsaetulen. Oppilaan turvautuessa
ulkolukuun on matemaattisten symboleiden vaarinkayttodennakoisempaa.
Opetuksessa tulisi pyrkid tekemaan oppimisesta lgllesi merkittavaa siten, etta
oppisisallot litetadn oppijan kokemuksiin ja kawdon. (Arzarello ym. 2005, 57;
Vamvakoussi & Vosnidou 2004, 57.) Koska opetus wtida oppimiseen, on yksilon
kognition liséksi myods pedagogiikalla merkittavélicsiind, kuinka matikkaa opitaan.
Oppilaiden tehtavand on saada opetuksesta selvié@nfdruoida uusi tapa ymmartaa
asioita. (Barnes, 2008.) Vuorovaikutus opettajamska edistda tietorakenteiden
oppimista, koska héan edustaa pitemmalle jasentytietiorakenteita eli kasityksia, kuin
oppilaat (Syrjala ym. 1994, 118). Se, kuinka hilekesesti opettaja rakentaa opetustaan

vaikuttaa siihen, millaisia kasitteiden hierarkéo@petuksessa ilmenee.
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3.2 Matemaattinen oppimisvaikeus sosiokonstruktivismin

nakokulmasta

Ihminen on ajatteleva ja kehittyva olento, jokditdja tulkitsee uutta informaatiota lapi
elaménsd. Rakennamme jatkuvasti kuvaa siitd sossatd ja fyysisestd maailmasta,
jonka osana elamme. Tata prosessia kutsutaan aggdisni (Rauste-von Wright 2003,
50.) Kognitiivisen psykologian piirissa ihminen w&n tiedon aktiivisena kasittelijana,
jolloin oppiminen ei ole pelkka A&rsyke-reaktio jket vaan siina korostuvat
havaitseminen, muistaminen, ajatteleminen ja p&aiiieko (Rauste-von Wright 2003,
51-52; 160-161). Lehto esittaa artikkelissaan (20RGinka opetuksen tutkimus ja
psykologinen tutkimus osoittavat oppimisen olevahwasti sidoksissa myds muun
muassa oppijan henkildkohtaisiin ominaisuuksiin,teku ikdan, persoonallisuuden

piirteisiin, kognitiivisiin kykyihin ja sosioekonoiseen taustaan.

Oppimisessa oppilaasta tulisi passiivisen oppij@as tehda aktiivinen osallistuja, joka
kognitiivisen osallistumisen liséksi voi hyddynté@pimisessa omaa subjektiivisuuttaan
ja nain ollen saavuttaa syvempdd ymmarrysta késdt¢Jayanthi ym. 2008). Mita
yksinkertaisimmalta jokin matemaattisten kasitteidéhierarkia vaikuttaa, sita
todennakoisempééd ovat sen virheelliset assosiaapipijan oman kokemusmaailman
kanssa. Mita nuorempi oppija on kyseessa, seneytgidd mielleyhtymien virheellisyys
on, koska yksinkertaiset hierarkiat ovat lahellasken omia vaistonvaraisia teorioita.
(Vamvakoussi & Vosniadou 2004, 65.)

Usein oppilaan vaarinkasitykset johtuvat oppilaaityksestd muodostaa synteettisia
malleja kasitteistd. Talldin oppija pyrkii rinnastaan uutta tietoa heilla jo valmiiksi
oleviin, mutta yhteen sopimattomiin tiedon rakesitai Onkin todettu, ettd ongelmat
kasitteiden hierarkioiden muodostamisessa ovat géésyy oppimisvaikeuksiin muun
muassa murtolukujen alueella. (Vamvakoussi & Vadmia 2004, 58-60.) Ongelmat
oppilaan kasitteiden hierarkian muodostuksessa atoivjohtaa laajempaan
matemaattiseen oppimisvaikeuteen. Matemaattinerinogaikeus voidaan kasittaa
esimerkiksi puutteena laskutaidossa: vaikeuksiaolai luku- ja numerojarjestelmén

ymmartamisessa, peruslaskutoimitusten periaatteidppimisessa tai laskutaitojen
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vahittédisessad automatisoitumisessa. (Rasanen & &h@002, 191; Linnanmaki 2004,
241; Das & Janzen 2004, 191-195.)

Matemaattinen oppiminen on yhteydessa verbaaljsiinisuo-spatiaalisiin kykyihin.

Myds muistin on todettu vaikuttavat matematiikarpioiseen. Tietous numeroista ja
peruslaskutoimituksista on edellytys tyOmuistin dydtamiselle. Matemaattiset
oppimisvaikeudet johtuvat usein semanttisen muigan mieleen palauttamisen
puutteellisuudesta. (Rasanen & Ahonen 2002, 193; &»danzen 2004, 192; Swanson
& Jerman 2006, 249.) Kokemukset matematiikasta gsk&ta matematiikan oppijana
vaikuttavat myos suuresti kyseisen aineen oppimiseemotivaatioon (Huhtala &

Laine 2004, 320). Oppilas, jolla on matemaattin@pimisvaikeus, on matematiikan
tunnilla passiivinen, kokee asioiden kognitiivisetatimukset kuormittaviksi ja usein
kayttad rajallisia ja tehottomia laskustrategioi@ppimisvaikeuden myota oppilaan

edistyminen on myos jatkuvasti ikatovereitaan mitpaa. (Griffin ym. 2009, 320.)

Suuri ongelma matematiikan opetuksessa on opett@iekimys edetda aihealueesta
toiseen liilan nopeasti. Talldin oppilaan voi ollaikeaa sisaistaa kaikki uudet
asiasisallot, kasitteet ja yleistykset, jotka oarjwpetettu. Opettajien tulisikin rytmittéaa
opetustaan niin, ettd oppilaat voivat tuntea tsgliansa opetetut asiat. (Ediger 2012,
235.) Oppiminen vaatii aikaa — kasitteita taytyypa useaan otteeseen ja jarjestaa niita
yh& uudelleen, kunnes luodut skeemat ovat uusisittédi@den myota eheitd (Zain ym.
2012, 320). Myds oppilaiden aktiivisen opetuksesallstamisen on tutkittu tukevan

heidan oppimistaan passiivisen vastaanottajanireghan (Ediger 2012, 235).

Matematiikan oppiminen voi olla vaikeaa my6s opgildarkkaavuuden hairion vuoksi.
On mahdollista, etta paljon tarkeaa tietoa jaastekdimatta tai oppilas ei huomaa
olennaisia tekijoita tehtavaa ratkaistessaan. @pphkuitenkin usein keskittyvat tunnilla
niihin asioihin, jotka stimuloivat heidan aistejagallsopp ym. 2003, 310.) Jo tamankin
takia opetuksessa tulisi  kiinnittdd  huomiota oikemiin  arsykkeisiin.

Keskittymisvaikeuksien takia oppilaalla saattaalg@#askun kannalta jokin olennainen

tekija huomaamatta. Voidaan todeta, ettd juuri téna&kia oppilaiden tietorakenteisiin
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jaé aukkoja. (Allsopp ym. 2003, 311.) Toisin sant&@idin kasitteiden hierarkian eri
tasoissa ilmenee puutteita.

Oppija elada talla hetkella monimuotoisen informatalivan ja arvomaailman keskella.
Opettaja on merkittdvassa asemassa erottamassm gikéarkoituksenmukaisen tiedon
vaarasta ja epaoleellisesta tiedosta. Oppilas, jkatseohjautuva ja toimii pitkalti

arkitietonsa varassa selviaa tasta vaivalloiséeli saavuta riittdévan syvaa ymmarrysta.
Opettajan tehtdvanad on toteuttaa opetusta niirg efpipija kykenee jasentdmaan
ympérdivaa maailmaa eri tieteenalojen tarjoamiesitiéiden ja menetelmien pohjalta.
(Jussila 1999, 36-41.) Sosiokonstruktivistisen ok&n myotd muun muassa
opetettavan asian eli uuden ké&sitteen irrallisuyspilaan passiivisuus tunnilla tai
esikasitysten huomioimatta jattaminen voidaan pEsba tapauksessa Vvalttaa.
Sosiokonstruktivistisen opetuksen myota edelld madirseikat eivat siten voi olla

matemaattisen oppimisvaikeuden perimmaisina syina.
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4 TUTKIMUKSEN TAVOITTEET JA TOTEUTUS

4.1 Tutkimustehtavat

Tutkimuksen tarkoituksena on selvittaa, esiintyykikoulun matematiikan opetuksessa
kasitteiden hierarkioita ja jos esiintyy, niin raisia ne ovat. Tarkoituksena on keskittya
kuvaamaan, kuinka kasitteiden hierarkiat rakentuyagtuksessa ja kuinka opettajan
opettajakokemus  mahdollisesti  vaikuttaa hierarlédoid muodostumiseen ja
ilmenemiseen. Tutkimuksessa keskeistéa on materaatobetuksen tutkiminen vahvasti
luonnollisiin  opetusprosesseihin ja -tilanteisiinitettynd eli sellaisena kuin se

kaytanndssa ilmenee.

Yksi tutkimukseni keskeisimmista paamaaristd on atavja ymmartaa kasitteiden
hierarkioiden muodostumista ylakoulun matematiikaspetuksessa eli niiden

luonnollisessa kontekstissaan.

4.2 Tutkimusmenetelmat ja aineistonkeruu

Alun perin tutkimuksen aineisto kerattin videoitaal ja se muutettiin

keskustelunanalyysin periaattein myos litteroituomuotoon. Tassa tutkimuksessa
kaytettin kahta eri tutkimusmenetelmda. Ensimmiiisetutkimusmenetelména
kaytettiin aineistolahtoista sisallénanalyysia. @uomtien litteraatit toimivat aineistona,
joista sisallonanalyysin keinoin poimittiin kaikknatemaattiset kasitteet ja jatkettiin
niiden luokitteluihin tutkimukselle merkittavallégavalla. Luokitteluja tehtiin kaksi

kappaletta, molemmat aineistolahtoisesti. Kask#tdilotiin kyseisissa analyysivaiheissa

kuvauskategoriat.

Sisallénanalyysin avulla laskettiin myos tuntikabésti kasitteiden ilmentymien méaarat
opetuksessa. Naiden kolmen analyysivaiheen ligéiksettiin opettajittain kuviot, jotka

ilmensivat kasitteiden hierarkkista muodostumigtataksessa. Tama oli tarpeen, jotta
rakenteelliset erot saatiin nékyville opettajakiddati. Taman jalkeen kasitteista

muodostuneita hierarkioita analysoitiin edelleenoi@enografian avulla. Nain saatiin
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selville se, kuinka ylakoulun matematiikan opetdsse ilmenee matemaattisten
kasitteiden tasoittain rakentuminen. Hierarkioidesroja analysoitiin edelleen.
Viidennessa ja viimeisessa analyysivaiheessa ¢ipettakokemustaustat liitettiin
hierarkkisten muodostumien rinnalle ja hierarkisideakentumista tarkasteltiin
opettajakokemusten maariin peilaten. Seuraavakgkellédn siséllénanalyysin ja
fenomenografian periaatteet tutkimusmenetelmin&kénijalkeen siirrytdéén aineiston

keruuseen, analysointiin seké eritellaan vielaeamkin aineiston taustoja.

4.2.1 Sisallonanalyysi

Tutkimuksen menetelmaksi valikoitui sisdllonanalyysSisallonanalyysi — pyrKii
selvittamaan ilmigita, joita teksteissa ei voi téinasti havaita (Apo 1990, 62; Titscher
ym. 2000). Sisallénanalyysi soveltuu syvemman ntgkken tutkimiseen tekstin
toimiessa analyysin lahtbkohtana (Potter & Levirmberstein 1999, 259). Sen avulla
tutkittavasta ilmiosta, tassa tapauksessa kastteitierarkiasta, pystytdan tekemaan
kuvaus yleisessa ja tiivistetyssa muodossa (Lat@aManhanen-Nuutinen 2003, 23;
Pietila 1973; Potter & Levine-Donnerstein 1999, ;Z60omi & Sarajarvi 2011, 103).

Sisallonanalyysi soveltuu tutkimukseen Kirjoitetun kommunikaation
analysointimenetelméksi. Sen avulla voidaan tadliast asioiden merkityksia,
seurauksia ja yhteyksia. Sisdllénanalyysin avullaid@an muun muassa tutkia
kommunikaation sisélt6ja suhteessa kommunikaaticavoitteeseen, vertailla
kommunikaation ja sen tiedon sisaltamia tiedon jtasekd kuvata kommunikaation
sisallon painotuksia. (Latvala & Vanhanen-Nuutir@003, 21-22.) Potter ja Levine-
Donnerstein (1999, 259) kuvaavat analysointipraaesgilaéand, mutta sen myota
aineistosta on mahdollista tehdd hedelmallisia d&gh. Sisdllonanalyysin
periaatteiden mukaisesti tutkimukseni perustuu hmeesiuhteeseen, jossa oleellista on
nakymattoman — tassa tapauksessa kasitteiden Kigarar ymmartaminen (Tuomi &
Sarajarvi 2011, 104).

Sisallénanalyysin tarkoituksena on luoda tutkimoemtosta teoreettinen kokonaisuus
(Tuomi & Sarajarvi 2011, 95). Siind on olennaistatiaa samanlaisuudet ja erilaisuudet

tutkimusaineistosta seka luokitella aineistoyksjkkdiiden merkitysten perusteella
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(Latvala & Vanhanen-Nuutinen 2003, 23; Titscher y&000, 58). Tuomen ja
Sarajarven (2011) mukaan tutkimus ei rajoitu pdalé@s sanojen ja sanontojen
esiintymiskertojen laskemiseen, vaan keskittyy edidanojen ja sanontojen valisiin
yhteyksiin. Tutkimuksessa kokonaisuuden luominen tapahtua aineistolahtdisesti,
teorialahtoisesti tai teoriaohjaavasti. Tutkimus#ton teorialahtdista sisallénanalyysia
voidaan kuvata myds Kyngdksen ja Vanhasen (19998-63) maarittamalla termilla

strukturoitu analyysi.

Teorialahtdisen maaritelman mukaisesti aineistpsteitaan niita asioita, jotka sopivat
kaytossa olevaan analyysirunkoon. Analyysirunko nhattuu tutkimustehtéavan

perusteella. Teorialdhtdisessa sisallonanalyysissgiston luokittelu perustuu teoriaan,
kasitejarjestelmaan tai teoreettiseen viitekehyks&ina analyysia ohjaa jokin malli,

teemat tai k&sitekartta. (Latvala & Vanhanen-Nwni2003, 30; Titscher ym. 2000, 58-
59; Tuomi & Sarajarvi 2011, 113.)

Aineistolahtdisessa sisallonanalyysissa ensimmaisegehdaan tutkimustehtéavan
perusteella aineiston pelkistaminen, minka jalkegmikistetyt ilmaukset Kkirjataan
aineiston termein. Taman jalkeen etsitddn kyseislemausten erilaisuuksia ja
yhtalaisyyksia. llmaukset luokitellaan ja samantissistd luokista muodostetaan
lopuksi ylaluokkia. (Latvala & Vanhanen-Nuutinen03) 26-29; Titscher ym. 2000,
58-59; Tuomi & Sarajarvi 2011, 108.) Tassa tutkisessa sisallénanalyysi on

toteutettu aineistolahtoisesti.

Teoriaohjaavassa sisallon analyysissa puolestaatéd@d tutkimusaineiston ehdoilla,
mutta aineistolahtoisestd analyysistd poiketen ittedkvaiheessa empiirinen aineisto
litetddn teoreettisiin kasitteisiin. Tutkija poinalkuperaisesta aineistosta ilmauksia tai

asioita tietyn teorian mukaan. (Tuomi & Saraja®iL2, 117.)

Latvalan ja Vanhanen-Nuutisen (2003, 39-40) mukasisallénanalyysi voi
parhaimmillaan lisata tutkimuksen tiedonantajieetdisuutta tutkittavasta asiasta.
Tutkijan on tiedostettava kuinka mahdollinen tutkkeen kohdejoukko vaikuttaa

tybhon sekd oma subjektiivisuutensa analyysia td@en. Analyysi perustuu aina
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aineiston sisaltoon, mutta myo6s tutkijan omiin &mtelukehyksiin, skeemoihin.
Sisalléonanalyysista voidaankin erottaa kaksi tagenistapaa: ensimmaisessa
keskitytdan itse tekstin rakenteisiin ja hahmoam) kaas toisessa keskiédén nousevat
tutkijan havainnot ja tulkinnat tekstin sisallos{&otter & Levine-Donnerstein 1999,
259-261.)

4.2.2 Fenomenografia

Toisena tutkimusmenetelm&na toimii fenomenografigeteenalana fenomenografia
tutkii ympéaroivan maailman ilmenemista ja rakentsta@iihmisten tietoisuudessa. Sen
piirissa koetaan merkittavaksi esikasitysten huemiottaminen, jos oppilaan kasitysta
halutaan muuttaa. (Kakkori & Huttunen 2010, 10; j&§r ym. 1994, 114.)

Fenomenografia keskittyy ihmisen omaan kokemuksgmmaéarrykseen ja merkityksen
tunteeseen johonkin tilanteeseen tai ilmié6n Eitty(Hung-Ming & Han-Jen 2011, 2;
Loughland ym. 2002, 190; Mayan 2009, 49). HuuskanPploniemen (2006, 166)
mukaan ilmiésta tulee merkityksellinen, kun oppifuhteuttaa sen laajempaan
kokonaisuuteen. Talléin oppija suhteuttaa osakoisoiksia toisiinsa ja muodostaa

ilmiosta kokonaiskasityksen, mita tassa tutkimugkadsisitteiden hierarkia edustaa.

Fenomenografian avulla on tarkoituksena tutkia,emitutkimuksen kohteet - tassa
tapauksessa ylakoulun matematiikan oppituntien uspet kuvaavat jotain ilmiota.
Tarkoituksena on loytaa ja systematisoida ajatiploja, jotka ovat sosiaalisesti
merkittavia ja jaettuja. Fenomenografia tutkii ilsten kuvauksia, kasityksia,
kasitteellistamista ja ymmartamisen tapoja. (Hungdv& Han-Jen 2011, 2; Huusko &
Paloniemi 2006, 162; Kakkori & Huttunen 2010, 83s%a tutkimuksessa kasitteiden
hierarkkista rakentumista lahestytddn fenomenamativulla, ja tarkastelu tapahtuu
opetuksen nakokulmasta. Opetuksen kasitteellis&mija oppitunneilla ilmenevat

kuvaukset ovat tutkimuksen keskiossa.

Tarkoituksena ei ole kayttaa fenomenografiaa seimteéseen analysointikohteeseen el
ihmisten kasityksiin, vaan oppitunneilla kasitteideohjalta rakentuvien ilmididen eli
hierarkioiden analysointiin. Huusko ja Paloniemi 0@B, 165) nostavatkin

fenomenografisen tutkimuksen lahtokohdaksi juurrkpgyksen tuoda esille eroja
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tietyn ryhmén keskuudessa. Keskeista tédssad tutlsesda on se, kuinka
ymmarrettavaksi opetus tekee kasitteen hierarkgintisen oppijalle. Kysymys ei ole
kokemuksiaan kasitteellistavista yksiloista, vadsiteista, jotka ovat jarjestaytyneet
tietylla tapaa suhteessa toisiinsa (Huusko & Pan2006, 165; Webb 1997, 195).
Fenomenografian keinoin tutkitaan, kuinka opetukaes kaytetyt kasitteet

mahdollistavat oppilaan kasitysten muodostumisen.

Késityksen muodostaminen on oppimista, johon jitblennaisesti opetuksen sisalto.
Sisaltd on jokin tiedonala, jolla on omat tiedonmaostuksen rakenteensa. Taméan takia
oppimisen selvittamisen tulee olla laadullista —abettava huomioon, etta yhden asian
oppiminen on erilainen prosessi kuin jonkin toigexdonalan asian. (Hung-Ming &
Han-Jen 2011, 4; Patton 2001, 479; Syrjala ym. 1999.) Tutkimuksessa keskitytdan
kasitteiden laadulliseen erilaisuuteen ja pyritddytamaén teoreettisesti merkitsevia
kasitteiden hierarkioita. Tarkoituksena on havallstaa tutkimusaineistosta esiin

nousevia ja merkityksellisia ilmidita (Loughland yg002, 191).

Fenomenografisessa tutkimuksessa hankitaan engpiiriaineisto, josta tehdaan
johtopaatoksia sekéa lopulta kuvaus (Kakkori & Ho#o 2010, 9; Syrjala ym. 1994,
122). Tutkimuksen analyysi on lopulta jarjestaytymalli loogisesti toisiinsa liittyvia

kategorioita, jotka kuvaavat kasityksia tutkittateasilmiostd. Nama kategoriat
mahdollistavat lopullisten johtopdatoksien tekemisenatemaattisten kasitteiden
hierarkioiden muodostumisesta. Kategoriat rapodaid niiden valisten suhteiden ja
monimuotoisuuden perusteella ja ne maaritellaanlenii keskinaisten laadullisten
eroavaisuuksien perusteella. (Hung-Ming & Han-J&i12 3; Kakkori & Huttunen

2010, 9; Loughland ym. 2002, 190.) Tassa tutkimsksekategorioita edustavat
kasitteistda rakentuvat hierarkiat. Niiden valisiduhteita tutkimalla tehd&an

johtopaatoksia siita, kuinka kasitteiden hierarkiatenevat opetuksessa ja kuinka ne

eroavat toisistaan oppitunnista ja opettajastpuigm.

Fenomenografisessa  tutkimuksessa  tutkimukseen isbgaién  henkildiden
subjektiivisuutta tutkitaan suhteessa objektiinilatioon (Loughland ym. 2002, 190).

Tassa tutkimuksessa opettajan subjektiivisuus wodesille peilaamalla opettajan
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kokemustaustaa kasitteiden hierarkioiden muodose®mm taman opetuksessa.
Tutkimusprosessin erottamattomana osana on teBgga(@ ym. 1994, 123). Tassa
tutkimuksessa ei kaytetd teoriaa kasitysten entekiolokittelemiseen, vaan teoria
muodostuu  aineistopohjaisesti my0s opettajien &iesbja analysoitaessa.
Fenomenografinen tutkimus suoritetaan empiiriseieiaion pohjalta ja aineisto toimii
luokittelujen perustana. Teorianmuodostus tapahitkimusprosessin aikana. (Huusko
& Paloniemi 2006, 166.)

4.2.3 Aineiston keruu

Tama opinnayte toteutettin osana MUST-projektia ai@matiikan oppimisen
sosiokulttuurinen tausta, Bjorn & Vehkakoski 201gsikirjoitus tekeilld). Tassa
tutkimuksessa tarkastellaan ylakoulun matemati@petuksen kasitteiden hierarkkista
rakentumista. Aineisto keréttiin videoimalla oppiteja. Tutkimuksen analyysi perustuu
kaytossa olleisiin videoidusta materiaalista tdfityilitteraatteihin. Lisdksi kaytossa oli
opettajia koskevat taustatiedot, jotka kerattiin ettggilta henkil6kohtaisesti

kyselylomakkeella (ks. liite 3). Taustoja eritehélégsaa sivulta 36 alkaen.

Aineisto kerattiin huhti-, touko- ja kesékuussa 2Kbko MUST-projektin kayttoon.
Projektin nimissa on tehty taman tutkimuksen lisdksitakin pro gradu —tutkielmia
(ks. Jutila 2014; Kauttonen 2013; Kinnunen 2013gn tiimoilta on tutkittu esimerkiksi
oppilaiden kysymysten ja kommenttien merkitysta ttggan antamien esimerkkien
nakokulmasta, eriyttamistd seka ymmartamisen vaamista oppitunneilla.
Oppituntien kuvaamiseen osallistui kolme jo aiemimia gradu —tutkielmansa tehnytta
ja projektissa mukana ollutta opiskelijaa. Heid@méd@mansa aineisto koottiin yhdeksi

suuremmaksi kokonaisuudeksi, joka on toiminut tamadkimuksen aineistona.

Tutkimukseen osallistui kuusi opettajaa kahdesiakeulusta. Kultakin opettajalta
kuvattiin viisi oppituntia keskimaarin viiden viiko seurantajakson aikana kevaalla
2012. Aineisto muodostui siis 30 sellaisesta opyiista, joiden aikana opetettiin jokin
uusi asia. Tunteja kuvasi kolme graduntekijaa. @pen kanssa oli sovittu etukateen
kuvattavien tuntien aikataulusta niin, ettd he wyyst opettamaan jokaisella

kuvattavalla tunnilla jonkin uuden asian.
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Kahta erityisopettajan avustuksella pidettya opyitu lukuun ottamatta paikalla
tunneilla olivat vain aineenopettaja ja noin 20 itggn luokka. Alun perin tarkoituksena
oli kuvata vain varsinainen uuden asian opetusouwisenkin jo ensimmaisen tunnin
aikana havaittiin, ettd myos oppilaiden itsenaithgiskentelyvaihe on tarkea kyseisen
MUST-projektin nakokulmasta. Kamera kaynnistettitiman vuoksi uudelleen
ensimmaisellda tunnilla, josta jai kuvaamatta vaminnkymmenen minuuttia. Tasta
eteenpain kaikki tunnit kuvattiin alusta loppuunaldea, mutta kahden oppitunnin
tallennus katkesi noin kymmenen minuutin kuvaamigékeen. Kyseiset tunnit otettiin
osaksi aineistoa siltd osin kuin ne olivat talleret ja ne litteroitiin

keskustelunanalyysin avulla, kuten muutkin oppittnn

4.2.4 Litterointiaineiston jatkokasittely ja aineiston analyysi

Tasséa tutkimuksessa litterointiaineistoa kasitel@delleen usealla tavalla kattavan
analyysin takaamiseksi. Ensimmaéinen litterointiggten jatkokasittelytapa ol
alkuperaisilmausten listaaminen opettajittain tkohitaisesti. Listaamisen jalkeen
litteraateissa esiintyville matemaattisille kasigetehtiin erilaisia luokitteluja, joissa
kasitteille luotiin  kuvauskategoriat. Ensiksi lutgttiin  aineistosta nousevat
alkuperaisilmaukset ja niiden perusteella muodbtstgbelkistetyt kasitteiden ideaalit
hierarkiat tunti- ja jaksokohtaisesti. Taman jalkeeaikki alkuperaisiimaukset myos
laskettiin ja niiden lukumaarat merkattiin omaanlt&koonsa, josta kay ilmi tunnin

numero ja opettaja.

Seuraavassa alkuperaisilmausten luokitteluvaiheesssta muodostettiin  taysin
aineistolahtdinen luokittelu perus-, ala- ja ylakasiin. Kyseiseen luokitteluun
perustuen luotin  myds opettajakohtaiset kuviot,tkgo mallintavat suoraan
matemaattisten kasitteiden hierarkkista rakentwamogetuksessa. Analyysin viimeisena
osana matemaattisten kéasitteiden hierarkioista wstetut kaaviot yhdistettiin
opettajien kokemustaustoihin, joiden perusteellaritiiy selittdmaan eroja
hierarkioiden muodostumisessa. Tassad osiossa laitel litterointiaineiston

jatkokasittelya ja sen analyysia vaihe vaiheelta.
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Aineiston analyysi aloitettiin sisdllonanalyysinrigatteiden mukaan. Sisalldnanalyysi
on tekstianalyysia (Tuomi & Sarajarvi 2011, 104),nkd& avulla ilmennetdén
tutkimusaineistosta nousevia kasitteiden hierat&ioAnalysointitapa oli luonteeltaan
aineistolahtdinen. Ennen analyysin aloittamista  udgtutttiin kuitenkin

lahdekirjallisuudessa esiintyviin erilaisiin ludidtukehyksiin, joita sisallénanalyysia
tehtdessa oli mahdollista hyddyntaéa. Hypoteesitkintusaineiston luokittelulle oli,

etta kasitteen hierarkkisen muodostumisen myoétéithetusta tulee ketjumainen: sen
jokaisella portaalla on jotain, likkuen suppeamtaga konkreetista kasitteesta kohti

laajempaa, moniulotteisempaa ja abstraktimpaaektsit

Sisallénanalyysin aineistoyksikkona voidaan pitaékjn muotoista dokumenttia, josta
valikoituu tutkimukselle olennaiset analyysiyksik@itatvala & Vanhanen-Nuutinen
2003, 25; Titscher ym. 2000, 58). Taman tutkimuksemeistoyksikkond toimivat
kirjalliset oppituntien litteraatit, mista analyyksikot eli tassa tapauksessa
matemaattisen kasitteet ilmenevat selkeédsti. Armsédg@ kiinnitettin - huomiota

asiayhteyteen, jossa matemaattiset kasitteet ysémnt

Karkeasi jaoteltuna sisallénanalyysi-prosessin estésestd voidaan erottaa viisi
vaihetta. Se aloitetaan analyysiyksikdn valinnalia aineistoon tutustumisella. Taman
jalkeen aineisto pelkistetd&n, minkéa perusteeliddén luokittelu. Luokittelujen jalkeen
on aika muodostaa tulkinnat. Viimeisené vaiheenduotettavuuden arviointi. (Latvala
& Vanhanen-Nuutinen 2003, 24; Titscher ym. 2000, 60

Tassa tutkimuksessa ensimmainen aineiston analyahne voidaan jakaa kolmeen
suurempaan kokonaisuuteen: aluksi toteutettiinistole redusointi eli pelkistdminen
(Tuomi & Sarajarvi 2011, 108). Tassa tutkimuksessaalyysi aloitettiin
aineistoyksikoihin eli litteraatteihin tutustumikel Kunkin opettajan litteraatit luettiin
lapi ja samalla niista alleviivattiin kaikki mateattiset kasitteet. Taman jalkeen itse
pelkistaminen tapahtui niin, etté kullekin opeti@duotiin omat koontatiedostot word-
dokumentteina (ks. lite 4). Opettajakohtainen ¢&td sisalsi jokaisen oppitunnin
numeron seka niiden alapuolille kirjoitetut littataista I0ydetyt matemaattiset kasitteet.

Osa kasitteista kirjoitettiin pelkistetyssa yhdeman muodossa, kuteksponenttiJos
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matemaattiseen kasitteeseen liittyi analyysin khananerkityksellinen lisatietoa
tuottava asiayhteys, se Kirjattiin itse ydinkasitteymparille. Tasta esimerkkina

eksponentiks tullee osottajaeksponentti miinusttidfaeksponentti

Toisessa vaiheessa aineisto klusteroidaan eli tgfigiéin (Miles & Huberman 1994;
Tuomi & Sarajarvi 2011, 108). Lahdekirjallisuutegm muihin sisallonanalyyttisiin
tutkimuksiin perehtymisen jalkeen ryhmittelyé varteotiin taulukko, joka mahdollisti
johdonmukaisen etenemisen aineiston analysoinrisgaisten taulukointimenetelmien
teoriataustaan tutustuminen mahdollisti tarkoitmksekaisen keinon luokitella ja
analysoida tutkimuksen aineistoa. Tutkimuksen tenihti alkaa ryhmittelysta, joka

listaa alkuperaiset aineistosta nousevat ilmau@®iaan sarakkeeseen (ks. liite 5).

Alkuperéisilmausten kirjaamisen jalkeen listattiin niiden sisaltamat
peruslaskutoimitukset omaan lokeroonsa alkupendggaiksen rinnalle.
Peruslaskutoimituksiin  kuuluvat laskutoimitukset,oiden kautta perustellaan
monimutkaisempia matemaattisia laskuja. Peruslagkituksia ovat esimerkiksi
kertolasku, jakolasku ja potenssilasku. Ne pelltigteyksittaisiksi kasitteiksi, mika on
tutkimuksen kannalta loogista. Tama pelkistettyjerausten listaaminen havainnollisti

sen, mink& kasitteiden varaan kasitteen hieraddietaan rakentaa.

Pelkistettyjen kasitteiden pohjalta oli mahdollis@nallistaa tunnin aihe, vaikka se ei
tulisikaan opetuksessa suoranaisesti esille. Tassdyysin vaiheessa tunnin aihe
nimettiin alaluokaksi. Kolmas ja téassd tapauksegs@einen prosessin vaihe on
nimeltaan abstrahointi eli teoreettisten kasitteitleominen (Miles & Huberman 1994;
Tuomi & Sarajarvi 2011, 108). Tassa tutkimuksegsaitteet luotiin siten, etta
pelkistettyjen ilmausten avulla luodut alaluokatigtettiin edelleen ylaluokiksi, mista
selviaa jakson aihe. Ylaluokkiin sisaltyi kaikkinmin aiheet kokoavat kasitteet, jotka
voidaan nahda myds kasitteiden hierarkioiden nimitkét (ks. Tuomi & Sarajarvi 2011,
109). Seuraava kuvio mallintaa luokittelun kulkédanan tutkimuksen ensimmaisessa

analyysivaiheessa.
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N
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KUVIO 4. Aineiston analyysin luokittelu siséllonanalyyttigierustein

Edella esitellyssd ensimméisessa analyysivaiheessaodostuneet luokittelut
mahdollistivat my6s hypoteesien tekemisen mahddts kasitteen hierarkian
rakentumisesta, kun se muodostuu kokonaan airé@gtosesti. Tassd ensimmaisessa
analyysivaiheessa ala- ja ylaluokkia ei maaritelspioraan aineistolahtoisesti
analyysiyksikoiden perusteella, vaan ne johdettidkistetyista ilmauksista. Kyseisen
analyysivaiheen pelkistetyn ideaalin késitteen drldan maarittaminen tarjosi
vertailukohteen todellisuudessa rakentuville kéwltn hierarkioille, mista kirjoitetaan
enemman kappaleen myobhemmassa vaiheessa. Ensirssidasmlyysivaiheessa luodut
luokittelut toimivat tutkijalle nékdkulmaa laajentaa vertailukohteina ja mahdollistivat

syvemman kasitteiden hierarkioiden muodostumisgastelun.

Tassa tutkimuksessa sisallon erittelyéa jatkettidelleen niin, ettd kunkin opettajan
kayttamien matemaattisten kasitteiden lukumaaskeldiin aineistosta tuntikohtaisesti.
Niiden lukumaarat kirjattiin ylos taulukkoon, mikdvainnollistaa erot matemaattisten
kasitteiden maarissa oppitunneilla (ks. taulukks. 240). Tasta jatkettiin kolmanteen

analyysivaiheeseen.
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Matemaattisten kasitteiden syvempi sisallollinerrkdatelu oli olennaista, jotta
pystyttin todentamaan sitd, muodostuiko opetuksessatemaattisia kasitteiden
hierarkioita. Analyysin seuraavassa vaiheessatk#d®n luokittelua jatkettiin edelleen.
Fenomenografisessa analyysissa merkitysyksikoideokittelussa liikutaan kohti
abstraktimpaa kategorisointia (Huusko & Palonien®0& 168). Opettaja- ja
tuntikohtaisesti listattiin peruskasitteiden jalkeiten myds aineistossa esiintyvat ala-
ja ylakasitteet, jotka maarittyivat kasitteen disth riippuen. Ala- ja ylakasitteille

luotiin omat lokeronsa.

Tassa luokitteluvaineessa ala- ja ylakasitteet nefiiin kasitteiden sisaltdjen
riippuvuuksien perusteella. Luokituksen maarittj seiten usean kasitteen hallintaa
luokiteltavan kasitteen oppiminen vaatii. Ala- jEkasitteet on siis johdettu muista,
sisdlléltaan yksinkertaisemmista kasitteistd. Eskiksi samankantainen potenssi
edellyttaa oppijalta potenssilaskun hallintaa sgh@marrysta, mitdésamankantainen
tarkoittaa. Samankantainen potendsiokiteltiin alakasitteeksi, kun taas ylakasittsiek
luokittui samankantaisten potenssien tul@han sisaltyy viela liséksi tulon kasitteen
maaritelméan hallinta. Taulukko 1 havainnollistaaMiitelun kulkua ja kasitteiden

jakautumista perus-, ala- ja ylakasitteisiin.
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TAULUKKO 1. Maijan 1., 2. ja 3. tunti seka opetuksessa esiittykasitteet
lukumaarineen

Tunnin numero Peruskasite ja lukumaara Alakasite Ylakasite
1 potenssix 21 -

kerto x 16

tulox 7

eksponentti x 7
tulontekija x 5
summa x 3
yhteenlasku x 3
kantaluku x 3

2 potenssi x 40 samankantainen potenssi x 4 samankantaisten potenssien
kantaluku x 21 samankorkuinen potenssi x 3 tulo ja osamaara x 1

kerto x 20 yhteisen kantaluvun potenssi samankantaisten potenssien
eksponentti x 17 X2 tulox 2

tulo x 10 samaeksponentti x 1
osamaard x 8
jakox 5
jaettavax 5
jakajax 4
osoittajax 1
nimittdja x 1
supistaa x 1

3 potenssi x 41 tulon potenssix 11
kertox 17
tulontekija x 14
tulox 6
eksponentti x 7
kantaluku x 4
sievennd x 3

Taulukoinnista jatettiin pois yksittéisia matemesadt kasitteitd, jotka eivat olleet
merkittavid kasitteiden hierarkian muodostumiservdamisen kannalta. Kyseiset
kasitteet olivat sisalloltddn epamaaraisia, vadairsuttuja tai kesken jadvia. Taman
takia kasitteiden lopullinen lukumaéra jaa oheigessilukoinnissa hieman vajaaksi

verrattuna kasitteiden lukumaaraan kokonaisuudassaa

Taman taulukoinnin avulla pystyttiin tarkastelemamy6s ala- ja ylakasitteiden
lukumaaria. Taulukointi havainnollisti sen, kuinkaillain oppitunneilla kasitteiden
hierarkkista rakennetta ei ilmene ja kuinka osalfpitunneista kasitteet rakentuvat
toisiinsa nojautuen. Vertailu opettajien valilla mahdollista, koska he etenivat samassa

tahdissa ja kyseessé oli aina uusi opetettavekaliakin oppitunnilla.
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Jotta saatiin selville vield se, kuinka ylakouluatematiikan opetuksessa huomioidaan
matemaattisten kasitteiden valiset suhteet, andlygskettiin fenomenografian avulla.
Kasitteiden hierarkioiden tarkastelu ilmion nakdkabkta tarkoitti sitd, ettéd empiirista
aineistoa taytyi fenomenografian oppien mukais&ésitella kokonaisuutena. Tama
siksi, etta ilmién osien luonne on riippuvainen &okisuudesta. Tassa tutkimuksessa ei
keskitytd osiin eli kasitteisiin pelkastdan yksgia tapauksina, vaan niista
muodostettiin analyysissa kokonaisuus: kasitteidiemarkia. Analyysin tarkoituksena
oli loytaa aineistosta rakenteellisia eroja, jod@ventavat kasitteiden rakenteellisia

eroja suhteessa tutkittavaan ilmioon (Huusko & Rialmi 2006, 166).

Rakenteellisten erojen havainnoimiseksi opettayiéiilla analyysia jatkettiin edelleen

luomalla opettajakohtaiset kaaviot. Nama kaaviaittgat kunkin opettajan kasitteiden

hierarkioiden rakenteet niin tunti- kuin jaksokabéstikin suurempana hierarkkisena
kokonaisuutena. Rakenteellisten erojen peruste@gllanahdollista muodostaa erilaisia
kasitteellisia kuvauskategorioita (Hung-Ming & Haen 2011, 2; Huusko & Paloniemi

2006, 166).

Kaavion otsikoksi kirjattiin jakson aihe. Sen alleuodostettiin oppituntikohtaiset
kasiteketjut. Kasiteketjut muodostuivat toisistaarallisina ja ne alkoivat jokaisen
oppitunnin aiheen kirjaamisesta heti jakson aihedapuolelle. Oppitunnin aiheen
kasitteellistamisesta jatkettiin edelleen muidensitk@iden tasojen hierarkkiseen
mallintamiseen. Oppitunnilla esiintyneet matemaattikasitteet seka niiden luokitus

nahtiin aiemmin analyysissa tehdysté luokittelfkta esim. taulukko 1 s. 33).

Jos oppitunnin aikana opetuksessa esiintyi ylaleitsif ne kirjattiin seuraavalle kaavion
tasolle. Taman jalkeen Kkirjattiin kaikki opetuksesssiintyneet alakasitteet. Edelleen
yla- ja alakasitteiden jalkeen alimmalle hierarkiaasolle Kkirjattin opetuksessa
esiintyvat peruskasitteet. Kaavio osoittaa kasiéei hierarkkisen muodostumisen
opettajakohtaisesti. Se mahdollistaa myds vertadppituntien valilla. Jos tunnin aihe
ei suoranaisesti tullut opetuksessa sanallistetukerkattiin tama kaavioon oranssilla

varilla.
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potenssi
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potenssi

- Eksponenttien
vahennyslasku
- Potenssin
potenssi
- Samankan-
tainen potenssi
- Potenssin
kertolasku

- Potenssin
potenssi
- Eksponent-
tien
yhteenlasku
- Eksponent-
tien
kertolasku

- Potenssi
- Kerto
- Kantaluku
- Tulo
- Tulontekija
- Murtoluku
- Sievenna

- Potenssi
- Kerto
- Kaanteisluku
- Jako
- Eksponentti
- Supistaminen
- Kantaluku
- Vastaluku
- Kokonaisluku
- Murtoluku
- Nimittaja
- Osoittaja

. Potenssi - Potenssi
- Kerto
- Kantaluku
- Jako
- Eksponentti
-Supistaminen

- Kerto
- Potenssi
- Kantaluku
- Miinus
- Eksponentti
- Sekaluku
- Tulo
- Murtoluku
- Jakokerroin
- Yhteenlasku
- Sieventaa

- Kerto
- Kantaluku

- Eksponentti
- Tulo
- Plus
- Sievenna

- Samankan-
tainen

KUVIO 5. Pirkon opetuksessa rakentuvat hierarkiat

Koska tunnin aihe oli mahdollista sanallistaa pelkiperuskasitteiden avulla, sita ei ole
tutkimuksen kannalta merkittdvad kasitella yhtenderankian tasona. Taten
tutkimuksessa ilmeni myos pienia kasitteiden higagta, jolloin hierarkia ei
kuitenkaan rakentunut ala- tai ylékasitteiden tésoiTalléin hierarkia muodostuu
peruskasitteisiin nojaten., ja tunnin aiheen s&itathinen luo tunnilla esiintyville

matemaattisille kasitteille nimikkeen.
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Kuvioiden piirtaminen mahdollisti tutkimuksen kattaaoleellisen analyysin viimeisen
vaiheen, jossa vertailtin kasitteiden hierarkisideaakentumista eri opettajien
opetuksessa. Vertailussa otettiin huomioon kunkiet@jan opettajakokemus ja kuinka
se mahdollisesti vaikutti k&sitteiden hierarkioidenuodostumiseen opetuksessa.
Analyysin viimeisessa vaiheessa opettajien taettgéi peilattiin sisallonanalyysin
keinoin  muodostettuihin  taulukoihin ja kuvioihin. &kitteiden hierarkioiden
muodostumista tai muodostumatta jAamista tarkastelpettajien opettajakokemuksen
asettamassa valossa fenomenografian periaatteidkeaisasti. Tassé analyysivaiheessa
huomioon otettiin k&sitteiden esiintymien lukumdéaiseka eri kéasitteen tasojen
muodostuminen. Kasitteiden jasentymistd selitettiopettajan henkilokohtaisen

opettajakokemuksen vuosimaaran avulla.

Taman tutkimuksen aineiston analyysi koostui edelidainituista viidesta
analyysivaiheesta. Kolme niistd oli aineistolahtbiga tehtiin sisallénanalyysin
periaattein. Neljas vaihe eli rakenteellisten erc@malysoiminen kaavioiden avulla sai
siséllénanalyysin liséksi piirteitd fenomenograt@@as/iimeisend analyysin vaiheena oli
opettajien taustojen liittdminen edella mainittnitkasitteiden hierarkioita ilmentéaviin
kuvioihin. Viisi eri analyysivaihetta tuottivat rgaasti tietoa tutkimuskysymysten
tarkastelua varten. Seuraavassa osiossa esitell@pattajien taustat viela

yksityiskohtaisemmin.

4.2.5 Taustat

Helmi-maaliskuussa 2012 MUST-projektin nimissa talten s&éhkopostia useisiin

ylakouluihin. Yhteydenottoyritykset eivat tuottametllosta huhtikuuhun mennessa,
joten matematiikan opettajiin kahdelta koulultattite yhteyttd puhelimitse. Mukaan

saatiin molemmista ylakouluista kolme péatevaa matekan aineenopettajaa. Naiden
opettajien keskuudessa varhaisin tutkinto oli vitadEd74 ja uusimmat tutkinnot olivat

vuodelta 2009. Opettajat olivat opiskelleet pagamaan joko matematiikkaa, kemiaa tai
fysiikkaa. Opettajakokemus vaihteli kahden ja 3®@den valilla, ja opettajat olivat

ialtdan 26-65-vuotiaita. Opettajista kaytetaan dasgkimuksessa seuraavia nimia:
Maija, Venla, Orvokki, Pekka, Pirkko ja Kari.
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Kyseiset taustatiedot kerattiin opettajilta etukéteennen oppituntien kuvaamisen tai
niiden litteroinnin  aloittamista.  Tietojen  kart@ithiseen  hyddynnettiin
taustatietokyselylomaketta, jotka lahetettiin jaddlie opettajalle henkilékohtaisesti
kirjeitse (ks. liite 3). Taustatietolomakkeen lisékirjeessa kerrottiin opettajille myods
MUST-hankkeeseen liittyvista keskustelutilantejataiiden aikatauluista.

Opettajilta kartoitettu tieto heiddn opettajakokésensa maarésta vuosina tarkoittaa
opettajan yleistd opettajakokemuksen maardd. Kysgnyei rajattu ainoastaan
opettajakokemukseen matematiikan saralla. Kaikkettapat olivat kouluttautuneet
maistereiksi, joten koulutuksen taso ei ollut me#da seikka tutkimuksen kannalta.
P&aaaineinaan opettajat olivat opiskelleet joko matékkaa, fysiikkaa tai kemiaa, ja
kaikki olivat patevida matematiikan aineenopettajilnkaisen opettajan patevyyden

myo6té heidan pddaineitaan ei oteta tassa tutkisglgarkastelun kohteeksi.

Opettajien anonymiteetin sdilyttdmiseksi opetuskoksta ei tassa tutkimuksessa
ilmoiteta tarkasti, vaan opetusvuodet maariteldymmenen vuoden sykleissé aina
kolmeenkymmeneen opetusvuoteen saakka. Kun opégiskiksen vuotuiset maarat
sanallistetaan, kaytetdan seuraavia termeja: Oe®tajunoviisi-opettaja; 10-19 vuotta,

kokenut opettaja ja 20—30 vuotta, konkari-opettaja.

Tavoitteena oli, ettéd oppituntien kuvaaminen tapehtsuunnilleen samaan aikaan ja
oppituntien aihepiirit liittyisivat toisiinsa. Kyseen tavoite toteutui vain puolittain.
Saman koulun opettajia kuvattiin ja he kasittelisataa aihepiiria. Eri kouluissa oli
kuitenkin meneillaan eri aihepiirin kasittely. Molpien koulujen kasiteltavat aihealueet
littyivat algebraan: opettajista kolme kasittepaiuksessaan potenssilaskuja ja loput

kolme opettajaa kasittelivat oppitunneillaan kimjausekkeita.

Opetusryhmat olivat kooltaan noin 20 oppilaan luaklOppilaista yhdella oli erilainen
oppikirja kuin muulla luokalla, muttei esimerkikdiOJKSia ilmeisesti oltu hénelle tehty.
Kaikilta luokkien oppilailta kerattiin kirjallisetutkimusluvat (ks. liite 1). Korkeintaan

yksi oppilas luokkaa kohden ei osallistunut tutkkseen.
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5 TUTKIMUSLOYDOT

Seuraavaksi esitelldaédn keskeiset tutkimusloydda#,skuinka matemaattiset kasitteet
voivat rakentua hierarkkisesti opetuksessa. Tutkloyd6t tehtiin sisallonanalyysin ja
fenomenografian keinoin. Jokaisella oppitunnillaiintg matemaattisia kasitteita.
Késitteiden ryhmittely peruskasitteisiin, alak&sgtin ja ylakasitteisiin todisti, etta
matematiikan ylékoulun opetuksessa kasitteet rak@mt hierarkkisesti. Tama ei
tapahdu kuitenkaan jokaisella oppitunnilla. Ryhetjttosoitti myds erot tuntikohtaisten
kasitteiden hierarkioiden rakentumisessa.

Opettajasta riippuen matemaattisten kasitteiden rimaapetuksessa vaihtelivat ja
hierarkioita muodostui eri tavoin. Viimeisend tue®ssa esitelladn opettajien

opettajakokemuksen méaaran yhteys kasitteiden kidssen muodostumiseen.
5.1 Matemaattisten kasitteiden maaréat

Jokaisen oppitunnin opetuksessa esiintyi matensaattikdsitteitd. Kasitteiden
esiintymien maara vaihteli opettajien ja oppituntigililla, vaikka kaikki oppitunnit
olivat 45 minuutin mittaisia. Kaikki oppitunnillalnnenevat matemaattiset kasitteet
kirjattiin ylos, vaikka ne olisivatkin tulleet jo ikmisemmin oppitunnilla esille.
Seuraavaan taulukkoon on siten laskettu kaikkiempitopnin aikana ilmenevien

matemaattisten kasitteiden lukumaaréat.
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TAULUKKO 2. Opettajat ja matemaattisten kasitteiden lukuétédpetuksessa yhden
oppitunnin aikana

Maija Venla Orvokki
0 1.tunti96 0 1. tunti83 0 1.tuntilOl
0 2.tuntil6l 0 2.tunti38 0 2.tunti62
0 3.tunti109 0 3.tunti86 0 3.tunti53
0 4.tunti33 0 4.tunti2l
0 5.tunti35 0 5.tunti32
(0]
Pekka Pirkko Kari
0 1.tunti225 0 1.tunti265 0 1.tunti6?
0 2.tunti 245 0 2.tunti2l4 0 2.tunti60
0 3.tunti212 0 3.tunti258 0 3.tunti96
0 4. tunti257 0 4.tunti135 0 4.tunti42
0 5.tuntil74 0 5.tunti169 O 5.tunti3l

Opettajien kasitteiden kaytdssa heiddn omassa kgetsaan on selkeitd maarallisia
eroja. Kun opettajia tarkastellaan yhtend ryhmama, vahimmillaan kasitteita ilmeni
ainoastaan 21 kappaletta yhden oppitunnin aikanevoih 4. tunti), kun taas

enimmillaan kasitteita esiintyi 265 kappaletta yimag@pitunnin aikana (Pirkon 1. tunti).

Opettajakohtaisia kokonaisuuksia tarkasteltaess@ameedsksi Pekan jokaisella
oppitunnilla opetuksessa esiintyvien kasitteideréiraéon korkea. Vahimmillaankin se
on 174 kappaletta, kun esimerkiksi Karin tai Ventgretuksessa ei millaan oppitunnilla
ylitetd sadan k&sitteen maaraa. Voidaan todeta, netitemaattisten kasitteiden maara
opetuksessa on my0s opettajakohtaista. Opettajast@man opetuksesta riippuen
tunnin uutta asiaa rakennetaan enemman tai vahenmaiemaattisten kasitteiden

varaan.

Késitteiden valilla esiintyi paljon toistoa. Samaatemaattinen kasite saattoi toistua
opetuksessa enimmilla&n 38 kertaa perékkain, ilmaien kasitteiden kayttoa valilla.
Samojen kasitteiden toistuminen ei aina tapahtyserikkain. Esimerkiksi Pekan
toisella tunnilla kasitgotenssiintoistui opetuksessa sata kertaa. Voidaan ha\etita,
kasitteen toistuvuus on sitéd suurempaa, mita perastmaksi kasite voidaan luokitella.

Tallaiset yksinkertaiset kasitteet on tutkimuksérigsa nimetty peruskasitteiksi, joiden
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varaan opetuksessa rakennetaan edelleen spesifképitieitd. Peruskasitteet ilman
vaativia saanndnmukaisuuksia toistuivat useammim kesimerkiksi suoranaisesti
tunnin aihe ja siitd johdetut moniulotteiset matattiaet kasitteet. Seuraava esimerkki

havainnollistaa matemaattisten kasitteiden toigitreuopetuksessa.

Esimerkki 1,katkelma matemaattisten k&sitteiden listasta, Kopitonnin aiheena on
potenssin potenssi (Pekan 4. tunti).

99. kertaa

100. kertaa

101. potenssiin

102. potenssiin

103. kerrotaan

104. tulontekijan kertolasku
105. potenssiin

106. kerrotaan

107. kertaa

108. samankantasia potensseja
109. kantalukuna

110. kertolasku

111. samankantasten kertolasku

Paljon toistuvien peruskasitteiden varaan rakeopgtuksessa kasitteitd, jotka jaettiin
alakasitteisiin ja tastd edelleen moniulotteisempyléakasitteisiin. Matemaattisten
kasitteiden jakautuminen niiden ominaisuuksien geella peruskasitteisiin,
alakasitteisiin ja ylakasitteisiin oli selked. Jsem opettajan opetuksessa, tunnista
rippumatta, peruskasitteitd esiintyi eniten. Vahit esiintyi ylakasitteitd eika
esimerkiksi kolmen opettajan opetuksessa naitantgayt lainkaan yhdenkaan

oppitunnin opetuksessa.

5.2 Matemaattisten kasitteiden ryhmittelyt

Tassd tulososiossa tarkastellaan  matemaattisten ittelden  ilmenemista
peruskasitteiden sekd ala- ja ylékasitteiden tasoilulososiossa eritelladn myos
kriteerit perus-, ala- ja ylakasitteiden maaritdleni Késitteiden jakaantumista eri
luokkiin havainnollistetaan analyysivaiheessa mubeltujen taulukoiden avulla.

Lisaksi osiossa tuodaan esille kasitteiden maaratk@sitteentasoilla. Seuraavaksi
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esitellaan ryhmittelyssa ilmenevat merkittavat erotatemaattisten kasitteiden

esiintymisessa opetuksessa.

5.2.1 Peruskasitteiden ilmeneminen

Sisalloltaan peruskasitteiksi luokiteltin - perusfamimitukset kuten kertolasku,
jakolasku ja potenssilasku. Myds matemaattiset tgkeet, kuten tulontekijd, ja
matemaattisten symboleiden nimet, kuten plus, tettkh peruskasitteisiin kuuluviksi.
Matemaattisia peruskasitteita esiintyi opetuksgskaisella oppitunnilla, mutta niiden

maarat erosivat merkittavasti opettajien valilla.

Erinimisten peruskasitteiden esiintyminen opetukaemonipuolisesti ei vaikuttanut
peruskasitteiden lopulliseen lukumaaraan oppitlanisimerkiksi Pirkon kolmannella
tunnilla esiintyy seitseman eri peruskasitteitéteginsa 244 kertaa. Maijan opetuksessa
ensimmaisella tunnilla peruskasitteitéa esiintyi deksan kappaletta, toistojen jalkeen
yhteensa 96 kertaa. Vaikka Maijan opetuksessa késiiteita ilmeni nimikkeiltaéan
enemman, niin silti Pirkon peruskasitteiden kaykokonaismaara oli suurempi. Myos

saman kasitteen toistamisen maarissa opetuksessai iroja.

TAULUKKO 3. Eri peruskasitteet ja niiden esiintygmaarat yhden oppitunnin aikana,
vertailussa Maija ja Pirkko

Maija :

Pirkko :

Tunnin numero

Peruskasite ja
lukumaara

Tunnin numero

Peruskasite ja
lukumaara

potenssix 21
kerto x 16
tulox 7
eksponentti x 7
tulontekija x 5
summa x 3
vhteenlasku x 3
kantaluku x 3

potenssi x 112
kerto x 81
kantaluku x 26
eksponentti x 21
tulox 6

plus x 3
sievennd x 1
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Matemaattisten peruskasitteiden maarat opetukseasdelivat 21 peruskasitteesta
(Orvokin 4. tunti) 248 peruskasitteeseen (Pirkontuhti) yhden oppitunnin aikana.
Runsas peruskasiteiden maara johti myos runsaamkigstieiden kokonaismaaraan.
Saman késitteen toistuvuus opetuksessa oli ylemstidta myds yksittaisia kasitteita
ilmeni. Opettaja saattoi myds kayttdd opetuksessesmampia peruskasitteitd, jotka
siséllollisesti vastaavat toisiaan. Tastd esimewkkon kertolasku ja tulo-kasitteiden

kaytto.

5.2.2 Ala- ja ylakasitteiden rakentuminen opetuksessa

Ala- ja ylakasitteet maariteltin kasitteiden sté@n riippuvuuksien perusteella.
Luokituksen maaritti se, miten usean kasitteenirtath uuden kasitteen oppiminen
vaati. Ala- ja ylakasitteet on siis johdettu mujstasalloltaan yksinkertaisemmista
kasitteistd. Esimerkikssamankantainen potensedellyttda oppijalta potenssilaskun
hallintaa sekda ymmarrysta, migamankantainenarkoittaa. Samankantainen potenssi
luokitellaan alakasitteeksi, kun taas ylakasitteakskittuu samankantaisten potenssien
tulo. Tahan sisaltyy viela lisaksi tulon kasitteen mé&hmtin hallinta. Seuraava taulukko
on ote tutkimuksen kolmannesta analyysivaiheestasiilisa suhteutuvat kasitteet on

lihavoitu.

TAULUKKO 4. Maijan opetuksessa ilmenevien kasitedluokittelut sisallollisesti
perusteltuna

Tunnin numero

Peruskasite ja lukumaara

Alakasite

Ylakasite

potenssi x 40
kantaluku x 21
kerto x 20
eksponentti x 17
tulo x 10
osamadrd x 8
jakox 5
jaettava x 5
jakajax 4
osoittajax 1
nimittaja x 1
supistaa x 1

samankantainen potenssi
x4

samankorkuinen potenssi x
3

yhteisen kantaluvun
potenssi x 2
samaeksponentti x 1

samankantaisten
potenssien osamaard x 1
samankantaisten
potenssien tulo x 2
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Maarallisesti ala- ja ylakasitteiden esiintyminerpetuksessa oli huomattavasti
peruskasitteitd ~ vahaisempaa. Opettajat perustivapetusensa runsaaseen
peruskasitteiden kayttdon ja nain painottivat j&kasemmin opetettuja kasitteita.
Aikaisemmin  opetettujen  peruskasitteiden avulla upwltin - sisalloltéan
moniulotteisemmat ala- ja ylakasitteet. Mitd enemmapetuksessa ilmeni

peruskasitteitd, sitd todennédkodisemmin opetuksbasai myos ala- ja ylakasitteita.

Taman kaltaisia jokaiselle kasitteen tasolle mutdoea oppitunteja ilmeni yhteensa
seitseman kappaletta. Naméa oppitunnit jakautuvati&a opettajan, Pirkon ja Pekan,
kesken. Tutkimuksen kolmannen analyysivaiheen kaihti osoitti myds sen, kuinka
kasitteet jakaantuivat opetuksessa eri portailleujaka ndma portaat erosivat toisistaan
maardallisesti. Seuraava katkelma taulukosta kuvamlavi kolmannen oppitunnin
kasitteita. Taulukko osoittaa, kuinka kasitteetvapijakaantua kahdelle kasitteen tasolle.

TAULUKKO 5. Venlan opetuksen rakentuminen, kun ylakasittasoa ei saavuteta

Tunnin numero Peruskasite ja Alakasite Ylakasite
lukumaara

3 kerto x 52 summalausekkeen tulo x | -
jakox 5 1

summalauseke x 5
vastalauseke x 5
sieventaa x4

miinus x 4

tulox 2

etumerkki x 2
murtoluku x 1
samanmuotoinen x 1

Jopa kymmenella oppitunnilla k&vi kuitenkin niintte ala- tai ylakasitteitd tullut
opetuksessa ilmi ollenkaan. Oppitunnit muodostuiégssin peruskasitteiden varaan.
Peruskasitteiden varaan rakentuvista oppitunneistdndella ei tunnin aihetta

sanallistettu ollenkaan. Kuitenkin kahdeksalla ®@&ippitunneista tunnin aihe

sanallistettiin peruskasitteiden avulla, joten ogséssa ilmeni hierarkkinen rakenne.
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Esimerkiksi Karin toisella oppitunnilla ilmeni vaiperuskasitteitd, mutta tunnin aihe
sanallistettiin. Tama 16ydos eritellaan myohemmifogosiossa viela tarkemmin (ks.
liite 8).

Ala- ja ylakasitteiden esiintyminen opetuksessakdifti matemaattisen kasitteen
hierarkian muodostumista. Eri tasojen kasitteidé@nssa oli huomattavia eroja — mita
ylemmas luokittelussa eli hierarkiassa kavuttiind syahemman hierarkian portaalla
ilmeni matemaattisia kasitteitd. Hierarkia saajt@da kokonaan muodostumatta tai
vaihtoehtoisesti se muodostui kaksiportaisesti perjn alakéasitteiden tasoille.
Kolmeportainen k&sitteiden hierarkia muodostui penja alakéasitteen tasojen lisaksi
myds ylakasitteen tasolle. Mahdollinen peruskddite avulla sanallistettu tunnin aihe

antoi lisaksi hierarkialle kasitteellistetyn niméén.

5.3 Kasitteiden hierarkkinen kuvaus

Tassa tulososiossa vertaillaan edelleen sitd, kuimatemaattisten kasitteiden tulisi
johdonmukaisessa opetuksessa rakentua hierarkkjse&uinka ne ilmenevat tassa
tutkimusaineistossa. Opetuksessa muodostuvia &deitt kokonaisuuksia ilmennetaan
kuvioin. Kuviot havainnollistavat sen, kuinka higdan tulisi muodostua portaittain

k&sitteista, joilla on suhteita toisiinsa n&dhdarkyinka se todellisuudessa rakentuu.

Esimerkiksi Venlan jakson aihe oli yhtaléViiden oppitunnin aiheet olivat 1)
kirjainlausekkeen arvo, 2) samanmuotoisten termydmistaminen, 3) luvun ja
summalausekkeen tulo, 4) Kkirjainlausekkeen vahdagks seka 5) yhtalon
ratkaiseminen.Tuntien aiheet paateltiin aineistosta nousevienugdkaisilmausten
perusteella. Kun oppituntien aiheiden pelkistettig@aaleja kasitteiden hierarkioita
verrataan opettajan opetustunneista puhtaasti saténtdisesti tehtyihin  sisallon
luokitteluihin, havaitaan, etteivat kasitteet rakerhierarkkisesti jokaisella oppitunnilla.
Seuraavissa taulukoissa kuvataan pelkistetty, Ideaalli opetuksessa rakentuvasta
hierarkiasta (taulukko 6) ja taysin aineistolah&sin peruskasitteiden tasolle typistyva

oppitunti (taulukko 7).
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TAULUKKO 6. Venlan 1. tunnin ideaali kasitteen hagkian muodostuminen tunnin
aiheen ja peruskasitteiden perusteella

Alkuperdinen ilmaus Pelkistetty ilmaus Alaluokka JAKSON AIHE
*peruslaskutoimitus *tunnin aihe

kirjainlausekkeessa kirjainlauseke kirjainlausekkeen arvo

muuttujan paikalle muuttuja

sijoitetaan sen arvo sijoittaa
arvo

Potenssi on se ettd luku potenssi kirjainlausekkeen arvo Yhtalot

kerrotaan niinku itsellddn kerto

kun tédmd potenssiin kaksi potenssi kirjainlausekkeen arvo

tddlld sen ettd sun pittdd kantaluku

tdmd kantaluku kertoa kerto

kahdesti

yks potenssiin kaks eli potenssiin kirjainlausekkeen arvo

katopas kantaluvun kerrot | kantaluku

itselldén kerto

TAULUKKO 7. Taysin aineistolahtdinen kasitteidesaiollinen luokittelu, Venlan 1.
tunti

Tunnin numero Peruskasite ja Alakasite Ylakasite
lukumaara

1 kerto x 38 - -
potenssi x 12
plus x 8

miinus x 8
kantaluku x 4
kirjainlauseke x 2
muuttujax 1

Edella olevat taulukot havainnollistavat, kuinka i ensimmaisella oppitunnilla
kasitteet rakentuisivat johdonmukaisessa opetuisebgerarkkisesti. Kokonaan
aineistolahtdinen kasitteiden luokittelu (taulukKppaljastaa, miten kasitteet ilmenevét

todellisuudessa kyseisella oppitunnilla.
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Venlan opetuksessa kasitteiden hierarkiaa ei muodkehdella tunnilla, vaan opetus
typistyy peruskasitteiden tasolle. Yhdelld oppitillan opetuksessa ilmenee myds
alakasitteita. Hierarkia voi muodostua pelkkiinys@sitteisiin nojaten, kun tunnin aihe
on kasitteellistetty niiden avulla. Talléin hieragksaa tunnin aiheesta nimikkeen.
Tallaisissa tapauksissa, joissa tunnin aihe on llssteiu ja opetuksessa esiintyy
ainoastaan peruskasitteitd, on nahty muodostuvani pnatemaattisten kasitteiden
hierarkia. Tunnin aihetta ei kuitenkaan lasketaittéen portaaksi, toisin kuten ala- ja
ylakasitteet on méaaritelty.

Seuraavassa kuviossa n&hdaan jakson aiheen elidightd kokonaisvaltainen
kasitteiden hierarkia Venlan opetuksessa. Kaséteidierarkia muodostuu oppitunnilla
korkeintaan kahdelle tasolle. Oppitunnin aihettaoks kasitteellistetty opetuksessa
kolmella oppitunnilla ollenkaan. Jakson aihe onakiu siniselle pohjalle, opetuksessa
ilmenevat kasitteet vihredlle ja kasitteellistar@ajianeet tunnin aiheet oranssille
pohjalle.

Yhtalot
[}
I 1 Ll
Kirjainlausek- Samanmuotois- Luvun ja Kirjainlausek-
keen arvo ten termien summalausek- keen

yhdistdminen keen tulo vahennyslasku

1
Yhtalon
ratkaiseminen

- Kaénteinen J
- Yhteenlasku - Kertolasku - Miinus
- Kerto N manmuios S — - Plus - Yhtélo ‘
- Potenssi toinen - SUTETE: - Samanmuo- - Miinus
- Plus Soiseen (- toinen - Lisataan
- Miinus korottaminen - VesEEvede - Potenssi - Vahennetéaan
- Kantaluku S\/astalauseke _ Sieventii - Yhteenlasku ELG)
Kirjainlauseke MErerkk - Miinus - Sieventda - Vastaluku

- Muutuja - Sievennys

- Plus

- Vahennys-
[EH

- Tulo
- Etumerkki

- Murtoluku
- Samanmuo-
toinen

KUVIO 6. Vihrea véari edustaa Venlan opetuksessamélkvia kasitteiden hierarkioita



47

Ylla oleva kuvio osoittaa, ettei Venlan opetuksekahdella oppitunnilla muodostu
matemaattista kasitteiden hierarkiaa. Opetus jaésipgktaiseksi, ainoastaan
peruskasitteiden tasolle. Oppitunnin aiheen kéagdlisg&misenkin  uupuessa ei

opetuksessa muodostu minkaan tasoista matemaakisséteiden hierarkiaa.

Kun verrataan matemaattisen kasitteiden hierargmidrakentumista Venlan
opetuksessa (kuvio 6) Pekan opetukseen (kuvio @), havaittavissa merkittavia
laadullisia eroja. Pekan opetuksessa hierarkiagmakat useammille tasoille. Jokaisen
tunnin aihe on sanallistettu ja sitd tukee niinuger ala- kuin ylakasitteitékin. Kun
Venlan opetuksessa hierarkiaa ei kahdella oppiianmuodostunut ollenkaan tai se
rakentui korkeintaan kaksiportaisesti, niin kagite hierarkiat Pekan opetuksessa ovat
kahdella oppitunnilla rakentuneet kaksiportaisegth kolmella oppitunnilla

kolmiportaisesti.
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: . Samankantaisten Tulon ja osaméaaran Potenssin
: : : ollaspotenssi
Poten55|rk|nnat potenssien kertolasku potenssi potenssi P

- Potenssin jakolasku
- Samankantaisten

- Summan kuutio - Samankantaisten

- Potenssin :
- Samankantainen

kertolasku
- Luvun nelié
- Luvun kuutio

- Samankantaisten
potenssien
osamaara

- Samankantaisten

potensien kertolaskyl

potenssi potenssien jakolasku potenssien
kertolasku

- Samankantaisten
potenssien
jakolasku

- Osamaaran potenssi
- Tulon potenssi

- Potenssin potenssi
- Eksponenttien
yhteenlasku

- Tulon potenssi
- Eksponenttien
ketolasku
- Samankantainen
potenssi
- Eksponenttien
yhteenlasku
- Osamadran
potenssi
- Nollaspotenssi
- Tulontekijan
kertolasku

- Samankantainen potenssi
- Jakolaskun potenssi
- Murtoluku korotetaan
potenssiin
- Osoittajan koottaminen
potenssiin
- Nimitdjan koottaminen
potenssiin

- Samankantainen
potenssi
- Eksponenttien
yhteenlasku
. Tulon potenssi
- Osamaaan potenssi
- Kymmenpotenssi

- Potenssi
- Kerto
- Jako
Tulo
- Osamaara
- Eksponentti
- Kantaluku
- Osoittaja
- Nimittaja
- Miinus
- Tulontekija
- Murtoluku
- Sieventaa
- Sekaluku
- Plus
- Muuttuja

- Potenssi
- Kerto
- Eksponentti
- Plus
- Kantaluku
- Vahennyslasku
- Sieventaminen
- Samankantainen
- Tulontekija

- Potenssi
- Eksponentti
- Kerto
- Miinus
- Kantaluku
- Plus
- Jako
- Saman-
kantainen
- Vastaluku
- Vahennys-
lasku
- Osamaara

- Potenssi - Potenssi
-Kerto - Eksponentti

- Kantaluku - Kerto

Eksponentti - Erotus

- Tulo - Kantaluku
- Summa - Jako
- Plus - Alkuluku
- Tekija -Plus
- Nelidjuuri - Sievenna

KUVIO 7. Pekan opetuksessa muodostuvat kasittenenarkiat

Kun vertaillaan Pekan ja Venlan opetuksen matemstait kasitteiden hierarkioita
visuaalisesti, voidaan havaita Pekan opetuksen podaisuus. Pekan opetuksessa
myds jokaisen tunnin aihe oli kasitteellistetty, kéni opetuksessa antaa oppijalle
lisdinformaatiota hierarkian muodostamiseen. Mydaijdh (ks. lite 6) opetuksessa
jokaisen oppitunnin aihe on Kkasitteellistetty. EMaija ja Pekan kasitteiden
hierarkkisissa muodostumisissa on hierarkioidenjéamsmaarassa. Maijan opetuksessa
kahdella  oppitunnilla ilmenee ainoastaan perudeiisit tunnin  aiheen
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kasitteellistamisen liséksi. Yhdella oppitunnilléefarkia muodostuu kaksiportaisesti,

jolloin Maijan opetuksessa ilmenee myds alakéasittei

Myos Orvokin opetuksessa (ks. liite 7) kasitteideerarkiat jaavat Maijan opetuksen
tavoin kaksiportaisiksi. Yhdella oppitunnilla kdsin hierarkia muodostuu ainoastaan
peruskasitteiden ja naiden avulla kasitteellistetymnin aiheen varaan. Kahdella
oppitunnilla tunnin aihetta ei ole kasitteellisyetlYlakasitteitd ei esiinny opetuksessa
lainkaan, joten hierarkkiset kasitteen muodosturaientuvat perus- ja alakasitteiden

tasoille.

Orvokin tavoin Pirkonkaan opetuksessa (ks. kuvi 85) kaikkia tunnin aiheita ei ole
sanallistettu. Hanen opetuksessaan kasitteidearkiarmuodostuu kuitenkin jokaisella
oppitunnilla. Yhdella oppitunnilla esiintyy kaksigtaisesti rakentunut kokonaisuus, kun
taas neljalla oppitunnilla esiintyy kolme eri matgattisen hierarkian kasitteen porrasta.
Ainoastaan yhdella oppitunnilla ei esiinny ylakésta.  Alakasitteitd ilmenee

opetuksessa jokaisella tunnilla.

Kun kasitteiden hierarkioiden muodostumista matékaat opetuksessa verrataan
Pirkon ja Karin (ks. liite 8) valilla, voidaan hdta selva ero ala- ja ylakasitteiden

maarissa ja nain ollen myo6s hierarkioiden muodostissa. Kun Pirkon opetuksessa
alakasitteitd esiintyy jokaisella tunnilla, niin K& opetuksessa alakésitteitd ilmenee
ainoastaan kahdella oppitunnilla. Pirkon opetuksesdakasitteen porras on

muodostunut neljélle oppitunnille, kun taas Karpetuksessa ylakasitteita ei esiinny
lainkaan. Jopa kolmella Karin oppitunneista kastttsaavat hierarkkisen mallinsa
ainoastaan tunnin aiheen sanallistamisen ansistan opetuksessa jokaisen tunnin

aihe onkin sanallistettu.

Matemaattisten kasitteiden hierarkkinen muodosteminopetuksessa vaihtelee
opettajasta ja oppitunnin aiheesta riippuen. Oppitu aihetta ei voida kuitenkaan
nimeta erojen paasyyksi, silla jo tutkimusaineistdeeruuvaiheessa pyrittiin
varmistamaan se, ettd opettajat kasittelivat videdia tunneilla samankaltaisia

teemoja. Kolmen opettajan jakson aihe oli yhtaltkplmen puolestaan potenssiin
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korottaminen. Kuitenkin erot kasitteiden hierarki®n muodostuksessa opettajien
valilla ovat todistetusti merkittavida. Opettajagiaoppitunnista riippuen on nahtavissa
joko hierarkian kokonaisvaltainen rakentuminen lsddisitteen tasolle tai painvastoin

sen muodostumatta jaaminen.

Tunnin aihe oli suurimmassa osassa oppituntejat&ébistetty, mutta kolmen opettajan
kohdalla yhteensa kuudella oppitunnilla aihe j&ikéellistamétta. Ainoastaan kahden
opettajan oppitunneilla esiintyi ylakasitteita @kaisen opettajan opetuksessa esiintyi
alakasitteitad ainakin yhdella oppitunnilla. Eniteisitteita esiintyi peruskasitteen tasolla,
ja kyseinen késitteen porras tayttyikin jokais@fgpitunnilla. Toisinaan opetus typistyi
ainoastaan peruskasitteitéa ilmentéavéaksi, jollointemmattista kasitteiden hierarkiaa ei
muodostunut. On my6s mahdollista, ettd opetus mstadoperuskasitteiden ja niiden
avulla kasitteellistetyn tunnin aiheen varaan. @pekohtaiset erot kasitteiden
hierarkioiden muodostumisessa ovat huomattavatitylsgB kyseiselle ilmidlle
tarkastellaan seuraavassa kappaleessa, kun opettapettajakokemuksen maaraa

tarkastellaan kasitteiden hierarkioiden muodostaensvaikuttavana tekijana.

5.3.1 Opettajakokemuksen yhteys hierarkian muodostumiseen

Tutkimukseen osallistuneiden opettajien opettajakaoks vaihteli kahden ja
kolmenkymmenen vuoden valilld. Kun kokemustausteerattiin joko kasitteiden

yleiseen lukumaardan yhden oppitunnin aikana tasittedden hierarkkiseen

muodostumiseen opetuksessa, huomattiin opettajakadksen yhteys opetukseen.
Vertailu opettajien ja naiden opettajakokemuksenill&aoli mahdollista, koska

opetuksessa edettiin samassa tahdissa ja kysdeas@@aauusi opetettava asia kullakin
oppitunnilla. Seuraavaan taulukkoon on koottu @paftibkemuksen maarat vuosissa
opettajittain.
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TAULUKKO 8. Opettajakokemuksen maarat vuosina

OPETTAJAKOKEMUKSEN

MAARA VUOSINA 0-9 10-15 20-30
Venla Maija Orvokki
OPETTAJAN NIMI Kari Pekka
Pirkko

Karin tai Venlan opetuksessa ei millaan oppituanilllitetd sadan matemaattisen
kasitteen maaraa. He kuuluvat opettajakokemuksella@ vuoden noviisien ryhmaan,
eli heilla oli myds vahiten opettajakokemusta. Rak Pekka ja Maija puolestaan
luokiteltiin - kokeneiksi  opettajiksi 10-19 vuoden ahnakkaan lukeutuvalla
opettajakokemuksellaan. Pirkon ja Pekan opetuksessityi erityisen runsaasti
matemaattisia kasitteitd. Pekan opetuksessa @etalitunnilla ylitettin kahdensadan
matemaattisen kasitteen maaréa ja Pirkon opetukssas® ilmid toistui kolmella

oppitunnilla.

Toisaalta Maijalla, joka 10-19 vuoden haarukka&eluvalla opettajakokemuksellaan
luokitellaan my6s kokeneeksi opettajaksi, esiintygpetuksessa huomattavasti
vahemman matemaattisia kasitteitéd kuin Pekall®it&iolla. Korkeimmillaan maéara on
161 kappaletta. Sama ilmi6 toistuu konkariksi 20v8@den opettajakokemuksellaan
luokiteltavan Orvokin opetuksessa. Hanen opetuksessnatemaattisten kasitteiden
maara typistyy yhdella tunneista vain 21 kappaleeseSilti Orvokin jokaisella

oppitunnilla rakentuu kasitteiden hierarkia.

Matemaattisten kasitteiden hierarkian muodostumineron yhteydessa

opettajakokemukseen. Esiintyi opetuksessa sittersaasti tai vahan matemaattisia
kasitteita, oli kokeneempien opettajien opetuksextermaattiset kasitteet hierarkkisesti
jasentyneempid. Opettajakokemukseltaan noviisienlave ja Karin opetuksessa ei
esiinny ylékasitteitda ollenkaan. Venlan opetuksesggetus muodostuu kahdelle

kasitteen tasolle yhdella oppitunnilla. Kahdella ni& oppitunnilla ei muodostu
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mink&an tasoista matemaattisten kasitteiden hie@rkun tunnin aihettakaan ei ole
kasitteellistetty. Karin opetuksessa perus- ja &ddteitd puolestaan esiintyy kahdella

oppitunnilla ja jokainen tunnin aihe on kasittest#ity.

Kokeneiden ryhmaan lukeutuvien Maijan, Pekan jakd?ir jokaisella oppitunnilla

matemaattiset kasitteet muodostivat hierarkian. jdaiopetuksessa ei esiintynyt
ylakasitteitd. Vastaavasti Pekan opetus rakentudéka oppitunnilla ja Pirkon yhdella
oppitunnilla kaksiportaisesti. Kaiken kaikkiaan Kéin oppitunneista neljalla rakentui
kokonaisvaltainen kasitteiden hierarkia niin perusda- kuin ylakasitteenkin tasolle.

Pekan opetuksessa sama ilmio toistui kolmella appitla.

Konkariksi  opettajakokemukseltaan luokittuvan Oirvok opetuksessa neljalla
oppitunnilla hierarkia muodostui kaksiportaise¥tndella oppitunnilla peruskasitteiden
lisdksi oli kasitteellistetty tunnin aihe. Orvokink opetuksessa hierarkia rakentui
jokaisella oppitunnilla. Seuraava taulukko osoittaarkittavimmat erot noviisien (0-9
vuotta opettajakokemusta), kokeneiden (10-19 vuatizettajakokemusta) seka
konkarin (20-30 vuotta opettajakokemusta) opetudegseakentuvista matemaattisista

k&sitteista ja hierarkioista.

TAULUKKO 9. Opettajakokemus liitettynd tuloksiin mesnaattisista kasitteista ja
niiden muodostamista hierarkioista

— N Kokeneet
eKahdesti 2-portainen .
hierarkia. Opetuksessa ei ¢ IVII(aua. s oorta ('« Orvokki: )
ylakasitteita. * ferran sportainen « Neljasti 2-portainen
eVenla: hierarkia. Ei ylakasitteita. hierarkia.
eKerran 2-portainen * Pekka: _ _
hierarkia. Opetuksessa ei . Kahde§t| 2-portainen
ylakasitteits. Kahdella hierarkia. Kolmesti 3-
oppitunnilla ei hierarkiaa. portainen hierarkia.
* Pirkko: K k .
e Kerran 2-portainen O n a rl
hierarkia. Neljasti 3-
N Ovi i S it portainan hierarkia.
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Noviisien ja kokeneiden opettajien opetuksen \@ldh merkittdva ero, kun opetusta
tarkastellaan matemaattisten kasitteiden hieragkkigakentumisen nakdkulmasta.
Kokeneiden opettajien hierarkiat olivat kokonaisa@empia ja jakaantuivat useammin
kahdelle tai kolmelle hierarkian eri portaalle. Keneiden opettajien opetus rakentui
aina vahintaan kaksiportaisesti, kun noviisien okstssa kasitteiden hierarkia saattoi
jaadda kokonaan muodostumatta tai se mahdollisgstntui ainoastaan peruskasitteiden

ja niiden avulla sanallistetun tunnin aiheen varaan

5.4 Tulosten yhteenveto

Tutkimuksen tuloksena havaittiin, ettd kasitteiddararkioita esiintyy matematiikan
opetuksessa. Ne rakentuvat opetuksessa eri tawwinint aiheesta ja opettajasta
riippuen. On myods mahdollista, ettei matematiikgpitunnilla muodostu kasitteiden
hierarkiaa. = Opettajan kokemustausta on yhteydegsétuksessa muodostuvien
kasitteiden hierarkioiden rakentumiseen. Seuraawiok kokoaa yhteen taman
tutkimuksen keskeisimmat I6ydokset kasitteidendridiiseen muodostumiseen liittyen
seka osoittaa, millainen merkitys opettajakokemlli&sen hierarkian rakentumisen
kannalta. Kuviosta nahdaan, kuinka hierarkia vokerdua eri matemaattisten

kasitteiden tasoille ja kuinka se oppitunnistagattajasta riippuen muodostuu.



54

Ylakasitteen taso

- Kokonaisvaltainen
muodostuminen 7
oppitunnilla

- Kokeneet opettajat

Alakasitteen taso

- Ala- ja peruskasitteiden
tasoille muodostuva
hierarkia 11 oppitunnilla

Tunnin aihe
kasitteellistetty ja
peruskasitteita 8

S B
| |
Peruskasitteen taso oppitunnilla
- Hierarkiaa ei muodostu 2 P - .
oppitunnilla Kasite X Kasite Y
- Noviisi-opettajat

Opettajakokemus

KUVIO 8. Tulokset Kkasitteiden hierarkioiden muodosisesta yhdistettyna
opettajakokemukseen

Opettajasta ja tunnista riippuen matemaattistenittkilen maarat opetuksessa
vaihtelivat ja hierarkioita muodostui eri tavoin. aiKen kaikkiaan seitsemalla
oppitunnilla kahdestakymmenesta kahdeksasta (k&8iteet rakentuivat hierarkkisesti
kokonaisvaltaisesti perus-, ala- ja ylakasitteidasolle, matemaattisten kasitteiden
keskindisia suhteita hyodyntaen. Talldin hierarkighkaisella tasolla oli sisaltoa.
Pelkkien peruskésitteiden tasolle supistuvia oppéld oli kaksi kappaletta, eiké
hierarkiaa talléin muodostunut. Hierarkioita muatibsnyds kaksiportaisesti, perus- ja
alakasitteiden tasoille rakentuen. Oli myds malistal] ettd opetus rakentui ainoastaan
peruskasitteiden tasolle ja tunnin aihe oli kasltigtetty kyseisten kasitteiden avulla.
Talloin hierarkian katsotaan muodostuneen niina dtinnin aihe toimii hierarkian

nimikkeena.

Opettajakokemuksen vuosimaaralla oli yhteys matdtisten kasitteiden hierarkian
muodostumiseen. Alle kymmenen vuotta opettajakoletaierryttdneiden opettajien
kasitteiden hierarkioiden muodostuminen opetuksefisauomattavasti yli kymmenen
vuotta opetustyotd tehneité opettajia vahaisemidaieneiden, yli kymmenen vuotta

tyossa olleiden opettajien matemaattisten  k&asdteid hierarkiat  olivat



55

todennakdisemmin moniulotteisesti rakentuneita pénus-, ala- kuin ylakasitteidenkin
tasolle. Liséksi runsaamman opettajakokemuksen dnydiatemaattisia kasitteita
esiintyi opetuksessa maarallisestikin enemman. iSiespettajien kasitteet jaivat usein
ainoastaan peruskasitteiden tasolle eikd matersi@aiti kasitteiden hierarkiaa

opetuksessa muodostunut valttamatta ollenkaan.
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6 POHDINTA

Tutkimukset osoittavat, ettd oppimisen laatuun wd#a muun muassa opettajan
patevyys selittdd kasitteita ja opettaa niitd mooligten esimerkkien avulla (Griffin ym.
2009, 320). Oppiminen tuottaa parhaimmillaan seik&asitteiden hierarkian, joka
laajentaa yksilon tietoutta uusia asiasisaltojétapssa (Coley ym. 2004, 218-219).
Keskeisessa roolissa tallaisen hierarkian muodasassa on opettajan kayttdmien
kasitteiden vakiointi sekd loogisuus. Tassa osiogEaan tutkimuksen tulokset
yhdistetaan aikaisemmin tehtyihin tutkimuksiin. Kigtustuloksia tarkastellaan muista
tutkimuksista saatujen tulosten asettamassa valo§€¥siossa pohditaan myds
tutkimuksen luotettavuutta ja eettisyyttd. Lopuksarkastellaan viela tutkimuksen

merkittavyytta ja jatkokysymyksia alan tutkimuksell

6.1 Tutkimusldydosten tarkastelu

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd, esiintyyk@lakoulun matematiikan
opetuksessa kasitteiden hierarkioita ja jos esiintyin millaisia ne ovat. Tutkimus
keskittyi kuvaamaan, kuinka kasitteiden hierarkiakentuvat opetuksessa ja kuinka
opettajan koulutustausta ja kokemus vaikuttavatrahké&oiden muodostumiseen ja
ilmenemiseen. Tutkimuksen tuloksena havaittiing édfisitteiden hierarkioita esiintyy
matematiikan opetuksessa, mutta niiden muodostamist tapahdu jokaisella
oppitunnilla. Matemaattisten kasitteiden hierarkiakentuvat opetuksessa eri tavoin
tunnin aiheesta ja opettajasta riippuen. MyoOs ajmit opettajakokemuksen maara
vaikuttaa opetuksessa muodostuvien kasitteidenatkierden rakentumiseen. Mita
enemman opettajalla on opettajakokemusta, sitantédé@isempaa on matemaattisten

kasitteiden kaytto ja niiden hierarkkinen muodoshen.

Tassa kappaleessa osoitetaan se, kuinka tamamuktsen tulokset puhuvat aiemman
tutkimusnayton puolesta. Yksi tutkimuksen luotetiaiva lisdava tekijd onkin sen
vahvistuvuus, joka tarkoittaa tutkimuksen tulokstekemista muiden tutkimustulosten

avulla (Eskola & Suoranta 2008, 212). Liséksi tdotkimus lisda tietoa matemaattisten
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kasitteiden hierarkioiden muodostumisesta opetsies€Eita pohditaan viela syvemmin

tulevassa osiossa, jossa eritellddn tutkimuksetetiawuuteen vaikuttavia tekijoita.

6.1.1 Kasitteiden hierarkioiden muodostuminen opetuksessa

Allsoppin ym. mukaan (2003, 308) laadukkaan opetokimkaamiseksi on pohdittava,
tekeekd oppimisen haastavaksi jokin ongelma opessks tai opetuksen sisallossa.
Griffin ja kumppanit (2009, 320) nostavatkin opgita pedagogiikan ja taman
patevyyden opettaa kasitteitd oppilaan matemaattistaikeuksien paésyyksi. On
todettu, ettéa kasitteiden johdonmukainen opetusiigen hierarkkinen rakentuminen

helpottaa matematiikan oppimista.

Tutkimus osoitti, ettd matemaattisten kasitteideararkioiden muodostumisessa on
merkittavid eroja eri opettajien opetuksessa. @enstarkead, ettd opettajat ovat
tietoisia kasitteiden kaytbsta ja niistda muododiavi hierarkioista omassa
opetuksessaan. Tama mahdollistaa oppilaalle paremmapetuksen ja

kokonaisvaltaisemman oppimisprosessin. Kasitteiggmmartamisen syventadmien on
toinen perusopetuksen perusteissa (2004) vuoslleo&t9 esitetyistda matematiikan
ydintavoitteista. Tuloksiin nojaten onkin huoletiivaa, etta opetettavien kasitteiden

maarat ja niiden tasot vaihtelevat niin suurestopettajien matematiikan opetuksessa.

Késitteeseen liittyvat sdannot ja niiden jarjestdliset suhteet toisiinsa nahden luovat
matemaattisten kasitteiden hierarkioita (Stovan2088, 19; Coley ym. 2004, 218-
219). On ensiarvoisen tarkeaa, etta jokainen ké#sitthierarkian taso on opittu
perusteellisesti. Tall6in matemaattisen siséllorpimnen on selkedd ja laajentaa
yksilon tietoutta jalleen uusia matemaattisia kégéd opeteltaessa. (Coley ym. 2004,
218-219.) Tutkimuksen tuloksiin viitaten matemaatti k&sitteen hierarkioiden eri
portailla on puutteita. On valitettavaa, etta @salbpitunneista hierarkioita ei muodostu
ollenkaan. Nama tulokset yhdistettynd aiempaaninwikantiin osoittavat sen, etta
opettajan pedagogiikka ja opetuksen laatu voivata@ oppilaasta riippumattomiin

oppimisen vaikeuksiin.
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Jos opetuksen laatua halutaan parantaa, olisiyd@ aloittaa pohtimalla tiedostavatko
opettajat puutteet opetuksessaan. On mahdollists, @pettaja ei ole tietoinen
matemaattisen kasitteen hierarkkisesta rakentutnises siitd, kuinka se kyetaan
esittaméan omassa opetuksessa. Toisaalta tassénukskssa oli mukana myos
opettajia, joiden opetuksessa rakentui loogisiaoite@in ja rinnakkain kasitteista
rakentuvia hierarkioita, jotka etenevat oppisisgaé johdonmukaisesti tasolta
seuraavalle. Naissd hierarkioissa uusi opetetta@sitek rakennetaan jo aiemmin

opittujen esikasitysten pohjalta.
6.1.2 Kasitteiden tasojen ilmeneminen opetuksessa

Opetuksessa tulee pyrkia siihen, etta oppitunnireeseen liittyvat avainkasitteet ja
niiden valiset suhteet selitetdan laajasti ja ymmetvasti. Taméa takaa
kokonaisvaltaisemman oppimisen. (Allsopp ym. 2@1%H; Vamvakoussi & Vosniadou
2004, 64.) Hierarkioiden eri kasitteen portaillai olédhtavissa puutteita jokaisen
opettajan kohdalla ainakin yhdella oppitunnilla.n¥é vaikeuttaa oppijan kasitteiden
valisten suhteiden ymmarrysta ja loogista ajatiesgtdien luomista. IlImiota

havainnollistaa jo aikaisemmin tutkimuksessa dgitalvio 1 (s. 7).

Matematiikan tunnin aiheesta muodostetaan kasityetulsessa muodostuvan
kasitteiden hierarkian perusteella. Tunnin aihedaah nahda konstruktiona, jonka
avulla ihminen jasentdéd edelleen asiaa koskevda tigtoa (Syrjala ym. 1994, 117).
Hierarkiasta muodostuu ehed, kun kasitteet rakantjokaiselle hierarkian portaalle.

Tata tapahtuu kuitenkin harvoin. Opettajien tujgnméartaa kasitteiden opetuksen
moniulotteisemmat vaikutukset. Kyse ei ole aincastghden kasitteen opettamatta
jattamisesta, vaan puutteesta koko jakson aihestorakenteessa. Matematiikassa
korostuu jatkuvasti se, kuinka hyvin aiemmat sgete ja niiden kayttdé on opittu

(Griffin ym. 2009, 320). Puute tietorakenteessa tidten johtaa oppilaan vaikeuteen

niin kyseisen jakson kuin tulevienkin jaksojen nmagattisten sisaltdjen hallitsemisessa.

Kasitteen opetuksessa olisi hyva keskittya niihésitteisiin, joita oppija tarvitsee
tulevia oppisisaltéja varten (McGowen & Tall 201070). Tutkimuksesta ilmeneva

opettajien runsas peruskasitteiden kayttd kertad, ®ttd opetus pyrkii huomioimaan
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oppilaiden esikasitykset. Samalla kasitteitd keaatja ne palautetaan mieleen yhdessa.
Tama mahdollistaa onnistumisen kokemukset mydsidisessa tytskentelyssa, mita
jokaisella oppitunnilla harjoitetaan. Tutkimuksaroksien myotd on syyta kuitenkin

mietti&, hukataanko opettajan pedagogiikan puliteelden seurauksena opetuksen
resursseja. Pelkkd peruskasitteiden opetus ei kikonaisvaltaiseen matemaattisen

iImion ymmartamiseksi.

Laaja peruskasitteiden esiintyminen opetuksess#okianiin sanottua "kivijalkaa” ala-,

yla- seka paakasitteiden (ts. tunnin aiheen) opgefi@. Kasitteiden runsas kaytto
opetuksessa helpottaa mieleen palauttamista. Gidoilsta, etta opetuksessa esiintyi
ainoastaan peruskasitteitd, mika on huolestuttaéigd yksinkertaisempi hierarkia on
kyseessd, sita todennakdisemmin oppija tekee \iigi@e assosiaatioita oman
kokemusmaailmansa ja ké&sitteiden hierarkian val{Néamvakoussi & Vousniadou

2004, 65). Tata ilmidta voidaan pohtia myos kaksgieesti perus- ja alakasitteiden

tasoille rakentuvien hierarkioiden kohdalla.

6.1.3 Oppilaan yksilollisyydesta

Tutkimuksen tuloksista ilmenee, ettad kasitteidegrdrkian rakentuminen opetuksessa
on usein puutteellista. Taman myota hierarkianlimailsuus jollain kasitteen portaalla
voi johtaa oppilaan ulkolukuun, kun uutta kasitettékyetd assosioimaan jo aiemmin
opittuihin kasiteisiin johdonmukaisesti. Koska appien tapahtuu asiantuntijan
johdolla (Vamvakoussi & Vosniadou 2004, 56), on ttggalla vastuu opetuksesta ja
siitd, millaiseen oppimiseen se johtaa. Jos k&sitakennu hierarkkisesti eli loogisesti
toisiin k&sitteisiin nojaten, tulee oppimisesta dtaallisempaa. Puutteet opettajan
pedagogisessa toiminnassa vaikeuttavat kokonaasst@lt matemaattista oppimista.
Oppilaan on tallgin oltava itse aktiivinen tiedotsig, jotta tietorakenteeseen ei jaa

aukkoja.

Oppilaan aktiivisen tiedon etsijan rooli ei kuitexak ole itsestaanselvyys. Kokemukset
matematiikasta seka itsestd matematiikan oppijaikuttavat myds suuresti kyseisen
aineen oppimiseen ja motivaatioon (Huhtala & LaR@04, 320). Oppilas voi olla

passiivinen, epamotivoitunut eika tama valttamagtnmarra puutteita omissa
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tietorakenteissaan. Haasteeksi nouseekin, kuinkettaj@ kykenee havaitsemaan
vaikeuksien perimmaisen syyn — on se sitten opettajmasta pedagogiikasta tai
oppijasta johtuva. On siis erittdin tarkeaa, ep@ttaja kykenee tarkastelemaan omaa

opetustaan ja siina jasentyvia tietorakenteitatiggsti.

Matemaattisten kasitteiden opettaminen liittyy \vadtv sosiokonstruktivistiseen
oppimiskasitykseen. ldeaalitilanteessa matemattéstteet rakentuisivat jo aiemmin
opitun, mahdollisesti alemman tason ké&sitteen varddatemaattisten kasitteiden
opetuksessa otetaan huomioon oppilaan aikaisemmigmukset, tiedot ja taidot
sosiokonstruktivistisen opetuksen periaatteiden arsgsti. Uusi kasite on mahdollista
oppia vasta sitten, kun se tulkitaan aikaisemmkeméuneiden kasityksien ja tietojen
avulla. (Puolimatka 2002; Siljander 2005; Yrjonsu004, 111-112.) Tall6in
hierarkiasta voidaan rakentaa looginen kokonaisuyska yhdistaa oppijan

ajattelujarjestelman matematiikan abstraktiin nmaadn.

Vaikka matemaattinen ongelmanratkaisu kehittyy ka@m hallitessa matemaattiset
kasitteet (Morales, Shute & Pellegrino, 1985), wannin aiheen kasitteellistamatta
jattdminen johtaa oppilaan vaikeuteen ymmartaa mmadgtisen aiheen kokonaiskuvaa.
Oppilas opettelee ainoastaan kasitteita, tietamétiiin ne varsinaisesti liittyvat.
Kaiken liséksi, vaikka matemaattiset kéasitteet ralisivatkin opetuksessa loogisesti
jokaiselle kasitteen portaalle, ei oppilaan uudeddn oppiminen ole itsestaanselvyys.
Uuden tiedon oppimiseen vaikuttaa esimerkiksi ogs#n monipuolisuus ja eri
aistikanavien hyddyntaminen (Katai ym. 2008, 1/K&tai 2008, 234).

MyOs oppilaiden aktiivisen opetukseen osallistamisen tutkittu tukevan heidan
oppimistaan passiivisen vastaanottajan roolin sijagdEdiger 2012, 235).
Opetustilanteessa oppilaasta tulisi passiiviserjapgijaan tehda aktiivinen osallistuja,
joka kognitiivisen osallistumisen lisdksi voi hyddga oppimisessa omaa
subjektiivisuuttaan ja nain ollen saavuttaa syveinp@gmmarrysta kasitteista
(Vamvakoussi & Vosniadou 2004, 56).
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Ongelmat oppilaan kasitteiden hierarkian muodostska voivat johtaa laajempaan
yksilon matemaattiseen oppimisvaikeuteen (Das &z&an2004, 191-195). Taméan
tutkimuksen osoittaman matemaattisten kasitteidearatkkisen muodostumisen
opetuksessa voidaan todeta olevan merkittdvd matéseen osaamiseen vaikuttava
tekija. Opettajan tulee tiedostaa tama ja pyrkihitkEmaan pedagogista osaamistaan
niin, ettd opetuksessa matemaattisista kasiteistddostuu loogisia hierarkioita. Tama

palvelee niin opettajan kuin yksilonkin etua.

6.1.4 Opettajakokemuksen vaikutus hierarkioiden opetuksen

Késitteiden lukum&arien ja niiden hierarkkisten whostumien vertaaminen
opettajakokemuksen maaraan osoittaa, ettd enemnukemkista kerryttaneiden
opettajien opetusdiskurssi on hierarkkisesti jAssrBmpad. Tassd tutkimuksessa
noviisien, alle kymmenen vuotta opettajakokemustayktaneiden opettajien opetus oli
kasitteiden maarienkin puolesta suppeampaa. Naypisttajien opetuksessa kasitteiden
hierarkioiden muodostuminen oli huomattavasti ylimknenen vuotta opetustyota
tehneita opettajia vahdisempéaéa. Kokeneiden, ylirkgmen vuotta tydssa toimineiden
opettajien matemaattisten kasitteiden hierarkiavabl noviiseja todennakdisemmin

moniulotteisesti rakentuneita niin perus-, alankylakasitteidenkin tasolle.

Tasta voidaan paatella, ettd matematiikan opettegaitteiden hallinta ja hierarkkinen
osaaminen kehittyy kokemuksen myo6téa. Asiantuntigrutisaéntyessa opettaja kykenee
erottamaan opetuksessa olennaiset tietorakentekin mloittelijat eivat valttamatta
viela kykene (National Research Council 2004, 43-48pettajakokemus tekee
opetuksesta johdonmukaisempaa, jolloin se rakentaniulotteisemmin. Talldin niin

perus-, ala- kuin ylakasitteiden ilmeneminen opségisa on todennakoisempaa.

Opettajakokemuksen maaran vaikutuksista opetukseriudn on tehty aiempaa
tutkimusta eri oppiaineissa, myds matematiikassagéd ym. 2003, 235). On todettu,
ettd opettajakokemuksen my6td opettajan ammattitakasvaa. Ammatissa
tydskenteleminen mahdollistaa opettajalle kaytdnkokemukset opetuksesta, mika
edistdd opettajan omien tietojen ja taitojen kahista omaan oppiaineeseensa liittyen.

Opettajan laajempi tietopohja ja kokonaisvaltaiseympmarrys oppiaineensa teoriasta
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johtavat johdonmukaisempaan ja loogisempaan opetunks Opettajan sisaisiin
ajatusmalleihin kehittyy menetelmia, jotka ohjaat@& parempaan opettamiseen ja
opettajat oppivat tiedostamattaankin, millainentopeon tehokasta ja miksi. (Hogan
ym. 2003; Lunenberg & Korthagen 2009, 226—-227.)dnbergin ja Korthagenin (2009,
227) mukaan tata kutsutaan opettajan kontekstekalisiisaudeksi.

Shulman (1986) on puolestaan esittdnyt teorian tajpet sisallollisen viisauden

kasvusta opettajakokemuksen myodta. Tassa tutkinssisekonkari-opettajaksi

lukeutuvan Orvokin vahainen kasitteiden maard dgsetssa voidaan n&ahda juuri
oppiaineen sisallollisena viisautena. Ei ole i#éstselvyys, etta kasitteiden vahainen
maara johtaisi aina heikkoon opetusdiskurssin Higrsuuteen.

Opettajakokemukseltaan hyvin kokenut opettaja pyatymattitaidollaan rakentamaan
matemaattisten kasitteiden hierarkian opetuksessagds kayttamalla vahemman
kasitteita. Talloin opettajalta edellytetddn erimista kykyad valikoida opetukseen juuri
ne kasitteet, mitkd ovat tunnin aiheen kannaltakdisg. Opetussiséltdjen hallinta
tarkoittaa opettajan tietoisuutta naista keskeisiskasitteistd, mikd kasvaa
opettajakokemuksen myota. (Hogan ym. 2003, 23@&foisuus tehokkaasta opetuksesta

puolestaan ohjaa opettajien toimintaa luokassarigl&aLi 2012, 420).

Seuraava kuvio mallintaa aikaisemmin tutkimuksemissa tarkasteltua opetuksen
triangulaatiota. Se kuvaa opetuksen muodostumigeskeisesti vaikuttavia kolmea
elementtid: kaytannon tietoja ja taitoja, teoriaekés kokemusta. Lunenbergin ja
Korthagenin (2009) mukaan ndma kolme asiaa yhtsit opettajan omaan
persoonaan muodostavat opetuksen. Kyseinen aierama&snuksessa luotu malli on

seuraavassa kuviossa yhdistetty taman tutkimukdeksiin.
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o . Teoria —
Kaytanndn tiedotja 4 »  Tietous kdsitteiden
taidot hierarkioista

Opettaja
Kokemus—
Opettojokokemus
vuasing

KUVIO 9. Kaytannon tietojen ja taitojen, teorian jeokemuksen triangulaatio
(mukaillen Lunenberg & Korthagen 2009, 229).

Keskeisten kasitteiden ymmartamiseksi on opettsiiaroltava tietoinen opetussisaltoja
koskevasta teoriasta. Opettajakokemuksen karttuedsgsuus kasitteiden hierarkioista
kasvaa, joten téssa tutkimuksessa havaitut laadulirot opetuksessa voidaan ainakin
osittain selittdd opettajakokemuksen maaralla. Keké opettajat ovat tietoisia
oppilaiden matemaattista ajattelua kehittavistéwgiavoista ja kykenevat muuttamaan
opetustaan tunnin aiheeseen sopivaksi (Huang &IL22430). Kognitiivinen ajattelu
opetustyossa ei noviisilla opettajalla ole mydskaaeld niin kehittynyttd, kuin

kauemmin opettajana toimineilla (Hogan ym. 2003)23

Lopputulemana voidaan todeta, ettda matematiikatajn hierarkkinen osaaminen ja
tietoisuus kasitteistd kehittyvat opettajakokemuoksayotd. On todennakoista, etta
opettajakokemuksen lisdantyessa myts matemadttiséteet rakentuvat opetuksessa
hierarkkisemmin. National Research Council (2009) Hirjoittaa, etta asiantuntijan

kyky tunnistaa asioita, joita aloittelija ei huomamn tarkedd opetuksen kehittdmisen
kannalta. Opettajakokemuksen lisdantyessa ammatilliosaaminen syvenee ja téten

syntyy mahdollisuus my6s opetuksen laadun parastdiai
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6.2 Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen tarkoituksena oli selvittad, muodostuuilakoulun matematiikassa
kasitteiden hierarkioita ja jos muodostuu, niin ka ne talldin rakentuvat.
Tarkoituksena oli tutkia myds, kuinka opettajan Ikbustausta ja kokemus
mahdollisesti vaikuttavat hierarkioiden muodostiesis ja ilmenemiseen. Tutkimuksen
luotettavuutta arvioitaessa on otettava huomiootkijun avoimuus eli suosiiko
tutkimus tietoisesti tai tiedostamatta joitain ajatia vai onko se avoin kaikille
hypoteeseille. Tassa tutkimuksessa hypoteesitituetinen aineiston analyysia. Tasta
huolimatta tutkija oli jatkuvasti kriittinen omaadskentelyddn kohtaan. Jokainen
aineistoyksikkd otettin  huomioon ja sisallytettiiranalyysiin. Luotettavuuden
parantamiseksi analyysivaiheen ratkaisujen kyseetaminen oli saanndllista, jotta

tutkimuksen tulokset ilmenisivat mahdollisimmanuiedenmukaisina.

Koska aineiston litterointiin on kaytetty keskustenalyysia, on tutkimuksen
luotettavuuden kannalta pohdittava myds tata tutkeen vaihetta. Videomateriaali
muutettiin kirjalliseen muotoon keskustelunanalgpyseriaattein. Keskusteluanalyysissa
tarkastelun kohteena on jokin kommunikatiivinen afajpma, jossa muodostuu
tietynlaisia keskusteluita kontekstiinsa liitty€Fitscher ym. 2000, 149; Wooffitt 2005).
Se, ettd keskustelunanalyysissa on kaytetty naeftait voidaan Heritagen (1996)

mukaan nahda parantavan tutkimuksen luotettavuutta.

Titscher, Meyer, Wodak ja Vetter (2000, 163) totdakeskusteluanalyysin kayton
olevan vaativa prosessi. Siina tulee kaantda ksgegn muotoon kaikki tassa
tapauksessa opetuksen tapahtumat niin, ettd lukga todenmukaisen kuvan
keskustelusta. Tyod vaatii tarkkuutta. Videotallésd® yhdistamisen Kkirjalliseen
aineistoon nahdaan luotettavuutta parantavanaatekijkoska talldin on mahdollista
ottaa esimerkiksi konteksti huomioon seka tarkistahdolliset litteroidun aineiston
epaselvyydet (Flick 2006, 243). Videotallenteidéytkba luotettavuuden nakdkulmasta
tarkasteltaessa on myds tarkead, ettei kameraadliesévassa asemassa sosiaalisessa
tilassa (Flick 2006, 242). Tassa tutkimuksessa karsgoitettiin jokaisella tunnilla jo

valmiiksi ennen oppilaiden saapumista tilaan luokaia-osaan. Kuvaaminen pyrittiin



65

pitamaan mahdollisimman vahan huomiota herattavi@anépettajille oli kerrottu

etukateen, etté heidan opetustaan tullaan kuvaamaan

Patrikainen ja Toom (2004) toteavat, ettd yksiltkgiene kontrolloimaan kaytostaan
kuin lyhyen ajanjakson verran. Voidaan taten odettpettajien toimineen opetuksessa
kuten normaalistikin, koska videointi kesti kaudrdman tutkimusaineiston kannalta
videoinnissa olennaisinta oli adnen tallentuminerka onnistui moitteitta. Flickin

(2006, 242) mukaan videotallenteiden ongelma aoekeruumenetelméand on kameran

suuntaaminen, mikéa ei myosk&an alenna taman tuemeiston luotettavuutta.

Erilaiset voimasuhteet keskustelutilanteessa voiwals vaikuttaa aineiston lopulliseen
kirjalliseen muotoon (Titscher ym. 2000, 151). Tagsatkimuksessa opettajan rooli
opetuskeskustelun johtavana osapuolena voi johtagiristymiin  kirjallisissa
dokumenteissa. Kuitenkin useamman tutkijan osattighen aineiston keruuseen lisaa
sen luotettavuuden tasoa, niin videointi- kuindittamisvaiheessakin (Flick 2006, 243;
Titscher ym. 2000, 67; Tuomi & Sarajarvi 2011, 140)

Koska tdma tutkimus toteutettiin laadullisena, ohgtittava my6s aineiston suuruutta ja
riittavyytta tulosten yleistettdvyyden kannalta. adallisen aineiston kattavuuden
maarittdminen etenkin ennakkoon on lahes mahdo{@&siola & Suoranta 2008, 215;
Hirsjarvi ym. 2009, 181). Tassa tutkimuksessa aioei koko oli ennalta maaratty, ja

tutkimuskysymysten rajaamiseen vaikutti aineistsals).

Useiden tutkimusmenetelmien hyédyntaminen ja arsayynonivaiheinen prosessointi
vaati analyysia tehtdessa paljon tyota. EskolarSyarannan (2008, 210) mukaan
laadullisessa tutkimuksessa tutkija on tutkimukaeksskeinen tutkimusvaline. Taman
takia tutkijalla oli velvollisuus kirjata jokainetutkimuksen vaihe niin, ettd lukija
pystyy seuraamaan tutkimuksen kulkua aineiston Ustau sen analysointiin asti.
Tutkimusprosessin huolellinen kuvaaminen nostakirtutksen luotettavuutta. (Flick
2000, 369; Titscher ym. 2000; Tuomi & Sarajarvi 20141.) Raportoinnissa on Kirjattu
jokainen tutkimuksen vaihe tarkasti. Aineistostaisgvia matemaattisia kasitteitad on

listattu hierarkkisiksi kuvioiksi ja taulukoiksi.dllainen aineiston havainnollistaminen
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tekee analyysivaiheen selkedaksi, jolloin lukijadla mahdollisuus muodostaa aineistosta

viela oma analyysinsa (Seedhouse, 2005).

Laadullisessa tutkimuksessa on mietittdva senediivyyttd. Tulosten siirrettavyys
taytyy kyseenalaistaa, koska laadullinen tutkimusskittyy tiettyihin tapauksiin,
prosesseihin tai olosuhteisiin (Flick 2006, 39Tuomen ja Sarajarven mukaan (2011,
138) tulosten siirrettdvyys on riippuvainen toiskontekstin samankaltaisuudesta.
Tutkimuksen aineisto kerattin Suomessa ylakowduil8. luokan matematiikan
opetuksessa, joten opetuksen konteksti kotimaamjerajsisélla on samankaltainen
paikkakunnasta riippumatta. Tama on padosin vatia&ilisen opetussuunnitelman
ansiota. Tutkimustulosten siirrettdvyyden ansiodtakimus lisda suomalaisten
opettajien tietoutta matemaattisten kasitteiderahligisesta rakentumisesta opetuksessa

ja herattda opettajia oman opetuksensa laadulle.

Siirrettavyyden myota opettajien kriittisyys omgaetustaan kohtaan on mahdollista ja
nain ollen voidaan parantaa opetuksen tasoa. Pamegsa tapauksessa taman
tutkimuksen myo6ta opettajien tietoisuus matemdattiskasitteiden monitasoisista
hierarkkisista rakenteista kasvaa ja he keskittyw@tetuksessaan ehedén ja
suunnitelmalliseen kasitteiden opetukseen. Hirgj@muut (2009, 182) toteavat, etta
yksittaisissa tapauksissa toistuu jokin yleinenidlmiNain ollen tutkimalla riittavasti

yksittdisia tapauksia saadaan tietoa ilmiosta mytessella tasolla. Taten tdman

tutkimuksen tulosten siirrettavyys on taysin mahsial.

Toisaalta tutkimus keskittyi ainoastaan kuuteen ageéttajaan. Ihmistutkimuksessa
yleistysten tekemisessa on aina omat ongelmansaindm on yksilg, jolla on oma
tapansa toimia. Kuitenkin kuuden eri opettajan t#p@tokemukseen peilaten tehdyt
huomiot kéasitteiden hierarkioiden rakentumisestaittas/at sen, ettd tutkimustulokset
ovat yleistettavissa. MUST-hankkeen aineistostdatesta tutkimuksista oli kerrottu
tutkimukseen osallistuneille opettajille etukateete olivat tietoisia, etta tutkimukset
kasittelevat uuden asian opettamista ja kasittesgdittamista eriyttamisen, esimerkkien
ja ymmartamisen nakokulmasta. Opettajat tiesiviis beiddn opetusmenetelmansa

tulisivat olemaan tutkimuksen kohteena. Koska ttakia aiheita oli monipuolisesti ja
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niista tultiin tekemaan useampia tutkimuksia, eettggan ollut mahdollista muuttaa
opetuksessaan yhta tutkittavaa tapaansa. Tatenkdéemkmonipuolisuuden voidaan

nahda nostavan tutkimuksen luotettavuutta.

Flick (2000, 371) toteaa laadullisen tutkimuksemimenaiseksi ongelmaksi tutkijan
subjektiivisuuden ja tam&n omat intressit. Koskdkitousta tehtdessa tutkija ja
tutkittava ovat tekemisissa kesken&én, on tutklfsi snukana tilanteessa subjektiivisten
kokemustensa kanssa (Syrjala & Numminen 1988, $Rolan ja Suorannan (2008, 212)
mukaan tutkimuksen luotettavuuden lisddmiseksi aontioitava tutkijan ennakko-

odotukset.

Tassa tutkimuksessa hypoteesina olivat kéasitteideerarkkinen rakentuminen
matematiikan ylakoulun opetuksessa ja opettajakoksen vaikutukset niiden
muodostumiseen. Se, ettei tutkija ollut tavanmettajia tai itse seurannut oppituntien
kulkua, loi mahdollisuuden objektiiviselle littechin aineiston tarkastelulle. Tutkijalla
ei ollut ennakko-oletuksia opettajia kohtaan taglipiteita heidan toiminnastaan. Tama
mahdollisti litteroidun aineiston analysoimisen tadsti alkuperaisiimauksiin
perustuvana toimintana. Kukin opettaja edusti aibossa itseddn opetuksessa
ilmenevien matemaattisten kasitteiden kautta. Mydkimustulosten yhdistaminen

aiemmin saatuihin tuloksiin lisda tutkimuksen oljglsuutta (Flick 2006, 375).

Tutkimukseen osallistuvien opettajien taustatiedaftiin vasta sen jalkeen, kun
analyysi kasitteiden hierarkioiden muodostumiseditaehty. Tama tarkoittaa sita, etta
analyysiin ei vaikuttanut tutkijan aiempi tietougkimukseen osallistuvien opettajien
opettajakokemuksesta. Tutkija tiesi ainoastaana etipettajien kokemustaustat
poikkeavat toisistaan. Tietous opettajien taustoisi taten ohjannut kasitteiden
analyysia tutkimustehtavan intresseja palvelevaamtaian. Matemaattisten kasitteiden
ilmenemista tarkasteltiin yhdistamalla ne opettajieustatietoihin vasta luokittelujen ja

kuvioiden tekemisen jalkeen.

Opettajien taustatiedot kerattiin kyselylomakkeellamakkeet lahetettiin jokaiselle

opettajalle henkilokohtaisesti. Taten tiedot opakiakemuksesta perustuvat opettajien
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henkilokohtaiseen tiedonantoon, eikd tutkimukserkijad&é ollut mahdollisuutta

tarkistaa tiedon todenperdisyyttd. On kuitenkintaitavaa, ettd opettajat osasivat
arvioida oman opettajakokemuksensa ainakin nitd, st taman tutkimuksen kannalta
on riittdvan tarkka. Ei ole myoskaan nahtavissaaysniksi opettaja valehtelisi oman

opettajakokemuksensa maaran.

Tassa tutkimuksessa on otettava huomioon viela Mb&ikkeen tarkoitus ja sen

asettamat suuntaviivat talle tutkimukselle. Tutkijsseka muiden tutkimukseen
vaikuttavien tahojen aiempi tieto aiheesta vailatti#kimuksen suuntaukseen (Titscher
ym. 2000, 67). Valmiiksi keratty tutkimusaineisttputkimuksen aihe saatiin pro gradu
—tutkielman ohjaajalta Piia Bjorniltd, joka toimierityispedagogiikan lehtorina

Jyvaskylan yliopistossa. MUST-hanke tutkintematiikan oppimisen sosiokulttuurista
taustaa, ja aihe on kokonaisuudessaan merkitté&aTiutkimus kattaa hankkeesta
vain pienen osan, mutta tukee sen kokonaisvaltdisién selittamista. Suuri ryhmé

tutkimuksen takana merkitsee myds keskindistailkii, mika edistéad hyvan tieteen

tekemista.

Sisallébnanalyysi mahdollisti useampia eri tapojaalgsoida aineistoa. Aineistosta
tehtiin monia eri luokitteluja ja sisallonanalyyskeinoin pystyttiin hyddyntamaan
yhteensa neljaa eri analyysitapaa. Jokaista analyy®a tukevat lukuisat esimerkit eli
aineistosta suoraan lainatut késitteet. Taméa pasaanalyysin luotettavuutta ja sitd, etta
luokittelussa on jatkuvasti pysynyt sama, tarkatrkmukainen linja (Flick 2000, 369;
Titscher ym. 2000, 60). Liséksi jokainen analyysikk0 on otettu huomioon

luokitteluja ja kuvioita tehtéessa.

Yhtena kaytettyjen tutkimusmenetelmien rajoituksepaletaan sisallénanalyysin
keskittymista ainoastaan juuri edella mainittuitkimallisesta aineistosta kumpuaviin
aineistoyksikoihin (Titscher ym. 2000, 58). Toigaatdssa tutkimuksessa merkittavaa
on juuri opetuksessa sanallistetut kasitteet. OrnteRkin mahdollista, etta jotkin
opetuksessa ilmenevat matemaattiset kasitteet aulesiin ainoastaan Kkirjallisessa
muodossa, kuten oppikirjaan kirjoitettuna. Tall@isallonanalyyttisin keinoin ei ole

mahdollista analysoida kasitteita litteraateistaliigaa niita kasitteiden hierarkkisen
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rakentumisen tarkasteluun. Toisaalta opetus tapaippitunneilla opettajajohtoisesti,
joten mahdollinen késitteiden uupuminen analyysisiaole merkittava kasitteiden
lopulliseen hierarkkiseen rakenteeseen vaikutt@kgat Lisdksi tutkimus tarkastelee
matematiikan opetusta, joten itsendinen kirjastéskatu ei ole tdsséa tapauksessa

olennaista.

Aineiston analyysivaiheessa peruskasitteiden kosdeneet olivat mahdollisia,

huolellisuudesta ja useiden eri analyysimenetelmigiytostd huolimatta. Kaksi

oppituntien litteraattia oli sisalléltdéan vajaitegska videotallennus oli epaonnistunut ja
keskeytynyt noin kymmenen minuutin kohdalla. Nagrégét litteraatit paéatettiin sulkea
tutkimuksen analyysin ulkopuolelle, koska ne eiwdidleet sisalloltdédn merkittavia

kasitteiden kokonaisvaltaisen hierarkkisen rakemgam kannalta. Taméa pienentaa
kyseisen opettajan opetuksen analyysiyksikdidenré@@aadNama seikat eivat kuitenkaan
alenna tutkimuksen luotettavuutta muutoin laajareston ansiosta. Analyysiyksikkdja
eli matemaattisia kasitteitd esiintyi aineistossaikén kaikkiaan 3360 kappaletta.
Kokonaiskuvaan mahdollisten satunnaisten perudké@n puuttumisen vaikutus ei

tassa tutkimuksessa ole merkittava.

Useiden eri analysointimenetelmien triangulaatist@d tutkimustulosten luotettavuutta
(Flick 2006, 390). Siséllonanalyysin mahdollista tkiomusmenetelmallista
yksipuolisuutta tukemaan tutkimusmenetelmaksi wélik fenomenografia. Taman
tutkimusmenetelman kayttdé mahdollisti tutkimusaimetarkastelun ja analysoinnin
myds ilmion laajemmasta nakokulmasta sekd opetiggkuksen yhdistamisen
hierarkkiseen muodostumiseen. Taten se edistdda mybssten yleistamisen

mahdollisuutta.

6.3 Tutkimuksen eettisyys

Laadullisessa tutkimuksessa tiedon hankintaprasesghdistyy monia eettisia
kysymyksia. Tutkijan tulee tehda useita eettisiatpkisia tyohonsa liittyen. (Eskola &
Suoranta 2008; Flick 2006, 45; Hirsjarvi ym. 20@3,) Eskolan ja Suorannan (2008)
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mukaan eettisten ongelmakohtien huomioimiseksettuékijalla olla tiettya herkkyytta.
Vaikka laadullisen tutkimuksen eettisyyden kriteardidaan nahda suosituksina, on

taman tutkimuksen uskottavuuden kannalta niideérattelu tarkeaa.

Tutkimuslupien eettisyyttd maadriteltdessa on néetd, voiko tutkimus tuottaa
tutkittaville ahdistusta (Eskola & Suoranta 2008; Blayan 2009, 126). Tutkimusluvat
(liite 1) kerattiin tutkimuksen alkuvaiheessa. Tiotkksen tarkoitusta ja toteutusta
kuvaileva tiedote (liite 2) l&hetettiin oppilailja heidan vanhemmilleen tutkimusluvan
mukana, mik& on eettisyyden kannalta tarkedd (FHOK6, 46). Lahes jokaisesta
luokasta ilmeni vahintaan yksi ilman tutkimuslupagényt oppilas. Kyseisten oppilaiden
toimintaa ei kuvattu, eiké heitd ole millaan tavditetty tdhan tutkimukseen. Taman
tutkimuksen keskiossa oli opetus. Taten tutkimugkystenkaéan kannalta ei tiettyjen
oppilaiden sulkeminen tutkimusaineistosta poistatligelma. Tutkimuksen eettisyytta
nostaa tutkimushenkildiden vapaaehtoinen tutkimeksesallistuminen (Flick 2006,
49; Kuula 2006, 106; Mayan 2009, 127).

Anonymiteetti ja luottamuksellisuus ovat kaksi keiskintd kasitettd tietojen

kasittelyssa, ja ne on otettava huomioon myds nuikia julkistettaessa (Eskola &
Suoranta 2008, 56-57; Flick 2006, 49; Kuula 20@8,Taiomi & Sarajarvi 2009, 131).

Niin tutkija itse kuin muutkin tutkimusaineiston hesa tyoskennelleet ovat pitaneet
huolen siita, etteivat tutkimukseen osallistuvieot esiinny missaan raporttien osissa.
Osallistuvien opettajien nimet on muutettu, eikakgplulujen maantieteellista sijaintia
mainita. Opettajakokemuksen vuosimaéria ei ilmaitstoraan, vaan ne on jaettu

useamman vuoden mittaisiin jaksoihin.

Ongelmia voi liittya myos tutkimusaineiston keruesgEskola & Suoranta 2008, 52).
Tutkimukseen osallistuville opettajille ja oppilail oli kerrottu videokuvaamisesta
etukateen. Liséksi opettajat olivat tietoisia MUBdnkkeen suuntauksesta ja siitd, etta
aineistosta tehtavat tutkimukset kasittelevat kegisién selittamistd esimerkkien,
ymmartamisen ja eriyttamisen nakokulmista seké nwsdgan opettamista. On tarkeaa
tehda yhteistyota tutkittavien kanssa ja tutkimeksesallistuville henkil6ille tulisi
kertoa tutkimuksen tarkoituksesta (Eskola ja Sutara2008, 54). Koska hankkeen
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nimissa keratysta aineistosta tultaisiin tekemaaesampia tutkimuksia, ei kaikkien
yksittaisten tutkimusaiheiden nimeaminen ollut nahsta. Kuitenkin niin opettajat
kuin oppilaatkin olivat tietoisia tutkimusten suawiivoista ja MUST-hankkeen
tarkoituksesta. Oppilaiden tiedottamisesta vastasidan koteihinsa lahetetyt, jo

aiemmin mainitut tiedotteet (liite 2).

Oppilaat eivét tienneet, olivatko kamera ja tuthijakassa analysoimassa koko ryhman
toimintaa, opettajaa vai oppilaita. Oppilaille ekeriottu tarkasti, minkalaisesta
tutkimuksesta oli kyse. Tallaisessa tapauksessamaetittava, tuottaako tutkimus
tutkittaville enemman hyotya vai haittaa (EskolaS&oranta 2008, 56; Flick 2006, 48;
Mayan 2009, 126). Tutkimus voidaan nahda niin @p@édn kuin opettajienkin
tulevaisuutta ajatellen hyodyllisena. Opettajieridisuuden omia opetusmenetelmidnsa
kohtaan lisdantyessé he pystyvat kehittimaan misdiddheikkouksiaan. Pedagogisen
toiminnan parantuessa opetuksesta tulee johdonswikpiaa, mika helpottaa
oppilaiden oppimista. Parhaimmassa tapauksessamtigkjohtaa opetuksen laadun

nousuun ja parempiin oppimistuloksiin.

Eskola ja Suoranta (2008, 53) sek& Flick (2006, g6huvat tutkimuskohteen
hyvaksikaytosta tutkimusprosessin ongelmana. Tdapauksessa tutkimushenkil6t
tarjosivat tutkimuksen intressien mukaisen aineist@pettajien henkilokohtaisten
taustatietojen avulla tutkimuksen tulokset saivadden nakoékulman. Tutkimuksen
perimmdainen tavoite on kuitenkin tuoda tutkimushkimienkin ulottuville tietoa

matemaattisten kasitteiden hierarkioista ja niidpetuksesta. Tassa onnistuttiin, joten

uuden tiedon luominen itsesséaan jo nostaa tutkisukettisyytta (Flick 2006, 48).

6.4 Tutkimuksen merkittavyys ja jatkokysymykset

Tutkimuksen tulokset osoittavat, ettd matematiikdakoulun opetuksessa esiintyy
matemaattisia kasitteitd, jotka voivat rakentuardrikisesti toisiinsa nojautuen.
Késitteiden hierarkiat voivat rakentua opetuksasssalle tasolle tai painvastoin jaada
muodostumatta. Matemaattinen késitteiden hieravkiamyos jadda vajaaksi, jolloin

tunnin aiheen kannalta olennaisia kasitteita eitdfs®ssa esiinny lainkaan. Tama
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tarkoittaa epajohdonmukaisuutta opetuksessa. Au@gpijan tietorakenteessa voi
johtaa vaikeuksiin uusien matemaattisten kasitteidgpimisessa. Uusi kasite on
mahdollista oppia vasta sitten, kun se tulkitadaiagemmin rakentuneiden kasityksien
ja tietojen avulla. (Puolimatka 2002; Siljander 20§rjonsuuri 2004, 111-112.) Taten
tutkimustulokset osoittavat, ettd puutteellinen enadattisten kasitteiden hierarkioiden
opetus voi johtaa oppijasta riippumattomiin vaiksiuk ja alempiin oppimistuloksiin

matematiikassa.

Tama tutkimus heréattdd pohtimaan laadukkaan opetuksteerejd. Laadukkaamman
opetuksen takaamiseksi on mietittava, tekeekd ojgpimhaastavaksi jokin ongelma
opetuksessa tai opetuksen sisallbissa (Allsopp 003, 308). Tulokset osoittavat
matemaattisten kasitteiden hierarkkisen rakenteepetukisessa. Hierarkkinen
muodostuminen ei ole itsestaanselvyys, vaan nildendostumisessa on huomattavia
eroja opettajien valilla. Tutkimus osoittaa, ettppilaan matemaattisen vaikeuden

taustalla voi olla jokin ongelma tai puute opetidsse

Tassa tutkimuksessa ei paasty kasiksi siihen, atkavoppilaiden oppimistulokset sen
mukaan, millaisia kasitteiden hierarkioita ope#nji opetusdiskursseissa esiintyi.
Tutkimustulosten my6ta lukijan on kuitenkin - mah@ill tarkastella opettajan
pedagogista toimintaa kriittisesti ja kyseenalastanko oppimistulosten perimmaéainen
Syy oppijassa vai opettajassa. Nain ollen mydstajiég tarjoutuu keino tarkastella
omaa toimintaansa pedagogisena toimijana uudesidkulinasta — opettajilla kun ei
juuri ole mahdollisuuksia havainnoida muiden ludikikaneiden tapahtumia (Marshall
2006).

On merkittavaa tiedostaa myds opettajakokemuksenkutukset kasitteiden
hierarkioiden muodostumiseen opetuksessa. Johdainerk kasitteiden hierarkioiden
opettaminen todistetusti edistaa oppimista (Ausybel 1968; Ediger 2012; Stoyanova
2008; Zain ym. 2012) ja taten vahaisen opettajakakesen vaikutukset opetukseen on
huomioitava jo opettajankoulutuksessa. Tutkimuksd#dstenee, miten merkittava tekija
opettajan kokemus on loogisen ja hierarkkisesgnakvan opetuksen muodostumiselle.

Matematiikan opettajan hierarkkinen osaaminen kghikokemuksen myotd, joten jo
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matematiikan aineenopettajien koulutuksessa vaitaikeskittya matemaattisten
kasitteiden hierarkkiseen rakentumiseen ja sen faionseen tulevassa opettajan

ammatissa.

Lunenberg ja Korthagen (2009) esittdvat opettajahltakseen reflektiomallia, jossa
korostettaisiin kaytannon, kokemuksen ja teoriantemuksen merkityksia tulevassa
opettajan tyossa. Opettajaopiskelijoille voitaisiiarjota esimerkiksi hierarkkisen
opetuksen suunnitelmaa. Talldin jo ennen opetusjakakua jaksossa muodostuva
kasitteiden hierarkia olisi maaritelty valmiiksiedrian hallitseminen on aloittelevilla
opettajilla heikompaa kuin kokeneilla opettajillddldgan ym. 2003; Lunenberg &
Korthagen 2009, 237). Valmiiksi luodun, teoreetiisenallin avulla opetuksessa
voitaisiin yhdessa oppilaiden kanssa seurata, kuinpetuksen edetessa liikutaan
hierarkiassa portaalta toiselle. Tamé edesaujtdisionmukaisen ja loogisen opetuksen

suunnittelussa ja opettaja olisi jatkuvasti tietsiropetuksensa johdonmukaisuudesta.

Kasitteiden hierarkioiden tutkiminen myods oppimiseakdkulmasta olisi oppimista

edistava, opetukseen lisdd laatua tuova jatkotwtk#ine. Oppilaat usein keskittyvat
tunnilla niihin asioihin, jotka stimuloivat heidéaistejaan (Allsopp ym. 2003, 310).

Pelkkd mekaaninen opetus ei riitd kokonaisvaltagpimisen saavuttamiseksi. Tassa
tutkimuksessa havaitaan, ettd matemaattiset kéisitteivat rakentua opetuksessa
hierarkkisesti, mutta tasojen maara ja kokonaiaialus vaihtelevat. Opetustavan
tarkasteleminen yksittéaisten kasitteiden opettassisenahdollistaisi aiheen tarkastelun

oppijakeskeisesta nakokulmasta.

Opetuskeskeisellekin jatkotutkimukselle on edelléarvetta. Tama tutkimus tarjoaa
uusia suuntaviivoja esimerkiksi opettajien omiesikéten tarkastelulle. Tutkimuksen
puitteissa ei ollut mahdollista tarkastella, kuinkarkittavaksi opettajat itse maarittavat
kasitteen hierarkian muodostumisen opetuksessuiaka he kokevat onnistuvansa
kasitteiden opettamisessa. Myds taustatietojen msgvetutkiminen esimerkiksi

opettajien koulutuksen laatua tarkastelemalla dmilutusta kehittava tutkimusaihe.
Opettajien patevyys ja koulutuksen laatukriteevitoSuomessa yleisesti mielenkiintoa

herattdva tutkimusaihe.
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Tutkimuksen piirissa olisi tarkeaa tarkastella mydshdollisia muutoksia opetuksessa,
kun opettajien tietoisuus omaa opetustaan kohtaamense. Talléin mahdollisen
pedagogisen toiminnan muutoksen seurauksena tuskiimuoitaisiin jatkaa edelleen,
jolloin tarkasteltaisiin oppilaiden oppimistuloksiaOppimistulosten paraneminen
pedagogian muutoksen seurauksena olisi erittdinkittiera 16ydds. Tama voisi
edelleen avata uusia tutkimusuria matemaattistgpinogvaikeuksien perimmaisten
syiden selvittdmiselle. Tamé tutkimus mahdollissaemmalaisten opettajien tietouden
lisddmisen matemaattisten kasitteiden hierarklaseakentumisesta opetuksessa ja
toivottavasti herattéd opettajat sitd kautta taekemaan ja aktiivisesti kehittimaan

oman opetuksensa laatua.
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LITTEET

Liite 1: Tutkimuslupa.

Huom! Palautattehan lomakkeen mahdollisimman pian matematiikan opettajalle.

LUPA 1:
Arvoisat vanhemmat

Lapsenne luokka on valittu mukaan matematiikan opetusta ja luokkahuonevuorovaikutusta
selvittdvaan  tutkimushankkeeseen.  Tutkimukseen kuuluu luokkahuonetilanteiden
videonauhoituksia oppituntien aikana. Nauhoitukset toteutetaan 5 pdivand mydhemmin
sovittavana ajankohtana. Tutkimukseen on saatu rehtorin ja opettajien lupa. Nauhoitteita
kdytetdan vain tutkimuksessa ja siihen liittyvassa opetuksessa. Nauhoja ei esiteta julkisesti.
Nauhoitettaville oppitunneille osallistuvien opettajien ja oppilaiden tietosuoja turvataan
muuttamalla nimet ja muut tunnistamisen mahdollistavat tiedot kaikissa tutkimusraporteissa.
Videonauhoitteet tuhotaan kayton jalkeen ja tekstitallenteet arkistoidaan virallisesti.

Nailla ehdoilla annan tutkimusryhmalle luvan videoida oppitunteja, joissa lapseni on mukana
kevdan 2012 aikana.

;ssa_ /2012

Allekirjoitus

LUPA 2:
Hyva oppilas

Luokkasi on valittu mukaan matematiikan opetusta ja luokkahuonevuorovaikutusta
selvittavaan  tutkimushankkeeseen.  Tutkimukseen  kuuluu  luokkahuonetilanteiden
videonauhoituksia oppituntien aikana. Nauhoitukset toteutetaan 5 pdivand mydhemmin
sovittavana ajankohtana. Tutkimukseen on saatu rehtorin ja opettajien lupa. Nauhoitteita
kdytetdan vain tutkimuksessa ja siihen liittyvassa opetuksessa. Nauhoja ei esiteta julkisesti.
Nauhoitettaville oppitunneille osallistuvien opettajien ja oppilaiden tietosuoja turvataan
muuttamalla nimet ja muut tunnistamisen mahdollistavat tiedot kaikissa tutkimusraporteissa.
Videonauhoitteet tuhotaan kayton jalkeen ja tekstitallenteet arkistoidaan virallisesti.

Nailla ehdoilla annan tutkimusryhmalle luvan videoida oppitunteja, joissa olen mukana kevaan
2012 aikana.

:'ssa_ /2012

Allekirjoitus
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Liite 2: Tiedote oppilaille ja vanhemmille.

Tiedote oppilaille ja vanhemmille
VIDEONAUHOITUKSET MATEMATIIKAN OPETUSTA TUTKIVAAN TUTKIMUSHANKKEESEEN

Jyvaskylan yliopiston kasvatustieteiden laitos tekee kevatlukukauden 2012 aikana
videonauhoituksia matematiikan oppituntien kulusta. Nauhoituksia kdytetaan
tutkimusaineistona matematiikan opetusta ja luokkahuonevuorovaikutusta selvittdvassa
hankkeessa (MUST-projekti: Bjorn & Vehkakoski).

Nauhoituksiin kysytaan aina lupa

Oppituntitilanteita videoidaan vain, mikali oppilas ja oppilaan huoltaja antavat siihen kirjallisen
luvan samalla lomakkeella (ohessa). Ennen luvan kysymista oppilailta ja vanhemmilta, lupa on
saatu jo koulun matematiikan opettajalta ja rehtorilta.

Nauhoituksia kdytetdaan tutkimusaineistona
Nauhoitteita kdytetdan vain tutkimuksessa ja siihen liittyvassa opetuksessa.

Tutkimuksen tarkoituksena on kuvata oppituntien kulkua ja luokkahuonevuorovaikutusta
oppitunneilla

Tutkimuksen tarkoituksena on luokkahuonevuorovaikutuksen kuvaaminen matematiikan
oppitunneilla. Tutkimusaineistoa keratdan useammalta luokalta ylakouluista.

Tutkimuksessa tarkastellaan luokkahuoneen toimintaa yleiselld tasolla, ei
yksittdisen oppilaan oppimista tai henkildkohtaisia ominaisuuksia. Valituntitilanteita tai muuta
oppituntien ulkopuolista toimintaa ei kuvata. Videointi suoritetaan tavallisilla oppitunneilla,
eikd se vaikuta oppituntien sisadltoihin mitenkddn. N&in saadaan opetustilanteita ja
opetustapoja koskevaa uutta tietoa, jota voidaan kdyttaa hyvaksi opetuksen ja opetustapojen
kehittamisessa.

Nimet ja muut tunnistetiedot muutetaan

Nauhoja ei esitetd julkisesti. Nauhojen sisdltd muutetaan tekstiksi, jota analysoidaan.
Opettajien ja oppilaiden tietosuoja turvataan muuttamalla nimet ja muut tunnistamisen
mahdollistavat tiedot tutkimustulosten raportoinnissa. N&in taataan kaikkien osapuolten
nimettdmyys ja oppituntitilanteiden luottamuksellisuus.

Tutkimusryhman osoite

Jyvaskylan yliopisto

Kasvatustieteiden laitos / erityispedagogiikka
Piia Bjorn

PL 35 (Viveca)

40014 Jyvaskylan yliopisto
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Liite 3: Taustatietokysely opettajille.

Jyvaskylan yliopisto 4’(}
Kasvatustieteiden laitos hd
Erityispedagogiikka

JYVASKYLAN YLIOPISTO

MUST-projekti (Matematiikan oppimisen sosiokulttuurinen tausta)
Piia Bjorn & Tanja Vehkakoski

Hyva opettaja!

Kiitos osallistumisestasi MUST-projektin aineistenduseen. Tarvitsemme
opetustuokioiden analyysin taustaksi muutamiajaetdinulle yksilollisesti varattu aika
videoiden purkuunon ___ /2012, klo . Ketiduaika on n. tunti ja tilanteet
videoidaan.

Kaikki projektin yhteydessa keréatty materiaali gé@#taan yliopistolla, eika teitd voida
tunnistaa missédéan vaiheessa tuloksia raportoitaessa

Keskustelutilanteessa kdaymme kanssanne lapi tapliéa,itse analysoimme aineistoa
seka kuulemme mielellamme myos teiddn ndkemyksidgnaematiikan opetuksesta.
Tarkoituksena on yhteisin keskusteluin kehittaaingia matematiikan opetuksen
pedagogiikkaan.

Mukana on viela taustatietokysely ja palautuskuori.

Tapaamisiin!

Terv. Piia Bjorn Tanja Vehkakoski
Erityispedagogiikan dosentti, FT KT

yliopistonlehtori yliassistentti

puh. 0400 247 425 tanja.vehkakoski@jyu.fi

piia.bjorn@jyu.fi




MUST-opettajien taustatietokysely

Taustatietosi:

1.

2.

. Sukupuoli

. Minulla on opettajakokemusta

Tutkintosi (KM, FM jne.) ja paaaine

Tutkinnon suorittamisvuosi

¢

JYVASKYLAN YLIOPISTO

. Ikdryhmasi:

a) 18-25
b) 26-35
c) 36-45
d) 46-55
e) 56-65
f) 66-75

tauot
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Liite 4: Matemaattisten kasitteiden luettelo.

KARI

Tuntinro 1:

ok wnNpeE

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

kerroin

kirjainosa

kerroin

kirjainosa

kirjainosaa

termissa sita lukua ei kirjaimen eessa
on nakyvissa niin silloin luku on
ykkoénen

jos siind on miinusmerkki niin silloin
kerroin on miinus yksi

termit kerroin viis kirjainosa aa
sievennatte

kerroin

kerroin

kerroin

kerroin

kerroin

kerroin

kerroin

kirjainosa

kirjainosa

kirjainosa

kirjainosa

sieventaa

kertaa

sieventaa

sievennettaa eli aina sievimpaan
mahdolliseen

sievennetdan

kertaa

kertolaskut

sievennys

kirjainlauseke

kirjainlauseke

kirjainlauseke

termeistd saadaan lauseke niin etta
termeja erilaisisa termeja laitetaan
perakkain

uus termi alkaa aina kun tulee plus tai
miinusmerkki

34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.
42.
43,
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
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sieventaa

summalauseke

summalauseke

summalausekkeessa termeja
plussataan tai vahennetadan
kirjainosa

kerroin

vakio

vakio

summattu kaikki sivujen sivut yhteen
sieventaa

sieventaa

montako aata summataan

sieventaa

sieventaa

piirin lauseke

kertaa

kanta kertaa korkeus

kahden kirjaimen tulo eli aa kertaa bee
niin se sievennetaan silla tavalla ettd
kertomerkki jatetdan pois eli vastaus
on aa bee

aa ja bee kerrotaan keskendan
kirjainlauseke

kirjainlauseke

kirjainlauseke

kertaa

kertaa

plus

miinus

kertolaskuna

sieventaa

sieventaa

sieventaa

sieventaa ne lausekkeet

pluslasku

poistat siitad ne sulkeet

plussa ja miinus on perakkain tulee
miinusta



Liite 5: Ensimmaisen analyysivaiheen luokittelutdddo.

MAIUA

Tuntinro 1:

Alkuperdinen ilmaus Pelkistetty ilmaus Alaluokka JAKSON AIHE
*peruslaskutoimitus *tunnin aihe

Eli jos on summa, jossa summa Luvun potenssi

kaikki yhteenlaskettavat yhteenlaskettava

on samansuurusia, se samansuuruinen

voidaan esittdéd tulona tulo

Tuo merkinté on nyt se potenssi Luvun potenssi Potenssi

potenssi

sielld yldkulmassa olevalla Luvun potenssi

lukumddrd ilmoittavalla eksponentti

on niinkin hieno nimi kun

eksponentti

Ja tahdn liittyy erilaisia kantaluku Luvun potenssi

nimityksid, ensinndkin

tuota kakkosta sanotaan

kantaluvuksi

viis potenssiin kaks, sitten potenssiin Luvun potenssi

voidaan sanoa myés ettd toiseen

viisi toiseen

toinen potenssi silld on potenssi Luvun potenssi

semmonen nimi ku nelié nelié

ja kolmannella potenssilla | kuutio

on sellanen nimi ku kuutio

potenssin arvon
laskeminen niin se
tarkottaa sitd, ettd
lasketaan se tulo, joka
siihen on merkitty eli sen
tulon arvon, mitd siité
kertolaskusta tulee

potenssin arvo
tulo
kertolasku

Luvun potenssi
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Liite 6: Maijan opetuksen hierarkkinen rakentuminen

Potenssi

Samankantaisten

Luvun potenssi potenssien tulo ja Tulon potenssi
osamaira

- Samankantainen
potenssi
- Samankorkuinen
potenssi
- Yhteisen kantaluvun
potenssi

- Samaeksponentti

- Potenssi

- Potenssi - Kerto
- Potenssi

- Kerto - Tulontekija

~Tulo - Kantaluku
- Tulo

- Eksponentti - Kerto :
- Tulontekija - Eksponentti - Eksponentti

- Summa - Tulo
- Yhteenlasku - Osamaara - Sievenni

- Kantaluku - Jako
- Jaettava
- Jakaja
- Osoittaja
- Nimittaja
- Supistaa

- Kantaluku




Liite 7: Orvokin opetuksen hierarkkinen rakenturmne

Yhtalot

Muuttujan arvon
laskeminen

Muuttujien
vahennyslasku

\

uvulla

kertominen ja
jakaminen

\

/ .
- Termin

- Osamaaran yhdistiminen = Merk[n
JELCIENURE! muuttaminen

summa

Sieventaminen ja

termien
siirtaminen

- Samanmuo- - Kerto

- Kerto toinen - Miinus
- Plus - Plus - Vdlivaihe

Muuttuia - Toiseen : o
J MeEEmTRET - Sieventaminen - Yhteenlasku

i I
. . - Eksponentti SRS - Miin
- Sievenna - Miinus - Vakiotermi —
- Mii ; - Vahennyslasku
Miinus : - Sieventiminen - Etumerkki Y
- Etumerkki - Saman-

- Vakiotermi
- Muutuja
- Potenssi

- Yhteenlasku

- Plus

muotoinen

Lukuarvon
sijoittaminen

muuttujan
paikalle

N\

- Merkin
muuttaminen

- Miinus

- Kerto

- Plus

- Vélivaihe

90



Liite 8:

Karin opetuksen hierarkkinen rakentuminen.

Yhtalot

91

Summalauseke

- Sieventaminen
- Kerroin
- Kirjainosa
- Kerto
- Kirjainlauseke
- Plus
- Miinus

- Summalauseke

Kirjainlauseke

- Kerto
- Potenssi
- Kirjainlauseke
- Miinus
- Plus
- Muuttuja
- Sieventaminen

Samanmuotoisten
termien
yhdistdaminen

- Samanmuotoinen
- Kirjainosa
- Potenssi
- Kerto
- Eksponentti
- Sieventaminen
- Kerroin
- Miinus
- Vakiotermi

Vastalausekkeen
muodostaminen

- Vastalauseke

- Etumerkki
- Vastaluku
- Kerto
- Sieventaminen
- Potenssi

- Summalauseke

Kirjainlausekkeen
vahennyslasku

- Samanmuotoisten
termien
yhteenlasku
- Kirjainlausek-
keiden
vahennyslasku
- Samanmuotoisten
termien
yhdistaminen

- Etumerkki
- Sieventaminen
. Vakiotermi

- Yhteenlasku

- Vahennyslasku

- Summalauseke




