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Tassa tyossa tutkitaan tasaista suppenemista ja sen sovelluksia metri-
sissé avaruuksissa. Tamén tyon padtuloksia ovat Arzelan ja Ascolin lause,
Banachin kiintopistelause, kaksi versiota Peanon lauseesta sekd Stonen ja
Weierstrassin lause.

Tyossé lahdetdan liikkeelle perusmaéritelmisté, kuten metrinen avaruus
ja tasainen suppeneminen, ja -tuloksista. Melkein heti ensimméisten méaa-
ritelmien jalkeen todistetaan tyon kannalta erittdin hyodyllinen tulos, jo-
ka osoittaa tasaisesti suppenevan funktiojonon rajafunktion olevan jatkuva.
Osassa tyon tuloksista tarvitaan oletusta metrisen avaruuden taydellisyy-
destd, mikd tarkoittaa sitd, ettd jokainen kyseisen avaruuden Cauchyn jo-
no suppenee. Taydellisyyden oletusta tarvitaan esimerkiksi, kun todistetaan
Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle. Pdatuloksia varten tarvittavat maa-
ritelméat ja tulokset mahdollistavat myos Tiezten lauseen todistamisen, joka
on esitetty tdssa tutkielmassa ensimmaéaisend niin sanotusti uutena asiana.
Tietzen lauseen mukaan jokaiselle metrisen avaruuden (M, d) suljetussa osa-
joukossa A maaéritellylle jatkuvalle ja rajoitetulle reaaliarvoiselle funktiolle f
on olemassa avaruudessa M maaritelty funktio g, joka saa saman arvon kuin
f jokaisessa joukon A pisteessa.

Tutkielmassa esitetyn kiintopistelauseen tulos kertoo, etta jokaisella téy-
dellisen metrisen avaruuden kutistavalla kuvauksella on yksikésitteinen kiin-
topiste. Tulos on nimeltddn Banachin kiintopistelause ja sitd sovelletaan
Peanon lauseen 1. versiossa, jossa osoitetaan, ettd yksinkertaiseen differen-
tiaaliyhtaloon Z—f = f(t,x) littyvilla alkuarvotehtavilla on yksikésitteinen
ratkaisu. Kyseisen lauseen 1. versiossa oletetaan funktiolle f jatkuvuus ja
Lipschitz-ehto, joka mahdollistaa kiintopistelauseen soveltamisen.

Seuraavaksi méaaritelladn tyon kannalta tarkeét kasitteet kompaktisuus ja
jonokompaktisuus ja osoitetaan niiden olevan ekvivalentteja kaikissa metri-
sissé avaruuksissa. Tulos on nimeltdan Bolzanon ja Weierstrassin lause. Edel-
14 mainitun lauseen todistus on mukana tyossi, silld sitd kidytetddn Arzelan
ja Ascolin lauseen todistuksessa. Arzelan ja Ascolin lause vaittaa, ettd kom-
paktissa metrisessé avaruudessa maaritellyisté jatkuvista funktioista koostu-
va perhe on kompakti tdsmaélleen silloin, kun se on suljettu, yhtajatkuva ja
pisteittain kompakti. Arzelan ja Ascolin lausetta voi verrata avaruuden R"
tulokseen, jonka mukaan joukko on kompakti jos ja vain jos se on suljettu ja
rajoitettu.

Peanon lauseen 2. versio poikkeaa 1. versiosta siten, ettéd funktiolle f ole-
tetaan ainoastaan jatkuvuus. Tama aiheuttaa sen, ettd differentiaaliyhtalol-
le v = f(x,y) loydetdén ratkaisu, mutta sen yksikésitteisyydesta joudutaan
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luopumaan. Peanon lauseen 2. version todistus tehddén kiyttden hyvaksi
Arzelan ja Ascolin lausetta.

Ennen Stonen ja Weierstrassin lausetta todistetaan erikoistapaus, jon-
ka mukaan jokaista vililld [0, 1] méadriteltyd reaaliarvoista funktiota voidaan
approksimoida polynomilla. Tuloksessa osoitetaan, ettd funktiolle f muo-
dostettu jono Bernsteinin polynomeja suppenee tasaisesti kohti funktiota f.
Edelld mainittua erikoistapausta kéytetddn hyviksi Stonen ja Weierstras-
sin lauseen todistuksessa. Stonen ja Weierstrassin lauseen mukaan jokaista
jatkuvaa funktiota voidaan approksimoida jollakin toisella funktiolla, kuten
polynomilla. Tulosta ei sovelleta téssa tyossd, mutta sitd voidaan hyodyn-
tdd monenlaisessa matematiikan tutkimuksessa, silld hankalasti kasiteltavia
funktioita voidaan approksimoida helposti kisiteltavilla funktiolla, kuten tri-
gonometrisella polynomilla.

Avainsanat: tasainen suppeneminen, kompakti, jatkuvien funktioiden jouk-
ko, metrinen avaruus
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1 Johdanto

Téamén tyon tarkoituksena on tutkia tasaista suppenemista ja sen sovelluk-
sia metrisissé avaruuksissa. Tyosséa lahdetdan liikkeelle perusméaéritelmisté,
kuten metrinen avaruus, suppenevuuden méaritelmét ja metrisen avaruuden
taydellisyys. Jo tyon alussa saadaan todistettua yhteys jatkuvuuden ja tasai-
sen suppenemisen vélille ja tuon tuloksen lisdksi todistetaan Cauchyn ehto
tasaiselle suppenemiselle. Edelld mainittuja tuloksia hyodynnetaén 1api tyon.
Perusmaééaritelmien jalkeen esitellain muutamia tyokaluja, joilla voidaan tut-
kia sarjojen suppenemista. Ty0ssa esitellyt perusmééaritelmét ja suppenemis-
testit ovat kertauksen vuoksi esilld, mutta ne kuitenkin lienevét jo ennestaén
tuttuja suurimmalle osalle lukijoista.

Suppenemistestien jéilkeisessd luvussa 3 esitellidn ensimmaéinen niin sa-
notusti uutena asiana tuleva tulos, Tietzen lause. Tietzen lauseen mukaan
jokaiselle metrisen avaruuden (M, d) suljetussa osajoukossa A maééritellylle
jatkuvalle ja rajoitetulle reaaliarvoiselle funktiolle f on olemassa avaruudessa
M maéaritelty funktio g, joka saa saman arvon kuin f jokaisessa joukon A pis-
teessd. Toisin sanoen funktion f graafi on ikéén kuin katkaistu osa funktion
g graafista.

Luvussa 4 todistetaan Banachin kiintopistelause, joka antaa jokaiselle tay-
dellisen metrisen avaruuden kutistavalle kuvaukselle yksikésitteisen kiinto-
pisteen. Téatd hydodynnetddn Peanon lauseen 1. version todistuksessa, jossa
yksinkertaiseen differentiaaliyhtaloon ‘fi—f = f(t,x) liittyvalle alkuarvotehté-
vélle saadaan yksikésitteinen ratkaisu. Téssé 1. version muotoilussa oletetaan
funktiolle f Lipschitz-ehto, jolloin todistuksessa padstaan kiayttamadn hyvak-
si kiintopistelausetta. Peanon lauseen 2. versiossa ei Lipschitz-ehtoa oleteta,
jolloin differentiaaliyhtélon ratkaisun yksikésitteisyydestd joudutaan luopu-
maan, mutta ratkaisun olemassaolo voidaan todistaa kiyttden hyviksi yhté
tdman tyon keskeisintd tulosta Arzelan ja Ascolin lausetta, jota kisitelldan
luvussa 6.

Seuraavassa luvussa 5 méaritelldadn jonokompaktisuuden ja kompaktisuu-
den kisitteet ja osoitetaan, ettéd edelld mainitut méaaritelmét ovat ekvivalent-
teja kaikissa metrisissd avaruuksissa. Tuo tulos on nimeltdédn Bolzanon ja
Weierstrassin lause. Lauseen todistuksen péattelyt on pilkottu lemmoiksi,
mikéa tekee todistuksesta helppolukuisemman. Tamén luvun jélkeen siirry-
taan kasitteleméddn Arzelan ja Ascolin lausetta.

Luvussa 6 maaritellaan ennen paatuloksen todistusta yhtajatkuvuuden ja
pisteittain kompaktisuuden késitteet, jotka ovat kiytossia Arzelan ja Ascolin
lauseen muotoilussa. Lause sanoo jatkuvista funktioista koostuvan perheen
B kompaktisuuden olevan ekvivalenttia sille, ettd joukko B on suljettu, yhta-
jatkuva ja pisteittain kompakti. Lauseesta todistetaan ensimmaiseksi suunta,



jossa oletetaan joukon B olevan suljettu, yhtdjatkuva ja pisteittdin kompakti.
Tamén suunnan todistuksen idea on osoittaa, etté jokaisella joukon B jonolla
on tasaisesti suppeneva osajono. Lauseen toisessa suunnassa riittda osoittaa,
ettd kun B on kokonaan rajoitettu, niin se on yhtajatkuva. Todistuksessa
valitaan joukon B peite, joka koostuu aérellisestd madrasta f; keskeisia pal-
loja ja kiytetddn sitd hyvéksi, jolloin saadaan osoitettua joukon B olevan
yhtéajatkuva.

Seuraavaksi, alaluvussa 6.1, todistetaan Peanon lauseen 2. versio kiyttaen
hyvéiksi Arzelan ja Ascolin lausetta. Todistuksessa rakennetaan funktioper-
he, joka koostuu likiméaraisistd ratkaisuista lauseessa esiintyville differen-
tiaaliyhtalolle. Tamén jialkeen ndytetddn Arzelan ja Ascolin lauseen avulla
tuon perheen olevan kompakti, jolloin todistus voidaan viimeistelld kun tut-
kitaan tuon perheen jonoja ja niiden osajonoja.

Viimeisessa luvussa 7 todistetaan Stonen ja Weierstrassin lause, jonka
tuloksena saadaan jokaiselle jatkuvalle funktiolle polynomiapproksimaatio.
Polynomiapproksimaatiot ovat hyodyllisia analyysin tyokaluja, silla polyno-
meja on usein helppoa késitelld ja arvioida. Polynomiapproksimaatiot tu-
levat vastaan esimerkiksi Fourier-analyysissa, jossa funktioille rakennetaan
approksimaatioita trigonometristen funktioiden avulla. Edelld mainitun kal-
taisia approksimaatioita kutsutaan Fourier-sarjoiksi. Fourier-sarjojen avulla
voidaan analysoida vaikeitakin funktioita, silld sini- ja kosinifunktiot ovat
helppoja késitella. Fourier-sarjoja ei kuitenkaan esitelld téssa tyossa, mutta
kirjallisuudesta 16ytyy runsaasti tutkimusta niista.

Suurin osa tyon merkinnéisté ja todistuksista noudattavat ldhteen [1] lin-
jaa. Luvun 3 todistukset perustuvat lahteeseen [3| ja Peanon lauseen 2. versio
perustuu ldhteeseen [2|. Tyossé esiintyvid todistuksia on yritetty perustella
tarkemmin kuin ldhdeteoksissa.



2 Tasainen suppeneminen

Téssé luvussa madritelladn ensiksi hieman suppenemiseen liittyvia peruska-
sitteitd ja todistetaan muutamia perustuloksia, jonka jélkeen esitelldén eri-
laisia suppenemistesteja.

2.1 Perusmaaritelmia

Kuten tiedetdédn, matematiikassa voidaan madritelld hyvin erilaisilla ominai-
suuksilla varustettuja avaruuksia. Téassé tyossé keskeisin ja tarkein avaruus,
jossa liikutaan, on metrinen avaruus, joka maéaaritellddn seuraavaksi.

Maéritelma 2.1.1. Olkoon M joukko. Funktio d : M x M — [0,00[ on
metriikka, jos kaikille z,y, 2 € M péatee:

1. d(z,y) >0

2. d(z,y) = 0 jos ja vain jos x =y

Cd(
3. d(x,y) = d(y, z)
4. d(z,y) < d(z,z) +d(2,y).
Té&ll6in sanotaan, ettd pari (M, d) on metrinen avaruus.

Esimerkki 2.1.2. Avaruus (R", || - ||) on metrinen avaruus, kun metriikka
on euklidinen normi, silla talloin sen vektoreille z,y, 2z € R™ pétee:

1. d(z,y) >0, silla d(z,y) = ||z —y|| >0
2. dz,y) =0 |lz—yl|=02—y=0z=y
3. d(z,y) = |lr =yl =l = (y—2)[| = [ = Ully — || = [ly — z[| = d(y, x)

dodzy) = [le =yl = Iz —2)+ =yl < llz ==l +]lz -yl =
d(x, z) + d(z,y).
Esimerkissa osoitettiin, ettd tavallisella euklidisella normilla varustettu

n—ulotteinen reaalilukuavaruus on metrinen avaruus, koska se toteuttaa met-
risen avaruuden médritelméassé vaaditut ehdot.

Esimerkki 2.1.3. Avaruus (C([a,b]),d), missi
C(la,b)) ={f :[a,b] = R : f on jatkuva}
ja

d(f,g) = sup |f(z)—g(x)|,

z€[a,b]

on metrinen avaruus, silla funktioille f, g, h € C([a, b]) pétee:
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L. d(f,g) >0, silld |f(z) — g(x)] > 0 kaikilla = € [a, b], joten
d(f,9) = sup |f(x) —g(x)| = 0.

z€la,b]

2. d(f,9) = 0 & |f(z) — g(x)] = 0 kaikilla z € [a,0] & f(x) = g(x),
kaikilla x € [a,b] < f =g

3. d(f,g) = d(g, [f), silla |f(zx) —

9(z)| = lg(x) — f(2)| kaikilla z € [a, b],
jolloin myds sup,ep, |f(7) — g(x)| =

)| = supeepa ) l9(z) — f(2)].
4. d(f,g) < d(f,h)+d(h,g), silld kaikilla = € [a, b] patee

[f(x)=g(@)| = |f(z)=h(z)+h(z)—g(x)] < [f(x)=h(z)|+|h(x)—g()],

mista seuraa, etta

sup |f(z) — g(x)| < sup |f(z) = h(z)| + sup [h(z) = g(z)|.

z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

Edellinen esimerkki nayttad, etta jatkuvista, suljetulla vélilla méaritel-
lyisté, reaaliarvoisista funktioista koostuva joukko varustettuna supremum
metriikalla muodostaa metrisen avaruuden. Luvussa 6 tarkastellaan tarkem-
min joukkoa C(A, N), missd (M,d;) ja (N,dy) ovat metrisid avaruuksia ja
ACM.

Huomautus 2.1.4. Esimerkin 2.1.3 tilanteessa A = [a,b] ja N = R, mutta
avaruus (C(A, N), d) on my6s metrinen avaruus, missé (M, d;) ja (N, ds) ovat
metrisia avaruuksia, A C M ja d on supremum metriikka.

Seuraavaksi médritellidn metrisissd avaruuksissa méaariteltyjen funktioi-
den kiyttaytymiseen liittyvid ominaisuuksia, joista jalkimméinen on hyvin
keskeisessé osassa tata tyota.

Maaritelma 2.1.5. Olkoon (M, d) metrinen avaruus, A joukko ja f : A —
M, missd k = 1,2,.... Jono funktioita (fyx) suppenee pisteittdin kohti funk-
tiota f : A — M, jos jokaiselle z € A pitee fi(x) — f(z), kun k — oc.
Toisin sanoen kun fi(x), f(z) € M, niin fi(z) — f(x) tdsmélleen silloin,
kun d(fi(x), f(z)) — 0 kaikilla € A. Usein kirjoitetaan myos fr — f
(pisteittdin), jos jono (fy) suppenee pisteittdin kohti funktiota f.

Maaritelma 2.1.6. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja A joukko. Olkoon
fr : A — M jono funktioita, joille patee: kaikille ¢ > 0 on olemassa luku K
siten, ettd kun k& > K, niin d(fx(z), f(z)) < € kaikille x € A. T&lloin jonon
(fx) sanotaan suppenevan tasaisesti kohti funktiota f joukossa A. Merkitaan
fr — f tasaisesti.



Téassé on syytd huomata, etta tasaisen suppenemisen maaritelmassé luku
K saattaa riippua luvusta e, mutta se ei saa riippua pisteesta z. Kun f, — f
tasaisesti, niin visuaalisesti se tarkoittaa kuvan 1 mukaista tilannetta.

A
Kuva 1: Kuvassa f, — [ tasaisesti joukossa A.

Seuraava tulos on varsin merkittavé ja sitd kiytetadnkin téssa tyossé use-
aan otteeseen. Tulos kertoo tasaisen suppenevuuden ja jatkuvuuden vélisesta
yhteydesté.

Lause 2.1.7. Olkoot (A, dy) ja (M, dy) metrisii avaruuksia. Olkoon f : A —
M jono jatkuvia funktioita siten, ettd fi, — f tasaisesti joukossa A. Tdllgin
funktio f on jatkuva joukossa A.

Todistus. Koska f, — f tasaisesti, niin annetulle € > 0 voimme 16ytaa luvun
K siten, ettd kun k > K, niin dy(fi(z), f(z)) < § kaikille z € A. Valitaan
piste o € A. Nyt koska funktio fx on jatkuva, niin on olemassa § > 0 siten,



ettd kun dy (2, zo) < §, misséd x € A, niin dy(fx (), fx(z0)) < §. Talldin kun
di(z, ) < d, niin

do(f (), f(20)) < do(f(2), fx(2)) + do( K (), frc(w0)) + do( fx (0), f(20))

P n € n €
—+-4+-=c

3 3 3

Nyt koska piste xy on mielivaltaisesti valittu, niin funktio f on jatkuva joukon
A jokaisessa pisteesséd. Toisin sanoen funktio f on jatkuva joukossa A. m

Sanoiksi puettuna edellinen lause siis sanoo, etté tasaisesti suppeneva jono
jatkuvia funktioita suppenee kohti jatkuvaa funktiota. Seuraavaksi esitellaan
esimerkki, jossa funktiojono fi suppenee pisteittdin, mutta ei tasaisesti.

Esimerkki 2.1.8. Olkoon f : [0,2] = R, fx(z) = % Jono (fx) suppenee
pisteittain kohti funktiota

, kuin 0<x <1,
, kun x =1,
, kin 1 <2 <2

fx) =

— o= O

Niin on, silld nimittdja 1+ 2 > 1 kaikilla = € [0, 2], joten | fi(z)| < 2%, kun
x € [0,2]. Néin ollen limy o fx(z) =0, kun 0 < x < 1, silld limy_,,, 2% = 0,
kun 0 <z < 1.

Jos z = 1, niin limy,_o fr(2) = 3. Kun 1 < 2 < 2, niin limy,o fr(z) = 1,
silla fry(x) = m, missd 1 < x < 2. Koska rajafunktio f on epdjatkuva,
niin jonon (f) suppeneminen ei ole tasaista lauseen 2.1.7 nojalla.

Ennen seuraavaa tulosta mééritellaén tasainen suppeneminen funktiosar-
joille. Padosin tyossi liitkutaan yleisissd metrisissa avaruuksissa, mutta funk-

tiosarjojen kohdalla maaliavaruudeksi valitaan R”, silla alkioiden yhteenlas-
kua ei ole valttamétta madritelty kaikissa metrisissé avaruuksissa.

Maaritelma 2.1.9. Olkoon A joukko ja olkoon g : A — R™. Sanotaan, etta
funktiosarja Y oo, gx suppenee tasaisesti kohti funktiota g tai > ;g = ¢
tasaisesti, jos osasummien,
k
Sk = Z Gn,s
n=1

jono suppenee tasaisesti joukossa A. Toisin sanoen on olemassa funktio g :
A — R" siten, etté kaikille ¢ > 0 on olemassa luku K, jolle patee

1Sk(x) — g(@)]| <€
kaikilla = € A, kun k£ > K.



Seuraus 2.1.10. Jos funktiot g, : A — R™ ovat jatkuvia ja Y o gx = g
tasaisesti, niin funktio g on jatkuva.

Todistus. Tama seuraa lauseesta 2.1.7 soveltamalla sitd osasummien jonoon.

[]

Cauchy on nimi, johon matematiikkaa lukeva ihminen térméa usein. Seu-
raava méaaritelmé on yksi analyysin keskeisimmistd maéritelmisté, tuo seu-
raava ja sitd seuraavat méaaritelmé ja lause ovatkin tdmaén tyon kivijalkoja.

Maaritelmé 2.1.11. Olkoon (M, d) metrinen avaruus. Jono (xy), missi xj €
M, on Cauchyn jono, jos jokaiselle € > 0 on olemassa luku K siten, ettd kun
k,l > K, niin d(zy, ;) < €.

Cauchyn jonon maéritelmé kertoo siis sen, ettd lukujonon héntapadssa
olevat termit ovat mielivaltaisen lahelld toisiaan.

Maaritelma 2.1.12. Metrinen avaruus (M, d) on tdydellinen jos ja vain
jos jokainen avaruuden M Cauchyn jono suppenee johonkin avaruuden M
pisteeseen.

Téaydellisen avaruuden Cauchyn jonot eivét siis niin sanotusti karkaa pois
kyseisesta avaruudesta vaan suppenevat kyseisessé avaruudessa.

Lause 2.1.13 (Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle). Olkoon (M, d) met-
rinen avaruus ja olkoon A joukko. Oletetaan avaruuden M olevan tdydellinen
ja olkoon fr : A — M jono funktioita. Tdlloin jono (fi) suppenee tasaisesti
joukossa A jos ja vain jos jokaiselle € > 0 on olemassa luku K siten, ettd

kun I,k > K, niin d(fr(z), fi(x)) < € kaikille x € A.

Todistus. Jos fr — f tasaisesti, niin annetulle ¢ > 0 on olemassa vakio
K siten, ettd kun k > K, niin d(fix(x), f(z)) < § kaikille 2 € A. Nyt jos
k,l > K, niin

A(fu(@), filx)) < d(fula), (2)) + d(fi(2), f(@) < 5+ 5 =€

Kaantaen oletetaan, ettd voidaan 16ytda annetulle € > 0 vakio K siten,
ettd kun k,l > K, niin d(fx(z), fi(x)) < € kaikille z € A. Télléin jono
(fx(z)) on Cauchyn jono avaruudessa M ja koska avaruus M on téydellinen,
niin jono (fi(x)) suppenee pisteittdin kohti jotain avaruuden M funktiota.
Olkoon tuo rajafunktio f. Nyt koska fi(z) — f(z) jokaisessa pisteessé x € A,
niin jokaiselle luvulle z voidaan 16ytéa luku K, siten, ettd kun [ > K, niin
d(fi(z), f(x)) < 5. Olkoon [ > max{K, K, }. Néin ollen jos k > K, niin

d(fr(z), f(z)) < d(fu(z), filz)) +d(fi(z), f(z)) < %4— Z—e
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Koska néin on jokaisessa pisteessé x, niin on 16ytynyt luku K siten, ettd kun
k > K, niin d(fr(z), f(z)) < € kaikille x € A. Talléin f, — f tasaisesti. [J

Cauchyn ehto ja lause 2.1.7 osoittautuu hyodylliseksi ja useaan kertaan
kaytetyksi yhdistelmaksi téassa tyossa. Esimakua edelld mainittujen lauseiden
kiytosta saadaan heti seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 2.1.14. Osoitetaan, ettd metrinen avaruus (C([a,b]),d) on téy-
dellinen, missa

d(f,9) = sup |f(z) = g(z)|.

z€[a,b]

Todistus. Olkoon (f;) Cauchyn jono avaruudessa (C([a,b]),d). Talloin maa-
ritelmén 2.1.11 mukaan on olemassa luku K siten, ettd kun k,l > K, niin

d(fk7 fl) <€,

joten metriikan d maaritelmén mukaan péatee

sup |fe(x) — fi(z)| <e

z€[a,b]
Talloin pétee | fi(z) — fi(x)| < € kaikilla « € [a,b]. Nyt lauseen 2.1.13 nojalla
on olemassa funktio f : [a,b] — R siten, ettd f, — f tasaisesti joukossa
[a,b]. Néin ollen lauseen 2.1.7 mukaan rajafunktio f on jatkuva joukossa
[a,b], mikd tarkoittaa sitd, ettd rajafunktio f € C([a,b]). Taméa tarkoittaa
sitd, ettd avaruus (C([a,b]),d) on téydellinen. O

2.2 Suppenemistesteja

Tésséd alaluvussa esitellddn hieman tyokaluja, joilla voi tutkia lukusarjojen
ominaisuuksia, 1ahinné suppenemista ja sen laatua.

Maéritelmé 2.2.1. Sarja ) .z, missé 2 € R, suppenee itseisesti tés-
miélleen silloin, kun sarja >/, |x| suppenee.

Huomautus 2.2.2. Itseisestd suppenemisesta seuraa suppeneminen, mutta ei
kdantaen, silla esimerkiksi vuorotteleva harmoninen sarja

nl
> (=1
n=1
suppenee, mutta
= 1| 1
—1\)=| = -
2 |C0T=2

hajaantuu.
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Seuraavan lauseen tulos kertoo funktiosarjan suppenevan, jos jokin sita
majoroiva lukusarja suppenee.

Lause 2.2.3 (Weierstrassin M-testi). Pari (R", || ||) muodostaa tiydellisen
metrisen avaruuden, missd metriikka on euklidinen normi. Olkoot g : A —
R™ funktioita siten, etti on olemassa vakiot My, joille ||gr(z)|| < My, kaikille
x € Aja 2120:1 M, suppenee. Talloin 2120:1 i suppenee tasaisests ja itseisests.

Todistus. Koska > 7 | M), suppenee, niin kaikille € > 0 on olemassa luku K
siten, ettd kun £ > K, niin

Mg+ - 4 Myp| <€
kaikille p = 1,2, 3.... Kun k£ > K, niin kolmioepéyhtéalon nojalla

g (@) + -+ grorp(@)[| < [lgu(@)]] + -+ + [|gh4p(2)]]
<My + -+ 4+ Mgy

<€

pitee kaikille x € A. Tama tarkoittaa sitd, ettd Cauchyn ehdon nojalla sarja
> re| gk suppenee tasaisesti. O

Esimerkki 2.2.4. Osoitetaan, ettd f(z) = >~ (%)2 on jatkuva avaruu-
dessa R.

Todistus. Téssé ei voida valita lukua M, jonon n:ksi termiksi, koska x ei

ole rajoitettu. Téassd tapauksessa ei voida osoittaa tasaista suppenemista

joukossa R, mutta se voidaan osoittaa jokaisella vililla [—a,a] valitsemal-
a'n.

la M, = (%)?, joka on n. termin yléraja valilld [—a, a]. Suhdetestin mukaan

jono > M, suppenee, silla

M, 41 n! 2 a2 a \’

M, (<n+1)!> ( a" ) B (n+1)

suppenee kohti lukua 0 < 1. Nyt tasainen suppenevuus on osoitettu vélil-
14 [—a,a] ja seurauksen 2.1.10 nojalla funktio f on jatkuva valilla [—a,a].

Nyt, koska luku a oli valittu mielivaltaisesti, niin funktio f on jatkuva koko
avaruudessa R. O]

Maaritelladn seuraavaksi potenssisarja ja todistetaan kaksi tulosta po-
tenssisarjoihin liittyen.

12



Maaritelma 2.2.5. Sarjaa kutsutaan potenssisarjaksi, sen ollessa muotoa

[e.e]
Z ap(z — )",
k=0

missé kertoimet a; ovat reaalilukuja ja z, ¢ € R. Olkoon
lim sup v/|ax| = 1
k—o0 R

Lukua R kutsutaan potenssisarjan suppenemissditeeks: ja joukkoa

{z |z — x| < R}

suppenemisviliksi.

Huomautus 2.2.6. Sarjan
Z ap(x — o)k
k=0

suppenemisside voidaan myo6s yhtapitavasti maaritella siten, ettd suppene-
missdde on luku R, jolle patee

o0
R = sup{|z — zo| : sarja Z ar(r — x0)" suppenee}.
k=0
Nyt saatiin méariteltyd potenssisarja ja sille suppenemissidde. Seuraavassa
tuloksessa kiytetdan hyviaksi juuri méariteltyd suppenemissiadettda. Méaritel-
mén 2.2.5 mukainen suppenemissidteen maaritelma on intuitiivisesti hieman
vaikea ymmartaa, mutta seuraavassa tuloksessa hyodynnetaén sitéd sellaise-
naan. Huomautuksen 2.2.6 mukainen méarittely antaa suppenemissiteeksi
konkreettisesti pienimmén ylirajan vélin |z — xq| pituudelle, jolla sitd vas-
taava potenssisarja suppenee.

Lause 2.2.7. Sarja Y o, ar(® — 20)* suppenee itseisesti kun |z — x| < R,
tasaisesti kun |x — xo| < R, missd R' < R ja hajaantuu jos |v — zo| > R.

Todistus. M&éritelmén 2.2.5 mukaan R™' = limsup /|ax|, kun k& — oo.
Olkoon R’ < R. Valitaan R” siten, ettd R’ < R” < R. Nyt riittdvin suurelle
n (limsupin mééritelmé antaa)

1
n\/ |an| S ﬁ)

1 n
la,| < (—) )
R//

13
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Jos |z — xo| < R, niin

R/
lan(z — z0)"| < (R—)

/ .o .
Koska oletuksen mukaan on % < 1, niin sarja

oo
Z ap(x — z0)F
k=0

suppenee itseisesti ja tasaisesti, kun |z — zo| < R’, Weierstrassin M-testin
nojalla. Jos oletetaan, ettd sarja

o0
Z an(x — )"
n=0

suppenee, niin

an(z — )" — 0,
kun n — oo, joten on olemassa luku K siten, ettd |a,(z — z9)"| < 1, kun
n > K. Tallsin on myds {/|a,| < |x—xo|™, kun n > K. Témén seurauksena
R =limsup {/|a,| < |r — zo| 7}, joten |z — xo| < R. O

Lauseen 2.2.7 tulos antaa ehdot potenssisarjan suppenemiselle sen sup-
penemisvalin sisépisteissd. Seuraava tulos on tédssd tyossd mukana, silld se
laajentaa lauseen 2.2.7 tulosta antamalla informaatiota potenssisarjan sup-
penemisesta sen suppenemisvalin padtepisteissi. Seuraavaa lausetta ei tarvita
tdmén tyon muiden tulosten todistuksissa.

Lause 2.2.8 (Abel). Jos > "2 ar = A, niin >, arz® suppenee kun |z| < 1
ja limg, - > 00 apzt = A.

Todistus. Muuttamalla termid ay voimme olettaa, ettd A = 0. Koska a; on
rajoitettu ja a; — 0, kun & — oo, niin sarja -, apx® suppenee kun |z| < 1
lauseen 2.2.7 nojalla.

Olkoon nyt S, = ZZZO ap. Koska A = 0, niin S, — 0 kun n — oo.
Talloin S,, on rajoitettu kun n — oo, joten myds sarja Z?:o Six* suppenee
kun |z| < 1. Nyt olkoon

f@) =80+ (Sk=Sk-p)ab =(1-2)> Spa”.

k=1

Nyt koska S,, — 0, niin annetulle € > 0 voimme loytaa ng siten, ettd S, < e
kun n > nq. Talloin
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o0

f@) < Q=) Y S|+ (1-a) Y et

k=1 k=no+1

no
< (1—2x)] Z St 4+ (1 — z)ex™ ™ (1 —2)~*
k=1

)
<(1-2)> Sk +e
k=1

Néin ollen limsup,_,,- |f(z)| < e. Koska € > 0 on mielivaltaisesti valittu,
niin limsup,_,;- f(z) = 0. O

3 Tietzen lause

Téssé luvussa todistetaan Tietzen lause, jonka mukaan metrisen avaruuden
(M, d) suljetussa osajoukossa A mééritellyt jatkuvat ja rajoitetut funktiot
ovat niin sanotusti katkaistu jostain avaruudessa M maéritellysta jatkuvasta
ja rajoitetusta funktiosta. Ennen Tietzen lauseen todistusta on syyté tehda
ensin hieman valmisteluja.

Madritellaédn ensimmaéiseksi pisteen ja joukon vélinen etdisyys. Sanoiksi
puettuna mééritelmé sanoo, ettd kiintedn pisteen z ja joukon A etiisyys
on pisteen x ja joukon A pisteen y etdisyyden suurin alaraja. Madritellaén
seuraavaksi kyseinen etéisyys tasméllisesti.

Maéritelmé 3.0.1. Olkoon (M,d) metrinen avaruus ja A C M. Pisteen
x € M ja joukon A vilinen etdisyys d(x, A) méadritelladn seuraavasti:

d(x,A) = inf d(x,y).
(,4) = inf d(z,y)
Seuraava lemma néayttéa, ettd edella madritelty etaisyysfunktio on jatku-

va avaruudessa M.

Lemma 3.0.2. Olkoon (M,d) metrinen avaruus ja A C M. Olkoon f(x)
merkintd pisteen x ja joukon A wvdiliselle etdisyydelle. Tdlloin funktio f on
jatkuva avaruudessa M. Itse asiassa

[f(x) = f(y)| < d(z,y),

kun z,y € M.
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Todistus. Jokaiselle € > 0 on olemassa piste xg € A siten, etté

flz) > d(x,zo) — €.
Kolmioepéayhtalon nojalla patee

d(y, o) < d(y,x) + d(z, xo)
<d(z,y) + f(x) + e

Funktion f méaritelmésta saadaan

fly) <d(y,z0) < d(x,y) + f(x) + ¢,

joten
fly) = flz) < d(z,y) +e

Nyt, koska luku € on mielivaltainen, niin pétee

fly) = f(x) < d(z,y).

Vaihtamalla pisteiden x ja y roolit saadaan, ettd funktio f on jatkuva ava-
ruudessa M. N

Seuraavan lemman tulos ei ole itsessddn kovinkaan vahva, mutta tédssa
tyossd se on erittdin hyddyllinen. Se nimittédin luo pohjan Tietzen lauseen
todistukselle.

Lemma 3.0.3. Olkoon (M,d) metrinen avaruus. Olkoon A C M ja B C M
siten, ettd joukot A ja B ovat erilliset ja suljetut. Tdlléin on olemassa jatkuva
funktio ¢ : M — R siten, etti ¥(z) =0, kunx € A ja(z) =1, kun v € B
ja funktio v saa arvoja valilld [0, 1] kaikilla x € M.
Todistus. Valitaan d(z. )
x’
V) = e A T d@ B
Nyt funktio ¢ on jatkuva, silla etdisyysfunktiot d(x, A) ja d(z, B) ovat jatku-
via lemman 3.0.2 nojalla. Funktiolla ¢/ on my6s muut vaaditut ominaisuudet,
silld d(x, A) = 0 ja d(z,B) > 0, kun z € A. Kun z € B, niin d(z, B) = 0 ja
d(z,A) > 0. Tall6in kun x € B, niin
d(z, A)
= =1.
v(z) d(xz,A) +d(x, B)
=0
Liséksi kun 2 € M \ (AU B), niin d(z, A) > 0 ja d(z, B) > 0, joten ¥(z) €
(0,1), silld nyt d(x,A) < d(z,A) + d(x,B). Lopuksi vield todetaan, ettd
d(xz,A) + d(z, B) > 0 kaikilla x € M, silld joukot A ja B ovat erilliset. [

16



Huomautus 3.0.4. Olkoon luku a > 0 miki tahansa. Talloin funktiolle

(r) = —a + 2a1(x)

pétee, ¥1(x) = —a, kun x € A, ;(x) = a, kun = € B ja funktio ¢, saa
arvoja valilla [—a, a]. Liséksi funktio 11 on jatkuva avaruudessa M.

Nyt on méaritelty ja todistettu kaikki Tietzen lauseen todistukseen tar-
vittavat tyokalut, joten tdméan kappaleen péaatulos voidaan todistaa.

Lause 3.0.5 (Tietze). Olkoon (M,d) metrinen avaruus ja olkoon joukko
A C M suljettu. Olkoon funktio f : A — R jatkuva ja rajoitettu. Mdadritellddn
luku K = sup,ey |f(z)|. Tdlloin on olemassa jatkuva funktio g : M — R
siten, etti g(x) = f(z), kun x € A ja |g(z)| < K kaikilla x € M.

Todistus. Funktio g saadaan rajafunktiona jonolle g1, g2, ..., gn, ..., joka méaa-
ritellddn jonojen fi, fo, ..., fn, ... ja 1,09, ... 0,, ... avulla, jotka méari-

telladn seuraavaksi. Asetetaan fi(z) = f(z), kun x € A ja méiritellddn

joukot

1
Ay ={zr:zeAja fi(z) < —gK}7
1
By={z:zeAja fi(z) > §K}
Koska funktio f on jatkuva, niin joukot A; ja B; ovat erilliset ja suljetut.

Huomautuksen 3.0.4 mukaan on olemassa funktio v, joka on jatkuva ava-
ruudessa M ja jolle patee

1
U (z) = —gK joukossa Aj,
1
U (z) = §K joukossa Bj,
1.
|1 (z)| < §K joukossa M.

Seuraavaksi maaritellaan

fo(x) = fi(z) — () kunz € A
ja naytetaan, etta
|f2(2)] <
kun x € A. Olkoon x € A;. Talloin

K,

Wl o

Fola) = %K+f1(x).
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Nyt
1

joten
2
fola)] < K.

Olkoon nyt « € By. Talléin fo(x) = fi(z)—3 K, joten joukon By miéritel-
misté saadaan | fo(z)] < K—3 K = 2K. Samaan tapaan, jos z € A\(A;UB)),
niin funktioiden f; ja 1 itseisarvot ovat pienempié kuin luku %K .

Maaritelladn seuraavaksi joukot

) 1 2
AQI{JIII‘EAJan(l’)S—g'gK},

By={z:z € Aja fo(z) > ;K}

Wl =

Joukot As ja Bs ovat erilliset ja suljetut. Samaan tapaan kuin aiemmin, on
olemassa funktio ¥, (z), jolle pétee

1 2
Po(x) = —3 §K joukossa As,
1 2
Pa() = 3 §K joukossa By,
1 2
Ve ()] < 3 §K joukossa M.

Asetetaan
fs(@) = fa(z) — Yo(z)

ja kuten edelld, saadaan

o= (2) w0

kun x € A. Aiemman mukaisesti méaritellaén joukot A, ja B, siten, ettd

n—1
A= {rire A fn) <~ (g) K},

Bn:{x:xEAjafn(x)zé‘<§> _K}.
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Edelleen on olemassa funktio 1, siten, etta

1 /2\""' .
Un(x) = —3°\3 K joukossa A,
1 2 n—1 ‘
Yn(z) = 313 K joukossa B,,
1 2 n—1 ‘
[thn ()| < 3°\3 K joukossa M.

Asetetaan nyt
fn—l-l(x) = fn(x) - wn(x>7
joten epayhtalo

et < (2) &

patee, kun z € A.
Seuraavaksi méaaritelldan

gn() = 1 () + - + Yo(2),

kun z € M ja osoitetaan, ettd jono (g,) on tasaisesti suppeneva jono. Itse
asiassa luvuille m > n pétee

|9m () = gn(2)] = [Yn41(2) + - + ()]

<[6) - 6) s

<5(5) [reie o (3) e

5 G 56 ]x

() [26) )56 (F)

o)

Tamé tarkoittaa sitd, ettd jono (g,) on Cauchy, joten se suppenee tasai-
sesti kohti jatkuvaa funktiota lauseiden 2.1.13 ja 2.1.7 nojalla. Olkoon tuo
rajafunktio g. Naytetdan nyt, ettd g(z) = f(z), kun x € A. Téssd on syyta
huomata, etta

Gn =1+ Uy =Y (fi— fir1) = fr = fas.

i=1
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Nyt koska |f,41(z)| < (3)"K kun = € A, niin f,11(z) = 0 kun n — oc.

Néin ollen g, — g = f1 = f, kun n — oo. Liséksi

l9(x) S%K[1+§+(§>2+...] =K

kaikille x € M.

4 Banachin kiintopistelause

Téssé luvussa esitellddn Banachin kiintopistelause, joka on keskeisessa osassa
differentiaaliyhtéloiden ratkaisuiden maéraén liittyvén lauseen todistuksessa.
Banachin kiintopistelauseen sovelluksena esitelladankin yksi differentiaaliyh-
téldiden ratkaisujen olemassaololause, Peanon lauseen 1. versio.

Ennen Banachin kiintopistelauseen todistusta maaritelldan kutistava ku-
vaus.

Maaritelma 4.0.1. Olkoon (M, d) metrinen avaruus ja funktio f : M — M.
Kuvauksen f sanotaan olevan kontraktio eli kutistus, jos on olemassa luku
k €10, 1], jolle patee

d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

kaikille x,y € M.

Kuvaus on siis kutistus, jos se puristaa jokaisen pisteparin kuvapisteiden
etaisyyden pienemméksi kuin pisteparin etdisyys on maéarittelyjoukossa.

Esimerkki 4.0.2. Olkoon kuvaus f : R — R siten, ettd f(z) = 5. Télloin
kuvaus f on kontraktio.

Todistus. Nyt, koska pétee

r oy 1 1
_— = = — — = —d

niin kuvaus f on kontraktio. O]

Seuraava lause kertoo, etté jokaisella tdydellisen metrisen avaruuden ku-
tistavalla kuvauksella on olemassa yksikésitteinen kiintopiste. Lausetta so-
velletaan téssd tyossa differentiaaliyhtéloiden ratkaisujen olemassaoloon ja
niiden yksikasitteisyyteen liittyvan lauseen 4.1.1 todistuksessa.
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Lause 4.0.3 (Banachin kiintopistelause). Olkoon (M,d) tdydellinen met-
rinen avaruus jo ® : M — M annettu kuvaus. Oletetaan, etti kuvaus
® on kontraktio. Talloin kuvauksella ® on olemassa yksikdsitteinen kiin-
topiste. Toisin sanoen on olemassa piste ., € M siten, ettd ®(x,) = x,.
Itseasiassa, jos xg on mikd tahansa piste avaruudessa M ja mddaritelldan
x1 = ®(x0), 2 = P(x1),..., Tpr1 = P(zy),..., niin

lim z, = z..
n—oo

Todistus. Ensin osoitetaan kiintopisteen olemassaolo, jonka jalkeen todiste-
taan sen yksikasitteisyys. Olkoon xy € M ja xy,x9,x3... kuten lauseessa
méériteltiin. Jos 7y = xg, niin ®(xg) = ¢, joten piste zo on kiintopiste.
Jos zg # x4, niin d(x1, ) > 0 ja osoitetaan, ettd pisteet {z,} muodostavat
Cauchyn jonon joukossa M. Nyt siis patee

d(xe, 1) = d(P(x1), P(20)) < kd(21,20)

d(3,23) = d(®(22), P(21)) < kd(2, 21) < K*d(21, 7).
Jatkamalla samaan tapaan saadaan

d(xpi1, ) < E"d(x1, 20).
Liséksi koska kolmioepayhtélon nojalla péatee
A(Tnyp Tn) < A(Tpip, Trgp1) + ATnap1, Tnyp2) + -+ d(Tny1, Tn),
niin talléin patee myos
ATy py ) < (KP4 BTPT2 e M) d (0, o).

Geometrinen sarja » .-, k' suppenee, kun 0 < k < 1, joten sarja toteuttaa
Cauchyn ehdon. Toisin sanoen annetulle ¢ > 0 on olemassa luku N siten,
etta

kn-‘rp—l + kn+p—2 et k" < ;7
d(Il, .I'())
jos n > N ja luku p on mielivaltainen. Nyt koska d(z,4p, ) < €, jos n > N
ja luku p on mielivaltainen, niin jono (z,) on Cauchyn jono. Avaruuden M
taydellisyyden nojalla lim,, . x,, on olemassa avaruudessa M. Olkoon nyt

T, = lim z,.
n—oo

Seuraavaksi osoitetaan kuvauksen ® olevan jatkuva. Olkoon € > 0 annettu
ja 0 = . Télloin kun

d(xz,y) < 0, niin d(P(z), P(y)) < kd(z,y) < ké = €.
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Késitelldén pistetta z, 41 = ®(x,). Koska z,11 — 2, ja kuvaus ® on jatkuva,
niin ®(z,) — ®(x,). Nyt siis z, = §(z,), joten piste z, on kiintopiste.
Lopuksi osoitetaan vield kiintopisteen z, yksikésitteisyys. Olkoon y, myo6s
kiintopiste. Téalloin

A, y) = d(®(x.), B(y)) < kd(.y.), eli (1 - k)d(.,y.) < O,

Nyt koska k < 1, niin (1 — k) > 0, josta seuraa d(z.,y.) = 0, miki tarkoittaa
sita, ettd x, = y,. Nain on osoitettu, ettd piste x, on yksikésitteinen, joten
lause on todistettu. O

Esimerkki 4.0.4. Olkoon (M,d) tdydellinen metrinen avaruus. Télléin on
olemassa kuvaus ® : M — M, jolle patee d(®(z), P(y)) < d(z,y), mutta
kuvauksella ® ei ole yksikésitteista kiintopistettd. Nain todella on, silla jos
M = R yleisesti tunnetulla metriikalla d(z,y) = |z —y| ja ®(z) = x + 1, niin
kuvauksella @ ei ole kiintopistettéd lainkaan, silld z # x + 1 kaikilla z € R.
Kuitenkin |®(x) — ®(y)| = |z — y|.

Edella oleva esimerkki néyttad Banachin kiintopistelauseessa olevan oleel-
lista, ettd kuvaus ® on kontraktio, jolloin patee 0 < k < 1, kuten méaritel-
maéssa 4.0.1. Tapaus k = 1 ei aina takaa kiintopisteen olemassaoloa.

4.1 Banachin kiintopistelauseen sovellus

Tassa alaluvussa todistetaan, Banachin kiintopistelausetta hyviksi kdyttaen,
yksi differentiaaliyhtdloiden ratkaisujen olemassaololauseen versio. Seuraa-
vasta lauseesta todistetaan myos hieman heikommilla oletuksilla varustettu
versio luvussa 6, mikd tehddén Arzelan ja Ascolin lauseen avulla.

Todistetaan nyt edelld mainitun lauseen vahvemmilla oletuksilla varustet-
tu versio. Todistuksen idea on etsié differentiaaliyhtélolle ratkaisu, joka on
jonkin kuvauksen kiintopiste. Tamaén jéalkeen osoitetaan tuon kuvauksen ole-
van kontraktio, jolloin loydetyn ratkaisun yksikésitteisyys seuraa Banachin
kiintopistelauseesta.

Lause 4.1.1 (Peano, 1. versio). Olkoon funktio f jatkuva pisteen (to,xy) € R?
ympdristossd. Oletetaan myds, ettd funktio f toteuttaa Lipschitzehdon

|f(t,z1) — f(t,22)] < K|z1 — x4

kaikilla pisteen (to, zo) ympdriston pisteilla (t,x1) ja (t,z5). Tdlldin on ole-
massa luku 6 > 0 siten, ettd yhtalolld

dx
= (o), wlto) = o (1
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on yksikdsitteinen C' ratkaisu x = p(t), missi o(to) = g, kunty — 0 < t <
to + 9. Toisin sanoen ¢'(t) = f(t,p(t)).

Todistus. Ensin valitaan pallo pisteen (g, xo) ympéristosta siten, etté | f (¢, )| <
L kaikilla (¢, x), jotka kuuluvat valittuun palloon ja Lipschitzehto pétee. Sit-
ten valitaan luku ¢, jolle patee ehdot

i |t —to| <9, |x — x| < LS = (¢, x) siséltyy valittuun palloon ja
ii. K <1, missa luku K on Lipschitzvakio.

Olkoon

M = {p:[to — 0,t0 + ] = R|p on jatkuva, p(to) = zo, ja |p(t) — x| < Ld}
C C([to — 9,to + 9)).

Téassa on syytd huomata, ettd joukko M on suljettu avaruudessa C, silla jos
(pn) on joukon M jono, jolle d(p,,p) — 0, kun n — oo, niin ¢ € M. Néin
ollen (M, d) on téydellinen metrinen avaruus ja sen metriikka on

d(p1,02) = sup  |pi(t) — @al(t)].

to—8<t<to+d

Olkoon ® : M — C maéaritelty seuraavasti

P(p)(t) = xo —I-/t f(s,0(s)) ds.

Seuraavaksi kiytetaan hyviksi tietoa, ettd yhtalon (1) ratkaiseminen on ekvi-
valentti operaatio sille, ettd etsitdin jatkuva funktio ¢ valilla |ty — 0,19 + ]
siten, etta

o(t) = 2o + / £(s,0(3)) ds. 2)

Tamaé taas on ekvivalenttia sille, ettd kuvauksella

D 90'—>I0+/ f(s,0(s))ds

on kiintopiste (2). Nyt osoitetaan, ettd kuvaus ® on kontraktio, eli kutistus.
Ensimmaéiseksi osoitetaan, ettd kuvaus ¢ kuvaa avaruudesta M itselleen.
Tama tarkoittaa sité, ettd jos ¢ € M, niin

P(t) = xo + /ttf(s,go(s))ds eEM.
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Funktio v on jatkuva, silla se toteuttaa Lipschitzehdon vakiolla L seuraavasti.
Jos s < t, niin

0(6) = v(5)| = < [ 1@ @)lds < Ljt =)

[ 1 st ds

Téssd on syytd huomata, ettd 1 (tg) = xo ja

00) — ] = /t:f(s,SO(S))dS

miké tarkoittaa sité, ettd ¢ € M. Seuraavaksi etsitddn luku k& € [0, 1] siten,
ettd d(P(p1), P(p2)) < kd(p1, ¢2). Nyt

d(®(1), ®(p2)) = sup /t [f (s, ¢1(s)) = f (s, pa(s))] ds
< 0K sup[pa(s) — a(s)]

= 5Kd(8027 @2)

ja téssd luku § valittiin siten, ettd 6K < 1, joten valitaan k = 0 K.

Talloin koska kuvaus @ on kontraktio, niin Banachin kiintopistelauseen
nojalla silla on yksikésitteinen kiintopiste, miké tarkoittaa sité, ettd yhtalolla
(1) on yksikésitteinen ratkaisu. O

5 Kompakteista joukoista

Téassa luvussa kasitelldan kompaktisuutta, joka on keskeinen kasite kun tut-
kitaan metrisia avaruuksia ja siella jatkuvia funktioita. Tdmén kappaleen
péaatulos on Bolzanon ja Weierstrassin lause, jossa osoitetaan kompaktisuus
ja jonokompaktisuus ekvivalenteiksi.

Ennen paatuloksen todistusta on syytd maéaritella kompaktisuus ja jono-
kompaktisuus, miké tehddan seuraavaksi.

Maaritelma 5.0.1. Olkoon (M, d) metrinen avaruus. Avaruuden M osa-
joukko A C M on jonokompakti, jos jokaisella joukon A jonolla on osajono,
joka suppenee johonkin joukon A pisteeseen.

Maaritelma 5.0.2. Olkoon joukko A kuten mééritelméssa 5.0.1. Joukko A
on kompakti, jos jokaisella joukon A avoimella peitteelld on déarellinen alipeite.
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Maaritelladn seuraavaksi kokonaan rajoitettu joukko. Maaritelmé on tar-
peellinen Bolzanon ja Weierstrassin lauseen todistukseen liittyvissd padtte-
lyissad. Méaritelméssé joukon sanotaan olevan kokonaan rajoitettu, jos se si-
sdltyy mielivaltaisen pienellé séteelld varustettujen x; keskeisten pallojen &a-
relliseen yhdisteeseen.

Maaritelma 5.0.3. Joukko A C M on kokonaan rajoitettu, jos kaikil-

le luvuille € > 0 on &érellinen joukko {z1,...,xy} joukossa M siten, etta

Seuraavaksi esitelladn tdmén kappaleen péaatulos, joka osoittaa kompak-
tisuuden ja jonokompaktisuuden ekvivalenteiksi.

Lause 5.0.4 (Bolzanon ja Weierstrassin lause). Metrisen avaruuden (M, d)
osajoukko A C M on kompakti jos ja vain jos joukko A on jonokompakti.

Ennen varsinaista todistusta, todistetaan ensin kolme aputulosta:
Lemma 5.0.5. Kompakti joukko A C M on suljettu.

Todistus. Riittda osoittaa, ettd joukko M \ A on avoin. Olkoon z € M \ A.
Tutkitaan avointen joukkojen kokoelmaa

U, = {y|d(y,z) > %}

Koska kaikille y € A pétee d(z,y) > 0, on jokaiselle y € A olemassa jokin

joukko U, silla tavalla, ettd y € U,. Néin ollen joukoista U, koostuva per-

he peittdéd joukon A, joten on olemassa dérellinen osapeite. Koska osapeite

on adrellinen, niin yhdelld néistd osapeitteeseen kuuluvista joukoista U, on

suurin indeksi. Olkoon se joukko Uy. Nyt jos € = %, niin saadaan
B(z,e) C M\ A.

Néin ollen joukko M \ A on avoin ja erityisesti siis joukko A on suljettu. [

Lemma 5.0.6. Jos (M, d) on kompakti metrinen avaruus ja joukko B C M
on suljettu, niin joukko B on kompakti.

Todistus. Olkoon {U;} joukon B avoin peite. Olkoon V' = M \ B, jolloin
joukko V' on avoin. Néin ollen {U;,V'} on joukon M avoin peite. Tlloin
joukolla M on dérellinen peite {Uy, ..., Uy, V}, joten {Uy, ..., Uy} on joukon
B &arellinen avoin peite. ]

Lemma 5.0.7. Jos joukko A on jonokompakti, niin se on kokonaan rajoi-
tettu.
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Todistus. Jos joukko A ei ole kokonaan rajoitettu, niin on olemassa luku
e > 0 siten, ettd joukkoa A ei voida peittdd darelliselld méaéralla e-siteisid
palloja. Valitaan pisteet y; € A ja yo € A\ B(yi,¢€). Oletuksen mukaan
voimme jatkaa valintoja siten, ettd saadaan

Yn € A\ [B(yl,E)U'--UB(yn_l,E)].

Télle jonolle pétee d(yn,ym) > € kaikilla luvuilla n,m € N. Tamé tarkoit-
taa sitd, ettd jonolla (y,) el ole suppenevaa osajonoa. Taéméa on kuitenkin
ristiriitaista, silla oletuksen mukaan joukko A on jonokompakti. O]

Seuraavaksi todistetaan Bolzanon ja Weierstrassin lause edelld esiteltyjen
lemmojen 5.0.5-5.0.7 avulla.

Lauseen 5.0.4 todistus. Olkoon joukko A kompakti. Oletetaan, ettd on ole-
massa jono () C A, jolla ei ole suppenevia osajonoja. Tamé tarkoittaa
sitd, ettd jonolla (x) on Adrettomén monta eristettyd pistettd yi,yo,.. .,
silléd jos néin ei ole, niin on olemassa jokin jonon (zj) piste z; siten, etta
B(z;,€) N (z1) # 0 kaikilla e > 0. Tama tarkoittaa sitd, ettd jonolla (xy) on
olemassa osajono, joka suppenee, mikd on vastoin oletusta.

Nyt koska jonolla (zj) ei ole suppenevia osajonoja, niin on olemassa jo-
ku pisteen y, ympéristd Uy, joka ei sisdlld mitddn pisteista y;. Jos jokaisessa
pisteen y; ympéristossa olisi jokin y;, niin valistemalla ympéristot B(yy, #),
jossam = 1,2, ... saataisiin osajono joka konvergoi pisteeseen y;. Vaitetdan,
ettéd joukko {y1, 4o, . .. } on suljettu. Tama johtuu siité, etta silld ei ole kasau-
tumispisteita, silld oletimme, etta jonolla (zj) ei ole suppenevia osajonoja.
Joukko {y1, 92, ...} on joukon A osajoukko, joten lemmasta 5.0.6 seuraa, et-
ta joukko {y1,¥a,...} on kompakti. Kuitenkin {U} on joukon {yi,ys,...}
avoin peite, jolla ei ole darellistd osapeitetta, miké on ristiriita. Niinpé jonol-
la (x) on oltava suppeneva osajono joukossa A, silli A on suljettu lemman
5.0.5 nojalla.

Kéaantéden oletetaan, etté joukko A on jonokompakti. Olkoon {Uy} joukon
A avoin peite. Nyt pitaé osoittaa, etté peitteelld {Uy} on &érellinen alipeite.

Olkoon luku r > 0 siten, ettd kaikille pisteille y € A pétee B(y,r) C
U;, jollekin joukolle U;. Téllainen luku on, silld jos néin ei ole, niin kaikille
kokonaisluvuille n on olemassa jokin piste y,, siten, etta avoin pallo B(y,, %)
ei sisélly mihink&én joukkoon U;. Oletuksen nojalla jonolla (y,) on suppeneva
osajono z, — z € A. Koska {U;} on joukon A peite, niin pétee z € U, jollekin
joukolle U;,. Valitaan € > 0 siten, ettd B(z,¢) C U;,. Néin voidaan tehda,
silld joukko Uj, on avoin. Valitaan sitten luku K siten, ettd d(zx, z) < § ja
% < 5. Talléin B(zk, 3z) C Uj,, mikii on ristiriita.
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Nyt joukko A on kokonaan rajoitettu lemman 5.0.7 nojalla, joten pétee
AC By, r)U---U B(Yn, )

aarellisen monelle pisteelle y;. Luvun r valintaa koskevan péattelyn nojalla
B(y;,r) C U, missd j = 1,...,n, jollekin indeksille ;. Talloin {Uj;,, ..., U;, }
peittdd joukon A. m

Nyt on saatu todistettua tulos, joka on keskeisessé osassa Arzelan ja Asco-
lin lauseen todistuksessa, joka on yksi tdmén tyon pédtuloksista. Lauseen
5.0.4 avulla voidaan my0s todistaa seuraava tulos, joka antaa yhteyden met-
risen avaruuden kompaktisuuden, taydellisyyden ja kokonaan rajoittuneisuu-
den vélille. Tehdaan se seuraavaksi.

Lause 5.0.8. Metrinen avaruus (M,d) on kompakti tdsmdlleen silloin, kun
se on taydellinen ja kokonaan rajoitettu.

Todistus. Oletetaan ensin avaruuden M olevan kompakti. Lauseen 5.0.4 no-
jalla avaruus M on jonokompakti ja lemman 5.0.7 nojalla my6s kokonaan
rajoitettu, joten riittda osoittaa, ettd avaruus M on téaydellinen.

Nyt, jos jono (z) on Cauchy, niin silld on osajono, joka suppenee. Tél-
16in koko jono suppenee, silld Cauchyn jonon osajono suppenee kohti samaa
pistettd kuin itse Cauchyn jono. Talloin avaruus M on téydellinen.

Kaantéen oletetaan, ettd avaruus M on taydellinen ja kokonaan rajoitet-
tu. Lauseen 5.0.4 nojalla riittda osoittaa, ettd avaruus M on jonokompakti.

Olkoon (yi) jono avaruudessa M. Jonon (yx) pisteiden voidaan olettaa
olevan erillisié, silld jos jonolla (yx) on dédrettdméan monta toisintoa, niin on
olemassa triviaalisti suppeneva osajono. Jos toisintoja on &érellinen maéara,
niin ne voidaan poistaa eli riittda tutkia jonon (yx) osajonoa, jossa jokainen
termi esiintyy vain kerran. Nyt koska avaruus M on kokonaan rajoitettu,
niin annetulle luvulle K on olemassa avaruuden M peite, jossa on darellinen
mééré palloja B(xq, %), ..., B(rk, %), joista yksi sisaltda adrettoméan monta
jonon (y) termié. Aloitetaan luvusta K = 1. Kirjoitetaan

M = B(z1,1)U---U B(zk, 1),

jolloin voidaan valita jonon (yx) osajono (yix), joka sisdltyy johonkin niisté
palloista. Toistetaan kun K = 2, jolloin saadaan jonon (yx) osajono (yax), jo-
ka siséltyy johonkin palloon, jonka séde on % janiin edelleen. Néin jatkamalla
saadaan jonon (yx) osajonot, joille pétee

(ye) D (y1k) D (Yor) - - - -
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Nyt valitaan jonon (y;) osajono siten, ettd otetaan ensimméisen jonon en-
simmaéinen jésen, toisen jonon toinen jésen ja jatketaan tatd. Syntyvd jono
(zn) = Y11, Y22, ... on Cauchy, silld jokaiselle € > 0, valitsemalla K > 2/e,
pétee d(z,, zm) < 2 < €, kun n,m > K, silld jonojen (ynr) ja (Ymx) kaikki
pisteet sisdltyvit samaan %—séteiseen palloon. Koska avaruus M on taydel-
linen, niin jono suppenee. Néin ollen avaruus M on jonokompakti ja siten
kompakti. O

Esimerkki 5.0.9. Avaruus C([0,1],R) ei ole kompakti, silla jonolla (f,),
missi f,(z) = a™, el ole suppenevaa osajonoa, koska jono (f,) suppenee
pisteittain kohti epédjatkuvaa funktiota

f(x)—{ 0, kun z # 1,

1, kun z =1.

6 Arzelan ja Ascolin lause ja sovellukset

Tamén kappaleen ja tyon padtulos, Arzelan ja Ascolin lause, antaa jatkuvista
funktioista koostuvalle kompaktille joukolle ominaisuuksia. Lausetta voi ver-
rata avaruuden R” tulokseen, joka sanoo, ettd joukko A C R™ on kompakti
tdsmaélleen silloin, kun se on suljettu ja rajoitettu. Arzelan ja Ascolin lauseen
tulos patee myos avaruutta R™ yleisimmissd metrisissé avaruuksissa. Ennen
varsinaista paidtulosta on syytd maéritella kasitteitd ja todistaa muutamia
tuloksia.

Maaritelladn ensin tasainen jatkuvuus metrisissa avaruuksissa ja todiste-
taan sitten siihen liittyvé tulos, joka sanoo kompaktissa joukossa méaaritellyn
jatkuvan funktion olevan tasaisesti jatkuva.

Maéritelma 6.0.1. Olkoot (M,d;) ja (N, ds) metrisid avaruuksia. Olkoon
ACM, f: A— N jaB C A. Funktion f sanotaan olevan tasaisesti jatkuva
joukossa B, jos jokaiselle € > 0 on olemassa 0 > 0 siten, ettd kun z,y € B ja

di(z,y) < 0, niin da(f(z), f(y)) < e.

Lause 6.0.2. Olkoot A ja N kuten mddritelmdssd 6.0.1. Olkoon f: A — N
jatkuva ja olkoon B C A kompakti joukko. Tdlldin funktio f on tasaisesti
jatkuva joukossa B.

Todistus. Valitaan luku §, annetuille € > 0 ja x € B siten, etta kun d(z,y) <
§,, niin d(f(z), f(y)) < &. Pallot B(z, &) peittévit joukon B ja ovat avoimia.
Nain ollen on olemassa joukon B &arellinen peite

O, Ou e




Olkoon ¢ = min{é%l, e 6I2K }. Nyt jos di(x,y) < 0, niin on olemassa z; € B,

, silld pallot B(z, %1) peittavit joukon B. Nain ollen

Ty

2

jolle pétee d;(x, ;) <
patee
dl(xia y) S dl(x>$i) + dl(xv y) < 5:01

Talloin, luvun  valinnan nojalla, pétee
dy(f(2), f(y)) < do(f (), [ (i) + da(f(2:), f(y)) < % t5=¢€
O

Esimerkki 6.0.3. Olkoon f:]0,1] — R, f(z) = L. Osoitetaan, ctté funktio
f on tasaisesti jatkuva vililla [a, 1], kun a > 0.

Todistus. Tulos seuraa lauseesta 6.0.2, silld joukko [a, 1] on kompakti joukko
ja funktio f on jatkuva vélilld |0, 1], joten se on jatkuva myos vélilla [a, 1]. O

Maaritelladn viela kaksi késitettd ja todistetaan yksi aputulos. Tamén
jilkeen todistetaan tdmaéan luvun ja yksi tdmén tyon paatuloksista, Arzelan
ja Ascolin lause.

Maaritelma 6.0.4. Olkoot A ja N, kuten méaaritelméssa 6.0.1. Olkoon B C
C(A,N). Joukko B on yhtdjatkuva joukko funktioita, jos jokaiselle € > 0 on
olemassa 6 > 0 siten, ettd kun x,y € Ajadi(x,y) < 0, niin do(f(x), f(y)) <€
kaikille f € B.

Yhtajatkuvuuden mééritelmé on tasaisen jatkuvuuden méaéritelméan kans-
sa samankaltainen. Téssé on kuitenkin syytd huomata, ettd luvun 0 valinta
ei riipu funktiosta f.

Esimerkki 6.0.5. Olkoon luku K > 0 ja olkoon
B=A{f:la,b] = R:[f(z) - f(y)| < K|z -y kaikille 2,y € [a, b]}.
Télloin B on yhtéjatkuva joukko funktioita vélilla [a,b], kun valitaan 0 = .
Esimerkki 6.0.6. Perhe {f,}, missa
fu(x) = 2"
ja x € [0, 1], ei ole yhtadjatkuva, silld jos € = % ja 0 > 0 miké tahansa, niin

lim [£,(1) = fu(1 = 8)| = Jim |1~ (1-0)" =1,

Kuvassa 2 on esitetty perheen { f,,} viisi ensimmaisté funktiota.
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Y

Kuva 2: Funktioperhe f,(z) = z" vililla z € [0, 1].

Maéritelmé 6.0.7. Olkoon B C C(A,N). Olkoon B, = {f(z)|f € B}
jollekin kiinteélle pisteelle x € A. Tama4 on siis kaikkien joukon B funktioiden
arvojen joukko pisteessd x € A. Joukko B on pisteittdin kompakti jos ja vain
jos joukko B, on kompakti avaruudessa N kaikilla = € A.

Lemma 6.0.8. Olkoon A kompakti. Tdlloin jokaiselle 6 > 0 on olemas-
sa ddrellinen joukko Cs = {yi,...,yr} siten, etti jokaiselle x € A pitee
d(x,y;) < 6 jollakin indeksilli i = 1,... k.

Todistus. Pallojen kokoelma {B(z,d) |z € A} peittdd joukon A, joten kom-
paktisuuden nojalla myos aérellinen kokoelma B(y1,9),. .., B(yk, d) peittaa
joukon A. Voidaan siis valita Cs = {y1,...,yx} H

Nyt on madritelty ja todistettu kaikki Arzelan ja Ascolin lauseeseen tar-
vittavat késitteet ja tulokset, joten Arzelan ja Ascolin lause voidaan nyt
todistaa.

Lause 6.0.9 (Arzelan ja Ascolin lause). Olkoon A C M kompakti ja B C
C(A,N). Tdllgin B on kompakti jos ja vain jos B on suljettu, yhtdjatkuva ja
pisteittdin kompakt.

Todistus. Osoitetaan ensimmaisend suunta, jossa oletetaan joukon B olevan
suljettu, yhtajatkuva ja pisteittdin kompakti. Olkoon C' = (J{Ci/n|n =
1,2,3,...}. Téssd joukot (', ovat kuten lemmassa 6.0.8. Nyt koska jokai-
nen C/, on &érellinen, niin joukko C' on numeroituva, kirjoitetaan C' =
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{z1,x9,...}. Olkoon (f,) jono joukossa B. Nyt { f,,} sisiltyy pisteittdin kom-
paktiin joukkoon B, joten Bolzanon ja Weierstrassin lauseen nojalla on ole-
massa jonon (f,(x1)) osajono, joka suppenee. Merkitdén téata jonoa seuraa-
vasti

Ju(w1), fro(@1), .., fin(zr) - .-

Samaan tapaan jonolla (fix(x2)), missd k = 1,2,..., on suppeneva osajono
fa(x2), fa2(x2), .- -, fan(z2) - - ..
Edelleen jonolla (for(x3)), missd k = 1,2,..., on suppeneva 0sajono

fa1(xs), faa(xs), ..., fan(xs) . ...

Kun téllé tavoin jatketaan, niin saadaan g,, = f,,, missa g, on n. funktio, joka
esiintyy n:ssé osajonossa. Jono (g,) saadaan seuraavan kaavion diagonaalilta

furfizfis--- fin-.. (ensimméinen osajono)
forfoafos - fon ... (toinen osajono)
fa1fsafs3 .- fan ... (kolmas osajono)
froifoafns -+ fan .. (0. osajono)

Edell4 olevasta taulukosta ndhdaén, etté jono (g, ) suppenee jokaisessa joukon
C' pisteessi, silld jono (g,) on jokaisen jonon (f,,x) osajono.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jono (g,) suppenee myos jokaisessa joukon A
pisteessé ja suppeneminen on tasaista. Olkoon € > 0 ja olkoon ¢, kuten yhté-
jatkuvuuden mééritelméssd. Olkoon Cs = {yi1, 99, ..., yx} dérellinen joukon
C' osajoukko siten, ettd jokaiselle pisteelle © € A pétee d(z,y;) < ¢ jollakin
indeksilla ¢ = 1, ..., k. Néin on siis lemman 6.0.8 mukaisesti. Nyt koska jonot

(9n(¥1)), (gn(y2)), - - (gn (k)

suppenevat, niin on olemassa luku K € N siten, ettd jos m,n > K, niin

d2(gn(Yi), gm(y:)) <€ kuni=1,2,... k.

Jokaiselle pisteelle x € A on olemassa y; € Cj siten, ettd d;(z,y;) < 6. Nyt
yhtajatkuvuuden nojalla pétee

da(gn(z), gn(y;)) < €
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kaikilla n = 1,2,.... Néain ollen

d2(gn (), gm () < da(gn(2), gn(y5)) + d2(9n(Y5); 9m(y;)) + d2(gm(Y5), gm(2))
< €+ e+ € = 3e,

missd m,n > K. Taméa osoittaa, etta

da(gns gm) < 3e,

kun m,n > K. Niin ollen jono (g,) suppenee tasaisesti joukossa A Cauchyn
ehdon nojalla. Raja-arvo on joukossa B, silla joukko B on suljettu. Taméa
todistaa lauseen toisen suunnan, jossa oletetaan joukon B yhtédjatkuvuus ja
pisteittain kompaktisuus.

Kééantaen oletetaan, ettd joukko B on kompakti. Télloin joukko B on myds
suljettu ja pisteittdin kompakti. Lauseen 5.0.8 mukaan joukko B on kokonaan
rajoitettu. Nyt tdmén suunnan todistamiseksi riittaé osoittaa, etta jos joukko
B on kokonaan rajoitettu, niin joukko B on yhtdjatkuva. Oletetaan siis, etté
joukko B on kokonaan rajoitettu. T&lloin joukko B on rajoitettu joukossa
C(A, N) ja on talloin tasaisesti rajoitettu joukko funktioita. Osoitetaan nyt,
etté joukko B on yhtéjatkuva. Olkoon € > 0 ja olkoon funktiot fi, fo,..., fn €
B siten, etta f; keskeiset ¢ séteiset pallot peittavit funktiojoukon B. Téllainen
peite on olemassa, silla joukko B on kokonaan rajoitettu. Olkoon f € B.
Télloin on olemassa indeksi j < n siten, etta

max dy(f(2), fi(2)) < (3)

wlm

Télloin alkioille x,y € A pétee

dy(f (), f(y)) < do(f (), fi(2)) + da(f5(2), f5(y)) + do(f5(y), F(y)- (4)

Kaikki funktiot f; ovat tasaisesti jatkuvia, silla joukko B on kompakti ja
kompaktissa joukossa méaritelty jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva lauseen
6.0.2 nojalla. Lisdksi funktioita f; on dérellinen mééré, joten on olemassa luku
0 > 0 siten, etta

di(z,y) <8, 1 <i<n=dofi(z), fily)) < (5)

Wl ™

Nyt yhtdloista (3), (4) ja (5) seuraa, etta
dy(f(x), f(y)) < do(f (), f5(x)) + do(f5(2), f3()) + da(f5(y), [ (y))
L€

<4
— = €
3 3 3
kaikilla z,y € A, joille di(z,y) < ¢ ja kaikille funktioille f € B. Tama
tarkoittaa sité, ettd joukko B on yhtédjatkuva. ]
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Seuraavaksi hieman esimerkkeja siité, kuinka Arzelan ja Ascolin lausetta
kéytetadn.

Seuraus 6.0.10. Olkoot A C M kompakti ja N = R™. Olkoon B C C(A,R™)
yhtdjatkuva ja pisteittdin rajoitettu. Tdlloin jokaisella joukon B jonolla on
tasaisestt suppeneva 0sajono.

Todistus. Arvojen joukko {f(z)|f € B} on rajoitettu jokaisella kiinte&lla pis-
teellda x € A, jolloin se siséltyy johonkin kompaktiin joukkoon. Téll6in jokai-
selle joukon B jonolle 16ytyy suppeneva osajono Arzelan ja Ascolin lauseen
todistuksessa esiintyvaan tapaan. O

Esimerkki 6.0.11. Olkoon f, : [0, 1] — R, jolle patee |f,(z)| < 100 kaikilla
n € N ja kaikilla z € [0, 1]. Lisdksi olkoot derivaatat f olemassa ja tasaisesti
rajoitetut vlilld ]0, 1[. Talloin jonolla (f,,) on tasaisesti suppeneva osajono.

Todistus. Osoitetaan, ettd joukko {f,} on yhtdjatkuva ja rajoitettu. Oletuk-
sen mukaan on |f! (z)| < K, jollakin vakiolla K € R. Viliarvolauseen mukaan
patee

|fu(z) = fuly)| < Klz -y,

joten annetulle € voidaan valita luvuista z,y ja n riippumaton luku § = .
Néin ollen joukko {f,} on yhtdjatkuva ja myos rajoitettu, silla

| full = sup [fa(2)] < 100.
0<z<1

[]

Huomautus 6.0.12. Esimerkin 6.0.11 véite ei véilttamétta pade ilman oletusta,
ettéd | fn(x)| on rajoitettu.

6.1 Peanon lauseen 2. versio

Seuraava lause muotoiltiin aiemmin hieman eritapaan lauseena 4.1.1, jolloin
se pystyttiin todistamaan kiintopistelauseen avulla. Nyt on syytd huomata,
ettd seuraavan lauseen muotoilussa on oletettu vain funktion f jatkuvuus.
Télloin differentiaaliyhtélon ratkaisun yksikasitteisyydesta joudutaan luopu-
maan, mutta todistus saadaan tehtyé kiayttamalla hyvaksi Arzelan ja Ascolin
lausetta.

Lause 6.1.1 (Peano, 2. versio). Olkoon funktio f jatkuva avoimessa joukossa
A C R? ja olkoon piste (xg,y0) € A. Tdlloin differentiaaliyhtilélli

yl = f(xay>

on ratkaisu, joka kulkee pisteen (zo,yo) kautta.
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Todistus. Nyt siis pyritddn loytaméadn vali [a,b], joka sisdltdd pisteen zg ja
derivoituva funktio k, joka on mééritelty vélilla [a, b] siten, ettd

k(o) = yo ja K'(x) = [f(z, k(x)) (6)

kaikilla = € [a, b].

Téassé todistuksessa konstruoidaan perhe B, joka koostuu likiméa#raisista
ratkaisuista, jotka kulkevat pisteen (zg,yo) kautta vélilla [a, b]. Sitten néyte-
tédn, ettd B on kompakti joukossa C([a, b]) ja kompaktisuuden avulla niyte-
téain funktion k olevan joukon B alkio. Téssd joukko B on joukon B sulkeu-
ma, joka médritelldsin seuraavalla tavalla: funktio k& € B jos ja vain jos on
olemassa jono (k,), missi k,, € B siten, etté k, — k tasaisesti.

kulmakerroin K

A !

[

1

1

[ ]

'l

M
Yoo
G o b

Kuva 3: Joukko M ja sen projektio vélille [a, b].

Valitaan ensin vili [a,b]. Olkoon joukko X C A suorakulmio, jonka si-

vut ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset ja piste (xo,yo) keskipiste. Tassa
siis piste (zg,yo) on suorakaiteen muotoisen joukon X lavistdjien leikkaus-
piste, kuten kuvassa 3. Olkoon luku K > 1 ylaraja funktion itseisarvolle |f|

joukossa X. Olkoon

M ={(z,y) € X : |y — | < K|z — x|}
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ja olkoon vili [a, b] joukon M projektio z-akselille, kuten kuvassa 3.
Seuraavaksi etsitéddn perhe funktioita B siten, ettd ne ovat méadritelty
valilla [xg, b] ja ne ovat likimaaraisia ratkaisuja yhtalolle (6). Nyt koska joukko
M on kompakti, niin funktio f on tasaisesti jatkuva joukossa M lauseen 6.0.2
nojalla. Talloin jokaiselle luvulle € > 0 on olemassa luku é € (0, 1) siten, etta
jos pisteille (x,y) € M ja (T,y) € M pétee |z —T| < 0 ja |y — Y| < 9, niin

f(@.9) — flz,y)| <e

Valitaan pisteet x1, zo, ..., x, siten, etta

Ty < I <w2<~--<xn:bja ’$i—$i,1| < E
kaikilla ¢ = 1,...,n. Méaéritellddn jatkuva funktio k. valilla [z, b] seuraa-
vaavasti: ke(zo) = yo ja valilld [zg, x;] funktio k. on lineaarinen kulmaker-
toimella f(xg,yo), valilld [z, 25| funktio k. on lineaarinen kulmakertoimella
f(z1, ke(z1)). Jatkamalla tdhén tapaan saadaan funktio k. méaéariteltya vélilla
[0, b]. Néin paddyttiin valilld [z, b] maariteltyyn funktioon k., jonka graa-
fi on murtoviiva, joka kulkee pisteen (z, o) kautta ja siséltyy joukkoon M.
Nyt koska janojen kulmakertoimet, jotka maaraavat funktion k. graafin, ovat
madritelty funktion f joukossa M olevien arvojen mukaisesti, niin patee

[ke(2) = ke(T)| < K|z — 7| (7)

kaikille luvuille z, T € [z, b]. Olkoon nyt = € [z, b], jolle patee x # x;, missa
i =0,1,...,n. Talléin on olemassa j € {1,2,...,n} siten, ettd z,_; < z <
xj. Nyt epayhtilon

)

|l‘7; — ZEZ'_1| < —

K
ja epéyhtélon (7) nojalla pétee
|ke(z) = ke(2j-1)] < K|z — x| <.

Tasta seuraa, etta

(i1, ke(zj_1)) — f(2, ke(2))] < e

Kuitenkin
k’é(@ = f(xj—h k‘e(%‘—l));

joten

k() = f(x, ke(z))] <e. (8)
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Nyt epayhtélo (8) patee kaikille x € [zq, b] poisluettuna ne dérellisen joukon
{zo,...,x,} pisteet z, joissa funktion k. ei tarvitse olla derivoituva. Yhtalosta
(8) ndhd&én, ettd funktiot k. ovat likimééréisia ratkaisuja yhtélolle (6).

Nyt on saatu rakennettua funktioperhe B, jossa jokaista lukua ¢ > 0
varten on yksi funktio. Perhe B on rajoitettu valilla [z, b], silld jokaisen
funktion k. graafi siséltyy kompaktiin joukkoon M. Yhtalosta (7) seuraa,
ettd joukko B on yhtdjatkuva. Talloin Arzelan ja Ascolin lauseesta seuraa,
ettd B on kompakti joukossa C([xo, b]).

Nyt todistus voidaan viimeistelld. Kaikille z € [xq, b] pétee

mm=m+/EMMt (9)

=mﬁfuwmm+%m—ﬂumet

Derivaatta k. ei valttamatta ole olemassa kaikilla joukon {zg, x1, ..., z,} pis-
teilld, mutta se ei vaikuta ylla olevaan integraaliin. Nyt koska B C B ja joukko
B on kompakti, niin jonolla (k1 /n)) on osajono (ki /n,)), joka suppenee tasai-
sesti kohti jotakin funktiota k € B. Téssé on syytd huomata, etta funktion k
taytyy olla jatkuva valilla [z, b]. Nyt koska f on tasaisesti jatkuva joukossa
M, niin funktiot f(t, k1, (t)) suppenevat tasaisesti kohti funktiota f(t,k(t))
valilla [xg, b]. Lisdksi koska k. — k tasaisesti, niin

/ftk dt%/ftk (10)

Télloin yhtéloista (8) ja (9) ja kohdasta (10) voidaan paatelld, etta

—yo+/ftk

kaikilla v € [x, b]. Téstd seuraa, ettd funktio k on yhtélon (6) ratkaisu vélilld
[0, b]. Ratkaisu k vililld [a, zo] saadaan samaan tapaan. Nyt funktio y, jolle
patee
| E(2), missd  x € [z, b],
y(x) = { k(z), missd x € [a, x),

toteuttaa yhtélon (6) ehdot. Téssd on syytéd vield huomata, ettd koska jono
ki ;) — k tasaisesti ja

K1y (T0) = f (20, k1 /miy(w0))| < €
yhtélon (8) nojalla, joten péatee

K (x0) = f(wo, k(z0)).

Tama tarkoittaa sitéd, ettd todistus on valmis. O
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7 Stonen ja Weierstrassin lause

Tassa luvussa kasitellddn funktioiden ja polynomien vélista yhteytta. Stonen
ja Weierstrassin lauseen tarkoitus on nayttaa, ettd mita tahansa jatkuvaa
funktiota voidaan approksimoida helpommin késiteltdvalla funktiolla, kuten
polynomilla. Polynomiapproksimaatiot ovat keskeisessé roolissa esimerkiksi
Fourier-sarjoja késiteltdessa, jotka ovat trigonometristen funktioiden avulla
esitettyjéa approksimaatioita funktioille. Niiden avulla paastain analysoimaan
hankaliakin funktioita, silla sini- ja kosinifunktiot ovat tunnetusti helppoja
kasitelld ja niita pystytddn arvioimaan.

Ensimmaiseksi esitellddn yksi aputulos ja kaksi esimerkkié, joiden jalkeen
todistetaan tdméan kappaleen péadtulos Stonen ja Weierstrassin lause.

Seuraava lause vaittaa, etta jokaiselle valilla [0, 1] mééaritellylle jatkuvalle
reaaliarvoiselle funktiolle on olemassa approksimaatiopolynomi. Todistuksen
idea on nayttaa, ettd jono Bernsteinin polynomeja suppenee tasaisesti kohti
funktiota f, jolloin funktiota approksimoiva polynomi loydetdén kyseisesté
polynomijonosta.

Lause 7.0.1. Olkoon funktio f : [0,1] — R jatkuva ja olkoon € > 0. Tdlldin
on olemassa polynomi p(z) siten, etti d(p, f) < €. Itse asiassa jono Berns-

teinin polynomeja
—~ (n LAY n—k
pa) =3 (1) (5 ) -)

k=0

suppenee tasaisesti kohti funktiota f, kun n — oo, missd
n\ n!
k) kl(n—k)

Todistus. Binomilauseen mukaan

tarkoittaa binomikerrointa.

@ty =3 (Z) iy h, (11)

Derivoimalla yhtdlod (11) muuttujan = suhteen ja kertomalla muuttujalla =

saadaan o Z k ( ) »
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Samaan tapaan derivoimalla kahdesti, saadaan

n(n — 1)z + y)" Zk —1() ks (13)

Olkoon
re(z) = (Z) 2k (1 — z)mk,

Nyt yhtaloista (11),(12) ja (13) ja sijoittamalla y = 1 — x, saadaan

Zrk(m) =1, Zkrk(as) Zk — Drp(z) = n(n — 1)2?

Naistd seuraa, etta on voimassa

Z(k —nx)*ry(z) = n’2? Z ri(z) — 2nx Z kri(z) + Z k*ry ()
k=0 k=0 k=0 k=0
=n%z? — 2nz - nx + [nx + n(n — 1)2?
=nz(l —x). (14)

Nyt valitaan luku K siten, ettéd |f(x)| < K, missd « € [0, 1]. Koska funktio f
on tasaisesti jatkuva, niin annetulle € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, ettd kun

oyl < 0. in | () ~ £(0)] < €.
= |3 (s 1(2) )t

Tavoitteena on arvioida lauseketta

£@) = pale) —\ Zf()

< z @)= 1( )|t
— k%@ flz) - f(%) re(z) + |k;25n f(z) — f(%)

Arviointi tehddan kahdessa osassa siten, ettd arvioidaan erikseen tilannetta,
jossa |k —nx| < én ja |k — nx| > dn. Nyt jos

|k — nz| < on,

k
|I—(—)’<(5,
n
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joten

Naéin ollen

>

|k—nz|<dn

- 1(%)

Jos taas |k — nz| > dn, niin

> |ro-s(%)

|k—nx|>0n

|k—nz|<dn

rp(zr) < 2K Z ()

|k—nz|>0n

2K
< 52 Z(k — nz)’ri(z),

k=0

silli |%522] > 1. Nyt yhtélon (14) nojalla pitee

n

2K

> |0 1(2) o) < 25 50— nente)
|k—nz|>d0n k=0
_ 2Kz(1 —=x) K
B no? = 20%n’ (16)

silld z(1 — z) < 1. Epiyhtéld z(1 — z) < 1 piitee, silli muuttuja z saa arvoja
valiltd [0, 1], jolloin lauseke z(1 — x) saa suurimman arvonsa sen derivaatan
nollakohdassa = = 3.

Nyt epayhtéloiden (15) ja (16) nojalla jokaiselle € > 0 on olemassa 6 > 0

siten, etta
f@-pls X w-1(Hnws X o -s() e
B n n
|[k—nz|<on |k—nxz|>dn
< .
€t 202%n
Niinp4a, jos n > %, niin 2§§n < €, joten
| f(z) = pu(7)| < 2e.
Tama tarkoittaa sité, ettd p, — f tasaisesti. O

Juuri todistetun lauseen tulos on jo itsessaédn melko vahva, vaikka se onkin
tésséd tutkielmassa vain aputuloksena.
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Esimerkki 7.0.2. Olkoon (p,) tasaisesti suppeneva jono polynomeja vélilla
[0, 1], joille patee f = lim, .o p,. Néytetddn, ettd funktion f ei valttdmétta
tarvitse olla derivoituva.

Todistus. Lauseen 7.0.1 nojalla mikd tahansa jatkuva funktio on jonkin po-
lynomin rajafunktio ja on olemassa monia jatkuvia funktioita, jotka eivit ole
derivoituvia. Esimerkkiné funktio

ro={ 9

= O

IAIN
IAIA

8 8
iV

]

Esimerkki 7.0.3. Osoitetaan, ettd vélin [a, b] polynomit ovat tiheitd jou-
kossa C([a, b, R).

Todistus. Olkoon g : [a,b] — R jatkuva. Olkoon
f(z) =g(zb—a)+a), 0<z<l,

jolloin f:[0,1] — R. Lauseen 7.0.1 mukaan, jos f : [0,1] — R on jatkuva ja
e > 0, niin on olemassa polynomi p, jolle patee d(f,p) < e. Olkoon

r —a

i =p(3=2). aseso

joten ¢ : [a,b] — R. Néiin ollen ¢ on my6s polynomi. Osoitetaan nyt, etté

d(g,q) < e Nyt
o(a) = ool = | £(52) (52

joten d(g, q) < €, silla d(f,p) < e. Tama tarkoittaa sitd, ettd polynomit valilla
[a, b] ovat tihedssa. O

Huomautus 7.0.4. Esimerkin 7.0.3 voi todistaa myos seuraavan lauseen avul-
la, mikd tehddan myShemmin.

Nyt voidaan todistaa taméan kappaleen péaatulos.

Lause 7.0.5 (Stonen ja Weierstrassin lause). Olkoot (M,d) metrinen ava-
ruus ja A C M kompakti joukko. Olkoon B C C(A,R), jolle patee:

i. Joukko B on algebra. Siis jos f,g € B ja a € R, niin patee f + g € B,
f-geBjaafeB.
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it. Vakiofunktio x — 1 kuuluu joukkoon B.

iti. Joukko B separoi pisteitd eli pisteille x,y € A, x # y, on olemassa

funktio f € B siten, ettd f(x) # f(y).
Téllgin joukko B on tihei joukossa C(A,R) eli B = C(A,R).

Todistus. Otetaan kiyttoon seuraava merkinté,
(f vV g)(x) = max(f(x),g(x)) ja (fAg)(x)=min(f(z) g(z)).

Olkoon joukko B joukon B sulkeuma, joka médriteltiin lauseen 6.1.1 todis-
tuksessa eli funktio f € B jos ja vain jos on olemassa jono (f;,), missi f; € B
siten, ettd fr, — f tasaisesti. Néin ollen summaamisen ja kertomisen jatku-
vuuden nojalla joukko B toteuttaa ehdon i. Se toteuttaa myds ehdot ii ja
iii selviisti. Nyt siis halutaan osoittaa, etti B = C(A,R). Lauseen 7.0.1 ja
esimerkin 7.0.3 nojalla on olemassa jono polynomeja (p,(t)) siten, etta

6] = pult)] < % missii —n <t < n.
Talloin patee myos
@] =) <=, jos —n < f@)<n
Tami osoittaa, ettd kun f € B, niin |f| € B, koska p, o f € B, silld joukko

B on algebra.
Nyt on voimassa yhtdsuuruudet

_f+g  |f—4l
2 + 2

_ftg |f-d

' A
ja fAg 5 5

fVg

Niin ollen, jos f, g € B, niin myds f Vg € Bja f Ag € B.

Olkoon h € C(A,R) ja x1,z9 € A, joille pétee x; # z5. Valitaan g € B
siten, ettd g(x;) # g(z2). TAmé& on mahdollista, silld joukko B on separoiva
(iii). Olkoon fy,4,(x) = ag(x) + B, missa

_ [h(x1) — h(x2)] ja 8= [g(z1)h(x2) — g(22)h(21)]
[9(z1) — g(x2)] [9(z1) — g(x2)] '

Téssd luvut « ja § on valittu siten, ettd fi .,(x1) = h(z1) ja fo,z,(2) =
]’L(ZEQ)

Olkoon € > 0 ja x € A. Luvulle y € A on olemassa ympéristd U(y) siten,
ettd fyo(2) > h(z) — €, jos z € U(y). Néin on, silld kuvaus h on jatkuva.
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Olkoon {U(y1),...,U(y)} joukon A &érellinen alipeite, joka on olemassa
joukon A kompaktisuuden nojalla. Olkoon

fo = fpa VooV e

Niin ollen f, € B ja
fe(z) > h(z) —€

kaikille luvuille z € A. Nyt pétee myos f,(x) = h(z). Télloin on olemassa
ympéristd V (z) siten, ettéi

fe(y) < h(y) + e
jos y € V(x). Olkoon {V(x1),...,V(zg)} joukon A peite ja asetetaan
f=Ta N A Sy
Talléin pétee edelleen f € B. Nyt
f(z) > h(z) —e
kaikilla z € A, koska
fo;(u) > h(u) — €
kaikilla u € A. Nyt pisteelle y € A pétee y € V/(x;) jollakin pisteelld z;, siten
fy) < fay(y) < hly) + e
Talléin |f(2) — h(2)| < ¢, joten h € B. Niin ollen B = C(A, R). O
Esimerkki 7.0.6. Esimerkin 7.0.3 todistus lauseen 7.0.5 avulla.

Todistus. Olkoon A = [a, b] ja asetetaan B = {q € C([a, b],R) | gon polynomi}.
Nyt joukko B toteuttaa selvisti lauseen 7.0.5 ehdot i ja ii. My6s ehto iii to-
teutuu, silld jos x # y, niin voidaan asettaa

joten f(x) # f(y). Talloin joukko B on tihed lauseen 7.0.5 nojalla. O
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