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Taman tutkielman tarkoituksena on tutustua nollasummapeleihin ja muihin ylei-
siin summapeleihin. Nollasummapeleissd yhden pelaajan voitot ovat aina pois muilta
pelaajilta. Esimerkiksi kakun leikkaaminen on nollasummapeli: jos henkilo leikkaa
itselleen suuremman palan kakkua, jad muille vahemmaén. Tutkielman aluksi tutus-
tutaan kahden pelaajan nollasummapeleihin. Peleja kuvataan strategisessa muodos-
sa, mikd on kompakti tapa kuvata pelin matemaattista luonnetta. Kaytannosséa tamé
tarkoittaa pelin kuvaamista tulosmatriisin avulla. Pelaajat valitsevat strategiansa yh-
ta aikaa ottaen huomioon muiden pelaajien mahdolliset strategiat. Von Neumannin
minimax-lauseen mukaan tapauksessa, jossa pelaajat tietavit toistensa strategiat, on
pelissé olemassa tulos, jonka toinen pelaaja voi taata odotetuksi voitokseen ja toi-
nen pelaaja maksimaalikseksi tappiokseen. Téta tulosta kutsutaan pelin arvoksi ja
osoittautuu, etta jokaisella kahden pelaajan nollasummapelilld on sellainen.

Tutkielmassa esitelldan erilaisia ratkaisutapoja nollasummapeleille. Yksi niistd on
dominointi-menetelmé, jossa tulosmatriisin kokoa pienennetéén, mika helpottaa pelin
arvon etsimisté. Yksinkertaiset matriisimuodossa olevat pelit voidaan ratkaista tut-
kimalla ensin, onko tulosmatriisilla satulapistetetta, ja jos ei ole, etsimalld minimax-
strategiat. Kolmas esitelty ratkaisutapa kahden pelaajan nollasummapelille perustuu
symmetriaan.

Tutkielman neljannessa luvussa késitelladn nollasummapelin esittdmista laajenne-
tussa muodossa. Talléin voidaan ottaa huomioon pelin luonteelle uusia ominaisuuksia.
Laajennetussa muodossa olevaa pelid voidaan kuvata suunnatun kaavion avulla. Téata
kaaviota kutsutaan pelin puuksi. Luvussa tutkitaan myos strategisessa muodossa ja
laajennetussa muodossa olevien pelien yhteytta.

Tutkielman loppuosassa tarkastellaan yleisia summapeleja. Télloin pelaajien voit-
tojen ja tappioiden summa ei ole enda nolla. Yleensa ei ole olemassa pelaajille yh-
teistd optimaalista strategiaa, mutta on olemassa yleistys von Neumannin minimax-
lauseelle. Tata yleistystda kutsutaan Nashin tasapainoksi. Nashin tasapaino on sel-
lainen strategiaprofiili, ettei kenenkéén pelaajan kannata vaihtaa strategiaansa, jos
muut pelaajat eivit vaihda strategiaansa. Kéy ilmi, ettd jokaisella yleiselld summa-
pelilla on vihintddn yksi Nashin tasapaino. Tamé tulos todistetaan kidyttden apuna
Brouwerin kiintopistelausetta, jonka mukaan jatkuvalla funktiolla f, joka kuvaa kon-
veksin ja kompaktin joukon itselleen, on kiintopiste.
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JOHDANTO

Peliteoria on matematiikan osa-alue, joka késittelee rationaalista ja itsekésta toi-
mintaa tarkoin maéritellyissa valintatilanteissa. Valintatilanteeseen eli peliin osallis-
tuu vahintaan kaksi pelaajaa, joiden tavoitteet voivat olla vastakkaisia. Pelaajien va-
linnat vaikuttavat pelin lopputulokseen, eivéitké pelaajat omaa valintaansa tehdessiaan
yleensd tiedé toistensa valintoja. Toimiakseen parhaalla mahdollisella tavalla pelaa-
jilen on ajateltava strategisesti eli tehtéavé oletuksia toisten pelaajien valinnoista ja
hyodynnettavé oletusta siitd, ettd myos toiset pelaajat ovat itsekkiitéa ja rationaali-
sia.

Tutkielman alkuosassa tarkastellaan kahden pelaajan nollasummapeleja. Pelejé kut-
sutaan nollasummapeleiksi, koska pelaajien voittojen ja tappioiden summa on aina
nolla. Naissd peleissa pelaaja saa etua toisen pelaajan kustannuksella. Peliteorian
ratkaisukasitteiden avulla pyritdan kuvaamaan sitd, millaisia valintoja pelaajien kan-
nattaa tehdé ja miten pelaajat 16ytéavat itselleen optimaaliset strategiat. Nollasum-
mapeleille keskeinen tulos, von Neumannin minimax-lause, sanoo, ettéa jokaisella kah-
den pelaajan nollasummapelilld on arvo ja kummallakin pelaajalla on optimaalinen
strategia, joka takaa tdmén arvon.

Tutkielmassani esitellaén erilaisia ratkaisutapoja nollasummapeleille ja tutkitaan
myo0s sitd, miten strategisessa muodossa esitettyja peleja voidaan kuvata laajenne-
tussa muodossa. Tutkielman loppuosassa tutustutaan yleisiin summapeleihin, joissa
pelaajien tuottojen summa ei ole enaé nolla, eikd pelaajilla enda ole optimaalisia stra-
tegioita. On kuitenkin olemassa strategioiden joukko, jota kutsutaan Nashin tasapai-
noksi. Téssé tilanteessa yksikddn pelaaja ei saavuta etua vaihtamalla strategiaansa,
jos muut pelaajat eiviat vaihda strategioitaan. Osoittautuu, ettd jokaisella yleiselld
summapelilld on vahintdan yksi Nashin tasapaino. Tama tulos todistetaan kaytté-
mélld kappaleessa 1 esitettyd Brouwerin kiintopistelausetta.

Peliteorian tutkiminen on mielekéstd monista eri syistd. Téssa tutkielmassa kési-
tellyt tulokset ovat hyvin keskeistd matemaattista peliteoriaa. Useat esitellyista ka-
sitteista ovat klassisia peliteorian tuloksia, joita tutkitaan ja opiskellaan ympéri maa-
ilmaa. Peliteoriaa kiytetadn nykyaéan eri tavoin monilla eri tieteenaloilla, esimerkiksi
taloustieteessa.

Tutkielmani tédrkeimmét lahteet ovat 2] ja [6]. Erilaisiin peleihin tutustutaan yleen-
sé aluksi jonkin esimerkin avulla. Luvussa 1 esitetdén tutkielman sisdltoa varten téar-
keitd esitietoja ja aputuloksia. Luvut 2 ja 3 kisittelevat nollasummapelejd, niiden
yksinkertaistamista ja ratkaisutapoja, padtuloksena Von Neumannin minimax-lause,
lause 2.8. Luvussa 4 tehdédn katsaus siihen, miten peleja voidaan kuvata laajenne-
tussa muodossa. Luvuissa 5, 6 ja 7 keskitytdan yleisten summapelien tutkimiseen,
paatuloksena Nashin lause, lause 7.1.



1. ESITIETOJA JA APUTULOKSIA

Téassé luvussa kerrataan ja esitelladn tdmén tutkielman kannalta oleellisia merkin-
tojé, madritelmia ja aputuloksia.

Maaritelma 1.1. Olkoon A C R epétyhjé joukko. Joukon A supremum sup A on
joukon A pienin ylaraja. Toisin sanoen sup A on sellainen luku M, jolle pétee
(i) M on joukon A ylaraja eli a < M kaikilla a € A, ja
(ii) M on joukon A yldrajoista pienin eli jos G on jokin joukon A yldraja, niin
G>M.
Vastaavasti, joukon A infimum inf A on joukon A suurin alaraja. Toisin sanoen inf
A on sellainen luku m, jolle pétee

(i) m on joukon A alaraja eli a > m kaikilla a € A, ja
(ii) m on joukon A alarajoista suurin eli jos g on jokin joukon A alaraja, niin
g <m.

Reaalilukujen taydellisyyden nojalla jokaisella ylhaalta rajoitetulla epétyhjalla jou-
kolla A C R on olemassa sup A € R. Vastaavasti jokaisella alhaalta rajoitetulla, epé-
tyhjélla joukolla A C R on olemassa inf A € R.

Maaritelma 1.2. Piste x € R" on joukon A C R" kasautumispiste, jos
(B(z;r) \ {z}) N A # 0 kaikille r > 0.
Maaritelma 1.3. Joukko on suljettu, jos se sisdltaa kaikki kasautumispisteensa.

Maaritelma 1.4. Joukko K C R™ on kompakti jos sen jokaisesta avoimesta peit-
teesta 10ytyy adrellinen alipeite.

Lause 1.5. Joukko K C R™ on kompakti jos ja vain jos se on suljettu ja rajoitettu.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kompakti joukko K on seké rajoitettu ettéa suljettu.
Kompakti joukko K todetaan rajoitetuksi esimerkiksi avointa peitettd (U;);en, U; ==
B(0;1), kiyttden: peitteestd 16ytyy oletuksen nojalla &érellinen alipeite (Ul-j)gzl, ja
siten

¢
K C U Ui, = B(0;r) kun r := max{iy, ..., i}
j=1
Kompakti joukko K on myos suljettu, silld se siséltdd kasautumispisteensé: Jos néet
joukolla K on kasautumispiste a € K \ K, niin silloin (U;)en, U; := R™\ B(a;i™!),
on joukon avoin peite. Téstd peitteestd 16ytyy nyt dérellinen alipeite (U, )le. Mutta
télloin
¢
K C U U, =R"\ B(a;r) kun r:=min{1/i,...,1/i},

j=1
joten K N B(a;r) = (), vaikka a on joukon K kasautumispiste.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd suljettu ja rajoitettu joukko K on kompakti. Ta-
maéan osoittamiseksi oletetaan vastoin vaitetté, ettd on olemassa joukon K avoin peite
(Ua)acs, josta ei 16ydy dérellista alipeitetté.

Koska K on rajoitettu, niin jollekin > 0 on K C I := [—r,r]". Puolitetaan vilin [
jokainen sivu, jolloin I jakautuu 2" osaviliin. Valitaan niisté sellainen osavili 1!, jolla
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I' N K ei peity #érellisen monella U,. Niin kiy ainakin yhdelld osavélilli. Jatketaan
samaan tapaan, jolloin saadaan jono I D I' D I? D ... n-vileji siten, ettd

1) I* N K ei peity #irellisen monella Uy, ja
2) Joukon I}, halkaisija 6(I*) — 0 kun k — oo.

Koska nyt K ja siten jokainen I* N K on suljettu, niin on vilttadmittd olemassa a
siten, etta

(I*NK) = {a}.
k=1
Jos néet valitaan pisteet x; € I* N K, niin jonolla (24) on suppeneva osajono (zy,);;
olkoon a := lim; o x,;. Silloin jokaiselle k on xy, € I* N K kun k; > k, joten
a € I* N K, koska joukot I* N K ovat suljettuja. Toisaalta on
acKc| U
acJ

Siten a € U, jollekin o € J, ja silloin, koska U, on avoin, B(a; p) C U, jollekin p > 0.
Jos nyt valitaan k siten, etti §(I*) < p/2, niin on

"N K C B(a; p) C U,.

Tamé on kuitenkin ristiriita, sill vilit I* valittiin siten, ettd I* N K ei peity #érellisen
monella U,. ]

Lemma 1.6. Kompaktissa joukossa K C R jatkuva reaaliarvoinen funktio f : K — R
saavuttaa sekd suurimman ettd pienimmdn arvonsa.

Todistus. Koska K on kompakti, on f(K) kompakti. Lauseen 1.5. mukaan f(K') on
taten suljettu ja erityisesti rajoitettu, joten sup f(K) < oco. Niin ollen sup f(K) €
f(K). Téten, on olemassa xy € K siten, ettd sup f(K) = f(x¢) ja siten

f(z) < f(xg), kaikillax € K.
Vastaavasti, inf f(K) saavutetaan jollakin K:n arvolla. O

Miiritelmi 1.7. Joukon K C R? osajoukko V C K on konveksi jos mille tahansa
kahdelle pisteelle a,b € V' pétee

{pa+(1—p)b:pel01]}.

Lause 1.8 (Separoiva hypertaso -lause). Oletetaan, etti K C RY on suljettu ja kon-
veksi. Jos 0 ¢ K, on olemassa z € R? ja c € R siten, etti

0<c< 2w kaikillev € K.

Lauseen mukaan on olemassa hypertaso (jana tasossa, tai yleisemmin R?~1 affiini
aliavaruus R%:ssil) joka erottaa 0:n K :sta. Erityisesti, milld tahansa jatkuvalla polulla
O:sta K:hon on jokin piste, joka sijaitsee télla hypertasolla.

Separoiva hypertaso madritelladan seuraavasti:

{reRY: 2Tx =c}.



{(x:27x=1c}

KuvA 1. Hypertaso, joka erottaa suljetun konveksin joukon K nollasta.

Todistus. Aluksi huomataan, ettd koska K on suljettu, on olemassa z € K jolle
|lz]] = inf [|v]].
veK
Tama on totta, silld jos valitaan R siten, ettd R-sdteinen, 0-keskeinen pallo leikkaa
K, on funktio v — ||v||, joka voidaan ajatella kuvauksena
f:Kn{xeR: x| <R} —[0,00),
on jatkuva, joukolla joka on suljettu ja rajoitettu, tdten siis kompakti Lauseen 1.5.

mukaan.

Kuva 2. Kun leikataan K pallolla, saadaan epétyhja, suljettu ja rajoi-
tettu joukko.

Koska edelld mainittu kuvaus on jatkuva, saavuttaa se Lemman 1.6. mukaan pie-

nimman arvonsa jossain pisteessa z € K.
Nyt valitaan ¢ = (1/2)]|z]|*> > 0. Osoitetaan, etti ¢ < z’v kaikilla v € K.

Oletetaan, ettd v € K. Koska K on konveksi, mille tahansa € € (0,1) saadaan
ev+ (1 —e)z € K. Téten
Iz]1* < [lev + (1 = e)z]* = (ev" + (1 — €)z")(ev + (1 — €)2)
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Ensimmainen epayhtalo seuraa siitd, ettd z minimoi normin jokaisessa K:n pisteessa.
Saadaan
27z < EVIvE (1 —e)’27z 4 2¢(1 —e)v'z
Sieventamiélld saadaan
e2vliz —viv —2z"z) <2(v'z — z'2)

Nyt kun € — 0 saadaan 0 < v’z — z’z, joten vIz > ||z]|* = 2c > c. O

Maaritelma 1.9. Olkoon X topologinen avaruus ja A C X sen topologinen aliava-
ruus ja i : A — X inkluusiokuvaus, i(a) = a kaikille a € A. Sanotaan, ettd jatkuva
kuvaus 7 : X — A on retraktio, jos patee

Toi:idA.

Seuraavaa lausetta on kiytetty apuna aputulokselle. Lauseen todistus sivuutetaan
tassa yhteydessd. Todistus 1oytyy ldhteestd [6, 91].

Lause 1.10 (Ei-retraktio lause). Olkoon K C R"™ kompakti ja konveksi, ja olkoon
sen sisus epdtyhjd. Ei ole olemassa jatkuvaa kuvausta F : K — 0K jonka rajoittuma
OK :hon on identiteetti.

Todistus. Sivuutetaan. O

Lause 1.11 (Brouwerin kiintopistelause). Jos K C R"™ on suljettu, konveksi ja rajoi-
tettu joukko, ja T : K — K on jatkuva, niin on olemassa x € K siten, etti T'(x) = x.

Todistetaan seuraavaksi tdmé lause, kun n = 1. Sen jilkeen hahmotellaan yleisen
tapauksen todistus.

Todistus. Tutkitaan ensin tapausta, kun n = 1. T&lléin K on suljettu vali [a, b].
Asettamalla f(x) = T'(x)—x huomataan ettd T'(a) > a merkitsee sité, ettd f(a) > 0 ja
T'(b) < b merkitsee sité, ettd f(b) < 0. Viliarvolauseen nojalla on olemassa x € [a, b],
jolle f(x) =0, joten T'(x) = x.

Tutkitaan seuraavaksi yleistd tapausta. Meilld on nyt jatkuva kuvaus 7' : K —
K, missdé K on suljettu, rajoitettu ja konveksi joukko. Oletetaan, etta T:11a ei ole
kiintopistettd. Talloin voidaan mééritella jatkuva kuvaus F' : K — 0K seuraavasti:
Jokaiselle © € K voidaan piirtaéa suora T'(z):1t4 z:n kautta kunnes se kohtaa 0K :n.
Asetetaan F'(x) yhtdsuureksi kuin tdmé leikkauspiste. Jos T'(z) € 0K, asetetaan F'(z)
yhtésuureksi kuin se siteen ja 0K :n leikkauspiste, miké ei ole yhtasuuri kuin 7'(z). Nyt
tatd T'(x):1td :n kautta OK:lle piirrettyd suoraa tutkimalla eri tapauksissa voidaan
todeta kuvauksen F' : K — 0K jatkuvuus. Tdméa sivuutetaan téssd yhteydessa.
Téaten, F on K:n retraktio, mutta tdmé on ristiriita lauseen 1.10. kanssa, joten T:11&
on oltava kiintopiste. U

Huomautus 1.12. Seuraavien esimerkkien avulla huomataan, ettd jokainen lauseen
oletuksista joukolle K on vilttamé&ton:
(i) K =R (suljettu, konveksi, mutta ei rajoitettu) kun 7'(z) = z + 1
(i) K = (0,1) (rajoitettu, konveksi, mutta ei suljettu) kun 7'(x) = x/2
(i) K = {z € C : |z] € [1,2]} (rajoitettu, suljettu, mutta ei konveksi) kun
T(z)=—=z.



2. KAHDEN PELAAJAN NOLLASUMMAPELIT

2.1. Johdatus kahden pelaajan nollasummapeleihin. Nollasummapeli on peli-
teoreettinen tilanne, jossa toisen pelaajan, pelaajan I, voitot ovat aina pois toiselta
pelaajalta, pelaajalta II. Pelid kutsutaan nollasummapeliksi, koska pelaajien tappioi-
den ja voittojen summa on aina nolla.

Tutustutaan nollasummapeleihin aluksi seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 2.1. Téssa esimerkissa esiintyy kaksi pelaajaa, pelaajat I ja II. Maari-
telladn pelin nimeksi "Valitse kési’ ja kutsutaan pelaajaa I valitsijaksi ja pelaajaa II
piilottajaksi.

Pelin alussa pelaajalla II, piilottajalla, on kaksi kultakolikkoa takataskussaan. Vuo-
ron alussa héan pistdd molemmat kéitensa selkénsa taakse ja ottaa joko yhden kolikon
ja pitéda sitd vasemmassa kidessdan tai ottaa molemmat kolikot ja pistdéd ne oikeaan
kiteensa.

Pelaaja I, valitsija, valitsee nyt jomman kumman pelaaja II:n kiden ja voittaa sen
kiden sisdltdman summan, siis 0, 1 tai 2 kolikkoa.

Pelin mahdolliset tulokset voidaan esittaé tulosmatriisin avulla, missé rivit ilmai-
sevat pelaajan I mahdollisia valintoja ja sarakkeet ilmaisevat vastaavasti pelaajan II
valintoja.

Jokainen matriisin alkio a;; on se maara, jonka pelaaja II havidéd pelaajalle I kun
pelaaja I pelaa i ja pelaaja II pelaa j. Tata pelin kuvausta kutsutaan sen normaaliksi
tai strategiseksi muodoksi.

IT|L R

I
L 0
R 2

O =

Oletetaan, ettd pelaaja II haluaa minimoida tappionsa laittamalla yhden kolikon
vasempaan kéteensé, jolloin hdnen maksimitappionsa on yksi kolikko. Taméa on jér-
keva strategia, jos hdn on varma siitd, ettd pelaaja I ei tiedd mitd hén aikoo tehda.
Mutta pelaaja I:n tietdessé pelaaja II:n strategian, pelaaja II hdvida kolikkonsa vaik-
ka hénen optimitilanteensa on olla haviamatta mitdan. Talloin, jos pelaaja II olettaa
pelaajan I arvaavan hianen pelaavan L, hénelld on motivaatio pelata R. Selvésti, stra-
tegian 'pelaan L’ (tai 'pelaan R’) menestys riippuu siité, kuinka paljon informaatiota
pelaajalla T on. Pelaaja II voi tassa pelissd ainoastaan taata sen, ettd hanen maksi-
mitappionsa on yksi kolikko.

Vastaavasti, pelaaja I voi yrittda maksimoida voittoaan valitsemalla R, toivoen
voittavansa kaksi kolikkoa. Jos pelaaja II arvaa tai saa selville pelaajan I strategian,
hén voi taata ettd pelaaja I ei voita mitdan. Tietamatta mitdan siitd, mitd pelaaja I1
tietdd, pelaaja I voi taata ainoastaan sen, ettd han ei havida mitadn pelatessaan.

IThannetapauksessa haluaisimme 16ytaéa strategian, jonka menestys ei riipu siité,
kuinka paljon informaatiota toisella pelaajalla on. Tapa saavuttaa tdmé strategia on
sisallyttaa tietty epavarmuus pelaajien valintoihin.

Maaritelma 2.2. Strategia, jossa pelaaja asettaa tietyn todennédkoisyyden jokaiselle
mahdolliselle valinnalleen on nimeltaén sekastrategia.



Sekastrategia, jossa jokin tietty siirto pelataan todennédkoisyydelld yksi, on nimel-
taan puhdas strategia.

Jatketaan esimerkin 2.1. tarkastelua. Oletetaan nyt, ettd pelaaja I paattaa noudat-
taa sekastrategiaa, jossa hén valitsee R:n todennéakoéisyydelld p ja L:n todennéakéisyy-
delld 1 — p. Jos pelaaja II nyt noudattaisi puhdasta strategiaa R (eli piilottaisi kaksi
kolikkoa vasempaan kéiteensi), hédnen odotettu tappionsa olisi 2p. Jos hén puolestaan
noudattaisi strategiaa L, hinen odotettu tappionsa olisi 1 — p. Téten, jos hén jollakin
tapaa saisi selville todennékoisyyden p, hén pelaisi strategialla joka vastaisi 2p:n ja
1 —p:n minimié. Tietden tdmén, pelaaja I maksimoisi voittonsa valitsemalla p:n siten,
ettd saa maksimoitua lausekkeen min{2p, 1 — p} arvon. Téta tilannetta havainnollis-
tetaan kuvassa 3. Huomaa, ettd edelld mainittu maksimi sijaitsee kohdassa p = 1/3,
suorien leikkauspisteessa.

2p

-2
'
ELo ]

[~
[

KuvAa 3. Pelaajan I maksimi 16ytyy suorien leikkauspisteesta.

Taten noudattamalla sekastrategiaa, jossa pelaaja I valitsee R:n todennakéisyydella
1/3 ja L:n todennékoisyydelld 2/3, hin takaa itselleen voitoksi 2/3, riippumatta siité,
tietadko pelaaja IT hdnen strategiaansa. Kuinka pelaaja IT voi puolestaan minimoida
odotetun tappionsa?

Pelaaja II pelaa R jollakin todenndkdisyydella ¢ ja L todenndkdisyydella 1 — q.
Tulos pelaajalle I on 2¢ jos han valitsee strategiakseen R ja 1 — ¢ jos héan valitsee
L. Jos hén tietdd ¢:n, han valitsee strategian, joka vastaa edelld mainittujen kahden
arvon maksimia. Jos vuorostaan pelaaja II tietda pelaaja I:n strategian, han valitsee
g = 1/3 minimoidakseen tdtd maksimia, varmistaen ettd hénen odotettu voittonsa
on 2/3.

Téten, pelaaja I voi taata itselleen odotetun voiton = 2/3 ja pelaaja II voi taata
odotetun tappion = 2/3, riippumatta siitd, mitd pelaajat tietdvét toistensa strate-
gioista. Huomaa, ettd tilanteessa jossa pelaajilla on kdytossddn puhtaat strategiat,
odotetut voitot/tappiot ovat yhtdsuuret. Seuraavassa kappaleessa todistettavan Von
Neumannin minimax-lauseen mukaan tama péatee aina kahden pelaajan nollasumma-
peleissa.
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Huomautus 2.3. Selvasti tdméan esimerkin peli ei ole mielekés pelaajalle II ilman jon-
kinlaista ulkoista kannustinta, silld héan voi vain hévita pelatessaan. Voidaan esimer-
kiksi kuvitella pelaajan I maksavan pelaajalle II jonkin summan houkutellakseen ha-
net pelaamaan. Téssé tapauksessa 2/3 on maksimi, mitd pelaajan I pitdisi maksaa
saadakseen pelaajan II osallistumaan peliin.

Tarkastellaan vield toista yksinkertaista esimerkkid, jotta esimerkissa 2.1 esitellyt
késitteet tulevat tutuiksi.

Esimerkki 2.4 (Pariton vai parillinen?). Pelaajat I ja II huutavat samanaikaisesti
joko numeron yksi tai kaksi. Pelaaja I voittaa pelissd, jos huudettujen lukujen summa
on pariton. Pelaaja II voittaa, jos huudettujen lukujen summa on parillinen. Haviajan
voittajalle maksama summa on yhtésuuri kuin huudettujen lukujen summa euroissa.
Hahmotellaan nyt edelld annettujen tietojen pohjalta télle pelille strateginen muoto
ja tulosmatriisi:

17111 2
1 -2 3
2 3 -4

Seuraavaksi tutkitaan kummalla pelaajista on etu téaté pelid pelattaessa. Voidaanko
ylla olevasta tulosmatriisista suoraan paételld kummalla?

Analysoidaan pelid ensin pelaajan I ndkokulmasta. Oletetaan, ettd pelaaja I huutaa
sattumanvaraisesti 'yksi’ 3/5:1la kerroista ja 'kaksi’ 2/5:1la kerroista. Téssé tilanteessa,

1) Jos pelaaja IT huutaa ’yksi’, pelaaja I hdvida 2 euroa 3/5:1la kerroista ja voittaa 3
euroa 2/5:1la kerroista. Keskimédrin, hén voittaa —2(3/5)+3(2/5) = 0 eli hén padsee
omilleen pitkéssa juoksussa.

2) Jos pelaaja IT huutaa ’kaksi’, pelaaja I voittaa 3 euroa 3/5:1la kerroista ja haviaa
4 euroa 2/5:1la kerroista. Keskimééarin, hén voittaa 3(3/5) — 4(2/5) = 1/5.

Pelaajan I valitessa strategiansa ylla kuvatulla tavalla peli paattyy tasan jokaisella
kerralla kun pelaaja II huutaa 'yksi’ ja pelaaja I voittaa keskiméérin 20 senttid jokai-
sella kerralla kun pelaaja IT huutaa "kaksi’. Tata yksinkertaista strategiaa kiyttamalla
pelaaja I jaa pitkésséd juoksussa vahintdan omilleen riippumatta siitd mité pelaaja I1
tekee. Voiko pelaaja I 16ytaa strategiaa, jolla héan voittaisi aina riippumatta siité, mitéa
pelaaja II tekee?

Olkoon p nyt se todennékoisyys, jolla pelaaja I huutaa ’yksi’. Yritetdan valita p
siten, ettd pelaaja I voittaa keskimédrin saman verran riippumatta siitd, huutaako
pelaaja II ’yksi’ vai 'kaksi’. Nyt pelaaja I:n keskiméérdinen voitto pelaajan II huu-
taessa 'yksi’ on —2p + 3(1 — p) ja pelaajan II huutaessa 'kaksi’ 3p — 4(1 — p). Talla
perusteella pelaajan I pitéisi valita p siten, etta

—2p+3(1—p)=3p—4(1—p)
3—56p=Tp—14
12p =7
p="T/12



Téten, pelaajan I pitdisi huutaa 'yksi’ todennékdisyydelld 7/12 ja 'kaksi’ todenné-
koisyydelld 5/12. Keskimé&érin, pelaaja I voittaa —2(7/12)+3(5/12) = 1/12 jokaisella
kerralla pelatessaan pelid, riippumatta siitd mitd pelaaja II huutaa.

Huomataan, ettéd esimerkin pelissa pelaaja I:114 on selva etu. Mietitaan, voisiko han
voittaa keskimédrin vield enemmén kuin 1/12 per peli? Vastaus tdhdn kysymykseen
on ei, jos pelaaja II pelaa optimaalisesti. Itse asiassa, pelaaja II voisi kiyttad samaa
strategiaa kuin pelaaja I: huutaa ’yksi’ todenndkodisyydelld 7/12 ja 'kaksi’ todenné-
koisyydella 5/12.

Jos pelaaja I nyt huutaa ’yksi’, pelajaan IT keskiméarainen tappio on —2(7/12) +
3(5/12) = 1/12. Jos pelaaja I huutaa ’kaksi’ pelaajan II keskimé&érinen tappio on
3(7/12) +4(5/12) = 1/12.

Huomataan, ettd tdméan esimerkin pelissd kiavi kuten esimerkissa 2.1.: Pelaajalla 1
on menettelytapa miké takaa hénelle vahintadn keskiméérin 1/12:n voiton ja pelaa-
jalla IT on menettelytapa, joka pitdéd hénen keskimééraisen tappion enintaéan 1,/12:ssa.
T#lloin sanotaan, ettd 1/12 on pelin arvo ja menettelytapaa, jota molemmat kiytta-
vat taatakseen tdméan palautuksen kutsutaan minimaz-strategiaksi.

Kehitetdan nyt teoriallemme edellisten esimerkkien pohjalta muodollinen rakenne.
Maéritelma 2.5. Mielivaltaiselle kahden pelaajan nollasummapelille, jonka tulos-
matriisi on muotoa A = (a”)zjf, sekastrategioiden joukkoa pelaajalle I merkitaan

Am:{xERm:miZO,inzl},
i=1
ja sekastrategioiden joukkoa pelaajalle 11

An:{yER”:ijO,Zyjzl}.
j=1

Huomaa, ettd tdssd merkintdtavassa puhtaat strategiat esitetdan luonnollisilla kan-
tavektoreilla.

Jos pelaaja I noudattaa sekastrategiaa x ja pelaaja II sekastrategiaa y, odotettu

tuotto pelaajalle T on
Z TiijYj = x" Ay

Kutsutaan Ay:ta pelaajan I sellaiseksi tulosvektoriksi, joka vastaa pelaajan II seka-
strategiaa y. Tamén vektorin komponentit esittavit niitd tuloksia pelaajalle I, jotka
vastaavat hiinen puhtaita strategioitaan. Vastaavasti, x’ Ay on pelaajan II tulosvek-
tori, joka vastaa pelaajan I sekastrategioita x. Tamén vektorin komponentit esittavét
pelaajan II puhtaiden strategioiden tuottoja.

Seuraavaksi maaritelladan, mita tarkoitetaan optimaalisella strategialla jokaiselle pe-
laajalle.

Maaritelma 2.6. Strategia X € A,, on optimaalinen pelaajalle I jos

min X' Ay = max min x’ Ay
yEA, XEA, YEA,

Vastaavasti, strategia y € A,, on optimaalinen pelaajalle I1 jos

max x? Ay = min max x’ Ay.
XEAM, YEAL XEA,
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2.2. Von Neumannin minimax-lause. Téssé kappaleessa osoitetaan, etta jokai-
sella kahden pelaajan nollasummapelilld on arvo. Todistuksemme pohjautuu luvussa
1 esitettyyn konveksin joukon keskeiseen lauseeseen.

Lemma 2.7. Olkoot X ja Y suljettuja ja rajoitettuja joukkoja R:ssd. Olkoon f :
X XY — R jatkuva kummankin koordinaattinsa suhteen. Tdlloin

. .
max min f(z, y) < minmax f(z, y)

Todistus. Olkoon (x*,y*) € X x Y annettu. Nyt selvésti

J(xy") < sup f(x,¥7) ja inf f(x7,y) < f(x",y7),
xeX ye

mista saadaan

inf f(x*,y) < sup f(x,y7).
yey xeX

Koska tama epéyhtalo péatee mille tahansa x* € X, se patee supy.cy:n arvolle va-
semmalla. Vastaavasti, koska epayhtalo patee kaikilla y* € Y, sen téaytyy pated myos
infy-cym arvolle oikealla. Saadaan

sup inf f(x,y) < inf sup f(x,
Xegyeyf( y)_yeyxegf( y)

Koska f on jatkuva ja X ja Y ovat suljettuja ja rajoitettuja, minimi ja maksimi
saavutetaan. Nédin lemma on todistettu. U

Lause 2.8 (Von Neumannin minimax-lause). Olkoon A muotoa m x n oleva tulos-
matriisi ja olkoon A, ja A, pelaajien I ja II sekastrategioiden joukot. Talldin

max min &' Ay = min max z’ Ay.

TEA, YEA, YyeEA, TEA,
Todistus. Todistuksessa kiytetaan apuna lausetta 1.8. Lemmasta 2.7. seuraa suoraan,
etta

max min x’ Ay < min max x’ Ay,
XEAM yEA, YEAL XEAM

koska f(x,y) = x’ Ay on jatkuva funktio ja seki A,, € R™ etti A, € R" ovat
suljettuja ja rajoitettuja. Oletetaan seuraavaksi, etta

max min x’ Ay < A < min max x’ Ay.

XEA, YEA, yEA, XEA,
Voimme nyt méaaritelld uuden pelin tulosmatriisilla A siten, etta a;; = a;; — A. Talle
pelille saadaan

T A . T i
max min x* Ay < 0 < min max x Ay.
(21) XEAm yeAn y yEAn XEAm y
Jokainen sekastrategia y € A,, pelaajalle IT antaa tulosvektorin Ay € R™. Annetaan
K :n ilmaista niiden vektorien u joukkoa, joille on olemassa tulosvektori Ay siten, etté
u dominoi Ay:téa. Nyt siis

K:{u:fly—i—v:yeAn,vERm,sz}.

Y14 merkintd v > 0 tarkoittaa sita, ettd vektorin v kaikki komponentit ovat epé-
negatiivisia. Seuraavaksi todetaan, ettd K on konveksi ja suljettu: Valitaan x,y € K
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siten, ettid x = Ax; + vy jay = Ay, + vy. Oletetaan, etta ¢t € [0, 1] jolloin konveksin
joukon méaéritelmén nojalla xt + (1 — ¢)y on myos K:ssa. Nyt

xt+(1—t)y=xt—vt+y
= (/lxl + vy )t — (Ayl + vyt + AY1 + vy
= Axyt + vyl — Ay,t + vyt + Ay, + vy
— ALt —yit+y,) + vl — vyt + vy

Nyt (x1t —y,t +y;) € Ay, koska x,y € K ja (vxt — vyt +vy) € R™ kun t € [0, 1] ja
merkitédin (x;t —y,;t +y,) =¥ ja (vxt — vyt + vy) = v, missd v > 0, jolloin

xt + (1 — t)y on edelleen muotoa Ay + v,

joten K on konveksi.

Joukko K on myos suljettu, silla A,,, joukko todennékdisyysvektoreita, jotka vastaa-
vat pelaajan II sekastrategioita, on suljettu. Niin on, koska joukko {v € R™ v > 0}
on suljettu ja konveksi. Liséksi K ei voi sisaltdd nollavektoria, koska jos néin olisi,
olisi olemassa sekastrategia y € A,, siten, etta Ay < 0, mistd mille tahansa x € A,,
saataisiin XTAy < 0. Tama4 on ristiriita (2.1):n oikean puolen kanssa. Siis joukko K
on suljettu.

Téten K toteuttaa lauseen 1.8. ehdot, joten saadaan z € R™ ja ¢ > 0 siten, etta
0 < ¢ < z''w kaikille w € K. Siis

(2.2) 2" (Ay +v) > ¢ >0 kaikillay € A,,v > 0.

Tulee olla z; > 0 kaikilla ¢, koska jos olisi z; < 0, jollekin j voitaisiin valita y € A,, ja
v € R™ siten, etta szly—i—Zi 2;v; olisi negatiivinen (olkoon v; = 0,4 # j ja v; — 00),
miké olisi ristiriidassa (2.2):n kanssa.

Ehdon (2.2) mukaan kaikki z;:t eivit myoskdén voi olla nollia. Tamé tarkoittaa
sitd, ettd s = )" z; on positiivinen ja voidaan asettaa

X = (1/5)(21, 00 2m)" = (1/8)z € Ay

valitsemalla xT Ay > ¢/s > 0 kaikilla y € A,,.

Toisin sanoen, x on pelaajan I sekastrategia, joka antaa positiivisen odotetun tu-
loksen mité tahansa pelaajan 11 sekastrategiaa vastaan. TAmé on ristiriidassa (2.1):n
epayhtédlon vasemman puolen kanssa, mikd sanoo ettd pelaaja I voi taata enintdan
negatiivisen tuloksen. O

Maaritelma 2.9. Edellisen lauseen perusteella patee

max min x’ Ay = v = min max x’ Ay.
XEAR YEA, YEA, XEA,

Lukua v kutsutaan pelin arvoksi, tulosmatriisilla A.

Huomautus 2.10. Lauseen 2.8 todistus osoittaa vain sen, ettd ettd minimax-arvo on
aina olemassa; se ei anna keinoa 16ytéaé sitd. Nollasummapelin arvon loytédmiseksi
on ratkaistava lineaarinen ohjelma, johon tarvitaan yleensi tietokonetta. Joissain ta-
pauksissa tulosmatriisia voidaan yksinkertaistaa niin, ettd se on ratkaistavissa "k&-
sin". Tésta lisda seuraavassa luvussa.
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3. NOLLASUMMAPELIN YKSINKERTAISTAMINEN JA RATKAISEMINEN

3.1. Dominointi-menetelmé. Dominoinniksi kutsutaan menetelméé, jolla voidaan
pienentdd pelin tulosmatriisin kokoa. Téll6in tulosmatriisin analysoiminen ja samalla
pelin arvon etsiminen helpottuu. Jos jokainen tulosmatriisin rivin alkio ¢; on on vi-
hintaan yhta suuri kuin vastaava rivin 7, alkio, toisin sanoen jos a;, ; > a;,; kaikilla j,
niin pelin arvon selvittdmiseksi voidaan eliminoida rivi 75. Vastaavasti, jos a;j, < a;j,
kaikilla 7, voidaan sarake jo elimoida vaikuttamatta pelin arvoon. Tutustutaan tdhan
menetelméaén seuraavan esimerkin avulla ja perustellaan menetelmén taustalla olevaa
ideaa esimerkin jilkeen vield tarkemmin.

Esimerkki 3.1. Olkoon pelilld seuraava tulosmatriisi:

IT| A B|C
1
1 0]-1]1
2 002
3 -1(-213

Koska rivin 2 alkiot ovat > vastaavat alkiot rivilld 1, rivi 2 dominoi rivia 1. Talloin
eliminoimalla rivi 1 saadaan tulosmatriisi muotoon:

IT|A|B|C
1
2 0]0]2
3 -11-213

Koska sarakkeen B alkiot ovat < sarakkeen A vastaavat alkiot, sarake B domi-
noi saraketta A. Vastaavasti sarake B dominoi saraketta C. Tulosmatriisi saadaan
muotoon:

11| B
1
2 0
3 -2

Nyt rivi 2 dominoi rivia 3, joten voidaan eliminoida rivi 3 ja saadaan 1 x 1 -matriisi:

II'| B
I
2 0

Téamén esimerkin tapauksessa peli saatiin ratkaistua dominointi-menetelmaéllé. Yleen-
sé dominointia ei kuitenkaan saada vietyd loppuun asti ja pelin ratkaisua joudutaan
hakemaan eri menetelmallé. Tasta lisda kappaleessa 3.2.

Tutkitaan vield miksi néin voidaan tehdé, toisin sanoen miksi dominointia voidaan
iteroida? Jos oletetaan, ettd a;;, < a;j, kaikilla 7, jos pelaaja II vaihtaa sekastrategiasta
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y sekastrategiaan z asettamalla z;, = y;, + ¥, 25, = 0 ja 2, = y; kaikilla [ # ji, jo,
talloin
XAy =) wiaiy =Y wiagm = x" Az
il il

koska > . xi(a; j,y; + i oY) = D, it j, %5 + 25,. Téten, strategia z, jossa ei ole mu-
kana tulosmatriisin saraketta j», on viahintdan yhtd hyva pelaajalle II kuin strategia
y.

Yksinkertaisemmin sanottuna, mitd tahansa pelaaja II saavuttaa dominoitua rivia
(tai saraketta) kiyttdméalla, hdn saavuttaa vdhintddn saman kiyttaméalla rivid (tai
saraketta), joka sitd dominoi. Toisin sanoen, dominoidun rivin tai sarakkeen poista-
minen el vatkuta pelin arvoon.

Dominoinnilla saatu pienempi matriisi ei ole yksikésitteinen, koska dominointi voi-
daan suorittaa tietysséd tilanteessa monessa eri jarjestyksessé, jolloin tuloksena voi
olla erilaisia pienempié matriiseja.

Maaritelma 3.2. Jos jokin tulosmatriisin alkio a;; toteuttaa seuraavat ehdot
(i) a;; on rivin ¢ minimi, ja
(ii) @;; on sarakkeen j maksimi,
niin sanotaan, etté a;; on satulapiste.
Huomautus 3.3. Jos a;; on satulapiste, niin pelaaja I voi voittaa viahintaan summan

a;; valitsemalla rivin ¢, ja pelaaja II voi pitaa havionsa maksimissaan a;;:n suuruisena
valitsemalla sarakkeen j. Taten a;; on pelin arvo. Merkitddn tata jatkossa v:lla.

Esimerkki 3.4. Olkoon tulosmatriisi A muotoa

IT|A|B|C
I
1 41 1/1-3
2 31215
3 0[1]6

Huomataan, etta 2 on samalla seké rivin 2 minimi etta sarakkeen 2 maksimi. Tall6in
matriisin A satulapiste on 2, mikd on myos pelin arvo, kuten edell selitettiin.

3.2. Yksinkertaisen nollasummapelin ratkaiseminen. Tutkitaan seuraavaksi,
miten ratkaistaan 2 X 2 -matriisimuodossa esitetty peli. Tamé on hyodyllistd myos
siind mielessd, ettd joskus dominoinnin avulla padstdén 2 x 2 -matriisiin, mutta ei
pidemmallé. Tarkastellaan nyt 2 x 2 -tulosmatriisia, joka on muotoa

AB fj].

Maarittadksemme pelin arvon ja vahintdan yhden optimaalisen strategian kummal-
lekin pelaajalle, edetédén seuraavalla tavalla:

1. Tutkitaan, onko tulosmatriisilla satulapistetta.
2. Jos satulapistetta ei ole, ratkaistaan peli etsimélld minmax-strategia.

Néytetadn seuraavaksi, ettd esimerkeissé 2.1. ja 2.3. esitelty menetelmé toimii aina
ja pelin arvo seké optimaaliset strategiat voidaan selvittaa, kun tulosmatriisilla ei ole
satulapistetta.
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Oletetaan nyt, ettd satulapistettd ei ole. Jos @ > b, niin b < ¢, koska muuten b
olisi satulapiste. Koska b < ¢, niin taytyy olla ¢ > d, koska muuten c olisi satulapiste.
Vastaavasti nahdaén, ettd d < a ja a > b. Toisin sanoen, jos a > b, niin a > b < ¢ >
d < a. Symmetrian nojalla, jos a < b, niin a < b > ¢ < d > a.

Edellisen nojalla, jos pelilld ei ole satulapistetta, niin on joko a > b,b < ¢,c > d ja
d>a,taia<bb>cc<djad>a.

Kehitetdan seuraavaksi ratkaisumallit optimaalisille strategioille ja yleisen 2 x 2 -
pelin arvolle. Jos pelaaja I valitsee ensimmaéisen rivin todennédkéisyydelld p, voidaan
méaarittda hanen keskiméaariinen voittonsa pelissa kun pelaaja IT kiyttaa sarakkeita 1
ja 2. Toisin sanoen, pelaaja I kiyttaa sekastrategiaa (p, 1 — p) ja minmax-periaatteen
nojalla voidaan muodostaa seuraava yhtalo:

ap+d(1—p)=bp+c(l—p)
Ratkaisemalla tasté p, saadaan
c—d
(a—0b)+ (c—d)

Koska pelillé ei ole satulapistetté, niin (a — b) ja (¢ — d) eivéit ole joko kummatkin
positiivisia tai kummatkin negatiivisia; siten 0 < p < 1. Pelaaja I:n keskiméaarainen
tuotto téta strategiaa kiayttamalla on

p:

ac — bd
a—b+c—d

Jos pelaaja II valitsee ensimméisen sarakkaan todennikoisyydelld ¢, voimme mé&a-
rittdd hanen keskimédraisen tappionsa pelissd kun pelaaja I kiayttda riveja 1 ja 2.
Toisin sanoen, pelaaja II kiyttdd sekastrategiaa (¢,1 — ¢) ja minimax-periaatteen
nojalla voidaan muodostaa seuraava yhtalo:

aq+b(1 —q) =dg+c(1 —q)

v=ap+d(l—p)=

Siten
c—b
a—b+c—d
Taas, koska pelilla ei ole satulapistettd, on 0 < ¢ < 1. Pelaaja II:n keskimé&arainen
tappio kayttamaélla tata strategiaa on

q:

ac — bd
ag+b(l—¢q)=ap+d(l—p) = ——— =,
¢+l —q)=ap+d(l —p) = —————
mikd on sama arvo, jonka pelaaja I voi pelissd saavuttaa. Nain on selvitetty, etté
pelilla on arvo v ja ettd pelaajilla on optimaaliset strategiat. Minimax-lausehan sanoi

nain olevan kaikille darellisille peleille.

Esimerkki 3.5. Olkoon tulosmatriisi muotoa

a-l30)

Nyt
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ja

. —4-3
-2-3-4-3

q =7/12

Pelin arvo

ac — bd B 8—9
a—b+c—d -2-3—-4-3

Huomautus 3.6. Vertaa edelld saatua tulosta esimerkkiin 2.3.

=1/12

Esimerkki 3.7. Olkoon tulosmatriisi muotoa

0 —-10
A_[l 2}.
Nyt
2—1
= =1/11
P=371072-1 Y
ja
24+10
q= i =12/11,
O+10+2—-1

mutta piti olla 0 < ¢ < 1. Miké meni pieleen? Unohdimme tutkia onko matriisilla
satulapistettd. Huomataan, ettd matriisin vasen alakulma, siis alkio 1, on satulapiste.
Talloin p = 0 ja ¢ = 1 ovat optimaaliset strategiat ja pelin arvo v = 1.

3.3. Symmetria-menetelma. Toinen tapa yksinkertaistaa pelin analysoimista on
symmetria-menetelmd. Havainnollistetaan taté seuraavalla esimerkilla.

Esimerkki 3.8. Sukellusvene sijaitsee kahden vierekkidisen nelion paalla 3 x 3 -
ruudukossa. Pelaaja I, pommittaja, joka ei nde veden alla sijaitsevaa sukellusvenetta,
pudottaa pommin yhdelle yhdeksasta ruudusta. Pelaaja I voittaa 1 euron, jos hén
osuu sukellusveneeseen ja havida 1 euron, jos hén ei osu sithen. Pommittajalla on nyt
yvhdeksan puhdasta strategiaa ja sukellusveneelld 12 puhdasta strategiaa. Kuvassa 4
pommittajan strategiat ovat ruudut 1-9 ja sukellusveneen strategiat ovat sukellusve-
neen mahdolliset paikat A-L.

Alla esitetty pelin tulosmatriisi on siten varsin laaja, mutta symmetria-argumentin
avulla sitd voidaan yksinkertaistaa reilusti.

SUK|A|\B|C|D|\E|\F|G|H|I|J|K|L

2
Q
<

1y1{-1-1f-1|-1}-1|-1}-1|-1]-1|-1
-1y1}1|-1|-1}1-1|{-1|-1|-1|-1-1
-1j-1j1|1|-1}-1|-1|{-1|-1|-1}-1|-1
1/-1}{-1-1y1{-1(-1|-1|1]-1}-1/-1
-1|-1}-1|-ry1}1 1|1 |-1|-1}-1-1
-1j-1|-1y1|{-1|-1f-1}1|-1|-1|-1|1
-1}-1|{-1|-1|-1|-1-1(-1}1]1]-1|-1
-1|-1{-1|-1|-1}-1/1|-1|-1|1|1]-1
-1|-1{-1|-1|-1|-1|-1|{-1|-1|-1}1 1
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KuvA 4. Sukellusveneen asemat, kun pommittaja pudottaa pommin
jollekin ruudulle.

Huomataan, ettd pommittajalla on kolme keskenéén samanarvoista siirtoa: han voi
pudottaa pommin keskiruutuun, keskelle sivua tai kulmaan. Vastaavasti, sukellusve-
neen on mahdollista sijoittua kahteen erilaiseen asemaan: sukellusvene osuu aina joko
keskiruutuun tai kulmaruutuun.

Niité tietoja kiyttden, voidaan muodostaa helpommin késiteltava tulosmatriisi:

Sukellusvene | keskiruutu | kulmaruutu
Pommittaja

kulma 0 1/4
sivu 1/4 1/4
keski 1 0

Téssé kohtaa huomataan, ettd satulapisteen méaritelmén nojalla 1/4 on tulosmat-
riisin rivin 2 minimi ja sarakkeen 2 maksimi. 1/4 olisi siis my6s pelin arvo. Tutkitaan
seuraavaksi, paastaanko tahan paatelmadn myos symmetria-menetelmén avulla.

Uuden tulosmatriisin arvot poikkeavat hieman alkuperéisen tulosmatriisin arvoista.
Tama johtuu siité, ettd kun pommittaja ja sukellusvene molemmat kayttavit strate-
giaa kulma, on vain 1/4:n todennékoisyys etti tulee osuma. Tarkalleen ottaen, puh-
das strategia kulma:lle pommittajan ndkokulmasta téssé pienennetyssa pelissa vastaa
alkuperéisen pelin sekastrategiaa, jossa pommitetaan jokaista kulmaa todennékoisyy-
delld 1/4. Vastaava tilanne pétee jokaisen puhtaan strategian kohdalla pienennetyssa
pelissé.

Matriisia voidaan pienentéd edelleen kiayttamélla dominointi-menetelméaé. Pommit-
tajalle, strategia sivu dominoi strategiaa kulma (koskiessaan kulmaa, sukellusveneen
on kosketteva myo6s sivua). Nain saadaan tulosmatriisi muotoon:
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Sukellusvene | keskiruutu | kulmaruutu
Pommittaja

sivu 1/4 1/4
keski 1 0

Nyt sukellusveneelle strategia kulmaruutu dominoi strategiaa keskiruutu, joten tu-
losmatriisi voidaan kirjoittaa muodossa:

Sukellusvene | kulmaruutu
Pommittaja

sivu 1/4
keski 0

Pommittaja valitsee nyt itselleen paremman vaihtoehdon - soveltamalla tassidkin
dominointi-menetelméé - ja valitsee strategian keski. Pelin arvo on 1/4 ja pommi
putoaa yhdelle neljdstéa sivuruudusta todenndkoisyydelld 1/4 jokaiselle. Sukellusvene
on piilossa yhdestd kahdeksasta mahdollisesta asemasta (parit vierekkiisid ruutuja)
lukuun ottamatta keskiruutua, valiten yhden niistd todennakéisyydelld 1/8.

Matemaattisesti symmetria-argumenttia voidaan ajatella seuraavalla tavalla. Ole-
tetaan, ettd on olemassa kaksi kuvausta, m, pelaajan I mahdollisten siirtojen per-
mutaatio, ja m, pelaajan II mahdollisten siirtojen permutaatio. Naille tulokset a;;
toteuttavat yhtéalon

ey (i),ma (i) = Qij-
Jos tdma on totta, on olemassa optimaaliset strategiat pelaajalle I jotka antavat sa-
manlaisen painoarvon 7y (i):lle ja i:lle kaikilla ¢. Vastaavasti, pelaajalle II on olemassa
sekastrategia, joka on optimaalinen ja antaa saman painoarvon siirroille mo(j):lle ja
g:1le kaikilla j.

Tassa esimerkissa tdma periaate nayttda seuraavalta: Olkoon kuvaus 7y, joka vaih-
taa alkuperdisen 9 x 12 -matriisin ensimmaisen ja kolmannen sarakkeen. Vastaavasti
valitaan kuvaus sy, joka tekee saman sukellusveneen asemalle. Toisena esimerkking
voidaan valita kuvaus 7y, joka kiertdd pommittajan asemaa 90 astetta vastapaivadn
ja vastaavasti my tekee saman sukellusveneen asemalle.

3.4. Vastusverkot ja peikko-pelit. Téssa kappaleessa analysoidaan nollasumma-
pelid, jota pelataan kaksi kaupunkia, kaupungit A ja B, yhdistdvalla tieverkolla. T&-
méan pelin tarkastelu liittyy ldheisesti vastusverkkoihin, missd vastukset vastaavat
kaupunkeja.

Muistetaan, etta jos kaksi pistetta on yhdistetty vastuksella, jonka resistansst on R
ja pisteiden vilistéd jannitettd pienennetdén maaralla V', niin vastuksen lapi kulkevan
sdhkovirran suuruus on V/R. Konduktanssi on puolestaan resistanssin kddnteisarvo.
Kun kaksi pistettd on yhdistetty sarjaan kahdella vastuksella, joiden resistanssit ovat
Ry ja Rs, niin kokonaisresistanssi pisteiden vélilla on Ry + Ry, koska sdahkdévirta mika
kulkee vastusten lapi on V/( R+ Ry). Kun vastukset ovat rinnankytkettyji, niin niiden
kokonaiskonduktanssi on 1/R;+1/R,, joten kokonaisresistanssi on 1/(1/R;+1/Ry) =
RiRy/(Ry + Ry).

Rajoitetaan tarkastelu tieverkkoihin, jotka ovat rakennettu muuttamalla kaupun-
gista A kaupunkiin B kulkeva suora tie kahdella erilaisella askelten sarjatyypilla:
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sarja-askelilla ja rinnakkaisilla askelilla. Molemmat askelten tyypit on esitetty kuvas-
sa 5. Askelten tyypit vastaavat edelld kuvattuja resistansseja vastusverkossa. Téllaisia
tieverkkoja kutsutaan rinnan-sarja verkoiksi.

R, Hg R;"'RE

1/(1/R,+1/R
o = /(1/Ry+1/R;)

Kuva 5. Ylla kuvattu sarja-askel tieverkossa, alla rinnakkainen askel.

L
-
L J
*»
L J

L
L

Tyypillisella verkolla on seuraava muoto: kiinteélle rinnan-sarja verkolle, katso seu-
raavaa pelia:

Esimerkki 3.9 (Peikko ja matkustaja). Peikko ja matkustaja valitsevat kumpikin
reitin, jolla he matkustavat kaupungista A kaupunkiin B ja sen jéilkeen he paljastavat
reittinsé toisilleen. Jokaisella tielld on oma tullimaksunsa. Tilanteessa, missa peikko
ja matkustaja ovat valinneet saman tien, matkustaja maksaa peikolle tullimaksun.

Tamé on selvésti nollasummapeli. Kuten kohta ndhdéaén, tamantyyppiselle pelille
on olemassa yleinen ratkaisutapa.

Voimme tulkita tieverkon virtapiiriné, missé tullimaksut ovat resistansseja. Muiste-
taan, ettd konduktanssi on resistanssin kidanteisarvo. Kun virtapiirin osat ovat kytket-
tyind sarjaan, niiden kokonaisresistanssi on summa niiden yksittéisistd resistansseis-
ta. Vastaavasti, segmentille jossa osat ovat rinnankytkettyja, kokonaiskonduktanssi
on summa osien yksittdiskonduktansseista.

Viitetadn nyt, ettd optimaaliset strategiat molemmille pelaajille ovat samat: Pelaa-
jan, joka suunnittelee reittiddn optimaalisen strategian mukaisesti, tulee tienhaaran
kohdatessaan liikkua mita tahansa tienhaarasta perdisin olevaa reunaa pitkin toden-
nakoisyydelld joka on vastaava kyseisen reunan konduktanssiin.

Nahdaksemme miksi tama strategia on optimaalinen, tarvitsemme hieman uutta
terminologiaa:

Maaritelma 3.10. Olkoot (G; ja G5 nollasummapelejé ja olkoot vy ja vy niiden arvot.
Néiden summapelien sarja-summapeli tarkoittaa pelien Gy ja Gy pelaamista perak-
kdin. Tamén sarja-summapelin arvo on v; + ve. Rinnakkaissummapelissi kumpikin
pelaaja valitsee joko pelin GG; tai GG5. Jos molemmat valitsevat saman pelin, niin se
on peli jota pelataan. Jos valinnat eroavat, niin kumpaakaan pelié ei pelata, ja pelin
tulos on nolla.

Tulosmatriisi voidaan téssa tapauksessa kirjoittaa seuraavalla tavalla:

17




18

Jos molemmat pelaajat pelaavat G; ja G, optimaalisesti, tulosmatriisi nayttaa
seuraavalta:

17

U1 0
0 (%)

Optimaalinen strategia kummallekin pelaajalle koostuu minimax-periaatteen mu-
kaisesti G1:n pelaamisesta todennédkoisyydella vo/(v1 + v2) ja Gan pelaamisesta to-
dennékoisyydelld vy /(v; + v9). Koska on

V1V2 . 1
V1 + Vs 1/1)1—{—1/112’

tamaé selittaéd optimaalisen strategian muodon peikko-matkustaja -peleissa sarjaan-
rinnan - kaavioissa.

SO
4
N o

3/2 3/5

KuvAa 6. Kuvan vasemmassa yldkulmassa esitetyn verkon kokonaisre-
sistanssi on 3/5.

Yleisissa kaavioissa, joissa on kaksi kirkipistettd A ja B, peli tdytyy méaaritella seu-
raavalla tavalla: Jos peikko ja matkustaja kulkevat tietyn reunan eri suuntiin, peikko
maksaa tiemaksun matkustajalle. Téalloin pelin arvoksi saadaan kokonaisresistanssi
A:mn ja B:m valilla.

Jos nyt esimerkiksi esitetddn kuvan 6 vasemman alakulman tilanne matriisimuo-
dossa, saadaan

II

1[0
0]3/2

Téasta nahdaidn vastaavalla tavalla kuin kappaleessa 2, ettéa ylla olevan matriisimuo-
dossa esitetyn pelin arvo on todellakin 3/5.
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4. PELIN LAAJENNETTU MUOTO

Aiemmin tutuksi tullut pelin strateginen muoto on kompakti tapa kuvata pelin
matemaattista luonnetta. Lisdksi se mahdollistaa suoraviivaisen menetelmén pelin
analysoimiseen. Monissa tapauksissa pelin luonne kuitenkin hévida nain yksinkertais-
ta mallia kiytettdessa. Toinen matemaattinen malli pelille, pelin laajennettu muoto,
perustuu perusoletuksiin asemista ja siirroista. Nama késitteet eivit ole ilmeisid kun
tutkitaan pelin strategista muotoa. Pelin laajennetussa muodossa voidaan ottaa huo-
mioon pelin luonteelle uusia ominaisuuksia, esimerkiksi bluffaaminen ja signalointi.
Kun tutkitaan pelin laajennettua muotoa, esitelladan kolme uutta késitetta: pelin puu,
satunnainen siirto ja informaatiojoukko.

Pelin laajennettua muotoa voidaan mallintaa kiyttamélla suunnattua kaaviota.

Maaritelma 4.1. Suunnattu kaavio on pari (T, F'), missd T on epédtyhja joukko
verkon kéirkid ja F' on funktio, joka antaa jokaiselle z € T osajoukon F(z) C T, jota
kutsutaan x:n seuraajiksi.

Kun suunnatulla kaaviolla kuvataan pelid, kirjet kuvaavat pelin asemia. Aseman
x seuraajat F'(x) ovat niitd asemia jotka voi saavuttaa x:sté yhdelld siirrolla.

Maaritelma 4.2. Polku kirjesta to kirkeen t; on ketju, xg, 1, ..., z,, kirkia siten,
ettd xg = to, r, = t1 ja x; on x;_1:n seuraaja, kun i = 1, ..., n.

Pelin laajennettua muotoa tarkastellessa késittelemme erityistd suunnattua kaavio-
ta, jota kutsutaan puuksi.

Maaritelma 4.3. Puu on suunnattu kaavio (7', F'), missé on olemassa karki ¢y, jota
kutsutaan juureksi tai ensimmaiseksi kérjeksi, siten, ettd jokaiselle muulle kérjelle
t € T, on olemassa yksikéasitteinen polku alkaen ¢y:sta paattyen ¢:hen.

Polun olemassaolo ja yksikasitteisyys merkitsevét sitd, ettd puu on yhtenéinen, silla
on yksikésitteinen juuri ja silla ei ole kierroksia tai silmukoita.

Pelin laajennettussa muodossa peli alkaa ensimmaisesta karjesta ja jatkuu pitkin jo-
takin polkua paéttyen lopulta viimeisessa kéirjesséd. Viimeisessa kérjessa pelin sadnnot
méaarittavat voiton tai tappion. Koska késittelemme vield kahden pelaajan nollasum-
mapelejd, voimme maédriata tdmén tuoton olevan se maéaré, jonka pelaaja I voittaa
pelaajalta II. Karjille, jotka eivit ole viimeisia karkié, on kolme mahdollisuutta. Jot-
kin naista kirjistd on osoitettu pelaajalle I, joka voi paattda siirron siind asemassa.
Loput ovat osoitettu pelaajalle II. Jotkin kérjista ovat puolestaan maaritetty asemiksi
joissa tehddan satunnainen siirto.

Monissa peleissa on satunnaisia siirtoja. Esimerkiksi nopan heittamista pelissa ku-
ten monopoli kutsutaan satunnaiseksi siirroksi. Sama péatee korttien jakamiseen esi-
merkiksi pelattaessa pokeria. Téllaisissa peleissa satunnaisilla siirroilla on iso rooli.
Oletetaan, ettd pelaajat tietévét erilaisten satunnaisten siirtojen taustalla olevat to-
dennékoisyydet, esimerkiksi noppaa heitetettéessa.

Informaatio pelin aikaisemmista siirroista on toinen tarked tekijé, jota tulee tar-
kastella kun tutkitaan peleja niiden laajennetussa muodossa. Esimerkiksi pokerissa
pelaaja on tietoinen siité, etta korttien sekoittaminen ja jakaminen on taysin satunnai-
nen tapahtuma. Han on myo0s tietoinen siitéd, mitké kortit hénelle itselleen jaetaan,
mutta hédn ei ole tietoinen siitd, mitkd kortit vastustajalle on jaettu. Tédmé johtaa
bluffaamisen mahdollisuuteen.
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Maaritelladn seuraavaksi, mitéd tarkoitetaan informaatiojoukolla, kun tutkitaan pe-
leja laajennetussa muodossa.

Maaritelma 4.4. Informaatiojoukoksi kutsutaan pelin puun kérkien joukkoa, joissa
pelaaja tietdd olevansa. Kaikissa karjissa pelaajalla on samat valintamahdollisuudet.
Jos informaatiojoukko on yksikkojoukko, pelaajalla on taydellinen informaatio sii-
td mita pelissd on tapahtunut. Jos informaatiojoukossa on kaksi tai usempi kirkes,
pelaaja ei yksikéasitteisesti tieda, mita pelissa on tapahtunut.

4.1. Yksinkertainen loppupeli pokerin viimeiselld panostuskierroksella. Tu-
tustutaan seuraavaksi erddseen yksinkertaiseen ja hyodylliseen matemaattiseen mal-
liin tilanteessa, jossa kaksi pelaajaa pelaavat pokeria keskendan. Tama on malli ti-
lanteesta, johon toisinaan torméataan kun kaksi pelaajaa on pelissd mukana ja heilla
on yksi panostuskierros jaljella. Pelid pelataan seuraavasti: Molemmat pelaajat lait-
tavat aloituspanoksen, olkoon se yksi euro, poydén keskelle. Rahaa poydéan keskellé,
aluksi siis kahta euroa, kutsutaan potiksi. Seuraavaksi pelaajalle I jaetaan yksi kortti
52 kortin pakasta. Tama kortti on voittokortti, eli pelajaa voittaa potin talla kortil-
la, pelaajalle I todenndkoisyydellda 1/4 ja havickortti, eli pelaaja havida potin talla
kortilla, todennékoisyydelld 3/4. Pelaaja I ndkee kortin, mutta pitda sen ndkyméatto-
misséd pelaajalta II. Pelaaja II ei saa korttia. Seuraavaksi pelaaja I joko sokottaa (eli
ei panosta mitdén) tai panostaa. Jos hin sokottdad, hianen korttinsa tarkastetaan; jos
hénelld on voittokortti, niin han voittaa potin ja tdten pelaajan II:n asettaman eu-
ron aloituspanoksen. Muutoin hin héviaa oman aloituspanoksensa pelaajalle II. Jos
pelaaja I panostaa sokottdmisen sijaan, hén laittaa kaksi euroa lisdéd pottiin. T&ll6in
pelaaja Il:n taytyy tietaméttd pelaaja I:n korttia joko maksaa tai luovuttaa. Jos pe-
laaja II luovuttaa, hén havidd potin riippumatta siitd, mikd kortti pelaajalla I on
kidessdédn. Jos pelaaja II maksaa, myos hén laittaa kaksi euroa lisdd pottiin. Talloin
pelaaja I:n kortti paljastetaan ja pelaaja I joko voittaa kolme euroa (aloituspanos ja
maksu), jos hdnelld on voittokortti tai hévidé kolme euroa (aloituspanos ja panostus),
jos héanella on haviokortti.

Laaditaan tésté pelistd puu. Pelissd on enimmillaén kolme siirtoa: (1) satunnainen
siirto, joka valitsee kortin pelaajalle I, (2) pelaaja I:n siirto, jossa hén joko s6kottaa
tai panostaa, ja (3) pelaaja IL:n siirto, jossa hén joko luovuttaa tai maksaa. Merkitaan
jokaiseen pelin puun kirkeen kumman pelaajan siirto tapahtuu kyseisestd asemasta.
Satunnaisia siirtoja merkitdin yleensi N:114 (moves by nature). Katso kuva 7.

Siirrot oletetaan kulkevan ylh&altd alaspdin. Jos kirkeen on merkitty N satunnai-
seksi siirroksi, merkitdan tastd kirjestd lahtevien sivujen alapuolelle todennékoisyy-
det, jolla siirrot tapahtuvat. Jokaisen viimeisen kérjen alapuolelle merkitadn numee-
rinen arvo pelaaja I:n voitosta (pelaaja IL:n tappiosta).

Kuvasta 7 puuttuu endé yksi olennainen ominaisuus. Pyritdan siihen, ettd pelin
puusta voidaan rekonstruoida kaikki pelin olennaiset sdannot. Naita ei vield voida
lukea kuvasta 7, silld emme ole ilmaiseet sité, etté hetkelld jolla pelaaja II tekee siir-
tonsa héan ei tiedd minka kortin pelaaja I on saanut kéteensa. Toisin sanoen, pelaaja
II:n siirron hetkelld, hén ei tiedd kummassa mahdollisessa asemassa han on. Ilmais-
taan taméa kaaviossa ympyroimalla namé asemat suljetulla kdyralld ja sanotaan, etta
nidma kaksi kirked muodostavat informaatiojoukon. Kaksi kérked, joihin pelaaja I
voi siirtyd muodostavat kaksi erillistd informaatiojoukkoa, koska hénelle on kerrot-
tu satunnaisen siirron tulos. Ilmaistaan tdmaéa kaaviossa piirtdmalla pienet ympyrat
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voittolortt

panostus

II

lnovutus

malsu lovutus

1 3
2 -3

Kuva 7. Ylla kuvatun pelin puu.

nédiden kérkien ympérille. Toinen pelaaja II:lle osoitetun kérjen merkeistd voidaan
poistaa, silla kérjet kuuluvat samaan informaatiojoukkoon. Pelin valmis puu nayttia
seuraavalta:

haviskorth

voittolcortt

3 1 3 1

Kuva 8. Kaaviosta voidaan nyt lukea kaikki pelin olennaiset sdannot.

4.2. Pelin esittdminen laajennetussa muodossa. Pelin esittdminen strategisessa
muodossa on varsin yksinkertaista. Aiemmin téssa kappaleessa esitetyn tiedon perus-
teella laajennetussa muodossa peli ndyttaa hieman hankalammalta. Se kuvataan pelin
puulla, jossa jokainen kérki, joka ei ole puun viimeinen kérki, merkitdan joko satun-
naiseksi siirroksi tai pelaajan siirroksi. Puussa on eritelty jokainen informaatiojouk-
ko, satunnaisille siirroille ilmoitettu todennékoisyydet ja jokaiseen viimeiseen kéirkeen
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merkitty pelaajan voiton/tappion arvo. Néyttéisi siltd, ettd laajennetussa muodossa
esitettyyn peliin liiittyvé teoria on paljon kattavampaa kuin strategisessa muodossa
olevien pelien. Pian huomataan kuitenkin, ettd kun tarkastellaan vain laajennetussa
muodossa olevan pelin strategioita ja keskimaéariisia tuottoja, voidaan peli supistaa
strategiseen muotoon.

Tarkistetaan ensin, ettd strategisessa muodossa oleva peli voidaan esittad laajen-
netussa muodossa. Strategisessa muodossa esitetyssd pelissé pelaajien katsotaan te-
kevin paatoksensa yhtéaikaisesti, kun taas laajennetun muodon pelissd yhtaaikaiset
siirrot eivat ole sallittuja. Kuitenkin, yhtéaikaiset siirrot voivat tapahtua perédkkéiin
seuraavalla tavalla: annetaan toisen pelaajista, olkoon pelaaja I, tehdé siirtonsa en-
sin, ja annetaan tdméin jilkeen pelaaja Il:n tehda siirtonsa tietdmatta pelaaja I'n
siirtoa. Tama tiedon puute voidaan kuvata kiayttdmalla sopivaa informaatiojoukkoa.
Esimerkki alla kuvaa tata.

1 2

Gy ST

~

=

KuvAa 9. Vasemmalla peli esitetty strategisessa muodossa, oikealla vas-
taava peli laajennetussa muodossa.

Pelaajalla I on kaksi puhdasta strategiaa, pelaajalla II on kolme. Kuvitellaan, etta
pelaaja I tekee siirtonsa ensin valitsemalla joko rivin 1 tai rivin 2. Sitten pelaaja II
tekee siirtonsa, tietamatta pelaaja I:n tekemaa siirtoa. Tata on kuvattu pelaaja Il:lle
merkitylld informaatiojoukolla. Tamén jalkeen pelaaja II tekee siirtonsa valitsemalla
sarakkeen 1, 2 tai 3, jolloin pelille saadaan lopputulos.

Yritetdan nyt hahmotella esimerkin 2.1. peli "Valitse kési’ laajennetussa muodossa.
Muistetaan, etté pelaaja II aloittaa pelin valitsemalla joko yhden kolikon vasempaan
kéiteensa tai kaksi kolikkoa oikeaan kiteensa. Téamén jialkeen pelaaja I valitsee jomman
kumman pelaaja II:n késista ja voittaa sen sisdltdman summan, siis 0, 1 tai 2 kolikkoa.
Pelin puu néyttaa seuraavalta:

II
L R
I I
AT
1 0 0 2

Kuva 10. Esimerkin 2.1. peli kuvattu laajennetussa muodossa.
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Esimerkki 4.5. Etsitdan strateginen muoto pelille "Yksinkertainen loppupeli poke-
rin viimeiselld panostuskierroksella", jota késiteltiin aiemmin ja jonka puu esitettiin
kuvassa 7. Pelaajalla I on kaksi informaatiojoukkoa. Kummassakin joukossa hidnen
on tehtéava valinta kahden vaihtoehdon valilta. Téaten hénelld on 2 - 2 = 4 puhdasta
strategiaa. Merkitddn niita seuraavasti:

(p, p) : panostus voitto- ja hévickortilla.

(p, s) : panostus voittokortilla, sokotys haviokortilla.
(s,p) : sokotys voittokortilla, panostus havickortilla.
(s, s) : sOkotys voitto- ja haviokortilla.

Olkoon nyt X = {(p,p), (p,$),(s,p),(s,s)}. On syytd huomata, ettd X sisdltda
kaikki puhtaat strategiat riippumatta siitd ovatko ne hyvid vai huonoja. Téssa ta-
pauksessa esimerkiksi (s, p) vaikuttaa varsin huonolta strategialta.

Pelaajalla IT on vain yksi informaatiojoukko. Nimetddn sitd Y:1a, Y = {m,!},
missé

m : jos pelaaja I panostaa, maksu.
[: jos pelaaja I panostaa, luovuttaminen.

Nyt voidaan méarittad tulosmatriisi. Oletetaan, ettd pelaaja I kiyttda strategiaa
(p,p) ja pelaaja II strategiaa m. Nyt jos pelaaja I saa voittokortin (mikéd tapahtuu
todennédkoisyydelld 1/4), hidn panostaa, pelaaja I maksaa ja pelaaja I voittaa kol-
me euroa. Mutta jos pelaaja I saa hévidkortin (mikd tapahtuu todennikoisyydelld
3/4), han panostaa, pelaaja IT maksaa ja pelaaja I hdvida kolme euroa. Pelaaja I:n
keskiméaaréinen voitto on

1 3 3
Néin on saatu alla esitetyn tulosmatriisin vasemmassa yldkulmassa oleva alkio.

Muut alkiot 16ydetaédn vastaavilla laskuilla ja voidaan muodostaa tulosmatriisi:

m l
(p, s) 0]-1/2
(S’p) -2 1
(s,s) |-1/2]-1/2

Nyt tdméa 4 x 2 -peli voidaan ratkaista kiayttéden téassa tutkielmassa aiemmin esi-
teltyjd menetelmia. Huomataan, ettd matriisin ensimmaéinen rivi dominoi kolmatta
rivid ja toinen rivi dominoi neljatta rivid. Téssd kohtaa havaitaan yksi jo etukéteen
selvaltd tuntunut ominaisuus télle pelille: jos pelaaja I saa voittokortin, hédnen ei
luonnollisesti kannata sokottéda. Panostamalla hén voittaa vahintdan yhta paljon ja
mahdollisesti enemmén. Kun tulosmatriisin kaksi alinta rivid on eliminoitu, saadaan

matriisi muotoon
-3 / 2 1
0 —1/2|"
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Tastd muodosta voidaan ratkaista pelin arvo samalla tavalla kuin kappaleessa 3.2.
Pelin arvoksi saadaan v = —1/4. Pelaaja I:n optimaalinen strategia on sekoittaa stra-
tegioita (p, p) ja (p, s) todennakoisyyksilla 1/6 ja 5/6. Pelaaja Il:n optimaalinen stra-
tegia on sekoittaa strategioita m ja [ todennikoisyydelld 1/2 kummallekin. Strategiaa
(p,p) voidaan kutsua pelaaja I:n bluffausstrategiaksi, koska se siséltdé panostuksen
héviokortilla. Strategia (p, s) on pelaaja I:n 'rehellinen’ strategia, koska talloin pelaa-
ja I panostaa voittokortillaan ja sokottaa tappiokortillaan. Pelaaja I:n optimaalinen
strategia siséltad siis jonkin verran bluffaamista ja jonkin verran rehellistd pelaamista.

5. YLEISET SUMMAPELIT

5.1. Esimerkkeja. Tarkastellaan seuraavaksi nollasummapeleista poikkeavia peleja,
joita voidaan kutsua yleisiksi summapeleiksi. Naiden pelien analysointi on valttdmat-
td monimutkaisempaa kuin nollasummapelien kohdalla. Koska pelaajien tuottojen
summa ei ole endd nolla, esimerkkipelaajan tuoton maksimointi ei endé vastaa vas-
tapelaajan tuoton minimointia. Yleiset summapelit esitetdén strategisessa muodossa
matriisien A ja B avulla. Ndiden matriisien alkiot esittavat niitd tuloksia, jotka vas-
taavat kahden pelaajan yhteisia puhtaita strategioita. Yleensé ei ole olemassa pelaa-
jille yhteista optimaalista strategiaa, mutta on kuitenkin olemassa yleistys von Neu-
mannin minimax-lauseelle, niin sanottu Nashin tasapaino. Ndmé tasapainot antavat
strategiat, joita ’jarkevd’ pelaaja voi noudattaa. Usein on kuitenkin olemassa monta
eri Nashin tasapainoa ja niiden vélilta valitessa voi olla optimaalista ettéd pelaajien vé-
lilld on jonkin verran yhteistyota. Liséksi, kaksi strategiaa pohjautuen yhteistyohon
voi olla parempi valinta molemmille pelaajille kuin yksikdén Nashin tasapainoista.
Tarkastellaan ensin seuraavaa esimerkkia.

Esimerkki 5.1 (Vangin dilemma). Yksi klassisista peliteorian késittelemisté valin-
tatilanteista on nimeltddan Vangin dilemma. Sen kehittivit Merrill Flood ja Melvin
Dresher vuonna 1950 toimiessaan Rand Corporationissa. He eivit vield talloin puhu-
neet pelistd sen nykyisellda nimelld, vaan pelin formalisoi myohemmin Albert Tucker,
joka otti kasittelyyn vankeusrangaistukset ja nimesi pelin Vangin dilemmaksi. Siind
kaksi rikoksen tehnyttd henkilod ovat jadneet kiinni ja heitd kuulustelee poliisi. Polii-
si pyytaa epdilyja joko tunnustamaan rikoksen tai olemaan hiljaa. Syyte on vakava,
mutta poliisin todistusaineisto on heikko. Jos toinen epaillyistd tunnustaa ja toinen
on hiljaa, rikoksen tunnustanut padsee vapaaksi ja hiljaa pysytellyt saa kymmenen
vuoden tuomion. Jos molemmat tunnustavat, molemmat saavat kahdeksan vuoden
tuomion. Jos taas molemmat ovat hiljaa, tuomio on molemmille yksi vuosi vankeut-
ta. Jos merkitdan H = ’epdilty on hiljaa’ ja T = ’epdilty tunnustaa rikoksen’ ja kirja-
taan tulosmatriisi siten, ettd negatiivinen tulos vastaa vuosia vankilassa, niin saadaan
seuraava tulosmatriisi:

17 H T
I
H | (1-1) (-10,0)
T (0,-10) (-8,-8)
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Tulosmatriisit pelaajille I ja I ovat ne 2 x 2 -matriisit, jotka muodostuvat ensim-
méisen tai toisen alkion yhdistelmistéd ylla esitetyssd matriisissa. Téasséd tapauksessa
nama 2 x 2 -matriisit ovat muotoa

II\H T
I
H -1 -10
T 0 -8
11\ H T
I
H -1 0
T -10 -8

Ylempi matriiseista on siis pelaajan I tulosmatriisi ja alempi pelaajan II tulosmat-
riisi.

Jos pelaajat pelaavat vain yhden kierroksen, niin molempien pelaajien optimaa-
linen strategia olisi tunnustaa: tulos, jonka pelaaja pystyy itselleen takaamaan on
parempi kuin vaihtoehto, jossa héan on hiljaa, riippumatta toisen pelaajan valinnas-
ta. Kuitenkin tdmaé tulos on paljon huonompi kummallekin pelaajalle kuin se, jonka
he saavuttavat olemalla hiljaa. Vain kerran pelattavassa pelissd, yleisesti suotavam-
pi tulos jossa molemmat pelaajat ovat hiljaa kuulusteluissa, voi tapahtua vain jos
molemmat pelaajat tukahduttavat halunsa saavuttaa parhaan tuloksen itselleen. Té-
ma patee myos peleissd, joissa on toistuvat siirrot ja joiden lopetusaika tiedetaan.
Peleissé, joissa on toistuvat siirrot ja jotka paattyvéit satunnaisella hetkelld, yleisesti
suotavampi tulos voidaan saavuttaa myos itsekkaalla pelilla.

Esimerkki 5.2 (Sukupuolten vélinen taisto). Olkoon olemassa aviopari, jonka vai-
mo haluaa viettda illan miehensd kanssa tanssikurssilla, mutta mies haluaisi kdyttaa
illan katsellen jalkapalloa. Kumpikaan ei ole tyytyvéinen, jos he viettavét illan eri pai-
koissa. Maéritelladn vaimo pelaaja [:ksi ja mies pelaaja I1:ksi ja kuvataan tilannetta
tulosmatriisilla, jossa T = ’ilta tanssikurssilla’ ja J = ’ilta katsellen jalkapalloa’.

17 T J

I
T (4,1) (0,0)
J

Huomataan téssa tilanteessa kaksi muutosta verrattuna von Neumannin minimax-
teoriaan. Ensimméiseksi, pelaajat eivit oleta minkaddnlaista rationaalista ajattelua
vastapelaajalta, joten he haluavat taata tuloksen olettaen huonoimman mahdollisen
tilanteen. Pelaaja I voi taata niin sanotun turvallisuus-arvon maxyea, minyea, x* Ay,
missd A ilmaisee matriisina pelaajan saamat tulokset. Tamé antaa pelaajalle I stra-
tegian (1/5,4/5), taatun tuoton ollessa 4/5, mika ei riipu siitd mité pelaaja I tekee.
Vastaava strategia pelaajalle 11 on (4/5, 1/5), samalla taatulla tuotolla 4/5. Huoma-
taan, ettd nadma arvot ovat pienempia kuin ne mité pelaajat saisivat yksinkertaisesti
suostumalla meneméin sinne minne toinen haluaa.
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Toinen muutos minimax-ldhestymistavasta on se, ettd pelaaja [ ilmaisee hdnen
todennéakoisyytensa menné tanssikurssille p, olettaen ettad pelaaja I 1 maksimoi tuot-
tonsa talla p:n arvolla. Témén jalkeen pelaaja I maksimoi tuloksensa p:n mukaan.
Kuitenkin toisin kuten nollasummapeleisséa, yleisessa summapelissé strategian ilmai-
seminen ja sen mukaan toimiminen voi nostaa ilmaisijan tuottoa, ja siten nousee
kysymys kuinka malli voi sopia tédlle mahdollisuudelle. Meidan pelissaimme kumpikin
pelaaja voisi vain ilmoittaa heidén suosikkivalintansa ja olettaa puolisonsa tekevan
jarkevin’ valinnan eli olevan samaa mieltd. Tamé johtaisi katastrofiin, ellei jompi
kumpi pariskunnasta ehtisi tehdé valintaansa ennen toista ja samalla toinen puoliso
uskoisi ettei tdta valintaa voi muuttaa ja toimisi ’jarkevésti’.

Tassa esimerkissé on varsin alkeellisesti oletettu, etté kaksi pelaajaa ei voi neuvo-
tella keskenéén eiké pelissd ole toistuvia siirtoja. Joka tapauksessa, tamé esimerkki
osoittaa ettei minimax-lahestymistapa ole enda sopiva.

5.2. Nashin tasapaino. Esitetddn nyt keskeinen késite yleisille summapeleille:

Maaritelma 5.3 (Nashin tasapaino). Pari vektoreita (x*,y*), missd x* € A,, ja
y* € A,, maaritelladn Nashin tasapainoksi, jos kumpikaan pelaaja ei saavuta etua
poikkeamalla yksipuolisesti sovitusta strategiasta. On siis

x*T Ay* > xT Ay*
kaikille x € A,,, ja

X*TBy* > XTBy*
kaikille y € A,,. Pelid sanotaan symmetriseksi, jos pelaajilla on sama strategiajoukko
ja pelin tuotto riippuu ainoastaan kéytetyistd strategioista, ei siitd kuka niitd kéyt-
tdd. Symmetriselle pelille on siis m = n ja A;; = Bj; kaikilla 4,57 € {1,2,...,n}.
Strategioiden paria (x,y) sanotaan symmetriseksi, jos z; = y; kaikilla i = 1, ..., n.

Tarkastellaan nyt symmetristé tilannetta, missé (x*,y*) on Nashin tasapaino. Osoi-

tetaan, ettd on olemassa myos toinen Nashin tasapaino. Suoraan Nashin tasapainon
méaaritelméstd voidaan kirjoittaa:

x*T Ay* > xT Ay* kaikillex € A,,
Tama saadaan transpoosin méaritelmaa kayttaméalla muotoon
v T ATx* > y*T ATx
ja symmetriaa A7 = B kiyttamailld saadaan
v*TBx* > y*T Bx.
Vastaavasti
T By* > xT By*
v T BTx* > yT BTx*
v*T Ax* > yT Ax*
Joten on l6ydetty toinen Nashin tasapaino, (y*,x*).

Pian huomataan, ettd Nashin tasapaino on aina olemassa ja ettd niitd voi olla
useita. Jos x ja y ovat yksikkovektoreita, missd 1 on jokin koordinaatti ja kaikki
muut koordinaatit ovat nollia, niin tasapainon sanotaan olevan puhdas. Ei-puhdasta
tasapainoa sanotaan puolestaan sekatasapainoksi.
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Esimerkin 6.2., "Sukupuolten vilinen taisto", tilanteessa on kaksi puhdasta tasa-
painoa: ne ovat TT ja JJ. Selvisti ndmé ovat Nashin tasapainoja, silld kumpikaan
pelaaja ei saavuta etua muuttamalla strategiaansa néissé tapauksissa. On myos ole-
massa sekatasapaino, (4/5, 1/5) pelaajalle I ja (1/5, 4/5) pelaajalle II, jolla on arvo
4/5.

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin edelld mainittua Nashin sekatasapainoa ja tode-
taan, ettd kyseessd varmasti on Nashin tasapaino. Olkoon nyt

(1)

Tarkastellaan tilannetta ensin pelaaja I:n ndkokulmasta. Téll6in

. (1/5 Xt 4/5
Y = \4s5) 1 * T \1y5)-
Nyt saadaan

xTAy = (p, 1-p) <é ?) <13q>=(4p, 1-p) (1zq)

=dpg+ (1 -p)(1 —q) = 9(p,q)
Sijoitetaan nyt ¢ = 1/5 saatuun ¢(p, q) ja saadaan
9(p,1/5) = 4p(1/5) + (1 —p)4/5 = 4/5p +4/5 — 4/5p = 4/5
Huomataan, ettid g(p, ¢) voidaan kirjoittaa muodossa
9p,q) = (5¢ —)p+ (1 —q)

Tamé& on p:n suhteen tulkittuna suora, joka riippuu ¢:n arvosta. Derivoimalla g(p, q)
p:n suhteen saadaan

9p(P,q) = 5q — 1

=0,kunqg =

Néhdéén, ettd g,(p,q) =5¢—1 < < 0,kung <
> 0,kunq >

Q= U= ot

Derivaatan merkkia tutkimalla ndhdaan, mitkd p:n arvot ovat optimaalisia pelaa-
jalle I eri ¢:n arvoilla. Kuvasta 11 ndhd&én, etta kaikilla ¢ < 1/5 pelaaja I:'n on parasta
kiyttaa strategiaa J. Kun ¢ > 1/5, pelaaja I:'n on parasta kiyttaa strategiaa T', kun
taas tilanteessa, missd ¢ = 1/5, ei ole merkitystd kumman strategian hén valitsee.

Vastaavasti, pelaajan II ndkokulmasta tilanne ndyttda seuraavalta: Nyt

=)

ja kuten g(p, q) edelld, nyt saadaan f(p,q) laskemalla

xTAy = (p, 1-p) <(1) 2> <1Eq>:(4p, 1-p) (1361)

=pq+4(1 —p)(1 —q) =: f(p,q)
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pJL

—
O

1/5

Kuva 11. Yl kuvattu pelaaja [:n parhaita valintoja eri ¢:n arvoilla.

Nyt f(p, q) voidaan kirjoittaa muodossa
flp.q) = q(5p — 4) +4(1 — p)

Tam& on suora, joka saa maksimin kun p = 4/5. Derivoimalla f(p,q) ¢:n suhteen
saadaan

fop,q) =5p—4

=0,kunp =z
Néhdéan, ettd f,(p,q) = 5p — 4

Derivaatan merkkia tutkimalla nahdaan, mitkd ¢:n arvot ovat optimaalisia pelaa-
jalle II eri p:n arvoilla. Kuvasta 12 néhdéén, ettd kaikilla p < 4/5 pelaaja II:n on
parasta kiyttda strategiaa J. Kun p > 4/5, pelaaja IL:n on parasta kiyttéé strategi-
aa T, kun taas tilanteessa, missid ¢ = 1/5, ei ole merkitystd kumman strategian hén
valitsee.

o

4/5

f—
L

Kuva 12. Yl kuvattu pelaaja II:n parhaita valintoja eri p:n arvoilla.
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Kun yhdistetdéan kuvat 11 ja 12, loydetdan kuvaajien leikkauspisteistd Nashin ta-
sapainot, jotka on ympyroity kuvassa 13 sivulla 29. Ainoa mahdollinen sekatasapaino
16ytyy siis silloin, kun p = 4/5 ja ¢ = 1/5.

(=

4/5

|
Kol

1/5

KuvA 13. Sekatasapaino sijaitsee kuvaajien leikkauspisteessé.

Tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaista mallia, jossa kaksi gepardia jahtaa kahta
antilooppia. Gepardit pystyvit ottamaan kiinni sen antiloopin, jonka ne valitsevat.
Jos gepardit valitsevat saman antiloopin, niiden taytyy jakaa saalis. Muutoin saalista
ei jaeta. Antiloopeista toinen on iso ja toinen pieni, ja niiden arvot gepardeille ovat @
ja p. Seuraava tulosmatriisi kuvaa tilannetta:

13 I P
I
I (1/2,i/2)  (i,p)
P (p,1) (p/2,p/2)

Jos isompi antilooppi on arvoltaan vahintadn kaksi kertaa yhtasuuri kuin pienempi
(¢ > 2p), niin pelaajan I suhteen ensimmaéinen rivi dominoi toista rivid. Vastaavasti
pelaajalle II, ensimmaéinen sarake dominoi toista saraketta. Siten kummankin gepar-
din tulisi vain jahdata isompaa antilooppia. Jos p < i < 2p, niin on olemassa kaksi
Nashin tasapainoa, (I, P) ja (P, I). TAm4 sopisi varsin hyvin kummallekin gepardil-
le, mutta kuinka kaksi tervettd gepardia sopisi keskenddn sen, kumpi jahtaa pienté
antilooppia? Siksi on syyté etsid symmetristi sekatasapainoa.

Jos ensimméinen gepardi jahtaa isoa antilooppia todennékoisyydelléd ¢, niin odotet-
tu tuotto toiselle gepardille tdmén jahdatessa isompaa antilooppia vastaa lauseketta

1
— 1—q)
5+ (1 =q)i,
ja jahdatessa pienempéa antilooppia vastaa lauseketta
p
ap+ (1—-1q)3.

2
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Nashin sekatasapaino ilmestyy siind x:n arvossa, missa nama kaksi suuretta ovat yhté-
suuret, koska milla tahansa muulla ¢:n arvolla pelaajan I olisi poikettava sekastrate-
giasta (¢, 1 — q) parempien puhtaiden strategioiden ollessa saatavilla. Nyt huomataan
etta

_2i—p
7= i+p

Tama antaa symmetrisen sekatasapainon.

Enta jos vallitsee tilanne, jossa kaksi gepardia jahtaa kolmea antilooppia, joista
yksi on iso ja kaksi pienta? Kuten edellisessé tilanteessa, nytkin ison antiloopin arvo
gepardille on ¢ ja pienen antiloopin p, siten, ettd i > 2p ja p; = po. Kuvataan ensin
tilannetta tulosmatriisin avulla:

I1 I P, P,
I
I (i/2,i/2) (4, p1) (4,p2)
Py (p1,%) | (p1/2,p1/2) | (p1,p2)
Py (p2, 1) (p2,11) | (p2/2,p2/2)

Huomataan, etta tilanne on osittain samanlainen kuin edellisessa tapauksessa, mut-
ta téssd on huomionarvoista se, etté gepardit voivat jahdata samaa pienté antilooppia.
Huomataan my6s, ettd (P, Py), (P, P2), (P, P1) ja (P, P) eivit ole Nashin tasa-
painoja, silld on selvda ettd niissa tapauksissa kummallakin gepardilla on parempia
strategioita.

Nashin symmetriset sekatasapainot ovat erityisen kiinnostavia. On kokeellisesti tut-
kittu, etté joissain biologisissa tilanteissa jarjestelmét lahestyvét taméankaltaista tasa-
painoa, oletettavasti luonnonvalinnan mekanismilla. Lisétietoa tésta esimerkiksi 1ah-
teessd [1]. Selitetddn lyhyesti miten tdmé voisi toimia. Ensiksi, on luonnollista ké-
sitelld symmetrisid strategiapareja, koska jos kaksi pelaajaa on valittu sattumanva-
raisesti samasta laajasta populaatiosta, niin todennékoisyydet milla he noudattavat
tiettyé strategiaa ovat samat. Lisdksi Nashin tasapainolla on erityinen rooli késitel-
tdessd symmetrisid strategiapareja. Tarkastellaan ylla esitettyd symmetristd Nashin
sekatasapainoa, missi po = (2i —p)(i +p) on todennékoéisyys, jolla gepardi jahtaa isoa
antilooppia. Oletetaan, ettd gepardien populaatio esittdé kokonaistodennikoisyyden
p > po télle kdytokselle (on joko lilan monta ahnetta gepardia, tai jokainen gepardi
on hieman liian ahne). Nyt, jos jokaiselle gepardille on satunnaisesti valittu kilpailija
tasta populaatiosta, niin pienen antiloopin jahtaamisella on korkeampi tuotto kysei-
selle gepardille kuin ison antiloopin jahtaamisella. Siten, mitd vaatimattomampi ge-
pardi on, sitd isompi etu silld on verrattuna keskiméiréiseen gepardiiin. Samoin, jos
gepardien populaatio on keskimééraisesti liian vaatimaton, eli p < pg, niin kunnian-
himoisemmalla gepardilla on etu verrattuna keskiméaériiseen gepardiin. Ylipadédnsa,
populaatio nayttad olevan evoluution johdosta pakotettu jahtaamaan antilooppeja
Nashin symmetrisen sekatasapainon mukaan.
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6. YLI KAHDEN PELAAJAN YLEISET SUMMAPELIT

On olemassa my6s useamman pelaajan summapeleja. Myos téllaisia peleja tarkas-
teltaessa voidaan kiyttda Nashin tasapainon késitettd. Kuvataan nyt formaalisti sys-
teemi pelille, jossa on k& > 2 pelaajaa. Jokaisella pelaajalla 7 on joukko .S; puhtaita
strategioita. Jos jokaiselle ¢ € {1, ..., k} pelaaja ¢ kiiyttaa strategiaa [; € S;, niin pe-
laajan j tuotto on Fj(ly,...,[;), missd funktiot Fj : S; X S x ... x S, = R, kaikilla
j € {1,...k}, on annettu.

Esimerkki 6.1 (Ekologia-peli). Kolme yritysté joko saastuttavat tai puhdistavat jér-
ved tulevana vuotena. Yritykset maksavat yhden yksikon puhdistaakseen jarved, mut-
ta saastuttaminen on ilmaista. Jos kaksi tai kolme yritystd saastuttavat, niin jarven
vedesté tulee kiyttokelvotonta ja jokainen yritys joutuu maksamaan kolme yksikkoa
vedesté, jonka he joutuvat hankkimaan muualta. Jos enimmillaén yksi yritys saastut-
taa jarven vettd, niin vesi sailyy kidyttokelpoisena ja yrityksille ei tule lisdkuluja.

Jos oletetaan, ettd yritys [11 puhdistaa vettd, niin kustannusmatriisi on seuraa-
vanlainen:

11 Pu Sa
1
Pu | (1,1,1) (1,0,1)
Sa (0,1,1) (3,3,3+1)

Jos yritys I11] saastuttaa jarven vettd, niin kustannusmatriisi on muotoa:

17 Pu Sa
1
Pu (1,1,0) (3+41,3,3)
Sa (3,3+1,3)  (3,3,3)

Jotta voimme tarkemmin analysoida pelid, esitelladn ensin késite Nashin tasapai-
nolle tapauksessa, jossa pelissd on enemmén kuin kaksi pelaajaa.

Maaritelma 6.2. Puhdas Nashin tasapaino pelissa, jossa on k pelaajaa, on joukko
puhtaita strategioita jokaiselle pelaajalle,

(I7,.., 1) € S1 x Sy x ... xS
siten, ettd jokaiselle j € {1,...,k} jal; € S},
Fi(I5, oo U Ly Uy oo 1) < Fy(I5, o U I 1 o 1),

b1, s b1 by bt

Yleisemmin, Nashin sekatasapaino on sarja sekastrategioita, joita on k kappaletta,
missd X; € Ag,| on pelaajan ¢ sekastrategia, siten, ettd jokaiselle pelaajalle j €
{1,...,k} ja todenndkoisyysvektorille x; € Ag,| saadaan

T (% * * * T (~* * * K *
Fy(XT, X, X5, X0 Xg) SF(XT, X, X5, X, X))

Tassé o
Fj(xlax27-"7xk) = Z Xl(ll)xk(lk)}rj(llyalk)v
11€81,...,lx €Sk
missé x;(l) on se todenndkdisyys milla pelaaja ¢ valitsee puhtaan strategian [ seka-
strategiassa x;.
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Palataan esimerkkiin 6.1. Yritysten puhtaita strategioita voidaan nyt kuvata seu-
raavasti: S; = {0, 1}, Sy = {0,1}, S3 = {0, 1}, missé 0 = yritys puhdistaa jérven vetta
ja 1 = yritys saastuttaa jarven vettid. Yritykset ovat téssd esimerkissé pelaajat I, 11
ja I11, joille voidaan muotoilla funktiot Fj : S x Sy x S3 = R, F5 : 51 X Sy x S5 = R
ja F3 : Sl X Sg X 53 — R. Téasséa siis Sl X SQ X Sg = {0,1} X {071} X {0,1} Nyt
sivun yléosassa esitettyd kustannusmatriisia katsomalla huomataan, ettd esimerkiksi
F1(0,1,1) = 341 (yritys I puhdistaa, yritykset I1 ja I1I saastuttavat). Voidaan
kirjoittaa mééritelmén 6.2 merkinnoilla esimerkiksi F5(ly, ls, [3) muodossa

1
Fy(l, b, 1s) = Y ayli Bl
i,5,k=0

Nyt (a;j,):t muodostavat kolmiulotteisen taulukon, ks. kuva 14. Kuvaan on merkitty
esimerkkind agi; = 3.
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Kuva 14. Ekologia-esimerkin kolmiulotteinen esimerkkitaulukko.

Puhdas tasapaino muodostuu siis tapauksista, joissa joko jokainen yritys saastuttaa
jarven vettd tai yksi yrityksistd saastuttaa ja kaksi muuta puhdistavat vettd. Etsi-
tdan nyt sekatasapainoa. Olkoot py, pe, ps todennédkoisyydet sille, etta yritys I, I[1, [11
puhdistaa vetté, jokaiselle erikseen. Jos yritys 111 puhdistaa vetté, niin sen odotettu
kustannus on

p1p2 + p1(1 = p2) + p2(1 — p1)4(1 — p1)(1 — p2).
Jos se saastuttaa, niin odotettu kustannus on
3p1(1 — pa) + 3pa(1 = p1) +3(1 — p1)(1 — p2).

Jos haluamme tasapainon, missid 0 < p3 < 1, niin nédiden kahden arvon téaytyy olla
yhtasuuria, muuten kyseessé ei ole Nashin sekatasapaino. Nyt saadaan

1 = 3(p1 + p2 — 2p1p2)-
Vastaavasti, olettaen, ettd 0 < p, < 1 saadaan

1 = 3(p1 + ps — 2p1p3).
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ja olettaen, ettd 0 < p; < 1 saadaan

1 = 3(ps + p3s — 2pap3).

Viéhentamalld toinen yhtald ensimmaisesta saadaan

0 =3(p2 — p3)(1 — 2p1).

Jos ps = p3, niin kolmannesta yhtalosté tulee toisen asteen yhtalo po:n suhteen ja silla
on kaksi ratkaisua, p, = ps = (34+/3)/6, molemmat vililld (0, 1). Sijoittamalla nimé
ratkaisut ensimmaiseen yhtaloon, molemmat antavat p; = p, = p3, joten on olemassa
kaksi symmetristd sekatasapainoa. Jos valitaan (p, = ps:n sijaan), ettd p; = 1/2,
niin ensimméinen yhtélo tulee muotoon 1 = 3/2, miki ei ole totta. Témé tarkoittaa
sitd, ettd ei ole vihintdédn kahden sekastrategian asymmetrista tasapainoa. On helppo
néhda, etté ei ole olemassa kahden puhtaan ja yhden sekastrategian tasapainoa. Téaten
olemme 16yténeet kaikki Nashin tasapainot: on olemassa yksi symmetrinen ja kolme
epasymmetristd puhdasta tasapainoa ja kaksi symmetrista sekatasapainoa.

7. NASHIN LAUSE

Tutkielman viimeisessé luvussa muotoillaan kuuluisa Nashin lause ja esitetadn sille
todistus kayttden apuna Brouwerin kiintopistelausetta, mika todistettiin luvussa 1.
Todistus pohjautuu léhteeseen [6]. Muistutus: Brouwerin kiintopistelauseen mukaan
jokaisella jatkuvalla funktiolla, joka kuvaa konveksin ja kompaktin joukon itselleen,
on kiintopiste.

Lause 7.1. Jokaiselle yleiselle summapelille, jossa pelaajien lukumdadrd on k > 2, on
olemassa vahintddin yksi Nashin tasapaino.

Todistus. Esitetdan todistus vain tapauksessa, missé pelilla on kaksi pelaajaa ja etta
se on médritelty tulosmatriiseilla A,,x, ja Bpxn pelaajille T ja II. Olkoon nyt K =
A, x A,. Maaritellaan kuvaus F': K — K kahden pelaajan strategiaparilta jollekin
toiselle strategiaparille. Huomataan ensin, ettd K on konveksi, suljettu ja rajoitettu.
Madéritelladn seuraavaksi, kun x € A, jay € A,

¢ = ¢;(x,y) = max{Ag,y — x' Ay, 0},

missd A(;) kuvaa matriisin A 4:ttd rivid. Siten, ¢; vastaa pelaajan I tuottoa kun hén
vaihtaa strategiasta x puhtaaseen strategiaan i, jos tdma tuotto on positiivinen: muu-
toin se on nolla. Vastaavasti maaritellaén

d; = d;(x,y) = max{x” BY — x” By, 0},

missi BY) kuvaa matriisin B j:ttd saraketta. Suureet d; voidaan tulkita samalla
tavalla pelaajalle IT kuin ¢; pelaajalle I. Nyt voidaan maéritelld kuvaus F': K — K
asettamalla F'(x,y) = (X,¥), missd
- X; + ¢
Xi =TT ~m
1 + Zk:l CL
kun i € {1,...,m}, ja
y. = Yj + dj
T+ d
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kun j € {1,...,n}. Huomataan, ettd F' on jatkuva, koska ¢; ja d; ovat jatkuvia.
Brouwerin kiintopistelauseen avulla huomataan, ettd on olemassa (x,y) € K, jolle
(x,y) = (X,¥). Viitetddn nyt, ettd néille valituille x:lle ja y:lle jokainen ¢; = 0 kun
i€ {l,...,m}jad; =0kun j € {1,...,n}. Jotta néhtéisiin, ettd néin on, oletetaan
esimerkiksi, ettd ¢; > 0. Huomataan, ettd pelaajan I tulos on painotettu keskiarvo
Yo, 2;Au)y. Keskiarvon ominaisuuksien nojalla on oltava olemassa ¢ € {1,...,m},
jolle x, > 0 ja xT Ay > A(py. Télle ¢ saadaan mééritelmén mukaan ¢, = 0. Tama
merkitsee sité, etta

Xy

1+ Z;,nzl Ck
koska ¢; > 0. Siten oletus, jonka mukaan ¢; > 0 johtaa ristiriitaan. Téma perustelu
voidaan toistaa jokaiselle i € {1,...,m}, siten osoittaen, ettd jokainen ¢; = 0. Vas-
taavasti jokainen d; = 0. Voidaan pédtelld, ettd xT Ay > Ay kaikilla i € {1,...,m}.
Tamé& merkitsee sité, etta

Xy < Xy,

xT Ay > x’T Ay
kaikille x’ € A,,,. Vastaavasti

x! By > x!' By’
kaikille y’ € A,,. Siten (x,y) on Nashin tasapaino.

Kun pelaajien méaara k& > 2, voidaan edelleen kasitelld funktioita
(=W x®Y kun i, =1,...,k,

missi x7) € A, ;) on sekastrategia pelaajalle j ja ¢;9) on se tuotto pelaajalle j, minka
hén saa siirtymélld strategiasta xU) puhtaaseen strategiaan i, mikéli tAmé tuotto on
positiivinen. Yksinkertainen matriisi-merkinté ¢;):1le ei ole voimassa, mutta todistus
pétee yha.



(1]

2]

3l
(4]
]
(6]
7]
18]
9]

35

VIITTEET

VINCENT P. CRAWFORD, Nash Equilibrium and Evolutionary Stability in Large and Finite
Populations. Verkkojulkaisu, Department of Economics, University of California, San Diego.
http://www.jstor.org/stable/20075868, luettu 23.8.2013.

THOMAS S. FERGUSON, Game Theory, Part II. Two-Person Zero-Sum Games. Verkkojulkaisu,
Mathematics Department, UCLA. http://www.math.ucla.edu/ tom/Game Theory/mat.pdf,
luettu 25.8.2013.

IGNACIO GARCIA-JURADO, MARIA GLORIA FIESTRAS-JANEIRO, JULIO GONZALEZ-DIAZ, An
Introductory Course on Mathematical Game Theory. The American Mathematical Society, 2010.

TERO  KILPELAINEN, Analyysi 1. Verkkojulkaisu, Jyvaskyldn  yliopisto.
http://www.math.jyu.fi/opiskelu/monisteet/MATA111.pdf, luettu 18.10.2012.
Lasst  KuritTU, Algebrallinen  topologia. Verkkojulkaisu, Jyvéskylan yliopisto.

http://users.jyu.fi/ lkurittu/algtopo.pdf, luettu 20.5.2013.

YuvAL PERES, Game Theory, Alive. Verkkojulkaisu, University of California, Berkeley, 2010.
http://www.stat.berkeley.edu/ peres/gtlect.pdf, luettu 25.8.2013.

VEIKKO PURMONEN, Euklidiset avaruudet. Jyviskylan yliopiston Matematiikan ja tilastotieteen
laitoksen luentomoniste 49, 2005.

ANATOL RAPOPORT, Two-Person Game Theory: The Essential Ideas. Ann Arbor, The Univer-
sity of Michigan Press, 1966.

BRANISLAV L. SLANTCHEV, Game Theory: Dominance, Nash Equilibrium, Symmetry.
Verkkojulkaisu, Department of Political Science, University of California, San Diego.
http://slantchev.ucsd.edu/courses/gt /04-strategic-form.pdf, luettu 24.4.2013.

[10] STANFORD ENCYCLOPEDIA OF PuiLosorny, Game Theory.

http://plato.stanford.edu/entries/game-theory/, luettu 21.5.2013.



