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Tassa pro gradu -tutkielmassa kisitelldaédn jatkuva-aikaista stokastista tiedonlevidmis-
prosessia téaydellisessé n:n solmun verkossa. Tiedonlevidmisprosessi tarkoittaa seuraa-
vanlaista prosessia. Alkutilassa yhdelld verkon solmulla on tieto. Prosessin kuluessa
tietavit solmut herdilevit satunnaisilla ajanhetkilld. Herédtessdéan tietdva solmu ottaa
yhteytta johonkin toiseen solmuun, jolle tietdva solmu siirtdéd tiedon. Kirjoitelmassa
késitelldan tavallisen tiedonlevidmisprosessin yleistysté, jossa tietdva solmu ryhtyy le-
vittdmaéaan tietoa todennékoisyydelld p,,. Muussa tapauksessa, eli todennékoisyydella
1—p,, solmusta tulee passiivinen kuuntelija, eika se télloin osallistu tiedon levitykseen.
Saturaatiohetkeksi sanotaan ajanhetked, jolloin kaikki verkon solmut ovat saaneet tie-
don, ja informointihetkeksi ajanhetkeé, jolloin yksi kiinnitetty solmu on saanut tiedon.
Kirjoitelmassa osoitetaan, ettd verkon koon n kasvaessa ddrettoméan saturaatiohetki
kasvaa vauhdilla p—ln(logn + log p,n) ja informointihetki vauhdilla p—ln log p,n. Tyossa
osoitetaan myos tarkemmat jakaumakonvergenssi tulokset edelld mainituille ajanhet-
kille. Lisdksi monen eri solmun informointihetkien asymptoottinen riippuvuusrakenne
selvitetddn tarkasti. Analyyttisen osuuden liséiksi selvitetddan simuloinnin avulla miten
nopeasti konvergenssi rajajakaumiin suunnilleen tapahtuu.

Tyon alussa kidyddan melko kattavasti lapi perusasiat Poisson-prosesseista seké esitel-
ld84n lyhyesti numeroituvan tila-avaruuden jatkuva-aikaiset Markov-prosessit. Kirjoi-
telmassa myo0s esitetdan kirjallisuuteen pohjautuen funktionaalinen suurten lukujen
laki Markov-prosesseille. Tamén tuloksen avulla tietynlaisten Markov-prosessien kéyt-
taytymistd voidaan approksimoida determinististen differentiaaliyhtéloiden avulla.
Kyseista tulosta kdytetddn téssd kirjoitelmassa tiedonlevidimisprosessin yhteydessa.
Markov-prosessien suurten lukujen lakiin liittyen kdydaan myos lapi Markov-prosessin
esittdminen tietyn stokastisen differentiaaliyhtélon ratkaisuna.

Avainsanat: tdydellinen verkko, tiedonlevidmisprosessi, SI-prosessi, epidemiamalli,
Poisson-prosessi, jatkuva-aikainen Markov-prosessi
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1 Johdanto

Tiedonlevidmisprosessi tarkoittaa seuraavanlaista prosessia. Otamme ensin &érellisen
joukon toimijoita, joita kutsutaan téssa solmuiksi. Solmuja voi ajatella esimerkiksi yk-
sittdisind ihmisinéd. Alkutilassa yhdelld solmulla on tieto. Prosessin kuluessa solmut
herdilevit satunnaisilla ajanhetkilla. Herdtessdéan solmu valitsee satunnaisesti jonkin
toisen solmun, johon se ottaa yhteyttd. Mikali herdévélla solmulla on tieto, se ldhet-
tad tiedon eteenpéin satunnaisesti valitsemalleen naapurisolmulle. Téll6in solmusta,
jolle tieto lahetettiin, tulee myos tietdva solmu, ja sekin voi nyt osallistua tiedon le-
vitykseen. Jos herdava solmu ldhettiad tiedon solmulle, jolla tieto on jo valmiiksi, niin
talloin lahetyshetkelld ei tapahdu mitééan.

Tiedonlevidmisprosessi tunnetaan myos nimelld SI-prosessi (Susceptible, Infected)
[19]. TAm& nimi johtuu siitd, ettd tiedon tilalle prosessissa voi ajatella myds sairau-
den, eli sairastuneet solmut alkavat tartuttaa sairautta terveisiin solmuihin. Tiedon-
levidmisprosessi on osa laajempaa epidemiamallien joukkoa (esim. [13]). Muita epide-
miamalleja ovat esimerkiksi SIR-prosessi (esim. [9]) ja SIS-prosessi (esim. [20]). SIR-
prosessissa (Susceptible,Infected,Removed/Recovered) sairastuneet solmut levittavét
sairautta vain jonkun aikaa, jonka jélkeen ne poistuvat prosessista, eli parantuvat saa-
den immuniteetin tautiin tai kuolevat. SIS-prosessissa solmut voivat parantua, mutta
ne voivat parantumisen jilkeen sairastua uudelleen. Téasséd tyossd ei tutkita muita
epidemiamalleja kuin Sl-prosessia. Sairauden levidmisen lisdksi yksi tédrked tiedonle-
vidmisprosessin sovellus on informaation siirtyminen tietoverkoissa [14].

Téassé kirjoitelmassa yleistetddn tavallinen tiedonlevidimisprosessi siten, ettd osa
verkon solmuista on passiivisia kuuntelijoita, jotka eivét levita tietoa eteenpéin. Tét&
prosessia kutsutaan tésséd tyossd ohennetuksi tiedonlevidmisprosessiksi, ja tavallinen
tiedonlevidmisprosessi saadaan sen erikoistapauksena. Ohennettu tiedonlevidmispro-
sessi on siis erdéanlainen SI- ja SIR-prosessien vélimuoto.

Téassé tyossé tutkitaan tiedonlevidmistéd ainoastaan tédydellisessd verkossa. Tamé
tarkoittaa sitd, ettd mikéd tahansa solmu voi ottaa yhteyttd mihin tahansa toiseen
solmuun. Mik&déan ei tietysti estéisi tutkimasta tiedonlevidmistd myos yleisemméssé
ei-tdydellisessd verkossa, jossa kaikkien solmujen vililla ei vélttdméatta ole linkkié.
T&amé on kuitenkin huomattavasti hankalampaa.

Ennen varsinaista asiaa késitelldédn perusasioita Poisson- ja Markov-prosesseista
Luvuissa 2.2 ja 2.3. Luvussa 3 todistetaan kirjaan [12] pohjautuen Markov-prosesseille
tarked raja-arvotulos, jota kaytetddn Luvussa 4.3.

Luvuissa 4.1 ja 4.2 tarkastellaan sitéd, miten nopeasti tieto levida kaikille solmuille.
T&amaé ajanhetki voidaan ajatella myos etaisyytend lahtosolmusta siitd kauimpana ole-
vaan solmuun verkossa, jossa linkkien pituudet vaihtelevat. Luvussa 4.3 tarkastellaan
sitd, miten nopeasti jotkin ennalta valitut solmut saavat tiedon. Vastaavasti tdmé
ajanhetki voidaan ajatella etédisyytena lahtosolmusta kiinnitettyihin solmuihin. Néille
ajanhetkille sopivasti normalisoituna johdetaan rajajakaumat verkon koon kasvaes-
sa ddrettomadn. Lukujen 4.2 ja 4.3 tuloksia ei ole tietojeni mukaan esitetty muualla.
Luvussa 4.4 selitetddn tarkemmin miten tiedonlevidmisaika liittyy edelld mainittui-
hin etdisyyksiin. Luvussa 4.5 tutkitaan lyhyesti simuloinnin avulla, miten nopeasti



konvergenssi rajajakaumiin tapahtuu.

Stokastiikan perusasiat (riippumattomuus, todennikoisyysavaruudet, satunnais-
muuttujat, ehdolliset odotusarvot etc.) oletetaan tunnetuksi, eiké niihin puututa tés-
Sa.

Merkintdji ja sopimuksia

Téssé kirjoitelmassa tiedonlevidmista tutkitaan tilanteessa, jossa verkon koko n kas-
vaa ddrettomédn. Kaikki jatkossa médriteltavit asiat eivat valttamatta ole jarkevia
pienille n. Yleensa on kuitenkin selvid, etté riittdvén suurille n asiat ovat kunnossa.
Téllaisessa tapauksessa oletetaan aina, ettd n on riittdvéan suuri ilman eri mainintaa.
Liséksi sovitaan, ettd luvuilla n®, 2 etc. tarkoitetaan aina ylospéin pyoristettyé koko-
naislukua silloin, kun ndmaé luvut esiintyvat indeksinéd tai muuten tilanteessa, jossa
selvisti vaaditaan kokonaislukua.

Jakaumakonvergenssin merkintia 4, kaytetddn varsin liberaalisti. Esimerkiksi mer-
kintd X, 4, Exp(1) tarkoittaa, ettd X, 4, X, missié X ~ Exp(1). Huomaa mydos, etta
stokastinen suppeneminen vakioon on yhtépitdvas jakaumasuppenemisen kanssa. Eli
P(| X, — ¢| > ¢) — 0 kaikilla ¢ > 0, jos ja vain jos X, LNy, (ks [21] Theorem 2.7).
Téasta syysté téllaisessa tilanteessa konvergenssia merkitdén aina LNy

Kirjoitelmassa kaytetdédn varsin vakiintunutta matematiikan ja stokastiikan no-
taatiota, joka ei tuottane epéselvyyksid. Alle on koottu muutama ehké ei-niin-yleinen
merkintd. Téssé listassa X ja Y ovat satunnaismuuttujia.

e B(R) - Reaalisten Borel-joukkojen kokoelma.
e Py - Jakaumamitta: Px(A) =P(X € A), A € B(R).

e X < Y - Stokastinen suuruusjirjestys: P(X > t) < (Y > t) kaikille ¢t € R.
e X =, Y - Jakaumien yhtasuuruus: Py = Py

e m.v. - Melkein varmasti eli todennéakoisyydella 1.

e R, =10,00)

e z Ay =min(z,y)

o Vy=max(z,y)

e #A - Joukon A alkioiden lukumaéra.

e 0(X) - Satunnaismuuttujan X generoima sigma-algebra.

« 1,=1(4) = {1, jos tapahtuma A tapahtuu

0 muuten.



Lisdksi "pikku-o” merkintdéd kdytetddn vakiintuneella tavalla. Siis funktio f(x) =
o(g(x)), jos f(x)/g(z) — 0, kun z:lle suoritetaan tilanteesta ilmeinen rajankdynti
(yleensd © — oo tai # — 0). Eli esimerkiksi merkintd o(h) tarkoittaa sellaista h:n
funktiota f, jolle péatee f(h)/h — 0, kun h — 0.

Stokastista prosessia (X;);>o merkitdin joskus sen esittelemisen jélkeen vain ly-
hyesti symbolilla X. Tilanteesta on kuitenkin t&lloin selvié, ettd tarkoitetaan nime-
nomaan koko prosessia eikid yhtéd satunnaismuuttujaa. Merkinnét X, = X (¢) tarkoit-
tavat luonnollisesti yhtéd ja samaa satunnaismuuttujaa eli prosessin (X;) = (X(¢))
arvoa hetkella ¢.

2 Poisson- ja Markov-prosessit

Téassé luvussa késitelldédn lyhyesti perusasioita eksponenttijakaumasta seké Poisson-
ja Markov-prosesseista. Lisiksi méadritellidn Gumbel-jakauma ja esitetédén yksi tarked
sitd koskeva tulos (Lause 2.8), jota tarvitaan jatkossa Luvussa 4. Ne todistukset, jotka
loytyvét helposti kirjallisuudesta, on téssa luvussa sivuutettu.

2.1 Eksponentti- ja Gumbel-jakauma

Maiéritelma 2.1. Satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa paramet-
rilla A > 0, jos kaikilla ¢ > 0 pétee

P(X >t)=e M,

Talloin merkitaan

X ~ Exp(]).

Huomautus 2.2. Lisdksi mukavuussyista téssa kirjoitelmassa sovitaan, etté ekspo-
nenttijakauma parametrilla 0 on ddrettomaén keskittynyt jakauma ja parametrilla oo
nollaan keskittynyt jakauma.

Valittomasti maaritelméasta saadaan seuraavat kaksi lausetta.

Lause 2.3. Jos X ~ Exp(\z) ja klim A = 00, niin X, LN
—00

Lause 2.4. Olkoon 0 < A < «, X ~ Exp(«), Y ~ Exp(\). Tdlloin
i) EX = 1 ja VarX = {5

Peh
i) X <y Y.
iti) kaikille 8> 0 pdtee fX ~ Exp(3).

Lause 2.5. Olkoon X ~ Exp(\) ja Y ei-negatiivinen X :sti riippumaton satunnais-
muuttuja. Tdlloin, ehdolla X >Y, satunnaismuuttujat X —Y ja'Y ovat risppumat-
tomia sekd kaikilla t > 0 pitee P(X —Y > X >Y)=P(X > t) = e .



Todistus. Olkoon A € B(R).

MX—Y>LY€M2/‘

P(X >y+t)dPy = / e APy (y)
A

A

=M / e Py (y) = P(X > t)P(X > Y, Y € A).
A

Jakamalla ylla olevan yhtélon molemmat puolet luvulla P(X > Y') saadaan
PX-Y>tYeAX>Y)=PX >t)PY € A|IX >Y),
mik& on juuri se mitd vaitettiin. O
Lause 2.6. Olkoon I C N indeksijoukko ja Xy ~ Exp(\), k € I, risppumattomia.
Oletetaan, ettd A\ = Zke[ A < o0o. Tdlloin in? X, = X,, tasmdlleen yhdelle m € 1
€
m.v. ja lisdksi pdtee

irelg Xk ~ Exp()).

Merkitddn M :lld sitd satunnaista indeksid, jolla minimi saavutetaan. Tdlloin pdtee

: , Ak
krelfI’Xk 1 M jaP(M =k)= N
Todistus. [17] Theorem 2.3.4. O

Maiaritelmi 2.7 (Gumbel-jakauma). Sanotaan, ettd satunnaismuuttuja £ noudattaa
standardia Gumbel-jakaumaa eli

¢ ~ Gumbel(0, 1),
jos P(¢ < ) = exp(—e~7) kaikilla x € R.

Lause 2.8. Olkoon Y} ~ Exp(1) ja Xy ~ Exp(k), k € N, ritppumattomia satunnais-
muuttugia. Tdlloin kaikilla n € N pdtee

n
max Yy = E Xk )
1<k<n st

ja
max Y, —logn 4 Gumbel(0, 1), kun n — oo.

Todistus. Havaitaan ensiksi, ettéd kaikille x > 0 ja n € N pétee

P (1@1?5 Y < x) =P, <zkakillal <k<n)=PY;, <z)"=(1-e")".



Osoitetaan sitten induktiolla, ettd satunnaismuuttujien X summalla on sama kerty-
méfunktio. Tapaus n = 1 on triviaalisti tosi. Olettamalla sitten, ettd véiite on totta
(n — 1):lle saadaan

PXi+-+X,<z)=PX;+--+ X, 1 <z—-X,)

= / P(X;+ -+ X, 1 <xz—s)ne ™ds
0

= / IP( max Y, <z — 3>ne_”sds
0

k<n—1
X
:/ (1 . ef(xfs))nflnefnsds
0
X
= / (e —e ™)" tne *ds = (1 — e )"
0
Viitteen toisen osan todistus on suoraviivainen lasku. Olkoon x € R. Talloin

]P’(lrg?g( Y, —logn < :U) =P(Yy <z +logn kaikillal <k <n)

—P(Y; <@ +logn)" = (1 — e leHoemyr — (1= )"
n

—exp(—e™®), kun n — oo.

]

Lause 2.9. Olkoon Sy ~ Exp(\y), k € I C N, riippumattomia satunnaismuuttugia.
Talloin
i)
1
Jos Z)\— < 00, MNUN IP’(ZSk < oo) =1.

ker 'k kel

Jos Z)\i:oo, niinP(ZSk:oo> = 1.
k

kel kel

Todistus. [17] Theorem 2.3.2. O

2.2 Poisson-prosessi

Maéaritelma 2.10 (hyppyprosessi, hyppyhetket ja odotusajat). Olkoon (X;);>o oi-
kealta jatkuva paloittain vakio prosessi numeroituvassa tila-avaruudessa. Télloin sa-
notaan, ettd X on hyppyprosessi. Olkoon 19 = 0 ja rekursiivisesti

T, = inf{t > 71 : X(t) # X(7%-1)}, keN.

Olkoon
Sk = Tk — Tk—1-



Jos 1, = oo jollain kg, niin méaritelldan 7, = oo kaikilla k& > kq. Télloin Sy:ta ei
médritella, kun k > ko. Sanotaan, ettd 71, 7o,... ovat prosessin (X;) hyppyhetkii ja
S1, 59, ... sen odotusaikoja.

Prosessin hyppyhetkié ja odotusajoista puhuttaessa on olennaista, etté kyseinen
prosessi on hyppyprosessi. Méaaritelmén 2.10 hyppyhetket ja odotusajat eivét toimi
jarkevisti muille kuin oikealta jatkuville paloittain vakioille prosesseille. Téssé kirjoi-
telmassa kaikki eteentulevat prosessit ovat kuitenkin hyppyprosesseja.

Lause 2.11. Olkoon A > 0. Olkoon (Y (t))i>o oikealta jatkuva kasvava prosessi, jolle
Y(0) =0 ja Y(t) € N kaikilla t > 0. Talloin seuraavat ovat yhtdpitavida:

(i) Y:n odotusajat Si,Ss, ... ovat riippumattomia ja kaikilla k € N pdtee Sy ~
Exp(A) ja Y (1) = k.

(ii) Prosessilla Y on ritppumattomat lisdykset, eli kaikille s,t > 0 pdtee
Y(t+s)—Y(t) Lo{Y(u),0 <wu<t}). Lisiksi kaikilla t > 0 pdtee

0) =1—Ah+o(h),

1) = A+ o(h),

P(Y (t+h) — Y(t)
P(Y(t+h) — Y(t)

kun h ] 0.

(11i) Prosessilla Y on rigppumattomat lisiykset, ja kaikille t > 0 ja s > 0 pdtee

P(Y(t+s)—Y(t)=k) = M]%')ke%, k€N,

eli Y (t+ s) — Y(t) ~ Poisson(\s).
Todistus. [17] Theorem 2.4.3. O

Maéritelma 2.12 (Poisson-prosessi). Olkoon prosessi (Y (t));>0 kuten Lauseessa
2.11, jolle pétee jokin (eli kaikki) lauseen kolmesta ehdosta. Télloin sanotaan, ettd
(Y(t)) on Poisson-prosessi intensiteetilld \.

Lauseen 2.11 kohdan (i) ja Lauseen 2.5 perusteella on selvad, ettd mikéli Poisson-
prosessi aloitetaan alusta jollain siitd riippumattomalla satunnaisella ajanhetkelld,
niin saadaan uusi Poisson-prosessi, joka on riippumaton alkupéén tapahtumista. Té&-
hén ominaisuuteen viitataan jatkossa yleensd "Poisson-prosessin unohdusominaisuu-
tena”. Eli jos (Y'(t)) on Poisson-prosessi ja Z siitd riippumaton ei-negatiivinen satun-
naismuuttuja, niin tilloin myos prosessi (?(t)), ?(t) =Y (Z +1), on Poisson-prosessi,
joka ei riipu siitd mitd prosessissa Y on tapahtunut ennen ajanhetked Z.

Seuraavat kolme lausetta ovat Poisson-prosessien tiarkeyden perusta. Kaksi ensim-
maéistd (Lauseet 2.13 ja 2.14) sanovat, ettd Poisson-prosesseja voidaan summata ja
paloitella eri osiin ja tuloksena saadaan Poisson-prosesseja. Lisdksi yhteenlaskettu in-
tensiteetti siilyy samana. Kolmas eli Lause 2.15 taas sanoo, ettd Poisson-prosessin
intensiteetti on ainoastaan ajan skaalaus. Néin ollen yleensa riittda tutkia vain yksik-
kointensiteettisia Poisson-prosesseja.



Lause 2.13. Olkoot I C N ja (Yi(t))i>0, k € I, riippumattomia Poisson-prosesseja
intensiteeteilld \,. Oletetaan, ettd \ = Zkel A < 00. Tdalloin

(Y(D)izo, V(1) =) Yal(t),

kel
on Poisson-prosessi intensiteetilld .

Todistus. Koska kaikille prosesseille Y (t) pétee Lauseen 2.11 kohta (iii), ja koska
Poisson(a) jakauman odotusarvo on tunnetusti «, niin kaikille ¢ > 0 pétee

EY (t) =E) Yi(t) = > EYi(t) = M < 0.

kel kel

Néin ollen Y (t) € N kaikilla ¢ > 0 m.v. Lisiksi tdstd ndhdddn, ettd prosessi Y
on oikealta jatkuva, koska kullakin ajanhetkelld vain darellinen mééaré prosesseista Yy
poikkeaa nollasta ja oikealta jatkuvien funktioiden dérellinen summa on myos oikealta
jatkuva. Selvésti Y on myo6s kasvava, koska se on kasvavien prosessien summa.

Osoitetaan, ettd prosessille Y péitee Lauseen 2.11 kohta (ii). Koska kaikilla pro-
sesseilla Y, on riippumattomat lisdykset, niin nédin on myos prosessilla Y. Edelleen
soveltamalla Lauseen 2.11 kohtaa (iii) prosesseihin Y} saadaan

P(Y(t+h)—Y(t)=0)=][e ™ =e?=1=I+o(h),
kel
ja
P(Y(t+h)—Y(t)=1)
=Y P(Yi(t+h) =Y (t) =1, Yj(t+h) - Y(t) = 0 kaikilla j # k)

= Aphe Mhem AN = Xpe™ = Ah + o(h).

kel

]

Lause 2.14. Olkoon (Y (t))i>0 Poisson-prosessi intensiteetilli A sekd Jy, Ja, ... toi-
sistaan ja prosessista 'Y riuppumattomia samoinjakautuneita kokonaislukuarvoisia sa-
tunnaismuuttujia. Merkitiin py = P(J; = k) ja K = {k € Z : px, > 0}. Madaritelldin
prosessit Yy, k € K kaavalla

Y (t)

Vi (t) = Z 1¢st)- (1)

Tdlloin prosessit Yy, ovat toisistaan risppumattomia Poisson-prosesseja intensiteeteilld
PEA.
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Todistus. Olkoot (Yj(t)) toisistaan riippumattomia Poisson-prosesseja intensiteeteilla
prA. Nyt edellisen lauseen nojalla Y = >, ., Y, on Poisson-prosessi intensiteetilld
A. Madritelladn satunnaismuuttujat J; siten, ettd J; saa arvokseen sen prosessin Yj
indeksin, joka hyppési prosessin Y i:nnelld hyppyhetkelld. Huomaa, ettd yhtédlo (1)
pétee néille prosesseille Y ja Y.

Soveltamalla Lausetta 2.6 prosessin Y odotusaikoihin saadaan P(J; = k) = pg
kaikilla ¢ € N ja k € K. Lisiiksi edelleen Lauseen 2.6 ja Poisson-prosessin unohduso-
minaisuuden perusteella ndmé satunnaismuuttujat ovat toisistaan ja prosessista Y
riippumattomia.

Nyt huomataan, etté edellinen konstruktio voidaankin tehda méaarittelemalla ensin
Poisson-prosessi Y seké siitd riippumattomat satunnaismuuttujat J;, ja sen jilkeen
jakamalla prosessi Y prosesseihin Y) kuten yhtélossé (1). O

Lause 2.15. Olkoon a > 0 ja (Y;) Poisson-prosessi intensiteetilld X. Tdlldin
(2)7 }//\; = Yat:

on Poisson-prosessi intensiteetilld al. Erityisesti valitsemalla o = % saadaan Poisson-
prosessin yksikkointensiteetilld.

Todistus. Sovelletaan Lausetta 2.4 prosessin ()//\'t) odotusaikoihin. O

2.3 Markov-prosessi

Seuraavaksi esitellddan lyhyesti jatkuva-aikainen Markov-prosessi numeroituvassa tila-
avaruudessa S. Téssé ei yritetd antaa kovin yleistd méédritelméaé, vaan ldhinné ker-
toa asiaan perehtymattomélle millaisia téssé kirjoitelmassa esiintyvit jatkuva-aikaiset
Markov-prosessit ovat. Tarkemmin jatkuva-aikaisesta Markov-prosessista katso esim.
[8] Luku 8 tai [17] Luvut 2 ja 3.

Ensiksi Markov-prosessille tarvitaan intensiteettimatriisi (). Olkoon
Q = (¢uy : x,y € S) matriisi, jolle pétee

Goy >0, kun z #y

ja
q(z) = Z Quy < 00, kaikilla z € S. (2)
yF#T
Yhtalon (2) merkintdd g(x) kdytetdédn jatkossa aina téssid merkityksessd. Yleensa
liséksi médritelladn intensiteettimatriisin diagonaalialkioille ¢, , = —q(z). Tét4 tar-

vitaan, jos intensiteettimatriiseilla halutaan suorittaa laskutoimituksia. Téssé tyossa
diagonaalialkioilla ei ole vélia.

Markov-prosessi (X;) intensiteettimatriisilla ) saadaan rakennettua seuraavasti.
Laitetaan jokaiseen tila-avaruuden S pisteeseen x riippumattomat Poisson-prosessit
(Y, ,(t)) vastaavilla intensiteeteilld g, ,, jokaista pistettd y € S kohti, joille ¢, , > 0. So-
vitaan sitten, etté jos (X;) sattuu olemaan tilassa x silloin, kun prosessissa Y, , tapah-
tuu hyppy, niin talléin X siirtyy kyseisella hyppyhetkella tilasta z tilaan y. Méaaritel-
la4n (X;) vield oikealta jatkuvaksi, eli siten, ettd hyppyhetkilld ollaan jo uudessa tilas-
sa. Prosessinalkuarvolla X, voi olla mikd tahansa jakauma, ja se joudutaan prosessia
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maédriteltdessi antamaan matriisin () liséiksi. Huomaa, ettd Poisson-prosessin unoh-
dusominaisuuden nojalla talld Markov-prosessilla X on todella Markov-ominaisuus
eli sen tulevaisuus ei riipu sen menneisyydesté, jos nykyhetki on tiedossa.
Intensiteettimatriisi () kertoo prosessin X kéyttaytymisestd seuraavaa. Kiinnite-
tddn ensin ajanhetki t. Merkitddn sitten S;:lld odotusaikaa hetken t jélkeen X:n
seuraavaan hyppyyn. Nyt Lauseesta 2.6 seuraa, ettd ehdolla X; = x péitee S; ~
Exp(gq(z)). Oletetaan sitten, ettd g(xz) > 0 ja merkitddn M:1l4 X:n seuraavaa arvoa

__ YGzy

ajanhetken ¢ jilkeen. Edelleen lauseesta 2.6 saadaan, ettd P(M = y|X; = x) = o5

Joskus saattaa kidyda niin, ettd Markov-prosessin (X;) hyppyhetkille 7, pétee aidos-
ti positiivisella todennékoisyydelld 7., := limy_,o 7 < 0o. Télloin edellisen konstruk-
tion lisdksi joudutaan sopimaan mité prosessilla tapahtuu ajanhetken 7., jélkeen, jos
prosessi halutaan méaritelld kaikille ¢ > 0. Seuraava lause takaa, ettéd tatd ongelmaa
el padse syntymédn, mikali intensiteetti matriisi Q on tietylla tavalla rajoitettu.

Lause 2.16. Olkoon (X;) Markov-prosessi intensiteettimatriisilla Q, jolle pdtee

sup ¢(z) < oc.

Tdlloin (Xy):n hyppyhetkille 1. pdtee

lim 75, — 00 = 00 Mm.v.
k—o00

Todistus. [17] Theorem 2.7.1. O

3 Suurten lukujen laki Markov-prosesseille

Téssé luvussa muotoillaan ja todistetaan ensin suurten lukujen laki Poisson-prosessille
(Lause 3.3). Sen jilkeen vastaava tulos saadaan myos kaikille Markov-prosesseille, joil-
la on tarpeeksi hyvin kdyttaytyvat siirtyméintensiteetit (Lause 3.5). Aluksi tarvitaan
kuitenkin pari lemmaa.

Lemma 3.1. Olkoot I C N ja (Yi(t))i>0, k € I, toisistaan riippumattomia Poisson-

prosesseja intensiteeteilld \p. Olkoot oy, € R sellaisia, ettd Z lag| Ak < co. Tadlldin
kel

on kaikille t > 0 hyvin mddritelty m.v. ja lisiksi pdtee
n'Z(nt) =5 tz QA
kel

Todistus. Merkitaan

Z(t) = 3 Janlvi(t).

kel

12



Olkoon ¢ > 0. Koska
EZ(t) =Y |ax[EYi(t) =t ) || A < 00,

kel kel

niin kiinnitetylle ¢ pitee, etti Z(t) < oo m.v. Toisaalta, koska Z(t) on kasvava prosessi,
niin Z(t) < oo kaikilla ¢ > 0 m.v. Siispd Z(t):n méérittelevd summa suppenee itseisesti
kaikilla ¢ > 0 m.v. N&in ollen Z(¢) on hyvin mééritelty.

Edelleen
EZ@kYk Z@k]EYk = tZOék)\k

kel kel kel
Mikéli I on &éreton, niin ylla summauksen ja odotusarvon jirjestyksen vaihtamiseen
voidaan kéyttédd dominoidun konvergenssin lausetta (Lause A.13), silld kaikki dérel-
liset osasummat ovat ylh#dltd rajoitettuja satunnaismuuttujalla Z ().
Lopuksi huomataan, etta

n

Z(nt) = 3" (2(it) - Z((i — 1)t)).

=1

missd summattavat ovat toisistaan riippumattomia ja jakautuneet kuten Z(t) (Lause
2.11). Néin ollen vahvan suurten lukujen lain perusteella:

n'Z(nt) 2% EZ(t).
[

Lemma 3.2. Olkoon f : Ry — R jatkuva funktio ja fi, fo, -+ : Ry — R kasvavia
funktioita, joille

klim fr(q) = f(q) kaikilla g € Q..
—00
Tdalloin kaikilla t > 0 pdtee

Jim sup | fi(s) — f(s)] = 0.

k—oo g<t
eli fr — f tasaisesti kaikissa rajoitetuissa joukoissa.

Todistus. Koska f, — f pisteittdin Q :ssa, niin f on kasvava Q, :ssa. Téasté saadaan,
ettd f on kasvava koko R, :ssa, silld se on jatkuva.

Olkoon t > 0. Tarvittaessa korvaamalla ¢ jollain sitd suuremmalla rationaaliluvulla
voidaan olettaa, ettd t € Q.. Olkoon 0 = ¢y < q¢1 < --- < @, = t rationaalisia.
Kayttamaélla hyvéksi funktioiden f ja fi kasvavuutta saadaan:

lim sup |fx(s) — f(s)|

k=00 50,4

< fim _max (1fila) = Flan)| + filain) = £a))

k—o0 i€{0,...,n—1}
< lim max (1ful@) = Fa)]+ 1) = )] + 215 (@) = Flain)l)

-1}
:2i max ] (¢;) — f(qis1)]-
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Koska f on rajoitetulla vélilla tasaisesti jatkuva, niin ylld olevan laskun viimeinen
termi saadaan jakoa tihentdmélld mielivaltaisen pieneksi. O]

Lause 3.3. Olkoot (Yi)i>o Poisson-prosessi intensiteetilla A. Silloin kaikilla t > 0
pdatee

lim sup n '|Y(ns) — Ans| =0 m.v.
n—oo OSSSt

Todistus. Olkoon t > 0. Nyt Lemman 3.2 avulla saadaan

ﬂ {lim n 'Y (nqg) — Ang| = 0} C { lim sup n '|Y(ns) — Ans| =0},  (3)
n—oo

Nn—00 <5<t
q€Q+ - =

koska Poisson-prosessi on kasvava ja funktio s — As on jatkuva. Valitsemalla Lem-
massa 3.1 vain yksi Poisson-prosessi ja sen kertoimeksi ykkonen saadaan, etta kaikilla
u > 0 péatee

lim n 'Y (nu) — Anu| =0 m.v.
n—oo

Néin ollen yht#lon (3) vasen puoli on numeroituva leikkaus melkein varmoista tapah-
tumista, ja viite seuraa tésta. 0

Lause 3.3 kertoo, ettd kun tarkasteltavaa aikavilid suurennetaan, mutta samalla
pienennetdin mittakaavaa, niin prosessin polut alkavat muistuttaa melkein varmasti
suoraa viivaa. Tamén voi ajatella myos siten, ettd otospoluksi saadaan suora vii-
van milld tahansa aikavélilla, jos hyppyjen tahtia nopeutetaan dédrettomédan, mutta
samalla niiden kokoa pienennetéén sopivalla nopeudella.

Poisson-prosessi on yksiulotteinen prosessi, joka kasvaa koko ajan keskimé&érin sa-
malla nopeudella. Néin yksinkertaiseen tilanteeseen ei kuitenkaan tarvitse tyytyé.
Seuraavaksi Lause 3.3 yleistetdén paljon suuremmalle joukolle Markov-prosesseja. En-
siksi ratkaistaan erdénlaisen stokastinen integraaliyhtélo. Tésta eteenpéin tdmé luku
seurailee kirjan [12] sivujen 327 ja 455457 esitysta.

Lause 3.4. Olkoot B : Z¢ — R, | € 7%, funktioita, joille M = supZﬁl(x) < 00.
T

Olkoon Y toisistaan riippumattomia Poisson-prosesseja intensiteetilld 1. Talloin on
olemassa Z%-arvoinen Markov-prosessi (X;)i>o siirtymdintensiteeteilli q, .1 = Bi(x),
joka toteuttaa kaikilla t > 0 m.v. yhtdlon

X(t)=X(0)+ Z Y, (/Ot BZ(X(S))CZS) . X(0) € Z* ei-satunnainen vakio. (4)

Todistus. Madritelladan Xo(t) = X(0) kaikilla ¢ > 0. Oletetaan sitten, ettd samassa to-
dennékoisyysavaruudessa kuin Y;:t on mééritelty prosessi Xj_1, joka saa korkeintaan
k eri arvoa m.v. Maéritellddn prosessi

Xe(t) = X(0)+ > 1y, tﬁ(X _1(s))ds ) . (5)
k Zl: l</0 l k >
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Osoitetaan, etté X » on hyvin mééritelty hyppyprosessi. Merkitéin ensiksi Py (Z4) =
{J C 7% 4#J < k}. Havaitaan nyt, ettd mille tahansa t > 0 ja J € Py piitee

EZY(tmaxﬁl ) ZEY(tmax,@l )—thaxﬁl
<tZZBl —tZZ@ <tZsupZﬁl ) < thM < .

zed zed c g vezd

Y14 olevasta saadaan, ettd >, Y] (t maxgey 0z )) < oo kaikilla ¢ > 0 m.v. Koska

Pi(Z%) on numeroituva joukko, saadaan edelleen, ettd kyseinen summa on dérellinen
kaikilla t > 0 ja kaikilla J € Py(Z%) m.v.

Merkit#in sitten K = {z € Z¢ : X;_1(t) = x jollain ¢t > 0}. Huomataan, etti
#K < k, m.v. koska oletettiin, ettd X, ; saa korkeintaan £k eri arvoa m.v. Nyt
kaikilla ¢ > 0 pétee, etta

Yy (/Ot 51(Xk—1(5))d8) < Zﬁ(tgg}?ﬁz@)) <00

Téastd saadaan ettd ylld olevan yhtdlon ensimméinen termi on kaikilla ¢ > 0 m.v.
aarellinen, ja siten my6s yhtélossé (5) oikealla olevassa summassa on dérellisen monta
nollasta poikkeavaa termié kaikilla ajanhetkilla ¢. Néin ollen X x on hyvin méaritelty
sekd paloittain vakio ja oikealta jatkuva, koska Poisson-prosessit ovat sité ja dérellinen
summaus selvéstikin siilyttdd ndmé ominaisuudet.

Merkitédén Xj:n k:nnetta hyppyhetked 7;:1la. (Huomaa, etté téssd vaiheessa indeksi
k viittaa seké prosessin indeksiin, ettd hyppyhetken jérjestysnumeroon.) Mééritellaan
sitten prosessi X; seuraavasti:

Xk<t) = Xk@ A\ Tk),

Nyt X on myos oikealta jatkuva ja sen kmnes hyppyhetki on myos 74 (téssé voi
olla 7, = oo, mutta tdmé ei haittaa mitéén). Saatiin siis médriteltyd prosessit Xj
kaikille £ € N siten, ettd prosessi X hyppéda korkeintaan k kertaa. Sovitaan vielé,
ettd 7o = 0.

Osoitetaan nyt, etta

Xk(t) = kal(t), kun ¢t < 7. (6)

Viite pétee selvisti kun £ = 1. Oletetaan sitten, ettd viite pétee, k:lle. Osoitetaan
viite k + 1:lle. Olkoon t < 7. Téalloin

Xt (1) Zzy / il Xals) ds) Xu(t) = Xi(t). (7)
=X 1()

Erityisesti huomataan vield, ettéd & ensimmaéistd hyppyhetked ovat samat prosesseille
Xkt ja X, joten 7, < 71q. Siten laskusta (7) saadaan, ettd kun ¢ < 74, niin

X1 (t) = X1 (1) = Xi(0).
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Jos taas 7, <t < Tpiq1, niin
X1 (t) = X1 () = Xpr (1) = Xi(m) = Xi(8).

Merkitdén limg oo s = 7Too. TAmA raja-arvo on varmasti olemassa, koska (7%)
on kasvava jono, kuten edelld todettiin. Nyt voidaan mééritelld prosessi (X;)o<t<r.,
asettamalla

X(t) = lim X(t), t< Teo. (8)

k—00

Faktasta (6) seuraa, ettd tAmé raja-arvo on olemassa kaikilla ¢ < 7.,. Liséksi havai-
taan, ettd (X;) toteuttaa yhtdlon (4) kaikilla ¢ < 7.

Téssd sivuutetaan todistus siitéd, ettd (X;) on Markov-prosessi halutuilla siirty-
méintensiteeteilld (Ks. [12] Theorem 4.1 s 327). Kun tdmé on tiedossa, niin Lauseesta
2.16 saadaan, etta

lim 7, = o0, m.v. (9)
k—ro0

Niin ollen X on méaritelty kaikilla ¢ > 0, ja véite on siten todistettu.
]

Seuraavaksi Markov-prosessi laitetaan hyppiméén nopeammin, mutta samalla pie-
nennetéin hyppyjen kokoa. Olkoot 3;, | € Z?, funktioita, joille pitevit Lauseen 3.4
oletukset. Oletetaan kuitenkin nyt, etté funktiot 5; on médritelty koko R%:ssi. Olkoon
sitten n € N ja Z%:ssd funktiot ﬁl(n) () := nf(x/n). Huomataan, ettd kiinnitetylle
n funktiot Bl(n) toteuttavat samat oletukset kuin funktiot [;, joten Lauseen 3.4 avul-
la voidaan médritelld Z%:ssi Markov-prosessi (X, (t)), jolla on siirtyméintensiteetit
Qoarl = 51(") (7), ja jolle pétee yhtild

)?n(t) = )?n(()) + Zlyl(/of 61(71) ()?n(s))ds>, (10)

missd Y;:t ovat riippumattomia Poisson-prosesseja yksikkdintensiteetilld ja )A(n(O) el
ole satunnainen.
Merkitaéan

B(z) =) 1B(x). (11)

Oletetaan, etté funktiot f; ovat sellaisia, ettd summa oikealla puolella kaavassa (11)
suppenee itseisesti kaikilla = € R?. Jos funktiot (3; ovat Markov-prosessin siirtyméin-
tensiteetteji, niin B(z) on vektori R%:ss#, joka kertoo kyseisen prosessin keskiméirii-
sen muutosnopeuden eri suuntiin pisteessé x.

Olkoon sitten X, (t) = n~'X,(¢). Tillsin X,, on Markov-prosessi n~'Z%:ssi siir-
tyméintensiteeteilli ¢, = 8" (x). Merkitsemélld Y;(t) = Y;(t) — t ja kiiyttamélls

n’ n

16



yhtélod (10) saadaan:

A~

Xo(t) = n 7' Kot) = Xo(0) + 01 Y1, (n / ' (Xn(s))ds>
! 0
=X,(0) +n"? Z 1y, <n /Ot By (Xn(s))ds> + Z /Ot 151(X,(s)) (12)

=X, (0) +n! Zl?} (n /Ot By (Xn(s))ds) + /OtB(Xn(s))ds.

Viimeisesséd yhtasuuruudessa summauksen ja integroinnin jéarjestyksen vaihtaminen
onnistuu, koska prosessi X,, saa hetkeen ¢ mennessi vain dérellisen monta eri arvoa
ja oletuksen mukaan >, |I|8;(x) < oo kaikilla z € R?.

Lausetta 3.4 seuranneiden oletuksin ja merkinnoin voidaan nyt muotoilla seuraava
lause.

Lause 3.5 (Suurten lukujen laki Markov-prosesseille). Olkoon T' > 0. Oletetaan, ettd

i) On olemassa ei-satunnainen funktio X : [0,00) — R?, jolle pitee
t
X(t) = xg +/ B(X(s))ds, 0<u<T.
0

ii) On olemassa 6 > 0 siten, ettd joukolle
K:={zcR*: |z — X(u)| <6 jollekin 0 < u < T}

patee

Z |l sup Bi(z) < oo,
lezd zeK

ja ettd on olemassa M siten, ettd
|B(z) = By)| < M|z —y|, =yekK.

#i) lim X,(0) = xo.
n—o0
Tdllown
lim sup |X,(t)—X(@)|=0 mw.

n—oo 0<t<T

Todistus. Oletetaan ensin, ettd koko R%:ssé pitee

> |1l sup Bi(x) < o0, (13)

] zC€R4

ja ettd on olemassa M siten, ettd
|B(z) = By)l < Mz —yl|, w,yeR (14)
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Otetaan kayttoon seuraavat merkinnét

B = sup i(2),

zeR?
€, = Su n 1lY / du ‘
sup | S0~ 15 (n | A a) )
ja
Inlt) = sup | Xn(s) = X(s)]
Nyt kdyttamalla yhtdlod (12) ja oletusta (14) saadaan
fu(t) =

sup | X (0) — z + Zn‘llf/l (n /S B (Xn(u))du> + /S B(X,(u)) — B(X (u))dul
s<t ; 0 0

<10 =l +n+ [ M () = X(ald

< |X,(0) —m0|+en—|—M/tfn(u)du, 0<t<T.

Huomaa, ettd f on aarellisella vililla rajoitettu, koska X on jatkuva ja X, tekee

aarellisessa ajassa vain dérellisen monta hyppyé. Siten Gronwallin epayhtélostéa (Lause
A.10) seuraa

fn<T) < (an(O) - SL’()| + Gn)eMT.

Osoitetaan sitten, etté €, ——> 0, kun n — 0o.

<Zn 1] sup Y( /uﬁl(Xn(s))ds>’

u<T
SZn_llllsgg‘Yz nBu)| Zn‘llll ((nBt) +npit),
! U=

missd viimeinen epéayhtalo péatee termeittain.
Lemmasta 3.1 saadaan:

nh_}m Zn 1]l\ nﬁlt)+nﬁl —QZ!l\ﬂlt—Z hm n 1‘”( ((nfByt )"‘ngzt)-

Nyt kédyttdmalld arvioita (15) ja soveltamalla dominoidun konvergenssin lausetta
(Lause A.13) summauksen ja rajankdynnin jirjestyksen vaihtamiseen saadaan

lim €, < hm Zn |l|sup|Y (nBu)| =0, mou.,

n—oo u<T

koska Lause 3.3 sanoo ettd jokainen summattava termi menee melkein varmasti nol-
laan.
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Siirrytaéan nyt yleiseen tapaukseen, missd (13) ja (14) eivét vélttaméattd pade koko
avaruudessa. Taméi ei kuitenkaan tuota endd mitddn ongelmia, koska X, (s) pysyy
lahelld X (s):44 kaikilla s < T', kunhan n on tapreeksi iso. Siten funktioiden (5, ja B
arvoilla ei ole mitdan vélia K:n ulkopuolella.

Olkoon B*, 3 funktioita, joille

B*(z) = B(x), B;(x) = Bi(z) kaikilla z € K, € Z*

seké,
> 18;(x) = B*(x), kaikilla z € R,
l

ja joille (13) ja (14) péteviit koko R%:ssé (olemassaolo ks. Lause A.8).

Olkoon Markov-prosessit (X (t)):>0, jotka on kukin samoin mééritelty kuin vas-
taava X,,, mutta joiden madrittelyssd on funktioiden J; sijasta kdytetty funktioita ;.
Yhtélosta (12) huomataan, ettd X (¢) = X,,(¢) kaikilla v < T), :=inf{t > 0: X} (t) €
K¢}. Havaitaan, ettd

sup | Xp(t) — X(t)| <d=T,>T = X, (t) = X,(t), u<T,

t<T
ja koska todistuksen alkuosan perusteella

lim sup | X (t) — X(t)| =0, mw.,

n—o0 0<t<T
niin sama patee myos prosesseille X,. O

Seuraus 3.6. Olkoot funktiot X ja B; kuten Lauseessa 3.5. Olkoot (X,,(t))i>0, n € N,
Markov-prosesseja n~ 7% :ssd siirtymdintensiteeteilli q(;)i = nfy(£). Tdlloin kaikilla
>0 pitee e

X, (%) 4 X(t), kunn — co.

Lauseella 3.5 on paljon kidyttod monessa sovelluksessa, silld usein Markov-prosesseilla
on hyvin kayttiaytyva "drift”-funktio B. Lisdksi monesti on luonnollista tutkia systee-
mejé, joissa tapahtuu paljon pienid hyppyja. Télloin Markov-prosessia voidaan siis
approksimoida deterministisen differentiaaliyhtdlon avulla. Esimerkiksi téssa kirjoi-
telmassa Lemman 4.15 todistuksessa Lause 3.5 on térkedssé roolissa. Lisdéd esimerk-
kejé 16ytyy esimerkiksi [12] Luku 11 ja [11]. Estimaatteja todennékdoisyydelle
P(sup,<; | Xn(u) — X(u)| > €), katso [11].

4 Tiedonlevidmisprosessi

Siirrytddn nyt tdmén kirjoitelman pédasiaan eli tutkimaan tiedonlevidmisprosessia.
Tésséd luvussa kokonaisluku n on verkon koko, ja tiedonlevidmisprosessin kayttéay-
tymistd tutkitaan, kun n — oco. Melkein kaikki satunnaismuuttujat téssid luvussa
riippuvat n:std, mutta indeksid n ei ole aina merkattu nékyviin, jos riippuvuus siitéa
selvidd satunnaismuuttujan méarittelyn yhteydessa.
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Ensiksi kerrotaan téasméllisesti, minkélaisesta prosessista on kysymys. Alkutilassa
yvhdelld verkon solmulla on tieto. Prosessin kuluessa solmut heréilevit satunnaisil-
la ajanhetkilld toisistaan ja aiemmista tapahtumista riippumatta. Tama tarkoittaa
sitd, ettd jokaiseen solmuun liitetddn muista riippumaton A = A, -intensiteettinen
Poisson-prosessi, ja solmu heréé aina sité vastaavan Poisson-prosessin hyppyhetkilla.
Heratessddan solmu valitsee satunnaisesti tasajakaumasta kaikesta muusta riippumat-
ta jonkin verkon solmun ja ottaa siihen yhteyttd. Téssd oletetaan merkintéjen hel-
pottamiseksi, ettd solmu voi valita myos itsenséd. Télla oletuksella ei ole kuitenkaan
tulosten kannalta mitddn merkitystéd (ks. huomautus 4.6.) Mikéli herdévalld solmulla
on tieto, mutta solmulla, johon otettiin yhteytta, sité ei ole, niin herddva solmu siirtéaa
herddmishetkelld tiedon eteenpéin solmulle, johon se otti yhteyttéd. Jos herdéva sol-
mu siirtdé tiedon jo tietaville solmulle tai herdévilla solmulla ei ole tietoa, kyseisella
heraamishetkelld ei tapahdu mitaén.

4.1 Saturaatiohetki tavallisessa tiedonleviimisprosessissa

Merkitaan symbolilla Ty, = TS(;) pieninté ajanhetked, jolloin kaikki verkon solmut
ovat saaneet tiedon. Eli Ty, on se ajanhetki, jolloin viimeinen tiedonsiirto tapahtuu.
Téata ajanhetked sanotaan jatkossa saturaatiohetkeksi. Seuraava lause antaa rajaja-

kauman sopivasti normalisoidulle saturaatiohetkelle.

Lause 4.1. Taydellisessd verkossa tiedonleviimisprosessin saturaatiohetkelle pdtee

>\Tsat - 210g77, i> 51 + €2a
missd &1, & ~ Gumbel(0,1) ja & L &.

Edellinen lause on annettu ja todistettu papereissa [15] ja [14]. Téssé sovelletaan
kuitenkin hiukan erilaista menetelméé, jossa ei kidytetd generoivia tai karakteristisia
funktioita, kuten edelld mainituissa papereissa. Paperista [14] 16ytyy vastaava tulos
myos Erdésin-Rényin satunnaisverkolle (ks. Lause 4.12). Lausetta 4.1 vastaava tulos
diskreetissi ajassa 10ytyy esimerkiksi paperista [18].

Todistetaan seuraavaksi Lause 4.1. Ensiksi otetaan kdyttoon muutamia merkintojé
ja huomataan ettd solmujen herailyintensiteetti A ei ole todistuksissa olennainen.

Huomautus 4.2. Olkoon 7 jokin hyppy- eli informointihetki tiedonlevidmisproses-
sissa, jossa solmujen herdilyintensiteetti on 1, ja T vastaava hyppyhetki tiedonle-
vidmisprosessissa, jossa solmujen heréilyintensiteetti on A. Nyt Lauseen 2.15 nojalla
AT =4 T. Tasta syysté jatkossa koko Luvussa 4 oletetaan yleisyyttd menettaméatta,
ettd A = 1 kaikilla n.

Olkoon T}, ajanhetki jolloin k:nnes solmu saa tiedon, eli jolloin &£ — 1:s tiedonsiirto
tapahtuu. Tésséa siis T7 = 0, ja n:n solmun verkossa T,,; = T,,. Heti huomataan, etté
saturaatiohetki Ti,; voidaan kirjoittaa teleskooppisena summana

—

Tsat - (Tk-I—l - Tk) .
1

3

b
Il
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Hetkella T} prosessissa on k tietdvad solmua ja todennikoisyys, ettéd seuraavaksi he-
radavi tietdva solmu ottaa yhteyttd solmuun, jolla tietoa ei vield ole, on ”T_k Néin ollen
kayttamalld Poisson-prosessien unohdusominaisuutta ja Lausetta 2.14 havaitaan, et-

td summattavat edellisessd kaavassa ovat toisistaan riippumattomia, ja Typiq — Tk ~
Exp( =k,

n
Olkoot (Xk)’,z;% toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia, joille

XkNEXp(M>, k=1,....,n—1. (16)
n

Jatkossa téssd luvussa satunnaismuuttujat Xy esiintyvit aina téssé roolissa.
Mikéli n on pariton, niin

nTH_l n—1
T, = Z <Tk+1 - Tk) + Z (Tk—H - Tk>,
k=1 k:n+1

v ‘

misséd oikean puolen summat ovat toisistaan riippumattomia sekd symmetrisyyden
ntl_q
2

ja aiempien huomioiden nojalla molemmat jakautuneet kuten Z Xg. Jos taas n

k=1
sattuu olemaan parillinen, niin
71 n—1
T, = Z (Tk+1 - Tk) + Z (Tk+1 - Tk) + (Tgﬂ - Tg) :
k=1 k=241

missd oikean puolen viimeinen termin erotus suppenee jakaumassa nollaan (Lause

2.3), ja kaksi muuta termié ovat jakautuneet kuten 22;11 X}.. Edelliset huomiot mo-
tivoivat seuraavan lemman. Jatkossa indeksit §,n® jne. tarkoittavat ylospdin pyoris-
tettyd kokonaislukua.
Lemma 4.3.

n_g

2

Z X —logn % Gumbel(0, 1), kun n — oo.

k=1

Todistus. Olkoon 0 < a < % Jaetaan todistus kahteen osaan seuraavasti:

V|3

—1 e ’n/2—1

X —logn = ZXk — logn® + Z X, —logn'™>.

=1 k=1 , k=notl

Eod

S/

1) i>Gumbel(0,1) 2) iﬂ)

1) Olkoot Ej ~ Exp(%) toisistaan ja kaikista satunnaismuuttujista X}, riippumatto-

mia satunnaismuuttujia. Médritelliéin X, := min(Xy, Ej,) ~ Exp(k) (Lause 2.6).
Merkitédin

A= {X), = X; kaikilla k = 1,...,n%} = {E, > X, kaikilla k = 1,...,n"}.
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Kayttamalla Lausetta 2.6 saadaan

PUB < X0) = i
joten

nOt

P(A%) <) P(E < Xy) = S~k

k=1

1n%*(n*+1
= M — 0, kun n — oo.
n o n 2
k=1
Siispa P(A) — 1, kun n — oc.

Lauseen 2.8 nojalla 7 X —logn® % Gumbel(0, 1). Siten Lauseesta A.4 saa-
daan, ettd myos

(Z Xk — logno‘> 14= (Z X, — logna> 145 Gumbel(0, 1), kun n — oo.
k=1 k=1

Vaiitteen ensimmainen osa seuraa tastid edelleen Lauseen A.4 avulla.

Huomataan, ettd —-

2) Lauseen 2.3 perusteella X 2 suppenee jakaumassa nollaan, joten summaus voi-
daan yksinkertaisuuden vuoksi tehdéd saman tien §:een asti.

T = & T o Kirjoitetaan tamén avulla
n/2 n/2
n
Xy, —logn'™® = Xe— 77—~
> Xemtowt = 3 (M- )
k=n2+1 k=n>+1
(17)
2 1 nl=e 2 1
2 gl | 2 e
k=n%+1 k=n>+1
Huomataan, etté
n/2 n—n%*—1
1 1
> -y
k=n%+1

A.12 nojalla.

Siten hajotelman (17) alemman rivin molemmat termit suppenevat nollaan Lauseen

Kéayttamaélla Lausetta 2.4 ja satunnaismuuttujien X riippumattomuutta saadaan

n/2
k=n>+1

n/2 e B
Var k:g: ()(k‘_ EZ;:éTES) = EE: \Qﬂf)(kiz j{: ( Ol
=n>+1 k=n>+1
2 n/2
:Z<l+1)§4 :

k) 2
n
k n-—k
k=n>+1

=1
Z ﬁgél Z ﬁ—ﬂj’ kun n — oo.
k=n>+1
Koska lisdksi

k=n>+1
n/2
n .
E{ ) Xi— peesl 0 kaikilla n,
k=n>+1

22



niin soveltamalla Markovin epayhtélod (Lause A.1) ndhdéén, ettd myos hajotelman
(17) ensimméinen termi suppenee jakaumassa nollaan. Toisen osan ja samoin koko
lemman véite seuraa kdayttamélla Slutskyn lemmaa (Lause A.2). [

Merkitddn jatkossa T}, pienintd ajanhetked, jolloin vahintéén puolet verkon sol-
muista on informoitu. Eli nmn solmun verkossa T}, = Tg.

Lemma 4.4. Tdydellisessd verkossa pitee

Touoli — logn N Gumbel(0, 1), kun n — oo.

Tsat — Tpuoti — logn LN Gumbel(0, 1), kun n — oc.
Todistus. Seuraa suoraan Lemmasta 4.3 ja sitéd edeltdvistd padttelyista. O

Lause 4.1 seuraa nyt Lauseesta A.6, silld Tuoi L (Tsat — Tpuoli) -

4.2 Saturaatiohetki ohennetussa tiedonleviimisprosessissa

Seuraavaksi siirrytadn ohennettuun tiedonlevidmisprosessiin, jossa solmu tiedon saa-
tuaan alkaa levittaa sitd todenndkoisyydelld p = p, € (0, 1]. Todennékoisyydelld 1 —p
solmusta tulee pelkké kuuntelija, ja télldin se ei tiedon saatuaan tee prosessin loppuai-
kana endd mitddn. Se, ryhtyyko solmu levittédjéaksi vai kuuntelijaksi, ei riipu muitten
solmujen valinnoista, eikd mistddn muustakaan mitéd prosessissa on aiemmin tapahtu-
nut. Jatkossa tavallisella tiedonlevidmisprosessilla tarkoitetaan tiedonlevidmisproses-
sia, jossa kaikki solmut ovat levittdjid. Tavallinen tiedonleviimisprosessi saadaan siis
ohennetusta tiedonlevidmisprosessista valitsemalla p = 1.

Lause 4.1 yleistyy ohennetulle tiedonlevidmisprosessille. Lauseen 4.1 merkinnoin
saadaan seuraava tulos.

Lause 4.5. Oletetaan, etti pn'=¢ — oo, kun n — 0o, jollain € > 0. Tdlléin tdydelli-
sessd verkossa ohennetun tiedonlevidmisprosessin saturaatiohetkelle pitee

PAT oot — 2logn —logp 5 & + &.

Huomautus 4.6. Tilanne, jossa solmun ei sallitakaan ottaa yhteytté itseensé, vastaa
tilannetta, jossa jokainen solmu heréilee intensiteetilld ”T_l/\ (Lause 2.14). Merkitédén
saturaatiohetked téllaisessa prosessissa symbolilla T,;. Nyt lauseen 4.5 nojalla

n—1

)\Tsat - 210gn - lng — 51 — 527

mutta koska (=2~ — 1)(logn + logpn) — 0 niin Lauseen A.5 nojalla myos

n—1

Tsat - QIOgn - logp i) 51 + 52-
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Todistetaan ensin muutamia lemmoja, joista voidaan sitten koota todistus Lauseel-
le 4.5. Otetaan ensiksi kdyttoon hieman merkintojé ja méaritelmia. Jatkossa levittdjik-
st sanotaan solmuja, jotka alkavat tiedon saatuaan levittda sité eteenpéin. Levittdviksi
solmuiksi sanotaan levittéjia, joilla on tieto.

Olkoon L, = 1, jos z::s tiedon saanut solmu on levittaja i=1....n.

0, jos i:s tiedon saanut solmu on kuuntelija,
Siis Ly = 1 ja L; ~ Ber(p), kun i > 2. Olkoon Sy := Zle L;. Eli S}, on levittivien
solmujen méaara hetkella Tj,. Téssa Ty on luonnollisesti edelleen samassa roolissa kuin
aiemminkin, eli ajanhetki kun k:nnes solmu saa tiedon. Seuraavan lemman avulla
saturaatiohetken T, jakauma saadaan heti kirjoitettua tunnettujen jakaumien avulla.

Lemma 4.7. Olkoon n > 2 ja X ~ Exp(k(”_k)), k=1,...,n—1, keskenddn ja

katkista L;:std risppumattomia satunnaismuuttujia. Tdlloin pdtee

k‘ n—1 -
(§%) = (T =T
k k=1

Erityisesti saturaatiohetkelle pdtee

Todistus. Merkitdin S = (Si,...,S,.1) ja K = {z € N*°! : P(S = z) > 0}.
Kayttamaélla hyviksi Lausetta 2.4 saadaan

P(Ty =T, <ty,....,T, = Thoy <tyy)
:ZP(Tz —Ti<ty,.... T, =Ty < tpa|S =2)P(S =2z)

zeK
1 —1
:ZP(—Xlﬁtb---,n anﬁtnl) P(S = z)
zeK 21 Tp—1

1 n—1
P =X, <t Xy <tw1),
(Sl 1 > ', ’Sn_l 1 = 1)

missé toinen yhtasuuruus voidaan perustella samaan tapaan kuin tehtiin luvun alus-
sa ennen Lemmaa 4.3. Nyt nimittidin ehdolla S = z € N"! prosessissa on
kappaletta levittdjia hetkelld T} ja todennékoisyys, ettd seuraavaksi herddvé levit-

tdja ottaa yhteyttéd ei-tietdviddn solmuun on @ Néin ollen ehdolla S = x pitee

Tir1 — Ty ~ Exp (M) = ﬁExp (k("fk)) , silld oletuksen mukaan S on riippu-

n n
maton siitd mitd huhulevidmisprosessissa muuten tapahtuu. Liséksi Poisson-prosessin
unohdusominaisuuden nojalla ehdolla S = x satunnaismuuttujat Ty, — T} ovat toi-
sistaan riippumattomia. O

Seuraavaksi havaitaan, ettd levittdjien suhteellinen osuus on suurella todennékoi-
syydellé lahelld p,:44 suurilla n:n arvoilla.
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Lemma 4.8. Olkoon 0 < o < % ja o+ % < B <1 seki0<c<1. Madritelldin
A, = {|Se/k —p| < 6y/pn™* kaikilla en” < k <n}.
Oletetaan, ettdi np — oo, kun n — oo. Tdlloin kaikilla 6 > 0 pdtee
P(A,) — 1, kun n — oo.
Todistus. Havaitaan ensiksi, etté

P(AS) =P (|Sx — pk| > dky/pn~* jollain en” < k < n)
<P (|Sy, — pk| > dey/pn? ™ jollain en” < k < n)
=P(max |Si —pk| > dcy/pn”™)

i(Li — p)‘ > 50\/@15’0‘)

SP<|1 — p| + max

2<k<n

zk:(L,- —p)‘ > Sey/pnf T — 1).

1=2

§IP’< max
2<k<n

Oletuksen mukaan np — oo, joten myds 50\/@15_‘“ — 00. Siten kun n on riittdvan
suuri, niin 50\/1_9715_"‘ —1 > 0, ja Kolmogorovin maksimaaliepidyht#lon nojalla (Lause
A.9) saadaan

IP’( max

2<k<n

1= =2

Lisdksi Var (Z?:2(Li — p)) = (n—1)p(1 — p) < np. Niin ollen

n

Var (Z(Lz —p)> (6cy/pnP~* — 1)72 < np(dey/pn”~* —1)7% = 0, kun n — oo.

i=2
[l

Levittavien solmujen osuus tietédvistd solmuista tiedetdén siis kohtalaisen tarkas-
ti, kunhan prosessi on ollut kdynnisséa jonkin aikaa. Prosessin loppupéén jakaumaan
padstadn siis késiksi Lemman 4.7 avulla. Prosessin alussa levittdvien solmujen suh-
teellinen osuus tietdvistd solmuista voi kuitenkin vaihdella hyvinkin paljon. Taméa
ongelma ratkaistaan siten, ettd hetkeen T, asti tutkitaan pelkkien levittédjien muo-
dostamaa aliverkkoa. Téssé aliverkossa nimittdin on kdynnissé tavallinen tiedonlevié-
misprosessi, missid kuuntelijoita ei ole ollenkaan. Seuraava lemma kertoo, ettd puolet
kaikista verkon solmuista on saanut tiedon suunnilleen samaan aikaan kuin puolet
kaikista levittéjistd. Merkitddan ensin

k =inf{k : Sy > S,/2}

eli k on se indeksi k, jolla osasumma Sy ylittdd puolet koko summasta S,,. Nyt siis T},
on se ajanhetki, kun puolet levittéjistd on saanut tiedon.
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Lemma 4.9. Jos pn'=¢ — oo jollain € > 0, niin
P Tpuoti — T LN 0, kun n — oo.

Todistus. Olkoon « € (0, %) sellainen, ettd ,/pn® — oo, kun n — oco. Maéritelldén
tapahtuma

Ay = {|Sk — pk| < \/pkn~® kaikilla % <k<nl.

Perustellaan ensiksi, ettd A,:ssé x on ldhelld lukua 7.
Joukossa A, pétee
S < pn 1704 11—« < S
Sy +/pn ¢ < — /o < -

Keskimméinen epdyhtilo on totta suurille n, koska /pn® — oo. Téstd saadaan, ettd
tarpeeksi suurille n pétee

Ta k>4 inf{k: >1:8,> %—\/]_ml_“} — 1, inf{k: > % LS, > %—\/fml_a}.

Nyt kdyttamalla tietoa, ettd A, :ssd S, < kp+ \/ﬁnl_a kaikilla § < k < n saadaan,
etta
Ta inf{k >". 5 > % — \/ﬁnl—“}

—« pn —«
:kp + /pn' 27—\/]377,1 }

n 2
Y
2 \/]3

Yhdistamaélla ylla olevat laskut ja merkitsemalla n_ := {% —

B~ 33

ST, inf{k >

2 l-a .
ik W saadaan siis,
ettd riittdvéan suurilla n pétee

ﬂAnK Z ]lAnTL_.

Vastaavin perustein saadaan riittdvéan suurille n
. pn 11—«
ILAnFLS]IAnmf{k:ZLSkZ?—i—\/ﬁn }
n
c Sk > % + \/ﬁnl_a}
p— ot 2 B e

T N
= —_ —MN = n

S e e o 2 1—
missi siis n, = {% + 5 “-‘ .
Edellisista arvioista 14, x:lle saadaan, etté riittdvén suurille n pétee

= inf{k; >

A~ S 3

<Lu. inf{k; >

ny— 1 TL+—1

PLa Tyt = T <p (T, = To) =p > (Tior = Ti) =0 Y —Xk (18)

_n_ _n_
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Viimeisessé yhtdsuuruudessa kéytettiin Lemmaa 4.7.
Huomataan vield, ettd jos n on riittdvén suuri, niin n_ > 7. Télloin suoraan
tapahtuman A, mairitelmésta saadaan

ny—1 ny—1

k
pla, k; S—ka \/_n - Z X (19)

Koska /pn® — oo, niin 1# — 1. Lemman 4.8 nojalla P(A,) — 1. Siispa

—a

arvioiden (18) ja (19) seké Lauseen A.4 nojalla riittdéd osoittaa, ettd

n4
Z Xp %0, kun n — oo. (20)
k=n_

Koska EX}, = % + ﬁ, niin Markovin epayhtélon (Lause A.1) avulla saadaan, etté
kaikille 6 > 0 pétee

o I e /1 1 2 ny—n
X, >0 <~ (_ _> <27 L o) 0.
;n: S R PRV ano D5 ol
Konvergenssi seuraa siitéd, ettd ,/pn® — oo. ]

Seuraavaksi osoitetaan pieni tekninen lemma.

Lemma 4.10. Jos pn'~% — oo, niin
Sp,
nel— — 1‘ 4, 0, kun n — oc.
n
Todistus. Kaikille 6 > 0 pétee

]P’(nES——1| )—P(‘&—p‘>5pn_€)
n n

<P <|Fn —p‘ > 5\/571_%%) — 0, kun n — oo,

missé epdyhtéld pétee riittédvin suurille n, koska jos on n on iso, niin \/p > n —5t2e,
Konvergenssi seuraa Lauseesta 4.8. 0

Lemma 4.11. Jos pn'=¢ — oo jollain € > 0, niin
T puori — log pn 4, Gumbel(0, 1).
Todistus. Kirjoitetaan ensiksi

pruoli - lOg pn

—T, —log S, + <p — —)T}i +log — + p(Tpuoti — Tx)
n n n

— (?TK — lOg Sn> <1 + p — n > + (p - n ) log Sn —+ lOg% +p(Tpuoli — T,{)

(21)




Kun tutkitaan pelkéstdan levittdjien muodostamaa aliverkkoa, niin saadaan ta-
vallinen tiedonlevidmisprosessi taydellisessd verkossa, jossa on S,, kappaletta solmuja,
ja jossa solmut heriilevat intensiteetilla S” Silléi todennékoisyys, ettéd levittaja ottaa

heréitessddn yhteytté toiseen levittdjaan on ==. Koska liséksi S, 4, oo, kun n — oo,
niin Lemmasta 4.4 (ks. my6s huomautus 4. 2) saadaan, etté

Snp _log S, Gumbel(0, 1).
n

Lemman 4.9 nojalla p(Tpuolz —Tx) 40,
Lemman 4.10 n0Jalla Su 4 1, joten Lauseen A.7 nojalla log 4 0.
Havaitaan vield, etté S < n aina, joten kun € > 0, niin 150111a n patee

Su
pn

Se-p

_’ﬂ
n

Sn_1|

Konvergenssi seuraa Slutskyn lemmasta (Lause A.2), silli Lemman 4.10 nojalla ni-
mittédja konvergoi ykkoseen ja osoittaja nollaan, kunhan € on riittdvén pieni.

Nyt koko lemman viite seuraa Slutskyn lemmasta, kun edelld olevat konvergenssit
sijoitetaan hajotelmaan (21). ]

log S,, =

logS, < ——+— %O, kun n — oo.

p?’L

Seuraavaksi voidaankin jo koota todistus Lauseelle 4.5.

Lauseen 4.5 todistus. Kirjoitetaan

stat -2 logn - lng = pruoli - logpn} + |:p(Tsat - Tpuoli) - logn .

Edella jo osoitettiin, ettd ensimméinen summattava eli prosessin alkuosa konvergoi
Gumbel-jakaumaan. Tehtdvanéd on siis endéd todeta toisen termin suppeneminen ja
summattavien asymptoottinen riippumattomuus.

Maééaritelladn tapahtuma

{\Sk —p| < ky/pn~ kaikilla = <k <n }

n
2~

Vpn?

missé o € (0,3) on sellainen, ettéd ¥ — o0. Olkoot satunnaisuuttujat (Xj);~|

kuten Lemmassa 4.7 ja t,s € R. Lemmasta 4.7 saadaan

P(p(Tsat - Tpuoli) - logn S ty pruoli - logpn S 3>

n—1 %_1
= (p S—Xk—logn<t,pZS—Xk—logpn<s>
k=1 k=1
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Lemman 4.8 nojalla P(A4,) — 1, joten

21

(ZSXk—logn<t pz Xk logpn<s>

]

—]P’( Z —Xk —logn <'t, pz SEX;C —logpn < S,An> + o(1).
k=1 "k

Merkitsemalla a,, = fjr/; — suoraan A,:n miaritelmasti saadaan

21

P(pz — X —logn <'t, pz ka—logpn<sA>

Siité, ettd satunnaismuuttujat X ovat toisistaan ja satunnaismuuttujista Sy riip-
pumattomia seuraa

1

(anZXk—logn<t pz Xk—logpn<8)

n_g

:P<an§Xk —logn < t)IP’(pi S%;Xk —logpn < s).

Kayttamalla uudestaan Lemmaa 4.7 saadaan

n_g

n—1 2
k
P(an ZXk —logn < t)IP)(pZ S_ka —logpn < s)
n k=1

:5 =

(22)
—P(@n Z X —logn < t>IP’<pruoli —logpn < s).
=3
Kun kéddnnetddn summaus toisinpéin, Lemmasta 4.3 saadaan etta
n—1
Z Xi —logn % Gumbel(0, 1), kun n — oo. (23)
k=5

Edelleen a:n valinnasta seuraa, ettd (a, — 1)logn — 0, ja siten yhtélon (23) seka
Lauseen A.5 nojalla yhtélon (22) ensimméinen tulontekijd suppenee lukuun F¢(t) :=

P(& < t). Toinen tulontekiji suppenee lukuun Fg¢(s) Lemman 4.11 nojalla. Siten
edellisistéd arvioista saadaan, etté

P<p<Tsat - Tpuoli) - logn S tv pruoli - Ingn S 5) S Ff(t)FE(S) + 0(1)
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Vastaavin perustein kayttdmalla lisdksi neljannelle riville mentéesséd alkeellista
epiyhtilod P(AN B) > P(A) — P(B¢) saadaan, etté

P(l)(Tsat - Tpuoli) - logn S t’ pruoli - log pn S S)

n—1 %*1
k
:IP’<p g S—ka—logn<t, P E —Xk—logpn<s>
k=1 k=1
n_1

SN Y

> (—_a Xy —logn <t p —Xk—logpngs,An>
VP —n k=2 k=1 Sk

EIP’(—_Q Xi—logn <t, py —X;—logpn < s) —o(1)

VP —nT = = Sk

n_y

n—1 p) ]{Z
:P(%;Xk —logn < t)IP’(ka:; S_ka —logpn < s) —o(1)

n—1
P
:P(—\/— > X -1 <t>P<TW—1 < )_ 1
N TS r —logn < P puori — logpn < s) —o(1)

— Fe(t)Fe(s), kun n — oo.

Edellisista arvioista saadaan siis, etté

<p(Tsat - Tpuoli) - IOg’I’L S ta pruoli - 1ngn S 3) $ (517 52)7

missé &1, & ~ Gumbel(0,1) ja & L &. Viite seuraa nyt kdyttamailla Lausetta A.7,
koska (x,y) — z + y on jatkuva funktio. ]

Esitetdan tdmén luvun loppuun vertailun vuoksi vield Lauseen 4.5 nidkdinen tulos
Erdésin—Rényin satunnaisverkossa paperista [14]. Olkoon G' = G(n,p) verkko, jossa
on n solmua ja kunkin solmun vélilla linkki muista linkeistd riippumatta todenné-
koisyydellda p = p, € (0,1]. Mééritelladn tdhdn verkkoon tavallinen tiedonlevidmis-
prosessi aivan vastaavasti kuin taydelliseen verkkoonkin. Eli solmu voi ottaa yhteytta
mihin tahansa verkon muuhun solmuu, mutta nyt lisivaatimuksena sille, etté tieto voi
siirtyé solmulta 7 solmulle j on, ettd 7:n ja j:n vililla on linkki. Huomaa, ettéd Lauseen
2.14 nojalla voitaisiin tdmé& prosessi méaaritelld yhtédpitdvésti myos siten, ettd jokainen
solmu lahettéd tietoa intensiteetilla % jokaiseen siitéd lahtevaan linkkiin.

Lause 4.12 ( [14] Theorem 3.1). Oletetaan, etti 52"~ — oo, kun n — oo. Tdlldin
tavallisen tiedonleviimisprosessin saturaatiohetkelle Ty, verkossa G pdtee

p)‘Tsat —2 IOgTL — él + 527
missd &1,& ~ Gumbel(0,1) ja & L &.

Huomaa, ettd valitsemalla p = 1 joko Lauseessa 4.5 tai Lauseessa 4.12 saadaan
Lause 4.1.
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4.3 Tiedonlevidminen yksittiisille solmuille

Téssa alaluvussa jatketaan edelleen samoilla merkinnéilla kuin aiemminkin tassé lu-
vussa. Tarkastellaan ohennettua tiedonlevidmisprosessia parametrilla p = p,, taydelli-
sessé n:n solmun verkossa. Valitaan tasajakaumasta k kappaletta solmuja riippumatta
kaikesta mitd prosessissa muuten tapahtuu, mutta ei kuitenkaan valita sitd solmua,
jolla on tieto prosessin alkaessa. Numeroidaan valitut solmut 1,...,k ja merkitdan
7;:114 hetked, jolloin solmu ¢ saa tiedon. Seuraava lause kertoo ajanhetkien 7; asymp-
toottisen jakauman ja riippuvuusrakenteen. Huomaa, ettéd k on nyt kiinnitetty eiké
se riippu n:sté.

Lause 4.13. Oletetaan, etti on olemassa sellainen € > 0, ettd pn'=¢ — 0o, kun n —
oo. Tdlloin J

(pAT; — logpn);?:1 — (£+ Zj)le, kun n — oo,
missi &, Zy, . .., Zy ovat toisistaan riippumattomia ja & ~ Gumbel(0, 1) sekd Z;:t ovat
standardeja logistisesti jakautuneita satunnaismuuttujia eli

et

et +1’

!
=
I
=
N

|
I

te R

Tapauksessa p = 1 tdmé Lause on esitetty ja todistettu paperissa [2] ja hieman eri-
laisella menetelmélla paperissa [1]. Paperista [2] 10ytyy myos vastaava tulos Erdésin—
Rényin satunnaisverkossa yhdelle solmulle eli tapaukselle & = 1 (ks. Lause 4.17).
Vastaava tulos konfiguraatiomallille eri asteluvun jakaumille tapauksessa k =1 = p
16ytyy esim. papereista [3] ja [4].

Jatkossa voidaan olettaa, ettd A = 1 (ks. Huomautus 4.2).

Méaaritelldan
n/2—1

F,(t) :%Zn:]l(zixk— Z X, gt).

i=1
Téssd Xj:t ovat edelleen samoja kuin aiemminkin téssd luvussa (kuten Lemmassa
4.7). Sovitaan madritelyssd, ettd tyhja summa on 0.

Lemma 4.14. Kaikilla t € R pdtee

F,.(t) 4 F(t), kun n — oo.

Todistus. Olkoon
B(z) =x(l —z) VO0.
Nyt (F,(t))¢>0 on Markov-prosessi n~'Z, :ssa siirtyméiintensiteeteilli
k(n —k
g = I gy,

Havaitaan, ettd F' toteuttaa logistisen differentiaaliyhtalon F'(t) = B(F(t)), eli

<k<n-1.

F(t) = 5 + /0 B(F(s))ds.
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Lisiksi F,(0) = [2]2 — 1 = F(0). Viite ei-negatiivisille ¢ saadaan téstéd Seurauksen
3.6 avulla, silld S on rajoitettu ja Lipschitz-jatkuva koko R:ssé.
Maaritelldén sitten

n/2—1

Fo(t) = Z (Zxk—ZXk<—t) t>0.
=1
Huomaa, ettd mikili —t ei ole prosessin (F),(t)) hyppyhetki niin F, (¢ ) = Fo.(—1).

Koska kiinnitetylld ¢ prosessi (F,(t)) ei m.v. hyppéé, niin riittdé osoittaa, etta F,(t) LN
F(—t) kaikilla ¢ > 0.
Havaitaan, ettd (F,(t))s>0 on Markov-prosessi siirtyméintensiteeteilla

qr k-1 :M:nﬁ(k/n), 2§k§g—1.

Lisiiksi F(t) = F(—t) toteuttaa yhtilon F’ = —3(F) ja lim,_ F,(0) = F(0). Niin
ollen taas Seurausta 3.6 hyvéksi kidyttden kaikilla ¢ < 0 pétee

F.(—t) 4 F(—t) = F(t), kun n — oo.

Parannetaan vield hiukan edellistd lemmaa.

Lemma 4.15. Olkoon (a,) lukujono, jolle pditee lim, o a, — 1. Tdlldin kaikilla
t € R pdtee

Fy(ant) % F(t).

Todistus. Olkoon t € R ja € > 0. Koska F' on jatkuva voidaan valita sellainen ¢ > 0,
ettd € 1= |F(t+0) — F(t)| + |F(t —0) — F(t)| < ¢/2. Olkoon n riittavén suuri, jotta
la,t — t| < 6. Télloin kayttamalla hyvéksi prosessin F,, kasvavuutta saadaan

P(|F,(ant) — F(t)] > ¢)
<P(|F,(t —0) — F(t)|+ |Fn(t +0) — F(t)| > ¢)
<P(|F.(t—0)— F(t—=08)|+ |Fo(t+0) — F(t+6)|+ € > ¢)
<P(|F(t —0) — F(t =)+ |Fn(t+9) — F(t +0)| > €/2)
<P(|F(t —0) — F(t—0)| >e/4) + P(|F.(t +0) — F(t+ )| > ¢/4)

— 0, kun n — oc.

]

Todistetaan vield yksi lemma. Otetaan sitd varten kayttoon muutama merkinta.
Olkoon N(t) = N,(t) tietavien solmujen méara hetkella ¢ ohennetussa tiedonlevié-
misprosessissa. Méaritelladn

N(Tpuoli + t/p)

Hn(t) = n s t e R.
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Lemma 4.16. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen o € (0, %), ettd \/pn® — oo, kun n —
oo. Tdlloin kaikilla t € R pdtee

H,(t) LN F(t), kun n — oc.
Todistus. Lemmaa 4.7 hyvaksi kdyttden havaitaan, etta

n/2—1

H, () = —Z (Zs_ka - Z S—Xk <t/p), (24)

missd S maarltellétéin samoin kuln Lauseen 4.5 todlstuksessa. Huomaa téssd, etté
Touoli =st Zk 11 & X,.. Madritelldankin nyt H,(t) uudestaan kuten kaavassa (24), niin

ettd jakaumien yhtasuuruuden sijasta patee otosten yhtdsuuruus. Téssé ei menetetd
mitaén, koska tavoitteena on todistaa ainoastaan H,(t):n jakauman suppeneminen.
Kiinitetddn ¢ < 0.
Olkoon a € (0, 2) ja B € (%,1) sellaisia, ettd /pn® — oo ja %+ a < f < 1.
Kirjoitetaan ensiksi

ZH(Z—Xk— Z —Xk<t/p>
:%%23111( n/i:l Xk<t/p> (25)
:_Z_: 1( - WXQ:l—Xk<t/p>—|—0()

Maaritelladn sitten tapahtuma

A, = {k7YS, — pk| < /pn™® kaikilla n” <k <n}.

Ehdolla A, pétee fn _ < Si < - f ~ kaikilla n® < k < n. Siten, kiyttamalla
H, (t):1le esitysté (25), saadaan A, :ssé arv1ot
1 51 n/2-1 \/_ o — /P
SPILED I )+o<1>=Fn(]%t)+o<1>
n - p
i=nb
ja
1%_1 g p+\/_ p+pn~*
H()>-31(- > x >+01:Fn(—t>+01.
PO EDIEE 0 ; )

Koska I# — 1, niin Lemman 4.15 nojalla F, <I#t> 4 F(t). Lemman
4.8 nojalla P(A,) — 1, kun n — o0, joten edellisten arvioiden ja Lemman A.4 nojalla
myds H,(t) % F(2).
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Olkoon sitten t > 0. Viite saadaan todistettua téassa tilanteessa melkein samanlai-
sella laskulla kuin dsken. Kirjoitetaan ensiksi

n i—1

-1 5 (5 ) 2]

=241 k=2

Téamén avulla saadaan, samoin kuin #dsken, A, :ssé arvio
F, (p—\/ﬁ t) < H,(t) < F, (p—ﬁ? t) ,
p p

mista viite seuraa. O

Lauseen 4.13 todistus. Kirjoitetaan
pTi — lngTL = (pruoli - logpn) +p(7-z - Tpuoli)-
Merkitéaéan
Ln = pruoli - IngTL

Osoitetaan, etté
d
(p(Tl - Tpuoli)7 v 7p<7-k: - Tpuoli); Ln) — (Zla vy Zku £)7

jolloin viite seuraa siité, ettd funktio (z1,...,zx,y) — (y+x1,...,y+x;) on jatkuva.
Olkoon a = (ay,...,a;) € R* mielivaltainen. Numeroimalla tarvittaessa valitut

solmut uudestaan voidaan olettaa, ettd a; < ay < --- < ap. Maéritellddn tapahtuma

An = {p(Tl - Tpuoli) < Qy, ... 7p(T/€ - TPUOH) < &k}
k

= ﬂ{solmulla i on tieto hetkelld Tpy0 + a;/p}-
i=1

Kiinnitetdén ¢ € R ja osoitetaan, etta
P(A,, Ly < t) % Flay) ... Flap)Fe(t),

missi Fg(t) = exp(—e™") on siis Gumbel(0, 1) jakauman kertyméfunktio.
Merkitaéan edelleen N (t):114 tietdvien solmujen méaérdé hetkelld ¢. Nyt

E [ﬂAn|O-(N>] = max (07 Hn(al)(Hn(GQ) - l) T (Hn(ak) - %)) = G((ln)a

n

silld solmut, joiden tiedonsaantia tarkastellaan, oli valittu riippumatta siité, mité pro-
sessissa muuten tapahtuu. Tésséd voidaan esimerkiksi ajatella, ettd solmut valitaankin
vasta sen jilkeen, kun tiedonlevidmisprosessi on jo tapahtunut. Téll6in edellinen yh-
talo on ilmeinen. Toisaalta, jos prosessin N arvot tiedetdén jokaisella ajanhetkelld ¢,

niin télloin tiedetddn myos L,:n arvo. Téstd saadaan, ettd

P(Ap, Ly <t) = Ela, Iz,<p = E [E (1a, 1z, <nl0(N))]

=E [1(1,<4E (L4,]|0(N))] =E [111,<1G"] (26)
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Merkitédén F, = F'(a1)--- F(ay). Yhtalosta (26) saadaan

|[FuFe(t) = P(An, Lo < 1)] = |[FuFe(t) — E [11z, <0 G"] |

- Fe(t) (n)

= ‘]E (Fa—P(Ln S t) - Ga l{LnSt} (27)
Fe(t)

<E|F,—52 g,

| 'P(L, <) G

Lemman 4.16 ja Slutskyn lemman (Lause A.2) nojalla EIRNEN F,. Lemman 4.11
nojalla
P(L,, <t) — Fe(t), kun n — oo.

Siten edelleen Slutskyn lemmasta saadaan, etta

Fe(t)

_ ) a4
“B(L, <1) G, =0, kun n — oo.

Lisiksi tdmé satunnaismuuttuja on rajoitettu. Néin ollen yhtdlon (27) alin rivi
suppenee nollaan, kun n — oo, ja siten lause on todistettu.
O

Esitetdan tdmén luvun loppuun vield Lauseen 4.5 ndkoinen tulos Erdosin—Rényin
satunnaisverkossa. Olkoon G = G(n, p) Erd6sin—Rényin satunnaisverkko.

Lause 4.17 ( [2] Theorem 7). Oletetaan, etti gl — oo, kunn — oo. Tillin

lauseen 4.13 merkinndin tavalliselle tiedonlevidmisprosessille verkossa G pdtee.
pATy — logn i>€+Z, kun n — oo,

missi & ~ Gumbel(0,1) Z on logistisesti jakautunut £:sti riippumaton satunnais-
muuttuja.

4.4 Tiedonlevidmisprosessin yhteys satunnaisiin etédisyyksiin

Olkoon GG suuntaamaton n:n solmun verkko, jossa linkkien pituudet ovat toisistaan
riippumattomia ja noudattavat eksponenttijakaumaa parametrilla 1. Valitaan tarkas-
teltavaksi jokin verkon solmu. Kysytdéan, miten pitkd matka tastd solmusta on siité
kauimpana olevaan solmuun, kun kuljetaan lyhinté reittid pitkin. Témaé valimatka on
jakaumaltaan sama kuin tavallisen tiedonlevidmisprosessin saturaatiohetki prosessis-
sa, jossa solmut ldhettavét tietoa jokaiseen linkkiin erikseen intensiteetillda 1. Tama
voidaan néhdé siten, ettd méaaritellddn verkkoon G tiedonlevidmisprosessi siten, et-
td jokainen solmu ldhettdd tietoa intensiteetilld 1 jokaiseen siitd ldhtevéddan linkkiin.
Otetaan verkosta kaksi solmua ¢ ja 7, joiden vélilld on linkki. Oletetaan, ettd n&istéa
kahdesta solmusta tiedon sai aiemmin solmu . Mééritellaan linkin (i ~ j) pituudeksi
aika siité, kun ¢ sai tiedon, siihen, kun ¢ lahetti tiedon ensimmaéisen kerran solmulle j.
Nyt kaikilla linkeilla ndmé pituudet ovat toisistaan riippumattomia ja eksponenttija-
kautuneita parametrilla 1. Voidaan ajatella, ettd 1ahtosolmusta lahdetdéan kulkemaan
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jokaista mahdollista reittid yksikkonopeudella. Kauimpana oleva solmu saavutetaan
talloin tasmilleen saturaatiohetkelld.

Mikali sovitaan, ettd solmun lapi voi kulkea vain todennékoisyydellda p, niin véli-
matka kauimmaiseen solmuun vastaa ohennetun tiedonlevidmisprosessin saturaatio-
hetked. Taydellisessa verkossa télle pituudelle saadaan rajajakauma Lauseesta 4.5.
Téssé siis solmujen kokonaisherdilyintensiteetti A = n — 1. Vastaavasti Lause 4.13
voidaan ajatella siten, ettd kysytddn etdisyyttd kauimmaisen solmun sijasta kahden
satunnaisen solmun véalill&.

Tietokoneiden ja reitittimien yhteydessa linkkien pituus voidaan ajatella linkin
vahvuutena. Tiedonlevidmisprosessi voidaan télldin tulkita siten, ettd halutaan la-
hettad yksikkomadra tietoa kaikkiin verkon laitteisiin, ja linkkien vahvuus eli tiedon-
siirtonopeus vaihtelee. Ohennettua tapausta voidaan ajatella siten, ettd vain osalla
verkon laitteista on tiedonldhetysmahdollisuus.

4.5 Konvergenssin nopeus

Tutkitaan seuraavaksi miten nopeasti Lauseiden 4.5 ja 4.13 konvergenssit suurin piir-
tein tapahtuvat. Luvussa 4.2 osoitettiin, ettd sopivasti normeerattuna saturaatiohet-
ki tiedonlevidmisprosessissa konvergoi jakaumassa kahden riippumattomaan Gumbel-
jakautuneen satunnaismuuttujan summaan. Karkeasti voisi sanoa, ettd kunhan pn ~
100, niin konvergenssi on ainakin ehtinyt jo tapahtua. Kuvassa 1 on verrattu satun-
naismuuttujaa pTy,; — 2logn — logp sen rajajakaumaan eri p:n ja n:n arvoilla. Mitéa
paremmin pisteet ovat viivalla x = y sitd ldhempéné jakaumat ovat toisiaan. Tarkem-
min QQ-plotista katso [10].
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n=20 n=100 n=500

p=0.1

p=0.5

p=0.9

Kuva 1: QQ-plot. Satunnaismuuttuja pT,.; — 2logn — log p verrattuna kahden riippu-
mattoman Gumbel(0,1) jakautuneen satunnaismuuttujan summan jakaumaan. (Ks.
Lause 4.5.) Simulointeja 10000 kullekin (n, p) parille.

Vastaavasti voidaan tarkastella Lauseen 4.13 konvergenssin nopeutta yhden en-
nalta valitun solmun tapauksessa. Osoittautuu, ettd téssd rajajakaumaan padstaan
hitaammin. Kuvasta 2 huomataan, etta pienelld p edes 500 ei ole riittava verkon koko,
jotta rajajakauma-approksimaatio toimisi kovin hyvin.
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n=20 n=100 n=500

p=0.1

p=0.5

p=0.9

Kuva 2: QQ-plot. Satunnaismuuttuja pm — log pn verrattuna Logistisen ja Gumbel-
jakautuneen satunnaismuuttujan riippumattoman summan jakaumaan. (Ks. Lause
4.13.) Simulointeja 10000 kullekin (n,p) parille.

5 Johtopiaatokset

Tassé tyossa tutkittiin ohennettua tiedonlevidmisprosessia téydellisessé verkossa. Osoi-
tettiin, ettd sopivasti normalisoituna saturaatiohetki konvergoi kahden riippumatto-
man Gumbel-jakauman summaan. Myds rajajakauma dérellisen monen solmun infor-
mointihetkelle laskettiin. Téassé tuloksessa mielenkiintoista oli erityisesti asymptoot-
tinen riippuvuusrakenne, joka saatiin tarkasti selvitettyd. Téhén tulokseen tarvittiin
Luvussa 3 esiteltyé suurten lukujen lakia Markov-prosesseille, joka on myos sindlladn
mielenkiintoinen tulos.

38



Havaittiin, ettd molemmissa ylldmainituissa tuloksissa rajajakauma, ja ehké hie-
man yllattden myos normalisointi lukua log p vaille, oli ohennetussa tiedonlevidmis-
prosessissa sama kuin vastaavassa tuloksessa tavallisessa tiedonlevidmisprosessissa
Erdésin-Rényin satunnaisverkossa.

Tiedossani ei ole, ettd Luvun 4 tuloksia ohennetulle huhunlevidimisprosessille olisi
esitetty taydellistd verkkoa yleisemmille verkkomalleille. Luvun 4 lauseiden yleisté-
minen yleisemmille verkkomalleille saattaa osoittautua haasteelliseksi tehtaviksi.

A Liite
Lause A.1 (Markovin epdyht&lo).
Okoon X ei-negatitvinen satunnaismuuttuja ja a > 0. Tdlloin
P(X >a) <a 'EX.
Erityisesti sits
P(Y —EY|>a) =P(]Y —EY|* > a?) <a *Var Y
mille tahansa satunnaismuuttujalle Y, jolla on ddrellinen odotusarvo.

Todistus.
CL]P(X Z Cl) = EGH{XZG} S EX.

]

Lause A.2 (Slutskyn lemma). Olkoon satunnaismuuttujajonot X, 4 X, Y, 4, Y ja

Zn LN z, missd y,z € R ovat vakioita. Tdlloin
Yo X, + Zn S yX + 2.
Todistus. [21] Lemma 2.8. O

Kirjoitelmassa tarvitaan seuraavia (Lauseet A.3-A.5) Slutskyn lemman seurauksia,
jotka on téssé selvyyden vuoksi erotettu omiksi lauseiksiin.

Lause A.3. Olkoon ¢ # 0 ja X,)Y, 4o eX ja'yYy, 2 ¢, Tallgin
X, 5 X,

Todistus. Slutskyn lemman nojalla % —1ja Xn% 4 x , joten riittaé osoittaa viite
tapauksessa ¢ = 1. Olkoon 1 > ¢ > 0. Talloin

1 1
—— <Y, < —
149 )

IN

1
P(HL{Y”#O}?—H >0) =P( ) — 0, kun n — oo.
Joten I]_{Yn?go}YLn 91 selvisti my0s 1y, —oy <0 ja siten Slutskyn lemmasta saadaan

1 d
Xn = ﬂ{yn;éo}?Yan + ]l{yn:()}Xn - X.



Lause A.4. Olkoon A, on jono tapahtumia siten, ettd P(A,) — 1, kunn — oo.
Tdllowm X, 4, X, jos ja vain jos 14, X, NS¢

Todistus. Seuraa suoraan Lausesista A.2 ja A.3 silld 1,4, 4. O

Lause A.5. Oletetaan, ettdi X, — Y, 4 X. Oletetaan myos, ettd Z, KNS ja etta
(Zy — 1)Y, 5 0. Tilloin
ZoXp — Y, 5 X.

Todistus. Slutskyn lemman nojalla
ZnXp — Y = Zn(Xp = Yo) + (Z, — 1)Y, 5 X.
O

Lause A.6. Olkoon X, % X ja Y, 5 Y, siten, ettd X,, L Y, kullekin n ja lisiksi
X LY. Tdlloin X, +Y, S X +Y.

Todistus. Suoraa suoraan karakterististen funktioiden ominaisuuksista. Ks esim. [5]
section 26. N

Lause A.7. Olkoon R? arvoiset satunnaisvektorit X, 4, X, ja g : R* = RF jatkuva

funktio. Tdlloin g(X,,) 4, 9(X). Lause pdtee myds mikdli jakaumakonvergenssin tilalle
vathdetaan stokastinen tai m.v.-konvergenssi.

Todistus. [21] Theorem 2.3. O

Lause A.8. Olkoon K C R? ja M,S > 0. Oletetaan, etti on funktiot 3, : K —
R, 1 €Z% ja B: K — R? joille kaikilla x,y € K pitee

(i) |B(x) - B(y)| < M]a - y].
(ii) |B(x)| < 8.

(iid) 3" 1] sup,cq () < oc.
(iv) Y, 1 (x) = B().

Tilléin funktiot B; ja B voidaan jatkaa koko avaruuteen R? siten, ettd ylliolevat nelji
oletusta pitevit kaikille x,y € R,

Todistus. Jatketaan ensiksi funktio B koko avaruuteen siten, ettd (i) ja (ii) péte-
vit (ks esim. [6] M9). Merkitddn koordinaatiakselien suuntaisia yksikkévektoreita
€iyi...,d. Eli siis e; = (1,0,...,0) jne. Merkitdén vield B:n komponenttifunktioita
B, eli B(z) = (Bi(x), ..., Bg(x)). Maaritelladn nyt kaikille x € K¢

Be,(x) = Bi(z) V0

fe;(x) = =(Bi(x) N 0)

Bi(z) =0, kun [ # ¢; kaikillai =1,...,d.
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Nyt jos z € K€, niin (iv) patee selvisti. Lisdksi

d

> sup [l|Bi(x) = |Bi(w)] < dS < oo.

| vERT i=1
[

Lause A.9 (Kolmogorovin maksimaaliepayhtélo). Olkoon Xy riippumattomia ne-
ligintegroituvia satunnaismuuttujia, joille EXy, = 0 kaikilla k, ja olkoon S, =3 ,_, Xk.
Tdalloin kaikille r > 0

P({ri%zlc |Sk| > 1) < r~?VarS,.

Todistus. [16] Lemma 3.15. O

Lause A.10 (Gronwallin epdyhtéls). Olkoon M, R,e > 0 ja f : [0, R] — R, rajoitettu
funktio, jolle

t
0< f(t) <e+ M/ f(s)ds, kaikilla 0 <t < R. (28)
0

Tdlloin
f(t) <ee, tel0,R].
Todistus. Téamé todistus on esitetty myos [12] s. 498.

Olkoon K > 0, jolle f(t) < K, t € [0,R]. Iteroimalla yhtdlod (28) saadaan
kaikilla n € N

n—1 n—1
(Me)F (M)
<e k' // / f(sn)dsy, .. .dslgez o + K T
k=0 k=0
Nyt antamalla oikealla puolella n — oo saadaan viite. O]

Lause A.11 (Eulerin vakio).

n

2

i
™
T =

—logn — v eR, kun n — oo.

Lukua v kutsutaan yleensd Eulerin vakioksi.

Todistus. Seuraa suoraan Eulerin-Maclaurinin summa-lauseesta. [7] Theorem 13.32.

]

Lause A.12. Olkoon g, f : N — N funktioita, joille f > g,
lim,, o f(n) = 0o = lim,, o, g(n). Tdlloin

~

(n)
lim %— log ! E"g
n—oo

k=g(n) g\n

= 0.




Todistus. Olkoon 7, kuten lauseessa A.11.

f(n)
g(n)

— log J;EZ; = log f(n) + ) — log g(n) — v4(n) — log

1
k
k=g(n)

(/Yf(n) Yo( n)) — 0, kun n — oo.
]

Lause A.13 (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause). Oletetaan, etti on mitta-
avaruus (Q, F, ) ja mitalliset funktiot gx, g, fe, f, joille g — g, fx = f, |fel < 9&
kaikilla k ja limy_, fQ gr du = ng dp < oo. Tdlloin pdtee

hm/fkdu /fdu

Todistus. [16] Theorem 1.21. O

Lause A.14. Olkoon X1,...,X,,Y1,...,Y, satunnaismuuttujia, joille X :t ovat kes-
kenddn riippumattomia ja samoin Yi:t. Oletetaan, ettd kaikille i = 1,... n pdtee

X; <4 Y. Tdlloin
d Xi<a ) Y
k=1 k=1

Todistus. Osoitetaan viite ensin kun n = 2. Todistuksessa voidaan olettaa, etté
X1, X5, Y1, Y5 ovat kaikki keskendén riippumattomia, koska tarvittaessa ne voidaan
korvata riippumattomilla kopioilla, jotka ovat jakaumaltaan samat kuin alkuperéi-
set muuttujat. Nédiden kopioiden summan jakauma on luonnollisesti sama kuin alku-
perdisten satunnaismuuttujien, koska lauseessa oletetaan, ettd ainakin X; 1L X5 ja

PQ&+X§§ﬂ_:/P@ﬁgt—xﬂP&@ﬁE/Pqut—@ﬂ&J@
R R

P+ X <0)= [

(X, < t — y)dPy, (y) > / P(Ys < t — )Py, (y)

—P(Y; + Y, < 1).

Nyt kakkosta suuremmille n tulos voidaan osoittaa suoraviivaisella induktiolla tar-
kastelemalle summaa ZZ;} Xk + X, ja kdyttamalla hyvéksi induktio-oletusta seké
tapausta n = 2. ]
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