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Derivaattafunktio on eréds analyysin keskeisisté késitteista. Sitéd tarkastellaan kuiten-
kin melko vdhén opintojen aikana analyysin kursseilla, joten siihen liittyvét ominai-
suudet ja tulokset voivat olla monilta osin vieraita. Tamén tutkielman tarkoitukse-
na onkin tutustua ldhemmin derivaattafunktioon ja sen eri ominaisuuksiin seké néin
laajentaa matemaattista ymmaérrystd analyysin saralta. Pédtavoitteena téssa tyossé
on siis selvittad, mita derivaattafunktion jatkuvuus- ja integroituvuusominaisuuksista

voidaan saada selville.

Derivaattafunktion jatkuvuusominaisuuden tarkastelussa tullaan huomaa-
maan, ettei derivaattafunktio ole aina jatkuva, vaan se voi olla myos epéjatkuva.
Sen vuoksi tyosséd tullaan tarkemmin tarkastelemaan epéjatkuvuutta sekd selvite-
tddn minkélaisia epdjatkuvuuden tyypit: hyppays-, poistuva- ja oleellinen epéjatku-
vuus, oikein ovat. Se, milld tavoilla derivaattafunktio voi olla epéjatkuva, ei ole ai-
van selviad. Tamén asian tutkimiseen tarvitaan Darboux-ominaisuuden tuntemusta.
Darboux-ominaisuus kuvaa derivaattafunktion véliarvo-ominaisuutta. Sen todistuk-
sessa on huolehdittava, ettei siind missidén vaiheessa kdytetd oletusta funktion jatku-
vuudesta, koska kaikki derivaattafunktiot eivit ole jatkuvia. Kun derivaattafunktiota
sitten tutkitaan Darboux-ominaisuuden valossa, havaitaan, ettid jos derivaattafunk-
tio on epdjatkuva, on se aina oleellisesti epédjatkuva. Tyossé esitellidn myos erilaisia
esimerkkejé epdjatkuvista derivaatoista.

Tutkielmassa tarkastellaan my6s derivoituvuuden ja integroituvuuden vélista
yhteytté, jota kuvaa Analyysin peruslause. Sen pohjalta tullaan tutkimaan derivaatta-
funktion integroituvuusominaisuutta. Sitd tarkastellaan kahden esimerkkitapauksen,
Volterran ja Pompeiun funktion, avulla. Néissd tutkimuksissa havaitaan, ettd kaik-
ki derivaattafunktiot, myos rajoitetut, eivéit ole aina Riemann-integroituvia. Taméan
havainnon osoittamiseksi on tutustuttava ensin Smith-Volterra-Cantor -joukkoihin ja

niiden ominaisuuksiin sekéd Lebesguen ehtoon Riemann-integroituvuudelle.

Néiden liséksi tassé tyossé tutkitaan vield derivaattafunktion jatkuvuuspis-
teiden joukon kokoa. Sen perusteella voidaan tehda padtelmia siitd, onko derivaatta-
funktion mééarittelyjoukossa enemmaén jatkuvuus- vai epéjatkuvuuspisteitd sekéd mi-
ten ndma joukot suhteutuvat toisiinsa. Derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukon
kokoon liittyvissa tutkimuksissa tarvitaan funktion heilahtelun sekéd Bairen kategoria
-lauseen tuntemusta. Néiden asioiden tuntemusta tarvitaan myos derivaattafunktion
integroituvuusominaisuuden tutkimisessa. Lopputuloksena havaitaankin, ettd deri-

vaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukko on aina tihed funktion mééarittelyjoukossa.
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Johdanto

Derivaattafunktio on yksi analyysin keskeisimmisté késitteistd. Sen avulla pystytdan
madrittdmadn toisistaan riippuvien suureiden muutoksia, silld derivaatan avulla voi-
daan kuvata tutkittavan tilanteen muutoksen nopeutta, kasvua ja vidhenemistéd. Té-
mén vuoksi derivaattafunktiolla on useita sovellusmahdollisuuksia monilla eri aloilla.
Derivaattaan ja derivaattafunktioon tutustutaan jo lukion matematiikan opetukses-
sa, mutta silloin niité tarkastellaan vain yksinkertaisissa tilanteissa toisin sanoen, kun
kaikki tutkittavat funktiot ovat jatkuvia ja derivoituvia. Tamén tutkielman tarkoi-
tuksena onkin syventyéd tarkastelemaan myos niité tilanteita, joissa derivaattafunktio

ei ole jatkuva.

Analyysi matematiikan tieteenalana ei ole kovinkaan uusi, silld sen katso-
taan syntyneen jo 1600-luvulla Newtonin ja Leibnizin aikana. Differentiaalilaskentaa
on kuitenkin harjoitettu jo antiikin ajoilta saakka erilaisten infinitesimaalimenetel-
mien kautta seké tutkittaessa téhtitiedettd. [1, 10] Téssé tutkielmassa kisiteltavét
analyysin osat, derivaattafunktio ja sen erilaiset ominaisuudet, ovat kuitenkin ana-
lyysin uudempaa teoriaa, 1800-luvun lopulta sekd 1900-luvulta.

Tassa tyossa tarkastellaan vain reaaliarvoisia funktioita seké niiden derivaat-
tafunktioita. Naiden funktioiden méérittelyjoukko on jokin reaalilukujoukon véli. Ky-
seinen vili voi siis olla avoin, puoliavoin tai suljettu, dérellinen tai déreton. Jos jokin
tyossé esitelty méadritelmé tai lause edellyttdd funktion méarittelyjoukolta jotain eri-
tyistéd, on se mainittu kyseisen méaaritelmén ja lauseen yhteydesséa erikseen. Muulloin
madrittelyjoukko voi olla millainen tahansa, eli se ei vaikuta kyseiseen tulokseen ja

sen ominaisuuksiin millaan tavalla.

Tutkielma koostuu kuudesta luvusta, joista keskeisimpiéd ovat luvut 3, 4 ja
5. Namaé luvut kasittelevat derivaattafunktion jatkuvuusominaisuutta, jatkuvuuspis-
teiden joukon kokoa seké integroituvuusominaisuutta. Ensimmaéinen luku pohjustaa
tyon aihetta kokonaisuudessaan kisittelemélla derivaattaa, derivaattafunktiota se-
k& muita tyon keskeisia késitteitd ja niiden maéritelmid. Luvussa kaksi tarkastellaan
epdjatkuvuutta, joka pohjustaa seuraavassa luvussa derivaattafunktion epajatkuvuus-
tyypin selvittdmistd Darboux-ominaisuuden avulla. Viiden ensimméisen luvun aika-
na tarkastellaan laajasti uudempaa differentiaalilaskentaa, joten tyon lopuksi luvussa
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kuusi palataan ajassa taaksepéin ja esitelladin hieman differentiaalilaskennan histori-
aa. Luvun tarkoituksena on esitelld, mistd tdméan paivin differentiaalilaskentaan on

tultu ja ketkd suuret matemaatikot ovat vaikuttaneet sen kehittymiseen.



LUKU 1

Derivaattafunktio

Derivaattafunktio ja siihen laheisesti liittyvét késitteet derivaatta ja derivoituvuus
ovat varmasti kaikki késitteind tuttuja jo lukiosta, mutta niiden matemaattinen taus-
ta ja madrittelyt voivat olla vieraampia. Sen vuoksi derivaattafunktiota ja sen omi-
naisuuksia on mielekéstd tutkia tarkemmin téssd tyossid. Aloitetaan aiheeseen pe-
rehtyminen tarkastelemalla késitettd derivaatta hieman tarkemmin. Tdmén jalkeen
mietitddn, miten derivaattafunktio ja muut tdmén tyon keskeiset késitteet oikein ma-
temaattisesti méaritellidn. Luvun lihdeteoksina ovat Courant & Johnin Introduction

to Calculus and Analysis 1 seké Kilpeldisen Analyysi 1 ja 2.

1.1. Derivaatan késite ja sen geometrinen tulkinta

Derivaatta on yksi tdarkeimmisté differentiaalilaskennan késitteisté ja tdmén késitteen
nimityksen otti kiaytt6on vuonna 1797 italialais-ranskalainen matemaatikko Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) [6, s.82]. Geometrian nikokulmasta derivaatta tarkoittaa
funktion kuvaajalle tiettyyn pisteeseen (x, f(x)) piirrettyd tangentin kulmakerrointa
ja sen arvo kertoo muutoksen voimakkuuden ja suunnan kyseisessd pisteessi. Deri-
vaatta kuvaa myos funktion muutosnopeutta (kasvua tai vihenyvyyttd). Sen avulla

voidaan madrittaa esimerkiksi liilkkuvan kappaleen hetkellinen nopeus.

Tutkitaan derivaatan késitettd aluksi intuitiivisesti geometrisesta lahtokoh-
dasta késin. Tarkastelun kohteena on siis jatkuvan funktion f graafi. Madritetaan
kyseiselle funktiolle ensin tangentti 7' pisteeseen Py = (zo, f(x¢)). Tangentti T' saa-
daan mééritettyéd pisteiden Py ja P = (x1, f(z1)) kautta kulkevaa sekanttisuoraa S
kayttden. Kun pistettd x; ldhdetddan liikuttamaan lahemmaéksi pistettd xqo, piste P
alkaa ldahestyd pistettd Fy funktion f graafia pitkin. Samalla sekanttisuora S alkaa
lahestyy tangenttisuoraa 7', joka kulkee pisteen Fj kautta.

Olkoon «q kulma, joka muodostuu tangenttisuorasta T  ja positiivisesta x-
akselista. Vastaavasti, olkoon a; kulma, joka muodostuu sekanttisuorasta S ja posi-

tiivisesta x-akselista. Talloin saadaan

f(%) - f(l’o)_
; 1 0

tan oy =



Kulma «q saadaan nyt raja-arvona

1) — f(x
tanog = lim tana; = lim M,
xr1—x0 xT1—x0 1 — X
mikéli kyseinen raja-arvo on olemassa. Tangentin kulmakerrointa tan o sanotaan nyt
funktion f derivaataksi pisteessi x(. Derivaatan geometrista tulkintaa havainnollistaa

Kuva 1.1.

t/ /&
.I‘Jlr‘r
P, /
1
\ flx)t A
N, 7\ T
\\ // ]
i Po 7<;1
i
‘\cco /
f Xg H1

Kuva 1.1. Derivaatan geometrinen tulkinta.

1.2. Keskeisten kisitteiden méaaritelmii

Funktion derivoituvuuden mééritteli Augustin Louis Cauhcy (1789-1857) vuonna
1821 julkaistussa teoksessaan Cours d’analyse de 'Ecole Polytechnigue [6, s.233].
Derivaatan maéaritelmé pohjautuu raja-arvon késitteeseen, joten tétd varten tarvi-
taan vield mééritelméa funktion raja-arvolle seké sen toispuoleisille raja-arvoille, joita
tarvitaan erityisesti luvussa 2. Sen jédlkeen on mielekéstd antaa méadritelmat myos
tutkielman keskeisimmille kisitteille: funktion derivoituvuudelle seké derivaattafunk-
tiolle.

MAARITELMA 1.2.1. Funktion f: I — R, I C R, raja-arvo pisteessia xy € I on luku
L € R, merkitaan
lim f(x) =L,

T—rT0
jos jokaisella € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd

’f(.T)—L’ <ég,

kunz € [ ja 0 < |z — zo| < 0.



HuomauTus 1.2.2. Raja-arvon médritelméssé (Maaritelmé 1.2.1) olevan funktion f
ei tarvitse olla mééritelty pisteessa xy. Tama on oleellista, kun mégritelladn derivaatan
késitettd Maaritelmassa 1.2.4, silld erotusosamaédré ei ole olemassa, kun x = x.

MAARITELMA 1.2.3. Olkoon f: I — R, I C R, funktio. Funktion f oikeanpuoleinen

raja-arvo pisteessd xg € I on luku a € R, merkitdéan

lim f(z)=a,

T—To+

jos jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté
’f(.il?) - a’ <ég,

kun z € I ja x €]xg, o + 0.
Vastaavasti, funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo pisteessi xg € I on luku b € R,

merkitaan

lim f(z)="b,

T—To—

jos jokaisella € > 0 on olemassa o > 0 siten, etté
[f(z) — b <,
kun z € [ ja x €|xg — 0, 20

MAARITELMA 1.2.4. Funktio f : I — R, I C R, on derivoituva avoimen valin [
pisteessa xq, jos raja-arvo

o @) = flw)

T—T T — X
on #drellisené olemassa. Tamé raja-arvo on funktion derivaatta pisteessi xg ja sille
kédytetddn merkintdd f'(zo).
Funktio f on derivoituva koko mééarittelyjoukossaan, eli vélilla I, jos se on derivoituva
jokaisessa pisteessi xg € I.

MAARITELMA 1.2.5. Olkoon funktio f : I — R, I C R, derivoituva jokaisessa pis-
teessi x € 1. Tallsin funktion f derivaatta onkin funktio f': I — R, jolle

z— f(z).

Saatua funktiota f’ kutsutaan funktion f derivaattafunktioksi.

Nyt kun derivaattafunktio on saatu maééariteltyéd, on sitd mielekéstéa tutkia
tarkemmin. Seuraavaksi kdydédan lapi esimerkki, kuinka derivaattafunktio muodoste-
taan Madritelmén 1.2.4 avulla. Téatéa toimenpidettd kutsutaan yleisesti derivoinniksi.
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ESIMERKKI 1.2.6. Olkoon f : (0,00) — R, jolle
1
f(x) - ﬁa
tutkittava funktio. Ensin on tutkittava Méaaritelméa 1.2.4 kéyttden, onko funktio f
derivoituva koko méaérittelyjoukossaan (0, 00). Olkoon xq € (0, 00). Télloin

11 2 2
R 2 —
T e LD T B S
a—T0 T — T a—zo T — Xy a—wo x5 (T — x0)
i —(z —xo)(x +x0) _ v —(z + o)
a—wo  x3r?(1 — T0) vz wAa?

) 1 1 2
= lim —(—2—{— 5 )z——
z—xo  \TTE T2
jonka perusteella funktio f on derivoituva koko joukossa (0, 00), silld piste xo on mika
tahansa méérittelyjoukon (0, 00) piste. Néin ollen funktion f derivaattafunktio on
f':(0,00) = R, jolle
2
fla)=—=

x3’



LUKU 2

Epéajatkuvuus ja epijatkuvat derivaatat

Téamén luvun tavoitteena on médaritelld epédjatkuvuuden késite sekéd tutkia epéjat-
kuvuuden eri tyyppeja. Edelld mainittujen késitteiden ymmérrys on oleellista tédssé
tyossé, silla kaikki tutkittavat derivaattafunktiot eivéit ole jatkuvia, ja néin ollen epé-
jatkuvuuteen liittyvit ominaisuudet on tunnettava. Luvun lopussa esitelldén muuta-
mia esimerkkejé funktioista, joiden derivaattafunktiot ovat epéjatkuvia. Tamén lu-
vun lihdeteoksina ovat Courant & Johnin Introduction to calculus and analysis 1 seké

Thomson, Bruckner & Brucknerin Elementary real analysis.

2.1. Epijatkuvuuden méarittely

Ennen kuin aletaan pohtia epéjatkuvuutta ja sen méaaritelmééd tarkemmin, palaute-
taan mieleen, mité jatkuvuus tarkoittaa. Intuitiivisesti jatkuvuus tarkoittaa, etta pieni
muutos ldhtoarvoissa x ei aiheuta suurta muutosta funktion arvoihin y = f(x). Té-
mén havainnon ymmérsi jo vuonna 1821 ranskalainen matemaatikko Augustin Louis

Cauhcy [6, 5.203], joka on muotoillut jatkuvuuden mééritelmén seuraavaan muotoon:

"muuttuja f(z+a)— f(x) tulee mielivaltaisen pieneksi, kun muuttuja

a pienenee rajatta”

[10, s.72]. Matemaatikot Bolzano (1817) ja Weierstrass (1874) olivat jatkuvuuden
mééritelméin suhteen vield tarkempia. Heiddn mukaan erotus f(z) — f(x¢) on mieli-
valtaisen pieni, jos erotus x — xq on riittdvin pieni. [6, s.203] Jatkuvuuden matemaat-

tinen maaritelma on muotoiltu seuraavasti.

MAARITELMA 2.1.1. Funktio f : I — R, I C R, on jatkuva pisteessi x,ttps :
//koppa.jyu.fi/avoimet/maths0 € I, jos kaikilla ¢ > 0 16ytyy § > 0 siten, etté

[f(z) = f(zo)] <,

kun x € I ja |x — x¢| < 6. Funktio f on jatkuva koko méérittelyjoukossaan, jos sen

on jatkuva jokaisessa pisteessd xg € I.

Jatkuvuuden intuitiivisen pédtelmén mukaan epéjatkuvuus aiheuttaa vas-
taavasti suuria muutoksia arvojoukon arvoihin y = f(z), vaikka lahtéjoukon arvoissa
x niin ei tapahtuisi. Matemaattisesti epajatkuvuus méaaritelldén seuraavasti.
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MAARITELMA 2.1.2. Funktio f : I — R, I C R, on epdjatkuva pisteesséd zy € I, jos
se ei ole jatkuva pisteessi xg, toisin sanoen, jos on olemassa £ > 0 siten, etté kaikilla
d > 0 1oydetaan piste x € I, jolle |x — x| < J, mutta nyt

|f(x) = f(zo)| > .

Jatkuvuuden ja epéjatkuvuuden méarittelyjd voidaan tarkastella myos kéyt-
tamaélla raja-arvoa. Koska epéjatkuvuutta tullaan tarkastelemaan raja-arvojen kaut-

ta (luku 2.2), esitetddn myos jatkuvuuden méadritelmé kdyttden raja-arvoja (Lause

2.1.3).

LAuse 2.1.3. Funktio f : I — R, I C R, on jatkuva pisteessi xo € I, jos ja vain jos
(o) = lim f(x)
< f(xg) = lim f(x)= lim f(z).

T—x0+ T—xTr0—
2.2. Epijatkuvuuden tyypit

Funktio voi olla epédjatkuva kolmella eri tavalla. Epéjatkuvuuden tyypit ovat hyp-
paysepéjatkuvuus, poistuva epéjatkuvuus seké oleellinen epédjatkuvuus. Seuraavaksi
tarkastellaan néitd epdjatkuvuuden tyyppejé hieman tarkemmin méaéritelmien ja esi-

merkkien avulla.

Hyppéysepajatkuvuus on kaikista epédjatkuvuuden tyypeistd ilmeisin ja se
on helpoin ymmértdd funktion graafin avulla. Epéjatkuvuuskohta nédkyy funktion
graafissa selkeéné hyppéyskohtana, jossa funktion kuvaaja kirjaimellisesti katkeaa.
Tamén takia hyppaysepéjatkuvuus on kovin intuitiivinen. Matemaattinen méaritelméa

hyppéaysepéajatkuvuudelle on seuraavanlainen.

MAARITELMA 2.2.1. Funktio f : I — R, I C R, on hyppdysepdjatkuva pisteessa
xg € I, jos funktion toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja erisuuret kyseisessi
pisteessé, toisin sanoen jos

lim f(x)# lim f(x).

T—x0+ T—To—
Toispuoleisten raja-arvojen erotus

lim f(z)— lim f(z)].

T—T0+ T—T0—

kuvaa hypyn suuruutta.

Mééritelméssé 2.2.1 tarkasteltavan funktion arvolla f(xg) ei ole merkitystéa
hyppéaysepédjatkuvuuskohdan olemassaololle. Hyppéaysepédjatkuvuutta havainnollista-
vat Esimerkin 2.2.2 funktio seké sen graafi, joka on esitetty Kuvassa 2.1.
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ESIMERKKI 2.2.2. Olkoon f: I — R, I C R, funktio, jolle

r+1, kunz <2
flz) =
—xr+3, kun z > 2.

Funktion f jatkuvuuden voi rikkoa ainoastaan kohta x = 2. Tutkitaan siksi funktion
f toispuoleisia raja-arvoja kyseisessé pisteessid. Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo
saa arvon

lim f(z)= lim (—x+3)=1

r—24 r—24

ja vasemmanpuoleinen raja-arvo vastaavasti

lim f(z) = lim (z+1) = 3.

T—2— r—2—

Koska toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret, on funktio f hyppéysepdjatkuva koh-

dassa x = 2. Hypyn suuruus on

lim f(x) —wligl_f(x) =|1-3 =2

r—24

T T
/ 1 0 1 2

Kuva 2.1. Esimerkin 2.2.2 funktion graafi.

/

Poistuva epéjatkuvuus on myo6s helppo ymmértaa intuitiivisesti, silld funk-
tion arvo tietyssé tarkastelupisteessi xy poikkeaa funktion raja-arvosta kyseisessé pis-
teessé ja saa silloin uuden, taysin poikkeavan arvon raja-arvoon ndhden. Kuva auttaa
hahmottamaan sekéd helpottamaan ymmaérrysta téassékin tapauksessa. Poistuva epé-
jatkuvuus voidaan poistaa muuttamalla funktion arvoa pisteessé xq, jolloin tuloksena
on téssé pisteessd jatkuva funktio. Poistuvan epéjatkuvuuden matemaattinen maari-

telmé on esitetty seuraavaksi.



MAARITELMA 2.2.3. Funktiolla f : I — R, I C R, on poistuva epdjatkuvuus pisteessé
zo € I, jos sen raja-arvo lim, ., f(z) on olemassa, mutta funktion arvolle pétee

pisteessa xg, ettd

fzo) # lim f(x).

T—T0

Poistuvaa epéjatkuvuutta havainnollistaa Esimerkin 2.2.4 funktio seké sen
graafi, joka on esitetty Kuvassa 2.2.

ESIMERKKI 2.2.4. Olkoon f: R — R funktio, jolle

x, kunx #0
f@)_{ 4, kun x = 0.

Funktion f jatkuvuuden voi rikkoa vain tarkastelupiste x = 0. Funktio f saa pisteessi
x =0 arvon f(0) = 4. Raja-arvo, kun z ldhenee nollaa, taas on

o) = e =0

Koska nyt
£(0) # lim f(x),

on funktiolla f poistuva epédjatkuvuuskohta pisteessd = = 0.

4@

Kuva 2.2. Esimerkin 2.2.4 funktion graafi.

HuomAuTus 2.2.5. Jatkuvuuden tavoin myos epédjatkuvuus on lokaali ominaisuus.
Siihen vaikuttaa vain funktion kédyttaytyminen tarkastelupisteen ldheisyydessa. Funk-
tion kulusta ei siis voida olettaa mitdén, vaikka se néyttéisi epdjatkuvuuspistetta lu-
kuun ottamatta tdysin jatkuvalta kuvan perusteella. Tétd havainnollistaa Esimerkki
2.2.6 (vrt. Esimerkkid 2.2.4 ja Esimerkkid 2.2.6).
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ESIMERKKI 2.2.6. Olkoon f: R — R funktio, jolle

z, kunz € R\Q
flz)=1< —z, kinzeQ
1, kun x = 0.

Télla funktiolla on poistuva epajatkuvuuskohta pisteessia x = 0, silla f(0) = 1, mutta

lim f(z) = 0.

x—0

Sen lisdksi kyseinen funktio ei ole missdédn pisteessd jatkuva. Tétd havainnollistaa

myos tutkittavan funktion graafi Kuvassa 2.3.

Kuva 2.3. Esimerkin 2.2.6 funktion graafi.

Oleellinen epéjatkuvuus on hankalin epéjatkuvuuden kaikista kolmesta tyy-

pistd. Oleellinen epdjatkuvuus méaaritellidn matemaattisesti seuraavasti.

MAARITELMA 2.2.7. Funktiolla f : I — R, I C R, on oleellinen epdjatkuvuus pis-
teessd xy € I, jos raja-arvoa lim, .., f(x) ei ole olemassa, toisin sanoen jos jompi-
kumpi, tai mahdollisesti molemmat, sen toispuoleisista raja-arvoista lim, .+ f(z) ja

lim, ., f(z) eivét ole olemassa.

Madritelméssé 2.2.7 tarkasteltavan funktion arvolla f(zg) ei ole merkitysta
oleellisen epéjatkuvuuskohdan olemassaololle. Oleellisen epéjatkuvuuden tapaukses-
sa funktion graafilla voi esimerkiksi tapahtua voimakasta heilahtelua. Télloin tietyn
madrittelyjoukon pisteen xy ympéaristossa funktion arvoissa tapahtuu suuria muutok-
sia, eikd silld néin ollen ole olemassa toispuoleisia raja-arvoja. Néin kidy aina, vaikka
tarkastelua rajoitettaisiin miten pieneen pisteen z( sisdltdmédn véliin tahansa. Ta-
mén kaltaista tilannetta havainnollistaa Esimerkissa 2.2.8 tarkasteltava funktio.
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ESIMERKKI 2.2.8. Olkoon f: R — R funktio, jolle

sin 2, kun x # 0
J(x) = { 0, kun x = 0.

Tarkasteltaessa funktion f kédyttdytymistd nollan ldheisyydessd sen graafin avulla,
huomataan sen heilahtelevan siiné todella voimakkaasti (ks. Kuva 2.4). Kaikilla x # 0
funktion saamat arvot kuuluvat vélilla [—1,1], silld [sin 1| < 1. Tarkastellaanpa mi-
ten pientd nollan sisdltdméd valid tahansa, tapahtuu funktion arvoissa aina suuria
muutoksia. Néin ollen funktiolla f ei ole olemassa raja-arvoa nollassa, joten funk-
tiota ei saada jatkuvaksi pisteessd x = 0, vaan silld on oleellinen epéjatkuvuuskohta
kyseisessé pisteessa.

flx)=sin(1/x)

/

Kuva 2.4. Esimerkin 2.2.8 funktion graafi.

Toinen tapaus, joka kuvaa oleellista epdjatkuvuutta, on funktion arvojen
dkillinen karkaaminen dérettomyyteen tietyssa pisteessi. Talloin funktiolla ei ole ole-
massa &érellisid toispuoleisia raja-arvoja. Adrettomyyteen karkailua havainnollistaa
Esimerkin 2.2.9 funktio ja sen graafi, joka on esitetty Kuvassa 2.5.

ESIMERKKI 2.2.9. Olkoon f: R — R funktio, jolle

L kunax#0
f(x)—{ 0, kun x =0.

Funktion f jatkuvuuden voi rikkoa vain kohta x = 0. Kyseistéd pistettéd ldhestyttées-
sé funktion oikeanpuoleinen raja-arvo karkaa dédrettomyyteen (400) ja vasemman-
puoleinen vastaavasti miinus dérettomyyteen (—oc). Néin ollen funktion toispuoleiset
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raja-arvot pisteessé nolla eivit ole olemassa dérellisiné, joten kyseessd on oleellinen

epdjatkuvuuspiste.

Kuva 2.5. Esimerkin 2.2.9 funktion graafi.

2.3. Esimerkkeji epidjatkuvista derivaatoista

Ennen kuin tarkastellaan erilaisia epajatkuvia derivaattafunktioita, esitetdéin yleisesti
voimassa oleva yhteys derivoituvuudelle ja jatkuvuudelle.

LAUSE 2.3.1. Jos funktio f : I — R, I C R avoin vili, on derivoituva pisteessd

xg € I,nun talloin funktio on myds jatkuva kyseisessd pisteessd.

Vaikka derivoituvuudella ja jatkuvuudella on ylla mainittu kayttokelpoinen
yhteys, ei tdmin tuloksen perusteella voida pédtelld mitédin derivaattafunktion f’
jatkuvuudesta. Téstd huolimatta vield 1800-luvun lopussa ja jopa 1900-luvun alus-
sa suurin osa matemaatikoista uskoi, ettd jatkuva funktio on aina derivoituva [12].
Klassinen esimerkki, joka rikkoo tdmén uskomuksen, on itseisarvofunktio. Se on jat-
kuva koko reaalilukujoukossa, mutta pisteessd x = 0 se ei ole derivoituva. Néin ollen
voidaan todeta, etté kaikki derivoituvat funktiot ovat jatkuvia, mutta kaikki jatkuvat
funktiot eivét ole derivoituvia.

Tuon ajan matemaatikot kylla tiesivét, ettd on olemassa funktioita, joilla
yksittéisissa pisteissd, esimerkiksi terdvissa kérjissé, derivaattaa ei voida méaarittas.
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Siité ei kuitenkaan oltu tuolloin kiinnostuneita, koska uskottiin, ettd jatkuvalla funk-
tiolla on enemmén niité pisteitd, joissa derivaatta pystytadn méarittaméadan. Haluttiin
siis yhé uskoa, ettd jatkuva funktion on derivoituva kaikkialla - paitsi tietyissa yksit-
téisissé pisteissi. Ranskalainen Andre-Marie Ampere (1775-1836) yritti jopa esittda
teoreettisia perusteluita kyseiselle véitteelle 1806. [12]

Vuonna 1872 Karl Weierstrass osoitti taméan uskomuksen vaaraksi esittele-
mélla julkisesti funktion, joka on kaikkialla jatkuva, mutta joka ei ole missdén deri-

voituva. Taméa Weierstrassin funktio on seuraavanlainen:
oo
_ k k
W(zx) = a” cos(b"mx),
k=1

missi a on reaaliluku vililta (0, 1), b on pariton kokonaisluku ja ab > 1+ 37” Tama ei
ollut kuitenkaan ensimmaéinen konstruktio jatkuvasta, ei-misséaén derivoituvista funk-
tioista, silld muun muassa matemaatikot Bernard Bolzano vuonna 1830 ja Charles
Cellérier 1860 olivat muotoilleet téllaisia funktioita, mutta ne julkaistiin vasta myd-
hemmin. [12]

Toinen esimerkki ei-missaéan derivoituvasta funktiosta on Van der Waederin

-funktio, joka on muotoa

o0 o0

1 :
V(z) = Z I—Okdlst(l()kx,Z) = Z#@Iéfz[l()kx —m].
k=0 k=0

Se on peréisin vuodelta 1930 ja sen on keksinyt Bartel Leendert van der Waeder (1903-
1996). Yksityiskohtaiset todistukset van der Waeder -funktion jatkuvuuden ja ei-
missdéan derivoituvuuden osoittamisesta sivuutetaan téssd kohtaa. Jos tdmé todistus
kuitenkin kiinnostaa, katso [11], s. 174-175.

Niista jatkuvista, ei-missdédn derivoituvista funktioista 10ytyy lukuisia eri-
laisia esimerkkeji. Mikali téllaiset funktiot kiinnostavat, niihin liittyen 16ytyy paljon
tietoa [12], s. 11-70.

Seuraavaksi tarkastellaan esimerkkis funktiosta, joka on derivoituva ja siten
jatkuva koko maéérittelyjoukossaan, mutta jonka derivaattafunktio ei olekaan kaik-
kialla jatkuva.

ESIMERKKI 2.3.2. Olkoon f: R — R, funktio, jolle

2?sint, kun x #0
fla) = r .
0, kun z = 0.

Osoitetaan ensin funktion f derivoituvuus, jolloin se on myos jatkuva Lauseen 2.3.1

nojalla. Koska koko funktion méérittelyjoukossa on voimassa [sin 2| < 1, niin silloin

kaikilla z € R pitee, etti |f(z)] < 2% Niin ollen funktion f graafi rajoittuu kéiiyrien
14



y = x? ja y = —x? viliin. Tilannetta havainnollistaa Kuvassa 2.6 esitetty funktion

graafi.

fl

f [l

I 0.0010 f |

| | ‘ A || |
|||||W|' 0.0005 | ,"I [ /

! Iggm WI' WL ]

~ojoaf | [ | 15p] A ligea) || | [o0a
|| | |[ || |I|| |.| —0.0005 F ||| |I.I| || ||
|

||||J||| ! —0.0010 JI

Kuva 2.6. Funktion f graafi.

Tarkastellaan nyt erotusosamaérié pisteesséd xg = 0:

f@) = £0) _ f(x)

z—0 T

Taméan avulla saadaan laskettua

’fix)‘ _ ()] < [ = |x|,

£
jolloin
lim @) <lim|z| =0
z—0 x x—0
Néiin ollen saadaan
lim f(z) =0,
z—0 X

eli £'(0) = 0. Funktio f on siis derivoituva pisteessi zy = 0, jolloin se on myds jatkuva

téssd pisteessé.

Kun z # 0, funktio f on selvisti derivoituva ja funktion derivaatta voidaan laskea

yleisten derivointisddntojen avulla ja saadaan

f(x) = —cos— + 2xsin —.
x x

Funktio f* on selviisti jatkuva kaikissa pisteissid zq # 0. Piste xp = 0 on tutkittava
erikseen. Téssé tarkastelussa kiytetddn apuna jonoa
Ty = —,
™
missi 7 € N. Ideana on tutkia, mitd tapahtuu luvuille f'(z,), kun n — co. Koska
1
cos <—> = cos(mn),
Tn
15



ja kaikilla n € N cos(mn) saa vain arvot +1, kun n parillinen, ja —1, kun n on pariton,
on selvii, ettei f (z,) voi supeta kohti lukua f(0) = 0. Siten f on ep#jatkuva
pisteessi zp = 0. Derivaattafunktion f’ kiyttdytymistd havainnollistaa sen graafi

Kuvassa 2.7.
—\ | T
\ I/

\ ‘Il' £

—0.5 |
| ‘ | |

|
||IT" \ ||
|'°L| 119 ' l'u'l

Kuva 2.7. Derivaattafunktion f” graafi.

Tutkittava esimerkkifunktio f on siis derivoituva koko mééarittelyjoukossaan R, mutta

derivaattafunktio f  onkin ep#jatkuva masrittelyjoukkonsa yhdessi pisteessi xq = 0.

Tutkielman luvussa 5 tarkastellaan ldhemmin Volterran ja Pompeiun funk-

tioita. Ne ovat esimerkkejé derivoituvista funktioista, joiden derivaattafunktiolla on

useita epéjatkuvuuspisteité.
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LUKU 3

Darboux-ominaisuus

Darboux-ominaisuus kertoo funktion véliarvo-ominaisuudesta. Sen mukaan derivoitu-
valle funktiolle f, jolla on kahdessa eri pisteessd a ja b erisuuruiset derivaatan arvot,
f'(a) # f'(b), 16ytyy jokaiselle niiden derivaatta-arvojen vilissé olevalle luvulle v sité
vastaava luku c pisteiden a ja b vélisté siten, ettd tarkasteltavan funktion derivaatta-
funktio f’ saa arvon v pisteessi c, eli f’(¢) = . Témén véliarvo-ominaisuuden todisti
ensimméisend ranskalainen matemaatikko Jean Gaston Darboux (1842 - 1917) vuonna
1875. Kuten edellisessd luvussa havaittiin, kaikki derivaattafunktiot eivét ole jatkuvia.
Darboux-ominaisuus auttaa tutkimaan, mitkéd epédjatkuvuuden tyypit ovat mahdol-
lisia derivaattafunktioille. Témé&n luvun péa#asiallisena ldhdeteoksena on Thomson,
Bruckner & Brucknerin Elementary Real Analysis.

3.1. Aputuloksia

Darboux-ominaisuuden todistamiseksi tarvitaan késitteiden lokaali maksimi ja lokaali
minimi médritelmid sekd yksi yleinen aputulos (Lemma 3.1.2). Muotoillaan ndmé

ennen Darboux-ominaisuuden esittamisti seki todistamista.

MAARITELMA 3.1.1. Olkoon f : I — R, I C R, funktio. Funktiolla f on lokaali

maksimi pisteessi xg € I, jos on olemassa ¢ > 0 siten, ettd [zg — 0,29 + 0] C I ja

(o) = f(x)

kaikilla = € [zg — d,z¢ + d] C I. Vastaavasti, funktiolla f on lokaali minimi pisteessi
xo € I, jos on olemassa ¢ > 0 siten, ettéd [zo — 0,29 + 0] C [ ja

f(xo) < [(2)
kaikilla x € [zg — d, 20+ 6] C 1.

LEMMA 3.1.2. Olkoot f : I — R, I C R avoin vili, funktio ja xo € I. Jos funktiolla
f on pisteessi xq lokaali ddriarvo ja se on derivoituva pisteessi xqg, pdatee funktion f
derivaatalle, ettd

’
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3.2. Darboux-ominaisuus ja sen todistaminen

MAARITELMA 3.2.1. (Darboux-ominaisuus funktiolle)

Olkoon f : I — R funktio ja I C R. Funktiolla f on Darboux-ominaiuus, jos aina
kun pisteet a,b € I ovat siten, ettd a < b, ja v on miké tahansa arvo lukujen f(a) ja
f(b) vililtd, niin on olemassa piste ¢ € (a,b) siten, ettd f(c) = .

LAUSE 3.2.2. (Darboux-ominaisuus derivaattafunktiolle)
Olkoon funktio f : I — R derivoituva avoimella tarkasteluvdlilli I C R. Tdalloin

derivaattafunktiolla f' on aina Darboux-ominaisuus.

Tobistus. Olkoon funktio g : I — R, jolle g(z) = f(z) — vz, todistuksessa
kéytettivi apufunktio. Koska lauseessa oletetaan, ettid f (a) # f (b), on todistus

jaettava kahteen tapaukseen:

i) f'(a) < f'(0)
i) f'(a) > f'(0).

Todistetaan ndmé tapaukset erikseen.
(i.) Oletetaan, ettd f'(a) < v < f(b). T&lloin funktion g derivaatalle pétee, ett

g(a)=f(a)=y<0
ja
g ) =f () —v>0.
Apufunktio g on derivoituvana funktiona jatkuva vélilld [a,b], jolloin se saavuttaa
pienimmén arvonsa kyseiselld valilla. Koska apufunktiolle pétee, etta g'(a) < 0, niin
silloin
o)~ gla)
T—a+ r—a
Tamén perusteella saadaan, ettd g(x) < g(a) kaikilla z > a, jotka ovat riittévén lihel-

< 0.

14 pistettd a. Taman perusteella pienintd arvoa ei saavuteta pisteesséd a. Vastaavasti,
koska ¢'(b) > 0, niin silloin
—q(b
L o) = g(b)
x—b— z—0>
Tamén perusteella saadaan, ettd g(x) < g(b) kaikilla x < b, jotka ovat riittédvéin

> 0.

ldhella pistettd b. Tamén perusteella pieninté arvoa ei saavuteta pisteessa b. Néin ollen
funktio g saavuttaa lokaalin d4riarvonsa valilld (a,b), jolloin Lemman 3.1.2 nojalla on

olemassa piste ¢ € (a, b) siten, ettd g (c) = 0. T&lldin

Fle=g(+v=n.
(ii.) Oletetaan, ettd f'(b) < v < f (a). Vastaavasti tilloin funktion g derivaatalle
patee, etta

’

gla)=[f(a)—7>0
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ja

g (b) = f(b) = <0.
Samankaltaisten perustelujen nojalla, kuten (i)-kohdassa tehtiin, havaitaan, etta funk-
tio g saavuttaa valilli |a, b] suurimman arvonsa jossain kyseisen vilin sisépisteessd ja
tassa pisteessd sen derivaatta saa arvon nolla. Nain ollen funktiolla g on olemassa lo-
kaali #ériarvo ja siten Lemman 3.1.2 nojalla on olemassa piste ¢ € (a,b) siten, ettd
g (c) = 0. Siten
fle)=g(@+r=n

O

HuomauTus 3.2.3. Darboux-ominaisuus ei siis edellyté, ettéd tarkasteltavan funktion
derivaattafunktio olisi jatkuva. Tamé& ominaisuus péatee myos jatkuville derivaatoille,

silla jos f’ olisi jatkuva, seuraisi Darboux-ominaisuus suoraan Bolzanon lauseesta.

3.3. Darboux-ominaisuus derivaattafunktiolla

Luvussa 2.2 tarkasteltiin, millaisia erilaisia ep#jatkuvuuden tyyppeja funktiolla on
mahdollista olla. Sen pohjalta voidaankin nyt tutkia, mitd Darboux-ominaisuus ker-
too derivaattafunktion epédjatkuvuudesta. Tavoitteena on siis selvittdd, mitkd epé-
jatkuvuuden tyypeistd ovat mahdollisia derivaattafunktiolle Darboux-ominaisuuden
valossa. Tarkastelun lahtokohtana on epéjatkuva funktio g. Ideana on selvittaa, voiko
funktio g olla tai milla ehdoilla se voi olla jonkin funktion f : I — R derivaattafunktio.
Toisin sanoen tutkitaan sitd, milla ehdoilla kaikille x € I pétee, etta

Tutkitaan jokainen epéjatkuvuuden tyyppi erikseen.

Tapaus 1: Voiko derivaattafunktio olla hyppaysepajatkuva?

Olkoon g : R — R funktio, jolle

(2) —1, kunx <1
xT) =
g 1, kunax>1.

Oletetaan nyt, ettd kaikilla z € R pitee g(x) = f (z). Talloin esimerkiksi pisteissi
xr = —1 ja x = 1 funktiolle g patee, etti
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Lauseen 3.2.2 nojalla funktiolla f' : R — R on Darboux—ominaisuus, jolloin on ole-

massa piste ¢ € [—1, 1] siten, ettd

fe)=yg(c)=0.
Kuitenkin kaikilla ¢ € [—1, 1] pétee

g(c) #0.

Niéin ollen funktio g ei voi olla mink&én funktion derivaattafunktio. Muotoillaan tdmé

havainto vieléd lauseeksi ja todistetaan tdsméllisesti.

LAUSE 3.3.1. Olkoon funktio f : I — R, I C R avoin vdli, derivoituva. Jos funktion f
derivaattafunktio f on epdjatkuva, niin derivaattafunktio ei ole hyppiysepdjatkuva.

TobisTus. Olkoon zg € I.
Antiteesi: Derivaattafunktio f’ on hyppéaysepéjatkuva pisteessa xg.
Hyppéaysepéjatkuvuuden mééritelman (Mééritelmé 2.2.1) nojalla tiedetédén, ettéd de-
rivaattafunktion f’ toispuoleiset raja-arvot ovat erisuuret pisteessé x, eli

lim f(@) # lim f'(z).

T—T0+

Merkitédén, etta
= 1. ! i == 1' / .
B 1m+f (x) ja « x_g&rol_f (z)

T—rT0

Todistuksessa on tarkasteltava kaksi tapausta: 8 > « ja f < «a. Olkoon nyt § > « ja

valitaan
a—+p

2
T#lloin toispuoliesten raja-arvojen médritelmén (Médritelméd 1.2.3) nojalla on ole-

’y:

massa a < g < b siten, ettd kaikilla x € [a, z¢) pétee, ettd
o+
P < 457

2 )
ja vastaavasti kaikilla = € (xg, b] pétee, ettd

Oletuksen mukaan tiedetdén, ettd funktio f on derivoituva. Koska pisteiden a ja b
valintojen perusteella tiedetéddn, ettéa

f'(a) <

ovat Lauseen 3.2.2 oletukset voimassa.

a+p
2

< f'(b),

Oletetaan ensin, ettd f'(zg) # . Koska f'(a) < v < f'(b), niin Darboux-
ominaisuuden (Lause 3.2.2) nojalla on olemassa piste ¢ € (a,b) siten, ettd f'(c) = 7.
Tamé on kuitenkin ristiriita, silld kaikilla x € [a, b] pétee, ettd f'(z) # 7.
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Jos taas f’(x¢) = 7, voidaan valita uusi luku + siten, ettd
V=ﬂ+7
5
Edelleen toispuoleisten raja-arvojen maéritelman (M&aritelméa 1.2.3) nojalla on ole-
massa a < T < b siten, ettd kaikilla = € [a, zg) pétee, ettd
+
fay < 250
2
ja vastaavasti kaikilla x € (xg, b] pétee, etta
+
fa)> 2
2
(Mikali jossain tapauksessa on tarpeen, valitaan pisteet a ja b uudestaan siten, etti
uusi piste @’ > a ja vastaavasti uusi piste v’ < b). Darboux-ominaisuuden (Lause
3.2.2) nojalla on olemassa piste ¢ € (a, b) siten, ettd f'(¢/) = +. Tamé on kuitenkin
ristiriita, silld kaikilla z € [a, b] pétee, ettd f'(z) # 7.
Tapaus f < a menee vastaavasti, silla siind vain epayhtéloiden suunnat ja

niihin liittyvéat tarkasteluvélit muuttuvat. Néin ollen, jos derivaattafunktio on epéjat-

kuva, ei se voi olla hyppaysepéjatkuva. O
Tapaus 2: Voiko derivaattafunktiolla olla poistuva epidjatkuvuuskohta?

Olkoon g : R — R funktio, jolle

(z) 2, kunx #1
€T) =
g 0, kun z =1.

Funktiolla g on pisteesséd x = 1 poistuva epéjatkuvuuskohta. Valitaan tarkasteluvéliksi

suljettu reaalilukuvili [0, 1]. Oletetaan nyt, etté kaikilla = € [0, 1] pétee g(z) = f ().
Téalloin

ja
g() = f (1) =0.
Oletuksen mukaan funktiolla f': R — R on Darboux—ominaisuus, jolloin on olemassa

piste ¢ € [0, 1] siten, ettd

Kuitenkin kaikilla ¢ € [0, 1] pétee
g(c) # 1.

Ylli olevien havaintojen perusteella oletus g(z) = f'(z) ei ole voimassa kaikilla pis-
teilld « € [0, 1]. Néin ollen funktio g ei voi olla minkddn funktion derivaattafunktio.
Muotoillaan tdmé& huomio vield lauseeksi.
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LAUSE 3.3.2. Olkoon funktio f : I — R, I C R avoin vdli, derivoituva. Jos funk-
tion f derivaattafunktio f on epdjatkuva, niin derivaattafunktio ei ole poistuvasti

epdjatkuva.

Tobistus. Olkoon zy € 1.
Antiteesi: Derivaattafunktiolla f’ on poistuva epédjatkuvuus pisteessi xg.
Poistuva epdjatkuvuuden mééritelmén (Médritelmé 2.2.3) nojalla tiedetéén, ettd de-
rivaattafunktion f’ raja-arvo lim, ., f'(x) on olemassa, mutta derivaattafunktion
arvolle pisteessé xy pétee, etté

f(zo) # lim f'(x).

T—T0

Merkitadn nyt, etta
a = f'(z) ja 8= lim f'(z).
Tr—T0
Todistuksessa on tarkasteltava kaksi tapausta: § > « ja f < a. Olkoon nyt g > a.

Valitaan luku v siten, etta
a+p
5
ja olkoon a = x(. Talloin raja-arvon médritelmén (Mé&éritelmé 1.2.1) nojalla on ole-

’y:

massa b > 1z siten, etta kaikilla x € (zo, b] pétee, ettd

O

Oletuksen mukaan tiedetdén, ettd funktio f on derivoituva. Koska pisteiden a ja b

valintojen perusteella tiedetédén, etta

«a
flla)=a<
ovat lauseen 3.2.2 oletukset voimassa.

Darboux-ominaisuuden (Lause 3.2.2) nojalla on olemassa piste ¢ € (a,b)
siten, ettd f'(c) = ~. TAmé on kuitenkin ristiriita, silld kaikilla « € [a, b] pétee, etté
f'(@) # .

Tapaus f < « menee vastaavasti, silla siind vain epéyhtéldiden suunnat ja

niihin liittyvéat tarkasteluvélit muuttuvat. Néin ollen, jos derivaattafunktio on epéjat-
kuva, ei se voi olla poistuvasti epdjatkuva. 0

Lauseissa 3.3.1 ja 3.3.2 on osoitettu, ettei derivaattafunktio voi olla hyppéy-
sepajatkuva eikd poistuvasti epdjatkuva. Luvun 3.3 esimerkissa 2.3.2 havaittiin, etta
derivaattafunktio voi olla epajatkuva, ja luvussa 2.2, ettd epdjatkuvuutta on kolmea
tyyppid. Nédiden perusteella on selvad, ettéd jos derivaattafunktio on epédjatkuva, voi
se olla vain oleellisesti epdjatkuva. Kirjataan tdméa havainto vield seuraukseksi.
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SEURAUS 3.3.3. Olkoon funktio f : I — R, I C R avoin vdli, derivoituva. Jos funktion
f deriwvaattafunktio f on epdjatkuva pisteessi xy, on derivaattafunktio oleellisesti

epdjatkuva pisteessd xg.
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LUKU 4

Derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukon koko

Tamén luvun tavoitteena on tutkia derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukkoa ja
saada késitystd tdmén joukon suuruudesta. Tamé tarkastelu edellyttdéd ensin pereh-
tymistéd funktion heilahteluun seké Bairen kategoria -lauseeseen. Sen jdlkeen voidaan
esittdd havaintoja derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukon koosta. Tamén lu-
vun ldhdeteoksina ovat Thomson, Bruckner & Brucknerin Elementary Real Analysis

sekd Denlingerin Elements of Real Analysis.

4.1. Funktion heilahtelu

MAARITELMA 4.1.1. Funktion f : I — R heilahtelu valilla I méaritellidn suureena

wy(I) = sup | f(x) = f(y)].

z,yel

Jotta ymmérrys heilahtelusta auttaisi derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden
joukon tutkimisessa, tulisi silla olla jokin yhteys jatkuvuuteen. Seuraavaksi esitetédan-
kin tulos, jossa funktion jatkuvuus karakterisoidaan funktion heilahtelun avulla.

LAause 4.1.2. Olkoot f : I — R, I C R, funktio ja xq € I. Tdlloin funktio f on
jatkuva pisteessd xqg, jos ja vain jos

ér;gwf((xo — 6,20 +0)) =0.
HuomAuTUs 4.1.3. Lauseessa 4.1.2 olevalle suureelle pétee, etté
inf wy((zo — 0,29 +9)) = limwy((zo — 5,20 +0)),

silld jos 61 < 09, niin silloin my6s wy((xg — 01,20 + 1)) < wr((xo — d2, 2o + d2)).
Huomautuksen 4.1.3 avulla Lause 4.1.2 on nyt helppo todistaa.

Tobistus. Tamaé tulos on jos ja vain jos -tulos, joten todistetaan sen molemmat
suunnat erikseen.
(=)
Olkoon, ettéd funktio f on jatkuva pisteessd xy € I. Olkoon € > 0. Koska funktio f
on jatkuva pisteessi xy, Méaritelmén 2.1.1 perusteella on olemassa oy > 0 siten, ettd

f(2) = flzo)] < =,

2
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jos | — xzg| < dg. Olkoon x1, x5 € (g — 0o, xg + dp). Kolmio-epayhtélon perusteella
saadaan

|f(z1) = f(@2)| = [f(21) — fzo) + f(20) — f(z2)]
< |f(@) = flao)| + | f(xo) = flan)| < 5+ 5

Y1I4 oleva tulos pétee siis kaikilla x1, 25 € (xg — dg, o + do). Néin ollen saadaan

= ¢&.

sup{|f(x1) — f(x2)| : w0 — 0o < 21 < w3 < 209+ 0o} < &,

kun 0 < §y. Tasta saadaan, etté

wf((xo — 50, To + (50)) < €.
Koska € voidaan valita mielivaltaisen pieneksi, seuraa lauseen tulos ylldolevasta epéayh-
talosta.
(<)
Oletetaan nyt, etté seuraava tulos pitee:

inf — =0.

(15r>10wf([:1:0 d,20+0]) =0
Olkoon € > 0. Valitaan § > 0 siten, etté

wf(xo — 5, Ty + 5) < €.
Niéin ollen saadaan
sup{|f(z) — f(zo)| : x € (20 — 6,20 + 0)} <,

josta edelleen seuraa, etta
|f(z) = f(@o)| <,

kun |z — xy| < 6. Tdmé vastaa jatkuvuuden méaaritelmasa (Maaritelmé 2.1.1), joten
funktio f on jatkuva pisteessa xg. 0

Lauseessa 4.1.2 esiintyvéa suure on téarkeéd heilahtelun kokonaisvaltaisen ym-

mértdmisen kannalta, joten nimetéddn tdmé suure seuraavaksi.
MAARITELMA 4.1.4. Olkoon f : I — R funktio ja olkoon x( € I. T&ll6in suuretta
wy(zo) = inf we((xg — 9,z + 9))
5>0
kutsutaan funktion f heilahteluksi pisteesséd xy. Tamé suure kuvaa siis funktion pis-

teittdista heilahtelua.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien kautta, mité heilahtelu oikeastaan tar-
koittaa. Tutkitaan siis funktion pisteittdistd heilahtelua pisteessé, jossa silld on joko
hyppéys-, poistuva- tai oleellinen epéjatkuvuuskohta.

25



ESIMERKKI 4.1.5. (Funktion pisteittdinen heilahtelu)
a.) Tarkastellaan tdssd Esimerkistd 2.2.2 tuttua hyppéaysepéjatkuvaa funktiota f, jolle

r+1, kun z <2
f(z) =
—x+3, kun x > 2.

Tavoitteena on tutkia, mitd kyseisen funktion pisteittdinen heilahtelu wy(xg) on hyp-
péysepdjatkuvuuspisteessé, eli pisteessi xg = 2. Olkoon I = [z — §, xo + 6]. Méaéritel-
mén 4.1.1 nojalla saadaan, etté
wy(zg — 0,20+ 0) :supf(x)—irelgf(a:) =3—(—(2+d) +3)=2+04.
zel z

Néin ollen Méaritelmén 4.1.4 mukaisesti funktion pisteittdinen heilahtelu
wy(xg) = }I;wa(:co — 8,90+ 9) = %ig(l)wf(xo —6,x0+9) = (lsig%(Q +9) =2.

Huomaa, ettd heilahtelu pisteessid x = 2 on sama, kuin hypéysepéjatkuvuuden méaa-
ritelméssd (Madritelmé 2.2.1) mainitti hypyn suuruus.
b.) Tarkastellaan tésséd Esimerkistéd 2.2.4 tuttua poistuvasti epdjatkuvaa funktiota f,

x, kunx #0
f(x)_{ 4, kun x = 0.

jolle

Tavoitteena on tutkia, mité kyseisen funktion pisteittdinen heilahtelu wy(zo) on sen
poistuvassa epéjatkuvuuspisteessé, eli pisteessd xy = 0. Tarkastellaan nyt pienid lu-
kuja 4, jolloin voidaan olettaa, ettd 6 < 1. Méaaritelmén 4.1.1 nojalla saadaan, etta

wp(—0,0) = sup f(xz)— inf f(xr)=4—(-0)=4+9.
x€[—6,0] x€[—6,0]

Néin ollen Mééritelmén 4.1.4 mukaisesti funktion pisteittdinen heilahtelu

wi(wo) = inf wy(=0,0) = limewy(=0,6) = lim(4 + ) = 4.

c.) Tarkastellaan téssd Esimerkistd 2.2.8 tuttua oleellisesti epdjatkuvaa funktiota f,

sinl, kunaz #0
Jw) = { 0, kun x = 0.

jolle

Tavoitteena on tutkia, mité kyseisen funktion pisteittdinen heilahtelu wy(zo) on sen

oleellisessa epdjatkuvuuspisteessé, eli pisteessd o = 0. Koska [sin %] < 1, niin
wf(—é, 5) S 2.

Toisaalta valiltd [—d, §] 1oytyy sini-funktion jaksollisuuden perusteella pisteet = ja y
siten, ettd f(z) =1 ja f(y) = —1. Funktio f saa siis arvon 1 kaikissa pisteissi, jotka

ovat muotoa m, missd luku k € Z. Kyseistd muotoa oleva piste kuuluu aina vélille
2
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[0, d]. Vastaavasti f saa arvon -1 kaikissa pisteissi, jotka ovat muotoa missé

1
SE+2km’
luku k& € Z. Kyseistd muotoa oleva piste kuuluu aina vilille [—0, §] riittdvén suurilla

luvuilla k. Néin ollen
wr(—6,0) > 2.

Y1I4 tehtyjen havaintojen perusteella funktion heilahtelu jokaisella vililld [—d, 4] on
we(—6,0) = 2.

Néin ollen Méaéaritelmén 4.1.4 mukaisesti funktion pisteittdinen heilahtelu

wy(wo) = inf wy(=6,6) = 2.

Heilahtelun avulla voidaan my6s méaritelld erilaisia joukkoja. Muitoillaan
tahén liittyva tulos (Lause 4.1.6) ja todistetaan se. Kyseistd tulosta tullaan tarvitse-
maan derivaatttafunktion jatkuvuuspisteiden joukon koon tutkimisessa luvussa 4.4.

LAUSE 4.1.6. Olkoon funktio f mddritelty suljetulla vililli I C R. Olkoon v > 0.
Tdlloin joukko

{z:ws(z) <~}
on avoin ja vastaavasti joukko
{z:wp(z) 27}

on suljettu.

TobisTus. Olkoon tutkittava joukko A = {z : wy(x) < 7} ja olkoon z, € A.
Osoitetaan ensin, ettd joukko A on avoin. Olkoot ws(zg) = a < vja a < f < 7.

Madritelmén 4.1.4 nojalla on olemassa § > 0, jolle

|f(u) = f(v)] < B,

kun u,v € (zo — d,z9 + 6). Merkitédén U = (zo — d, 29 + 0) ja olkoon = € U. Koska
joukko U on avoin, niin on olemassa §; < 0 siten, ettd

(23—51,1'+51) cU.

Néin ollen pétee

wr(z) <sup{[f(t) = fs)| : L, s € (x = 01,2+ 1)}
<sup{|f(u) = f(v)| ;w0 € Uy <5 <.

Tamén perusteella mielivaltaisesti valittu piste € A eli U C A. Taméi osoittaa, etté

joukko A on avoin.

Olkoon B = {x : wg(x) > v}. Osoitetaan vield, ettd joukko {z : ws(z) > ~} on
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suljettu. Koska joukko B on tutkittavassa joukossa I joukon A komplementti, eli

B = I\A, on joukko B avoimen joukon komplementtina suljettu. 0

4.2. Bairen kategoria -lause

Bairen kategoria -lause on nimetty keksijansd René-Louis Bairen (1874-1932) mukaan
ja tdmaé tulos on perdisin 1900-luvun taitteesta. Baire jakoi kaikki joukot yksinkertai-
sesti kahteen kategoriaan sen mukaan ovatko ne laihoja vai eivat. Joukon laiheudel-
la Baire viittasi siihen, voikaanko tarkasteltava joukko esittdd harvojen, ei-tiheiden,
joukkojen numeroituvana yhdisteend. Ennen kuin Bairen kategoria -lausetta tdhan
luokitteluun liittyen voidaan tarkastella, tarvitaan ymmarrysté kasitteista "aito vali”,
“tihed joukko”ja "ei-missdédn tihed joukko’sekéd Bairen tuolloin kehittdmésta joukko-
jen luokitteluperiaatteesta. Sen liséiksi Bairen kategoria -lauseen todistus vaatii erdén
aputuloksen, joka on muotoiltu Lemmaksi 4.2.5.

MAARITELMA 4.2.1. Tarkasteltava vili on aito vdli, jos se voidaan esitdd muodossa
(a,b), (a,b], [a,b) tai [a,b], missd a < b.

MAARITELMA 4.2.2. Olkoon A joukko reaalilukuja. Télloin joukko A on reaaliluku-
joukossa (R)

i.) tihed joukko, jos jokaiselle avoimelle vélille (a, b) pétee, ettd joukko AN (a,b)
on epétyhja.
ii.) ei-missdcdn tihed joukko, jos sen sulkeuma A ei sisilld yhtddn aitoa vilid.

HuomAuTus 4.2.3. Ei-misséén tihedn joukon méaritelmésta (Maéritelma 4.2.2) seu-

raa, ettd suljettu joukko on joko ei-missédén tihed tai sitten se siséltda valin.
MAARITELMA 4.2.4. Olkoon A joukko reaalilukuja.

i.) Joukko A kuuluu Bairen ensimmdiseen kategoriaan, jos se voidaan esittda
ei-missaén tiheiden joukkojen numeroituvana yhdisteena.

ii.) Joukko A kuuluu Bairen toiseen kategoriaan, jos se ei ole ensimmaéisté kate-
goriaa.

LEMMA 4.2.5. Olkoon A ei-missddn tihed joukko. Kaikille aidoille vdileille I loytyy aito
suljettu vili J C I siten, etti joukon A ja vdlin J leikkaus on tyhjd, eli JN A = (.

TobpisTus. Olkoon A ei-missddn tihed joukko ja I aito véli siten, ettd (a,b) C
I C a,b], missi a < b. Koska joukko A on ei-misséifin tihedi, pétee, ettd (a,b) € A,
jolloin on olemassa piste x € (a,b) — A. Koska x € A°, missi joukko A° on avoin, niin
on olemassa ¢ > 0 siten, ettd (z —J, 2 +6) C A°. Valitaan ¢’ riittéviin pieneksi, jolloin
saadaan, etti [z — &', x + 0] € A°N 1. Valitaan nyt, ettd J = [z — &',z + '], joilloin
aputulos on saatu todistettua. 0
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LAUSE 4.2.6. (Bairen kategoria -lause)

Jokainen reaalilukujoukon R aito vili kuuluu Bairen toisen kategoriaan.

TobisTus. Olkoon [ aito vili siten, ettd (a,b) C I C [a,b], kun a < b.
Antiteesi: Vili I kuuluu ensimmaéiseen kategoriaan.
Talloin valille I pétee, etté

n=1

missé jokainen joukko A, on ei-missddn tihea.

Koska joukko A; on ei-missdén tihed, Lemman 4.2.5 nojalla tiedetéén, etta
on olemassa suljettu véli J; C I siten, ettd J; N A; = (). Vastaavasti, koska joukko
Ay on ei-missddn tihed, on olemassa suljettu vili J, C J; siten, ettd J, N Ay = 0.

Jatkamalla téatad saadaan jono {J,} aitoja suljettuja véleja siten, etté
J12h2 - 2J 2
ja A; N J; = 0 kaikilla 4.

Cantorin sisdkkaisten vélien periaatteen nojalla on olemassa piste zg € R
siten, etta

00
o € ﬂ Jn
n=1

Nyt kaikilla n € N pitee, ettd zq € J,, joten xy ¢ A, . Siten

n=1

Mutta kuitenkin zy € I, silld kaikilla n € N pétee, ettd o € J, C I. Néin ollen
todistus on paidtynyt ristiriitaan, joten valin [ tdytyy kuuluu Bairen toiseen katego-

riaan. U

4.3. Tarvittavia maidritelmia jatkuvuuspisteiden joukon tutkimiseen

Koska myohemmin tésséd luvussa tullaan tutkimaan derivaattafunktion jatkuvuuspis-
2

teiden joukon kokoa, on hyvéd mééaritelld, mita kéasitteet "jatkuvuuspisteiden joukko

ja "epdajatkuvuuspisteiden joukko” todella tarkoittavat ja miten niitd merkitaén.

MAARITELMA 4.3.1. Olkoon f suljetulla vélilla I mééritelty reaaliarvoinen funktio.
Funktion f jatkuvuuspisteiden joukko on joukko, jonne kuuluvat kaikki ne mééritte-
lyjoukon pisteet, joissa funktio f on jatkuva. Tatd joukkoa merkitdadn C;. Vastaavasti
funktion f epdjatkuvuuspisteiden joukko on joukko, jonne kuuluvat kaikki ne méarit-
telyjoukon pisteet, joissa funktio f on epéjatkuva. Tété joukkoa merkitédén Dy.
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Seuraavaksi tarkastellaan hieman Borelin joukkoja, jotka on nimetty keksi-
jinséd Emile Borelin (1871-1956) mukaan. Hén havaitsi, etté analyysissi ei riitd tar-
kastella vain avoimia ja suljettuja joukkoja, vaan sen sijaan on tutkittava avointen
ja suljettujen joukkojen numeroituvia yhdisteitd ja leikkauksia. Sen vuoksi tulemme
nyt méirittelemédn analyysin kannalta kaksi merkittavaa joukkoa: Gj-joukon ja F,-
joukon. Namaé joukot ovat vasta alkua suurelle Borelin joukkojen luokalle, mutta tdma
tarkastelu riittaa téssa tutkielmassa.

MAARITELMA 4.3.2. Reaalilukujen osajoukko H, H C R, on Gs-joukko, jos se voi-
daan esittdd avoimien joukkojen numeroituvana leikkauksena, toisin sanoen, jos on
olemassa avoimet joukot G1,Gs, Gs, - - - siten, ettd

(e
k=1

HuoMmAuTUs 4.3.3. Méiritelmén 4.3.2 joukko H ei vilttdmétta ole avoin. Esimerkiksi
jos joukot Gy = (—1, 1), niin niiden leikkaus

H=()G={0}
k=1
onkin suljettu.

MAARITELMA 4.3.4. Reaalilukujen osajoukko E, £ C R, on F,-joukko, jos se voidaan
esittdd suljettujen joukkojen numeroituvana yhdisteené, toisin sanoen, jos on olemassa
suljetut joukot Fi, Fy, F3, - - - siten, etté

E = G Fy.
k=1

Borelin joukoille Gs ja F, patee myos kayttokelpoinen yhteys, jota tullaan
tarvitsemaan luvussa 4.4. Muotoillaan ja todistetaan tdméa yhteys seuraavaksi.

LAUSE 4.3.5. Joukko A on Gs-joukko, jos ja vain jos sen komplementti joukko R\ A
on F,-joukko.

TobisTUus. Koska todistettava on jos ja vain jos -tulos, todistetaan sen molemmat
suunnat erikseen.
(=)
Oletetaan, ettd joukko A on Gs-joukko, jolloin Maaritelméan 4.3.2 nojalla

" fe
k=1
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missé joukot G, ovat avoimia kaikilla k. Télloin de Morganin kaavojen avulla saadaan

R\A = R\ ﬁ Gy = G(R\Gk).

Koska joukot G}, ovat avoimia, on joukko R\G}, suljettu kaikilla k. Néin ollen joukko
R\ A on Maéritelmén 4.3.4 mukaan F,-joukko.

(<)

Oletetaan, ettéd joukko R\ A on F,-joukko, jolloin Mé&aritelmén 4.3.4 nojalla

R\A = | ] F.
k=1
missd Fj ovat suljettuja joukkoja kaikilla k. Téllin de Morganin kaavojen avulla
saadaan
A=R\(R\A) =R\ | J Fr = [(R\F).
k=1 k=1

Koska joukot Fj, ovat suljettuja, on joukko R\ F} avoin kaikilla k. Néin ollen joukko
A on Mééritelmén 4.3.2 mukaan Gs-joukko. U

Derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukon koon tutkimisessa tullaan to-
distamaan erilaisia tuloksia, joissa tarvitaan ymmaérrysta joukon erilaisista pisteisté.
Sen vuoksi esitetddnkin maaritelmét viela késitteille: sisépiste, reunapiste ja kasau-
tumispiste.

MAARITELMA 4.3.6. Olkoon E joukko reaalilukuja. Pisteen x sanotaan olevan kysei-
sen joukon

i.) sisapiste, mikali on olemassa luku ¢ > 0 siten, etté
(x —c,x+c¢) C E.

ii.) reunapiste, mikali jokainen vali (z — ¢,z + ¢) sisdltdéd vahintdédn sekd yhden
joukon E pisteen ettd yhden pisteen, joka ei kuulu joukkoon E.
iii.) kasautumispiste, mikéali kaikilla ¢ > 0 leikkaus

(x—cx+c)NE

siséltda darettoméan monta pistetta.

Bairen tekemét huomiot eivét liity pelkédstddan joukkojen luokitteluun, vaan
hén on méaritellyt myos funktioita, joihin liittyy tiettyjd ominaisuuksia. Téllaisia
Baire-funktioita tullaan tarvitsemaan mychemmin luvussa 4.4, joten esitetdéin erés
maééritelmé niihin liittyen.
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MAARITELMA 4.3.7. Funktio f on Baire 1 -funktio, jos on olemassa jono ( fi) jatkuvia
funktioita siten, ettd kaikilla x € I

fe(@) = f(z).

Huomataan, ettd Baire 1 -funktioiden luokka siséltad koko derivaattafunk-
tioiden luokan. Tarkastellaan tdmén viitteen paikkaansa pitdvyyttd hieman mate-

maattisesti. Olkoon funktio F’ derivoituva reaalilukujoukossa R. Télloin kaikilla z € R

patee, etta
Flx—1)—-F
F'(z) = lim (@ ”1) (z)
n—oo E
Jos nyt mééritelladan f, siten, ettd
Flz - 1)~ F(z)
fn(l') = 1 )

niin silloin kaikki funktiot f, ovat jatkuvia reaalilukujoukossa R ja ne suppenevat
pisteittdin kohti funktiota F’. TAm# vastaa Baire 1 -funktioiden méaritelmaéd (Maa-
ritelmé 4.3.7), joten ylla oleva viite pitdd paikkansa.

4.4. Derivaattafunktio jatkuvuuspisteiden joukon tutkiminen

Funktion jatkuvuuspisteiden joukon tutkimisen aluksi tarkastellaan, miten funktion
jatkuvuuspisteiden ja epéjatkuvuuspisteiden joukot suhteutuvat Borelin Gs- ja F,-

joukkoihin. Seuraavaksi todistetaankin tédhén liittyva tulos.

LAUSE 4.4.1. Olkoon funktio f mddritelty suljetulla valillé I (mikd voi olla koko
reaalilukujoukko R). Tdalloin funktion f jatkuvuuspisteiden joukko Cy on Gs-joukko ja
epdjatkuvuuspisteiden joukko Dy on F,-joukko.

Tobistus. Olkoon f: I — R, I C R, tutkittava funktio. Tavoitteena on todistaa,
ettd jatkuvuuspisteiden joukko C; on Gj-joukko, toisin sanoen, etté joukko

Cr = {x: wy(x) = 0}
on Gs-joukko. Kaikille £ € N merkitédén
1

Lauseen 4.1.6 nojalla tiedetdén, ettéd kaikki joukot By ovat suljettuja. Silloin joukko

B = G By,
k=1

on F,-joukko. Joukko Cf on joukon B komplementti eli C; = I\ B. Koska joukko B
on F,-joukko, on joukko Cf joukon B komplementtina Gs-joukko.
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Koska funktion f epé#jatkuvuuspisteiden joukko Dy on jatkuvuuspisteiden
joukon Cy komplementti, eli Dy = I\ C}, ja joukko Cy on Gs-joukko, on se lauseen
4.3.5 mukaan F,-joukko. 0

Derivaattafunktio voi olla edelld tehtyjen havaintojen perusteella epéjatkuva
joko yhdessd madrittelyjoukkonsa pisteessi (ks. Esimerkki 2.3.2) tai useissa mééritte-
lyjoukkonsa pisteissd (ks. luku 2.3). Nyt herdé kysymys, voiko derivoituvan funktion
derivaattafunktio olla epédjatkuva kaikkialla. Tutkittaessa derivaattafunktion jatku-
vuuspisteiden joukkoa tullaan havaitsemaan, ettei tdmé ole mahdollista. Tutkimuk-
sessa havaintaan kuitenkin jatkuvuuspisteiden joukon olevan suuri. Tavoitteena onkin
osoittaa, ettd derivaattafunktion jatkuvuuspisteiden joukko on tihed méarittelyjou-
kossaan. Tédmén tuloksen todistamiseen tarvitaan kuitenkin yksi aputulos, joka muo-
toillaan ja todistetaan ensin.

LEMMA 4.4.2. Olkoon a € R. Milld tahansa Baire 1 - funktiolla f joukot

{z: f(x) >a} jaf{z: f(z) <a}
ovat tyyppid F,.

TobisTus. Merkitadn, ettd A = {x : f(x) > a} ja B = {z : f(z) < a}. Maéiri-
telmén 4.3.4 nojalla riittdd osoittaa, ettd joukot A ja B voidaan esittdid suljettujen
joukkojen numeroituvana yhdisteend. Koska funktio f on Baire 1 -funktio, saadaan
se Médritelméan 4.3.7 nojalla jonosta jatkuvia funktioita {f,}, jotka suppenevat pis-
teittdin kohti funktiota f kaikilla x € I.

Todistetaan ensin, ettd joukko A on tyyppid F,. Tétd varten osoitetaan

ensin, ettd

(©)

Jos & € A, niin f(Z) > a. Liséksi on olemassa j, € N siten, etté

. 1
f(x) >a+ —,
Jo
kun valitaan, ettd jo > m Koska lim,, oo fn(Z) = f(&), on olemassa ky € N siten,

etta

. 1
Jo
kaikilla n > ky. Tésté seuraa, etti

pe N {eif@zat )= A

n>kg
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joten

(o)

Olkoon e
erU(ﬂ{x:fn(x)za—i-%}).
j=1k=1 n>k

Talloin on olemassa jo € N ja ky € N siten, etté
R 1
= ﬂ {xfn(a:) Za—l—.—},
n>ko Jo
eli f,(2) >a+ ]lo kaikilla n > ky. Tésté seuraa, etti

1
f(‘i:)za+-_>a7
Jo

josta edelleen saadaan, ettd z € A.

Koska f,, on jatkuva, on A, ; = {g_l}([a + %, oo)> suljettu. Tastd seuraa,

() A

n>k
on suljettujen joukkojen suljettu leikkauksena, jolloin

A:DO(ﬂAnJ)

j=lk=1 n>k

etta

on F,-joukko.

Joukon B osoittaminen F,-joukoksi menee vastaavasti. (|

LAUSE 4.4.3. Olkoon {g,} jono jatkuvia funktiota, jotka on mddritelty vililla I, ja
jotka suppenevat pisteittdin kohti funktiota g vdlilla I. Silloin funktion g jatkuvuus-
pisteiden joukko muodostaa tihedn joukon vdlilld I.

TobisTus. Antiteesi: Funktio g on epédjatkuva jonkin osavélin J C I kaikissa
pisteissa.
Merkitéaédn kaikilla n € N

E, = {xe J s wg(x) > %}

Jokainen joukko FE), on suljettu Lauseen 4.1.6 perusteella ja

n=1

Bairen kategoria -lauseen (Lause 4.2.6) nojalla on olemassa n € N ja vili H C J
siten, ettd H C E,. Tama pitee, silld jos jokainen joukko F), olisi ei-missédén tiheé,
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niin J olisi ensimmaéisen kategorian joukko. Kuitenkin tiedetéédn, ettd J on véli, joten
se on toisen kategorian joukko. Néin ollen 16ytyy jokin joukko FE,, siten, etté se ei ole
ei-missdén tihed. Koska FE),, on suljettu joukko, siséltdé se vélin.

Seuraavaksi osoitetaan, ettei tdmé ole mahdollista funktiolle g, joka on jat-
kuvien funktioiden rajafunktio.

Olkoon {I} = (a, by)} jono vilejé, joiden pituus on alle % siten, etté

g(H) C | J L.

Olkoon Hy = g (1) N H kaikilla k. Talloin

H= G o,
k=1

missd yksikddn joukko Hy ei voi siséltad vilid. Jos joukko Hj sisdltédisi vélin (a,b),
pétisi heilahtelulle, ettd wy(a,b) > L, silld pisteittdinen heilahtelu wy(z) > & kaikilla
x € H. Talloin 16ytyy pisteet z ja y valiltd (a,b) siten, ettd
1
l9(z) = g(@)[ = .
Téaméan perusteella g(x) ja g(y) eivdt voi molemmat kuulua vilille I, koska kyseisen
vélin pituus on alle % Tama on ristiriidassa joukon Hj; maéérittelyn kanssa, joten

kyseinen joukko siséltdd pakostakin vélin. Nédin ollen
Hy=A{x:9(x) <be}Nn{zr:g(z) > a}.

Lemman 4.4.2 nojalla joukko Hy on tyyppid F,, silld se on kahden F,-joukon leikkaus,
joten joukko Hj voidaan esittdd muodossa

Hk = U ij?
j=1

missé joukot Hy; ovat suljettuja. Téstd seuraa, ettd

H=J = JUHs:
k=1 k=1 j=1
eli vali H on pystytty esittamédn suljettujen joukkojen numeroituvana yhdisteené.
Bairen kategoria - lauseen (Lause 4.2.6) nojalla edelld olevista joukoista ainakin yksi,
olkoon se H;j,
siten, ettd H,;; D K. Tésté seuraa, ettd H; O K, miké ei ole mahdollista, koska edelld

osoitettiin, ettei mikdéan joukko Hj sisélla valia.

ei ole ei-missddn tihed. Koska H;; on suljettu, on olemassa vili K

Niéin ollen tdma ristiriita kumoaa todistuksen alussa tehdyn antiteesin ja lauseen viite
on tosi. 0
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Lauseen 4.4.3 tuloksesta saadaan muotoiltua seuraus, joka kuvaa derivaat-

tafunktion jatkuvuuspisteiden joukkoa.

SEURAUS 4.4.4. Olkoon funktio f derivoituva valilli I = (a,b). Tdlldin derivaatta-

funktion f' jatkuvuuspisteiden joukko on tihed kyseiselld vdlilld.
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LUKU 5

Derivaattafunktion integroituvuus

Téasséd luvussa tarkastellaan ensin integroituvuutta yleenséd: mééritellidn Riemann-
integroituvuus sekd muotoillaan Analyysin peruslause, joka kuvaa integroituvuuden
ja derivoituvuuden yhteytta. Liséksi tarkoituksena on tutkia derivaattafunktion in-
tegroituvuutta. [lmicta pohdittaessa herdé kysymys, voiko derivaattafunktio olla aina
integroituva. Taté tullaan tutkimaan kahden esimerkin, Volterran ja Pompeiun funk-
tion, avulla. Tavoitteena siind on nayttia, ettei derivaattafunktio ole valttaméatta ai-
na integroituva. Paéldhteind téssd luvussa ovat Bressoudin A Radiacal approach to
Lebesgue’s theory of integration, Thomson, Bruckner & Brucknerin FElementary Real
Analysis seka Kilpeldinen Analyysi 11.

5.1. Riemann-integroituvuus ja Analyysin peruslause

Riemann-integroituvuuden mééarittelemiseen tarvitaan ymmaéarrysta porrasfunktiois-
ta sekéd funktion yléd- ja alaintegraaleista, joten ndmé késitteet tullaan mééarittele-
médn ennen Riemann-integroituvuuden mééarittelyd. Koska Riemann-integroituvuus
on méadritelty vain rajoitetulle funktiolle, tarkastellaan myo6s, mité tarkoitetaan funk-
tion rajoittuneisuudella.

MAARITELMA 5.1.1. Funktio f : I — R, I C R, on rajoitettu, jos on olemassa M > 0
siten, ettd kaikilla x € I pétee

|f(x)] < M.

MAARITELMA 5.1.2. Rajoitettu funktio h : I — R, I C R, on porrasfunktio, jos on
olemassa tarkastelu vilin I jako P = {xg,21,..., Tp_1,2,} ja luvut ay,as,. .., ay_1,a,
siten, ettd kaikilla = € (z;_1, x;) pétee

f(z) = a;.
Tama tarkoittaa, ettd porrasfunktio saa vakioarvon jokaisella osavalilla (x;_1, ;).

MAARITELMA 5.1.3. Olkoon P = {xzg,x1,...,Tp_1,x,} valiin I = [a,b] liittyvé jako
ja h : I — R porrasfunktio, jolle kaikilla i = 1,...,n pitee: h(x) = a; kaikilla

x € (z;-1, ;). Porrasfunktion h integraali yli vélin I = [a,b] on

/bh - iai (T,
@ =1
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missé [([;) = z; — x;_ eli osavélin I; = (x;_1,x;) pituus.

MAARITELMA 5.1.4. Rajoitetun funktion f : I — R alaintegraali yli vilin I = [a, b]

on

b b
ala/ f = sup {/ h | h:I— R on porrasfunktio siten, ettd h < f valilla ]}
ja yldintegraali yli vilin I = [a,b] on
b b
yld/ f = inf {/ h | h: I — R on porrasfunktio siten, ettd h > f valilla I}.

MAARITELMA 5.1.5. Rajoitettu funktio f : I — R on Riemann-integroituva yli valin
I = [a,b], jos sen alaintegraali ja yldintegraali ovat yhté suuret, toisin sanoen, jos

ala/abf:yl'd/abf.

Télloin funktion f Riemann-integraali yli vilin I = [a,b] on

/abf(x)dx—ala/abf—yld/abf.

Reimann-integroituvuuden méarittdminen porrasfunktioiden sekd yla- ja
alaintegraalien avulla (Mééritelmé 5.1.5) ei ole ainoa mahdollisuus, vaan se voidaan
tehdd myds muilla tavoin. Erés toinen tapa Riemann-integroituvuuden méaérittelyyn
on esitetty Lebesguen ehtona, koska sitd tullaan tarvitsemaan luvussa 5.2. Kyseisté

ehtoa varten tulee ymmaértaa kasite nollamittaisuus.

Nollamittaisuuden késite liittyy joukkoihin ja niiden ominaisuuksiin. Jos
tutkittava joukko voidaan peittda sellaisilla véleilld, joiden yhteenlaskettu pituus on
mielivaltaisen pieni, sanotaan kyseisen joukon olevan nollamittainen. Esitetdén nol-

lamittaisuudelle vield matemaattinen méaaritelma.

MAARITELMA 5.1.6. Joukko A C R on (Lebesguen mielessd) nollamittainen, jos
jokaiselle e > 0 16ytyy numeroituva joukkoperhe (Ix)ren kompakteja vileja I C R
siten, etta
Ac|Jvja ) M) <«
keN keN
missi A(I;) on vélin I pituus. Talloin merkitdan A € N = N(R).
38



Lebesguen ehto Riemann-integroituvuudelle liittyy funktion epéjatkuvuus-
pisteiden joukkoon seké sen nollamittaisuuteen. Tamé ehto on jos ja vain jos -tulos,
joten sitd voidaan kéyttdd myos funktion epéjatkuvuuspisteiden joukon nollamittai-
suuden tutkimisessa. Muotoillaan tdmé Lebesguen ehto seuraavaksi.

LAUSE 5.1.7. (Lebesguen ehto)
Funktio f : I — R, I C R, on Riemann-integroituva, jos ja vain jos funktion f
epdjatkuvuuspisterden joukko

Dy ={x € 1| feiole jatkuva pisteessi x}

on nollamittainen eli Dy € N(R).

Nyt kun Riemann-integroituvuudesta on saatu késitys, voidaan pohtia in-
tegroituvuuden ja derivoituvuuden véalistd suhdetta. Analyysin peruslause on analyy-
sin fundamentaali teoreema, joka kuvaa derivoinnin ja integroinnin vélistd yhteytta.
N&amé operaatiot ovat toisillensa kaénteisid. Geometrisesti derivaatta tarkoittaa tan-
gentin kulmakerrointa ja integrointi taas kédyrdn alle jddvin pinta-alan laskemista.
Lauseet 5.1.10 ja 5.1.11 kuvaavat kahta ominaisuutta, jotka yhdessd muodostavat
Analyysin fundamentaalin peruslauseen, joka liittdd derivaatan, integraalifunktion ja
médratyn integraalin késitteet toisiinsa. Néiden muotoilemiseksi palautetaan ensin
mieleen, mitd funktion primitiivi ja integroituvan funktion integraalifunktio oikein
tarkoittavat.

MAARITELMA 5.1.8. Integroituvan funktion f : I — R, I = [a,b], integraalifunktio
on funktio F': I — R, jolle
~ [ s

MAARITELMA 5.1.9. Funktion f : I — R, I = (a,b), primitiivi on funktio F' : [ — R,
jolle patee kaikilla z € I, etta

Muotoillaan ensin Analyysin peruslauseen kuuluvat kaksi ominaisuutta, jois-
ta ensimméinen kuvaa integraalin derivoituvuutta (Lause 5.1.10) ja toinen derivaa-
tan integraalia (Lause 5.1.11). Kootaan néiden sisélté myos yhteen, jolloin saadaan
taydellinen Analyysin peruslause (Lause 5.1.12)

LAUSE 5.1.10. (Analyysin peruslause, osa I: Integraalin derivoituvuus)
Olkoon funktio f : I — R, I = [a,b], jatkuva. Silloin funktiolla

/ £
on derivaatta vililli I = [a,b] ja F'(x) = f(x) kaikilla x € 1.
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LAUSE 5.1.11. (Analyysin peruslause, osa II: Derivaatan integraali)
Jos funktiolla F : I — R, I = [a,b], on jatkuva derivaatta vililli I, pditee silloin

/ F'(z)dx = F(b) — F(a).

LAUSE 5.1.12. (Analyysin peruslause)
Olkoot F' : I — R, I = [a,b], derioituva funktio valilld I ja f : I — R Riemann-

integroituva funktio samalla vdlilld. Jos F'(x) = f(x) kaikiklla x € I, niin silloin
b
/ f(2)de = F(b) — F(a).

Nyt kun Analyysin peruslauseen keskeinen idea on selvilla ja aletaan pohti-
maan derivaattafunktion integroituvuutta, herdéd kysymys, voidaanko loytdaa vastae-
simerkkid Analyysin peruslauseelle siten, ettei se riipu funktion rajoittuneisuudesta.
Onko siis mahdollista 1oytad funktio f, jonka derivaattafunktio f’ on olemassa si-
ten, ettd se on rajoitettu suljetulla vililla 7, mutta se ei ole Riemann-integroituva

kyseiselld vélilla.

Vuonna 1878 Ulisse Dini (1845-1918) havaitsi, ettd jos suljetulla valilla [
oleva funktio f on ei-vakio, jos silld on rajoitettu derivaatta kyseiselld vilill4, ja jos f
on nolla valin I tihedsséd osajoukossa, ei ole mahdollista, ettd derivaattafunktio f’ olisi
integroituva vélilla 7. Dini ei kuitenkaan onnistunut antamaan esimerkkia téllaisesta
funktiosta. Vastaus Dinin ongelmaan saadaan seuraavasta luvusta, jossa tarkastellaan
Pompeiun funktiota, silld se on juuri tdmén tyyppinen funktio.

5.2. Volterran funktio

Vito Volterra (1860-1940) on yksi niistd 1900-luvun matemaatikoista, jotka mullistivat
vanhoja matematiikan teoreettisia olettamuksia integroituvuuteen liittyen. Riemann-
integroituvuuden edellytyksené on, ettéd tutkittava funktio on rajoitettu, joten tdmén
ehdon rikkominen on helppoa. Volterra oli kuitenkin kiinnostunut perfekteisté, ei-
missddn tiheistd joukoista, jotka eivit ole nollamittaisia (ks. Mééritelmé 5.1.6). Niita
tutkiessaan Volterra havaitsi, ettd on olemassa sellainen derivoituva funktio F', jonka
derivaattafunktio F’ on olemassa ja rajoitettu, mutta joka ei siltikdan ole Riemann-

integroituva yhdelldkaéin suljetulla ja rajoitetulla valilla.

Téllaisen Volterran funktion tarkastelu edellyttédd SV C(4)-joukon tuntemus-
ta, joka on yksi Smith-Volterra-Cantor -joukoista eli niin sanotuista SVC-joukoista.
SVC-joukot ovat nimensd mukaan keksineet matemaatikot Henry J. S. Smith (1826-
1883), Vito Volterra sekid Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918). SVC-
joukot saadaan konstruoitua siten, ettd suljetulta valilta poistetaan avoimia osavileja
ja poiston jélkeen jadneistd suljetuista vileistéd edelleen poistetaan avoimia osavileja.
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N&ita osavilipoistoja tehddédn ddrettoméan monta kertaa. Kaikki téillaiset SVC-joukot

ovat suljettuja ja ei-misséddn tiheita.

Tunnetuin SVC-joukko on Cantorin yksikolmasosa joukko, eli niin sanottu
SVC(3)-joukko, ja se on perdisin vuodelta 1883. Kyseinen joukko on vélin [0, 1] frak-
taalinen osajoukko, joka saadaan muodostettua, kun vilin [0, 1] keskiosasta poistetaan
ensin 3 pituinen avoin véli, jolloin siitd jaé jéljelle joukko [0, 5] U [2,1]. Seuraavaksi
edellisen osan molempien vélien keskiosista poistetaan 3% pituinen avoin vili, jolloin
siitdl jad jéljelle joukko [0, 5] U[2, 5] U [, I] U [§, 1]. Taas edellisen osan jokaisen vilin
keskiosasta poistetaan 3% pituinen avoin viéli ja néin jatkamalla saadaan muodostet-
tua Cantorin yksikolmasosa joukko. Nyt ldhemmin tarkasteltava SVC(4)-joukko on
kyseisen joukon konstruktion yleistys ja se eroaa Cantorin yksikolmasosa joukosta

siten, ettei se ole Cantorin yksikolmasosa joukon tavoin nollamittainen.

Tutkitaan nyt siis suljettua vélia [0, 1] ja muodostetaan téhéan véliin sisél-
tyva SV C(4)-joukko. SV C(4)-joukko voidaan ajatella koostuvan useista eri tasoista,
joten tarkastellaan kyseisen joukon muodostumista taso kerrallaan. Ensimmaéinen ta-
so SV saadaan, kun poistetaan vilin [0, 1] keskiosasta % pituinen avoin véli, jolloin
kyseinen taso muodostuu jaljelle jadneestd kahdesta suljetusta vilista. Néin ollen

3 5
sver= o5 u 2]

Toinen taso SV saadaan, kun poistetaan molempien ensimméisen tason vilien

1

1z~ Toinen taso sisdltad nyt siis nelja jéljelle

keskiosasta avoin vili, jonka pituus on
jaanytta suljettua valia, eli
5 7 3 5 25 27
sve = o] vmslvls B vE
Kolmas taso SV (5 saadaan taas poistamalla kunkin toisen tason sisdltdméan neljan
vilin keskiosasta avoin véli, jonka pituus on 4%, jolloin se sisdltda kahdeksan jéljelle
jaanytta suljettua vélia. Néin ollen

SVC’;;:[O Q]U[H 5]U[7 37}U[39 3]

'128) 7 L1287 32] T 1327 128] T 12878
5 89 Ol 251 27 1177 119
5l ) © s s v [
8’ 128] 7 l128732) 7 1327 128) 128

Jatketaan tétd avoimien vélien poistamista yhé uudestaan ja uudestaan ddrettomén
monta kertaa ja aina 16ydetdén uusi taso SV C,,, joka saadaan poistamalla edellisen

tason sisiltimien 2(*~1) vilien keskiosasta avoin vili, jonka pituus on —. Niin ollen

4n
SVC(4)-joukoksi saadaan
SVC(4) =SvVCiNSVC,NSVCsn---NSVC, N---.

Joukon SV (C'(4) muodostumista on konstruoitu Kuvassa 5.1. Seuraavaksi
esitetdén ja todistetaan joitakin ominaisuuksia SVC(4)-joukolle.
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Kuva 5.1. SVC(4)-joukon konstruointia.
LAUSE 5.2.1. SVC(4)-joukko on ei-missddn tihed.

TobisTtus. Huomautuksen 4.2.3 nojalla riittdd osoittaa, ettd SVC(4)-joukko ei
sisalla yhtaan aitoa valia.
Antiteesi: SVC(4)-joukko sisdltdd valin.
T#lloin joillekin 0 < ¢ < d < 1 on olemassa véli (¢,d) C SVC(4). Valitaan nyt n

siten, ettd

1

4_n <d-c.
Talloin (¢, d) ¢ SV, silla kyseinen vili ei endd mahdu SV C,-tason sisdltdmiin
osavéleihin, jolloin se ei sisdlly SVC(4)-joukkoon. Néin ollen todistuksessa on paadytty

ristiriitaan. Siten antiteesi on vaira ja SVC(4)-joukko on aina ei-missidén tihed joukko.
O

LAUSE 5.2.2. SVC(4)-joukko ei ole nollamittainen.

TobisTus. Tutkittava SVC(4)-joukko on muodostettu véleiné, jotka poistetaan
konstruoinnissa, joten téalloin kyseisen joukon Lebesguen mitta voidaan laskea poistet-
tujen vilien pituuksien avulla. Ideana on siis laskea vélin [0, 1] pituudesta poistettujen
vélien pituuksien summa, jonka arvoksi saadaan geometrisen sarjan ja sitd vastaavan

summan avulla

o2 2 e —11(1++++++)
4 2 4n 4 2 22 2 2n
1 1 1 1
a\1— 1 17772
Koska Lebesguen mitta ei ole nolla, ei SVC(4)-joukko ole nollamittainen. O

Nyt kun SVC(4)-joukko ja sen tarkeimmit ominaisuudet ovat selvilld, voi-
daan aloittaa Volterran funktion varsinainen konstruointi. Tarkastellaan ensin funk-

tiota

(5.1) g(z) :{ 2?sinl, kun z #0

0, kun x =0,

joka on tuttu jo Esimerkistd 2.3.2. Sen graafi on esitetty Kuvassa 5.2. Funktion ¢
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Kuva 5.2. Funktion f graafi.

derivaattafunktio on

, —cos%+2xsin%, kun z # 0
g(z) = o
0, kun z = 0.

Derivaattafunktion ¢’ havaittiin olevan epéjatkuva pisteessa x = 0 (Esimerkki 2.3.2).
Tamén lisdksi kyseinen derivaattafunktio on rajoitettu jokaisella rajoitetulla vélilla.
Koska sen ainoa epéjatkuvuuspitse on nolla, on se Lebesguen ehdon (Lause 5.1.7)
nojalla Riemann-integroituva. Derivaattafunktio ei siis ole ihan halutun kaltainen,
silld tavoitteena on loytéaéd derivaattafunktio, joka on rajoitettu, mutta ei Riemann-
integroituva. Volterran funktion konstruktioinnissa onkin ideana kopioida funktiota g
ja asettaa se nollasta eroavaksi jokaiseen niihin poistettuun osaviliin, jotka syntyivét,
kun muodostettiin SVC(4)-joukkoa. Volterran funktion kdyttaytyminen poistettujen
vilien péadtepisteissé on samanlaista kuin funktion g kdyttaytyminen pisteessa x = 0.
Néin ollen Volterran funktion derivaattafunktiolle saadaan &dérettémén monta epéjat-
kuvuuspistetta.

Volterran funktion tarkastelun l&htokohtana on véli [0, 1], koska siind hyo-

dynnetéén SVC(4)-joukkoa, joka sisiltyy kyseiseen viliin. Yritetddn 16yté4 ensin va-

lilté [0, }1] suurin arvo, jolla funktion g derivaattafunktio ¢’ saa arvon nolla. Olkoon

témé piste ay, jolloin ¢’(a;) = 0. Pidetéén funktion arvoa sitten vakiona vélilld [ay, g).
Pisteen x = % oikealle puolelle, eli vilille % <z < %, tehdaén edelld olevasta peilaus.

Siirretéiéin edelld tehdyt vélin [0, 1] médrittelyt vilille [2, 2], koska se on SVC(4)-
joukon ensimmaéinen taso. Ndiden tietojen perusteella voidaan muotoilla funkito fi,
jos lisiiksi asetetaan, ettd kyseinen funktio saa arvon nolla vélin [%, g] ulkopuolella.
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Néin ollen méaritelladn funktio f; : [0,1] — R, jolle

(0, kun z < 2
glz—2), kmi<z<i+aq
filz) = ¢ g(ar), kinf+a <z<2—a.
9(3 —x), kun 3 —a; <a <3
(0, kun z > 2

Funktio f; on siis nollasta eroava vain valilla [%, %] Sen graafi on esitetty Kuvassa
5.3. Kyseinen funktio f; on derivoituva koko vililla [0, 1], silld Esimerkissé 2.3.2 on

osoitettu, ettd kohdan (5.1) funktio g on derivoituva. Derivaattafunktion f] heilahtelu
pisteissd xg = % jax = g on Mééaritelmén 4.1.4 mukaan

wyr(zo) = gggwf{((xo — 0,20+ 0)) = (lsi_%wf{((ﬁo — 6,20 +0)) =2

! n fl
0.004 f\ f\
0,002 ,ﬂ' !." \ j \\‘ F‘
L ath AT | ] ANT™
EMURN, '\ 1 YL
20002 } 8 SRV 2 [\ i 8
0,004 Co [
‘u .f
-0.006 \ j
* 0,008 \ /

Kuva 5.3. Funktion f; graafi.

Miédritellidn samalla idealla uusi funktio f,. Etsitéén ensin véliltd [0, 5]

suurin arvo asg, jolla funktion g derivaattafunktio ¢’ saa arvon nolla, eli ¢’(as) = 0.

Pidetddn funktion arvoa sitten vakiona valilla [as, %] Pisteen z = % oikealle puolelle,
tehdédn edelld olevasta peilaus. Siirretdéan edelld tehdyt vélin

eli vilille 35 < z < 15,
[0, 7¢] médrittelyt vileille [, 5] ja [0, 2]. Témén lisiksi médritellddn vield, etté
2 I ja [22, 27] ulkopuolella. Midritelliin nyt

uusi funktio saa arvon nolla vilien [32, 39 5 5
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néiden perusteella funktio fs : [0,1] — R seuraavasti:

( 0, kun x < %
g(x—g%), kun%ﬁxﬁ%—i—ag
g(as), kun %4—@2 <z< 3—72—a2.
9(5 — ), kun 5 —apy <o < &

fa(x) =< 0, kun 5 <z > 2

g(x—g—g), kung—ggxgg—g—i—ag
g(az), kun 2 +a, <z < 2 — as.
g3 —2), kun & —ay <z < Z

L 0, kun z > %

Funktio f> on siis nollasta eroava vain viéleilld [, ] ja [52, 2T]. Funktion f, graafi on

esitetty Kuvassa 5.4.

0.00075
0.0005

0.00025}

=0.00025

=0.0005¢

=0.00075

Kuva 5.4. Funktion f, graafi vililtd [53, o).

Edella konstruoitujen funktioiden f; ja fo summana saadaan funktion fi+ fs,

jonka derivaattafunktion heilahtelu pisteissd xq = %, To = 312, To = %, T = g, To = g—g
ja g = g—; on myo6s 2. Summafunktion f; + fo graafi on esitetty Kuvassa 5.5.

Jatketaan samalla tavalla, jolloin kaikilla n 16ytyy aina piste a,, joka on
suurin luku, jossa derivaattafunktio ¢’ saa arvon nolla. Luvun a, suuruus on mak-
simissaan kuitenkin 22“% Niin ollen voidaan aina konstruoida uusi funktio f,, jo-
ka on nollasta eroava vain SVC(4)-joukon 4" pituisilla avoimilla véleilla. Jokaisessa
niissd vileissd on kaksi funktion g peilikuvaa vélilta [0, a,], jotka yhdistetdéan vakio-
funktiolla, joka saa arvon g(a,). Niin ollen voidaan nyt muotoilla Volterran funktion
lopullinen muoto.
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Kuva 5.5. Funktion f; + f5 graafi.
MAARITELMA 5.2.3. Volterran funktio V' on muotoa
V(z) =) ful),
n=1
missd funktiot f,, ovat edelld esitetyn laisia.

LAUSE 5.2.4. Volterran funktion derivaattafunktio
V@) =) ful@)
n=1
on olemassa ja rajoitettu.

ToDISTUS. Jos piste z ei kuulu SVC(4)-joukkoon, on pisteelld = ympéristo, jossa
vain yksi funktioista f,, on nollasta eroava. Olkoon se f;. Talloin Volterran funktiolle

saadaan
V(e) =Y fule) = filx),

Néin ollen kaikilla z ¢ SV C(4) pitee, ettd
Viw) =) fule) = fi().
n=1

Jos taas x € SV C'(4), Volterran funktio V' (z) = 0, silld jokainen funktio f,, on
médritelty siten, ettd se on nollasta eroava vain joukossa [0, 1]\SV C'(4). Tarkastellaan
seuraavaksi erotusosamaéériad Volterran funktiolle V' pisteessi xy = y, eli lauseketta

Viz) = V(y)
r—y
Volterran funktion mééritelméan (Mééritelméa 5.2.3) nojalla tiedetdén, ettd jos y €
SV C(4), niin silloin V(x) = V(y) = 0, joten

V(e) =Vl < (y—2)*
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Jos taas y ¢ SV C(4), niin V (y) = f,(y) jollekin n, joten

V(z) = V() <1faly)l < (y — 2)°
funktion g ominaisuuksien perusteella. Néin ollen erotusosamaéaéralle pétee

‘V(x) - V(y)‘ V@ =Vl _ ly—a?
Y

< =z —y.
- |z =y [z =y
Néin ollen
V(z) -V
lim M‘ < lim|z —y| =0,
y—z T —y y—x
josta edelleen saadaan
tim Y& =V _
y—or T —y
Derivaatan méaaritelmén (Mé&éritelmé 1.2.4) perusteella
Viz) —
tim YO V) _
I
T&mé on yhtd pitdvdd arvon Y | fr(z) kanssa milld tahansa x € SV C(4). O

LAuSE 5.2.5. Volterran funktion derivaattafunktio
V@) =) _ fulx)
n=1
ei ole Riemann-integroituva missddan mddrittelyjoukkonsa pisteessd.

TobisTus. Lebesguen ehdon (Lause 5.1.7) nojalla tiedetaén, etta rajoitettu funk-
tio on Riemann-integroituva, jos ja vain jos sen epéjatkuvuuspisteiden joukko on nol-
lamittainen. Sen mukaan tulee osoittaa, ettd Volterran funktion derivaattafunktio V'
on epdjatkuva kaikissa joukon SVC(4) pisteissa ja ettd SVC(4)-joukko ei ole nollamit-

tainen.

Osoitetaan ensin, ettd Volterran funktion derivaattafunktion V' on epéjat-
kuva kaikissa joukon SVC(4) pisteissi. Sille pétee, ettd V' heilahtelu minkéd tahan-
sa poistetun vilin padtepisteessd on kaksi. Koska kaikki joukon SVC(4) pisteet ovat
pédtepisteiden joukon kasautumispisteitd, sisédltdéd jokaisen téllaisen pisteen ympé-
risto pisteen, jossa derivaattafunktion V' heilahtelu saa arvon 2. Téstd seuraa, ettéd
Volterran funktion derivaattafunktion V' heilahtelu on wy(z) = 2 kaikissa joukon
SVC(4) pisteissi. Néin ollen Lauseen 4.1.2 nojalla derivaattafunktio V” ei ole jatkuva
missddn joukon SVC(4) pisteessi.

Lauseessa 5.2.2 on jo osoitettu, ettei SVC(4)-joukko ole nollamittainen. Néin
ollen Volterran funktion derivaattafunktio V"’ ei ole Riemann-integroituva mééritte-

lyjoukossaan. U
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5.3. Pompeiun funktio

Dimitrie Pompeiu (1873-1954) on toinen 1900-luvun matemaatikko, joka on Volter-
ran tavoin jarisytti vanhoja matematiikan teorioita. Han pystyi osoittamaan, ettd
on olemassa derivoituva funktio h, jonka derivaattafunktio h’ on epéjatkuva tihedssi
joukossa ja ettd derivaattafunktio saa arvon nolla toisessa tihedsséd joukossa. Tamé
merkitsee samaa, kuin Volterran havainto derivoituvasta funktiosta, jonka derivaatta-
funktio ei ole Riemann-integroituva. Esitellddn seuraavaksi Pompeiun funktiota, joka
on peraisin vuodelta 1906.

Aloitetaan Pompeiun funktion tarkastelu apufunktiosta g, jolle

g(x) =~z —a.
Funktion g graafi on esitetty Kuvassa 5.6. Kyseiselld funktiolla g on pisteessid x = a
adreton derivaatta, silla sen tangentti on y-akselin suuntainen kyseisessé pisteessé.
Kaikkialla muualla, kun x # a, funktion derivaatta on &arellinen ja se on

1

I e

Kuva 5.6. Apufunktion g graafi.
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Pompeiun funktion konsturuoinnissa on sama idea kuin Volterran funktiossa.
Tassé siis kopioidaan apufunktiota g useita kertoja perdkkéin, jolloin niiden summana
saadaan funktio, jolla on ddrettoméan monta pistetté, joissa sen derivaatta on dareton.

Olkoon ¢i, g2, g3, - - - luettelo joukon Q N [0, 1] luvuista. Olkoon funktio

S T
fle)=>" BETTEE
k=1
missd termi 10* skaalaa funktion jirkeviksi. T#lloin Pompeiun funktio A on funktion
f kadnteisfunktio, eli

hx) = £ (@),

Pompeiun funktiolle voidaan osoittaa, etté se on derivoituva ja sen derivaat-
tafunktio A’ on rajoitettu. Sen lisdksi derivaattafunktiolle A’ pétee, ettéd se saa arvon
nolla jossain tihedssd joukossa, se on positiivinen sekéd epéjatkuva jossain toisessa
tihedssé joukossa ja ettei se ole Riemann-integroituva. Ndiden matemaattinen todis-
taminen sivuutetaan tassa (ks. [13], s. 397-399). Pompeiun funktio h on myés esi-
merkki sellaisesta derivoituvasta funktiosta, jonka derivaattafunktio h’ on epajatkuva
médrittelyjoukkonsa tiheédssd osajoukossa. Téllaisia funktioita késiteltiin jo aiemmin

luvussa 2.3.
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LUKU 6

Katsaus differentiaalilaskennan historiaan

Differentiaalilaskennan kaukaisimmat juuret liitetdéin usein fyysikoiden ja téhtitietei-
lijoiden tutkimuksiin taivaankappaleiden liikeradoista ja niiden nopeuksista. Né&itéa
tutkimuksia tehtiin jo antiikissa ennen ajanlaskumme alkua Platonin ja Aristote-
leen sekd Arkhimedeen aikana, jolloin tyovélineenéd kéytettiin geometriaa. Infinitesi-
maalisilla menetelmilld on ollut merkittava rooli differentiaalilaskennan syntymiseen.
[1, 2, 9, 10] Ensimméisené infinitesimaalia kdytti antiikin ajan suuri matemaatikko
Arkhimedes (287 eaa.— 212 eaa.) Ekshaustio- eli tyhjennysmenetelméssidén, kun han
mééritti sen avulla kappaleiden tilavuuksia ja pinta-aloja [1, s. 21]. Infinitesimaalis-
ten menetelmien kehitykseen ovat vaikuttaneet omalta osaltaan merkittdvésti myos
Stevin, Kepler, Galilei sekd Fermat [10, s. 43].

1600 - luku ndhdédéan yhdeksi matematiikan historian kd&énnekohdaksi, silla
tuolloin ajatellaan syntyneen uuden matematiikan yksi merkittdvimpia aloja, ana-
lyysi. Tuolloin siis differentiaalilaskennan, jota nimitetdan myos infinitesimaalilasken-
naksi, ajatellaan saaneen alkunsa. 1600 - luvun puolivéliin mennessd useimmat dif-
ferentiaalilaskennan perusideat olivatkin jo olemassa. Tahén kehitykseen vaikuttivat
merkittavisti tyollaan suurmiehet Newton seké Leibniz, joista molemmat tutkivat ja
kehittivit teorioitaan toisistaan riippumatta. [10, s. 43, 52] Nykypéivind tunnetun
muotonsa analyysi sai kuitenkin vasta 1800-luvulla Cauchyn ja Weierstrassin téiden
seurauksena [10, s. 72]. Differentiaalilaskentaa harjoitettiin siis pitk&dén ennen sen pe-
rustana olevien késitteide, kuten reaaliluvut, funktio, raja-arvo ja funktion derivaatta,

tasmaéllisida méadritelmia. [10].

6.1. Stevin, Kepler ja Galilei harjoittamassa infinitesimaalisia menetelmia

Arkhimedeen jélkeen infinitesimaalisia menetelmia kéytti ja kehitti 1500 - luvulla Si-
mon Stevin (1548 - 1620). Teoksessaan De Beghinselen der Weeghconst Stevin perus-
teli kasitystddn todistamalla kolmion painopisteen sijaitsevan sen mediaanilla. Hénen
ajatuksensa perustuu ideaan, jossa kolmion siséén piirretdén pienid suunnikkaita si-
ten, etté niiden pitemmét sivuparit ovat kolmion sivujen suuntaisia. Télloin kyseisten
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sivuparien painopiste oli suunnikkaiden keskikohdassa, jolloin erdédn Arkhimedeen pe-
riaatteen mukaan kolmio tasapainottuu pitkin jokaista mediaaniaan. [1, 10|
Tahtitieteestd kiinnostunut suurmies Johannes Kepler (1571-1630) hyodyn-
si myo6s infinitesimaalisia menetelmid Stevinin tavoin soveltaen niitd tahtitieteisiin.
Keplerin vuonna 1609 ilmestyneessé teoksessa Astronomia Nova esiteltiin hdnen muo-

toilemansa kaksi tahtitieteen lakiaan:

i.) "Planeetat kiertivit Aurinkoa pitkin ellipsiratoja, joiden toisessa polttopis-
teessi Aurinko on ja”
ii.) "Auringosta planeettaan piirretty radan sidevektori pyyhkdisee yhtd suurina

atkavileind yhtd suuret pinnat.”

Pohtiessaan néihin pintoihin liittyvid ongelmia, Kepler oletti pintojen muodostuvan
ddarettoméan monesta pienesté kolmiosta, joiden yksi kdrki on Auringossa ja kaksi muu-
ta kérked hyvin lahelld toisiaan planeetan radalla. [1, s. 457-460] Téat4 ajatusta hin
kayttikin tehdessdén péadttelyja pinta-alojen ja tilavuuksien infinitesimaalisista lasku-
menetelmistd. Han laski muun muassa ellipsin ja ympyran pinta-aloja tayttamalla ku-
viot pienilla kolmioilla, joiden kantojen pituudet kutistuvat darettomén pieniksi. [10,
s. 43]

Fysiikasta ja téhtitieteistd kiinnostunut Galileo Galilei (1564-1642) puoles-
taan teki hyodyllisia huomioita "adrettomén suurista” ja "dédrettomén pienistd” suu-
reista, vaikkei hén ollutkaan matemaatikko. Sen liséksi héin oli kiinnostunut myés eri
kertalukua olevista ddrettomén pienistd suureista. [10, s.43] Galileilla oli my6s oppi-
laita: Bonaventura Cavalieri (1598-1647) ja Evangelista Torricelli (1608-1647), jotka
tutkivat ja kehittivit infinitesimaalilaskentaa. Vuoden 1647 jilkeen matematiikan ke-

hityksen aika Italiassa hiipui ja siirtyi Ranskaan. [1, 2, 10]

6.2. Fermat’n derivointi

Ranskalainen matemaatikko ja lakimies Pierre de Fermat (1601-1665) on vaikuttanut
merkittavisti tyollaan differentiaalilaskennan kehittymiseen. Hanen toiden merkitté-
vin saavutuksista on Maksimien ja minimien 16ytdmisen menetelmé, jonka hén kehitti
1630-luvulla, vaikka sité ei julkaistukaan Fermat'n elinaikana. Témé& Fermat'n maksi-
miperiaate oli ensimmaisid analyyttisid tangentinméérityksia. [10, s. 50] Menetelméi
kehittdessddn Fermat oli tutkinut nykypéivian merkinnéillda muotoa y = x™ olevia
uria ja kehittdnyt siitd, miten kédyrille y = f(z) 1oydetdén ne pisteet, joissa funk-
tio saavuttaa maksimi- ja minimiarvon. Ferman ideana oli verrata funktion arvoa
f(z) sen ldhelld olevaan arvoon f(x + E). Yleisesti naméa arvot poikkeavat toisistaan
merkittavisti, mutta sileéin kiayrédn huippukohdissa arvojen muutokset ovat olematto-
mia. Jotta maksimi- ja minimipisteet voitaisiin 16ytaa, merkitsi Fermat arvot f(z) ja
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f(xz + E)yhta suuriksi. Han kuitenkin tiedosti, etta ne eivit ole tasmélleen yhté suu-
ria, silld mitd pienemméksi tarkasteltavien pisteiden etéisyys E tulee, sitd lahemméksi
todellista yhté suuruutta tulevat myos funktioiden arvot f(z) ja f(x+ E). Sen vuoksi
Fermat pé#atti ensin jakaa lausekkeen pisteiden véalimatkalla F ja sitten merkitsi E
nollaksi. Taémé& Fermat’n menetelmé vastaa olennaisilta osin nykypéivian derivointia,
joka néyttdd Fermat'n merkinngilld seuraavalta

@) = [+ )

E—0 E ’

vaikka Fermat ei luultavammin tuntenut vield raja-arvon késitettd (vrt. Fermat'n
ajatusta derivaatan méaritelmaan, Madritelma 1.2.4). Menetelméssiaian Fermat kaytti
siis nykypéivan merkintojen h tai Ax sijasta merkintdd E. [2, s. 471, 489, 492-493]

6.3. Newton ja kaksi hedelmaillistd vuotta

Englantilaista fyysikkoa, matemaatikkoa ja tahtitieteilijia Isaac Newtonia (1642 -
1727) ei pidetéd turhaan differentiaali- ja integraalilaskennan toisena luojana [10, s.
52]. Hénen aikalaisensa Leibniz kuvaakin Newtonin saavutuksia matematiikan saralla

kunnioittavasti:

"Jos matematiikkaa tarkastellaan aikojen alusta Newtoniin, havai-

taan, ettd hdn on tehnyt siitd runsaasti yli puolet”

[2, s. 551]. Newton opiskeli nuoruudessaan Cambridgen yliopistossa matematiikkaa
opettajansa Isac Barrown johdolla. Vuosien 1665-1666 aikana Newton teki uransa
suurimmat keksintonsé opiskelijana kotoa késin, silla yliopistot olivat tuolloin kiinni
kulkutautien vuoksi. [10, s. 52] Hén loi differentiaali- ja integraalilaskennan, ylei-
sen gravitaatio- eli painovoimalain sekd vérien luonteen |2, s. 551]. Newton ei kui-
tenkaan julkaissut elinaikanaan puhtaasti matemaattisia t6itd. Hénen ensimméinen
differentiaali- ja integraalilaskentaa koskeva kisikirjoitus on vuodelta 1666. [10, s.52]
Vuonna 1669 héan kirjoitti teoksensa De analysi per aequationes numero terminorum
infinitas [10, s. 52], jossa hén esittdd systemaattisen kuvauksen differentiaali- ja in-
tegraalilaskennasta [2, s. 557]. Newtonin ensimméinen painettu teos differentiaali-
ja integraalilaskennasta on De quadratura curvarum, joka julkaistiin Optisks-teoksen
liitteend. Hénen térkein matemaattinen kirjoituksensa oli vuonna 1671 kirjoitettu
Methodus fluzionum et serierum infinitorum, mutta joka julkaistiin vasta 1736. [10,
s. 53]

Newtonin differentiaalilaskennan perustana oli fysikaalinen analogia [10, s.

52], miké ei ole ihme, silld héinelle differentiaalilaskenta oli vain tyoviline mekaniikan

késittelyyn [9, s.67-71]. Sen mukaan kdyrd syntyy kahdella akselilla liikkuvien pistei-

den liikkeiden yhdistdmisesté. Jos = ja y ovat fluentteja (nykykielelld ajan funktioita),
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saavat ne lyhyené aikana o lisiyksen po ja go. Tdmén perusteella kiyrén f(z,y) =0

tangentin kulmakerroin on ]537 joka saadaan fluenttien z ja y hetkellisten muutosten
suhteena. Tdmén méadrittdmiseen Newton kaytti apuna binomisarjoja. Fluenttien ai-
kaderivaattoja Newton kutsui fluksioiksi ja hén kaytti niille merkintdd & ja 1, miké

on kiytossid mekaniikassa vield tandkin paivana. [10, s. 52-53]

Ratkaiseva askel differentiaali- ja integraalilaskennan kehitykselle oli Newto-
nin ymmaérrys derivointi- ja integrointioperaatioiden kadnteisyydestd (ks. luku 6.2).
Téamén havainnon hén oivalsi tarkastellessaan kdyrian y = f(z) alle jadvaa pinta-alaa.
Jos tdmaé ala on esimerkiksi

n n
ax mtn

z =
m-+n

ja fluentille x annetaan lisdys o, saa z lisdyksen oy ja yhtéalosta

n _n_
z4yo= a(x + o)mtn
m

saadaan binomisarjaa hyodyntdmélld y = axn. Potenssifunktiota monimutkaisem-
pien funktioiden analyysi palautuu taas potensseihin binomisarjan kautta. [10, s. 53]

Analyysin perusteiden kannalta keskeinen késite raja-arvo ei ollut Newtonille
aivan selvé (vrt. Madritelmé 1.2.1). Hénen mukaansa "pienet lisdykset” ovat tarpeen
mukaan tasan nollia, jolloin ne voidaan unohtaa, tai pienié nollasta eroavia lukuja,
jolloin ne voidaan supistaa. Kun nykymatematiikassa derivaatan méaritelméa tarkas-
tellaan raja-arvona

) h

i i
Newton puhui hévidvien suureiden viimeisesté suhteesta tai syntyvien suureiden en-
simmaéisesté suhteesta. Tdméan teorian looginen perusta ei ollut tdysin varmaa, mutta
siitd huolimatta Newton kehitti yhtendisen differentiaali- ja integraalilaskennan, kal-
kyylin, joka sisdltdd tutun ketjusiaénnon seké integroinnin sijoitusmenetelmailla. [10,

s. 53|

6.4. Leibniz — merkint6jen isa

Saksalainen filosofi ja yleisnero Gottfried Wilhelm Leibnizid (1646 - 1716) voidaan
pitdd toisena keskeisempéné differentiaali- ja integraalilaskennan kehittdjana. Hén oli
poikkeuksellisen lahjakas jo nuorena, silld hén teki ensimmaéisen véaitoskirjansa filoso-
fian alalta jo 20-vuotiaana, mutta Leipzigin yliopiston kateelliset professorit hylkési-
vét sen hénen nuoren ikénsd vuoksi. Hin toimi matematiikan liséiksi muun muassa
ainakin filosofian juridiikan, politiikan, teologian, historian, geologian seké fysiikan
saralla, vaikka hoiti leipdtyondéan diplomaattisia ja hallinnollisia tehtdvid. [10, s. 54-
55]
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Leibniz tutki differentiaalilaskentaa paattyméattomien sarjojen kautta ja pas-
tyi lopulta Newtonin tavoin oikeisiin differentiointisdéantoihin. Differentiaali- ja inte-
graalilaskennan peruslauseen Leibniz onnistui muotoilemaan, kun hén havaitsi, ettéa
kéayradn, jonka ordinaatat, tasokoordinaatiston y-koordinaatit, ovat z, liittyva pinta-
ala voidaan selvittdd. Tamé onnistui, jos 16ydetdaéan kidyra, jonka ordinaatat y toteut-
tavat ehdon

dy =z

de  a’
misséd a on dimensiotekija. Talloin pétee, ettd zdx = ady, jolloin kysytty pinta-ala on

/zdx:a/dy:ay.

Leibniz tiedosti karakteristiikan eli merkintojen, jotka kuvaavat tutkittua ti-

[10, s. 56]

lannetta hyvin, tirkeyden analyysissid [2, s. 572]. Han kehitti merkintéjd innokkaasti
ja vuonna 1684 julkaisikin differentiaalilaskentaansa koskevia kirjoituksiaan Acta Eru-
ditorum Lipsienium -nimisessé aikakauskirjassa [10, s. 56]. Hin ymmaérsi, ettd termit
Az ja Ay tulevat rajattoman/déarettomén pieniksi, joten han paatti merkita niitd ny-
kypéivid vastaten infinitesimaalisen pienen eli differentiaalimerkinndn mukaan dx ja
dy [6, s. 81]. Niistd Leibniz muotoili derivaattaa kuvaavan merkinnin j—g 9, s. 72-
74]. Vaikka merkint6jd dx ja dy ei tdsmiéllisesti médritelldkdadn, niilld operoiminen
on intuitiivisesti selvdd ja johtaa oikeisiin tuloksiin [10, s. 56]. Leibniz on vaikutta-
nut myos siithen, miksi muun muassa kertolaskun kertomerkkid merkitdén pisteelld,
jakolaskun jakomerkkié kaksoispisteelld, yhdenmuotoisuutta merkilld ~ seké yhtene-
vyyttd merkilld = |2, s. 572].

Leibnizin kayttamat nykypaivaid vastaavat merkinnéat differentiaali- ja inte-
graalilaskennassa oli yksi syy, miksi infinitesimaalilaskennan kehitys ldhti Leibnizin
osoittamaan suuntaan. Newtonia arvostettiin vain Englannissa, jossa kehitys eteni
maltillisemmin mannermaahan verrattuna. Toinen syy matematiikan taantumiseen
Englannissa oli prioriteettikiista, joka alkoi vuonna 1699. Sen mukaan Leibniz olisi
kopioinut Newtonin ideat. Siksi englantilaiset kieltaytyivat isinmaallisien syihin vedo-
ten hyviksymésta Leibnizin merkint6ja ja analyysid. On voitu todistaa, ettd Newton
ja Leibniz kévivit lyhyen kirjeenvaihdon vuosina 1676-1677 differentiaalilaskennan
perusteista, jotka molemmilla oli tuossa vaiheessa jo hallussa. Sen vuoksi oletetaan,
ettel kumpikaan kopioinut tuotoksiaan toiselta. [10, s. 57]

6.5. Analyysi tismentyy kohti nykymuotoaan

Analyysin tdsmentymiseen vaikutti merkittévéisti tyolladn ranskalainen matematii-
kan tahti, raja-arvon isidksi nimetty Augustin Louis Cauchy (1789-1857), jonka kir-
joittamat teokset Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique (1821), Résumé des lecons
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sur le calcul infinitésimal (1823) ja Leconsd sur le calcul differentiel (1829) antoivat
differentiaali- ja integraalilaskennan alkeille sen nykyiset piirteet [2, s. 715, 719].
Cauchyn teos Cours d’analyse de [ "Ecole Polytechnique (1821) perustuu osittain ny-
kypéaivina tunnettuun raja-arvon mééaritelmédn, vaikka 6 ja e eivit siind vield ek-
splisiittisesti esiinny, seké sarjojen suppenemisen tutkimiseen. [10, s. 72| Sanallisesti
Cauchy sai maériteltya raja-arvon késitteen, kun hén luopui geometriasta, infinitesi-
maaleista sekd nopeuksista:

"Kun muuttujalle annetut perdkkdiset arvot lihestyvit kiintedtd ar-
voa rajatta ja ne poikkeavat siitd viimein nitn vahdn kwin halutaan,
nun tatd kintedd arvoa sanotaan kaitkkien muiden arvojen raja-

arvoksi”

(vrt. Mééritelmé 1.2.1). Monille aikaisemmille matemaatikoille infinitesimaali oli ollut
vain hyvin pieni kiinte# luku, mutta Cauhcy mééritteli sen riippuvaiseksi muuttujaksi:

“Sanotaan, ettd muuttuja tulee ddrettomdn pieneksi, kun sen numee-
rinen arvo pienenee rajatta siten, ettd se suppenee kohti raja-arvoa
nolla.”

[2, s. 719] Lopulta Cauchy mééritteli funktion y = f(x) derivaatan antamalla muut-
tujan x kasvaa pienelld méaarilla Ax = ¢ ja muodosti suhteen

Ay _ fla+i) = f(x)

Ax ?

Tamén erotusosaméiran raja-arvon, kun ¢ ldhestyy nollaa, hén mééritteli y:n derivaa-

taksi f (r) muuttujan = suhteen (vrt. Madritelma 1.2.4). [2, s.720] Cauchy sai myos
todistettua differentiaalilaskennan véliarvolauseen seké sen yleisen muodon |10, s.
73].

1800-luvun loppupuolen analyysin johtava harjoittaja oli saksalainen mate-
maatikko Karl Weierstrass (1815-1897). Koska hén ei menestynyt juridiikan opinnois-
sa, hidn hankki oppikoulunopettajan patevyyden ja tyoskenteli matematiikan opetta-
jana, kunnes vuonna 1854 matemaattinen maailma alkoi kiinnostaa hantd. Weier-
strass padtti muun muassa Cauchyn aloittaman tyon differentiaali- ja integraalilas-
kennan perusteiden lujittamisesta huomioimalla tasaisen suppenemisen merkityksen
muun muassa eri rajaprosessien jérjestyksen vaihdossa. Weierstrass huomioi myos
raja-arvon madritelméssé tekijat o ja e, mihin Cauchy ei pystynyt, ja muotoili sen

seuraavasti:

"Jos on mahdollista mddrittad h:lle sellainen raja O, etta kaikille
h:n arvoille, joiden itseisarvo on pienempi kuin 0, f(x + h) — f(x)
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on pienempi kuin mielivaltainen suure €, joka voi olla miten pie-
ni tahansa, niin argumentin ddrettomdn pienid muutoksia vastaavat

funktionarvojen ddrettomdn pienet muutokset.”

[10, s. 76-77] Weierstrassin tavoitteena oli myos vapauttaa analyysi kaikesta intui-
tiivisesta ja saada se vankalle aritmeettiselle pohjalle, tdysin irti geometriasta, seké
perustaa integraalilaskenta pelkéstdédn luvun késitteeseen. Weiersstrass tiesi, etta té-
hén tarvitaan irrationaalilukujen méaéarittelemisté siten, ettei se riipu raja-arvon ké-
sitteestd. [10, s. 76-77|, [2, s. 787]

Differentiaalilaskennan tasmaéllisen mééarittelyn kannalta merkittavan késit-
teen reaaliluvun jakautumien rationaalisiin ja irrationaalisiin lukuihin on ollut tiedos-
sa jo Pythagoraan aikana. Kuitenkin vasta vuonna 1844 ranskalainen Joseph Liouville
(1809 1882) pystyi osoittamaan, etteivit kaikki irrationaaliluvut olekaan v/2 tavoin
algebrallisia lukuja eli jonkin kokonaislukukertoimisen polynomin P nollakohtia. Tél-

laisia lukuja kutsutaan transkendenttiluvuiksi. [10, s. 77]

Matemaattisen analyysin loogisten ongelmien syynéd on ollut luvun késit-
teen epamadrdisyys. Irrationaaliluku voitiin méaérittaéd rationaalilukujen jonon raja-
arvoksi, mutta toisaalta raja-arvon mééritelma vaati raja-arvokandidaatin olemassao-
loa ja oli siten maéritelty. Cauchy ja Bolzano yrittivit méaaritelld Cauchyn kriteerissa
jonon suppenemisen ainoastaan sen termien avulla. Sen liséksi Bolzano oli pyrkinyt
my0s médritteleméaén reaaliluvut rationaalilukujen avulla. Taémé& onnistui kuitenkin
vasta vuonna 1872, kun ranskalainen Charles Méray (1835-1911) sekd Weierstrass op-
pilaansa Eduard Heinen (1821-1881) ja tdmén kollegan Georg Cantorin (1845-1918)
kanssa médrittelivit sen toisistaan riippumatta. [10, s. 77-78] Néin analyysin mate-
maattinen perusta alkoi olla kunnossa.

1900-luvun matematiikkaa kuvaa hyvin poikkeuksien etsiminen, miké on vas-
takohtana 1800-luvun tésmaéllisyyden korostamiselle. Nyt tavoitteena oli 16ytaa "pa-
tologisia’funktioita, joiden epétavalliset ominaisuudet kumoavat aikaisemmin totena
pidettyjen teorioiden siséllot. [2, 860] Tutkielman luvussa 2.3 tarkastellut epdjatkuvat
derivaatat seké luvussa 5 esitellyt Volterran- ja Pompeiun funktiot ovat juuri tallaisia
patologisia funktioita, jotka kumoavat laajasti hyviksytyt teoriat derivaattafunktion
jatkuvuudesta ja integroituvuudesta. Néin historiakastsaus on saavuttanut nykyisen

analyysin, jota tutkielmassa on tarkasteltu.
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