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Tiivistelm&: Antti Luoto, Simuloidun jaahdytyksen suppenemislause (engl. Conver-
gence theorem for simulated annealing), matematiikan pro gradu -tutkielma, 82 s.,
Jyvéaskylan yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, kevat 2013.

Tama pro gradu -tutkielma kisittelee simuloitu jaidhdytys -nimisen kombinatori-
sen optimointimenetelméin teoriaa ja kaytantod. Esimerkiksi kuvankasittelyssa sovel-
letun algoritmin ideana on loytdd annetulla joukolla méaaritellyn reaaliarvoisen ener-
giafunktion globaali minimikohta sallimalla — ei pelkdstdan energiaa viahentavida —
vaan myos energiaa kasvattavia siirtymié 1dhtojoukon alkioiden véililla. Tilastolliseen
fysiikkaan analogian omaavan, Gibbsin jakauman ominaisuuksiin pohjautuvan mene-
telmin matemaattisena perustana toimivat epidhomogeeniset Markovin ketjut, joiden
suppenemista tarkastellaan Dobrushinin kontraktiokerroinmenetelmén avulla.

Simuloidun jadhdytyksen suppenemislause, joka takaa epahomogeenisen Markov
Chain Monte Carlo -ketjun suppenemisen minimienergiatilojen joukkoon, todistetaan
aluksi Gibbs-otannan tapauksessa seké deterministisille ettd satunnaisille paivitysjo-
noille. Tata varten tehddén katsaus satunnaiskenttien, naapurustojirjestelmien, klik-
kien ja potentiaalien teoriaan.

Suppenemislause todistetaan myos yleisempiin tilanteisiin soveltuvan Metropolis-
otannan tapauksessa. Metropolis-algoritmilla ajettavaa simuloitua jidhdytysta sovel-
letaan lopuksi konkreettiseen ongelmaan, jossa pyritdin muodostamaan suorakulmion
muotoiselle tenttisalille vilpin estdmiseksi optimaalinen istumajarjestys. Simulointiko-
keiden yhteydessd pohditaan menetelméan kiaytidnnoén soveltamiseen liittyvaa proble-
matiikkaa ja pohditaan lopuksi sitd, kuinka hyvin jadhdytys soveltuu tenttisaliongel-
man ratkaisemiseen.

Avainsanat: Gibbs-otanta, epdhomogeeninen Markovin ketju, Metropolis-algoritmi,
satunnaiskentté, simuloitu jadhdytys
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Johdanto

Tama tutkielman tarkoituksena on johdattaa lukija simuloitu jddhdytys -nimisen
kombinatorisen optimointimenetelmén teoriaan ja kiytadntoon. Markov Chain Monte
Carlo -menetelmiin pohjautuvan algoritmin avulla voidaan (ainakin teoriassa) rat-
kaista ongelmia, joissa reaaliarvoinen funktio U : E — R pyritddn minimoimaan
annetun direllisen joukon F yli. Ensimmaéisen matemaattisen todistuksen simuloidun
jadhdytyksen suppenemiselle antoivat veljekset S. ja D. Geman vuonna 1984 julkais-
tussa kuvankisittelyd, Gibbs-otantaa ja Bayes-tilastotiedettd koskevassa artikkelis-
saan [8]. Siiné simuloidun jadhdytyksen algoritmin pohjana kiytettiin Gibbs-otannan
varhaista versiota, jossa siirtymaét alkioiden vélilla suoritettiin poimimalla alkioita &4-
relliselld karteesisella tulojoukolla méaritellyn Gibbsin jakauman taysistd ehdollisista
jakaumista.

Edelld mainitun tuloksen todistamista ja tdsmallistd muotoilua varten tarvitaan
jonkin verran stokastiikan ja tilastotieteen eri osa-alueisiin liittyvia késitteitd ja tu-
loksia. Luvussa 1 kiydadn aluksi lapi todennédkoisyysteorian perusasioita ja merkin-
t6jd, jonka jilkeen siirrytddn tarkastelemaan #érellisiin todennikdéisyysavaruuksiin
liittyvien jakaumien ja stokastisten matriisien ominaisuuksia. Liséksi kiydaén lapi ja-
kaumien vélisten etiisyyksien mittaamiseen kiytettdvin kokonaisvaihteluetiisyyden
keskeisid ominaisuuksia.

Satunnaiskenttii kisitteleva Luku 2 toimii matemaattisena alustana Gibbs-otannan
ja siithen perustuvan simuloidun jadhdytyksen algoritmeille. Luvussa esiteltavaa liit-
tyvad kasitteistod sovelletaan myos Luvussa 7 tarkasteltavan kidytannon ongelman
matemaattisen mallin muotoilussa.

Simuloidun ja&dhdytyksen matemaattisena perustana toimivat epdhomogeeniset
Markovin ketjut, joiden teoriaa ja suppenemisominaisuuksia késitellddn Luvussa 3.
Jos epdhomogeenisen Markovin ketjun (X,),>o riippuvuus alkujakaumasta hévida
asymptoottisesti (heikko ergodisuus), ja mikili sen siirtymématriisien (P,),>; inva-
rianttien jakaumien jono (u,,)n>1 suppenee riittavin nopeasti johonkin rajajakaumaan
liss, Lauseen 3.5.2 nojalla P, (X, = z) 2% jiso() kaikilla alkujakaumilla v ja tila-
avaruuden E alkioilla z. Késiteltdvien simuloidun jadhdytyksen suppenemistulosten
todistukset perustuvat juuri tdhén, R. L. Dobrushinin mukaan nimettyyn tulokseen.

Gibbs-otantaa kasitteleviassd Luvussa 4 perehdytdian kyseisen menetelméan teori-
aan ja todistetaan suppenemislauseet sopivasti valituille deterministisille ja satunnai-
sille paivitysjonoille. Myos Gibbs-jaahdytysti koskeva suppenemislause todistetaan
sekd determinisen ettd satunnaisen paivitysjonon tapauksessa Luvussa 5. Artikkelin
[8] varsin tiiviiseen formaattiin puetut, deterministisid jonoja koskevat todistukset on
pyritty paivittamédn lukijaystavallisempadn muotoon mukaillen kirjan [30] kontrak-
tiokertoimen kiyttoon perustuvaa lahestymistapaa. Satunnaista paivitystd koskevat,
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huomattavasti suoraviivaisemmat tulokset todistusideoineen ovat periisin samasta
kirjasta [30].

Kaksi viimeistd lukua kisittelevat tutkielman toista padteemaa eli konkreettista
ongelmaa, jossa pyritdan optimoimaan tenttisalin istumajérjestys vilpin estdmiseksi.
Eri istumajarjestyksid vastaavien alkioiden arvottamista varten muodostetaan tentti-
salin lokaaleihin ominaisuuksiin perustuva energiafunktio. Koska istumajirjestyksisté
koostuvaa konfiguraatioavaruutta ei voida esittad karteesisessa tulomuodossa, paa-
dytdin soveltamaan varhaisimmista simuloitua jadhdytysta kasittelevista artikkeleis-
ta [18] ja [4] periisin olevaa, menetelmin Metropolis-algoritmiin perustuvaa versio-
ta. Luku 6 perustuukin kyseisen jadhdytysalgoritmin Gibbs-jadhdytykselle analogi-
sen suppenemislauseen todistamiselle. Luvussa 7 rakennetaan aluksi matemaattinen
malli tenttisaliongelmalle, jolle edelld mainitun Lauseen 6.2.5 oletukset toteutuvat.
Taman jilkeen suoritetaan joukko logaritmiseen jadhdytysaikatauluun perustuvan
Metropolis-jddhdytyksen ominaisuuksia havainnollistavia simulointikokeita. Saatujen
tulosten tulkintojen ja johtopadtdsten teon ohessa pohditaan simuloidun jaahdytyk-
sen kiytidnnon soveltamiseen liittyvid etuja ja ongelmia.

Tutkielman ensisijaisena lihdemateriaalina on toiminut G. Winklerin Gibbsin
kenttid, kuva-analyysid ja MCMC-menetelmié késitteleva kirja [30]. Nyrkkisadntona
voidaan pitdd, ettd jollei erikseen ole mainittu, likipitden kaikki tutkielmassa esiinty-
vat epatriviaalit tulokset ovat joko kokonaan, osittain tai ainakin ideatasolla periisin
tasta kirjasta. Luvuissa 4 ja 5 esiintyviit todistukset perustuvat artikkelin [8] ohella
kiytdnnossd yksinomaan kirjan [30, Chapter 5| esitykseen. Liséksi kokonaisvaihte-
luetdisyyteen, satunnaiskenttiin, kontraktiokertoimeen, heikkoon ja vahvaan ergodi-
suuteen ja Metropolis-jaddhdytykseen liittyvait tulokset ovat enemmaén tai vihemmaén
perdisin tasta kirjasta.

Muista keskeisisté lahdekirjoista mainittakoot P. van Laarhovenin ja E. Aartsin
[19] (erityisesti simuloidun jadhdytyksen teoriaa koskeva osuus), D. Isaacsonin ja R.
Madsenin [14] (ddrettomét tulot, heikon ja vahvan ergodisuuden teoria), P. Brémau-
din 3| (satunnaiskentét) ja lisdksi D. Levinin, Y. Peresin ja E. Wilmerin [21] sek& O.
Héggstromin [15] (Markovin ketjujen teoria). Luvun 1 sisilté on koostettu suurim-
maksi osaksi luentomonisteissa [17], [9], [29], [25] sekd [16] késiteltdvistd asioista.

Kirjoittajan itse todistamista tuloksista merkittavimpind voitaneen pitad artikke-
lista [8] pois jatettyjd tuloksia vastaavia Lemmoja 4.4.4 ja 5.1.2. Tamén lisdksi muu-
tamien esimerkkien, huomautusten, tdydennysten ja liki triviaalien pikkutulosten to-
distusten laatimisen ohella tutkielman tekijin kidenjélki ndkyy ldhinnd kidytdnnon
ongelmaa késittelevissa Luvussa 7. Erityismaininta Lemman 7.3.2 todistuksen idean
antamisesta kuuluu H. Hartikaiselle.

Kaikki simulaatiot suoritettiin kidyttdmalld R-ohjelmaa (versio 2.15.1) [26], jota
sovellettiin Paint -ohjelman (Microsoft Windows 7, versio 6.1) ohella myds kuvien
piirtdmiseen. Kaikki istumajarjestyksid ilmentavit ruudukkokuvaajat on tehty kiyt-
tamélla Rin Plotrix-pakettia [20]. Esimerkin 3.1.4 simuloinneissa hytdynnettiin ..
Leskelédn kirjoittamia R-funktioita. Muiden simulaatioiden koodia laadittaessa suure-
na apuna toimi A. Penttisen luentomoniste [24].



LUKU 1
Esitietoja ja merkintoja

1.1. Todennikoisyysavaruudet

Olkoon (2 mielivaltainen joukko ja olkoon P(2) = {A : A C Q} kaikkien joukon
Q2 osajoukkojen kokoelma; otosavaruuden potenssijoukko.

MAARITELMA 1.1.1 (Sigma-algebra). Kokoelma F C P(2) on sigma-algebra jou-
kolla €2, mikéli seuraavat ehdot ovat voimassa:

(i) 0,QeF
(i) A :=Q\A € F kaikilla A€ F
(Z’LZ) Jos AleQ, SRS f, niin U;’il Al e F.

MAARITELMA 1.1.2 (Todennékoisyys). Olkoon F sigma-algebra joukolla €. Tél-
16in joukkofunktio P : F — [0, 1] on todenndkdisyysmitta tai todenndkdisyys, mikili

(i) P(Q)=1

(i1) P(UZ,A4;) ZIP’ ), kun Ay, Ay, - € F ja A; N A; = 0 kaikilla i # 5.

HuomAauTus 1.1.3. Tapahtumien A, B € F leikkauksen todenndkdisyydelle kéy-
tetddn usein myos merkintdd P(A, B).

Kolmikkoa (€2, F,P), missi F on otosavaruuden ) sigma-algebra ja P todenn#koi-
syys sigma-algebralla F, kutsutaan todenndkdisyysavaruudeksi. Joukosta €2 kiytetdian
nimitystd otosavaruus ja sigma-algebran F osajoukkoja A C F kutsutaan tapahtu-
miksi. Paria (0, F) kutsutaan mitalliseksi avaruudeksi.

MAARITELMA 1.1.4 (Riippumattomuus). Olkoon (€2, F,P) todennikdisyysava-
ruus ja () # I jokin mielivaltainen indeksijoukko. Talloin tapahtumat (A;);e; C F
ovat riippumattomia, mikali kaikille dédrellisille, eri indekseistd koostuville jonoille
11,...,4, € I on voimassa ehto

MAARITELMA 1.1.5 (Ehdollinen todennékdoisyys). Olkoon A, B € F tapahtumia,
ja olkoon P(B) > 0. Tapahtuman A ehdollinen todenndkdisyys ehdolla tapahtuma B
on
P(AN B)

P(A| B) := B(5)
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HuomAuTus 1.1.6. Olkoot A, B,C € F ja P(B) > 0. T&llsin

(1) Kuvaus Q: F — R; Q(A) = P(A | B) on todennékéisyysmitta avaruudella (€2, F).

(77) Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, niin P(A | B) = P(A).

(77i) Sanotaan, ettd tapahtumat A ja C ovat ehdollisesti risppumattomia ehdolla tapah-

tuma B, mikili P(A,C | B) = P(A | BYP(C | B).

MAARITELMA 1.1.7 (Satunnaismuuttuja ja -alkio). Olkoot (€2, F) ja (F,€&) mi-
tallisia avaruuksia. Funktio X : @ — R on satunnaismuuttuja, jos X 1(B) € F
kaikilla B € B(R), missi B(R) on reaaliakselin avoimien joukkojen virittdmé sigma-
algebra, niin sanottu Borelin sigma-algebra. Kuvaus Y : Q — E on satunnaisalkio,
jos puolestaan Y 1(B) € F kaikilla B € €.

HuomAuTUSs 1.1.8. Yksinkertaistetaan kielenkayttoa kutsumalla jatkossa FE-ar-
voisia satunnaisalkioita F-arvoisiksi satunnaismuuttujiksi.

MAARITELMA 1.1.9 (Indikaattorifunktio). Olkoon (€2, F,P) todennikéisyysava-
ruus ja olkoon A € F. Madéritellidn satunnainen indikaattorifunktio 1y : Q@ — R

asettamalla
1, josweA

]lA(w):{ 0, joswé¢A "’
Magdritelladn edelleen mielivaltaisen joukon E osajoukkoa A C E vastaava deter-
ministinen indikaattorifunktio 1,4 : £ — R asettamalla

] 1, joszeA
]IA(I)_{O, josx ¢ A’

HuomavuTus 1.1.10.
(1) Indikaattorifunktion argumentti jitetdéin toisinaan kirjoittamatta mikéli se
on helposti paiteltiavissé asiayhteydesta.
(71) Indikaattorifunktiosta 1{& € Q : X (@) € B}(w) kiytetdan lyhennysmerkin-
tdd Ny xcpy, missid X on satunnaismuuttuja avaruudella (Q2, F,P) ja B € B(R).
(77i) Kirjoitetaan jatkossa hankalat, muotoa 1{Z € F : T toteuttaa ehdon P}(z)
olevat funktiot lyhyemmin muodossa 1{z toteuttaa ehdon P}.

MAARITELMA 1.1.11 (Odotusarvo). Médritellddn todenndkoisyysavaruuden (2, F, P)

satunnaismuuttujan X odotusarvo asettamalla
EX := / X (w)dP(w), mikili E|X| < oco.
Q

Jos E|X| = 0o, odotusarvoa ei mééritelld.

HuomauTus 1.1.12. Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja tiheysfunktionaan f,
muuttujanvaihto (ks. esim. [27, s. 196-197]) antaa

EX = /xf

Diskreetille satunnaismuuttujalle X, jonka arvojoukko on {x1,zs, ..., x,}, ja jolla on
pistetodenndkoisyysfunktio p, saadaan puolestaan

EX = i@p(mz)
i=1
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Siirrytddn seuraavaksi tarkastelemaan darellisid todennikdisyysavaruuksia.

1.2. Adrellinen todenn#kdisyysavaruus

Olkoon 2 otosavaruus, jolle || < co. Todetaan, etté talloin P(§2) tayttdd sigma-
algebran ehdot. Niin on, silli se on kaikki yksiot {w}.eq sisiltivi direllinen 2/
joukon kokoelma. Tésté syysti dérelliselle otosavaruudelle voidaan aina valita (ja va-
litaan) tapahtumien joukoksi eli sigma-algebraksi potenssijoukko P(£2). Olkoon sitten
funktio p : Q — [0, 1], jolla on ominaisuudet

(i) p(w) > 0 kaikilla w € Q
() Y pw)=1.

we
Téllaista funktiota kutsutaan pistetodenndkdéisyysfunktioksi. Funktio p maaraa yk-
sikdsitteisen todenndkoisyysmitan P tapahtumien joukolle P(2), kun asetetaan

P:P(Q) = [0,1]; P(A):=> p(w) kaikilla A C Q.
w€eA
Voidaan nyt koota ddrellinen todenndkdisyysavaruus (€2, P(£2),P). Jatkossa siis to-
dennékoisyysavaruus oletetaan aina aérelliseksi, mikéli siithen liittyvi sigma-algebra
on otosavaruuden potenssijoukko. Todenndkoisyysavaruutta (€2, P(Q2), P) voidaan t&l-
16in merkitd my6s lyhyemmin parina (2, P).

MAARITELMA 1.2.1 (Satunnaismuuttuja ja -alkio). Olkoon E # () mielivaltainen
joukko. Kuvausta X : Q — FE &irelliseltd otosavaruudelta 2 kutsutaan FE-arvoiseksi
satunnaismuuttujaksi (tai satunnaisalkioksi).

HuomAuTus 1.2.2. Téstéd ldhtien puhuttaessa darellisen otosavaruuden E-arvoi-
sesta satunnaismuuttujasta oletetaan implisiittisesti, ettd X (2) = F, ts. maaliavaruus
ei sisilld sellaisia pisteitéd, joihin mikidin w € € ei kuvaudu. Tamé oletus takaa,
ettd otosavaruuden €2 direllisyyden nojalla myos E on dérellinen, joten voidaan aina
varustaa E sigma-algebralla P(E), jolloin edelleen X on (P(€2), P(E))-mitallinen.
Siten Méaaritelma 1.2.1 on sopusoinnussa Maaritelmén 1.1.7 kanssa.

Oletetaan nyt, ettd X on FE-arvoinen satunnaismuuttuja airelliselld todennédkoi-
syysavaruudella (€, P). Maaritelldén joukkofunktio Px : P(E) — R asettamalla

Px(B):=P(X € B)=P{w € Q: X € B}) = > px(w)lixen W),
we
kaikilla B C FE, missd px on satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyysfunktio. Sen
indusoimaa todenndkoisyyttd Px kutsutaan satunnaismuuttujan X jakaumaksi. Ei
ole vaikeaa osoittaa, ettd kolmikko (E,P(F),Px) muodostaa direllisen todennakoi-
syysavaruuden.

1.3. A#rellisten todenniikdisyysjakaumien avaruus

Edustakoon E # () timéan luvun ajan kiinnitettyd mielivaltaista dérellistd jouk-
koa. Tarkastellaan funktioiden avaruutta R® = {f | f : E — R}. Voidaan osoit-
taa, ettd R¥ on tilloin ddrellisulotteinen vektoriavaruus. Sen alkiot eli vektorit ovat
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siis kuvauksia joukolta E reaalilukujen joukolle, joita voidaan merkitd myos lyhyesti
muodossa f = (f(x))zep. Varustamalla joukko R® L'-normilla

1AL = 1111 = Y IF ()]

zel

saadaan lopputuloksena tiydellinen normiavaruus eli Banachin avaruus (RZ ||| -[).!
L'-normi indusoi joukkoon R¥ metriikan, niin sanotun kokonaisvaihteluetdisyyden:

drv(f.9) = IIf —gll =D _|f(x) — g(x)|.

zeE
Maéritelladn sitten joukko

Dp = {u : E—>R’ 3wl = 1ja p(x) = 0 kaikilla z € E}
z€E
Banach-avaruuden (RE,||-|]) yksikkdpallon reunan 0B(0,1) = {f € R¥ | ||f|| = 1}
osajoukko Dg koostuu siis kaikista pistetodennékoisyysfunktioista joukolla E. Vekto-
reiksi (u(2))zer tulkituista funktioista u € Dg kiytetdédn jatkossa nimityksia jakauma
tai todenndkdisyysvektori.?

Tamén tutkielman keskiossd ovat joukon E todennikoisyysjakaumien muodos-
tamat jonot (u,)n>1 C Dg. Niiden suppenemista tarkastellaan dpy-metriikan avulla.
Funktiojonon (f,,) C R¥ suppeneminen kokonaisvaihteluetiisyyden mielessi on vahva
suppenemisen muoto. Esimerkiksi numeroituvan tila-avaruuden tapauksessa pisteit-
tiinen suppeneminen ei vield takaa suppenemista metriikan dpy mielessi. Adrellisten
tila-avaruuksien tilanteessa ndmé suppenemisen muodot ovat kuitenkin ekvivalentte-
ja.

LEMMA 1.3.1. Olkoon (f,)n>1 joukon RE jono, ja olkoon f € R¥. Tilldin seuraa-
vat kaksi ehtoa ovat yhtapitdvid:

(i) drv(fas f) 250,
(i1) | fulz) = flz)] =250 kaikilla x € E.
TobisTus. Todistus on triviaali joten se sivuutetaan. O

HuoMAUTUS 1.3.2. Lemman 1.3.1 ehdolle (i) kdytetddn jatkossa my0s lyhennys-
merkintda f, v, f.

Metrisen avaruuden (Dg, dry ) tarked ominaisuus on, ettd kaikki sen Cauchy-jonot
suppenevat, kuten seuraava lemma osoittaa.

IAvaruuden (RP,||-||) téydellisyys on suora seuraus normiavaruuden (R,||-||) tiydelli-
syydestd. Voidaan nimittdin helposti osoittaa, ettd &direllisen joukon FE tapauksessa jono
(fi)n = (fn(@)zer)n € RF on Cauchy-jono L'-normin mielessi jos ja vain jos marginaalijonot
(fu(2))n C R ovat Cauchy-jonoja L'-mielessi kaikilla x € E.

2Erityisesti Markovin ketjuja kisitteleviissd kirjallisuudessa paljon kilytetty nimitys jakauma on
kieltiméttad hieman hankala, silld kuten todettua, samaa nimitysti kiytetdin satunnaismuuttujan
X todennikoéisyysmitasta Px, joka on joukkofunktio. Tutkielman kirjoittaja pyrkii pitimain tdmén
asian mielessd ja valttdmain mahdollisia sekaannuksia.
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LEMMA 1.3.3. Dg on Banach-avaruuden (R ||| -||) suljettu osajoukko. Erityisesti
siten (Dg, dry) on tdydellinen metrinen avaruus.

TobISTUS. Osoitetaan, ettdi Dy C Dg: olkoon v € Dy. Tallsin on olemassa

suppeneva jono (1), C Dpg siten, ettd v, v, v, josta Lemman 1.3.1 nojalla
seuraa, ettd v(x) = lim, . v,(z) kaikilla x € E.

Koska v,(x) € [0,1] kaikillan > 1 jaz € E, ja koska [0, 1] on suljettu reaaliakselin
osajoukko, niin myds v(x) € [0,1] eli v(x) > 0 kaikilla € E. Koska lisiksi

) = 3 o) =l 3o = i 1 .

zel z€EFE zeE

niin v € Dg. On siten osoitettu, etti Dy C Dg, joten Dy on suljettu.

Olkoon sitten (f,),>1 Cauchy-jono joukossa Dg. Koska (R ||-||) on téydellinen
ja koska Dr C R, on olemassa raja-arvo f € RE. Koska Dy on suljettu, sisiltii
se suppenevien jonojensa raja-arvot [29, s. 79|, joten f € Dg. Siten myos avaruus
(Dg,dry) on taydellinen. O

HuomAuTUs 1.3.4. On hyvd huomata, ettd koska Dy ei ole vektoriavaruus, joten
sen yhteydessé ei voida puhua normiavaruudesta.

Kootaan seuraavaksi jatkon kannalta tarpeelliset kokonaisvaihteluetdisyyden omi-
naisuudet seuraavaan lauseeseen.’

LAUSE 1.3.5. Olkoon p ja v € Dg. Tdilloin

() = vl =23 (ule) — vle))" =23 (uler) — ()"

ek zeE
(17) ||p —v|| <2, missd yhtdsuuruus on voimassa jos ja vain jos

jakaumilla p ja v on erilliset kantajat, ts.
{reE:ulx)>0tn{xre E:v(x)>0}=0.

i) = vl =2(1= 3 pl@) Avi)).
() o= vl =max| 3" h@) (ulz) - v(w)|.

|h[<1
TobisTus. Kohtien (i), (ii) ja (iv) todistukset 16ytyviit kirjasta [30, s. 81-82].
Todistetaan kohta (i1).
Todetaan, ettd kohdan (i7) epayhtdlo on aina voimassa, silld itseisarvon kolmio-
epayhtdlon nojalla voidaan kirjoittaa kaikille u, v € Dg

= vl = _lu(z) —v()| <D lu(@)] + ) _lv()] = 2.
zeE zel zel
Kiinnitetdan sitten u ja v € Dg. Mairitellddn jakaumien p ja v kantajat asettamalla
A={r € E: ulx) >0} jaB:={reFE:vx)>0} Koska E voidaan esittad

3Madritellasn reaalifunktion f positiii- ja negatiiviosat asettamalla f+(x) := max{f(z),0} ja

f~(z) :== max{—f(x),0}.
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erillisten joukkojen A\B, B\ A ja AN B yhdisteend, soveltamalla kohtaa (i) voidaan
kirjoittaa

le=vl=2( 3 (ule) = v@) "+ 3 (@) = @)+ Y (@) - v(@)")

zcA\B z€B\A r€ANB
L) =2( Y w@+ Y ()~ v@)").
z€A\B r€ANB

Jos AN B = (), niin A\B = A, ja lauseke (1.1) yksinkertaistuu muotoon

2<Zu(x)+0) —23 plx) =2

z€A zeR

Siten || — v|| = 2 jos ANB = (). Jos puolestaan ANB # 0, niin (p(x) — y(x))+ < u(x)
kaikilla x € AN B, joten lauseketta 1.1 arvioimalla saadaan aito epéyht&lo;

2( Y w@)+ Y (u@) —v(@) ) <2( Y p@)+ Y ) =2
x€A\B r€ANB z€A\B r€ANB
On siten voimassa myos implikaatio: AN B =0, jos || — v|| = 2. O

HuoMAUTUS 1.3.6. Toisinaan (esimerkiksi kirjoissa |15] ja [21]) kokonaisvaihte-
luetdisyys médritelldén lisidmélld eteen kerroin 3, ts. dpy(p,v) = % ||p — v||, miki
on ymmaérrettavad edellisen lauseen kohdan (i7) valossa.

Myohemmin todistettavan epdhomogeenisten Markovin ketjujen suppenemislau-
seen (Lause 3.5.2) kannalta seuraavat kaksi tulosta ovat tirkeité.

LAUSE 1.3.7. Olkoon (fin)n>1 jono avarvuden (Dg,dry) jakaumia siten, ettd

(12) Sl = pinial| < oo
n=1

Tallgin (pin)n>1 on Cauchy-jono, jolloin erityisesti on olemassa raja-arvo po € Dg

siten, etta fh, v, Moo -

TobisTus. Olkoon € > 0. Oletuksen (1.2) nojalla osasummien jono (Sk)g>1, missi

Sk =% |lttns1 — fan||, k > 1, suppenee johonkin lukuun S € R, joten on olemassa
indeksi kg = ko(e) > 1 siten, ettd

S =Sk = lins1 — ]| < & kaikilla k > ko,

n=~k

jolloin metriikan d7y kolmioepayhtalod soveltamalla saadaan

k—1 %s)
e = pull < Minsr = sl <7 Mnar — all <&,
n=l n=l

kun k£ > | > ky. Tdmé tarkoittaa, ettd (u,)n>1 on Cauchy-jono, ja koska Lemman

1.3.3 nojalla Dg on tédydellinen, on olemassa raja-arvo f, v, Heo € Dpg. 0
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HuomauTus 1.3.8. Kaikki Cauchy-jonot eivit toteuta summautumisehtoa (1.2).
Vastaesimerkiksi kelpaa mm. Cauchy-jono (v,),>1 C Dg, jolle |1, — vyiq|| =0t
kaikilla n > 1. Tullaan huomaamaan, ettd Lauseen 3.5.2 todistuksessa kasiteltaville
rajajakaumien jonolle pelkkd Cauchyn ehdon toteutuminen ei riitd, vaan suppene-
misnopeuden on oltava viahintdén ehdon (1.2) mukaista. Seuraava Lemma 1.3.9 antaa
hy6dyllisen tavan ndyttdd ehto (1.2) toteen annetulle jakaumajonolle (u,,) C Dg.

LEMMA 1.3.9. Olkoon (pin)n>1 C Dg. Jos kaikilla x € E kuvaus n — p,(z) on
monotoninen jostain lahtien, niin jono (w,)n>1 toteuttaa ehdon (1.2).

TobnisTus. Oletuksen nojalla jokaiselle x € E on olemassa n, > 1 siten, ettd joko
() < 1 () tai pp(x) > pner(z) kaikilla n > n,. Koska

B . +_ 0, jOS ﬂn(l‘) < Mn-f—l(x)
(M”(x) 'u”'H( )) { [Ln(ﬂf) - ,un—&-l(f)a jos Nn(x) > //Jn-l-l(x)

niin jokaiselle x € E

Z (pn(z) — un+1(x))+ <1, kunm >n,.

Erityisesti siten myos
m

+
max ) (un(aj) unﬂ(x)) <1, kunm > N: WA 1.

Siispd kaikilla m > N on voimassa

S =3 Mitn =t =233 () = pa ()

rxeE n=1
N-1

<237 (3 () ) +1)

rzeE n=1

<2|E|(N —1+1) <2|E|N,
joten osasummien jono (Sn>n21 on rajoitettu. Koska se on my0s kasvava, on olemassa
raja-arvo S = lim,, .., S, < co. Tdma todistaa vaitteen. O
1.4. Stokastisten matriisien avaruus

MAARITELMA 1.4.1 (Stokastinen matriisi). Reaaliarvoinen nelidmatriisi P = [a;;]nxn
on stokastinen matriist, mikali

(i) a; >0 kaikillad,j=1,2,...,n

(i) Y ay=1 kaikillai=1,2,. .. n.
j=1

Olkoon E # () jélleen direllinen tila-avaruus. Koska joukon E alkiot voivat olla
lukuja, vektoreita, matriiseja, funktioita ja niin edelleen, ei tiloja x € E ole useinkaan
tarpeellista numeroida. Markovin ketjujen teoriassa |E| x |E|-matriisin P alkioon
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viitattaessa onkin tavanomaista kirjoittaa yksinkertaisesti P(x,y), missi tila z € E
vastaa rivid ja tila y € E saraketta. Olkoon siis

Mpyg = {P | P on stokastinen |E| x |E| -matriisi}.

Olkoot € Dg, P,Q € Mgyg. Kiytetdian vastedes lyhennysmerkintoja

(i) pP(y) = (uP)(y) =>_ pux)P(z,y)

zel

(il) PQ(w,y) = (PQ)(z,y) = Y P(z,2)Q(z,y).

zeE

Kohta (i) vastaa tilannetta, jossa jakauma p 1 x |E| -matriisiksi eli | F|-ulotteiseksi
rivivektoriksi tulkittuna kerrotaan |E| x | E| -matriisilla, jolloin tulona saadaan 1 x |E|
-matriisi eli |E|-ulotteinen rivivektori pP. Siisteyden vuoksi pidattiaydytdén transpoo-
simerkitojen kiytosta, silld asiayhteydestd on aina mahdollista paatella, onko kyseessa
rivi- vai sarakevektori.

Kohta (7i) puolestaan vastaa tavanomaista kahden |F| x |F| -matriisin matriisi-
tuloa. Ei ole vaikeaa todeta, ettd uP € Dg ja PQ) € Mpgyg. Siten myos yleisemmin
n matriisille Py, Py, ..., P, € Mgxg tulo uP; --- P, € Dg on joukon Dg jakauma ja
P, --- P, joukon Mg, g stokastinen matriisi.

LAUSE 1.4.2. Olkoon p € Dg ja Py, P, ..., P, € Mgyg. Tdlloin

(@) pPr---Paly)= > pz0)Pi(20:21) - Palza-1,9)
(b) P Pu(zmy)= > Pile,z)P(21,2) Palzao1,2).

20y-2n—1€E

(C) [LPl"'PnGDE ja Pl"'PnEMEXE-
TobisTus. Todistus on yksinkertainen induktiotodistus, joten se sivuutetaan. [

Tehdéddn vield tAmén luvun padtteeksi muutama stokastisiin matriiseihin liittyvé
huomio Luvussa 3 tarkasteltavan heikon ergodisuuden myohempad havainnollistamis-
ta silmalld pitden.

MAARITELMA 1.4.3 (Vakiorivimatriisi). Sanotaan, etti P € Mpgyp on vakiori-
vimatriisi, mikdli matriisin P rivit ovat identtiset, toisin sanoen P(zx, -) = p kaikilla
x € F jollekin jakaumalle p € Dg.

LAUSE 1.4.4. Olkoon P € Mgy g vakiorivimatriisi, jolle P(x, -) = p € Dg kaikilla
x € E. Talloin kaikille jakaumille 1 € Dg ja stokastisille matriiseille QQ € Mpgxg
(1) uP =p, (ii) QP = P ja (iii) PQ on vakiorivimatriisi.

TobisTus. Kohta (i):

pP(y) = p(z)P(z,y) =Y u(z)ply) = ply) kaikilla y € E.

zeE zeE
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Kohta (i1):

QP(z,y) =Y Qz,2)P(z,y) = Y Qz,2)p(y) = ply) = P(x,y) kaikilla z,y € E.

z€E z€E
Kohta (#i4): olkoon ¢ : E = R; q(y) := > _,cpp(2)Q(2,y) = pQ(y), jolloin Lauseen
1.4.2 kohdan (c) nojalla pétee ¢ € Dp. Koska lisdksi

PQ(x,y) =Y _ P(x,2)Q(z,y) = Y _p(2)Q(z,y) = q(y) kaikilla z,y € E,

zelk zeE
véite on todistettu. O






LUKU 2

Satunnaiskenttien alkeita

Téassé luvussa muotoillaan satunnaiskentdn kisite sekd sen tarkeiné erikoistapauk-
sina Markovin satunnaiskentté ja Gibbsin kenttd. Todistetaan lisdksi muutamia hyo-
dyllisia tuloksia myohempié lukuja — erityisesti (Gibbs-otantaa ja Gibbs-otantaan pe-
rustuvaa simuloitua jidhdytysta koskevia Lukuja 4 ja 5 — varten.

Olkoon S niin sanottu solmujen joukko, jolle |S| < oo. Lahtokohtaisesti joukolta
S el vaadita minkddnlaista erityisrakennetta, vaan se toimii ainoastaan eradnlaisena
jarjestdmattomand indeksijoukkona. Satunnaiskenttien sovelluksissa S on usein jokin
avaruuden R? osajoukko, esimerkiksi #irellinen neliéhila

{(i,j)€Z*:i,j=1,...,m} jollekin m € N.

Olkoon sitten jokaista solmua s € S kohden annettu direllinen faasiavaruus Ay C R.
Tuloavaruutta

HAS ={z:5— UAS‘I(S) € A, kaikilla s € S}

SES SES

kutstutaan télloin konfiguraatioavaruudeksi, jonka alkiot, konfiguraatiot, ovat siis ku-
vauksia, joissa jokaiseen solmuun s € S liittyy jokin faasi A € A,.

Otetaan seuraavaksi kayttoon merkinndt konfiguraatioiden rajoittumille. Maé&ri-
tellddn konfiguraation = € [], .o As rajoittuma osajoukkoon () # A C S yhdistettyna
kuvauksena

sES

xA::ponIS%HAS,

seEA

missé p4 on projektiokuvaus, joka kuvaa tuloavaruuden [[, ¢ A, alkion x = (2(s))ses
tuloavaruudelle J]._, A, siten, ettd pa(x) = (2(s))sca. Merkitdén jatkossa kaikille
yksicille {s} C S x, := xy) = x(s), jolloin voidaan myds merkitd konfiguraatioi-
ta hieman helpommassa muodossa © = (x,)scs. Merkitddn edelleen x = (z4,25\4)
epatyhjille osajoukoille A C S. Konfiguraatioavaruutta merkitaén tésté lihtien (pois-
lukien Luvut 6 ja 7) aina kirjaimella E, jolloin on perusteltua kiyttda myos lyhen-
nysmerkintdd Fy =[] .., A, kun A C S,

2.1. Satunnaiskentin jakaumat, Markovin satunnaiskentti

MAARITELMA 2.1.1 (Satunnaiskenttd). Todennikoisyysavaruuden (£2,P) satun-
naismuuttujista X : Q — Ag, s € S, koostuva perhe X = (X;)ses on satunnaiskenttd,
mikali

P(X =12)=P(X,=x,Vs€5) >0 kaikilla 7 = (2,),es € E = ][ As.
seS

13
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ESIMERKKI 2.1.2. Olkoon Maéritelmén 2.1.1 tilanteessa solmujen joukkona
S={e;:i=1,...,n}, missi e; on euklidisen avaruuden R" i:s kantavektori. Olkoon
lisiksi A = {\1,..., A} C R kaikille solmuille e; € S yhteinen faasiavaruus. Télloin
satunnaiskenttd (Xs)ses voidaan tulkita todennikdéisyysavaruuden (Q2,P) satunnais-
vektorina X : Q@ — R"; X (w) = (X1(w),...,X,(w)) tekemélld samaistukset

(Xo)ses = (Xo)ly = > _ei- Xi=(X1,...,X,) ja AS=A"CR"

i=1
2.2. Satunnaiskentidn marginaalijakaumat ja ehdolliset jakaumat

Tutkitaan seuraavaksi satunnaiskentin jakaumaa ja otetaan kiyttoon jatkon kan-
nalta tarvittavia lyhennysmerkintdja. Olkoon satunnaiskenttd X kuten Maaritelmas-
sd 2.1.1 joillekin aarellisille S ja E. Satunnaiskentén X jakauma Py on satunnais-
muuttujakokoelman (Xy)ses yhteisjakauma:

Px:P(E) > R; Px(A)=P(X cA) =) PX=ux),

missd kullekin konfiguraatiolle = (z4)ses € E
PX =2)=P(X,=1z,s€8) = IP’( Nses {w € 2 X (w) = xg})

Tavallisesti satunnaiskentdn X jakauma Px maidrdytyy vasta jalkikdteen jonkin pis-
tetodennakoisyysfunktion 7 € Dy indusoimana:

Px(A):=Y m(x) kaikilla A € P(E).
z€EA

Myos tatd funktiota 7 kutsutaan jatkossa satunnaiskentin X jakaumaksi. Maéritel-
ladn sitten osakokoelmaa (X;)sca vastaava satunnaiskentin X marginaalijakauma
74 . EF4 — R tavalliseen tapaan asettamalla

ma(@a) =PXa=xz4)= Y PX=(zaz4)= Y  7(xaz54)
zs\A€E5\ a4 zs\A€E5\ a4
kaikilla x4 € F 4. Erityisesti siten yhden satunnaismuuttujan X, s € S, marginaali-
jakauman 7, todennéikéisyydet voidaan esittdd muodossa
ms(xs) = Z (25, Tg\(s}), missd summa kiy yli joukon Eg\ (4.
TS\ {s}
Olkoot sitten A, B C S erillisid joukon S epétyhjid osajoukkoja. Kullekin kiinnitetylle

konfiguraatiorajoittumalle zp € Ep voidaan télloin méaaritelld ehdollinen jakauma
(- |xp): E4 — R asettamalla

P(X4 =24, Xp = 2p)
P(Xp = xp)
_ Z:905\(,4UB) P(X = (xAUB7xS\(AuB))>
2asn P(X = (zB,758))
- sz\(AuB) (€ auB; xs\(AUB))

ExS\B W(Z'BaxS\B>

7T(IA | JZB) ::IP(XA:xA|XB=xB):

(2.1)

Y
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missé yhtélsiden (2.1) summat otetaan yli rajoittumajoukkojen Egq\ (aup) ja Es\ s
Erityisen tarkastelun kohteeksi nousevat mychemmin niin kutstut tdydet ehdolliset
jakaumat w(- | rg\(s}), joiden todenndkoisyyksille saadaan yhtalsitd (2.1) kiyttamal-
14 saadaan siisti esitys

()

(2.2) m(xs | Ts\(sy) = :
o S en T 78 (o))

HuomaAuTus 2.2.1. Méadritelméaédn 2.1.1 sisdllytetty positiivisuusehto
(2.3) P(X =z) > 0 kaikilla z € E

takaa satunnaiskentélle hyvid ominaisuuksia, minkd vuoksi se toisinaan otetaan sa-
tunnaiskentdn méadritelmadn mukaan. Erityisesti se takaa, ettd kaikki satunnaiskentan
X marginaalijakaumat ovat aidosti positiivisia, silli kaikille ) 2 A C S ja x4 € Ey
on talloin voimassa
P(X4 =24) > max P(X =2z) > 0.
LI
TA=T A

Tama puolestaan implikoi, ettd kaikki satunnaiskentdn X ehdolliset jakaumat voidaan
madritelld ja lisdksi my0s ne ovat aidosti positiivisia.

Tarkastellaan seuraavaksi suuntaamatonta verkkoa G = (S, 5), jossa joukko &
sisiltdéd informaation verkon linkeistd. Toisin sanoen e = {s,t} € &£, jos solmujen s
ja t valilla on linkki. Toisinaan on helpompi tarkastella suuntaamattomia verkkoja
(S,N), joissa linkkien joukko on korvattu naapurustojirjestelmdlli N

MAARITELMA 2.2.2 (Naapurustojirjestelmi). Kokoelma N = (Nj)ses solmujen
joukon S osajoukkoja N on naapurustojirjestelmd, mikéli

(i) s ¢ N kaikilla s € S
(i1) jos s € Ny, niin t € Nj kaikilla s,t € S.

Sanotaan, etti solmut s ja t ovat naapureita, ja merkitdin s ~ t, jos s € N,. Joukkoa
N, kutsutaan solmun s naapurustoksi.

Voidaan helposti osoittaa, ettd linkkien joukko indusoi verkkoon naapurustojér-
jestelmédn ja painvastoin. Jatkossa puhutaankin suuntaamattomasta verkosta aina

parina (S, N).

MAARITELMA 2.2.3 (Markovin satunnaiskentti). E-arvoinen satunnaiskenttd on
Markovin satunnaiskenttd (tai Markovin kenttd) naapurustojirjestelmin N = (Ny)ses
suhteen, mikili ehto

(2.4) P(X, =z, | Xo\(s} = s\(sy) = P(Xs = 5 | X, = 20),

on voimassa kaikilla x € E ja s € S.

HuomAuTUs 2.2.4. Ehtoa 2.4 kutsutaan lokaaliksi Markov-ominaisuudeksi. Se
tarkoittaa, etti kaikille s € S satunnaiskentin komponentti X on ehdollisesti riippu-
maton sulkeuman N U {s} ulkopuolisista komponenteista {X; : t ¢ N, U {s}}, kun
muuttujien {X; : ¢ € N} arvot tunnetaan. Satunnaiskentille voidaan méaéritella myos
useita muita Markov-ominaisuuksia. Niiden vélisistd riippuvuussuhteista 16ytyy lisda
informaatiota mm. kirjasta [30, s. 71].
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HuomAuTus 2.2.5. Voidaan osoittaa, ettd Markovin satunnaiskentdn jakauma
7 voidaan médritd yksikisitteisesti mikéli tdydet ehdolliset jakaumat 7(- | zs\(s}),
jotka yksinkertaistuvat niin kutsutuiksi lokaaleiksi tunnuksiksi w(- | xar,), tunnetaan
(ks. [3, s. 255-256]). Lokaalien tunnusten kokoelmaa kutsutaankin satunnaiskentén
lokaaliksi spesifikaatioksi.

2.3. Gibbsin kentat
(a) °

LU ARSE

KuvA 2.1. Kuva (a): neljan ja kahdeksan alkion naapurustot kaksi-
ulotteisella hilalla. Harmaat pallot edustavat mustaa palloa vastaavan
solmun naapureita. Kuva (b): esimerkkikuvat 2-5 alkion klikeista.

MAARITELMA 2.3.1 (Klikki). Olkoon (S,\) suuntaamaton verkko. Osajoukko
C C S on klikk: jos kaikki joukon C' eri alkiot ovat keskenddn naapureita. Erityisesti
siten tyhji joukko () ja yksiot ovat klikkeja. Naapurustojarjestelmén A indusoimalle
klikkikokoelmalle kdytetddn jatkossa merkintdd Cy .

Kuvassa 2.1 on esitelty yksinkertaisimpia kaksiulotteisia naapurustoja ja klikkeja.

MAARITELMA 2.3.2 (Potentiaali, naapuripotentiaali, paripotentiaali). Kokoelma
V=Va)acs ={Va: E— R | AC S} on potentiaali, mikili
(i) Vo=0ja
(17) jos x4 = ya, niin Va(x) = Va(y).
Potentiaali V = V) on naapuripotentiaali naapurustojirjestelmian N suhteen, mikili
Va = 0 aina kun A ¢ Cyr. Lisdksi sanotaan, ettd potentiaali V on paripotentiaali,
mikdli V4 = 0 kaikille A C S, |A| > 2.

Kuvausta U : £ = R, U(x) = ), Va(z) kutsutaan potentiaalin V = (Va)acs
madraamaksi energiafunktioksi tai energiaksi.

HuoMmAuTUs 2.3.3. Médritelmén 2.3.2 ehdosta (i7) seuraa, ettd funktiot V, ei-
viit saa lisdinformaatiota konfiguraatioiden x € E osajoukon A C S ulkopuolisista
arvoista (5)ses\A-

HuomAUTUS 2.3.4. Naapuripotentiaali Vy voidaan kirjoittaa muodossa (Vi) coecy,
kun jdtetddn pois turhat nollakuvaukset V4, A ¢ C,. Liséksi naapuripotentiaalin Vy,
energiafunktio saadaan, kun summataan ainoastaan naapurustojirjestelmin N méii-
ridmien klikkien C' € Cy yli; U(z) = 3 e, Vo(o) kaikille z € E.

ESIMERKKI 2.3.5 (Ising-malli). Olkoon S = {(i,7) € Z* : 1 < i,j < m} jollakin
m > 2, ja olkoon A = {—1,1} solmuille yhteinen faasiavaruus. Madritellddn kunkin
solmun s = (s1, $2) € S naapurusto asettamalla

Ny i={t = (t1,t2) € 5: 0 <||(s1,52) — (t1,22)|[ 2 < 1}, missé
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2 1/2

|(s1,52)|];2 = (Z sf) on L*-normi joukolla S.
i=1

Naapurustojirjestelmin N = (N;),es madrdama kokoelma Cy sisiltéé siten (tyhjén

joukon liséksi) kolmen tyyppisid klikkejé: yksioitd sekd vierekkéisistd tai padllekkéi-

sistd solmuista koostuvia kaksioita. Tarkastellaan naapuripotentiaalia V = (Vo)cec,

jonka potentiaalifunktiot ovat muotoa

. mB
V{st}——— E Ty ja V{s}:__k: T g Ts.
B
{s,t}eC {s}eC

Niin sanotun 2-ulotteisen Ising-mallin (E. Ising, 1925) energiafunktio voidaan esittaa
talloin muodossa

B
(2.5) Ulr) = ——— Ty — & Ls,

{s tyec kT (s}yec

missd J ja m ovat materiaaliin liittyvid vakioita, kp on Boltzmannin vakio, T' on
absoluuttinen lampdatila ja B on ulkoisen magneettikentédn intensiteetti. Jos kyseessi
on ferromagneetti, J > 0 (ks. Kuva 2.2), kun taas antiferromagneetille J < 0.

Mallissa arvot z; € {—1,1} vastaavat hilapisteeseen s liittyvad fysikaalista suu-
retta spinid. Yhtalon (2.5) oikean puolen ensimméinen termi vastaa spin-parien inte-
raktioenergiaa ja vasen puoli edustaa ulkoisen kentdn magneettikentin energiakont-
ribuutiota. Jos 7" on pieni (tai J suuri), spinit pyrkivit jirjestdytyméin samansuun-
taisesti. Suuri T' (tai pieni J) puolestaan vastaa heikkoa interaktiota spinien vélilla.
G. Winkler kirjoittaa Ising-mallista seuraavasti:

“The Ising model seems to be simple at a first glance. But it exhibits
a variety of fundamental and typical phenomena shared by many
large complex systems. Hence it is the test model for substantial
questions about Markov fields.” |30, s. 62|

(a) (b) (c)

Kuva 2.2, Ising-malli 6 x 6-hilalla. Parittaisia vaihtoja tekevilld
Metropolis-jadhdytykselld realisoituja konfiguraatioita mallille, jossa
kLT =1ja ";B = 0. Kuva (a) on alkukonfiguraatio, U = 10; (b) n = 50,
U= —-28; (¢) n =650, U = —78. Valkoinen viiri edustaa negatiivista

ja musta positiivista spinia.
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MAARITELMA 2.3.6 (Gibbsin kenttéd). Olkoon (S, N) suuntaamaton verkko.
E-arvoinen satunnaiskenttid X verkolla (S, N') on Gibbsin kenttd potentiaalin V suh-
teen, jos

P(X =z) :W($)=%exp(—U(x)) —

exp ( — U(x))
Serexp (—U(y))

kaikilla x € E, missd U on potentiaalista V johdettu energiafunktio.

HuomAuTus 2.3.7. Gibbsin kenttdédn liittyva potentiaali V ei ole yksikésitteinen.
Jokaiselle Gibbsin kentélle on kuitenkin olemassa yksikésitteinen normalisoitu po-
tentiaali, niin sanottu tyhjiopotentiaali. Asiaa kisitellddn tarkemmin muun muassa
kirjassa |30, s. 66-72].

Madaritelméassd 2.3.6 esiintyvid jakaumaa 7 kutstutaan Gibbsin tai Boltzmannin
jakaumaksi, jonka normalisoivaa vakiota Z =} _pexp(—U(y)) kutsutaan partitio-
funktioksi. Konfiguraatiota x € E vastaavaa painokerrointa exp(—U(z)) kutsutaan
puolestaan nimelld Boltzmannin tekija. Gibbsin jakauman ominaisuuksia tutkitaan
tarkemmin Luvuissa 4 ja 5.

HuomAuTus 2.3.8. Naapuripotentiaaliin V), liittyvin Gibbsin kentédn jakauman
7 tarked ominaisuus on, etté se faktorisoituu yli klikkien joukon Cys. Toisin sanoen se
voidaan esittdsd muodossa

w@) = I det@),

CeCnr
missd kukin epdnegatiivinen funktio ¢¢ : F — R riippuu konfiguraatioiden arvoista
ainoastaan joukolla C. Voidaan nimittén asettaa ¢c(z) := exp (—Ve(x)) kaikilla
C eCy.

Todistetaan seuraavaksi tarked tulos koskien Gibbsin jakauman téysien ehdollisten
jakaumien laskemista.

LAUSE 2.3.9. Olkoon (S,N) suuntaamaton verkko ja olkoon X Gibbsin kentti
naapuripotentiaalin (Vo)cec, suhteen arvojoukkonaan E = [[,.qAs. Talldin kentin
X jakauman 7 lokaaleille tunnuksille on voimassa esitys

exp (= Pcea, Vo(2))
Dh.en, EXP ( = Ycea, Ve(Xs, m5\{8})) 7

missi As = {C € Cxr : s € C'} on solmun s € S sisdltavien klikkien kokoelma.

seS

(2.6) m(zs | Ts\(s)) =

Topistus. Olkoot s € S, A, ={C € Cy:se€C}jaB;, ={CeCy:s¢C}
jolloin A, N B, = 0 ja Cy = A, U B,. Ositetaan siis klikkien kokoelma erillisiin
osakokoelmiin, joista vain toisen osakokoelman klikit sisdltavit solmun s € S. Téalloin
Ux) = Y cen, Vola) + Ycep, Vo(r) kaikilla 2 € E. Lisiksi Vo(x) = Vo(Xs, 2a\1s))
kaikilla A; € A, kun C' € B,, silld konfiguraatiot x ja (A, g\ (s)) yhtenevét solmun
s ¢ C ulkopuolella.
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Huomautuksen 2.2 nojalla kaikille z € E voidaan nyt kirjoittaa

B m(x) _Z exp (— U(x))

C Ynen. s zs\) 2 Y ea exp (— U, zsy(sy)

— exp ( — ZCGAS Vo(z) — ZCGBS VC@’))

- Pnen &P (= Leea, Vo msysy) — e, Vos 25y
_ exp (= Y oep, Vo(@)) exp (= Feea, Vol@))

exp (= Xees, Ve(@)) Xien, exp (Xeea, Vers, zs\(5}))

_ exp (= Ycea, Vo))

- Dnen, &P (= Yoea, Vehs ms\(51))

(75 | 5\(s})

U

SEURAUS 2.3.10. Gibbsin kenttd naapuripotentiaalin Var suhteen on Markovin sa-
tunnaiskentti naapurustojirjestelmdn N suhteen.

TobpisTus. On néytettiva, ettd naapuripotentiaaliin Vy liittyvan Gibbsin kentén
X jakauman 7 tdydet ehdolliset jakaumat yhtenevit lokaalien tunnuksien kanssa,
toisin sanoen lokaali Markovin ehto (2.4) on voimassa.

Yhtilon (2.6) oikean puolen osaméirilausekkeessa esiintyy ainoastaan klikkejé,
jotka kuuluvat kokoelmaan A, = {C € Cyr : s € C}. Koska vastaavat potentiaalifunk-
tiot (Vio)cea, puolestaan riippuvat konfiguraatioiden arvoista ainoastaan kokoelman
A klikkeihin kuuluvissa solmuissa, riittda osoittaa, etté

U =N uU{s}
CeAs
Inkluusio N, U {s} C Ugea, C on selvi, silld triviaalisti s € (Jocq €, ja jos t € N,
niin {s,t} € Aj.
Olkoon sitten ¢ € (Joc 4, C. Jos t = s, niin triviaalisti £ € N, U {s}. Voidaan siten
olettaa, ettd t # s. Tallsin olemassa klikki C' € A, siten, ettd ¢t € C. Koska lisdksi
s € C, niin t € N,. Viite on siten todistettu. O

HuomAuTus 2.3.11. Ollaan titen saatu verrattain konkreettinen tapa muodostaa
Markovin satunnaiskenttiai. Riittd4 (tavalla tai toisella) muodostaa naapuripotentiaali
Vy, josta johdettu Gibbsin jakauma 7 toteuttaa Seurauksen 2.3.10 nojalla lokaalin
(naapurustosyteemiin A liittyviin) Markov-ominaisuuden. Satunnaiskenttd X, jonka
jakauma on edelld saatu 7, on siten my6s Markovin satunnaiskentta.

Tilastotieteilijapiireissd paljon huomiota saaneessa, aikanaan vaille julkaisua jaa-
neessi artikkelissaan vuodelta 1971 J. Hammersley ja P. Clifford todistivat ensim-
maisind toisen teoreettisesti varsin mielenkiintoisen tuloksen. Sopivasti muotoiltuna
se ilmaisee, ettd jokainen Markovin satunnaiskenttd on Gibbsin kentté.

LAUSE 2.3.12 (Hammersleyn—Cliffordin lause). Satunnaiskentti X on Markovin
satunnaiskenttd naapurustojirjestelmin N suhteen jos ja vain jos se on Gibbsin kent-
td jonkin naapuripotentiaalin V = (Vi)cec,, suhteen.

TobDISTUS. “=": Seuraus 2.3.10. “<=": Mo6biuksen kiddntokaavaan perustuva G. R.
Grimmetin todistus [10] 16ytyy myds mm. kirjoista [3] ja [30]. O






LUKU 3

Epidahomogeenisen Markovin ketjun heikko ja vahva ergodisuus

3.1. Epdhomogeeninen Markovin ketju

Téassd luvussa kisitellidn simuloidun jadhdytyksen ja tiettyjen Gibbsin algorit-
mien matemaattisena perustana toimivia epahomogeenisia Markovin ketjuja ja niiden
perusominaisuuksia. Kdydaéan lyhyesti lapi myos homogeenisiin Markovin ketjuihin ja
siirtymamatriiseihin liittyvid kisitteitd ja tuloksia myohempia lukuja varten. Luvun
jialkimmaéisen puolen aikana perehdytdin melko syvéllisesti epdhomogeenisen ketjun
suppnemisen muotoihin; heikkoon ja vahvaan ergodisuuteen. Tavoitteena on 16yta4 si-
muloidun jadhdytyksen suppenemislauseita varten riittavit ehdot epdhomogeenisten
Markovin ketjujen tasapainojakaumaan suppenemiselle.

Koko tdméan luvun ajan E # () tarkoittaa mielivaltaista darellisti joukkoa.

MAARITELMA 3.1.1 (Stokastinen prosessi). Todennékéisyysavaruuden (€2, F,P)
E-arvoisista satunnaismuuttujista koostuvaa indeksoitua perhettd (X;)ier, T C R,
kutsutaan stokastiseksi prosessikst tai satunnaisprosessiksi tila-avaruudella E.

Mikédli T = {0,1,2,...}, kyseessd on diskreettiaikainen prosessi. Jos puolestaan
T = [0,00), puhutaan jatkuva-aikaisesta prosessista. Kiinnitetylle w € € kuvausta
t — X;(w) kutsutaan prosessin (X;)er poluksi.

ESIMERKKI 3.1.2. Ehki tyypillisin esimerkki stokastisesta prosessista (X;) on ti-
lanne, jossa satunnaismuuttujat X; ovat keskendin riippumattomia. Standardiesi-
merkki riippumattomasta diskreettiaikaisesta stokastisesta prosessista on jono (X, ),>o,
jossa kukin X, € {KR, KL} edustaa riippumattoman kolikonheiton tulosta hetkel-
& n > 1. Ideaaliselle kolikolle P(X,, = KL) = P(X,, = KR) = 0.5 kaikilla n > 1.
Esimerkki prosessin (X,,) polusta on dareton jono (KR, KR, KL, KR, KL,KL,...).

MAARITELMA 3.1.3 (Markovin ketju). Olkoon (X,,),>0 todennékdisyysavaruuden
(Q, F,P) diskreettiaikainen stokastinen prosessi dérelliselld tila-avaruudella E. Pro-
sessia kutsutaan talloin Markovin ketjuksi, mikali se toteuttaa Markovin ehdon:

]P)(Xn = Tn | Xn—l =Tp-1""" XO = IO) = ]P)(Xn = Tn | Xn—l - xn—l)
kaikilla n > 1 ja kaikilla z; € E,n >1 > 0.

Jakaumaa p = (IP’(XO = 31:))96e  kutsutaan Markovin ketjun alkujakaumaksi. Li-

saksi siirtyméatodennakoisyyksistd koottua matriisia P, := [IP’(XH =y | X1 = x)]x’ye 5
kutsutaan ketjun siirtymdamatriisiksi (hetkelld n). Todetaan oitis, ettd niin méaaritel-
tynd u € Dg ja P, € Mgyg kaikilla n > 1.

Jos P, = P kaikilla n > 1 jollakin P € Mpgyg, (X,)n>0 on homogeeninen Marko-

vin ketju. Muussa tapauksessa kyseessd on epihomogeeninen Markovin ketju.
21
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ESIMERKKI 3.1.4. Olkoon (X,),>¢ tila-avaruuden E = {1,2,3,4} stokastinen
prosessi, joka kuvaa satunnaisesti litkuskelevan Carlos-muurahaisen sijaintia neljain
nelion muotoiseen alueeseen jaetussa kenkilaatikossa. Oletetaan, ettd Carlos ldhtee
liikkkeelle satunnaisesti valitusta ruudusta zy € E hetkelld n = 0. Sen liikkkumista ra-
joittaa jokaisella parittomalla ajanhetkelld n laatikkoon ilmestyva viliseiné, joka estaa
siirtymisen lohkosta {1,2} lohkoon {3,4}. Koska lisdksi jatkuva liikuskelu luonnolli-
sesti uuvuttaa Carlosia, sen paikallaan pysymisen todennidkoisyydet kasvavat ajan
kuluessa. Olkoot Carlosin liikuskelua kuvaavat siirtymamatriisit (F,)n>1 C Mexg
médritelty seuraavalla tavalla:

b, a, a, ap b, 3a, 0 0
P _|an by, a, ay P 3a, b, 0 0 > 1
21 = b T 0 0 b, 3a,| T
an Gn G, b, 0 0 3a, b,
mlssaan:mS%Jabnzl—?)an,nZl
(a) () X,
-
1 2 o
o]
3 4
T T T T T T
n=1an 10 20 30 40 50
(b) YH
-
1 2 .
o]
3 4
T T T T T
n=7an S0 100 150 200

Kuva 3.1. Kenkilaatikko ajanhetkilla n = 0,2,4... (kuva (a)) ja
n=1,3,5,... (kuva (b)). Kuvassa (c¢) on kaksi muurahaisen kulkua
laatikossa ilmentévin ketjun (X,,) dérellistd polkua.

Lopputuloksena saadaan darellisen tila-avaruuden E epidhomogeeninen Markovin
ketju (X,)n>0. Muutetaan nyt tilannetta siten, ettd lisitddn ruutuun 4 sokeripala.
Olkoon Carlosin sijaintia hetkelld n kuvaava uusi satunnaisprosessi (Y,),>1 nyt

v — Xy, josl<n<7:=min{n>1:X, =4}
" 14, kunn>rT ’

Loydettyaan sokeripalan ruudusta 4 Carlos lopettaa liikkumisen. Prosessin (Y},),>1

siirtyméamatriisit (P,),>1 voidaan nyt esittdd muodossa

_{Pn, jos1<n<r

P, 0 kunn>r , missd Q(z,y) = Mgy (y) kaikilla z,y € F.
Todetaan, ettd uusi prosessi (Y,,),>0 €i ole epdhomogeeninen Markovin ketju. Tadma
johtuu siitd, ettd nyt myos jono (P,),>1 on muodostaa stokastisen prosessin, silld sen

arvot riippuvat satunnaisesta ajanhetkestd 7. Ollakseen epihomogeeninen Markovin
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ketju prosessin (Y, Y, 11, ...) siirtyméitodenndkéisyyksien tulee olla riippumattomia
prosessin aiemmista arvoista (Yp, Y7, ...Y,_1).

LAUSE 3.1.5 (Marginaalijakaumat ja Chapmanin—Kolmogorovin yht&ls). Olkoon
(Xn)n>0 epihomogeeninen Markovin ketju siirtymdmatriiseinaan (P,),>1 C Mgxg ja
alkujakaumanaan p € Dg. Talloin

(1) P(X,=x)=upuP - P,(x) kaikillo x € E,n > 1.
(1) P(X,=y|Xm=2)=Pyi1- Pu(zr,y) kaikilla z,y € E;n>m > 0.
TobisTus. Todistetaan kohta (i) induktiolla. Todistuksen idea on peréisin kirjas-
ta [15, s. 11-12|, jossa tulos (i) todistetaan homogeeniselle Markovin ketjulle. Kohta

(77) menee oleellisesti samaan tapaan, joten sen todistus sivuutetaan.
Tapaus n = 1: olkoon = € F ja A :={zg € E: P(Xy = o) > 0}. Télloin

P(X;=2)= Y PX;=12Xo=12)=» PX;=uxXo=u1), silli
roel roEA

0=P(Xo=um) >P(X; =2z, Xog=1x0) > 0 kaikilla g € F\A ja x € E. Koska lisiksi
P(Xo = x¢) > 0, kun 2y € A, Méaritelma 1.1.5 implikoi yhtalon

P(X: =2, Xy = 20) = P(X1 = 2 | Xo = 20)P(Xo = 20)
kaikille g € A ja x € E. Siten edelleen
Z P(Xy =2, Xo = 20) = Z P(Xy =z | Xo = 20)P(Xo = )

IOGA JSOEA
=Y P(X1 =2z | Xo = 20)P(Xp = )
roEl
- Z (o) Pr(xo, 2) = Py ().
roEl

Tehdaan sitten induktio-oletus ja oletetaan, etta viite on tosi, kun n = m. Tapaus
n =m+ 1: olkoon =z € E ja B := {z,, € E : P(X,, = z,,,) > 0} C E, jolloin puo-
lestaan P(X,,11 = 2, X,, = z,,) = 0, kun z,,, € E\B. Etenemilld kuten todistuksen
alkuosassa ja kiayttdmalld induktio-oletusta saadaan

P( X1 =12) = Z P( X1 =2, X0 = Tp)

rm€B

= 3 B(Xmi1 = | X = 2)P(Xon = @)

rm€DB
zm€eE

_ Z (upl . Pm(l’m)> Pri1(Zm, )
Tm€EE

U

HuoMmAuTus 3.1.6. Kaikki (epd)homogeeniseen Markovin ketjuun liittyvit darel-
lisulotteiset jakaumat saadaan laskettua alkujakauman ja siirtymématriisien avulla.
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HuomAuTus 3.1.7. My6hemmin tullaan torma&dmaéain useasti jakaumiin muotoa

(31)  pPPy=) P(X,=- | Xy =2)u(z), missi p € Dp,n>i> 1
z€E

Tulkinta: jakauma (3.1) kertoo hetken n todennékoisyydet sellaiselle epdhomogee-
niselle ketjulle (Xj)r>0, joka on kdynnistetty hetkelld ¢ — 1 jakauman p mukaisesti.
Esimerkiksi Diracin pistemassajakaumalle

0, E =R 0,(y) = Ly (y)

jakauma 0, P --- Pr = P(X7; = - | X1 = z) kertoo todennékdisyydet, kun ldhdetdén
liikkeelle tilasta x € E hetkelld 1 ja tehddén 6 askelta siirtymamatriisien P, ..., Pr
mukaisesti.

LAUSE 3.1.8 (Markovin ketjun olemassaolo). Olkoon E ddrellinen joukko, n € Dg
ja (Pp)n>1 C Mpxg. Tdlloin on olemassa todenndkoisyysavaruus (2, F,P) ja epiho-
mogeeninen Markovin ketju (X,,)n>0 tila-avarvudella E siten, ettd

(i) P(Xo=x)=p(),

(1) P(X,=vy| Xn1=2)=P,(x,y) kaikilla x,y € E jan > 1.
TobpISTUS. Sivuutetaan. Todistus 16ytyy muun muassa kirjasta [30, s.77-78|. [
HuoMAUTUS 3.1.9. Lauseen 3.1.8 ketju (X,,),>0 ei suinkaan ole yksikésitteinen.

Kaydadn seuraavaksi lyhyesti 1dpi tarkeimpié siirtymamatriiseihin liittyvia kasit-
teita.

MAARITELMA 3.1.10. Olkoon P € Mgy . Sanotaan, ettd P on

- aidosti positiivinen ja merkitdan P > 0, jos P(z,y) > 0 kaikilla x,y € E

- pelkistymdton, jos kaikilla x,y € FE on olemassa luku n siten, ettd P"(z,y) > 0
- jaksoton, jos syt{n > 1: P"(z,z) > 0} = 1 kaikilla z,y € E !

- symmetrinen, jos P(x,y) = P(y,x) kaikilla z € £

- primititvinen, jos on olemassa luku 7 siten, ettd P7(z,y) > 0 kaikilla z,y € E

- kadntyva jakauman v € Dy suhteen, jos

(3.2) v(x)P(z,y) = v(y)P(y,x) kaikilla x,y € E.

HuoMAUTUS 3.1.11. Yhtaloita (3.2) kutsutaan yksityiskohtaisiksi tasapainoyhtd-
loiksi. Liséksi sanotaan, ettd m € Dp on siirtymamatriisin P invariantt: tai statio-
naarinen jokauma, jos
(3.3) 7P(y) =Y w(x)P(x,y) = 7(y) kaikillay € E, ts. 7P = 7.

LI D)
Yhtaloa (3.3) kutsutaan puolestaan globaaliksi tasapainoyhtdloksi.

gyt — suurin yhteinen tekiji
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MAARITELMA 3.1.12 (Tilojen kommunikointi). Olkoon z,y € FE ja olkoon
P € Mgyg. Sanotaan, etti tilat x ja y kommunikoivat, mikili on olemassa polku eli
ddrellinen jono 2, 21, . . ., 2, joukon E tiloja siten, ettd x = 29,y = 2, ja P(zj_1,2;) > 0
kaikilla j = 1,2,...,m.

HuomAuTus 3.1.13. On varsin suoraviivaista osoittaa, ettdi P € Mgy g on pel-
kistyméton jos ja vain jos jokainen x € E kommunikoi jokaisen y € F kanssa.

Kootaan lopuksi yhteen téarkeita siirtymamatriisien ominaisuuksia.
LAUSE 3.1.14. Olkoon P € Mpgxg.
(i) P on primitiivinen jos ja vain jos P on pelkistymdton ja jaksoton.
(1) Jos P on aidosti positiivinen, niin P on primitiivinen.
(1it) Jos P on kadntyvi jokauman m € Dy suhteen, niin tdlldin m on
matriisin P invariantti jokauma.
(tv)  Primitiiviselle P on olemassa yksikasitteinen ja aidosti positiivinen
invarianttt jakauma.
(v) Jos P on primitiivinen invarianttina jakeumanaan m € Dg, niin vP" 21
kaikilla alkujakaumilla v € Dg.

LEMMA 3.1.15. Olkoon P € Mpgyxg, jolle P* > 0 jollakin k > 1. Téllgin P*™ > 0
kaikilla n > 1.

TobisTUus. Kiinnitetddn n > 1 ja tilat z,y € E. Olkoon lisiksi z € F, jolle
Pn(z,z) > 0 (tillainen tila 1ytyy aina; voi olla z = z tai z = y). Oletuksesta P* > 0
seuraa tilldin, ettd P (z,y) > P"(z,2)P*(z,y) > 0. Nyt koska z, y ja n valittiin
mielivaltaisesti, P**" > 0 kaikilla n > 1. O

LAUSEEN 3.1.14 TODISTUS: Kohta (i) : “<": ks. esim. [15, s. 26]. “="" matriisin
P primitiivisyyden nojalla on olemassa luku 7 > 1 siten, ettd P7™ > 0. Pelkistymét-
tomyys seuraa siten valittomasti.

Jaksottomuuden todistus on perdisin kirjasta [13, s. 517]. Kiinnitetdén = € E ja
merkitddn L, = {n > 1: P*(z,z) > 0}. Primitiivisyyden ja Lemman 3.1.15 nojalla
P (z,z) > 0 kaikilla n > 1, jolloin {7,7 + 1,7 + 2,...} C L,. On siis sytL, = 1,
joten P on myo0s jaksoton.

Kohta (i7) : véite seuraa, kun asetetaan primitiivisyyden mééritelméssd 7 = 1.

Kohta (iii) : olkoon y € E. Viite seuraa alla olevasta pééttelyketjusta:

wP(y) =Y  m(x)P(z,y) = Y m(y)Ply,x) = 7(y) D _ Py, x) = 7(y).

zeE zeFE zeFE

Kohta (iv) : katso [30, s. 86].
Kohta (v) : todistetaan my6hemmin (Seuraus 3.4.8). O

Ennen kuin siirrytdén tarkastelemaan Markovin ketjujen suppenemista, tehdain
pienimuotoinen ekskursio darettomien tulojen maailmaan.
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3.2. Adretdn tulo

Tarkastellaan hetki ddaretontd tuloa

(3.4) [T =a)=(1—-a)(1—a)--, missi a € [0,1] kaikilla k > 1.
k=1
Kysymys kuuluu: mité tarkoittaa, etti ddreton tulo (3.4) suppenee? Tavallisten sarjo-
jen eli ddrettomien summien teoriasta tiedetdin, ettd suppeneminen tai hajaantumi-
nen riippuu ainoastaan sarjan hdnndstd: darellisen monen termin poistaminen ei muu-
ta hajaantuvaa sarjaa suppenevaksi tai pdinvastoin. Tavallisesti ei siten haluta antaa
myoOskdan tulosarjojen tapauksessa darellisen monen termin vaikuttaa sen rajakdyt-
tdytymiseen. Voidaan todeta, ettd kyseinen hantdominaisuus sisidltyy Maaritelméan
3.2.1.
Otetaan osatuloille (1 — ;) -+ (1 — a,,) kiytto6on merkinta

ﬁl—ak
k=i

Talloin kaikilla @ > 1 (A;,)n>i = (Aiiy Aiig1, ... ) on rajoitettu ja vihenevd jono
reaalilukuja vililla [0, 1], joten on olemassa raja-arvo lim, . A;, € [0, 1] riippumatta
siitd, mité arvoja luvut a; saavat. Adrettémén tulon suppeneminen ja hajaantuminen
perustuu ndihin raja-arvoihin, kuten seuraavasta méairitelmasta nahdaan.

MAARITELMA 3.2.1. Olkoon (ag)r>1 C [0,1] lukujono. Sanotaan, ettd ddreton
tulo [T, (1 - ak) suppenee, jos on olemassa luku ¢ > 1 siten, etta

(3.5) lim A;, =a jollekin a € (0, 1],

n—o0

jolloin sen arvo médritellidin asettamalla

00 i—1 n
H(l —ag) = (H(l — ay ) lim (H (1 —ag ) = A1 lim A;, > 0.
k=1 k=1 k=1

Jos sen sijaan
lim A;,, =0 kaikilla ¢ > 1,

n—oo
sanotaan, ettd sarja hajaantuu nollaan.

HuomAuTus 3.2.2. [lmaisu “hajaantuu nollaan” saattaa sdrdhtia lukijan korvaan.
Tata ilmaisua voidaan kuitenkin perustella tarkastelemalla luonnollisia logaritmeja,
silld (olettaen, ettd aj € [0, 1) kaikilla & > 1) voidaan kirjoittaa

ﬁ(l — ay) = exp <log (ﬁ(l - ak))> = exp (ilog(l — ak)).

k=i k=i
Asreton tulo [[52, (1—ay) hajaantuu siten nollaan tésmiilleen silloin, kun logaritmien
summa Y- log(1—a;) = —oo kaikilla ¢ > 1, ts. silloin, kun summa > log(1—ay)
hajaantuu kohti miinus adaretonta.
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SEURAUS 3.2.3. Olkoon (ay)i>1 C [0,1]. Tdlloin adreton tulo [[,—, (1 — ax)

(a) suppenee lukuun L € (0,1] tai hajaantuu nollaan, jos a, < 1 kaikilla k > 1.
(b) suppenee tai hajaantuu nollaan, jos #{k > 1:a = 1} < occ.
(¢) hajaantuu nollaan, jos ar = 1 ddrettéman monella k > 1.

TobisTus. Kohdat (a) — (¢) seuraavat suoraan Madritelmésta 3.2.1. O
Todistetaan seuraavaksi térkeda Lausetta 3.2.5 varten pieni aputulos.

LEMMA 3.2.4.
l—z<e™ kunz € (0,1].

TobisTus. Olkoon x € (0,1]. Kdyttdmalld eksponenttifunktion sarjakehitelmad
voidaan arvioida
2 3 4 5

—w _ _ F_w @ o a
—l4zte®= 1+:I:+Z k' TR TR
11 1 - 1
> 3= _ 2 5___ k+1( )>0
> (g =g T ) kz oK) k+ ) =
joten e™* > 1 — z, ja viite on siten todistettu. ([l

LAUSE 3.2.5. Olkoon (a)i>1 C [0,1] lukujono. Talldin ddreton tulo [To—, (1 — ax)
hajaantuu nollaan jos ja vain jos Y ;- aj = 0.

TobpisTUs. Lauseen todistus on periisin kirjasta [14, s. 37-38] Oletetaan, ettd
220:1 ap = 00. Jos ap = 1 ddrettoméan monella £ > 1, ddreton tulo hajaantuu kohti
nollaa, jolloin viite on tosi. Oletetaan siis, ettd on olemassa luku m siten, ettd a; < 1
kaikilla £ > m. Lemmaa 3.2.4 soveltamalla voidaan télldin kirjoittaa

n n n
< H (1 — ak) < H exp(—ay) = exp ( — Z ak) kaikilla n > m, joten
k=m k=m k=m

n

()gnli_g)loH(1—ak)§r}i_>r£10exp(—;ak):(),

silld Y °p_ aj hajaantuu kohti ddretontd. Siten myds téssd tapauksessa déreton tulo
hajaantuu kohti nollaa.

Oletetaan sitten, ettd ddreton tulo hajaantuu nollaan. Tehd&dén antiteesi ja olete-
taan, ettd Y . a; < oo (muistetaan, ettd aj € [0,1]). TAméa tarkoittaa, ettd kaikilla
e > 0 on olemassa luku M siten, ettd Y ., a; < e. Helppo induktio termien luku-
madran suhteen osoittaa, etta

n n
[J]-a)>1-> ar kaikillan>M > 1.
k=M k=M

Téata tietoa hyodyntadmélld ndhdaan, etta

ﬁ (1—ax) >1—Zak>1—2ak>1—€ kun n > M.
k=M k=M k=M
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Siten
n
li — — .
nglgoH(l ag) >1—e>0
k=M
T&mé tarkoittaa, ettd ddreton tulo [[;— (1 — ai) suppenee, miki on ristiriita. O

3.3. Epdhomogeenisen Markovin ketjun suppeneminen

Siirrytdin seuraavaksi tarkastelemaan epdhomogeenisten Markovin ketjujen sup-
penemisen kahta muotoa: heikkoa ja vahvaa ergodisuutta. Esitetddn aluksi naiden ki-
sitteiden méaritelmat ja muutama niihin liittyvd perustulos, jonka jilkeen ryhdytdan
tarkastelemaan niitd erikseen yksityiskohtaisemmin Kohdissa 3.4 ja 3.5.

MAARITELMA 3.3.1 (Heikko ergodisuus). Olkoon (X,,),>¢ epdhomogeeninen Mar-
kovin ketju tila-avaruudella E siirtyméamatriiseinaan (B, ),>1 C Mgxp. Sanotaan, et-
td ketju (X,,)n>0 on talloin heikosti ergodinen, mikili

sup ||uPy- Py —vP.. P|| =0 kaikilla i > 1.
u,vEDE

MAARITELMA 3.3.2 (Vahva ergodisuus). Olkoon (X,,),>0 epdhomogeeninen Mar-
kovin ketju tila-avaruudella E' siirtymématriiseinaan (P,),>1 € Mgxg. Jos on ole-
massa jakauma 7 € Dpg siten, ettd

sup ||pB;- - Py — || 50 kaikilla§ > 1,
HEDE

sanotaan, ettd Markovin ketju on vahvasti ergodinen.

HuoMAUTUS 3.3.3. Kolmioepéyhtdlon avulla helposti ndhdéén, ettéd jos (X, )n>o0
on vahvasti ergodinen, niin tasapainojakauma 7 on yksikésitteinen.

LAUSE 3.3.4. Olkoon (P,)n>1 C Mgxp jam € Dg. Talldin kaikillan > i > 1
sup HMB"'Pn_VPi"'PnH:maXHPZ‘"'Pn<x7')_P7L"'Pn<y7')H ja

w,veEDR zyek
sup ||(ub;--- P, —m|| =max ||F;--- P,(x, -) — 7||.
sup || || = max ] (2, ) = =]
ToDpISTUS. Sivuutetaan. Homogeenisen ketjun tapaus (joka on helposti yleistet-
téavissd epdhomogeenisille ketjuille) kisitellasin kirjassa [21, s. 329-330]. O

SEURAUS 3.3.5. Olkoon (P,)n>1 C Mpxg epihomogeenisen Markovin ketjun siir-
tymamatriisit.

(1) Jos HuH-~-Pn —yPi-~-PnH 272 0 kaikilla i > 1 ja p,v € Dg, on ketju
heikosti ergodinen.

(17) Jos on olemassa m € Dg siten, etti pP;--- P, ™% kaikilla i > 1 ja p € Dg,
on ketju vahvasti ergodinen.

TobisTus. Todistetaan ensimmainen viite. Toinen viite todistetaan kiytannossa
samalla tavalla. Olkoon £ > 0. Oletuksen nojalla tdlloin on olemassa jokaista paria
x,y € I kohden luku NV, , > 1 siten, etta

[P+ Po(z, ) = P Poly, || = ||6:P ... Py — 6, -+ By|| <,
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kun n > N, ,, silld {0, : E — R |z € E} C Dg. Siten Lauseen 3.3.4 nojalla
sup H/L-Pzpn_V-PanH :maXH-Pi"'Pn(xy )_-Pzpn(y7 )H <g,

w,veEDE zyek

kun n > max{N,, | z,y € E'}. Viite seuraa tist. O

3.4. Heikko ergodisuus

Epdhomogeenisten Markovin ketjujen suppenemistarkasteluiden ja erityisesti hei-
kon ergodisuuden osoittamisen kannalta varsin kitevéksi osoittautuu seuraavaksi maa-
riteltdva apuviline.

MAARITELMA 3.4.1. Matriisin P € Mgy g kontraktiokerroin on

1 1
c(P) = §H;%XHP(I, ) — P(y, )H = 5%5?2 ’P(x,z) — P(y,z)‘.
’ " zeE

HuomAuTUS 3.4.2. Kontraktiokerroin on peréisin R.L. Dobrushinin artikkelista
[5] vuodelta 1956, jossa médritellddin ergodinen kerroin (ergodic coefficient) «o(P)
jatkuvan tila-avaruuden tapauksessa. Adrellisten tila-avaruuksien vastine télle luvulle
on

1
a(P):=1-— 5 ax HP(IL’, ) — P(y, )H =:1—c¢(P).

zyel

Varmasti osaksi tistd syystd kontraktiokertoimen c(P) “oikeasta” nimesté ei vaikuta
vallitsevan kovin suurta yksimielisyyttd: G. Winkler kutsuu sitd nimellad contraction
coefficient |30, s. 82|, P. Brémaud puolestaan nimelld Dobrushin’s ergodic coefficient
[3, s. 235], kun taas D. Isaacsonin ja R. Madsenin kirjassa |14, s. 144] kiytetdin
nimitysta delta coefficient.

Siirrytadn nyt tutkimaan kontraktiokertoimen ominaisuuksia. Kaikille P € Mgy g
pétee ¢(P) € [0, 1], silld ||u — v|| € [0,2] kaikilla p, v € Dg. Erityisesti ¢(P) = 1 tds-
méilleen silloin, kun vihintddn kahdella matriisin P rivilld P(z, -) ja P(y, -) jakau-
miksi tulkittuna on erillisten kantajat (Lause 1.3.5). Epédyht&lo ¢(P) < 1 pétee kaikille
aidosti positiivisille P € Mgy p myohemmin todistettavan Lemman 3.4.6 nojalla.

Yht&lo ¢(P) = 0 on puolestaan voimassa jos ja vain jos P on vakiorivimatriisi.
Tahén asiaan palataan vield myohemmin. Sitd ennen lasketaan yksi esimerkki ja
todistetaan muutamia hyodyllisid kontraktiokertoimen ominaisuuksia.

ESIMERKKI 3.4.3. Olkoon E = {z,y, z} ja

P(z,z) P(v,y) P(x,2) 04 05 0.1
P=|P(y,z) P(y,y) Ply,z)| =02 04 04
P(z,x) P(z,y) P(z,2) 0.7 0.2 0.1

Lasketaan rivien viliset kokonaisvaihteluetdisyydet:
|P(x,-) = Py, -)|| =104 —0.2| +1]0.5 - 0.4] + (0.1 — 0.4 = 0.6
|P(z, ) — P(z, )| =10.4 = 0.7 + 0.5 — 0.2] + [0.1 = 0.1] = 0.6
| Py, -) = P(z, )|| =102 =0.7] + 0.4 = 0.2] 4+ |0.4 — 0.1] = 1.0.
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Siten
c(P) = 1maXHP ) — P(e, )H = %Hp(y, ) — P(z, )H = —.

QeeEE

Kontraktiokertoimen tehokkuus perustuu ensisijaisesti seuraavaksi todistettavaan
Lauseeseen 3.4.4.

LAUSE 3.4.4. Olkoon p,v € Dg ja P,Q € Mpgyg. Tdlldin
(1) |lpP —vP|| < c(P)|lp—v|| ja
(i1) (PQ) < c(P)e(Q).

TobisTus. Todistus on péillisin puolin esitetty kirjassa |30, s.82-83]. Aloitetaan
ottamalla kidyttoon seuraavat lyhennysmerkinnét:

= Zf(x),u(x) ja Pf(z):= Zf(y)P(m,y), missd f : E — R.

Edelld u(f) voidaan tulkita funktion f odotusarvoksi jakauman g suhteen. Merkintd
Pf(z) puolestaan vastaa tilannetta, jossa funktion f odotusarvo otetaan rivivektoria
vastaavan jakauman P(z, -) suhteen.

Osoitetaan sitten, ettéd kaikilla u, v € Dg ja f : E — R on voimassa epéayhtilo

(36) 1) = ()] < 5 max | £@) = 1) lln .

Kiinnitetddn nyt p,v € Dg ja funktio f. Olkoon lisdksi [ = %(fmX — fmin), jolloin
suoraviivaisten laskujen avulla voidaan nédyttad, etté

(3.7) max| () ~ 1] = 5 max | £ () - ()]
Koska

Zlu(aﬁ) - le/( Z,u Z z)) = 0, niin

) = (0] = [ X Fohute) = 3 epwle) = 3t )+ Y ()|
= |3 (f@) = D) = 3 (fla) - Z)u<x>\

= |3 (@) ) () — wa))| < [max (£) 1) 3 () — ()]

1
< max| f(z) ~ | [Ju = v]| = 5 max | f(@) = f)] 110 = vl

joten epdyhtild (3.6) on tosi. Lauseen 1.3.5 kohdan (w) nojalla voidaan kirjoittaa

(3.8) luP —vP|| = max Z h(x ~vP(@)]
= {}{1@}1( Zh JuP(x Zh JWP(x ‘
(3.9) = max uP(h) — VP(h)‘.
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Koska edelleen

}jh JuP(x }jh (D nwP.2)) =" uw) (3w Py, )

(3.10)
=Y Ph(y)uly) = n(Ph),

ja siten tietysti myos vP(h) =

v(Ph), saadaan epayhtilon (3.6), yhtiloiden (3.7),
(3.8) ja (3.10) nojalla

1
_ — — < — — —
max pP(h) —vP(h) ﬁég 1(Ph) V(Ph)‘ < zfﬁif%x Ph(x) Ph(y)‘ | — ||
Zérgayx%gﬁi § h(z — Py, 2) ‘||M—V||

=%%yHP@w)—P@wMHw—VHzdPHm—vw

Kohdan (2) viite ||uP — vP|| < ¢(P)||v — p|| on siten yhtélon (3.8) nojalla todistettu.

Olkoon sitten P ja Q € Mgy g. Todetaan aluksi, ettd PQ(z, -) = P(z, -)Q. Néin
on, silld kaikilla x € E pitee

=Y P y)Qy.2) = (P(z,)Q)(x),

missd P(z,-) tulkitaan alkujakaumana, kun siirrytdén yhden askeleen verran siirty-
méamatriisin () mukaan. Taten

«(PQ) = S max|[PQUr, ) — PQUy, -)|| = 5 max||P(z, )@~ Py, Q|
< S max| [Pz, ) = P(y, +)]|e(Q) = e(P)e(Q).

Tamé todistaa kohdan (7). O

SEURAUS 3.4.5. Jakaumille u,v € Dg ja matriiseille P, Q) € Mgy on voimassa
WP —vPl| <ll—vll jo |uP—vP|| <20(P).

TobisTus. Koska ¢(P) <1 ja |[u — v|| < 2, viiite seuraa Lauseesta 3.4.4. O

LEMMA 3.4.6. Jokaiselle sitrtymdmatriisille P € Mgy on voimassa epdyhtdlot

c¢(P) <1—|E| min P(z,y) <1— min P(x,y).
z,yeE z,yeR

FErityisesti, jos P on aidosti positiivinen, niin c(P) < 1.
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TobisTus. Lauseen 1.3.5 kohdan (4i7) nojalla voidaan arvioida
1 1
c(P) = —maXHP(:L‘, ) — P(y, )H = —maXQ(l — ZP(x,z) A P(y,z))
2 zy .

2 zy

$7y7z

=1- minZP(x, 2)AP(y,z) <1— |E|min{P(z,z2),P(y,z)}
m7y
=1—|E|min P(z,y) <1 —min P(z,y).
z,y T,y

Liséksi, jos P on aidosti positiivinen, niin min, , P(z,y) > 0, joten edelld todistetun
tuloksen nojalla ¢(P) < 1. O

LEMMA 3.4.7. Jokaiselle siirtymdmatriisille P € Mpgyg jono (¢c(P"))n>1 on vd-
henevi. Jos P on lisiksi primitiivinen, niin ¢(P™) 2= 0.

Tobistus. Todistuksien ideat 16ytyvit kirjasta [30, s. 84|. Vidhenevyys seuraa
suoraan kayttadméalld Lausetta 3.4.4:

c(P") < e(P")e(P) < ¢(P") kaikilla n > 1.
Tarkastellaan sitten primitiivistd matriisia P € Mpgyg, jolle Q = P7 on aidosti

positiivinen jollain 7 > 1. Médritellidn kuvaus K : N - NU {0} asettamalla

K(n) =max{k >0:kr <n} = LEJ

T

Kaikille n > 1 saadaan siten Lausetta 3.4.4 soveltamalla yliraja?
C(Pn) — C(PK(n)TPn—K(n)T) — C(QK(n)Pn—K(n)T> < C(QK(n)>c(Pn—K(n)T) < C(Q)K(n)

Lemman 3.4.6 nojalla ¢(Q) < 1. Koska lisiiksi K (n) “—- oo, joten lim,_,q ¢(Q)X™ = 0.
Viite seuraa padttelyketjusta

0 < lim ¢(P") < limsup ¢(P") < limsup ¢(Q)%™ = lim ¢(Q)X™ = 0.

n—oo n—o00 n—o00 n—o0

U

SEURAUS 3.4.8. Olkoon P € Mgyxg primitiivinen homogeenisen Markovin ketjun
surtymdamatriisi, jolla on invarianttt jakauma m € Dg. Talldin kaikilla alkujakaumilla
v € Dg

v 2
Tobistus. Kayttamalla Lausetta 3.4.4 ja Seurausta 3.4.5 saadaan jokaiselle al-
kujakaumalle v € Dg johdettua ylaraja
||[vP" — || = |[vP" —7P"|| < ||y — 7||c(P") < 2¢(P") kaikilla n > 1.
Viite seuraa, silld siirtymématriisin P primitiivisyyden ja Lemman 3.4.7 nojalla

c(P™) 2% 0. O

QSovitaan, etti PV := I € Mpgxg missi I on identtinen matriisi. Koska ¢(I) = 1, epsiyht#ld on
siten voimassa myos silloin, kun n < 7.
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HuomAuTus 3.4.9. Seurauksen 3.4.8 todistusta mukailemalla saadaan ylirajan
primitiivistd matriisia P vastaavan homogeenisen ketjun sekoittumisajalle. Méaritel-
ld4n ketjun sekoittumisaika kuten kirjassa [21]:

Nmix 1= IMiN {n >1: sup HVP” —7TH < éll}
veD

Olettaen, ettd ¢(P) > 0, on nimittdin voimassa (karkea) yliraja
Nmix < log(%)
log(c(P))’
Néin on, silld jos kiinnitetylle n > 1 pétee
S log 8 B log(%)
~log (1/e(P))  log(c(P))’

niin yhtéapitavisti ¢(P)" < %, ja edelleen

(3.11)

sup ||[vP" — || < 2¢(P") < 2¢(P)" < l,
veEDE 4
joten n > ny;,. Tdméa implikoi epéyhtdlon (3.11).

Saatua yldrajaa hyodyntadmélld saadaan esimerkiksi kontraktiokertoimien c¢(P)
arvoja 0.5,0.8,0.9 ja 0.99 vastaavien sekoittumisaikojen ylarajoiksi luvut 3,10, 20 ja
207 (téssa jérjestyksessd).

Tietyissa tilanteissa (esimerkiksi jos P on kddntyvé jakauman 7 suhteen) sekoittu-
misajalle voidaan saada parempia arvioita tarkastelemalla matriisin P ominaisarvoja.
Asiasta lisdé esimerkiksi kirjoissa [30, s. 197 ja [21, s. 153-].

Epdhomogeenisten Markovin ketjujen heikko ergodisuus on yleensd hankalaa to-
distaa suoraan méadritelmésti. Seuraava lemma yhdessd Lemman 3.4.12 kanssa an-
tavat kdytannollisen keinon heikon ergodisuuden toteamiseksi kontraktiokertoimen
avulla.

LEMMA 3.4.10. Olkoon (P,)n>1 C Mpgxg epihomogeenisen Markovin ketjun siir-

tymdmatriisit. Tdlloin ketju on heikosti ergodinen jos ja vain jos c¢(P;- - - P,) 2750,
TobisTus. Viite on suora seuraus kontraktiokertoimen méaaritelmastd 3.4.1 ja
Lauseesta 3.3.4. 0

Téssé kohtaa on hyva hetki pohdiskella esimerkin avulla, mitd heikko ergodisuus
oikeastaan tarkoittaa.

ESIMERKKI 3.4.11. Olkoon (P,),>1 C Mpgxg epdhomogeenisen Markovin ket-
jun (X,,)n>o slirtymématriisit. Oletetaan lisiksi, ettd P, on vakiorivimatriisi. Tallin
Lauseen 1.4.4 kohtien (i) ja (iii) nojalla voidaan osoittaa, ettd myos tulo PP, --- P,
on vakiorivimatriisi kaikilla n > 2. Lauseen 1.4.4 kohdan ( /) nojalla tdméa tarkoittaa,
ettd ketjun jakauma P, (X, = -) = pP; --- P, hetkelld n > 2 ei riipu lainkaan alku-
jakaumasta u. Todetaan, ettd hetkelld n = 2 tapahtuu niin sanottu muistin menetys.
Koska lisdksi vakiorivisyyden nojalla ¢(P;---P,) = 0 kaikilla n > 2, niin erityi-
sesti ¢(Py---P,) = 0. On kuitenkin huomattava, etti mikddn ei takaa luvun
¢(P;--- P,) suppenemista nollaan, kun ¢ > 2. Heikon ergodisuuden idea muistut-
taakin muotoa (3.4) olevien #irettomien tulojen nollaan hajaantumista, silld myos
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niiden yhteydessid vaaditaan, ettd nollaan painuminen tapahtuu rajalla: dérellinen
méadrd vakiorivimatriiseja ddrettoméssi tulossa PP, - - - ei riitd takaamaan heikkoa
ergodisuutta. Heikon ergodisuuden yhteydessd puhutaankin tavanomaisesti asymp-
toottisesta muistin menetyksesta.

Seuraava varsin hyddylliseksi osoittautuva tulos antaa keinon heikon ergodisuuden
osoittamiseksi nollaan hajaantuvien ddrettomien tulojen avulla.

LEMMA 3.4.12. Olkoon (X,,)n>0 epihomogeeninen Markovin ketju, jolla on siirty-
mamatriisit (Pp)n>1 C Mpxg. Prosessi (X,)n>0 on tdlldin heikosti ergodinen jos ja
vain jos tulo Py Py - -+ voidaan esittid blokkien (PyPy--- Pr), (Prs1Priv2--+ Ppy), ...
tulona siten, ettd
(3.12) > (1= (@)

k=1
missi Qr = Pr,_, 41+ Pr, kaikilla k =1,2,... ja Ty = 0.

oo,

TobisTus. Todistus on periisin kirjasta [14, s. 151]. Osoitetaan ainoastaan impli-
kaatio "(3.12) = (X,,) on heikosti ergodinen”, silld kiédnteistd implikaatiota ei téssd
tutkielmassa tarvita.

Olkoon 7 > 1 ja olkoon lisiksi n > ¢ niin suuri, ettd Tx(n) > Thr(i)+1, missi

K(n) =max{k>1:T, <n} ja M(i)=min{k >1:T} > i}.

Talloin Lausetta 3.4.4 soveltamalla saadaan

(3.13)
K(n) K(n)
C(Pl T Pn) < C(R T PT]\I(i)) [ H (Qk>] C(PTK(”)Jrl R ) < H
k=M (i)+1 k=M (i

Ehto Tk (n) > Thr@i)+1 takaa, ettd epdyhtalon (3.13) tulon termejé on Vahlntaan kaksi.
Epayhtilod soveltamalla voidaan edelleen arvioida

(3.14) 0< lim ¢(P;---P,) <limsupc(P;---F,) <lim sup H

n—oo n—00 n—00 41

Koska oletuksesta Y7, (1 — ¢(Qx)) = oo yhdessé Lauseen 3.2.5 kanssa seuraa, etti
[152; ¢(Qk) = 0 kaikilla ¢ > 1, niin erityisesti

K(n)
lim sup H c(Qr) = llm H c(Qr) =0, silld K (n) == oo.
OO kM (i) +1 ™ k=M(i)+1
Siten ¢(P; - - - P,) === 0 epiyhtilon (3.14) nojalla. O

3.5. Vahva ergodisuus

Vahva ergodisuus vastaa asymptoottista muistin menetystd ja suppenemista tasa-
painojakaumaan. Kirjassa [14, s. 137] heikon ja vahvan ergodisuuden eroa on havain-
nollistettu sisdllollisesti suurin piirtein seuraavalla tavalla: epadhomogeeninen Marko-
vin ketju (X,,),>0 on heikosti ergodinen, mikéli jakaumat P, (X, = -) ja P,(X,, = -)
ovat “lahelld toisiaan” kaikilla alkujakaumilla p ja v, kun n on riittdvan suuri. Ketjun
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vahvaan ergodisuuteen vaaditaan kuitenkin lisiksi se, ettd perdkkéisid aika-askelia
vastaavien marginaalijakaumien P,(X, = -) ja P,(X,41 = -) tdytyy olla “ldhel-
14 toisiaan” suurilla n (alkujakaumasta p riippumatta). Nimittdin ketjulle, joka on
ainoastaan heikosti ergodinen, nama perédkkiiset jakaumat saattavat poiketa toisis-
taan paljonkin riippumatta siitd, kuinka suureksi n kasvatetaan: taméa kiy hyvin ilmi
Esimerkistd 3.5.1 [14, Example V.1.3.].

ESIMERKKI 3.5.1. Olkoon |E| = 2 ja olkoon (P,),>1 C Mgxg epdhomogeenisen
Markovin ketjun siirtymamatriisit, joille

1 1 1 1 ] 1
B 2n—1 2n-1 | 2n 2n o B
Pony = 1 1 1 . Py = 1 1 kaikilla n = 1,2,....
2n—1 2n—1 2n  2n

Koska matriisien P,,n > 1, rivit ovat samat, Lausetta 1.4.4 toistuvasti soveltamalla
ndhdaén, ettd kaikille alkujakaumille p € Dy pitee

uwhl;--- P, =p, kakillam>172>1,

missd jakauma p,, vastaa matriisin P,, rivid. Jos m on pariton, niin pub;--- P, =
(1 — =+, L). Parittomalle m sen sijaan pP;--- P, = (&,1— +). On siten selviid, ettei
ketju suppene kohti mitddn tasapainojakaumaa m € Dpg, joten se ei ole vahvasti ergo-
dinen. Ketju on kuitenkin heikosti ergodinen, silla jalleen Lausetta 1.4.4 soveltamalla
nihdéian, etté

c(P---Pp)=c(P,) =0 kaikillam >i> 1.

Kirjassa |14, s. 157-180] on my0s esitelty lukuisia riittdvid ehtoja vahvan ergodi-
suuden osoittamiseksi monen tyyppisissa tilanteissa. Ongelmana on, ettei ole tiedossa
mitddn yleispatevid, joka tilanteeseen sopivia riittdvia ja valttamattomia ehtoja vah-
van ergodisuuden ndyttdmiseksi. Menemétta sen syvemmaélle matriisiteorian maail-
maan esitdmme tamdn tutkielman tarpeisiin vastaavan epdhomogeenisten Markovin
ketjujen suppenemista koskevan tuloksen, jota voidaan oikeutetusti pitdd tamén lu-
vun paituloksena.

LAUSE 3.5.2 (R. L. Dobrushin). Olkoon (P,),>1 C Mpgxg jono siirtymdamatriise-
ja, joille ¢(P; - -+ Pp) == 0 kaikilla i > 1. Olkoon lisiksi (j1,) C Dg jono jakaumia,
joille on voimassa

o 1, P, =, kaikilla n > 1,
(315) o« Dl sl < oo
n=1

Tallomn on olemassa rajajakauma (i, v, loo € Dg siten, eltd
vP- Py 5 e kaikilla i > 1 ja v € Dp.
Siirtymdmatriiseja (Pp,)n>1 vastaava Markovin ketju on siis vahvasti ergodinen.

HuowmAuTus 3.5.3. Markovin ketjujen kielelld viite voidaan ilmaista yhtapitévis-
s muodossa

P(X, =y | Xm=1) > ju(y) kaikilla 2,y € E ja m >0,
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missé (X, )n>0 on matriiseja (P, ),>1 vastaava epdhomogeeninen Markovin ketju (Lem-
ma 1.3.1 ja Lause 3.3.4).
TopisTus. Kiinnitetdéin e > 0. Koska > 77 [l — pj41l|] < oo, Lauseen 1.3.7

nojalla on olemassa rajajakauma jie € Dg, jolle ||t — fioo|| —— 0, joten voidaan
valita luku m < 3 niin suureksi, etta

> g
25up||ptoo = sl + 3 [11t5 = il < 5
Jj=m

j=m
Aloitetaan osoittamalla, etté

k

(3-16) Z (Mm+j—1 - ,um+j)Pm+j Pk = Pyt - Ptk — Mk
j=1

kaikilla £ > 1. Jos k = 1, yhtélén 3.16 vasen puoli yksinkertaistuu muotoon

,uumJrl - ,um+1pm+1 = ,Um+1Pm+1 — Mm+1

ja asia selvi. Jos puolestaan k > 2, voidaan kirjoittaa

k k k
(”m—f—j—l - Nm-i-j)Pm-&-j e Pm+l<: = Z ;um-‘rj—lpm-i-j e Pm+k - Z ;um-‘rij-i-j o Pm+k
j=1 j=1 j=1
k k—1
= ﬂum—f—l T Pm+k + Z /Lm-i-j—le-&-j o Pm+k - Z N’m-i—jpm-&-j e Pm+k - ,um—&-kpm-i-k
j=2 j=1

= ﬂum+1 T Pm+k — Hm+k-

Edelld kiytettiin tietoa

k k—1
fimtj—1 Pt Pk — Zlum+jpm+j o Pk
=2 j=1
k—1 k—1
= :um+ij+j+l"'Pm+k_Z,um+jpm+j"'Pm+k =0,
j=1 j=1

silld invarianssin nojalla
(Nm+ij+j)Pm+j+1 o Pk = it Protjyr - P, kun 1 <j <k —1.

Yhtélo (3.16) on siis voimassa kaikilla & > 1. Sitd soveltamalla saadaan edelleen
kaikilla £ > 1

(3.17) = (,uoo - um)Pm P
k

+ Z (,Uerjfl - ﬂm+j)Pm+j T Pm+k + Utk — Moo
j=1
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Kéyttamalld nyt Lausetta 3.4.4, Seurausta 3.4.5 ja yhtaloa (3.17) saadaan arvio

< H(Mm —Mm)Pm"'Pm+k+Z (Mm+j—1 —Mm+j)Pm+j"'Pm+kH A+ |t — fool|

j=1
k
< H(Nw ,um)P m—&-kH‘i“ Z Hm+j—1 — /~Lm+J)Pm+j"'Pm+kH+||:um+k_:u<>0||
7j=1
k
SC(Pm" Pm-i—k ‘,uoo Mm”"f'zc m+j " m-‘rk HMm—I—] 1= Nm-i—jH—f—H:um—I—k:_ﬂooH
7j=1

< HMOO _:umH +Z H//Jm-i-j—l _:um-‘er + H//Jm-i-k _,uooH

J=1

< 2SUP [0 = w5l + Z 15 = pjsal] kaikilla & > 1.

] =m

Luvun m valinnan nojalla kaikille kokonaisluvuille n > m ja 1 < i < m — 1 on siten

Sc(P H,/p....p _MOOH+|‘MOO m"'P—MooH

< 2¢(Py, - P)+2sup\|uoo /@HZIM pisl]

j =m

§20(Pm---Pn)+§.

Valitsemalla n niin suureksi, ettd c(Pp, --- P,) < %, saadaan viite todistettua. U

HuomAuTUS 3.5.4. Edelld oleva todistus antaa teoriassa keinon tutkia Lauseen
3.5.2 oletukset tayttavien epdhomogeenisten Markovin ketjujen sekoittumisaikaa, silla
sen nojalla kaikilla n > 1 on voimassa epayhtalo

(3.18) sup [Py -+ Py = pioo]| < 2Hc (Pr) +2sup|\uoo | +Z\\uk—uk+1\\
veDg _ k=1

Kaytannon tilanteissa voi tosin olla darimmaéisen vaikeaa arvioida tarkasti epdyhtalon

(3.18) oikean puolen termeji, jos jonojen (in)n>1 ja (¢(Py))n>1 kyttdytymistd ei

tdysin tunneta.






LUKU 4

Gibbs-otanta

Olkoon G = (S,N), suuntaamaton verkko, |S| = N < oo. Kuten Luvussa 2,
olkoon konfiguraatioavaruus £ muotoa F = Hse o\, missd faasiavaruudet A; ovat
darellisid reaaliakselin R osajoukkoja. Olkoon lisiksi X = (X)scs F-arvoinen Gibb-
sin kentt# todennikoisyysavaruudella (€2, P) jonkin naapuripotentiaalin Vyr suhteen.!
Voidaan ajatella, ettd kukin konfiguraatioavaruuden E alkio edustaa mustavalkoku-
vaa, jonka pikseleitd vastaavat solmut s € S ja pikseleihin liittyvid harmaan eri sévyjé
puolestaan vastaavat eri faasit A € Ay, s € S. Tavoitteena on hankkia otos Gibbsin
kentin X jakaumasta

| U(-) exp (— 24

missd T' > 0 on limpétilaparametri tai kontrolliparametri. Ongelmaksi muodostuu se,
ettd partitiofunktion Z7 laskeminen on usein kiytannossa mahdotonta, jos E on suuri.
Jos esimerkiksi S vastaa 256 x 256-nelioruudukkoa ja solmuille yhteinen faasiavaruus
A 256 harmaan eri siivyi, erilaisten kuvien lukuméird |E| = |[A|Y ~ 10157826 on
valtava [30, s.16]. Jakauman 7 todennékoisyyksiin ei siten péadsté késiksi suoraan.

Eréds tapa kiertdd tdmé ongelma on kiyttdd MCMC-menetelmid (Markov Chain
Monte Carlo). Muodostetaan Markovin ketju (X, X1, ...) tila-avaruudella E, jossa
yvksi siirtymé vastaa nykyisen konfiguraation muuttumista tdsmélleen yhdesséd sol-
mussa.? Tarvitaan siis jokin ennalta miéritty (joko deterministinen tai satunnainen)
solmujen s € S péivitysmenetelma eli pdivitysjono (o,)n>1 C 5, joka kertoo, minka
solmun o,, arvoa ollaan kulloinkin muuttamassa. Taman niin kutsutun Gibbs-otannan
yhté askelta vastaava algoritmi (Gibbs sampler) on seuraava:

e olkoon X,,_1 =z € FE.
e Arvotaan uusi faasi A € A, ehdollisesta jakaumasta 7r(- | To\(0,}) ja
asetetaan X, =y := (A, Zs\(0,})-

Niin muodostettu stokastinen prosessi (X,,),>0 on selviisti Markovin ketju, silli pro-
sessin tila hetkelld n riippuu ainoastaan edeltidvin hetken n — 1 tilasta.

Otantamenetelmén idea perustuu siihen, ettd vaikka jakauma 7y on saavuttamat-
tomissa, sen lokaalit tunnukset ovat yleensé laskettavissa, silla (lampotilakorjatuille)
lokaaleille tunnuksille saadaan Lauseen 2.3.9 avulla esitys

IPalautetaan mieleen Luvun 2 merkinti Vy = {Vo : E = R | C CCx}, missd Cnr on naapurus-
tojarjestelmén N indusoimien klikkien kokoelma.

?Ketjun (Xn)n>o0 “satunnaismuuttujat” ovat itse asiassa satunnaisalkioita, tarkemmin sanottuna
[1,cg As-arvoisia satunnaiskuvauksia.

39
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HCeA vo(z)
(41) 7TT<SL’S ‘ TS\{s ) = ! y
W D_aeA. HCEA/ po(A Ts\(sy)

missi A, = {C € Cy : s € C} ja po(z) = exp (— 42,

Laskettavuus seuraa siitd tosiasiasta, ettd yht&lon (4.1) oikean puolen osamé&é-
réssd nimittdjan summattavia termejé on vain |A,| kappaletta [] _¢|As| kappaleen
sijaan. Lisdksi energiafunktiosta U tarvitaan kulloinkin ainoastaan ne potentiaali-
funktiot Vg, joihin solmu s kuuluu. Mitd vihemmén solmulla s on naapureita, sité
vihemmaén on olemassa solmun s sisaltavia klikkejd, ja siten pienille naapurustoille
lokaalit tunnukset ovat tavallisesti mahdollista laskea.

4.1. Gibbs-otannan paivitysjonoista ja suppenemisesta

Mikali péivitysjono (o,),>1 on valittu sopivalla tavalla, Gibbs-otannan algorit-
min muodostamalle tila-avaruuden F homogeeniselle Markovin ketjulle (X,,),>o on
voimassa

(4.2) P(X,=y|Xo=12) = 1r(y) kaikilla z,y € E.
Lisédksi, jos ketju on epdhomogeeninen, niin
(4.3) P(X,=y|X;=2) = mp(y) kaikillai > 0ja z,y € E.

Simuloimalla Markovin ketjua riittdvin monen iteraation ajan pdastian siis ldhelle
otosta jakaumasta mp. Riittdvin pitkdn burn-in -jakson jélkeen likim&drdisesti siis
X, ~ mr. On toki huomattava, ettd lahtokonfiguraation valinnalla ja avaruuden F
koolla voi olla suurtakin vaikutusta suppenemisnopeuteen.

Gibbs-otantamenetelméit jaetaan tavallisesti kahteen ryhméén riippuen siitd, mi-
ten péivitysstrategia (o,),>1 valitaan. Tyypillinen tapa on numeroida solmut ja suo-
rittaa paivitykset toistaen tatd ennalta maidrdttya jarjestysti:

1 =01 =0N+1 = O2N+1 = ...,

S9g =02 = ON4+2 = O2N42 = - ..,

SN = O0ON = 09N — O33N — ...

ja niin edelleen. Kyseistd menetelméd kutsutaan jaksolliseksi Gibbs-otannaksi. Jokai-
nen solmu tulee siis paivitettyd tdsmalleen kerran yhden kiinnitetyn N aika-askeleen
pituisen jakson aikana. Tdmé& menetelmd tuottaa epdhomogeenisen Markovin ket-
jun, jolle suppenemistulos (4.3) on voimassa. Suppenemisen takaamiseksi riittad it-
se asiassa olettaa vihemmaén: deterministiselle pdivitysjonolle riittdé, ettd jokainen
solmu tulee péivitetyksi ddrettomén monta kertaa ddrettomén pitkin ajanjakson ku-
luessa. Téma tulosta [8, Theorem A] vastaava Lause 4.4.6 luonnollisesti kattaa siten
myo0s jaksollisen Gibbs-otannan suppenemisen.

Toinen tapa on valita kullakin hetkelld péivitettdvd solmu satunnaisesti (esimer-
kiksi tasajakaumasta). Riittdd olettaa, ettd jokainen solmu voidaan valita aidosti po-
sitiivisella ajanhetkestd m riippumattomalla todenndkoisyydelld. Tdmé& menetelma
tuottaa homogeenisen Markovin ketjun, jonka suppeneminen (4.2) osoitetaan Lausees-
sa 4.5.3.
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4.2. Menetelmén nimesta ja alkuperisti

Tiettévasti ensimméinen julkaistu teksti koskien Gibbs-otantaa on suomalaisen
Pentti Suomelan satunnaiskenttia késittelevd viitoskirja vuodelta 1976 [28]. Tavalli-
sesti kunnia menetelmén ja Gibbs sampler-nimen keksimisestd langetetaan kuitenkin
tavallisesti D. ja S. Gemanille tdmén tutkielman polttopisteessd olevasta artikkelis-
taan 8] (1984). Toinen huomattava Gibbs-otantaa koskeva artikkeli on A. Gelfan-
din ja A. F. M. Smithin vuoden 1990 artikkeli [7], jonka innoittamana alunperin
Gibbsin jakaumaan vahvasti identifioitunutta menetelmaa alettiin hyodyntdd myos
useiden muiden yhteisjakaumien yhteydessa. Tietotekniikan kehityksen myo6ta Gibb-

esimerkiksi posteriorijakaumien laskemisessa.

4.3. Suppenemistulokset, johdanto

MAARITELMA 4.3.1. Olkoon z ja y joukon E konfiguraatioita. Sanotaan, ettd x
ja y ovat s-naapureita, ja merkitiin x ~ y, jos TS\ {s} = Ys\{s}-

HuoMAUTUS 4.3.2. Relaatiot ~, s € S, ovat ekvivalenssirelaatioita joukolla E.
Relaatioden refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus seuraavat suoraan madri-
telmésta.

Oletetaan tdmén luvun ajan, ettd lampotilaparamteri 7' > 0 on jokin kiinted vakio.
Madritellddn nyt solmun s € S piivitystd vastaava Gibbsin algoritmista juontuva
siirtymématriisi I'r s € Mpgyp:

r _ ] mr(ys | ma\(sy), Josa e~y .
75(,Y) { 0, muuten

LAUSE 4.3.3. Surtymdmatriisi I'rs ja Gibbsin jokauma 7w toteuttavat yksityis-
kohtaiset tasapainoyhtdlot, eli

mr(x)lrs(x,y) = mr(Y)rs(y, x)  kaikille z,y € E.

TobisTus. Tapaus x = y on selva. Liséksi, jos x ja y poikkeavat toisistaan useam-
massa kuin yhdessé solmussa, tasapainoyhtilon molemmat puolet antavat nollan. Ai-
noa epitriviaali tapaus on siten tilanne, jossa x # y ja « ~ y. Talloin

77 (Ys, m5\{5})
ZAGAS (A, mS\{S})
T (Ys: Ys\{s})
>oen, T (A, Ys\(s)
= mr(y)mr(zs | ys\(sy) = 7o) Tr,s(y, ).

(@)1 s(7,y) = mr(2)7r(ys | 25\(s)) = 7r(2)

T ('1'37 yS\{s})
ZAEAS T (A, Ys\(s})

= T (Ts, Y$\{s}) 7= T (Ys: Ys\{s})
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4.4. Deterministinen paivitysjono

Maaritelldadn kutakin solmua s € S vastaavat, energiafunktion U maksimaalista
lokaalia vardhtelyd s-naapureiden joukossa kuvaavat luvut

- _ U)oy isiksi A i >0
A g&é}é{w(x) U(y)| :  ~ y}; olkoon lisiksi A I?Eag(AS_O

LEMMA 4.4.1. A =0 jos ja vain jos U on vakiofunktio.
Tobistus. Jos U(z) = Ul(y) kaikilla z,y € E, niin triviaalisti myos A = 0.
Olkoot sitten A = 0 ja x,y € E. Numeroidaan S = {sy,...,sy} ja miaritellaan
konfiguraatiot 2@ 21 . 2(N) agettamalla
Z(O) =z, Z(l) = (yslaxS\{sl})> 2(2) = (y{sl,sz}axS\{sl,SQ})>
2N = (yg\ (s, sy ) Ja 2N =y,
Koska oletuksen nojalla A = 0, ja siten tietysti myos A;, = 0 kaikilla k =1,2,..., N,
ja koska edelleen 20~ 2 2() kaikilla i = 1,2,..., N, saadaan
U)=U=UEW)=... = UEW) =U(y).
O
HUOMAUTUS 4.4.2. Lemman 4.4.1 nojalla tilanteessa A = 0 jokaisella konfiguraa-
tiolla x € F on sama energia, mistd puolestaan seuraa, ettd mr on konfiguraatioava-
ruuden F tasajakauma. Koska tdma tilanne ei ole kovinkaan kiinnostava, oletetaan
tastd lihtien, ettd A > 0. Todetaan vield, ettd A < oo, silld joukon E #érellisyyden
nojalla max,cg|U(z)| < oc.
LEMMA 4.4.3. Olkoon 67 := minses mr(xs | xo\(s3). Télldin op € (0,1). On lisdksi
z€E
voimassa epayhtdlo

1 A
5TZ Eexp(—T).

Tobistus. Kaikille x € E ja s € S on voimassa
() () mr(x)
7TT(£$|£S s): = < :1,
\{s} ZAGAS 7TT(>\,$S\{5}) () +Z)\6AS\{%} WT()\,xs\{S}) ()

joten myo0s o7 < 1. Lisdksi, koska luvun 07 maéritelméassa minimi otetaan yli dérellisen
joukon, voidaan valita € E ja s € S siten, ettd op = mp(xs | Tg\(5). Olkoon
ys = argminyea, U(X, zg\(s}), jolloin 0 < U(z) — U(ys, zs\(s)) < As < A. Saadaan

exp (- 42) exp (- 42)
>

Uhzs\(s}) | — U(ys,s\(s})

1 U(z)—Ul(ys,zs\ (s 1 1
:mexp<— (=) (g S\{})>Z|A|exp<—%>zﬁexp<—%>>0.

op = 7TT(335 ’ IL’S\{S}) =

O

3Gemanien artikkelin [8] todistuksissa kiiytetdfin em. luvun A tilalla maksimaalista globaalia
virihtelyd vastaavaa lukua max, yecp {|U(z) — U(y)| : z,y € E}, vaikkakin samaisessa artikelissa
todetaan suppenemistulosten toteutuvan myos (mahdollisesti pienemmalle) luvulle A.
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Olkoon sitten (0,),>1 C S sellainen deterministinen jono, jolle #{n > 1: o, =
s} = oo kaikilla s € S. Mééritelldin epdhomogeeninen Markovin ketju, jonka siirty-
mématriiseiksi (P,),>1 asetetaan

4.4 P =T _ 7T-T(Icrn | 'TS\{Un})J jos x ~ Y
(4.4 )= Trafe) = { 7 jos 2%
Maéritelladn lisdksi aidosti kasvava jono ajanhetkid Ty, k = 0,1, 2, ..., asettamalla

Ty =0, Tj=min {n S R P g S} kaikilla & > 1.

Oletus paivitysjonosta (0,),>1 takaa, ettd kaikille m > 1 on olemassa luku n > m
siten, ettd {om, Omi1, -+ ,0n} = 5. Jono (Tk)r>0 on siis hyvin mééritelty, ja lisdksi
T £2%% oo. Erityisesti jono (K(n))n>1, missid K(n) = max{k > 1: T} < n}, kasvaa
rajatta, kun n — oc.

Madritelladn sitten kaikilla & = 1,2,... yhtd tdyttd paivityskierrosta vastaavat
siirtymamatriisitblokit asettamalla

Qk = PTk_H-l”'PTk'

Siirtymématriiseja (P,),>1 vastaavan epdhomogeenisen Markovin ketjun (X, ),>0 avul-
la ilmaistuna on siten

Qr(z,y) =P(Xq, =y | Xr,_, =) kaikilla z,y € E,k > 1.

Ajanhetkien T}, méaéritelméstéd seuraa, ettd (), on aidosti positiivinen kaikilla & > 1.
Tamaé ei kuitenkaan itsessddn vield riitd ketjun heikon ergodisuuden nayttédmiseen.
Ketjun heikko ergodisuus saadaan kuitenkin naytettyd, silld matriisin )y todenné-
koisyyksille on olemassa indeksistd &k riippumaton aidosti positiivinen alaraja.

LEMMA 4.4.4. Kaikilla kK > 1 on votmassa epdayhtdlo
min Qi(w,y) = (9r)".

TobisTus. Olkoon {si,sy,...,sy} jokin joukon S numerointi. Kuten todettua,
jokainen solmu s; piivitetddn vahintdén kerran jokaisen ajanjakson (Ty_1,T)] aikana.
Voidaan siten méaritelld kaikilla £ > 1 ajanhetket

m;(k) == max{n < T} : 0, = s;},

missd m;(k) on solmun s; viimeinen péivityshetki aikavalilli (T;_;,Ty]. Olkoon li-
saksi mo(k) = Ty—1. Kiinnitetddn nyt k& > 1, jolloin voidaan merkitd lyhyemmin
m;(k) = m;. Numeroidaan liséksi solmut (mahdollisesti uudelleen) siten, ettd on voi-
massa jarjestys

Tp1=mog<my <---<my_1<my=7T, (ndin voidaan tietysti tehd).

Yllaolevaa tilannetta on pyritty havainnollistamaan esimerkin avulla Kuvassa 4.1.
Kiinnitetdén sitten konfiguraatiot x,y € E ja mééritelldan joukot

E9.=E FEY:={;cE:z, =y, k=1,2,...,i} kaikillai=1,... N.
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o . !
» n — o,
= . i . . . & ]
s i
ool . . . S .
& L . L i IUSEIE R SR S
o . N Q ------------------------------------------------------------------- .
1 1 1 1 :
n mg = T4 M me My My s = Tk

Kuva 4.1. Esimerkkikuva eréén péivitysjonon (oy,),>1 yhta tdytta pai-
vityskierrosta vastaavasta graafista; |S| = 5.

Viliton seuraus on, ettd E© > FW 5 ... 5 FWV=D 5 ) = [y} Niti merkintoji
kiyttamalld voidaan nyt kirjoittaa

Qk(x7y) = PTk 1+l"'PTk(3: y) = Pmo+1"'PmN(x7y)

- Z ng+1 ml(x Zl)Pm1+1"'Pm2(Z1>ZQ)'"PmN,l—l—l"'PmN(ZN—hZN)

zeE®,
1<i<N

= Z Ro(z,21)Ri(21,22) - - - Rv—1(2n—1, 2N),
ZZ'EE(i);
1<i<N
missd matriisituloille Py, 1 --- P, ., on kiytetty lyhennysmerkintdd R;.
Todistetaan tédssd vilissa edelld olevia merkint6ja kdyttden pieni todistuksen si-
sdinen aputulos.

AvLvarre: Kaikilla ¢ = 0,1,..., N — 1 jaw € E® on voimassa epiyhtilo
Z R;(w,v) > or.
veE(i+1)

ALIVAITTEEN TODISTUS: Kiinnitetdin 0 <i < N —1jaw € E®. Koska
. . . . Si41 ..
P = FT70mi+1 =Irs,., ja s, (z,y) > 0 jos vain jos © ~ v, niin

Z =TI, +1(w v) missa v = (ymuwS\sm) c R+
ve BGi+1)
Siten
(4.5) Z mz+1 FT51+1 ('LU ’U) = 7T'T(yslJrl ‘ ws\slﬂ) > .
ve B(i+1)

Edelleen, koska oletusten nojalla hetkeen m; mennessé ketjun arvot solmuissa s1, ..., s;

on lukittu arvoihin v, ,...,vys,, todennikdisyys siirtyd tilaan z € E\E® aikavililld
(my, Tx] on nolla. Siten
(46) Z Pm1+1 mz+1 1 w Z meri-l mz+1 1(w Z) =L

2€E () 2€E
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Tuloksia (4.5) ja (4.6) soveltamalla saadaan nyt

Z Priy1 - m1+1(wav> = Z meﬂrl Py 1 (w, Z)PmiJrl(Z’v)

veE(E+1) veE(i+1) zEE

= : :sz+1 mz+1 1 w < ( : : mz+1 >
zeE ’UGE<'L+1)

= g Py Py - 1(w, z < E sz+1 z v)
zeE®) ve B(i+1)

> O E Priy1 Py -1 (w, 2) = 07

zeE®)
Siten ZueE@H) Ri(w,v) = ZveEu‘H) Plmgygr - Pmm(w, v) > Or. UaLivarre

Koska konfiguraatiot =,y € E sekd k > 1 valittiin mielivaltaisesti, itse viite
voidaan nyt todistaa soveltamalla N kertaa aputulosta, kun huomataan kirjoittaa

Qk(iﬁ;y): Z Ro($721)31(21722)‘"RNfl(ZNbeN)

ZiEE<i);

1<i<N
= Z RO(Z‘,Z1)< Z Ry (21, 22) ( ( Z Ry 1(2n- 172N>> ))
21€E<1) 22€E(2> ZNGE(N)
> g (67 (- (7)) = (67)Y
N—1 kpl
U
SEURAUS 4.4.5. Kaavalla (4.4) mddritellyt siirtymdamatriisit (Pp)n>1 C Mpxg
toteuttavat ehdon c¢(P;--- P,) “=°% 0 kaikilla i > 1.
TobisTUS. Lemmojen 4.4.3, 4.4.4 ja 3.4.6 nojalla
1
; N A .
Q) <1-— Jnin Qr(z,y) <1—(op)" <1-— Tl exp (— &2) kaikilla k& > 1.
Merkitddn o := [E|Nexp (— £2) € (0,1), jolloin
51 @) > 3o -
k=1 k=1
silld luku « ei riipu indeksista k. Koska PPy - -+ = Q1Q)> - - -, Vdite seuraa kiyttamaélla
Lemmoja 3.4.10 ja 3.4.12. U

Voidaan nyt kirjoittaa deterministisen piivitysjonon tapausta vastaava suppene-
mistulos lauseen muodossa.

LAUSE 4.4.6. Olkoon E = [] .o A ddrellinen konfiguraatioavaruus ja (0n)n>1 C S
deterministinen pdaivitysjono, jolle #{n > 1 : 0, = s} = oo kaikilla s € S. Olkoon
lisdksi siirtymdamatriisit (P,)n>1 C Mpxg mdadaritelty kaavalla (4.4). Talldin kaikilla
alkujakaumilla v € Dg

vP;--- P, v, nr  katkilla i > 1.
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TobisTUus. Lauseiden 3.1.14 ja 4.3.3 nojalla w7 on invariantti jakauma jokaiselle
P,,n > 1. Kontraktiokertoimen ominaisuuksia ja Seurausta 4.4.5 soveltamalla voi-
daan nyt arvioida alkujakaumalle v € Dg

|vPi-- Py —mr|| = ||vPi- - Po — 7P+ Po|| < |lv — 7p|| (P -+ Py).

n—oo

Viite seuraa, silld ¢(F; - - - P,) —— 0 Seurauksen 4.4.5 nojalla. O

4.5. Satunnainen pdivitysjono

Olkoon nyt ¢ € Dg jokin aidosti positiivinen jakauma solmujen joukolla S. Muo-
dostetaan homogeeninen Markovin ketju, jonka siirtymématriisi vastaa yhden solmun
satunnaista paivitysta:

P(z,y) Z@/} (s)I'7s(x,y), toisin sanoen

seS

ZSES Y(s)mr(ws | Ts\(s}), JjosT =y
(4.7) P(%y) = w(S)ﬂ'T(ys | xs\{s}), jos T~y xF£y
0, muuten.

On selvad, ettd P(x,y) > 0. Koska lisdksi

> Py =3 (D v Tra@y) = > w(s)( D Trsle.y)

yeE yeE  s€S seS
= Zd}(s) =1, P on stokastinen |E| x |E| -matriisi.
ses

LEMMA 4.5.1. P on primitizvinen sirtymamatriisi.

ToDpISTUS. Osoitetaan, etti PV (x,y) > 0 kaikilla z,y € F, missi N = |S|. Ol-

koon x,y € E. Olkoon sitten S = {s1,$2,...,sy} joukon S numerointi ja konfigu-
raatiot x = 20, 2 2(V) =y konfiguraatiot kuten Lemman 4.4.1 todistuksessa.
Koska tallgin 201 & 2 kaikilla i = 1,2, ..., N, niin edelleen

N N

PY(z,y) > HP( (= H si)Ds, (2070, 210)
- =
i—1
H (] 2504y) > 0,

=1
silld ¢ on aidosti posituvmen jakauma. U
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LEMMA 4.5.2. Jakauma w1 on surtymamatriisin P yksikdsitteinen invariantts ja-
kauma.

TobpisTus. Osoitetaan, ettd w7 on invariantti jakauma siirtyméamatriisille P tar-
kastamalla yksityiskohtaiset tasapainoyhtélot. Olkoon z,y € E. Kayttamélla Lauset-
ta 4.3.3 saadaan

mr(z)P(z,y) = mp(z Zv,b Wrs(z,y) = Z@b s)mr(x)lrs(z, y)

seS seSs

:Zw(s)ﬂT(y)FT,s(% = 7r(y Z¢ W'rs(y, o)

seS ses
= mr(y) Py, x).
Lisédksi, koska P on Lemman 4.5.1 nojalla primitiivinen, Lauseesta 3.1.14 seuraa, etta
mr on yksikdsitteinen invariantti jakauma. U

LAUSE 4.5.3. Olkoon E = [[,c.qAs ddrellinen konfiguraatioavaruus, ¢ € Dg ai-

dosti positiwvinen jakauma ja olkoon sirtymdmatriist P C Mgy g mdadritelty kaavalla
(4.7). Talldin kaikilla alkujakaumilla v € Dg

TV
vP" — mp.

TobisTus. Koska 77 on siirtymématriisin primitiivisen P (yksikésitteinen) inva-
riantti jakauma Lemman 4.5.2 nojalla, viite seuraa Lausesta 3.4.8. U






LUKU 5

Simuloidun jiahdytyksen teoria ja Gibbs-jadhdytyksen
suppeneminen

5.1. Taustoja ja algoritmin esittelya

Esimerkki kombinatorisesta ongelmasta matemaattisesti formuloituna on pari
(E,U), missi E on dérellinen konfiguraatioavaruus® ja U : E — R niin sanottu ener-
giafunktio (tai sakkofunktio), joka pyritdin minimoimaan. Tavoitteena on toisin sa-
noen 16ytaéd energiafunktion U globaali minimikohta eli konfiguraatio xzy € E, jolle
U(zo) < U(z) kaikilla x € E. Minimointi tapahtuu tavallisesti tekemélld siirtymia
joukon F alkioiden vililld ja samalla asteittain viahentdmallad energiafunktion arvoa.
Tavallisten iteratiivisten algoritmien, jotka pyrkivit pienentdméan energiaa jokaisella
askeleella, ongelmana on niiden terminoituminen ensimméiseen lokaalitn minimiin-
kohtaan eli konfiguraatioon z € FE, jonka jokaiselle naapurille y € E on voimassa
U(z) < U(y). Simuloidussa jadhdytyksessd tdimé ongelma pyritddn kiertaimédn salli-
malla siirtymét matalamman energian konfiguraatioista korkeamman energian konfi-
guraatioihin tietylld todenndkdisyydella.

Simuloitu jiihdytys* on (diskreetti) kombinatorinen optimointimenetelmé, jolla
on pyritty ratkaisemaan erityisesti luokkaan NP-vaikea kuuluvia kombinatorisia on-
gelmia. Sen kehittivit S. Kirkpatrick, C. Gelatt ja M. P Vecchi [18] (1983) seké
riippumattomasti V. Cerny [4]| (1985). Molemmissa artikkeleissa tétd menetelmid
sovellettiin kuuluisaan kauppamatkustajan ongelmaan, jonka ideana on 16ytda lyhin
mahdollinen reitti ennalta mairatyn méairan kaupunkeja lapi kulkemiseen siten, etta
jokaisessa kaupungissa vieraillaan tdsmalleen yhden kerran.

Idea simuloidun jaahdytyksen takana piilee yhteydessi, joka havaittiin kombina-
torisen ongelman ratkaisun ja kiintein aineen hehkuttamisen (engl. anneal) vilill4.
Statistisessa fysiikassa tdma kuvaa prosessia, jossa kiinteidd kappaletta kuumennetaan
sithen asti, ettid kaikki kappaleen hiukkaset jirjestaytyvit satunnaisesti nesteméiseen
olomuotoon, jonka jilkeen ainetta ryhdytdan hitaasti jadhdyttdméaan. Mikili alkuldm-
potila on riittdvin korkea ja mikili jadhdytys toteutetaan riittdvan hitaasti, hiukkai-
set jarjestaytyvéit aineelle ominaista hilarakennetta vastaavaan matalimman energian
tilaan. Jos jadhdytys on sen sijaan lilan nopeaa, eikd kappale ehdi termodynaamis-
ta tasapainoa jokaista limpotilan arvoa kohden, aineeseen voi “jaatyd” epévakaita
amorfisia rakenteita matalaenergisen kiteisen hilarakenteen sijaan. [19, s. 7-§].

1Yleisesti simuloidusta jashdytyksestd puhuttaessa konfiguraatioavaruudeksi kelpuutetaan miké
tahansa &arellinen joukko (vrt. Luku 2).

2Termin simulated annealing lisiksi muita kiytettyji englanninkielisii nimityksi& ovat mm. Mon-
te Carlo annealing, statistical cooling, probabilistic hill climbing, stochastic relazation ja probabilistic
exchange algorithm [19, s. 5]. Suomenkielisistd kiytossa olevista nimityksistd mainittakoot simuloitu
hehkutus, simuloitu mellotus ja simuloitu annelointi.

49
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1 Mexp ( A':.;.""r::\) exp ( _‘-1'.-;-_.511)

05 00 05 10 15

KuvAa 5.1. (a) Hyvdksymisen todennékdisyys energian muutoksen
A(xz,y) = U(y) — U(x) funktiona, kun lampétila 77 > 0 on kiinni-
tetty (kuvassa T' = 5). (b) Hyviksymisen todenn#koisyys lampdétilan
T > 0 funktiona siirryttdessi korkeamman energian tilaan (kuvassa
Az,y) =1).

Simuloidun jadhdytyksen alkuperiisessd muodossa siirtymét konfiguraatioiden vé-
lilld suoritettiin kiyttaméalla MCMC-menetelmiin kuuluvaa Metropolis-algoritmia, jo-
ta késitellidn tarkemmin Luvussa 6. Metropolis-algoritmin perusajatus on muodostaa
(tietyt suppenemisominaisuudet omaava) Markovin ketju, jossa ketjun uudeksi tilaksi
arvottu konfiguraatio, ehdotus, hyviksytaén tietylld todennikdisyydelld. Simuloidussa
jaahdytyksessd titd ideaa hyodynnetiddn hyviksymélld siirtymi matalamman ener-
gian konfiguraatioista © € E korkeamman energian konfiguraatioon y € E todenni-
koisyydella, exp(—%) lampotilaparametrin 7'(n) riippuessa ajanhetkesta n > 1.
Edelld oleva eksponenttitermi syntyy, kun lasketaan osamaaré mr(,)(y)/mrm) (), mis-
s, () on Gibbsin jakauma joukolla E. Erds syy Gibbsin jakauman kiyttoon pii-
lee siind, ettd lampotilan laskiessa minimienergiakonfiguraatioiden todennékdisyydet
kasvavat, ja rajalle mentéessé pétee

T(n)—0
TT(n) — T0;

missi Ty on tasajakauma joukon E minimienergiakonfiguraatioiden osajoukolla. Jos
nyt jadhdytysaikataulu (T(n)),>1 vdhenee kohti nollaa riittdvin hitaasti, voidaan
osoittaa, ettd simuloitua jadhdytysti vastaava epidhomogeeninen Markovin ketju sup-
penee kohti minimienergiatilojen joukkoa. Kuvassa 5.1 on esitetty erikseen sekd ener-
gian muutoksen ettd lampdtilaparametrin vaikutus hyvidksymisen todenndkéisyyden
suuruuteen.

Ensimméinen simuloidun jadhdytyksen suppenemista koskeva teoreettinen tulos
on perdisin S. ja D. Gemanin jo Luvussa 4 mainitusta artikkelista [8]. Siin& simuloidun
jadhdytyksen perustana on kiytetty Metropolis-algoritmin sijaan Gibbs-otantaa. K&y-
tdmmekin téstd ldhtien tilanteesta riippuen epévirallisia nimityksid Gibbs-jadhdytys
ja Metropolis-jadhdytys sen mukaan, kumpi siirtymamenetelméa kulloinkin on kysees-
sé.

Ennen Gibbs-jadhdytykseen perehtymistd todistetaan kaksi tarvittavaa Gibbsin
jakauman lampdétilaparametriin T liittyvad tulosta. Otetaan niitd ja myohempid tassa
luvussa esiintyvid tuloksia varten kiyttoon seuraavat merkinnét:
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Upin :=minU(x) ja FEy:={x € E:U(x) = Uwnn}-

zel

LAUSE 5.1.1. Olkoon E aarellinen joukko. Tdlloin kuvauksille T — mp(x), missd
mr on Gibbsin jakauma joukolla F,

mr(x) = m(x) = fg<|) ja mr(e) =
0

kaikilla x € F.

TobisTUus. Tehdédin pieni trikki, joka yksinkertaistaa laskuja. Olkoon H : £ — R
kuvaus, jolle H(z) = U(z) — Upin. Télloin H(z) > 0 kaikilla z € E, ja H(z) = 0
tdsmalleen silloin, kun x € Ej. Lisdksi koska

exp(—%2)  exp(Um)exp(-92)  exp (-2
H(y

r(x) = = ,
Syepexp (= 50) exp (Be) 3 pexp (- ) S cpexp (— HE)

kaikki kuvaukseen 7" — 7 (x) (kiinnitetylle z € E) liittyvit suppenemistulokset, jot-
ka saadaan kiayttamélla funktion U tilalla funktiota H, péatevit tietysti myds funktion
U tapauksessa.

Olkoon aluksi xz € E,. Talloin

_ H(=) H(x)
exp (— 241) exp (— 757)
mr(z) = > Hy)y ) Hly)
vep P (= 7%) X yep exp (= 5E) 1 yep exp (=)
1 r—o0 1
2D VEE exp (— Z) | Eol’
H(y)>0

silld exp (— 282) 2% 0 kun H(y) > 0.

Jos E\Ey = 0, asia selvi. Oletetaan sitten, ettd E\Fy # (), ja olkoon z € F\ Fy.
Tallsin

rr(e) = =22 wa B exp (—75) =20,
D yer €XP (- %) | Eol + ZH@('S)E;O exp (- HTy)>

silld rajankiyntid edeltdvin lausekkeen ylikerta suppenee kohti nollaa, ja alakerta
kohti lukua |Ey|, kun 7" — 0.
T—00

Osoitetaan vield, ettd mp(z) —— 1/|F| kaikilla z € E. Jos z € Ep, niin

exp ( — %) = 1 kaikilla T" > 0, ja jos taas x € E\Ey, niin exp ( — #) T,
Tama riittdd todistamaan viitteen. O

LEMMA 5.1.2. Olkoon kaikilla T' € (0,00) mp € Dg Gibbsin jokauma ddrelliselld
joukolla E. Tdlldin kuvaus T w— 7p(x) on

(a) aidosti vihenevd, kun x € Ej

(b) aidosti kasvava vililli (0,e(x)) riittdvin pienelle e(x) > 0, kun x € E\Ej.
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Tobistus. Olkoon 7" > 0. Merkitéin jilleen H(z) = U(x)
kiinnitettyna ja derivoidaan 7 (z) muuttujan 7" suhteen:

d o d exp ( — @)
@) = a7 > — 1)

—Upin. Pidetddn z € E

yeE exp( T
e (=) Y epexp (= ) —exp (= ) 0,0 g exp (—
(ZyEE exp B HTy)>
_H@ X epoxp (- %) Syen Hw) s (~ )
T2 exp ( H > ek exp ( H(y)))
Jos x € Fy, niin H(z) =0 ja exp ( — H:(Fx)) =1, joten
d 5o ( - 110)
ﬁﬂ'T@j) = pel ) 5 <0,

T
T* ( ZyeE exXp ( - HTy))
ja mr(x) on siten aidosti viihenevé kaikilla 7' > 0.

Jos E\Ey = 0), todistus on valmis. Oletetaan, ettd E\Ey # 0, ja olkoon z € E'\ Ej.

Merkitédin Hyax = max{U(y) : y € E\Ey} ja Hpin = min{U(y) : y € E\Ey}, jolloin
Hox, Hyin > 0. Valitaan 7' > 0 niin pieneksi, etta

(5 1) 67~min/T< ~H($)|EO|
HmaX|E\EO|
Talloin

)Y e (- ) -5 e (- 22)

T
yeE yelE
H(y) H(y)
i (ia+ X oo (- 00)) - S Huen (- 1Y)
yEFE\Eo yEFE\Ey
I ]z[min
> H ()| Eo| — Hunax| E\Eo exp (- —22)
~ H(x)|E
H ()| Eo| — Hmax] E\Ey| (M) ~
HmaX’E\EO|
Derivaatta on siis aidosti positiivinen ainakin ehdon (5.1) ollessa voimassa:
d H(w) 3yepexp (= %) = 3yen Hly) exp (— 52)
ﬁﬂ-T( ) == > 0,

2
T2 exp (402) (5, e exp (— 242

2
silld selvésti g(x, T) := T? exp (H}I)) (ZyeE exp (— #)) > 0 kaikilla z € E\ Ey ja

T > 0. Siten 7mp(x) on aidosti kasvava riittdvén pienille 7' > 0. O
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n—oo

SEURAUS 5.1.3. Olkoon (T'(n))n>1 C (0,00) wvihenevi jono, jolle T(n) —— 0.
Tilloin Gibbsin jakaumien jono (Tray, Tre), . -.) C Dg toteuttaa ehdon

S rn = Trcuss] | < 0
n=1
TobpisTUS. Merkitadn p, = mr(,) kaikilla n > 1. Koska Lemman 5.1.2 nojalla
jono (g, )n>1 on nyt joko (aidosti) kasvava tai (aidosti) viihenevi kun 7'(n) on riittavin
pieni — ja n siten yhtépitavisti riittdvan suuri — niin Lemman 1.3.9 nojalla

Z H7TT(n) - 7TT(n+1)H = Z ||,un - ,un+1|| < 00.
n=1 n=1

5.2. Gibbs-jadhdytyksen algoritmi

Kiinnitetdan jalleen tdmén luvun ajaksi suuntaamaton verkko G = (S, N'), kon-
figuraatioavaruus £ = [[, ¢ As, naapuripotentiaali Vs ja E-arvoinen Gibbsin kentta
X kuten Luvun 4 alussa. Yhtd askelta vastaava Gibbs-jddhdytyksen algoritmi on
seuraava:

e olkoon X,,_i =z € E.
e Poimitaan uusi faasi A € A,, ehdollisesta jakaumasta w7, (- | Tg\(0,}) j2
asetetaan X,, =y := (A, Zs\{0,})-

Gibbs-jadhdytyksen algoritmi eroaa siis Gibbs-otannan algorimista ainoastaan siiné,
ettd lampotilaparametri 7' = T'(n) riippuu nyt ajanhetkesti. Olkoon jilleen

Ag = max {|U(z) = U(y)| :  ~ y} kaikilla s € S ja A := I?e&g{As'

Huomataan, ettd koska Lemman 4.4.3 nojalla

1 |
o = I%%”T(l“s [ Z5\i) 2 17 oxP (—%), Jja koska 7] P (-7)>0

kaikilla T > 0, A < oo, aidosti positiivisten Gibbsin jakaumien {mr : T > 0} ehdol-
lisiin jakaumiin 77 (- | zg\(s)) perustuva Gibbs-jadhdytyksen algoritmi kykenee siten
tekemadn myos simuloidun jadhdytyksen kannalta valttamattomid, energiaa kasvat-
tavia siirtymia.

Kiinnitetddn seuraavaksi niin sanottu jadhdytysaikataulu (T'(1),T(2),...): olkoon
(T'(n))n>1 C (0,00) vihenevd jono, jolle

o T(n) =30 ja

NA
(5.2) o T(n)> ogn

kaikilla n > ng jostain luvusta ng > 2 lahtien.

5.3. Deterministinen piivitysjono

Olkoon (0,,)n,>1 C S sellainen deterministinen péivitysjono, jolle on olemassa ko-
konaisluku 7 > N siten, etti

(5.3) {ok-1)r+1, Oh—1)r12, -, Okr } =S kaikilla k =1,2,....
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Tama oletus on vahvempi kuin Luvun 4 deterministiseltd péivitysjonolta vaadittu
ehto #{n > 1: 0, = s} = oo kaikilla s € S. Voidaan liséksi osoittaa, ettd se on yh-
tapitdvd Gemanien tuloksen |8, Theorem B| oletuksen kanssa, jossa vaaditaan, etté
on olemassa luku 7 > N siten, etti {0,411, 042, ...0:7} = S kaikilla ¢ > 1: tdmé& eh-
to selvésti implikoi ehdon (5.3), ja toisaalta toista implikaatiota varten riittdd valita
esimerkiksi 7 = 27. Yhté kaikki, ehto (5.3) kattaa jaksollisen péivityksen tapauksen,
joka on kdytdnnon kannalta periaatteessa ainoa kiinnostava deterministinen paivitys-
menetelma.

Madritelladn Gibbs-jadhdytysti vastaava jono siirtymématriiseja (P,)n>1 C Mexg
asettamalla

(54) Pn(x7y) = FT(TL),crn(xy y) = { 7T-T(n)(y"n ms\{an})’ r~y

0, muuten.

Olkoon sitten {s1, sa, ..., sy} jokin solmujen joukon S numerointi. Ma#ritelladn ajan-
hetket T}, := k7 kaikille £ = 0,1, ..., jolloin péivitysjonon (o,),>1 oletus (5.3) voidaan
kirjoittaa my6s muodossa {og,_,41,...,0r, } = S kaikilla £ > 1. Jaetaan jilleen mat-
riisitulo P, P - - - yhté tdyttd paivitystd vastaaviin blokkeihin @1, @), ... asettamalla

Qk = PTk_1+1 e PTk kaikilla &k Z 1.

LEMMA 5.3.1. On olemassa luku C € (0,1) siten, ettd

min Qg (z,y) > kaikilla k > 1.

2 \E|Nkr

TobisTus. Todistus menee suurilta osin samaan tapaan kuin Lemman 4.4.4 to-
distus. Kiinnitetddn k£ > 1 ja maéritelldadn jilleen kullekin solmulle viimeiset péivi-
tyshetket aikavalilld (Ty_1, T} asettamalla

mo = mo(k) =Tp—1 ja m; =m;(k) :=max{n <T}:0,=s;}

kaikilla 7 = 1,..., N siten, ettd Tp_1 = myg < my < --- < my = T}. Tarvittaessa
siis numeroidaan solmjen joukko S uudestaan siten, ettd edelld oleva jérjestys on
voimassa. Asetetaan jilleen (kuten Lemman 4.4.4 todistuksessa)

E9.=F FEY.={:€F:z, =y, k=1,2,...,5} kaikillaj=1,...,N,
jolloin £ = E©® 5 EW 5 ... 5 EWN-D 5 pN) = [y} Kirjoittamalla

Qk(%y) = PTk_1+1 o PTk(x7y) = Pmo+1 o 'PmN<CL’,y)
= Z Pm0+1 "'Pm1<x721)Pm1+1 "'Pm2(Z1722)"'PmN—1+1 "'PmN(ZN*bZN)

ZjEE(j)
1<j<N

= Z Ro(% Zl)Rl(Zl, 22) T RN—I(ZN—la ZN)

ZjEE(j)
1<j<N

ja etenemalld kuten Lemman 4.4.4 aputuloksen todistuksessa, voidaan osoittaa, etta

D Ri(w,0) = rgm,y) = WL 7m0 (s | Ts\(5}),  kun w € EY.
veEU+1) zel
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Siten

N
Qr(z,y) = Z Ro(x,z1)Ry (21, 22) - - Rn—1(2n—1, 28) > H

Zj€E<j)
1<j<N

Lemman 4.4.3 nojalla 6r > ‘—E' exp ( — é) kaikilla 7" > 0, joten edelleen

(5.5) Qk(:v,y)ZHfsT(mJ H|E| eXp( = )

T(m;)

Koska m; < T}, = k7 kaikilla 0 < j < N ja siten T'(m;) > T'(k7), ja koska lisdksi
funktio T — exp(—%) on kasvava, niin

(5.6) Eﬁem(—%mjﬁ = !ﬂ%xp(—%)

Ollaan siten todistettu, ettd epdyhtilo (5.6) on voimassa kaikilla k£ > 1. Jos nyt
kT > ng, niin jadhdytysaikataulua koskevasta oletuksesta (5.2) seuraa, etti

N NA
. T(kt) > ———— log(kT) > ——
jolloin epéyhtélot (5.5), (5.6) ja (5.7) yhdistamélld saadaan
NA 1
> BN — > :
Qulery) 2 1B N exp (= 5 ) 2 T

Enté jos k7 < ng? Merkitdédn
C := min {Qk x,y) kT<n0}.

z,yel
k>1

Rajoitus k7 < ng takaa, ettd minimi otetaan yli ddrellisen joukon. Yhdessi epdyhtalon
(5.5) kanssa tdméa implikoi, ettd C' € (0,1). Siten mielivaltaiselle £ > 1 ja kaikille
x,y € F saadaan voimaan epayhtalo

. 1 C
Qr(z,y) > mln{C', |E|Tk7_} > |E|Tk:7'

SEURAUS 5.3.2.
(P P,) =20 kaikilla i > 1.

TobisTus. Olkoon C' kuten Lemman 5.3.1 todistuksessa. Lemmojen 3.4.6 ja 5.3.1
nojalla talloin

kaikilla & > 1.

c(Qr) <1— min Qi(z,y) <1 -
zyelE

Viite seuraa kiayttamalla Lemmaa 3.4.12, silla

) Z;|E|Nkr: |E\NT;E:°°

C
|E|\N kT

i
I
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Kootaan nyt kaikki edellinen deterministisen péivitysjonon Gibbs-jddhdytyksen
suppenemislauseeksi.

LAUSE 5.3.3 (Gibbs-jdéhdytys, deterministinen péivitysjono). Olkoon E = [],cq As
ddrellinen konfiguraatioavaruus ja olkoon (P,),>1 C Mgxgr epdhomogeenisen Mar-
kovin ketjun sirtymamatriisit madritelty kaavalla

I

-Pn _ TT(n) (yan | xS\{cm})) jOS x Yy
(7,v) { 0, muuten
missd deterministiselle paivitysjonolle (o,)n>1 C S ja jadhdytysaikataululle (T'(n))n>1
on votmassa seuraavat oletukset:

e on olemassa luku T > 1 siten, ettd {Ui+1, Tit2y - ,(TH_T} =S kaikilla 1 > 1.

n—00

e (T(n)),>1 C (0,00) on vihenevd jono, jolle T'(n) —— 0.

e T(n)> NA

> kaikilla n > ng jostain ng > 2 ldhtien.
logn

Tdlloin ketju on vahvasti ergodinen, toisin sanoen
1% . .
vP,--- P, T—>7r0 kaikilla v € Dg ja 1 > 1,
missd oy on tasajakauma tila-avaruuden E minienergiatilojen osajoukossa Ey.

TobisTus. Todistus perustuu Dobrushinin lauseeseen (Lause 3.5.2). Todetaan
aluksi, ettéd kaikilla n > 1 siirtymématriisi P, on kdéntyvé jakauman 7p(,) suhteen;
tdma seuraa suoraan Lauseesta 4.3.3. Lause 5.1.1, Lemma 5.1.2 ja Seuraus 5.1.3 yh-

dessé takaavat, ettd invarianttien jakaumien (7p(,))n>1 summautumisehto (3.15) to-
teutuu, ja ettd lim, o Ty = mo. Koska lisdksi c(P; - - - P,) 7% 0 kaikilla ¢ > 1
Seurauksen 5.3.2 nojalla, Lauseen 3.5.2 oletukset ovat siten voimassa, ja siten kaikilla

v € Dgjai > 1 pitee

5.4. Satunnainen péiivitysjono

Olkoon sitten 1) € Dg aidosti positiivinen jakauma solmujen joukolla S, ja yhden
solmun paivitystd vastaava siirtymamatriisi muotoa

P, (x,y) = Z () rmy,s(T,y)-

seS
Olkoon lisdksi varsinaisen jadhdytysketjun siirtymamatriisi muotoa
N kpl

Merkitddn v := mingeg ¥ (s) > 0, joka on siis pienin jakaumaan ¢ liittyvd todenné-
koisyys.
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LEMMA 5.4.1.

(P P) "2 0 kaikilla i > 1.
Tobistus. Olkoon n > 1. Kiinnitetddn z ja y € I ja méadritelldén konfiguraatiot
20 2D ¢ F jollekin solmujen joukon numeroinnille S = {s,...,sy} kuten
Lemman 4.5.1 todistuksessa, jolloin saadaan epayhtilo

N
(58) Pulw,y) = B (z,y) = [[wlsmr(n) ) | 2600)))-

i=1
Epéyhtaloita dp¢,) > ﬁ exp ( — ﬁ) ja (5.8) soveltamalla saadaan siten

N
in P,(x,y) = min PY(z,y) > [ [ 1070 = (10rm)"
nzno n=ngo i=

N
Y NA i
BN exp (— T(n)) > n|EN’

silld oletuksen (5.2) nojalla T'(n) > %, kun n > ny. Olkoon sitten

>

C:= mi - — min PV
min Po(z,y) = min P(z,y) € (0,1),
1<n<ng 1<n<ng

jolloin kaikille n > 1 saadaan arvio
N N
. : vy v
> > .
iy Fu(@,y) 2 min {O’ n|E|N} = n[EN
Kéyttadmalla nyt Lemmaa 3.4.6 saadaan kontraktiokertoimille alaraja
_ae
n|E[N

Viite seuraa jdlleen kiyttdmalld Lemmaa 3.4.12, silld valitsemalla blokeiksi Q) := P
kaikilla k& > 1 ja kiyttdmalla epayhtdlod (5.9) saadaan

(5.9) c¢(P,) <1— min P,(z,y) <1
T,yelr

g

LAUSE 5.4.2. Olkoon E = [],.qAs ddrellinen konfiguraatioavaruus ja olkoot epd-
homogeenisen Markovin ketjun siirtymdmatriisit (P,),>1 C Mpxg mddritelty kaa-
valla P,(z,y) = PN(z,y), missi

~ ZSGS 77b(s)ﬂ—T(”l) (ZES | xS\{S})a r=y
Pu(z,y) = Z@D(S)FT(n),s(Iay) V()T (Ys | T5\(s}), Ay T~y .

s€S 0, muuten

Oletetaan lisiksi, ettd mingeg ¥ (s) > 0 ja ettd jidhdytysaikataululle (T'(n))n>1 C (0, 00)
on voimassa seuraavat oletukset:

o (T(n))ns1 on vihenevd jono, jolle T(n) “=>% 0.

e T(n)> NA

> kaikilla n > ng jostain ng > 2 lihtien.
logn
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Talloin ketju on vahvasti ergodinen, toisin sanoen
vP,--- P, %770 kaikilla v € Dg ja i > 1,
missd my on tasajekauma tila-avarvuden E minienergiatilojen osajoukossa Ej.

TopisTus. Osoitetaan aluksi, etta mp(,) P, = m7r(,) kaikilla n > 1. Olkoon n > 1.
Lauseen nojalla siirtymématriisi P, ja Gibbsin jakauma Tr(n) toteuttavat yksityiskoh-
taiset tasapainoyhtélot, joten Lemman 4.5.2 nojalla mr(,) on siten siirtymamatriisin
P, invariantti jakauma, joten myds

7T-T(n)Pn:TrT(n)-f)n"'f)n: (WT(n)Pn>PnPn:7TT(n)PnPn:

N kpl N—1 kpl N—1 kpl

= M) Pn = o).

n—00

Koska edelleen > >° H?TT(n) — 7TT(n+1)H < oo jac(P;---P,) — 0 kaikilla ¢ > 1
Seurauksen 5.1.3 ja Lemman 5.4.1 nojalla, Lauseen 3.5.2 oletukset ovat nyt voimassa.
Siten kaikilla alkujakaumilla v € Dg ja kaikilla ¢ > 1

TV
vP;--- P, — m.



LUKU 6

Metropolis-dynamiikalla varustettu simuloitu jiahdytys

Luvussa 7 simuloitua jadhdytysta pyritddn soveltamaan tilanteessa, jossa tulo-
muotoiselle konfiguraatioavaruudelle £ on annettu rajoitteita tiettyji rajoitteita. Ta-
voitteena on minimoida koko avaruudella E méaaritelty energiafunktio tietyn sallituis-
ta konfiguraatioista muodostuvan ei-tulomuotoisen aidon osajoukon F' C F suhteen.
Luvussa 5 esiteltyd Gibbs-jadhdytysta ei sellaisenaan voida téllaisessa tilanteessa so-
veltaa. On kuitenkin mahdollista yleistdd Gibbs-jadhdytystd koskemaan ajanhetkes-
ta riippuvia energiafunktioita [30, Chapter 7|. Sopivasti rakennetun energiafunktion
avulla on nimittdin mahdollista saada yleistetty Gibbs-jddhdytyksen ketju suppene-
maan joukon F’ minimienergiakonfiguraatioiden tasajakaumaan. Yksi tapa mééritella
tdllainen energiafunktio on asettaa

Up(z) =T(n) " (U(z) — minU(y) + A(n)V(z)), missd
yer
(T'(n))n>1 on sopivasti valittu jddhdytysaikataulu, U : E — R on E-arvoisen Gibb-
sin kentéin energiafunktio, V() = a(x)lp p(x) on joukon F' ulkopuolisten alkioiden

energiaa korostava funktio joillekin vakioille a(z) > 0 ja A(n) =% oco. Menetel-
mén toimiminen edellyttid, ettd jadhdytysketjun (X,) tulee voida aluksi vierailla
myo6s osajoukon F' ulkopuolella ennen kuin ei-toivotut siirtymét kielletylle alueelle
FE\F saadaan estettyd asteittain kasvavien "potentiaalimuurien” avulla. Mikéli kui-
tenkin halutaan, ettd P(X,, € F') = 1 kaikilla ajanhetkilld n > 1, lienee syyt4 siirtya
kiyttdmadn yleisemmille konfiguraatioavaruuksille soveltuvaa Metropolis-algoritmiin
perustuvaa simuloitua jadhdytystéa.

6.1. Metropolis-algoritmi

Olkoon E # () mielivaltainen #arellinen joukko eli konfiguraatioavaruus ja olkoon
m € Dg jokin jakauma, joka tunnetaan normalisoivaa ainoastaan vakiota vaille, ts.

r(z) = 7(x) _ ﬁ(xN)

C ZyeE W(y)
missé funktio 7 : £ — [0, 00) tunnetaan. Halutaan otos jakaumasta 7. Kuten Gibbs-
otannan yhteydessé todettiin, eréis tapa on konstruoida Markovin ketju (Xo, Xi,...),
jonka tasapainojakauma on m. Néin edetdin myos Metropolis-algoritmin tapauksessa.

Olkoon ¥ € Mgy g symmetrinen siirtymamatriisi, jonka riveja vastaavia jakaumia
U(z, -) kutsutaan ehdotusjakaumiksi.

kaikilla x € F,

59
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Metropolis-algoritmi (Metropolis et al, 1953 [22]) on seuraava:

e olkoon X, =x € E.
e Arvotaan ehdotus y € E ketjun uudeksi arvoksi jakaumasta W¥(x, - ).
e Lasketaan hyvdksymisen todennékoisyys
alz,y) :=1A %
e Jos a(x,y) = 1, hyviksytddn ehdotus ja astetetaan X,, = y.
e Jos puolestaan a(x,y) < 1, arvotaan luku u vélin [0,1] tasajakaumasta ja
— hyviksytdan ehdotus, jos u < a(x,y)
— hyldtasin ehdotus ja asetetaan X, = X,,_1, jos u > a(z,y).

Algoritmia soveltamalla voidaan muodostaa homogeenista Markovin ketjua vastaava
siirtyméamatriisi P € Mgyg,

U(x,y)a(z,y), T #
(6.1) P(z,y) = { 1 (_ Zyieé\{i)\ll(x,z)a(x,z), x :g '

Jos P on primitiivinen (tai yhtapitavisti pelkistyméton ja jaksoton), niin Seu-
rauksen 3.4.7 nojalla

vP" I 1 kaikilla alkujakaumilla v € Dg,

silld seuraavan Lemman 6.1.1 nojalla siirtymamatriisin P yksikésitteinen invariant-
ti jakauma on 7. Todetaan vield, ettd kuten Gibbs-otannan tapauksessa, Metropolis-

otannassa riittdd tuntea jakauma 7 normalisoivaa tekijai vaille, silli laskettaessa suh-

teita % vakio C' supistuu pois.

LEMMA 6.1.1. Metropolis-algoritmin siirtymdamatriisi P (6.1) on kddntyvd jakau-
man 7 suhteen, ts.

w(x)P(z,y) = w(y)P(y,z) kaikilla x,y € E.

TobpISTUS. Jos © = y, niin asia selvd. Olkoon = # y. Jos 7(z) = =(y), niin
a(z,y) = a(y, ) = 1, jolloin ehdotusmatriisin ¥ symmetrisyys takaa, etta

m(z)P(z,y) = m(2)V(z, y)o(z,y) = 7(y)¥(y, v)a(y, z) = 7(y) Py, z).
7(y)

Voidaan sitten yleisyytté loukkaamatta olettaa, ettd m(y) < 7(z), jolloin a(x,y) = o)
ja a(y,z) = 1. Nyt

~—

m(@)P(z,y) = (x)¥(z, y)a(r,y) = 7(@)V(y, w%)

=7m(y)¥(y,z) = 7(y)¥(y, v)aly, v) = 7(y) Py, ).

3

3

O

HuomAuTUS 6.1.2. Lemman 6.1.1 tuloksen paikkansapitdvyys ei tietenkdan ole
sattumaa, silli Metropolis-algoritmi on rakennettu varta vasten siten, ettd matriisista
P tulee kiidntyvi jakauman 7 suhteen (ks. esimerkiksi [21, s. 38]).
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HuomAuTUS 6.1.3. Metropolis-algoritmi voidaan yleistida tilanteisiin, joissa ehdo-
tusmatriisilta ¥ ei vaadita symmetrisyytta. Taméan niin kutsutun Metropolis—Hastings
-algoritmin (W.K. Hastings, 1970 [12]) siirtymé&matriisi voidaan kirjoitaa muodossa

\Ij('x’y)OZ(x)y)v I’?éy
6.2 P(x,y) = ’
(6.2) (,y) { 1—ZzeE\{x} U(x,2)a(z,z), =y
missi
m(y) ¥ (y,)
(63) og(x7y) = LA m(z)¥(z,y)’ W(J])\I/(x, y) >0 ‘
1’ W(I’)\I/(x, y) =0

Voidaan osoittaa, ettd myd6s talloin P on kddntyva jakauman 7 suhteen.

Todetaan vield seuraava kiintoisa seikka: Gibbs-otannan algoritmia voidaan pitda
Metropolis—Hastings -algoritmin erikoistapauksena (jossa hyviksymisen todennakdi-
syys on identtisesti yksi), kuten seuraava aiheesta hieman sivuraiteille menevd mutta
yleissivistdva lemma osoittaa.

LEMMA 6.1.4. Olkoon E ddrellinen tulomuotoinen konfiguraatioavaruus ja olkoon
m johonkin naapuripotentiaaliin V) listtyvin E-arvoisen Gibbsin kentdn jakauma. Jos
asetetaan V(z,y) = 7(ys | zs\(s)) Wz ~ y} kaikilla x,y € E, on Metropolis-Hastings
-algoritmin siirtymamatriisi (6.2) talloin muotoa

T(Ys | To\(s)), T~
P(x,y)zrs(:cjy)z{ O(y [ Z5\1) muui{en .

TobpisTus. Olkoot x,y € E, s € S ja x X y. Tilléin

Ty, 2) _ m(y) w2 ys\sy) 2aea, TA Tsvsy)
m(@)¥(z,y)  w(@) T(Ys, Ts\(s})  Dorea, TN Ys\(sp)
_ ) 7(@) Daea TN s\
(@) 7(Yy) Daen. TN zo\(s))

Siten a(x,y) = 1, kun < y. Jos puolestaan Ts\[s} 7# Ys\{s}, niin Lz Ry} =0, ja
siten myos w(z)V(z,y) = 0. On siis a(z,y) = 1 kaikilla z,y € E. Nyt jos x # y, niin
yhtélon (6.2) matriisi P saa muodon

P(z,y) = ¥(z,y)a(z,y) = 7(ys | zs\s3) Ua oy}
Koska lisiksi jokaiselle z € F

P(z,z)=1- Z U(z,z) =1— Z T [ 5\(s})

ZEE\{CU} )\EA\{$5}
= 1= (1= nla | i) = 7o |2 ),

yhtasuuruus P(z,y) = [s(x,y) pitee kaikilla z,y € E. d

6.2. Metropolis-algoritmin ja Metropolis-jaihdytyksen suppeneminen

Olkoon konfiguraatioavaruus E tasta lahtien jokin kiinnitetty darellinen epéatyhja
joukko. Paddytddn tarkastelemaan tilannetta, jossa yhtalon (6.1) siirtymématriisin
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hyviksymisen todennikoéisyydessd tasapainojakauma m korvataan kullakin hetkelld
n > 1 Gibbsin jakaumalla

Tr(n) = exp (= 76y

jonkin sopivasti valitun jadhdytysaikataulun (7'(n)),>1 C (0,00) ja funktion U : E — R
suhteen. On hyva huomata, etté koska E ei ole nyt vilttamétta tulomuotoa, jakaumiin
(Tr(n))n>1 kytkoksisséd olevaa Gibbsin kenttdd ei mydskddn vilttdmittd ole olemas-
sa. Metropolis-algoritmin etuna onkin, ettd funktioksi U voidaan valita miké tahansa
reaaliarvoinen funktio.

Maaritelldadn Metropolis-jadhdytysta vastaavan epidhomogeenisen Markovin ket-
jun siirtymématriisit (P,),>1 C Mpgxp asettamalla

Tr(n) (¥)
P (CL’ y) _ qj(Ly) (1 A ﬂzgni(z)>a T F#y,
7 1= ey Dnlz,2), z=y, ’

missé oletetaan, ettd symmetrinen matriisi ¥ € Mgy g on lisiksi pelkistymdton. Koska

) (V) _ Z7(n)
Trm)(T)  Zr(n)

exp (— U(y%zii(“'” ) = exp (— U(y%(—nr;u) ).

voidaan siirtyméamatriisi P, kirjoittaa myos eksplisiittisemmaéssid muodossa

_Uy)=U(z)
(6.4) Po(z,y) ={ W) (Lnexp (<2955, w2y
1 - ZzeE\{x} Po(z, 2), r=1Yy
Tavoitteena on todistaa yhtélon (6.4) siirtyméamatriiseja (P,),>1 vastaavalle Markovin

ketjulle

e suppeneminen tasapainojakaumaan 7y, kun T'= T'(n) = vakio
(Metropolis-algoritmi), ja

o jadhdytyslause, kun jaahdytysaikataulu (7'(n)),>1 toteuttaa tietyt ehdot
(Metropolis-jaahdytys).

Aloitetaan méérittelemélla liuta vakioita. Olkoon kaikille z,y € E luvut
I(z,y) :=min{k > 1: U¥(z,y) > 0}.

Ehdotusmatriisin ¥ pelkistyméttomyys takaa, ettd [(x,y) < oo kaikille x,y € E.
Olkoon lisdksi

Ti=max {l(z,y) :z,y € E} ja
U :=min{¥(z,y) : z,y € E,¥(z,y) >0}.
Erityisesti siten jokainen siirtymi x — y matriisin ¥ suhteen on mahdollista tehda

vihintddn 7 askeleella. Korvataan lopuksi Gibbs-jddhdytyksessi esiintynyt luku A
asettamalla

A :=max{U(y) — U(z) : ¥(z,y) > 0,2,y € E},
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joka tosin edelleen kuvaa maksimaalista lokaalia vardhtelyd. Oletetaan myds jalleen,
ettd A > 0.! Miiritellisin vield kunkin konfiguraation € E naapurien joukko aset-
tamalla

N(z):={yeE|y+#uzV(z,y) >0}
LEMMA 6.2.1. Konfiguraatioille x € E ja y € N(x) on voimassa
(6.5) Py(z,y) > dexp (— ﬁ) >0  kaikillan > 1.

On lisiksi olemassa konfiguraatio T € E ja luku & > 0 siten, ettd

(6.6) Pu(7,7) > 79(1 —exp (- %)) >0 kaikillan > 1.

(n

TobisTus. Jokaiselle z € E, y € N(x) jan > 1 piitee alaraja

P.(x,y) > W(m,y)(l Aexp ( — ﬁ)) > dexp (— ﬁ) > 0,

joten epdyhtdld (6.5) on tosi.
Koska U ei ole vakiofunktio ja koska ¥ on pelkistyméton, on olemassa konfigu-
raatiot & € Fy ja 2 € N (%), joille § :== U(z) — U(%) = U(2) — Upin > 0. Nyt

S Ry = Y U y)(1Aexp (- Lb@))

yeEN () yeN ()

<U(Ez)exp(—725) + Y, U(Ey)
yEN(@)\{=)

< U(#, 2) exp(— ) + (1 ~ (3, 7)) — U(, z))
<1—-U(z,2) (1 - exp(—%))
(6.7) <1- 19(1 - exp(—%)).

Epéyhtalod (6.7) soveltamalla voidaan nyt arvioida

P (2,3)=1— Y P&y =1- Y P&y

yeE\{z} yeN ()
>1—-1+ 19(1 — exp(—%))

_ 5
= 19(1 — exp(—m)) > 0,
joten myos epayhtilo (6.6) on tosi. O
Voidaan nyt todistaa kiintedd lampdotilaparametria vastaava suppenemistulos.

LAUSE 6.2.2 (Metropolis-algoritmin suppeneminen). Olkoon T'(n) = T > 0 kai-
killan > 1 ja P = P, € Mgxg kuten yhtdilossd (6.4). Tdlldin

TV ..
vP" — 7w  kaikilla v € Dpg.
1Koska ¥ on pelkistymétén, voidaan helposti osoittaa (samaan tapaan kuten Lemmassa 4.4.1),

ettd A = 0 ja vain jos U(z) = U(y) kaikilla 2,y € E. Oletus A > 0 tehtiin siitd syysté, ettd jos U
on vakiofunktio, suppenemistulokset 6.2.2 ja 6.2.5 eivit ole voimassa. (ks. [30, s. 184-185]).
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TobisTus. Ehdotusmatriisin ¥ pelkistyméattomyys takaa, ettd myos matriisi P
on pelkistyméaton. Lisdksi Lemman 6.2.1 nojalla on olemassa konfiguraatio z € F
siten, ettd P(Z,Z) > 0, joten P on myds jaksoton (|15, Exercise 4.2]). P on siten
primitiivinen Lauseen 3.1.14 nojalla. Koska liséksi mp on siirtymadmatriisin P yksika-
sitteinen invariantti jakauma (Lemma 6.1.1), Seuraus 3.4.8 antaa véitteen. t

Olkoon sitten (T'(n)),>1 C (0,00) jddhdytysaikataulu, jolle on voimassa seuraavat
oletukset:

n—0o0

e (T(n))n>1 on vihenevd ja T'(n) —— 0

TA
6.8 T(n) >
(6.8) « T =i
Merkitddn lisdksi jalleen kaikilla k£ > 1

Qk:PTk_l-‘rl"'PTka misséinyt Tk Z:l{'T,]{?:O,l,....

kaikilla n > ng jostain ng > 2 ldhtien.

LEMMA 6.2.3. On olemassa konfiguraatio T € E ja vakio C € (0,1) siten, ettd

T

min Qx(z, x) > katkilla k > 1.

zeE T

TobisTUs. Olkoon € E kuten Lemman 6.2.1 todistuksessa. Huomataan aluksi,
ettid koska exp ( — %) 2720, epéyhtilon (6.6) nojalla on olemassa luku ny > 1
siten, ettd
(6.9) P,(z,7) > 19(1 —exp (— %)) > dexp (- ﬁn)), kun n > ny.

Riittdvin suurilla n > 1 todennékdisyydelle P,(Z, %) on siis voimassa sama alaraja,
kuin todennékoisyyksille P, (x,y), missd y € N (z) (epayhtils (6.5)).

Todetaan, ettd konfiguraatio  voidaan saavuttaa ldhtien mistd tahansa konfi-
guraatiosta x € F tasan [(z,7) < 7 askeleella®. Epiyht#lon (6.6) nojalla on tdmiin
jalkeen mahdollista “levéitd” konfiguraatiossa & tasan 7 —I(z, ) ajanhetkeé. Jokaiselle
x € FE ja k > 1 on siten olemassa jono = 2 21 ... 2" = 7 joukon F konfigu-
raatioita siten, ettd Pr,_ (209, 20)) > 0 kaikilla j = 1,2,...,7. Ollaan siis saatu
osoitettua, ettd kaikille x € F ja k > 1 seké sopivasti valitulle polulle on voimassa

(6.10) Qu(x, %) > [[ Pr_ys(297,29) > 0.

j=1
Jos nyt (a) Tp—1 +1 >ny ja (b) T > np, kiyttdmalld epayhtaloita (6.5), (6.9) ja
(6.10) sekd jashdytysaikatauluun liittyvad oletusta (6.8) saadaan

v o @ A
%) > P . (]*1) (]) > 19 —
Qr(z,7) > 31:[1 T+ (277, 20) 2 E b ( T([k - 1]T+j))
A N\ (0 97
> - 7
= exXp ( T(k}T)) = k}T,

sila T([k — 17 +j) > T(kt) > kaikilla j =1,..., 7.

~ log(kT)

2Helposti nihdiin, ettd jos /@) (z, %) > 0, niin myds P - - - Piyi(e,z) (2, ) > 0 kaikilla i > 1.
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Ollaan siten saatu arvio mingcp Qx(z,Z) > 97 (k7)~! edellyttien, ettd ehdot (a) ja
(b) ovat voimassa. Muussa tapauksessa madritelldén
C:= mi}rjl {Qk(x, %) : ehto (a) tai (b) ei toteudu}.
e
k>1

Koska minimi otetaan yli dérellisen joukon ja epayhtdlon (6.10) nojalla Qg (x,Z) > 0
kaikilla z € E ja k > 1, niin C € (0, 1). Siten kaikille &k > 1 pétee

min Qg (x, %) > mln{C Z;} > v
-

el k’T
miks todistaa vaitteen. O

SEURAUS 6.2.4.
(P P,) =250 kaikilla i > 1.

TobisTus. Luvuille ¢(Qy) saadaan ylaraja kiyttamélla Lausetta 1.3.5 ja Lemmaa
6.2.3:

1
e(Qr) = 5 max [|Qu(r, ) = Quly, )| = max <1 - ;Qk(x, 2) A Qk(y,z>>
<1- Izle%zeZEQk r,2) N Qr(y, 2 <1—Z€ZEEI1€13Q:€ T, 2)
coT
<1 —mi ) <1-— .
<1 —minQk(z, 7) < -
Koska siten
- OO = 1
S = U5
k=1 k=1
véite saadaan kayttdmalla Lemmaa 3.4.12. U

LAUSE 6.2.5 (Metropolis-jaahdytys). Olkoon E ddrellinen konfiguraatioavaruus ja
(Po)n>1 C MEexg kaavan (6.4) mukaiset epihomogeenisen Markovin ketjun siirtymd-
matriisit. Oletetaan lisiksi, etta energiafunktio U : EE— R ei ole vakiofunktio, ja ettd
jaahdytysaikataululle (T'(n)),>1 C R\{0} on voimassa seuraavat oletukset:

o (T(n))ns1 on vihenevi ja T(n) 2= 0

. T(n)z -2
ogmn

kaikilla n > ng jostain ng > 2 lahtien.

Tdlloin ketju on vahvasti ergodinen;
vP-- P, 1y kaikilla v € D jai > 1,
missd g on tasajokauma joukon E minienergiakonfiguraatioiden osajoukossa Ej.
TobpisTus. Kéytetddn jalleen Dobrushinin lausetta 3.5.2 suppenemisen todista-

miseksi. Lauseen 3.5.2 oletukset ovat voimassa, silld

e ¢(P,---P,) ™=% 0 kaikilla i > 1 Seurauksen 6.2.4 nojalla

® Tr(n) P = mr(n) kaikille n > 1 Lemman 6.1.1 nojalla
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°> >, H?TT(n) — 7TT(n+1)H < oo Seurauksen 5.1.3 nojalla.

Koska lisaksi my = lim,, o 77 (n) Lauseen 5.1.1 nojalla, saadaan viite todistettua. [J

6.3. Optimaalinen vakio jidhdytysaikataululle

Sekd tdméan luvun ettd Luvun 5 jadhdytyslauseissa ei juurikaan kiinnitetty huo-
miota siihen, kuinka pieneksi jadhdytysaikataulun oletukseen

T(n) > @ (jostain ldhtien)

liittyva vakio ¢ > 0 voidaan valita suppenemisen takaamiseksi. Mitd suurempi vakio
c on, sitd suuremmalla todennédkoisyydella ketjun on mahdollista tehda energiaa kas-
vattavia siirtymid. Liian pieni ¢ puolestaan mahdollistaa ketjun juuttumisen lokaaliin
minimikohtaan. Kuten todettua, ensimmaisen arvion suppenemisen takaavalle vakiol-
le ¢ 16ysivat S. ja D. Geman [8]. Kyseiselle vakiolle NA, missd N on solmujen luku-
madra ja A maksimaalinen kahden konfiguraation energian erotus, jadhdytys on kéy-
tdnnodn kannalta usein aivan liian hidasta. Esimerkeksi tilanteessa, jossa N = 20000
ja A = 1, tarvitaan e1%°% iteraatiota limpétilan T = 0,5 saavuttamiseksi (kuten sa-
maisessa artikkelissa [8] todetaan). Artikkelin julkaisun jéalkimainingeissa pyrittiinkin
kuumeisesti 16ytaméain yha parempia ja terdvampid arvoja jadhdytysvakion arvoksi
monenkaltaisissa tilanteissa, kunnes lopulta B. Hajek osoitti vuoden 1986 artikkelis-
saan [11], ettd vakion ¢ suuruudelle on olemassa suppenemisen takaamiseksi riittiva ja
valttamattomaton ehto. Todistus on tehty tarkastelemalla jatkuva-aikaista vastinetta
diskreettiaikaiselle Markovin ketjulle. Koska tuloksen ja siihen liittyvien késitteiden
avulla voidaan melko suoraviivaisella tavalla havainnollistaa simuloidun jadhdytyksen
perusajatusta, esitelldfin ne vield lyhyesti timén luvun paétteeksi.

Olkoon ¥ € Mgy p symmetrinen ja pelkistymédton ehdotusmatriisi. Sanotaan, et-
td konfiguraatiot = ja y € E kommunikoivat tasolla h, jos joko x =y ja U(x) < h tai
on olemassa konfiguraatioita x # y yhdistava polku = = zg, z1,. .., 2, = y siten, etta
U(zi_1,2;) > 0 kaikille ¢ = 1,2,...,m, ja lisdksi U(z;) < h kaikilla ¢ = 0,1,...,m.

Ty ) T3 I

Kuva 6.1. Esimerkki jatkuvaksi laajennetusta jonkin energiafunktion
U graafista. Kuvassa x; € Ej,. (aito lokaali minimikohta), zo € Ey (glo-
baali minimikohta) ja z3 ¢ Ej,. (ep#aito lokaali minimikohta). Liséksi
nahddan, etta d,, = sup{d, : * € Ej,.\Fo}-



6.3. OPTIMAALINEN VAKIO JAAHDYTYSAIKATAULULLE 67

Sanotaan edelleen, ettd x € E on aito lokaali mimimikohta, mikili se ei kommuni-
koi minkdén sellaisen tilan y € E kanssa tasolla U(x), jolle U(y) < U(x). Tama
tarkoittaa, ettd jos x kuitenkin kommunikoi tilan y kanssa (jollain tasolla), jokais-
ta niitd yhdistdvid polkua kohden on oltava vdhintddn yksi polun alkio z € E| jolle
U(z) > Ul(x).

Maaritelladn sitten tilan z € F syvyys d,: olkoon d, pienin luku d > 0, jolle on
olemassa y € F siten, ettd U(y) < U(x) seki  ja y kommunikoivat tasolla U(zx) + d.
Lisdksi globaaleille minimikohdille z € Fj asetetaan d, := oo.

LAUSE 6.3.1. Olkoon (X,,)n>0 yhtdlon (6.4) siirtymamatriiseja (P,)n>1 C Mpxg
vastaava epihomogeeninen Markovin ketju Talloin kaikilla alkujakaumilla v € Dg

P, (X, € Ey) = Z vP -- % 1 jos ja vain jos
€ Fy

;exp<—%) = 00,

missd D = sup{d, : © € Ejoc\Eo} (ks. Kuva 6.1) ja Ejoe on joukon E aitojen lokaalien
minimikohtien osajoukko.

HUOMAUTUS 6.3.2. Luvusta 5 muistetaan, ettd termi exp ( ’(j)) voidaan tulkita
sellaisen (hetkelld n) tapahtuvan siirtymén hyviksymisen todenndkoisyydeksi, missi
energia kasvaa méadrélla ¢ > 0. Mitd suurempi Lauseessa 6.3.1 esiintyvd D on, sitd
herkemmin energiaa kasvattavia siirtymid hyviksytddn. Jos D on puolestaan hyvin
pieni, hyviksytdan kiytdnnossd ainoastaan energiaa viahentavid siirtymié, lokaaliin
minimikohtaan juuttumisen riski kasvaa.

HuoMAUTUS 6.3.3. Jos jddhdytysaikataulu on muotoa T'(n) = m jollakin

¢ > 0, Lauseen 6.3.1 nojalla ketju suppenee minimienergiatilojen joukkoon jos ja vain
jos ¢ > D. Néin on, silla

iexp(—%) :Zexp(—glogn> :in_lB =c0<=c>D.
n=1 n=2






LUKU 7

Tenttisaliongelma ja simuloitu jidhdytys kiytannossa

7.1. Tenttisaliongelman sanallinen kuvailu

Tarkastellaan suorakulmion muotoista M x N-ruudukkoa, jossa jokainen ruu-
tu vastaa tenttisalin yhtd istumapaikkaa. Oletetaan, ettid ldhestyvaian tenttitilaisuu-
teen on ilmoittautunut tenttijoitd L:84 eri tenttid varten, joita merkitddn symboleilla
A1, ..oy Ap. Tiedetadn lisdksi, ettd kuhunkin tenttiin A; on ilmoittautunut m; tenttijaa
siten, ettd kaikki tentin tekijit mahtumat saliin, ts. m; +--- +my < M N. Symbo-
lilla \p merkittdvien tyhjien paikkojen lukumé&ira on talloin MN — Ele m; > 0.
Halutaan sijoittaa eri tenttijit tenttisaliin vilpin estdmiseksi ja tyérauhan maksimoi-
miseksi mahdollisimman hyvin siten, ettd istumajirjestyksen x hyvyyttd mittaava
kokonaissakko (energia) H(xz) on mahdollisimman pieni. Kokonaissakkoa mittaava
sakkofunktio/energiafunktio H muodostuu seuraavien ehtojen perusteella:

I jos kaksi saman tentin tekijad ovat vierekkdin, sakko kasvaa 20 yksikkoa
IT jos kaksi eri tentin tekijad ovat vierekkiin, sakko kasvaa 7 yksikkoa
ITT jos kaksi saman tentin tekijda ovat perikkiin, sakko vihenee 1 yksikén
IV jos kaksi eri tentin tekijad ovat perdkkiin, sakko kasvaa 1 yksikon

V jos kaksi saman tentin tekijad ovat vinottain, sakko kasvaa 5 yksikkoa.

Tavoitteena on nyt

e muodostaa ongelmalle Metropolis-jadhdytyksen soveltamista varten sopiva
matemaattinen malli

e osoittaa, ettd laadittu malli toteuttaa Lauseen 6.2.5 ehdot

e pyrkid minimoimaan kokonaissakko H simuloidun jaadhdytyksen avulla.

7.2. Tenttisaliongelmaan liittyvin matemaattisen mallin muodostaminen

Lahdetadn liikkeelle mahdollisimman yleiselld muotoilulla ja todistetaan, etta
Lause 6.2.5 on voimassa tilannetta mallintavalle, sopivasti méaéritellylle Metropolis-
jaahdytyksen ketjulle. Taméan jalkeen kiinnitetdan lukuarvoja, tehddian simulointiko-
keita eri parametrien arvoilla ja tulkitaan lopuksi saatuja tuloksia.

Luonteva valinta M x N-paikkaista tenttisalia vastaavaksi solmujen joukoksi on

S:SMJV = {(Sl,Sg)EZQ|81E{1,2,...M},826{172,...,]\[}} CZQ,

jossa kukin s = (s1, s9) € S vastaa yhtd istumapaikkaa. Indeksi s; kertoo, milla rivilla
ja so milla sarakkeella kyseinen paikka sijaitsee. Olkoon sitten A = {A\g, A1,..., Az} CR
faasiavaruutta vastaava joukko, 1 < |L| < oo, missé

e arvo \o vastaa tyhjai paikkaa

e arvot \;,i = 1,2,..., L vastaavat eri tentteji.
Kiinnitetdan seuraavaksi luvut mg,mq,...,my € N siten, ettd Zi:o my = MN.
Kuten todettua, luvut my ilmaisevat tenttien (tai tyhjien paikkojen) lukumé&&ris.

69
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Konfiguraatioavaruudeksi eli istumajirjestysten joukoksi E asetetaan tuloavaruuden
A5 osajoukko

E={z:S—>A|#{s€S:x,=\}=my kaikilla k=0,1,...,L} C A®.

Vaikka ei-tulomuotoisen konfiguraatioavaruuden £ yhteydessi esimerkiksi faaseista ja
satunnaiskentistd puhuminen on jokseenkin mieletonté, energiafunktion rakentamista
varten tietyt Luvun 2 kisitteet osoittautuvat kuitenkin hyodyllisiksi. Valitaan joukolle
S naapurustojirjestelmi N = (Nj)ses médrittelemélld kaikille s € S naapurustot

N,={teS:0<|ls—t|]|. <V2}.

Solmun s € S naapureihin kuuluvat siis kaikki yhden pysty-, vaaka-, tai viistoaskeleen
pédssi olevat solmut. Joukon N alkioiden eli solmun s naapurien lukuméiri on siten
kolme, viisi tai kahdeksan solmun s sijainnista riippuen. Naapurustojirjestelmésta
N johdettuun klikkikokoelmaan Cx kuuluu nyt korkeintaan neljin solmun klikkeja.
Halutaan pitda malli yksinkertaisena rajoittamalla vuorovaikutusten méadras, joten
muodostetaan naapuripotentiaalista V = (Vi)cec,, paripotentiaali.

Tarkastellaan kahden solmun klikkien osakokoelmaa C, = {C € C : |[C] = 2}.

Jaetaan se edelleen kolmeen erilliseen osakokoelmaan Cy*k* CP¥*Y ja Cy™ siten, ett
Cyraka . — {{s,t} €Cy i |ls—tl|2=151—t] = 1} (vierekkdin olevat paikat)

oV = {{s,t} €Cy ¢ ||s— 1l = |82 — to] = 1} (piiillekkiin olevat paikat)

Cyne .= {{s, theCy:||s—tl|= \/5} (viistossa toisiinsa nidhden olevat paikat).

Voidaan oitis todeta, ettd jokainen C' € Cy; kuuluu tésmélleen yhteen néistd osa-
kokoelmista. Notaation yksinkertaistamiseksi maééritellisn sitten kullekin kaksiolle
{s,t} C S indikaattorifunktiot fss,g¢s 1 £ — R;

fsn(x) = ]l{xs =4 € A\{)\O}}
Gisy (@) = ]l{xS #+ Xy ja xg,m; € A\{Ao}}
Funktio fi,s ilmaisee, onko paikoissa s ja t samat tentit (1 = kylld, 0 = ei). Funktio
g(s#y puolestaan kertoo, ovatko tentit paikoissa s ja t toisistaan eridvit (1 = kylla,
0 = ei). Erityisesti siis molemmat funktiot antavat nollan, jos jompi kumpi paikoista
on tyhji, ts. s = Ao tai t = .
Madritelld&n nyt naapuripotentiaali V := (Vi)cee, asettamalla kaikille v € E

avaakaf{s,t} (x> + bvaakag{s,t}a C= {57 t} € Cgaaka

VC'<£L') - apystyf{s,t}(x) + bpystyg{s,t} (CL’), C= {S’ t} € CSySty
‘ avinof{s,t} (IL‘), C= {87 t} S C%IIHO ’
0, |Cl #2

missd parametrivektorin 0 := (Gyaaka, bvaaka, Apysty, Dpysty Avino) € R® koordinaatit ovat
ennalta madrattyja vakioita (ks. Taulukko 1). Potentiaalin V méadraaméksi energia-
funktioksi Uy valitulle 6 saadaan

(7.1) Up(z) = > Velo)+ D Vel@)+ > Ve(w)

Cecgaaka Cecgysty Cec;ino
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Ongelmanasettelussa esitelty sakkofunktio H vastaa nyt energiafunktiota Uy, missi
0 =1(20,7,—-1,1,5).

TAULUKKO 1. Energiaparametrien tulkinnat.

muutos energian muutoksen syy

Gvaaka  Kaksi saman tentin tekijdid ovat vierekkéin
byaaka  kaksi eri tentin tekijad ovat vierekkiin
Qpysty ~ Kaksi saman tentin tekijdd ovat perakkéin
bpysty  kaksi eri tentin tekijad ovat perakkéin
Gvino  kaksi saman tentin tekijda ovat vinottain

7.3. Metropolis-jidhdytysketjun matemaattinen kuvailu

Ryhdytaan seuraavaksi rakentamaan simuloitua jadhdytystd vastaavaa Markovin
ketjua. Aloitetaan méirittelemélld kutakin jérjestettyd solmuparia (o, ) € S? kohden
yhté vaihtoa vastaava kuvaus asettamalla @, 5 : £ — E;  ©ap(x) = (0a,p(T))ses,
missi

g, Joss=«
(@aﬁ(‘r))s = Tq, jOS s = 6
Ts, muuten.
Kuvaus x — ¢, g(x) siis vaihtaa konfiguraation = arvot kesken&dén solmuissa a ja 3 ja
jattaa muut solmut koskemattomiksi. Kéytetdan ehdotusmatriisin muodostamisessa
seuraavaa yksinkertaista algoritmia:
e olkoon Y, _; = x € FE jokin alkukonfiguraatio,
e poimitaan riipputtomat kaksi solmua «, 5 € S joukon S tasajakaumasta
e asetetaan Y, =y 1= p, 5(x).

Lopputuloksena on yhtd vaihtoa vastaava siirtyméamatriisi ¥ = [¥(z, y)|, jonka alkiot
voidaan kirjoittaa muodossa

(7.2) qxxay):=#{&m5)e‘92!¢m5@ﬁ==y}::Eimﬁ)ﬂ{wma@ﬂ==y}

#{(a, B) € 5%} |52
kaikilla z,y € E. Voidaan kirjoittaa myo6s eksplisiittisemmin
Zﬁ:o mj, i0s T =
(MN)2 ) J =Y
U(z,y) = W, jos (o, B) € S? s.e. w # pap(r) =y
0, muuten .

Perustelut:

e jos x = y, niin ¢, g(x) = y tdsmaélleen silloin, kun transpositio ei tee mi-
tddn, toisin sanoen x, = xg. Tulosdénnon nojalla tillaisia pareja (a, 5) on
m2 +m? + - -+ + m? kappaletta.

e Jos = ja y poikkeavat tdsmilleen kahdessa solmussa « ja 3, ainoat soveliaat
parit ovat (o, ) ja (5, «), joita on siis kaksi kappaletta.

e Jos z ja y poikkeavat useammassa kuin kahdessa solmussa, mikdén transpo-
sitio ei tuota siirtymaa xr — .
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LEMMA 7.3.1. U on symmetrinen joukon Mpgxg stokastinen siirtymdmatriisi.

ToDISTUS. Osoitetaan ensin, ettd W € Mgy p. Esityksestd (7.2) nahdédén heti,
ettda W > 0. Olkoon sitten z € E. Talloin

S W(a,y) = |S|ZZ > Hpasx) =y}

yeE yeE (a,B)€S2
=5 > > MYeasl) =y}
(o,B)€S2 yeE
1 |S?
= W Z ]l{gOa”g(.Z') c E} = W =1.
(o, 8)€S52

Siten ¥ € Mgy . Todistetaan seuraavaksi ehdotusmatriisin ¥ symmetrisyys. Olkoon
(o, B) € S% jax € E. Osoitetaan aluksi, ettii p, 509, g = idg, missé idg on identtinen
kuvaus joukolla F. Niin on, silld kuvauksen ¢, g méadritelméin nojalla

(Pa,5(T))s =T, s=a
(‘Pa,ﬁ(%ﬂ(l’)))s = (¢0,8(T))a = 15, 5=
(@a,5(2))s =z, s € S\{a, B}

Jos siis nyt ¢, () = y, niin yhtépitdvisti 0, 5(y) = Y s(Pas(r)) = ide(r) = .
Vilitén seuraus on, ettd {(a, 8) € S? | pas(x) =y} = {(a, B) € S? | as(y) = z}.
On siis U(x,y) = ¥(y, z), ja viite on siten todistettu.

LEMMA 7.3.2. U on pelkistymdton.

TobisTus. Matriisin ¥ pelkistymattomyys seuraa osoittamalla, ettd U on itse
asiassa primitiivinen: » := M N — 1 on riittavén iso luku, jolle ¥" on aidosti positii-
vinen.

Olkoon z jay € E. Numeroidaan solmut s € S luonnollisilla luvuilla 1,2, ..., r 4+ 1,
jolloin siis S = {1,2,...,r + 1}. Konstruoidaan sitten polku z(®, 21 . . 2" joukon
E konfiguraatioita, joille W (201 2()) > 0 kaikilla i = 1,...,r. Maéritelldin nima
konfiguraatiot rekursiivisesti asettamalla

20=2 ja 20 .= @aiﬁi(z(i_l)),

missi oy = i ja f; =min{s € {i,i +1,...,r +1}: 2"V = ¢} kaikillai = 1,... 7
Mita kdytdnnossa tehdddn on se, etté Jokalsella aika-askeleella etsitddn sen hetki-
sen tilan 20~ rajoittumajoukosta {zgifl) 11 < s <r+1} jarjestyksessid ensimmii-
nen sellainen solmu 3, jossa z(~1 vastaa tavoitekonfiguraation y arvoa solmussa i, ja
uusi tila 2 muodostetaan vaihtamalla konfiguraation z~1 arvot kesken#fin niissi
solmuissa (jos § = ¢, muutosta ei tapahdu). Lukijan harrastuneisuuden varaan jéte-
t#iin osoittaa, ettd jono (2V)_, C F on tilldin hyvin méiritelty, ¥ (20~ 20)) > 0
kaikilla s = 1,...,r ja 2(7) = y. Siirtymamatriisin U primitiivisyys — ja siten myds
pelkistymattomyys — seuraa nyt toteamalla, ettd

U (x,y) > H\I/(z(ifl),z(i)) > 0.
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Voidaan nyt médritelld Metropolis-jadhdytyksen siirtymématriiseja (P,),>1 vas-
taava ketju soveltamalla kaavaa (6.4) kaikille n > 1, missd ¥ méédrdytyy yhtalosta
(7.2) ja mpem) vastaa Gibbsin jakaumaa konfiguraatioavaruudella E energiafunktion
U = Uy (7.1) suhteen kiinnitetylle parametrivektorille § € RS. Jos nyt

e 0 on valittu siten, ettd Uy ei ole vakiofunktio®
e wiheneville jaihdytysaikataululle pitee T(n) ——= 0 ja

TA

T(n) > kaikilla n > ng jostain no > 2 lihtien, ?

ogn
niin Lauseen 6.2.5 oletukset ovat voimassa, ja siten siirtymadmatriiseja (P,) vastaava
epahomogeeninen Markovin ketju (Xo, X1, . ..) on vahvasti ergodinen. Erityisesti siten
kaikille alkukonfiguraatioille z € F

1/|E0’7 Yy € EU

P(Xn =y | Xo=1) — mo(y) = { 0 muuten

HuomAuTUs 7.3.3. Lausetta 6.2.5 voidaan siten soveltaa luonnollisesti myo6s tut-
kimusongelmaan liittyvin sakkofunktion H = Uo7 1,15 tapauksessa, kunhan on
olemassa alkiot x,y € F siten, ettd H(z) # H(y).

7.4. Empiiriset tarkastelut

Téssé kohdassa késitellddn tenttisaliongelman ratkaisemiseen tdhtddvad Metro-
polis-jadhdytyksen kiytdnnon soveltamista. Tehdidn yksinkertaistus ja merkitdan
A; = 1 kaikilla ¢ = 1,2,..., L. Tyhji paikka vastaa siis lukua 0 ja luvut 1,2,...,L
eri tenttejd. Tenttisalin koon ja koostumuksen valinnassa simulointikokeita varten oli
luonnollisesti melko runsaasti valinnanvaraa. Simulointeihin kiytettdvin ajan kont-
rolloimiseksi, ja toisaalta selkeyden vuoksi paddyttiin tarkastelemaan ensisijaisesti
seuraavanlaista tilannetta:

e 6 x 8ruudukko, jolle mg =21, m; =---=m3 =7 ja my = 6.
Toisistaan poikkeavia istumajirjestyksid on (ndinkin pienen salin) tapauksessa yh-

teensa
48!

21177 76!
Simuloinneissa kdytettiin energiafunktiota H = U307 —1,15) ja ehdotusmatriisia W
(7.2) logaritmisten jaahdytysaikataulujen (T'(n)),>1 ollessa logaritmista muotoa

T(n)

~ 2.64 - 10*" kappaletta.

— % aikillan > 1 jollekin ¢ > 0.

log(n + 1)
Simuloitu jadhdytys voidaan pysdyttdd periaateessa kahdella eri tavalla: voidaan jo-
ko maarata iteraatioiden médra etukiteen tai soveltaa tietynlaista ennalta madrittya
pysdyttamissadntoa; voidaan esimerkiksi terminoida algoritmi, kun energioiden muu-
tokset pysyttelevit ennalta sovitun kynnysarvon alapuolella riittavin pitkdan. Taméan
tutkielman simuloinneissa iteraatioiden méaarat kiinnitettiin ennalta.

10n huomattava, ettd funktion U, vakiona oleminen ei riipu pelkiistidin vektorista 6, vaan
myos konfiguraatioavaruuden FE rakenteesta. Esimerkiksi 4 x 4 -tenttisalille, jolle mg = |Ag] = 3
ja mi = |A\1| =1 Uy on vakiofunktio kaikilla 6 € R>, kuten helposti voidaan todeta.

Muistutus: 7 = max{l(z,y) : =,y € E}, missi l(z,y) = min{k > 1 : U¥(z,y) > 0} ja
A =max{U(z) —U(y) : ¥(z,y) > 0,z,y € E}.
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Koska kaikki kiytdnndssa tapahtuva simuloitu jidhdytys on direllisen ajan simu-
lointia, ja aiemmin todistetut suppenemislauseet takaavat ainoastaan rajalla tapah-
tuvan minimienergiatilojen joukkoon suppenemisen, joudutaan usein tyytymé&an ap-
proksimaatioihin. Pyritddnkin seuraavaksi simulointikokeiden avulla selvittdamaén,
minkéilaisia vaikutuksia energiafunktion U, jadhdytysvakion c, iteraatioiden masran
n, ehdotusmatriisin W ja konfiguraatioavaruuden E valinnalla on havaittaviin likiar-
voihin.

ala]lal=]= | =
o (ool |lo | O

Kuva 7.1. Kuvassa xg vastaa yleisesti kiytossa ollutta alkuarvoa; x
on lokaali minimikohta ja x5 on globaali minimikohta. Energiat ovat
H(zo) = 440, H(z1) = 3 ja H(xy) = 1.

7.4.1. Energiafunktion skaalaaminen ja jidhdytysvakion valinta. Olkoon
¢ > 0 logaritmiseen jadhdytys-aikatauluun (7'(n)),>; liittyva jadhdytysvakio. Ongel-
ma: miten annettu sakkofunktio H = U 7,-1,1,5) kannattaa skaalata, jotta dérellisen
monella Metropolis-jadhdytyksen iteraatiolla saataisiin mahdollisimman hyvia tulok-
sia (iteraatioiden maksimiméaéran ollessa kiinted)? Toisin sanoen, miten skaalausker-
roin o > 0 kannattaa valita simuloinnissa sovellettavalle energiafunktiolle U := aH?
Tarkastellaan energiaa méaérilla U(y) — U(x) > 0 kasvattavan siirtymén x — y hy-
viksymisen todennikoisyytta hetkelld n > 1:

exp ( — w> = exp ( _ a(H(y) — H(x))log(n + 1))
T(n c
= exp ( - W), missd 1T(n) = —loggi(j— Ty

Kéytannon kannalta on siten yhtapitavad kiyttda simuloinnissa energiafunktio/jaah-
dytysvakioparia (aH,c) tai paria (H,c/«). Skaalausvakiolla « ja jadhdytysvakiolla
c ei siis ole itsendistd merkitystd — ainoastaan niiden keskinaiselld suhteella. Ei si-
ten tarvitse erikseen tutkia lukujen c ja « vaikutusta simulointien lopputulokseen:
riittdd tehdd simulointeja jddhdytysvakion c eri arvoilla. Kun ¢ korvataan uudella va-
kiolla ¢/a, o < 1 siis mahdollistaa ketjulle alkuperdistd todennékoisempid energiaa
kasvattavia siirtymid painvastoin kuin o > 1.

Ennen simulointikokeita tarkastellaan vield energiaa kasvattavan siirtymén suu-
ruuden konkreettista vaikutusta hyviksymisen todennékoisyyteen logaritmiselle jaah-
dytysaikataululle.

Olkoon A(z,y) > 0 energiaa kasvattavaan (hetkelld n > 1 tapahtuvaan) siirty-
maidn r — y liittyvd energian muutos; ei oteta nyt kantaa siihen, mihin energia-
funktioon em. muutos liittyy. Metropolis-jadhdytyksen algoritmi hyviksyy siirtymén
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talloin todennikoisyydella

exp (— AT(?AZ)/)) = exXp ( - w log(n + 1)) = (n+ 1)"2@v)l/e,

Maéritelladn p(q,n) := (n + 1)79, missd ¢ = A(z,y)/c, jolloin voidaan kdtevisti
taulukoida eri suhteisiin ¢ € (0, 1] ja iteraatioméériin n > 1 liittyvid hyviksymisto-
dennikoisyyksid (Taulukko 2).

TAULUKKO 2. Energiaa kasvattavan siirtymén hyviksymisen todenné-
koisyydet p(g,n) iteraatioiden méérian n ja suhteen ¢ funktiona.

iteraatioiden lukumddra n
q 100 500 1000 2000 5000 25000 50000 10°

0.005 0.98 097 097 096 096 095 095 094
0.010 0.95 094 093 093 092 090 090 0.89
0.050 0.79 0.73 0.71 0.68 0.65 0.60 0.58 0.56
0.100 0.63 0.54 0.50 0.47 043 036 034 0.32
0.250 0.32 0.21 0.18 0.15 0.12 0.08 0.07 0.06
0.500 0.10 0.04 0.03 0.02 0.01 0.01 0.00 0.00
1.000 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

Jos A(z,y) = ¢, siirtymén hyviksymisen todenndkéisyys on korkeintaan luokkaa
0.01 ajanhetkestd n riippumatta (luvut on pyoristetty kolmen numeron tarkkuuteen).
Jos sen sijaan ¢ on 200-kertainen lukuun A(z,y) ndhden (¢ = 0.005), siirtymé hy-
viksytddn lahes varmasti vield sadantuhannenkin iteraation jalkeen. Kaytdnnon ti-
lanteissa, joissa kiiytettiivissii oleva laskenta-aika on rajoitettu (esimerkiksi n < 105)
eikd suppenemista minimienergiatilojen joukkoon voida siten taata, on jadhdytysva-
kio syyté valita siten, ettd nailtd dari-ilmioilta viltytdan. Tehdaddn kuitenkin seuraava
havainto: jos A(x,y) = D Lauseen 6.3.1 vakiolle D, algoritmin suppeneminen mini-
mienergiatilojen joukkoon toteutuu kuitenkin asymptoottisest: kaikilla Taulukossa 2
listatuilla suhteen ¢ arvoilla, silld ¢ < 1 implikoi vaaditun epayhtalén ¢ > D.

7.4.2. Simulointikokeita eri jaihdytysvakioiden arvoilla. Tehtiin simuloin-
tikokeita eri jadhdytysvakion c arvoilla tilanteissa, joissa kiytossd olevien iteraatioi-
den maksiméirien n annettiin vaihdella valilla 1000-20000. Alkutilaksi X, kussakin
simuloinnissa valittiin Kuvan 7.1 konfiguraatio xy (jota sovellettiin oletusarvoisesti
myos muissa tdmén osion 6 x 8 -tapauksissa). Jokaista paria (c¢,n) kohden simuloi-
tiin kymmenen polkua, joiden hetken n arvoista XT(LI), X,sz), e 7X7(110) € FE taulukoitiin
energioiden keskiarvot ja keskihajonnat;

0 () i () - U(X)
Ty - SV )\ E8 O U]

Tulokset on koottu Taulukkoon 3. Voidaan havaita, ettd arvoilla ¢ =1 jac = 3
saatiin hyvin samankaltaisia tuloksia. Nailld vakioilla simuloidut ketjut hyviksyivit
kiytannossa yksinomaan energiaa vihentivia siirtymii. Arvoa ¢ = 5 suuremmilla va-
kioilla erot alkavat nidkya jo selvemmin. Merkillepantavaa on, ettd jo arvon ¢ = 8
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TAULUKKO 3. Logaritmisen jddhdytysjonon vakion ¢ > 0 vaikutus
energiakeskiarvoihin.

n =1000 n =5000 n = 10000 n = 20000

c=1 122+42 73+£13 41£14 29+19
c=3 1565+£5H5 60+£27 35£14 3.0x+19
c=95 15230 7721 65£25 59£26
c=8 221+£52 127+£35 143+£48 10.5£3.8
c=10 228440 179+40 156+43 15.1+44
c=15 3414£99 281£89 229+5.1 25.6£99

ylittavat jaahdytysvakiot vaikuttavat antavan verraten huonoja tuloksia kaytetyilla
iteraatiomadrilla. Vakioita ¢ = 1, ¢ = 7 ja ¢ = 10 edustavien esimerkkipolkujen arvo-
ja eri ajanhetkilld on esitetty Kuvassa 7.3. Néitd samoja polkuja vastaavat energia-
graafit on esitetty Kuvassa 7.2, josta jadhdytysvakion vaikutus energiaa kasvattaviin
hyppyihin kiy melko selvisti ilmi.

50
|

40

30
|

20
|

10
|

0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 13000 20000

n n A‘ n

Kuva 7.2. Jadhdytysvakion c arvoja 1,7 ja 10 vastaavien simuloidulla
jadhdytykselld realisoitujen polkujen energiat aikavalilla n = 0-20000.

Muistetaan, ettd Lauseessa 6.2.5 esiintyvd arvo suppenemisen takaavalle jaah-
dytysketjulle on ¢ = 7A. Kéytetylle mallille voidaan paatella (ks. Kuva 7.4), etti
A = 61. Siten 7A on vihintddnkin 61. Viimeistddn jadhdytysvakiota ¢ = 60 vas-
taavan ketjun polun energiagraafi (Kuva 7.5, 500000 iteraatiota) osoittaa kouriin-
tuntuvasti, ettd nédin suurista vakioista ei ole vilttidmattd paljoakaan iloa kiytdnnon
kannalta. Koska toisaalta Lauseen 6.3.1 antavaa suppenemisen takaavaa optimaalista
vakiota D on hyvin hankala arvioida tarkasti, silld ainakin periaatteessa pitéisi tuntea
jokaisen mahdollisen konfiguraation energiat, hyvien tuloksien saamiseksi jouduttiin
turvautumaan yritys ja erehdys -menetelméan.

7.4.3. Ehdotusmatriisin ja alkukonfiguraation vaikutus. Kokeiden perus-
teella havaittiin, ettd jidhdytysketjun suppenemisnopeus riippuu monista eri tekijois-
td. Edellisessi alakohdassa néhtiin, kuinka dramaattinen vaikutus pelkistidin loga-
ritmisen jadhdytysaikataulun vakion valinnalla voi olla lopputulosten kannalta. My6s
tenttisalin koolla ja koostumuksella havaittiin olevan selvié vaikutuksia algoritmin ete-
nemiseen. Esimerkiksi kokoluokkaa 5 x5 oleville tenttisaleille suppeneminen globaaliin
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X20000

-

c=10

Kuva 7.3. Kuvan 7.2 energiagraafeja vastaavien polkujen arvoja eri
ajanhetkilld. Energiat jarjestyksessd vasemmasta ylikulmasta ldhtien:
7,5,4,4,7,12,6,6;16,27,15,5. Konfiguraatiot X; edustavat aikavalilld
0 — 20000 saavutettuja pienimmén energian tiloja; n = 20000, kun
c=1,7; n = 15440, kun ¢ = 10.
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r

Kuva 7.4. Maksimaalinen yhta W-siirtyméaa vastaava energian muutos
havannollistettuna: A = H(y) — H(z) =2-20+4-5+ 1 =61.

[
=
(o]

H(Xy)

100

015

Kuva 7.5. Viidensadantuhannen iteraation polku, ¢ = 60. Energia-
funktion graafista ndhdain, ettd polun konfiguraatioden energiat py-
syttelevit melko vakaasti 15 yksikon energiatason ylédpuolella.

minimienergiatilaan (mikéli lopputulos sellaiseksi voitiin todentaa) saatiin usein to-
teutettua jo alle viidelld tuhannella iteraatiolla. Sen sijaan 10 x 10 -kokoisen (epétrivi-
aalin) konfiguraatioavaruuden tilanteessa oli toisinaan vaikeuksia saada hyvié tuloksia
edes parilla sadalla tuhannella iteraatioilla (vakiosta ¢ riippumatta).
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My6s ehdotusmatriisin valinnalla havaittiin olevan silminndhtivai vaikutusta si-
mulointien lopputulosten perusteella. Jo pelkistdin Taulukon 3 ja Kuvan 7.2 johdat-
telemina voitaneen tehd& varovaisia paatelmid siitd, ettd kiytettdessd siirtymamat-
riisia W (7.2) energiaa kasvattavien siirtymien tarpeellisuus kelvollisia likimddrdisid
ratkaisuja etsittdessd joutuu jokseenkin kysenalaiseen valoon.

Padtettiinkin kokeilla ehdotusmatriisia, jolle energiaa kasvattavien siirtymien mer-
kitys nékyisi selvemmin. Tahén tarkoitukseen valittiin kahdessa naapurisolmussa
tenttien keskindisen vaihdoksen tuottava matriisi W:

(@B €S a~ s (@) = )
Vo) = e B e la~ By

missé siis @ ~ 3 tésmiilleen silloin, kun || — B|| . € {1,V2}.

5000 10000 15000 20000

KUVA 7.6. Ehdotusmatriisia U soveltamalla simuloitu 20000 iteraation
polku; ¢ = 7. Energiat jarjestyksessa ovat 19,17 ja 15.

Matriisia ¥ sovellettaessa riski juuttua suurienergiseen lokaaliin minimitilaan vai-
kutti selvisti kasvavan. Havaittiin myds, ettd jaadhdytysketjuilla tuntui olevan suuria
vaikeuksia asettaa saman tentin (Kuva 7.6). TA4méa on toisaalta ymmérrettévad, sil-
14 tenttien siirtdminen salin toisesta laidasta toiseen vaati nyt yhden sijaan useita
iteraatiota.

L]
Rt =
e g
= o
= 2] ol T
R L('J_
=g
[tn]
— q-_
) u e I B T T T T
’ Xra 0 5000 15000 9060 9100 9140

Kuva 7.7. Ehdotusmatriisia ¥ soveltamalla simuloitu 20000 iteraa-
tion polku “liian pienelld” vakiolla ¢ = 1. Tilanteessa on pyrit-
ty konkreettisesti havainnollistamaan lokaalin minimikohdan kirous:
X, =z valilld {1325,...,20000} lukuunottamatta lyhyttd ajanjaksoa
{9067, ...,9128}, jonka aikana puolestaan X,, = y. Ndiden konfiguraa-
tioiden energiat ovat lahes samat; H(x) = 50 ja H(y) = 51.
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Alkukonfiguraation valinnan merkitys #dérellisen ajan simulointien lopputuloksiin
vaikutti kokeiden perusteella riippuvan tilanteesta. Mitd padasiallisesti havaittiin oli
se, ettd alkukonfiguraatio tuhoutui tyypillisesti viimeistddn muutaman tuhannen ite-
raation aikana. Toisaalta esimerkiksi Kuvaa 7.7 katsomalla voidaan paatelld, etta
lokaaliin minikohtaan juuttumisen kannalta voi myds huonolla alkukonfiguraation va-
linnalla olla merkitysta.

7.5. Johtopaitokset

Téassd luvussa rakennettiin matemaattinen malli luvun alussa asetetulle tutki-
musongelmalle hyodyntamailld padasiassa kuvankisittelyyn ja Gibbs-jadhdytykseen
liittyvid késitteitd kuten naapurustot, klikit ja potentiaalit. Vaikka Gibbs-jaahdytyksen
soveltaminen ei tullut kyseeseen istumajirjestyksia edustavan konfiguraatioavaruu-
den rakenteesta johtuen, pystyttiin niin kuitenkin luontevalla tavalla muodostamaan
Metropolis-jddhdytykseen soveltuva, ehtoja [-V vastaava energiafunktio. Siirtymien
tekemiseen konfiguraatioiden vililld paddyttiin soveltamaan satunnaisia parittaisia
vaihtoja tekevid ehdotusmatriisia ¥ (7.2). Metropolis-jadhdytyksen kdyttoonottoa
varten tehdyt valmistelut osoittautuivat siis kohtalaisen vaivattomiksi.

Itse minimointi ja jidhdytyksen soveltaminen kiytdnndssd osoittautui kuitenkin
ongelmalliseksi, silld jo 10 x 10 -kokoisten tenttisalien kohdalla jouduttiin ongelmiin.
Siind missd pienten, 5 x 5 -kokoluokkaa olevien salien globaali optimointi onnistui
melko vaivattomasti dérellisessii ajassa (Kuva 7.8 (a)), isompien, epétriviaalien salien
yvhteydessd pelkkdd R-ohjelmaa kiyttamalla globaaleja minimikohtia kyetty jarkevés-
si ajassa tavallisesti 16ytamidn.?

Sen sijaan my0os suurempien salien tapauksissa onnistuttiin simuloimaan melko hy-
valtd niyttavid likimddrdisid matalan energian istumajérjestyksid (Kuva 7.8 (b)). Tél-
16in jouduttin kuitenkin kiyttdmé&an sellaisia jadhdytysvakioita, joilla asymptoottista
suppenemista ei voitu endd taata. Vaikka Lukujen 5 ja 6 jadhdytystd koskevat suppe-
nemislauseet ovat matemaattisessa mielessa ansiokkaita tuloksia, useissa konkreetti-
sissa tilanteissa teoreettisten jadhdytysaikataulujen noudattaminen takaa ainoastaan
erittdin hitaan suppenemisen [1, s. 4]. Simuloidun ja&dhdytyksen nopeuttamiseksi on-
kin olemassa monenlaisia keinoja, mikili ollaan valmiita luopumaan asymptoottiseen
suppenemiseen liittyvistd takuusta. Koska toisaalta monet néistd menetelmistéd ovat
monimutkaisia ja niiden kirjo on kohtalaisen suuri, ei niiden tarkempaan analysoimi-
seen saati soveltamiseen ollut tdmén tutkielman puitteissa mahdollisuutta.

Metropolis-jadhdytyksen kdyttdmiseen tenttisaliongelman yhteydessd liittyi siis
sekd hyvid ettd huonoja puolia. Tilanteissa, joissa tenttisalin rakenne oli yksinker-
tainen (viahén tenttijoitd suhteessa tyhjien paikkojen lukuméériéin) saattoi olla jopa
helpompaa 16ytaa ratkaisu kynalld ja paperilla simuloinnin sijaan. Toisaalta tilanteis-
sa, joissa salijarjestysten todentaminen matalaenergisiksi pelkélld silméalld oli vaikeaa
(paljon tenttijoita tyhjien paikkojen lukumé&érdén verrattuna), simuloitu jadhdytys
vaikutti tarjoavan joustavan ja melko pienelld vaivalla toteutettavan menetelmén —
vihintddnkin likim&irdisten ratkaisujen loytdmiseksi. Simulointikokeita tehdessd kévi

3Koska silmukoiden ajaminen R-kielelld on sen rakenteesta johtuen hidasta, laskenta-ajan sdiis-
tamiseksi on tapana kirjoittaa ne erillisiksi, R:n kautta ajettaviksi C/FORTRAN-kielisiksi ohjelmiksi
[23].
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kuitenkin selviksi, ettd yksinkertaisimmillaankin menetelmén menestyksekés sovelta-
minen vaatii kiirsivillisyytta ja sopivien parametrien valitsemiseen liittyvia paneutu-
mista.

_¥[]
o]o]oo]ofofo]o]o 1 [1] 1
o[ofo{ofofo]o]o]o 1 1] [
olofolofo]olo]o]o 1 1] 1]
(b) olojojojojojojolo 1 1
olofo{o]o]ofo]o]o 3 3 0 0
S ER ERE R ER N Em 3 3 0 0
NRARBARAE 3 o] ]
ARBEE 3 1] 1]
4 4 1] ]
HIE 4 1] 1]

-1(“ )‘::’.II“I] XI."|I][I¢I

Kuva 7.8. Kuva (a): 5 x5 -sali, 4 tenttis, 3000 iteraatiota, ¢ = 4. Ener-
glat ovat H(Xo) = 206,H(X500) = 77H(X1500) = 3,H<X3000) = 8.
Kuva (b): 10x 10 -tenttisali, 5 tenttid, 30000 iteraatiota, c = 6. Energiat:
H(Xo) = 9367 H(X5000) = —].17 H<X15000) = —19, H(Xg(]ooo) = —22.
Todetaan, ettd hyvén konfiguraation aikaansaamiseksi kuvan (b) tilan-
teessa tarvittiin noin kymmenkertainen méidra iteraatoita kuvan (a)
tapaukseen verrattuna.
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