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Taméan tutkielman tarkoituksena on osoittaa, etta jokaisella usean pelaajan yleisel-
14 summapelillé on olemassa vihintdan yksi Nashin tasapaino. Liséksi osoitetaan, etté
kahden pelaajan nollasummapeleisséd Nashin tasapainojen mukaiset pelaajien voitto-
jen odotusarvojen suuruudet ovat yksikasitteiset, ja ndytetddan kuinka kyseiset odo-
tusarvot voidaan ratkaista lineaarisen optimoinnin avulla.

Tutkielmassa méaritelladn yleiset summapelit kolmikkoina, jotka muodostuvat a4-
rellisestd méadrasti pelaajia, joista jokaiseen on liitetty dérellinen joukko. Néiden jouk-
kojen alkioita kutsutaan pelaajien puhtaiksi strategioiksi. Kolmikon viimeisen jdsenen
muodostaa jokaiselle pelaajalle erikseen méaritelty kuvaus edelld mainittujen strate-
gioiden joukosta reaalilukujoukkoon. Kyseinen kuvaus, eli hyotyfunktio, mallintaa pe-
laajan menestysté pelissid. Nollasummapeliksi peli mégritelldén silloin, kun héviajat
maksavat voittajille tietyn ennalta maardatyn méaéran rahaa.

Pelitapaa, jossa pelaajat valitsevat pelissa kaytettavian strategian jollakin kiinni-
tetylld todennékoisyydelld, sanotaan pelaajan sekastrategiaksi. Kaikkien sekastrate-
gioiden muodostama joukko osoitetaan konveksiksi. Konveksisuutta hyvéksikédyttien
todistetaan minimax-lause. Lauseen mukaan kahden pelaajan nollasummapeleissé pe-
laajien voitoilla on olemassa odotusarvoiset alarajat, jotka saavutetaan optimaali-
siksi strategioiksi kutsuttujen sekastrategioiden avulla. Minimax-lauseen takaaman
voiton alarajan sekéd optimaalisten strategioiden selvittdmiseksi kédytetddn simplex-
algoritmia, jolla voidaan ratkaista lineaarisia optimointitehtévia.

Yleisissd summapeleissi optimaalisten strategioiden yleistyksien muodostamia pe-
laajien strategiajoukkoja kutsutaan Nashin tasapainoiksi. Toisin kuin kahden pelaa-
jan nollasummapeleissé, yleisissd summapeleissd Nashin tasapainojen mukaiset voit-
tojen odotusarvojen arvot eivit aina ole yksikésitteiset. Brouwerin kiintopistelauseen
avulla ndytetdéan, ettd jokaisessa yleisessd summapelissd on oltava vahintdan yksi Nas-
hin tasapaino.

Avainsanat: algoritmit, lineaarinen optimointi, nollasummapelit, peliteoria, yleiset
summapelit
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Johdanto

Téassé tyossd tutustutaan kahden pelaajan nollasummapeleihin sekd monen pe-
laajan yleisiin summapeleihin. Nollasummapeleisséd pelaajat kilpailevat toisiaan vas-
taan ja pelin lopuksi havidjat maksavat voittajille tietyn ennalta méaaratyn méaran
rahaa tai muita hyodykkeitd. Nollasummapelit ovat yleisten summapelien erikoista-
paus. Yleisissd summapeleissi ei aina ole kyseesséd nollasummapelien kilpailullinen
tilanne, vaan pelistd ja sen lopputilanteesta riippuen voi olla mahdollista esimerkiksi,
ettd kaikki pelaajat jadavéit joko voitolle tai tappiolle.

Tutkielmassa etsitdén erityisesti keinoja pelata pelid siten, ettd pelaaja minimoi
mahdollisen havionsa pyrkien kuitenkin samalla maksimoimaan mahdollisen voitton-
sa. Kahden pelaajan nollasummapelien tapauksessa téllaisia pelitapoja kutsutaan op-
timaalisiksi strategioiksi. Yleisissd summapeleisséd ehdot tayttavat strategiat muodos-
tavat niin sanotun Nashin tasapainon. Sekd optimaalisten strategioiden ettd Nashin
tasapainojen olemassaoloa koskevat tulokset ovat keskeisessd asemassa peliteoriassa.
Niiden tdrkeydestd kertoo esimerkiksi teoksessa [4] optimaalisten strategioiden ole-
massaolo —tuloksesta kédytettdva nimitys "the Fundamental Theorem of Matrix Ga-
mes”, joka tunnetaan myos minimax-lauseena.

Pelaajien voitolle ja tappiolle rajat takaavan minimax-lauseen todisti ensimméi-
senéd John von Neumann vuonna 1928. Minimax-lause ja muita peliteorian tulok-
sia 10ytyy von Neumannin ja Oskar Morgensternin vuonna 1944 julkaistusta kirjasta
Theory of Games and Economic Behavior [24], joka lukeutuu peliteorian tutkimuksen
alkuaikojen merkittdvimpiin tuotoksiin. Minimax-lause yleistyy usean pelaajan ylei-
sille summapeleille, kuten John Nash osoitti artikkelissaan [13] vuonna 1950. Tadma
yleistys tunnetaan Nashin lauseena.

Ennen von Neumannia peliteoreettisia ongelmia oli tarkastellut esimerkiksi Emile
Borel, joka julkaisi vuosina 1921-1927 useita peliteoriaa kasittelevid artikkeleita. Ar-
tikkeleista kolme [1], [2] ja [3] on kiddnnetty englanniksi ja niissd on ratkaistu joitakin
kahden pelaajan nollasummapelien erikoistapauksia, kuten esimerkiksi Kivi, pape-
ri, sakset —peli. Borelin erés peliteoreettinen aikaansaannos on pelien merkintdtavan
formalisointi.

Peliteoriaa on sovellettu laajasti eri tieteisiin ja tarkoituksiin. Borel kasitteli esi-
merkiksi korttipelejé, kun taas von Neumann sekd Morgenstern keskittyivéit talous-
tieteen sovelluksiin. Taloustieteiden saralta on peliteoreetikoille, Nash mukaan lukien,
myonnetty Nobelin palkintoja [14]. Evoluutiobiologian tutkimukseen on John May-
nard Smith johtanut Nashin tasapainosta evolutiivisesti vakaan strategian késitteen
[11]. Toisaalta peliteoria soveltuu myos vuorovaikutusten ja padtosten [25] seké so-
dankdynnin [7] tutkimiseen. Peliteorian mallit vaativat usein niin paljon oletuksia ja
reaalimaailman tilanteiden yksinkertaistamista, ettd teorian mukaiset tulokset eivit
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taysin noudata empiirisissa tutkimuksissa havaittuja tuloksia. Joissain l&dhtokohtaises-
ti yksinkertaisissa pelitilanteissa, kuten jalkapallon rangaistuspotkuissa, on kuitenkin
saatu my0s peliteorian mallien mukaisia empiirisid tuloksia [16].

Téamén tutkielman tarkoituksena on perehdyttad lukija keskeisiin peliteorian ole-
massaolotuloksiin ja toimia suomenkielisené tukena peliteoriaan tutustuttaessa. Ole-
massaolotulosten osoittamisen lisdksi tyossa keskitytddn nollasummapelien ratkaise-
miseen, eli pelaajien optimaalisten strategioiden etsimiseen. Tarkastelemalla pelien
ratkaisemista lukija saa konkreettisen késityksen peliteorian hyodyntamisesté erilai-
sissa sovelluksissa.

Tutkielman ldhteind on kiytetty erityisesti Yuval Peresin luentomateriaalia [17],
von Neumannin ja Morgensternin teosta [24] seké Louis Brickmanin ja George Dantzi-
gin kirjoja [4] ja [6]. Tyohon perehtymisen kannalta vaadittavat esitiedot on pyritty
pitdméidn mahdollisimman yksinkertaisina. Lukijan tulisi tuntea hieman matriisilas-
kentaa, joka mahdollistaa Borelin merkintdjen kéyton. Lisdksi todennékoisyyslasken-
nan alkeet ovat avuksi. Tutkielman loppupuolen todistuksissa aputulokset saattavat
yksinkertaisuudestaan huolimatta olla raskaita osoittaa tai ne voivat olla aivan toi-
selta matematiikan osa-alueelta. Téllaisiin tuloksiin on usein viitattu ldhtein ja niihin
tutustuminen jatetddn lukijan oman mielenkiinnon varaan. Ty6ssd on myo6s viitattu
joihinkin kirjoittajan mielestd mielenkiintoisiin, tutkielman aihetta sivuaviin esimerk-
keihin.

Tutkielman ensimmaisessa luvussa maéaritelldan tutkimuksen kohteeksi rajatut pe-
lit. Luvun alussa mééritellaén yleisia pelien ominaisuuksia ja luvun loppupuolella kes-
kitytddn nollasummapeleihin. Toisessa luvussa tarkastellaan kahden pelaajan nolla-
summapelin optimaalisia strategioita ja pelin arvoa, jotka ovat keskeisid keinoja ku-
vata kyseisid pelejd ja niiden suotuisuutta pelaajille. Luvun péétuloksena osoitetaan
von Neumannin minimax-lause.

Kolmas ja neljas luku keskittyvéat kahden pelaajan nollasummapelien ratkaisemi-
seen eli optimaalisten strategioiden ja pelin arvon etsimiseen. Kolmannessa luvussa
tarkastellaan keinoja, joilla ratkaisut voidaan 16ytéaéd pelid kuvaavan voittomatriisin
ominaisuuksien avulla tai voittomatriisia pelkistdmaélld. Neljannessad luvussa johde-
taan keino 16ytéaa ratkaisu mille tahansa kahden pelaajan nollasummapelille. Taméa
perustuu von Neumannin ajatukseen pelien ja lineaaristen optimointiongelmien eli
lineaariohjelmien vilisestd yhteydesté, jonka George Dantzig lopullisesti muotoili ar-
tikkelissaan [5].

Kahdessa viimeisessé luvussa tarkastellaan monen pelaajan yleisid summapelejé,
eli sellaisia pelejé, joilta saattaa puuttua nollasummapelid méaarittelevd ominaisuus.
Jotta hyppéys tutkielman aiemman siséllon ja kahden viimeisen luvun osalta ei kévisi
lukijalle liian raskaaksi, aloitetaan viidennen luvun kasittely kahden pelaajan yleisilla
summapeleilld, joissa voidaan kayttdd kahden pelaajan nollasummapeleistd tuttuja
merkintoja. Luvun lopussa kdydaéan lapi samat asiat useamman pelaajan tapauksessa.
Viimeisessé luvussa osoitetaan Nashin tasapainojen olemassaolo n-pelaajan pelissa.



LUKU 1
Peleja maarittavit ominaisuudet

Peli muodostuu agenteista eli pelaajista, jotka tekevit valintoja tiettyjen vaih-
toehtojen sallimasta joukosta. Pelaajien valintojen perusteella méaraytyy pelin lop-
putulos, jota kuvataan pelaajien hydtyfunktioiden avulla.

Peleja on monen tyyppisid ja ne vaihtelevat esimerkiksi

e pelaajien lukumédran

kéytettavien vaihtoehtojen méaran
voitonmaksun ajankohdan

pelaajien pelin kulusta riippuvan tiedon mé#ran
pelaajien yhteistyon mahdollisuuden

mukaan.

Taman luvun tarkoituksena on tutustuttaa lukija esimerkkien avulla niihin tietoi-
hin, joita peleistd tarvitaan, jotta niiden matemaattinen tarkastelu olisi mahdollista.
Luvun alussa méiritelldsn keskeisid peleihin liittyvid késitteita. Jalkimmaéaisessa osas-
sa madritellddn nollasummapelit, jotka ovat keskeisessd roolissa varsinkin tutkielman
ensimmaiselld puoliskolla.

1.1. Pelit

ESIMERKKI 1.1 (Valitse kési). Téssé pelissd on kaksi pelaajaa. Pelaaja 1 toimii valit-
sijana ja pelaaja 2 arvuuttajana. Pelin aikana arvuuttaja piilottaa joko yhden kolikon
vasempaan kéteensd tai kaksi kolikkoa oikeaan kéteensd. Valitsija valitsee toisen ar-
vuuttajan késistd. Peli loppuu siten, ettd valitsija ansaitsee kaikki ne kolikot, jotka
arvuuttajalla olivat kyseisesséd kédessd. Nain ollen valitsija voittaa joko yhden kaksi
tai ei yhtédn kolikkoa. Vastaavasti arvuuttaja menettdd sen madrdn kolikoita, jotka
valitsija ansaitsee.

Kummallakin pelaajalla on vaihtoehdot V' eli "vasen kési”ja O eli "oikea kési”, joita
kutsutaan pelaajien puhtaiksi strategioiksi. Joukko {V, O} on kummankin pelaajan
puhtaiden strategioiden joukko. Pelaajan 1 voittamien kolikoiden méa#rda voidaan
mallintaa kuvauksella

0, kunzx#y
[AV,0} x{V,0} =R, f(z,y)=4q 1, kmaz=V=y
2, kunzx=0 =y,

jota sanotaan pelaajan 1 hydtyfunktioksi. Pelaajan 2 hyotyfunktio on

0, kunz#y
g{‘/aO}X{V>O}—>R7 g(x,y)z -1, kunz=V=y
-2, kunz=0=y.
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2| V O
1
\Y (1,-1) (0,0)
O (0,0) (2,-2)

TAULUKKO 1.1. Valitse kési -peli normaalimuodossa

(17'1)

(0,0)

(0,0)

(27'2)

Kuva 1.1. Valitse kési -peli ekstensiivisessd muodossa.

Pelien olennaiset tiedot eli pelaajat vaihtoehtoineen ja perusteet hyotyfunktion
médraytymiselle voidaan tiivistdd esimerkiksi taulukkoon. Taulukossa 1.1 rivien in-
dekseiné ovat pelaajan 1 mahdolliset valinnat ja sarakkeiden nimin&d on pelaajan 2
mahdolliset valinnat. Taulukon alkioina a;; on lukupareja, joiden ensimméinen luku
kertoo pelaajan 1 ja toinen pelaajan 2 hyotyfunktion arvon pelaajan 1 valinnalla ¢ ja
pelaajan 2 valinnalla j. Kyseessd on néin ollen esimerkin 1.1 peli.

Vastaavat tiedot voidaan esittdd myos puukuvaajana. Kuvassa 1.1 puun solmuna
on padtdsvuorossa oleva pelaaja ja kaarina ovat kyseisen pelaajan mahdolliset vaih-
toehdot. Seuraamalla tehtyja pa#atoksia padastddan viimeisiin solmuihin, joista 16ytyviét
hyotyfunktioiden arvot.

Taulukon 1.1 mukaista tapaa kuvata pelid kutsutaan pelin normaalimuodoksi.
Kuvan 1.1 mallintama tilanne on pelin ekstensiivinen eli laajennettu muoto.

HuomAuTUs 1.2. Pelin ekstensiivinen ja normaalimuoto sisdltdvét erimédran tietoa
pelistd. Normaalimuotoisessa pelissa ajatellaan, ettd pelaajat tekevét valintansa sa-
manaikaisesti tietdmétta toistensa valintoja, ja ettd voitonmaksu tapahtuu heti tdmén
jalkeen. Ekstensiivisella muodolla voidaan kuvata myo6s peliéd, jossa pelaajat tietavét
toistensa valinnat tai jossa he tekevét useita valintoja pelin aikana.

Maéaritelladn seuraavaksi tasméllisesti peliltd vaadittavat ominaisuudet.

MAARITELMA 1.3. Olkoon n € N. Talloin kokoelma &érellisia joukkoja Si,...,S, ja
kuvauksia f1,..., f,, missi

fi: Sy x--- xS, > Rkaikillai=1,...,n
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on n-pelaajan peli, jota voidaan kuvata kolmikolla (n, S, F'), missad S = (51,...,S5,) ja
F = (f1,..., fa). Joukko S; on pelaajan i puhtaiden strategioiden joukko, jonka alkiot
ovat pelaajan i puhtaita strategioita. Kuvaus f; on pelaajan @ hyotyfunktio.

ESIMERKKI 1.4. Méaritelmén perusteella esimerkin 1.1 Valitse kési —peli on kahden
pelaajan peli (n, S, F), jossa kyseisen esimerkin merkinnéin on

n=2,5=({V,0},{V.0}) ja F = (f.9).

MAARITELMA 1.5. Olkoon f : 57 x So — R pelaajan hyotyfunktio kahden pelaajan
pelissé. Talloin matriisi

A = a2 = [ 9)]555
on pelaajan voittomatriisi.

ESIMERKKI 1.6. Esimerkin 1.1 pelissd pelaajalla 1 on voittomatriisi

-

B- [_01 _02].

MAARITELMA 1.7. Olkoon kahden pelaajan pelissi pelaajan 1 voittomatriisi A =

ja pelaajalla 2 on voittomatriisi

[ai;]; 32, ja pelaajan 2 voittomatriisi B = [b;];;2,. Tallsin pelin normaalimuoto on
matriisi
C = leigliity = [(aij, bi)]i 2y

Normaalimuoto ja hyotyfunktioiden esittdminen voittomatriiseina mahdollistavat
pelin késittelyn matriisilaskennan keinoin ja sen vuoksi kyseistd muotoa kaytetdan
jatkossa. Merkinnoissd on pyritty Jyvéskyldn yliopiston matematiikan ja tilastotie-
teen laitoksen kursseilla Lineaarinen algebra ja geometria 1 ja 2 kiytossd olleiden
luentomonisteiden [19] ja [20] kanssa yhtéldiseen merkintétapaan.

1.2. Nollasummapelit

Kahden pelaajan nollasummapelisséd havidva pelaaja maksaa voittavalle pelaajalle
voiton madrdn. Useamman pelaajan pelissd voittajia ja maksajia voi olla enemmén
kuin yksi, mutta keskeistéd on ettd hyddykkeiden vaihtuminen tapahtuu ainoastaan
pelaajien valilla.

MAARITELMA 1.8. Olkoon kuvaus f; : S; X --- x S, — R pelaajan ¢ hyotyfunktio
kaikilla ¢ =1,...,n. Jos

> filx) = 0 kaikilla 2 € Sy x -+ X S,
=1

niin kyseessa on n-pelaajan nollasummapels.

HuomauTus 1.9. Olkoot kuvaukset f; : S7 x S5 — R ja fy : S1 x S5 — R pelaajien
1 ja 2 hyotyfunktiot. Kahden pelaajan nollasummapelisséd on voimassa

fi(z,y) = —fo(z,y) kaikilla x € S;,y € Ss.

ESIMERKKI 1.10. Esimerkin 1.1 peli on nollasummapeli, silld pelaajan 1 voittaa tasan
sen méaaran kolikoita, jonka pelaaja 2 haviaa.
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HuomAauTus 1.11. Koska huomautuksesta 1.9 seuraa, ettd kahden pelaajan nolla-
summapelissi pelaajien 1 ja 2 voittomatriiseille A = [a;];/2; ja B = [by];;Z, on
A=—Beli

Ai5 = _bij kaikilla ?;,j,
niin pelin esittdminen normaalimuodossa siséltdé yliméaréista tietoa. Pelin olennaiset
tiedot voidaan néin ollen tiivistdd yhteen matriisiin.

MAARITELMA 1.12. Sanotaan, ettd kahden pelaajan nollasummapelissi pelaajan 1
voittomatriisi on pelin voittomatriis.

ESIMERKKI 1.13. Taulukossa 1.1 esitetddn nollasummapeli normaalimuodossa. Ky-
seisen pelin voittomatriisi on A = [} 9], jolla tarkoitetaan taulukointia

2/V 0O
1

V 1 0°
o |0

HuomAuTUs 1.14. Kahden pelaajan nollasummapelin voittomatriisi siséltédd tiedon
kummankin pelaajan puhtaiden strategioiden lukuméérastd sekd hyotyfunktioiden
médraytymisestd. Taméan vuoksi téssd tutkielmassa rinnastetaan usein peli ja pelin
voittomatriisi toisiinsa. Télloin siis puhutaan pelistd A, kun tarkoitetaan pelin voit-
tomatriisia A.

Tutustutaan vield esimerkin avulla, millaisia kysymyksié peleistd voi nousta esiin.

ESIMERKKI 1.15. On luonnollista, etté esimerkissa 1.1 pelaaja 1 haluaa maksimoida
voittonsa. Hén toivoo voittavansa kaksi kolikkoa ja tekee valinnan O. Jos pelaaja 2
arvaa kyseisen valinnan tai pelid pelataan useita kierroksia ja oppii tdmén, voi hén
tehda valintansa siten, ettéd pelaaja 1 ei voita yhtdan kolikkoa. Téllaisessa tilanteessa
voisi pelaaja 1 yrittdd voittaa edes yhden kolikon valitsemalla puhtaan strategian
V. Pelaaja 2 voi arvata myos tdmén tai reagoida valintaan jatkossa, jolloin pelaaja
1 ei taaskaan voita mitddn. Kummalla tahansa valinnalla voi pelaaja 1 olla varma
ainoastaan siité, ettei tule havidm&aan mitdan.

Samassa pelissd voidaan olettaa, ettd koska pelaaja 2 ei voi voittaa, héan haluaa
hévitd niin vdhan kuin mahdollista. Y1la olevaa pédttelyd mukaillen voidaan tode-
ta pelaajan 2 voivan olla varma ainoastaan siité, ettei hén tule voittamaan yhtéén
kolikkoa.

Pelin lopputulos riippuu siis kummankin pelaajan osalta siitd, miten paljon vas-
tustaja tietdd tai arvaa pelaajan kayttaytymisesta. Peliteorian avulla pyritddn muun
muassa parantamaan arviota lopputuloksesta sekd vahentdméadn tiedon vaikutusta
peliin.
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Nollasummapelien arvo

Strategia kuvaa pelaajan toimintaa missi tahansa pelin vaiheessa. Tamén luvun
tarkoituksena on maéaéritella strategiat, joiden avulla nollasummapelin pelaajat voi-
vat ennakoida pelin lopputulosta riippumatta vastustajan kayttaytymisesta. Lisdaksi
kuvataan optimaalinen strategia, joka minimoi pelaajan riskid ja antaa néin ollen
turvarajan pelaajan menestykselle. Optimaalisten strategioiden avulla méaéritellddan
myo6s pelin arvo, joka on nollasummapelid kuvaava reaaliluku. Luvun lopussa osoite-
taan minimax-lause, jonka mukaan jokaisella nollasummapelilld on arvo ja pelaajilla
on aina olemassa optimaaliset strategiat.

2.1. Sekastrategiat

MAARITELMA 2.1. Olkoon joukko S = {s1, s9, ..., s,} pelaajan puhtaiden strategioi-
den joukko. Merkitddan pelaajan puhdasta strategiaa s, vektorilla

. _ T n
Xk.—X—[l'l,l'Q,...,l'n} ER,
jossa

ri=1kuni =k ja

x; =0, kun i # k.
ESIMERKKI 2.2. Esimerkissd 1.1 pelaajan 1 puhdasta strategiaa V vastaa vektori
X; = [1 O}T ja puhdasta strategiaa O vektori xy = [0 1}T.

MAARITELMA 2.3. Olkoon joukko S = {s1, s9, ..., s,} pelaajan puhtaiden strategioi-
den joukko. Pelaajan kaikkien mahdollisten sekastrategioiden joukko on

An: {X: [{L‘l,Ig,...,ZEn}TGRnImiZO)Z:EZ-::[}.
=1

Joukon A,, alkiovektorit ovat pelaajan sekastrategioita, joiden alkiot x; vastaavat to-
dennékoisyyksia, joilla pelaaja valitsee strategiat s;.

ESIMERKKI 2.4. Esimerkisséd 1.1 pelaajan 1 sekastrategia [%1 %JT vastaa taktiikkaa,
jossa pelaaja 1 tekee valinnan V todennékoisyydella }l ja valinnan O todenndkéisyy-

dell& %.

Sekastrategioiden hyoty on, ettd niiden mukanaan tuoma epavarmuustekiji vé-
hentéé tiedon ja oppimisen merkitysta pelissé.
ESIMERKKI 2.5. Oletetaan pelaajan 1 kdyttdvian esimerkin 1.1 pelissd sekastrategiaa

[1 —p p]T. Jos pelaaja 2 pelaa puhdasta strategiaa O, hin hévida kaksi kolikkoa
todennékoisyydelld p € [0, 1], jolloin hdnen odotusarvoinen héviénsé on 2p kolikkoa.
Jos pelaaja 2 pelaa puhdasta strategiaa V, on hinen odotusarvoinen hévionsa 1 — p.

7
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Jos pelaaja 2 tuntee pelaajan 1 strategian, niin hévitdkseen mahdollisimman v&-
hén pelaaja 2 pyrkii valitsemaan strategiansa siten, ettd se on pienempi luvuista 2p
ja 1 —p. Toisaalta, jos pelaaja 1 tietédd, ettd hidnen valitsemansa strategia tullaan aina
arvaamaan, hén voi paatella vastutajansa strategian. Vastatakseen siihen pelaaja 1
haluaa méaarittaa todenndkoisyyden p siten, ettd se maksimoi lukua min{2p, 1 — p}.
Koska

2 1
min{2p, 1 — p} < 3 kun p # 3
. . 2 1
ja min{2p,1 —p} = 3 kun p = 3
niin max min{2p, 1 — p} = % Siten, jos pelaaja 1 pelaa sekastrategiaa [% %]T, hén

voittaa odotusarvoisesti % kolikkoa jokaisella kierroksella.

Vastaavasti voidaan péaételld pelaajan 2 odotusarvoinen tappio. Pelaaja 2 kayttasa
sekastrategiaa [1 —q q}T, missi ¢ € [0, 1] kuvaa todennikoisyyttd. Pelaaja 1 pyrkii
valitsemaan suuremman luvuista 2q ja 1 — ¢ maksimoidakseen oman hyttynsa. Ha-
vitdkseen mahdollisimman vahén pelaaja 2 valitsee luvun ¢ siten, ettd se minimoi
luvun max{2q, 1 — ¢}. Koska arvo

. 2
minmax{1l — ¢,2q} = 3
saavutetaan, kun ¢ = %, on pelaajalle 2 suotuisaa kidyttda sekastrategiaa [% %]T

Kyseiselld strategialla pelaaja 2 odotusarvoisesti hdvidé niin vahén kuin mahdollista,
eli % kolikkoa kierrosta kohti.

Esimerkissd huomattiin, ettd sekastrategioita kayttéden pelin lopputuloksesta saa-
tiin kummankin pelaajan tapauksessa suotuisammat arviot kuin puhtaita strategioita
kéaytettdessd. Esimerkistd voidaan myos tehdé havainto, ettd pelaajan 1 odotusarvoi-
nen voitto vastasi pelaajan 2 odotusarvoista tappiota.

2.2. Kahden pelaajan nollasummapelin arvo

m,n

MAARITELMA 2.6. Olkoon A = [a;;;"7Z,

matriisi. Pelaajan 1 hyotyfunktion
f1 : Sl X SQ — R
odotusarvo sekastrategioilla x € A, jay € A,, on

Efl = XTAy = Z Z TiQijY;-

i=1 j=1

kahden pelaajan nollasummapelin voitto-

HuomauTus 2.7. Koska kyseesséd on nollasummapeli, niin pelaajan 2 hyotyfunktion
odotusarvoksi saadaan edeltavan maaritelman merkinnoin luonnollisesti

Ef; =—-Efi.

MAARITELMA 2.8. Olkoon A mielivaltainen kahden pelaajan nollasummapelin voit-
tomatriisi. Strategia x € A,, on pelaajan 1 optimaalinen strategia, jos

min X Ay = max minx’ Ay
yEA, XEA, YEA,
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ja strategia y € A, on pelaajan 2 optimaalinen strategia, jos

max x? Ay = min maxx’ Ay.
XEAM, YEAR XEA,

MAARITELMA 2.9. Kahden pelaajan nollasummapelin A arvo on luku v € R, jolle

on voimassa
max minx’ Ay = min maxx’ Ay = v.

XEAm yEA, YEAR XEAm
ESIMERKKI 2.10. Esimerkin 2.5 perusteella Valitse kési —pelissé pelaajalla 1 on opti-
maalinen strategia [% %}T, pelaajalla 2 on optimaalinen strategia [% %}T ja pelilla
on arvo 2.

3
2.3. Von Neumannin minimax-lause
Minimax-lauseen mukaan jokaisella kahden pelaajan nollasummapelilld on arvo.
Lauseen osoittamisen apuna kéytetdédn sekastrategioiden joukon ominaisuuksia.

MAARITELMA 2.11. Joukko K on konveksi, jos jana, joka syntyy yhdistettiessa mitka
tahansa kaksi joukon K pistettéd, on kokonaisuudessaan joukon K osajoukko. Toisin
sanoen silloin, kun on voimassa

{pa+ (1 —p)b:pel0,1]} C K kaikilla a,b € K.
LEMMA 2.12. Konwveksien joukkojen leikkaus on konveksu.
Tobistus. Olkoot A ja B konvekseja joukkoja. Jos AN B ei ole konveksi, niin on
pisteet z,y € AN B ja luku p € [0, 1] siten, etta
{pr+ (1 —-plyr ¢ ANB.
Talloin
{pr+ (1 —ply} ¢ A tai {pz+ (1 —p)y} ¢ B,
eli toinen joukoista A tai B ei ole konveksi, miké on ristiriita. U

LEMMA 2.13. Sekastrategioiden joukko

An:{x:[xl,...,xn]TGR”:xiEO,inzl}C]R”

i=1
on rajoitettu, suljettu ja konveksi.

Tobistus. Joukko A,, on rajoitettu, silld se siséltyy yksisédteiseen, n-ulotteiseen sul-
jettuun palloon.

Joukko A = {z € R": " | x; = 1} on suljettu, silld se siséltdd kaikki reunapis-
teensd. Jos nimittéin olisi joukon A reunapiste y € R*\ A={x e R":>""  x; # 1},
niin valitsemalle sédde r siten, etté

O<r<

Y

I Zyi
i=1

olisi avoimelle pallolle B™(y,r) voimassa
B™(y,r)NA# 0,

mik& on ristiriidassa reunapisteen mééritelmén kanssa.
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Joukko B={z € R": x; > 0,i=1,...,n} on suljettu. Koska joukko A,, = ANB
on suljettujen joukkojen leikkaus, niin myos se on suljettu joukko.
Olkoot s,t € A, ja olkoon k € [0,1]. Talloin ks; + (1 — k)t; > 0. Liséksi
S (ksi+(L—k)t) =k> si+(1—k)Y ti=kl+(1—-k)l=1
i=1 i=1 i=1
Néiin ollen pisteiden s ja t vilinen jana on joukon A,, osajoukko, joten A,, on konveksi.
O

Seuraavan lemman mukaan origo ja konveksi joukko, joka ei sisélla origoa, voidaan
erottaa jonkin hypertason eri puolille.

LEMMA 2.14. Olkoon joukko K C R™ on suljettu ja konveksi. Oletetaan lisdksi, ettd
origo et kuulu joukkoon K. Tdlloin on olemassa vektori z € R™ ja luku ¢ € R siten,
ettd 0 < ¢ < z'v kaikille vektoreille v € K.

Tobistus. Olkoon K C R” viitteen oletusten mukainen suljettu ja konveksi joukko
ja olkoon B™ = {z € R" : ||x|| < R} suljettu R-siiteinen pallo. Joukkoleikkaus
A = K N B" on tillsin suljettu, silld se on suljettujen joukkojen leikkaus. Lisiksi
joukko A on rajoitettu, silld suljettu pallo B™ on rajoitettu. Niin ollen joukko A on
kompakti.

Normikuvaus f : A — [0,00[ : v — ||v]| on jatkuva ja reaaliarvoinen. Jatkuva
kuvaus saavuttaa infimuminsa jossakin kompaktin joukon pisteessi [21, s. 44]. Niin
ollen jollekin joukon K vektorille z on voimassa

I/l = inf [Iv]l

Valitaan luku ¢ = £||z||> > 0. Tarkoituksena on osoittaa, etté epiyhtdld ¢ < z’v
on voimassa mille tahansa vektorille v € K.

Koska pisteet v ja z ovat konveksin joukon K alkioita, niin kaikille luvuille € €
(0,1) pétee konveksin joukon méaéritelmén mukaan ev 4+ (1 — €)z € K. Aiemmal-
la asettelun johdosta tiedetéén, ettéd kaikista joukon K vektoreista pienin normi on
vektorilla z, ja siten saadaan

l2]|* < [lev + (1 — e)z||”.

Koska z''z = Z 22 = ||z|[?, niin edeltivisti pasttelystd saadaan epiyhtilo
i=1

7277 < EVIv 4 2e(l —e)viz + (1 —€)’2’ 2,
josta saadaan termejé siirtamalld
0<eviv—22"z2+ez"z+2vliz — 2esz7
ja edelleen termeja siirtden ja yhdistden saadaan
—e(viv+z'z—2viz) <2(vlz — z"2).
Suoritetaan raja-arvotarkastelu. Kun luku e ldhestyy nollaa, saadaan

0<vliz—2"z.
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Vakio c oli valittu aidosti positiiviseksi. N&in ollen on voimassa
z'v=vlz>z"z=|z||* =2c>c
kuten haluttiin. O

LEMMA 2.15. Olkoot joukot X ja 'Y suljettuja ja rajoitettuja joukon R™ osajoukkoja
ja kuwvaus f: X XY — R jatkuva. Tdlloin

<
max min f(z,y) < min max f(z, y).

TobisTus. Karteesisen tulon pisteparille (z*,y*) € X X Y on infimumin ja supremu-
min maéaaritelmien perusteella voimassa

inf f(x*,y) < f(z*,y*) <sup f(z,y").
yey zeX
Néin ollen epéayhtalo

mf flz*y) < Slel)I?f(-iU YY)

on voimassa milla tahansa muuttUJan x* € X arvolla, joten epayhtilon vasemmasta
puolesta voidaan ottaa supremum siten, ettd kdydaan muuttujalla z* lapi joukko
X. Vastaavasti epayhtélon oikealta puolelta voidaan ottaa infimum joukossa Y, silld
epayhtélo toteutuu milld tahansa muuttujan y* € Y arvolla. Naistd saadaan

sup mf flz,y) < mf Sup flz,y).
reEX YE

Koska kuvaus f on jatkuva ja joukot X ja Y ovat suljettuja ja rajoitettuja, saavute-
taan kuvauksen dériarvot ja viimeisin epayhtélé voidaan kirjoittaa muodossa

<
maxmin f(z,y) < min max f(z, y),

kuten vaitettiin. O

Nyt osoitetaan luvun péétulos eli pelin arvon olemassaolo.

LAUSE 2.16. Von Neumannin minimaz-lause. Olkoon A m xn voittomatriisi ja olkoot
Ap={xeR":2; >0, i =1} ja A, ={y € R" 1 y; > 0,377, = 1} kahden
pelaajan kaitkkien sekastrategioiden joukot. Tdlloin

max min X Ay = min max x Ay
XEAm YEA, YEA, XEA,,

Tobistus. Kaikkien sekastrategioiden muodostamat joukot A,, ja A, ovat lemman
2.13 mukaan rajoitettuja ja suljettuja. Kuvaus f : A,, x A, — R,

fx,y) =x"Ay

on reaaliarvoinen funktio, joka on jatkuva kummankin muuttujan x ja y suhteen.
Néin ollen lemman 2.15 mukaan on voimassa epéayhtalo

max min x’ Ay < min max x’ Ay. (2.1)
XEA, YEA, yEA, XEA,

Osoitetaan epéayhtéld

max min x’ Ay > min max x Ay
x€EAm yEA, YEAR XEAR,
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antiteesin avulla. Viitetdan, ettd on olemassa reaaliluku A € R, jolle on voimassa

max min 27 Ay < A < min max x’ Ay.

XEAm yEAR YEA, XEAp,
Maéaritelladan uusi peli, jolla on m X n-voittomatriisi A siten, ettd sen alkioille on
voimassa a;; = a;; — A, missé alkiot a;; ovat oletuksessa asetetun voittomatriisin A
alkioita. Télle uudelle pelille pétee

max min x’ Ay < 0 < min max x’ Ay. (2.2)

XEA, YEA, yEA, XEA,,
Jokaista pelaajan 2 sekastrategiaa y € A, vastaa niin sanottu voittovektori fly e R™.
Méaritelldéan joukko K, jolle on

K:{u:fly—{—veRm:yeAn,veRm,vi20}.

Lemmassa 2.13 osoitettiin, ettd kaikkien sekastrategioiden joukko A, on suljettu,
rajoitettu ja konveksi.

Joukko K on suljettu ja konveksi. Se on suljettu, silld se on muodostettu suljettu-
jen joukkojen leikkauksena ja kuvaamalla suljettuja joukkoja jatkuvilla kuvauksilla.
Konveksisuus voidaan osoittaa esimerkiksi huomaamalla, ettéd lineaarikuvaukset, jol-
lainen voittomatriisi A on, kuvaavat suorat suoriksi, ja siten my0s suorien osajoukot
eli janat sailyttavit muotonsa. Néin ollen joukko {Ay : y € A,} on my6s konveksi.
Lemman 2.12 mukaan konveksien joukkojen leikkaus on konveksi, jolloin joukon A
on oltava konveksi.

Joukko K ei voi siséltaéd nollavektoria. Muuten olisi olemassa sekastrategiay € A,
siten, ettd Ay < 0, jolloin ehto x € A,, johtaisi tulokseen xT Ay < 0 kaikilla x € A,,.
Tama olisi ristiriidassa epayhtéilon (2.2) oikean puolen kanssa.

Néin ollen joukko K toteuttaa lemman 2.14 oletukset, jolloin on olemassa vektori
z € R" ja reaaliluku ¢ > 0 siten, ettd 0 < ¢ < z' w kaikille vektoreille w € K. Pétee
siis

2 (Ay +v) > ¢ > 0 kaikille y € A,,,v € R™, v; > 0. (2.3)

Nyt on oltava z; > 0 kaikilla 7. Jos olisi z; < 0 jollakin j, niin olisi mahdollista

valita voittovektori y € A,, siten, ettd pétisi

m
2 (Ay +v) = 2" Ay +z"v = 2" Ay + Z ziv; < 0,
i=1
miké ei epayhtélon (2.3) perusteella ole mahdollista. Viitetty negatiivinen arvo saa-
daan asettamalla komponenteille v; = 0, kun ¢ # j ja annetaan komponentin v; kasvaa
rajatta. Toisaalta, jos vektori z olisi nollavektori, eli sen kaikki komponentit saisivat
arvon nolla, olisi tdmékin ristiriita ehdon (2.3) kanssa.

Siispé ainakin osan vektorin z komponenteista z; on oltava aidosti positiivisia ja
loppujen téytyy saada arvo nolla. T&ll6in summan s = )" | z; on aidosti positiivinen
ja pitee x = 1[z1,..., 2,7 = 22" € A,,. Kéyttéen epéyhtilod (2.3) valinnalla v = 0
olisi voimassa

T c
X Ay > g >0
kaikille sekastrategioille y € A,,, mikéd on vastoin epayhtélon (2.2) vasemman puolen
oletusta.
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Koska antiteesissé asetettu epéayhtaloketju

max min x’ Ay < A < min max x’ Ay
XEA, YEA, yEA, XEA,

johtaa ristiriitoihin itsensé kanssa, on antiteesi kumottava ja télloin pétee

max min x’ Ay > min max x’ Ay. (2.4)
xXEAm yEA, YEAL XEAR,

Lauseen viitteen yhtdsuuruus

max min x’ Ay = min max x’ Ay
XEARm YEA, YEA, XEA,

on voimassa epayhtéloiden (2.1) ja (2.4) perusteella. O

SEURAUS 2.17. Kahden pelaajan nollasummapelissi on aina optimaaliset strategiat
pelaajille 1 ja 2.

TobisTus. Minimax-lauseen mukaan jokaisessa nollasummapelissé on olemassa luku

v siten, etta

max min x’ Ay = v = min max x’ Ay.
XEA, YEA, YEA, XEA,;,

Voidaan siis valita strategiat x € A, jay € A, siten, ettd

min X’ Ay = max min x’ Ay

YEA, XEA, YEA,
ja
max x’ A¥ = min max x’ Ay,
xEAM, YEAL XEA,
jolloin X ja y ovat médritelméan mukaan optimaalisia strategioita. 0

LAUSE 2.18. Olkoon A nollasummapelin voittomatriisi. Tdlloin seuraavat ovat yhtd-
pitavia:
(i) Strategia X on pelaajan 1 ja strategia y pelaajan 2 optimaalinen strategia.
(ii) On olemassa luku v € R siten, ettd

X' Ay > v kaikille y € A, (2.5)
xT Ay < v kaikille x € A, (2.6)

ja
v=%x"Ay. (2.7)

(ili) On olemassa luku v € R siten, ettd

)ETij > v kaikille j =1,...,n,

x] Ay < v kaikillei =1,...,m
Jja
v =% Ay,

kun vektorit y; ja x; ovat esityksen 2.1 mukaisia puhtaita strategioita,
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TobisTtus. Olkoot X ja y optimaaliset strategiat. Télloin méaritelméan mukaan on

min X’ Ay= max min x’ Ay
yEA, XEA, YEA,

ja
max X! Ay = min max x’ Ay.
XEAM, YEAL XEAN,
Lauseen 2.16 perusteella on

min X’ Ay= max x’ Ay.
yEAn XeAnL

Merkitdaéan pelin arvoa kirjaimella v := max miAn xT Ay, jolloin
XEAmMm YEA,

xTAy < v < X' Ay kaikilla x € A,,,y € A,..
Valitsemalla x = X ja y = y saadaan
X' Ay <wv <x'Ay,

joten
v =% Ay.
Toisaalta, jos strategiat X ja ¥ tayttavit ehdon (ii), niin
max x! Ay (2611 .

XEAm
Edellisten perusteella, ja koska x € A,,, saadaan

(2.5)
max X' Ay =v < X' Ay < max x! Ay kaikilla y € A,,.

XE€EAmM XEAm
Siispé
max x’ Ay = min max x’ Ay.
XEAmM YEA, XEA,
Vastaavasti osoitetaan, ettd X on optimaalinen strategia. Viitteiden (ii) ja (iii)
yhtépitavyys osoitetaan teoksessa [4, s. 103]. O

Minimax-lauseen mukaan kahden pelaajan nollasummapelissé pelaajien turvara-
jat ovat samat, joten pelilld on aina arvo. Lauseen seurauksena osoitettiin, ettd pelaa-
jilla on aina optimaaliset strategiat. Minimax-lause ei kuitenkaan kerro, miten pelin
arvo tai optimaaliset strategiat loydetdén. Luvun viimeinen tulos antoi optimaalisille
strategioille vaihtoehtoisen méaritelmén.

Jos minimax-lauseen oletuksia vahennetdin ja pelaajilla olisi esimerkiksi kiytet-
tavissd numeroituvasti dédrettomasti puhtaita strategioita, pelille ei valttdmétta ole
olemassa arvoa [22].



LUKU 3

Optimaalisten strategioiden ja pelin arvon etsiminen

Minimax-lause on olemassaolotulos, joten seuraava mielenkiintoinen kysymys on,
kuinka optimaaliset strategiat ja pelin arvo loydetddan. Optimaalisten strategioiden
etsimisestd ja pelin arvon méadrittamisesté kaytetddan nimitysta pelin ratkaiseminen.

Peleille, joiden voittomatriisit ovat 2 x 2-matriiseja, on olemassa analyyttiset kaa-
vat optimaalisten strategioiden ratkaisemiseksi [15]. Jos toisella pelaajalla on vain
kaksi vaihtoehtoa, eli kyseessd on muotoa 2 X n tai m X 2-matriisipeli, voidaan se
ratkaista graafisesti [12], [15] tai 2 x 2-alimatriisien avulla [7].

Téasséd luvussa tarkastellaan keinoja, joilla pelin voittomatriisia voidaan muoka-
ta yksinkertaisemmaksi, jotta pelin tutkiminen helpottuu. Satulapisteiden avulla voi-
daan méarittaa optimaaliset strategiat suoraan puhtaiden strategioiden joukosta. Do-
minaation avulla voidaan osa strategioista jattda kokonaan huomiotta ja symmetria
mahdollistaa joidenkin strategioiden tarkastelemisen yhtené tapauksena.

3.1. Satulapisteet

MAARITELMA 3.1. Voittomatriisin A = [a;];2, alkio ay on satulapiste, jos sille on
voimassa

a; < ap < ag; kaikilla s =1,...,m ja kaikilla j = 1,...,n.
Toisin sanoen alkio ay; on sarakkeensa suurin ja rivinsa pienin alkio.

LAUSE 3.2. Eri satulapisteilld on sama arvo.

TobisTus. Olkoot a;; ja ay, kaksi eri satulapistetté. Jos ne sijaitsevat samalla rivill4,
niin a;; = ay, sillda kumpikin alkio on rivinsd pienin alkio. Toisaalta, jos satulapisteet
ovat samassa sarakkeessa, niin on a;; = ay, silld kumpikin alkioista on sarakkeensa
suurin alkio.

Jos a;; ja ay sijaitsevat voittomatriisissa muuten kuin samalla rivilld tai samassa
sarakkeessa, 10ytyy satulapisteen perusteella rivin 7 ja sarakkeen [ leikkauskohdasta
alkio a; jolle on voimassa a;; < ay < ay. Toisaalta rivin k ja sarakkeen j leikkaus-
kohdan alkiolle on ay < ax; < a;;. Néistd saadaan epéyhtéloketju

ai; < ay < ag < agj < ag;,
joten on a;; = ax. ]

LAUSE 3.3. Olkoon ay voittomatriisin A = [a;;];%5", satulapiste. Tdlloin puhdas stra-
tegia x5, on erds pelaajan 1 on optimaalinen strategia. Vastaavasti puhdas strategia

Yi on pelaajan 2 on optimaalinen strategia. Lisikst pelin arvo on ay.

TODISTUS. Strategioita x; ja y; pelattaessa lasku XiTij antaa tulokseksi arvon a;;.
Oletetaan, ettéd ax; on satulapiste, jolloin riittédé osoittaa, ettéd strategiat x; ja y; ovat

15
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optimaaliset. Satulapisteen méiritelmésté seuraa, etté
xiTAyl < ay kaikillaz=1...m
ja
Xfij > ag kaikilla j =1...n.

Lauseen 2.18 perusteella strategiat x; ja y; ovat optimaaliset strategiat. O

3.2. Dominaatio

Toisinaan pelaajalla voi olla puhdas strategia, jota kdyttamalla pelaaja ei mis-
sdan tilanteessa voi saada niin hyvaé lopputulosta kuin jotakin toista strategiaa kéyt-
tamalla. Naytetddn, ettéd tdllainen puhdas strategia voidaan jattdd huomiotta pelin
tarkastelussa.

MAARITELMA 3.4. Kahden pelaajan nollasummapelin voittomatriisin A rivi ¢ domi-
noi rivid k, jos matriisialkioille on voimassa

a;; > ay; kaikilla j.
Sarake j dominoi saraketta [, jos on voimassa
a;; < ay kaikilla 1.
Jos epdyhtélsiden tilalle asetetaan vastaavat aidot epayhtélot, sanotaan, etta rivi (tai

sarake) dominoi aidosti toista rivid (tai saraketta).

HuomAuTUS 3.5. Dominaation maéritelmén taustalla ovat havainnot, ettd nollasum-
mapelin voittomatriisin rivit ovat pelaajan 1 ja sarakkeet pelaajan 2 puhtaat strate-
giat. Koska pelin voittomatriisia kuvataan pelaajan 1 voittomatriisilla, niin huomau-
tuksen 1.11 perusteella myos sarakkeiden dominaatio on luonnollisesti maéritelty.

Seuraava madritelmé kuvaa uuden voittomatriisin muodostamista poistamalla pe-
lin alkuperéisestd voittomatriisista dominoitu rivi tai sarake.

MAARITELMA 3.6. Olkoot m x m-voittomatriisilla A rivivektorit
acRi=1,...,m
ja (m — 1) x n-voittomatriisilla B rivektorit
b, eR"i=1,...,m—1.
Jos voittomatriisin A rivi £ dominoi rivié [ ja rivivektoreille pétee
b; = & kaikillai =1,...,l —1jab; = & kaikillai =1,...,m — 1,

niin sanotaan, ettd matriisi B on dominoitu voittomatriisi, joka on muodostettu mat-
riisista A dominaatiota kdyttden. Vastaavasti madritellidn dominoitu voittomatriisi
sarakkeiden dominaatiolle.

LAUSE 3.7. Olkoon voittomatriisi B muodostettu voittomatriisista A dominaatiota
kdayttaen. Talloin voittomatriiseja A ja B vastaavilla peleilld on sama arvo.

Tobistus. Olkoon A = [a;;];;Z, voittomatriisi, jossa rivi & dominoi rivid . Télloin
on ay; > a; kaikilla j = 1,...,n. Olkoon x = [x1,...,x,]" mikd tahansa pelaajan 1
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sekastrategia. Muodostetaan pelaajan 1 sekastrategia z = [21, ..., 2], jonka alkioille
on
rr+x;, kunit=Fk
zi =1 0, kun 7 = [
X4, kun i # k, L.

Nyt on voimassa

> (wrag +may)y; <Y (wn + w)ary;,
J J
mista seuraa
xT Ay = Z Ty < Z 20y = z! Ay.
i, i,
Niéin ollen, jos strategia x on optimaalinen, niin myos strategia z on optimaalinen, ja
pelin arvo 16ydetdéan vaikka dominoitu rivi & jétetddn huomiotta.
Sarakkeiden tapaus osoitetaan vastaavasti. O

ESIMERKKI 3.8. Koska dominaation kaytto ei vaikuta pelin arvoon, voidaan sitd
kayttad iteratiivisesti sarakkeisiin ja riveihin. Voittomatriisia

2 1 3 2
2 -1 0 2
A= 2 1 4 2
1 -2 -1 -1

tarkasteltaessa voidaan ensiksi dominoida sarakkeet, jolloin jéljelle jaa dominoitu voit-
tomatriisi

71 5 7 1
7 -1 0 7| | -
71 A4 7|
P I G ~2

Dominoimalla tdmén jalkeen rivit, saadaan

2 1 3 2
2 =T 40 2 (1]
2 1 4 7 '
=1 =2 A 1

Néin ollen 16ydetaén pelille arvo 1, pelaajalle 1 optimaalinen strategia x; ja pe-
laajalle 2 optimaalinen strategia y,. Toisaalta dominaatiota voitaisiin kdyttda ensin
riveihin

27 1 3 2
2 = 40 2

5 1 4 9 =[2 14 2]
=1 =2 1 ~1
ja tdmén jélkeen sarakkeisiin
2 1 3 2
A G ] :[1}
2 1 4 7 ’
=1 =72 1 ~1
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jolloin myos saadaan pelille arvo 1. Télloin pelaajien optimaaliset strategiat ovat x3
Jja ys.

Voittomatriisin A tarkastelussa voitaisiin hyodyntad myos havaintoa, etté alkiot
ais ja ass ovat satulapisteité.

HuoMAuTUs 3.9. Dominaation kiytto voi aiheuttaa tilanteita, joissa dominoidusta
matriisista ei l0ydeté osaa alkuperdisen pelin optimaalisista strategioista.

ESIMERKKI 3.10. Esimerkin 3.8 dominoidusta matriisista A = [a;,] = [1] pelaajalla 1
on kdytossé ainoastaan puhdas strategia x; ja pelaajalla 2 ainoastaan puhdas strategia
¥,. Néin ollen pelaajalle 1 ei voida l6ytaé alkuperéisen pelin A optimaalista strategiaa
X3.

Koska usein riittda 16ytda yksi optimaalinen strategia, ei huomautuksen 3.9 ha-
vainnosta aiheudu ongelmia. Dominaatiotekniikkaa kiyttéden on kuitenkin mahdol-
lista muodostaa kaikki optimaaliset strategiat siséltdvd dominoitu matriisi. T&ll6in
dominaatiotarkastelu on tehtdva kdyttden aitoa dominaatiota [7].

3.3. Symmetria

MAARITELMA 3.11. Jos pelin voittomatriisi on vinosymmetrinen, eli sille on voimassa
A = — AT niin pelin sanotaan olevan symmetrinen.

Symmetrisen pelin voittomatriisin on siis oltava neliomatriisi ja sen alkioille on
voimassa a;; = —aj;. Erityisesti jokaisen diagonaalialkion on oltava nolla.

ESIMERKKI 3.12. Pelaajat 1 ja 2 heittavit kolikkoa. Jos saadaan joko kaksi kruu-
naa (R) tai kaksi klaava (L), kumpikaan pelaaja ei maksa toiselle mitdén. Jos toinen
pelaajista saa kruunan ja toinen klaavan, maksaa kruunan saanut pelaaja yhden hyo-
dykkeen klaavan saaneelle pelaajalle. Tamén pelin voittomatriisi A on muotoa

2|R L
|

R [0 —1°
L |1 0

T
r_ (0 =1 _ {0 1] _ |0 —=1| _
-4 = [1 0] - [—1 0}_{1 0]_‘4’
eli peli on symmetrinen.

LAUSE 3.13. Symmetrisessd pelissd yhdelle pelaajalle optimaalinen strategia on sitd
myds toiselle ja pelilld on arvo nolla.

TobisTus. Koska symmetrisen pelin voittomatriisi on neliématriisi, kummallakin pe-
laajalla on sama kaikkien mahdollisten sekastrategioiden joukko A,,. Olkoot x ja y
pelaajien 1 ja 2 optimaaliset strategiat. Télloin on olemassa vahimméismé&éra, jonka
pelaaja 1 voi odottaa voittavansa pelatessaan mitd tahansa pelaajan 2 strategiaa y
vastaan, ja vastaavasti pelaajalla 2 on olemassa ylaraja havidmisilleen pelissé, jos hén
pelaa optimaalista strategiaansa mitd tahansa vastustajan strategiaa x vastaan. On
slis voimassa
xTAy < 3T Ay < %T Ay kaikilla x,y € A,,.
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Nyt matriisitranspoosin ominaisuuksien ja oletuksen A7 = —A perusteella on
x' Ay =y (x"A)" =y (ATx) = —y" (Ax) = —y" Ax

kaikilla x,y € A,,. Ylld olevan huomion perusteella optimaalisten strategioiden ehto

xT' Ay < xT Ay < %" Ay kaikilla x,y € A,
saadaan muotoon

—yTAx < —yT A% < —yT Ax kaikilla x,y € A,,.

Kertomalla tdméa puolittain luvulla —1 saadaan

yTAx < 3T Ax < 7 Ax kaikilla x,y € A,,.

Tamaé tarkoittaa, ettd y on pelaajan 1 ja x pelaajan 2 optimaalinen strategia. Opti-
maalisille strategioille x on voimassa

xTAx = —xT Ax,
joten on X7 Ax = 0, eli pelilld on arvo nolla. O

Vaikka peli ei olisi symmetrinen, voidaan pelin voittomatriisia yksinkertaistaa sa-
maistamalla tietylld tapaa sdénnolliset puhtaat strategiat yhdeksi strategiaksi.

ESIMERKKI 3.14. Pelaaja 2 valitsee 3 x 3-ruudukosta yhden kolmen ruudun pysty-,
vaaka- tai lavistédjélinjan. Samaan aikaan pelaaja 1 valitsee yhden ruudukon ruuduis-
ta. Jos pelaajan 2 linja kulkee kyseisen ruudun kautta, pelaaja 1 voittaa pelaajalta 2
yhden kolikon. Muissa tapauksissa hyodykkeiden méara ei muutu.

Kuvataan ruudukkoa 3 x 3-matriisilla S = [Sij]?,’f:p jolloin pelaajan 1 valinta on
matriisin S alkio s;; ja pelaajan 2 valinta on joko rivi 7, sarake j, lavistdja ¢ = j
tai lavistdja ¢ + j = 4, kun 4,5 € {1,2,3}. Pelaajan 1 yhdekséstd ja pelaajan 2
kahdeksasta vaihtoehdosta pelille saadaan voittomatriisi

20i=1i=2 i=3 j=1 j=2 j=3 itj=4 i=j

1 1 2 3 4 5 6 7 8
S11 1 1 0 0 1 0 0 0 1
s;g 2| 1 0 0 0 1 0 0 0
s;3 3| 1 0 0 0 0 1 1 0
A=y, = su 4| 0 1 0 1 0 0 0 0
S99 5 0 1 0 0 1 0 1 1
sz 6| 0 1 0 0 0 1 0 0
ss1 7| 0 0 1 1 0 0 1 0
s32 8| 0 0 1 0 1 0 0 0
sz 9] 0 0 1 0 0 1 0 1

Voittomatriisissa A ei ole satulapisteitd, se ei ole symmetrinen eiké sithen voi
soveltaa dominaatiota, joten se ei ratkea aiemmin kuvatuin keinoin.

m,n

MAARITELMA 3.15. Olkoon [a;];;Z; kahden pelaajan nollasummapelin voittomat-
riisi ja olkoot 7 ja o pelaajien 1 ja 2 puhtaiden strategioiden permutaatioita. Jos
voittomatriisin alkiolla a;; on

Aij = An(i)o(s)
niin pelaajan 1 puhtaat strategiat i ja 7(i) ovat symmetriset. Samaa nimitysta kéiy-
tetddn pelaajan 2 puhtaille strategioille j ja o(7).
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LAUSE 3.16. Olkoon A = [a”]” 1 kahden pelaajan nollasummapelin voittomatriisi ja
olkoot m; ja o;, missii = 1,...,k ja k <min{m—1,n—1} pelaajien 1 ja 2 puhtaiden
strategioiden permutaatioita. Jos voittomatriisin alkioille a;; on voimassa

Aij = Qmy(i)or(j) = " = Amp(i)ow ()

niin pelaajalla 1 on optimaalinen strategia X* € Ay, jossa Ty = Tx (i) = =+ = Tmy(i)-
Pelaajalle 2 on optimaalinen strategia y* € A, jolla on vastaava ominaisuus.

Tobistus. Olkoot 7; pelaajan 1 ja o; pelaajan 2 puhtaiden strategioiden permutaa-
tioita, joille on

Gij = Omi(i)o1() = 7" = Amp(i)or(5) -

Talloin on

Ti0i5Yj = Ty () Oy (o1 ()Yor () = = Do) g (i) () Yoru (5)
Olkoon x = [i:l jm} € A,, pelaajan 1 optimaalinen strategia. Méaritellaan
pelaajan 1 strategia x* € A,,, jolle

- ko~
* ok L X _xi+25:1x7rs(i)

Ti = Lrya) = = Trp) = Ll 3

xp =& kaikillat € I ={1,....,m} \ {i,m(3),...,m(9)}.
Koska

x*Ay = Z Z Ty ag;y;

t=1 j=1

= ZZ xtakjy] + Z (:c ;Y5 + Zx i)y (8) s () Yors (5 )>

tel j=1

- Z Z (Zragjy;) + (k+1) Z et %f:llx%(i) @ijY;

tel j=1 J=1

= Z Z Tay;y; = XAy,

t=1 j=1

niin strategia x* tayttda optimaalisuudelle asetetut ehdot aina, kun strategia X on
optimaalinen.
Vastaavalla paéttelylld tulos patee myos pelaajalle 2. U

ESIMERKKI 3.17. Esimerkin 3.14 tapauksessa pelaajille 16ydetédan esimerkiksi permu-
taatiot

‘ (1 23456789\,
ﬁ,{1,2,...,9}—>{1,2,...,9}77T—<7 8 9456 1 2 3)
ja

1 2 3 45 6 7 8
o',{1,2,...,8}—>{1,2,...,8}7U:(3 2 1 456 8 7)’

IKyseessé on Cauchyn kaksirivinen merkint# permutaatioille, jossa 7(1) = 7, 7(2) = (8) ja niin
edelleen.
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joiden avulla saadaan voittomatriisi
B = bl = [ante)ijer = lailii—y = A

Nyt lauseen 3.16 perusteella esimerkiksi pelaajalla 1 on sellainen optimaalinen
sekastrategia, jossa hédn valitsee ruudut s;; ja s;3 yhtd todennékdisesti. Toisaalta
pelaajalla 2 on jokin optimaalinen strategia, jossa hdn valitsee vaakarivit ¢ = 1 ja
© = 3 samalla todennékoisyydella.

Tutkimalla muitakin kuin edelld esitettyja pelaajien puhtaiden strategioiden per-
mutaatioita havaitaan, ettd kummallekin pelaajalle saadaan kolmenlaisia puhtaita
strategioita, jotka eivét ole toistensa kanssa symmetrisid. Pelaajan 1 keskendén sym-
metrisid vaihtoehtoja ovat pelilaudan nelja kulmaruutua, neljé reunalinjojen keski-
ruutua ja pelilaudan keskimméinen ruutu, joka ei ole symmetrinen minkd&n muun
ruudun kanssa. Pelaajan 2 symmetrisid vaihtoehtoja ovat kaksi lavistdjilinjaa ja nel-
jé ruudukon laidalla sijaitsevaa linjaa. Lisdksi keskimméinen vaakalinja ja keskimméi-
nen pystylinja ovat symmetrisida vaihtoehtoja.

Jos pelaaja pédtyy pelaamaan vaihtoehtoa, jolla on symmetrisid vaihtoehtoja,
voidaan lauseen 3.16 perusteella pelid tarkastella olettaen pelaajan arponeen vaih-
toehtonsa sen kanssa symmetristen vaihtoehtojen joukosta. Yhdistamalld tamé tieto
voittofunktion arvoihin, voidaan pelin voittomatriisi yksinkertaistaa muotoon

2 | reunalinja keskilinja lavistaja

1
kulmaruutu % 0 %
reunan keskiruutu 1 % 0
keskiruutu 0 1 1

Tamén pelkistetymmaéankéddn voittomatriisin avulla ei kyseistd pelid voida ratkaista
aiemmin esitellyilld tiedoilla. Pelid késitelliin myShemmin esimerkissa 4.26.



LUKU 4
Pelit ja lineaariohjelmat

Lineaarinen optimointi, eli lineaariohjelmointi, on lineaarisen lausekkeen #ariar-
vojen etsimisté lineaariyhtéloilla tai -epayhtéloilla rajoitetusta alueesta. Tietyn tyyp-
piset lineaariohjelmat ja kahden pelaajan nollasummapelit voidaan samaistaa toisik-
seen. Kyseisen konjenktuurin esitti ensimmaéisend von Neumann [6]. Lineaariohjelmia
voidaan ratkaista esimerkiksi simplex-algoritmin avulla. Tulkitsemalla lineaariohjel-
mien ratkaisuja sopivasti, saadaan myos pelien ratkaisut.

Lineaaristen optimointitehtédvien esittelyn jélkeen téssd luvussa esitetdén syste-
maattinen keino esittédé pelit lineaariohjelmina. Mychemmin esitelldin simplex-algoritmi
ja osoitetaan lineaariohjelmien ratkeavan sen avulla. Lopuksi tarkastellaan esimerk-
kejé pelien ratkaisemisesta luvussa késitellyin keinoin.

4.1. Lineaarinen optimointi

MAARITELMA 4.1. Olkoot A = [aij]fj’zl m X n-matriisi ja luvut by ..., b,,cq,...,¢p €
R kiinnitetty. Lineaariohjelma on muotoa
maksimoi Y ", ¢
anr + -+ G, < by
ehdoilla :
A1pT1 + -+ QT S bn
kun T1yeeoy Ty > 0.
oleva ongelma.
Kuvaus f : R™ — R, f(z) = >, ¢;x; on lineaariohjelman tavoitefunktio ja
epayhtalot muodostavat sen rajoitejoukon.
MAARITELMA 4.2. Mééritelmén 4.1 lineaariohjelman duaali on muotoa
minimoi ), by
anyi + -+ awmyn > 1

ehdoilla :
A1 Y1 + -+ QnYn = Cm
kun Y1y -, Yn > 0.
oleva ongelma.
HuomAUTUS 4.3. Asettamalla x = [xl e xm}T, y = [yl e yn}T, b= [bl e bn]T
jac = [cl cm}T voidaan lineaariohjelma ja duaali esittdd vektorimerkinnoin.

T&lloin lineaariohjelmaksi saadaan

maksimoi c¢’x
ehdoilla ATx<b
ja x > 0.

22
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ja duaaliksi
minimoi b’y
ehdoilla Ay >c

Ja y > 0.
LEMMA 4.4. Duaali voidaan esittdd lineaariohjelmana
TopIsTUs. Vaihdetaan médritelméssé 4.2 alkioiden a;; ja lukujen by, ..., b,,c1 ..., Cp
merkkié, jolloin tarvittavien epdyhtéldiden suunta vaihtuu ja alkuperdisen tavoite-
funktion minimoimista vastaa uuden tavoitefunktion maksimointi. O

4.2. Peli lineaariohjelmana

Konstruoidaan seuraavaksi pelaajien 1 ja 2 pelin ratkaisemiseen liittyvista ongel-
mista lineaariohjelmat. Olkoon matriisi A m X n-voittomatriisi. Voittofunktion arvo,
kun pelaaja 1 pelaa sekastrategiaa x ja pelaaja 2 puhdasta strategiaa y;, on

T
x Ay; = x1a15 + -+ Ty

Minimax-lauseen mukaan pelaajalla 1 on olemassa sekastrategia x, jota kidyttden héan
voi taata voitolleen pienimmén mahdollisen alarajan. Merkitddn mitd tahansa op-
timaalisille strategioille voimassa olevaa alarajaa luvulla A, jolloin tarkoituksena on
16ytaa naistd alarajoista suurin. Soveltamalla edelld olevaa tietoa kaikkiin pelaajan 2
puhtaisiin strategioihin, voidaan ongelma kirjoittaa muodossa: maksimoi luku A, kun

a1 + a1y + .. 1Ty > A
1201 + 22T + ...+ Ap2Tm > A
A1nT1 + A2pT2 + . oo+ ATy = A

T1+ X2+ ...+ T = 1,

jossa viimeinen rivi seuraa sekastrategian ehdoista.
Vastaavasti pelaajan 2 ongelma saadaan muotoon: minimoi luku g, kun

anyr + apys + ...+ apy, < p

Am1Y1 + QY2 + oo+ QY <

Oletetaan, ettd p > 0. Jaetaan pelaajan 2 ongelman yhtéilo ja epayhtélot puo-
littain luvulla p ja merkitdan y; = %, jolloin tehtédvéksi saadaan minimoida luku u,
kun

anyi + aya + ...+ aYn <1

A1 Y1 + AmaY2 + .o+ QY <1
Bttt Ga=g

Havaitsemalla, ettd luvun minimointi vastaa sen ké#dnteisluvun maksimointia ja
kéayttden hyvéksi sekastrategian ominaisuuksia, voidaan edeltédvat ehdot kirjoittaa
muodossa
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maksimoi = +y+-+U

anyi + ays + -+ ayy, <1

1_
m

ehdoilla

amlgl+am2g2+"'+amngn S 1
,>yn20

joten kyseessé on lineaariohjelma.
Pelaajan 1 tapauksessa voidaan pelin ratkaisemiseen liittyvé ongelma johtaa muo-
toon
minimoi § = &1 + T2 + - + Iy
allzil + a213~32 + -+ CLm13~3m > 1
ehdoilla { :

alnjl + a2ni‘2 +-+ CLmni‘m Z 1
kun T1yeeey Ty > 0,

joka on duaali ja lemman 4.4 nojalla ekvivalentti jonkin lineaariohjelman kanssa.
Mielenkiintoinen, joskin tdmén tutkielman kannalta epéolennainen, havainto on,
ettd lineaariohjelmat voidaan esittdd pelien avulla [5].

HuomauTus 4.5. Konstruktiossa oletettiin, ettd luvut A ja p ovat aidosti positiivi-
sia. Tamé& on sallittua, silld voittomatriisin voidaan lisdtéd sellainen reaaliluku, ettd
matriisin kaikki alkiot ovat aidosti positiivisia, jolloin my&s pelin arvo on positiivinen.
Tamaéa ei vaikuta optimaalisiin strategioihin, mutta arvolle saadaan aidosti positiivi-
set yla- ja alarajat. Tehty reaaliluvun lisdys on kuitenkin otettava huomioon, kun
lineaariohjelma on saatu ratkaistua.

4.3. Lineaariohjelmien ratkaisut

Koska lineaariohjelman tavoitefunktio on lineaarinen, sen osittaisderivaatat ovat
vakioita. Néin ollen tavoitefunktion ériarvoja ei voida ratkaista etsimélld derivaatan
nollakohtia. Adriarvoja etsiessé voidaan kuitenkin hyodyntéa seuraavia havaintoja:

(1) Puoliavaruus on konveksi ja lineaariohjelman rajoitejoukko on puoliavaruuk-
sien leikkauksena konveksi.

(2) Lineaarisen funktion lokaali dériarvo konveksissa joukossa on globaali dériar-
vo.

(3) Rajoitetussa joukossa lineaarisen funktion &ériarvo on joukon reunalla.

(4) Rajoittavien epayhtéloiden funktiot ovat lineaarisia, jolloin &iriarvo saavu-
tetaan ainakin yhdessé rajoite-epayhtéloiden leikkauspisteessa eli kdrjessa.

Ylla olevien huomioiden perusteella optimaaliset strategiat ja tavoitefunktion ar-
vo loydetadn lapikdymalla rajoite-epayhtéloiden leikkauspisteet. Téahéan tarkasteluun
soveltuva menetelmé on simplex-algoritmi. Se on tehokas algoritmi, joka on kiytet-
tavissd esimerkiksi MATLAB-ohjelmassa lineaariohjelmien ratkaisemiseen [10].

Tarkastellaan seuraavaksi ideaa simplex-algoritmin toimintaperiaatteesta ja for-
malisoidaan algoritmi sen jélkeen.
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ESIMERKKI 4.6. Kuvassa 4.1 epdyhtalot
1

v

T1+ X9 s

—21’1 + X2 S 1,

—31‘1 + 31’2 Z —1,

ja —2x1 — 31y < —11

asettavat rajoite-ehdot, joiden rajaama

alue on konveksi. Pyritddn maksimoimaan
tavoitefunktiota z = xy.

Muokataan rajoite-ehdot yhtéloiksi ja kes-
kitytdan tarkastelemaan alkuperiisen ra-
joitealueen reunoja. Algoritmi antaa tar-
kastelualueen kérjen, esimerkiksi kuvassa
4.2 pisteen (1,0), jossa tavoitefunktion ar-
voa tarkastellaan.

Jos tavoitefunktion dériarvoa ei edellisessé
vaiheessa saavutettu, 16ydetdédn simplex-
algoritmilla rajoiteyhtédlod pitkin edeten
uusi karkipiste, jossa tavoitefunktio saa
suuremman arvon. Kuvassa 4.3 16ydetdan
piste (4, 1), jossa tavoitefunktio z saa mak-
simiarvon 4.
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—_

1 2 3 4

Kuva 4.1. Alkutilanne

—_

01 2 3 4

Kuva 4.2. Etsitdan kérki

[t

01 2 3

Kuva 4.3. Algoritmil-
la 16ydetddn parempi
ratkaisu

4.4. Simplex-algoritmi
MAARITELMA 4.7. Muuttuja x; on on lineaarisen yhtaloryhmén kantamuuttuja, jos
sen kerroin on yksi tdsmélleen yhdessd yhtéaloryhmén yhtalossé ja nolla muissa.

MAARITELMA 4.8. Lineaariyhtdloryhmé on kanonisessa muodossa, jos sen jokaisessa
yhtélossd on kantamuuttuja.

ESIMERKKI 4.9. Lineaarinen yhtaloryhméa

1+ Q1 Tmg1 + Qg 2Tma2 + 0 0+ QG @y = by
To + A2 11 Tm41 + A2 m42Tma2 + =+ ATy, = Do

Ty + A ym+1Tm+1 + Ay m+2Lm+2 + -+ AmnTn = bm

on kanonisessa muodossa. Yhtédloryhméssa on m yhtéaloa ja n > m kappaletta muut-
tujia. Muuttujat xq, ..., z, ovat kantamuuttujia.

MAARITELMA 4.10. Olkoon f : A — R reaaliarvoinen kuvaus ja olkoot luvuille
b1,bs € R voimassa by < f < by. Olkoot uy, us > 0 muuttujia siten, etta

f(z) —uy = by ja f(x) + ug = by kaikilla z € A.

Talloin muuttuja uy on ylijgidmdamuuttuja ja muuttuja us on alijddmdmuuttuja.
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LEMMA 4.11. Lineaariohjelmat ja duaalit voidaan esittid kanonisessa muodossa yli-
ja alijaidmdamuuttujien avulla.

TobisTus. Lineaariohjelmat saadaan lineaarisiksi yhtéaloryhmiksi alijadmé muuttu-
jien avulla. Duaalin tapauksessa esitetdéan rajoite-ehto

iy + -+ ainYn = ¢
ylijadmamuuttujan «’ avulla lineaariyhtdloina
ajiyy + -+ Yy — U’ = ¢y

Koska jokainen reaaliluku voidaan esittda kahden positiivisen reaaliluvun erotuksena,
saadaan muuttujien u; > 0 ja us > 0 avulla esitys u' = u; — uy. Néin ollen yhtdlossi

a1y + 0+ QjpYn — UL+ U2 = C

on kantamuuttuja us. Vastaavalla menettelyllda muiden epayhtéldiden kanssa saadaan
rajoite-ehdot lineaariyhtaloiksi.

Kertomalla lineaariyhtalot puolittain sopivilla luvuilla ja vahentamalla yhtaloita
toisistaan, saadaan muuttujille kanonisen muodon vaatimat kertoimet. U

MAARITELMA 4.12. Olkoon lineaarinen yhtéléryhmé kanonisessa muodossa. Lineaa-
risen yhtaloryhmén ratkaisu, jolle x; = 0, kun x; ei ole kantamuuttuja, on kantarat-
kaisu.

ESIMERKKI 4.13. Esimerkin 4.9 lineaariyhtédloryhmélld on kantaratkaisu x; = b;, kun
t=1,....mjax; =0, kunti=m+1,...,n.

HuomAuTUS 4.14. Oletetaan jatkossa, ettéd lineaariohjelma on muokattu esimerkin
4.9 muotoon, ja ettd minimoitavana on tavoitefunktio

2 = Cn41Tm4+1 + Cm2Tmt2 + -0+ CpTp.

Talloin lukua —z voidaan pitdéd kantamuuttujana, ja yhtélo voidaan lisédta lineaariyh-
taloryhmédn. Ongelmana on minimoida z, kun

T1+ Q1 Tmt1 + QLmg2Tmi2 + ..+ Q1 pTy = by
To + A2m41Tmi1 + Q2mi2Tmi2 + ...+ Q2pTy = by
: (4.1)

T + Amm+-1Tm+1 + A m4-2Tm+2 +...+ AmnTn = bm
—24  Cpi1Tmi1 + Cma2Tmao+ ...+ T, =0

LAUSE 4.15. Olkoon lineaariohjelma muodossa (4.1) siten, ettd b; > 0 kaikilla i =
1,...,m. Jos muuttujille c; > 0, kaikilla v =m + 1,m+ 2,...,n, niin kantaratkaisu
antaa tavoitefunktion z pienimmdn mahdollisen arvon ja z = 0.

Tobistus. Jos kertoimet ¢; ovat ei-negatiivisia kaikilla indekseilld ¢, niin summan
> ¢;z; pienin mahdollinen arvo on nolla aina, kun muuttujat z; ovat ei-negatiivisia.
Jotta viimeinen yht&lo toteutuisi, on oltava min z > 0. Muodon (4.1) mukaiselle kan-
taratkaisulle on z = 0, joten kantaratkaisu antaa tavoitefunktion pienimmén mahdol-
lisen arvon. U

HuoMAUTUS 4.16. Jos esityksen (4.1) viimeinen yht#lo on muotoa

—Z+ Cp1Tmy1 + 0+ CuTy = — 20,
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niin lauseen 4.15 padttelyd mukaillen tavoitefunktiolle z saadaan pienin mahdollinen
arvo zo. (6]

Jos lauseen 4.15 mukainen tarkastelu ei anna optimaalista ratkaisua, voidaan kon-
struoida uusi ratkaisu, jolla on parempi tavoitefunktion arvo. Lahestytdan tata esi-
merkilld ja osoitetaan viite sen jilkeen.

ESIMERKKI 4.17. Yhtaloryhmén

31’1—'— I2+J)3 =
$1+2I2 +I4:1
—2Z — 1 — X2 =

kahdella ensimmaéiselld yhtalollda on kantamuuttujat x3 ja x4. Kantaratkaisulla x; =
xo =0, x3 = 4 = 1 saadaan tavoitefunktiolle arvo

z=—x1 — 9 =0.

Jakamalla ylin yhtélo luvulla kolme ja vihentdmailld néin saatu yhtéld lopuista
yhtéloista, saadaan yhtaloryhméa

xry + él’g + flﬂfg =

T2 — §$3 + Ty =

—Z—2$1—§$2—§$3 = —

QO[O [ BO [

Y

jonka kahden ensimmaisen yhtalon kantamuuttujat ovat x; ja x4. Yhtéloryhmén kan-
taratkaisu on x; = %, To=x3=0, 14 = %, jolla tavoitefunktio saa arvon
1 1 1

= 201 — —Xy — — S
Z T 33:2 3a:3+3 3

Huomattiin siis, ettd yksinkertaisilla yhtédlonmuokkausoperaatioilla pystyttiin vaih-
tamaan kantamuuttujaa, jolloin saatiin uusi kantaratkaisu ja tavoitefunktiolle pienem-
pi arvo. Osoitetaan kyseisen havainnon pétevian yleisesti.

LAUSE 4.18. Olkoon lineaariohjelma esitettynd kanonisesti merkinndn (4.1) mukai-
sesti. Jos on olemassa kertoimet c¢s < 0 sekd a;s > 0,s € {m+ 1,m + 2,...,n}
ja kaikille kantamuuttugille xp # 0,k = 1,...,m (ei degeneroituneita), niin kanta-
ratkaisun avulla voidaan konstruoida uusi mahdollinen ratkaisu, jolla on pienempi
tavoitefunktion arvo.

TobisTus. Osoitetaan, ettd korvaamalla kantamuuttujamuuttuja x, muuttujalla x
saadaan aikaiseksi uusi mahdollinen kantaratkaisu. Aloitetaan osoittamalla, etté rajoite-
ehdot tayttava ratkaisu on mahdollista konstruoida.

Asetetaan
= — = minﬂ >0, missd i € {1,...,m}.!
Ayg ais>0 Qg

Vaihdetaan muuttujat
x;=b—axt >0, kun i=1,2,... njiF#r
Ty = Th (4.2)
z; =0, kin j=rm+1m+2,...,n;5 #s.

LJos ming, o ab—s = ming, >0 ;‘ﬁ kahdelle tai useammalle £ # 7, niin muuttuja «} voidaan valita
esimerkiksi arpomalla [6].
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Tavoitefunktiolle on
2z =2y + csvr < 2,

silld ¢, < 0. Koska muuttuja z, oletettiin kantamuuttujaksi, on oltava b, # 0, jolloin
xi > 0ja z < 2z9. Konstruoitu ratkaisu ei siten ole alkuperédinen kantaratkaisu. Tamén
lisdksi tavoitefunktiolle saatiin pienempi arvo.

Osoitetaan nyt, ettd muuttujat x1,..., 2,1, 2,11,..., 2, ja rs muodostavat kan-
tamuuttujien joukon. Koska a,s > 0, saadaan alkion a,,, yhtédléiden puolittaisen ker-
tomisen ja yhtéloiden yhteenlaskun avulla muuttuja zg eliminoitua kaikista yht&lo-
ryhmén 4.1 yhtéloistd lukuun ottamatta yhtélod r. Néin ollen yhtédloryhmé saadaan
kanoniseen muotoon. U

Edelléd konstruoidun uuden kantaratkaisun optimaalisuutta voidaan testata lauseen
4.15 avulla. Mikéli ratkaisu ei ole optimaalinen, voidaan lauseita 4.18 ja 4.15 soveltaa
iteratiivisesti. Tata kutsutaan simplez-algoritmiksi.

LAUSE 4.19. Jos simplex-algoritmin jokaisessa iteraatiossa kantamuuttugille on x; #
0 kaikilla v = 1,...,m, nin simplex-algoritmi pddttyy ddrellisen monen iteraation
jalkeen optimaalisen ratkaisun loytymiseen.

Tobistus. Koska muuttujia on dérellinen méard, myos kantamuuttujia ja erilaisia
kantamuuttujien kombinaatioita on oltava dérellinen mé&dra. Jos algoritmi jatkuisi
loputtomiin, niin se palaisi toisinaan aiemmin lapikdytyyn kantamuuttujien kombi-
naation. Koska kantamuuttujat tdyttaviat jokaisessa iteraatiossa lauseen 4.18 kon-
struktion ehdot, olisi aiemmin ldpikdytyyn kantamuuttujakombinaatioon palatessa
tavoitefunktiolle voimassa z < z jollekin z € R, mika on ristiriita. U

HuomAuTUs 4.20. Jos simplex-algoritmissa on jollekin kantamuuttujalle z; = 0,
niin tavoitefunktion arvo voi uutta kantaratkaisua konstruoitaessa pysyé ennallaan.
Télloin algoritmi saattaa jadda kiertdmédn kehdéd nédiden kantaratkaisujen joukkoon
ja jatkua ddrettomyyksiin. [6]

HuomauTUs 4.21. Yleisessé lineaarisessa optimointiongelmassa on mahdollista, et-
ta ratkaisua ei ole olemassa tai ettd tavoitefunktio saa mielivaltaisen pienié arvoja.
Kyseiset tapaukset johtuvat rajoite-ehdoista ja niissd simplex-algoritmi ei luonnolli-
sesti toimi [6]. Minimax-lauseen mukaan pelien tapauksessa tavoitefunktion arvon on
oltava olemassa, joten pelien ratkaisemisen kannalta kyseisestd mahdollisuudesta ei
seuraa ongelmia.

4.5. Esimerkkeji lineaariohjelmien ratkaisemisesta
Seuraavaksi ratkaistaan joitakin kahden pelaajan nollasummapelejd hyddyntéden
simplex-algoritmia ja MATLAB-ohjelmaa.
ESIMERKKI 4.22. Ratkaistaan matriisipeli

x

Tutkitaan tilannetta pelaajan 2 kannalta. Koska kaikki voittomatriisin alkiot ovat
aidosti positiivisia on pelin arvolle v > 0. Tarkastellaan arvon ylérajoja p, joille on
0<v<p.
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Pelaajan 2 ongelmana on minimoida luku g, kun

3yt +y2 <
Y1+2y2 < p
y1+y=1
y1,y2 > 0

Jakamalla ehdot puolittain luvulla p ja merkitseméllé jatkossa y; := %, kun ¢ =1,2,

saadaan ongelmaksi maksimoida luku % = y1 + Y2, kun

3yr +y2 <1
y1+ 2y, < 1
Y1, Y2 20

Kyseessd on siis lineaariohjelma. Lisdtéddn aliji@mamuuttujat ys, v, > 0. T&ll6in op-
timointiongelmaksi saadaan

maksimoi y; + v

rajoitteilla

31+ Y2 +ys =1,

Y1+ 2y2 +ys =1,

Y1, Y2, Y3, ya = 0.

Edeltdavd muoto on yhtéapitdva ongelman
minimoi — y; — Yo
rajoitteilla
31 +y2 +ys =1,
Y1+ 2y +ya = 1,
Y1, Y2, 93,94 = 0

kanssa. Erds vaaditut ehdot tayttava ratkaisu on y; = 0 = yo,y3 = 1 = y4, jolloin ta-
voitefunktion arvo on —y; —ys = 0. Nailla tiedoilla voidaan aloittaa simplex-algoritmin
kiiytto.

Kootaan lauseen 4.18 tiedot muuttujista ja niiden kertoimista simplex-taulukkoon
(23, s. T2]:

Y Y2 Y3 Ya

ys| 3 [1] 1 01

wl 1 2 0 1|1
—1 -1 0 0]0

Taulukossa (vrt. esim. 4.17) sarakkeiden indekseind ovat muuttujat ja sarakkeista
16ytyy kunkin muuttujan kerroin. Rivien indekseind ovat kantamuuttujat. Alin ri-
vi kuvaa tavoitefunktiota ja alimmaisena oikealla on tavoitefunktion arvo loydetylla
ratkaisulla. Tavoitteena on muokata taulukko tukioperaatioiden (ks. liite A) avulla
vastaamaan lauseen 4.15 oletuksia.

Simplex-taulukossa on laatikoituna tukialkio, joka tédyttdd seuraavat esityksen
(4.1) mukaiset ehdot:

b; o
¢; <0ja— >0, missiie{l,...,m}.
Qi
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Tukioperaatiossa simplex-taulukkoa muokataan kaavion

[a] b
cd_>—

| oo

RIS

RloQ |-

d

mukaan tulkiten kirjain a tukialkioksi, b tukialkion kanssa samalla rivilla sijaitsevaksi
alkioksi, ¢ tukialkion kanssa samassa sarakkeessa sijaitsevaksi alkioksi ja d miksi ta-
hansa muuksi taulukon alkioksi. Operaation aikana tukialkion muuttujasta tulee kan-
tamuuttuja. Pohjimmiltaan tukioperaatioissa on siis kyse esimerkin 4.17 mukaisesta
kantamuuttujien vaihdosta.

Tukioperaatioiden avulla simplex-taulukko saadaan ensin muotoon

Y1 Y2 Y3z Ys
wl 3 1 1 0] 1
wl[=5] =2 —2 1]-1
2 1 1 0 1

ja siitéd edelleen muotoon

Yi Y2 Yz Ya
Yo 3 _I _1 312
L T N A
Yr |75 5 5 “Hl%
2 1 1 23
5 5 5 515

Ratkaistavana olleella lineaariyhtéloryhmaélld on viimeisestd sarakkeesta 16ytyvé kan-
taratkaisu (yi,y2) = (%, %), joka antaa esimerkin 4.17 tavoin alimman rivin tavoite-
funktiolle arvon % Koska tdma vastaa alkuperéisen pelin arvon kédanteislukua, saa-
daan pelille arvo p = % Kun pelid muokattiin lineaariseksi yhtéloryhméksi, jaettiin
muuttujat pelin arvolla. Kertomalla yhtalot puolittain pelin arvolla, saadaan alkupe-
rdisen pelin ratkaisu. Néin olleen pelaajalle 2 saadaan kantaratkaisun ja pelin arvon
avulla optimaalinen strategia y* = uly:,y2]” =[5, 3]"

Pelaajalle 1 voidaan, kuten esimerkin alussa, johtaa pelaajan 2 lineaariohjelmaa

vastaava duaali: minimoi % = 1 + 29, kun

3x1+$221
T+ 219 > 1
xy, w9 >0

Pelaajan 1 optimaalinen strategia saadaan suoraan pelaajan 2 simplex-taulukosta
alijadmamuuttujasarakkeiden alimpia alkioita ja pelin arvoa hyodyntden [7]. Pelaa-

jalla 1 on optimaalinen strategia z* = plys, ya]? = [%, %]T

LAUSE 4.23. Olkoot kahden eri pelin voittomatriisit A = [a;;];52, ja B = [by]i:2,, ja
ndilld peleilld arvot va ja vp. Jos jollakin luvulla p € R on voimassa a;; = b;j + p
kaikilla i, 7, niin

(1) peleissd on samat optimaaliset strategiat

(2) pelien arvoilla on yhteys va = vg + p.

ToDbISTUS. [4,s. 108] O
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ESIMERKKI 4.24. Ratkaistaan peli, jolla on voittomatriisi

1 -1
A= {_1 ' } .
Koska
31
A+2= [1 2] =B,
niin edeltdvéan esimerkin ja lauseen perusteella pelaajalla 1 on optimaalinen strategia
P [%, %]T, pelaajalla 2 on optimaalinen strategia y* = [%, %]T ja pelilld on arvo
v = % —2= —%.
ESIMERKKI 4.25. Ratkaistaan MATLAB-ohjelmalla matriisipeli
L g 1
A— |t 1§
1 2 y
0 1 1

joka on esimerkin 3.14 peli symmetrian avulla yksinkertaistetummassa muodossa.
Komennolla

[x fvall=linprog(f,L,b)

MATLAB ratkaisee muotoa

min fx siten, ettd Lx < b (4.3)

X

olevat lineaariohjelmat [10]. Komento tulostaa lineaariohjelman ratkaisuvektorin x ja
sen arvon fval.

Kuten esimerkissi 4.22, saadaan pelaajalle 2 minimoitavaksi —i = —Y1 — Y2 — Yo,
kun . )
PER + 3 <1
U +35y2 <1
Yo+ys <1
Y1,Y2,y3 > 0

Lineaariohjelman 4.3 merkinnéin on b = [1 1 1]T ja f = [—1 —1 —1]T, jolloin
MATLAB-ohjelmasta saadaan

X = [2 1 O]T ja fval = —3.
Tama taytyy viela tulkita pelin ratkaisuna, jolloin saadaan pelille arvo
1
— _fvalt =2
0 va 3

ja pelaajalle 2 optimaalinen strategia

2 1 T

y=pmx=[3 3 0]
ESIMERKKI 4.26. Tulkiten edeltdvaa esimerkkid esimerkin 3.14 peliné, olisi pelaa-
jan 2 optimaalisena strategiana valita jokin reunalinja todennékoisyydella % ja joko
keskimméinen pysty- tai keskimméinen vaakalinja todennékoisyydella %



LUKU 5

Yleiset summapelit

On olemassa pelitilanteita, joissa yhden pelaajan hytty ei ole pois toiselta. Reaa-
limaailman peleisséd voidaan esimerkiksi neuvottelemalla péaésta tilanteeseen, joka on
kaikille pelaajille voitollinen. Kyseessé ei siten voi olla nollasummapeli. Tutkielman
loppuosassa keskitytddan tarkastelemaan téllaisia yleisid summapelejd.

Ensimmaisend tassa luvussa médritelldén yleiset summapelit. Témén jélkeen teh-
déian huomioita kahden pelaajan yleisistd summapeleisté seké niiden yhtélaisyyksistéa
ja eroista kahden pelaajan nollasummapeleihin, mikd muun muassa johtaa tarpee-
seen yleistdd optimaaliset strategiat. Téllaisten yleistettyjen strategioiden muodosta-
maa paria kutsutaan Nashin tasapainoksi. Luvun loppuosassa kdydaén 14pi maaritel-
mét useamman kuin kahden pelaajan peleille, jolloin joudutaan luopumaan aiemmin
kéaytetystd matriisimerkinnésté.

5.1. Kahden pelaajan yleiset summapelit

MAARITELMA 5.1. Aédrellisten joukkojen S; ja Sy sekd kuvausten fi : S x S — R
ja fa 1 S1 x 99 — R muodostama kokoelma on kahden pelaajan yleinen summapeli.
Joukko S; on pelaajan ¢ puhtaiden strategioiden joukko ja kuvaus f; on hydtyfunktio

pelaajalle i.
Olkoon lisdksi #5; = n; € N. Tallsin joukko

A, = {XER”i:kaO,Zxkzl}

k=1

on pelaajan i sekastrategioiden joukko.

HuomAuTus 5.2. Kahden pelaajan yleiset summapelit ovat mééritelmén 1.3 mu-
kaisia peleja. Niiden puhtaat ja sekastrategiat mééaritellidn kuten vastaavat ominai-
suudet nollasummapeleille. Yleiset summapelit eroavatkin nollasummapeleistd vain
médritelmén 1.8 perusteella.

ESIMERKKI 5.3 (Vangin ongelma). Tésséd esimerkissé tarkastellaan tunnettua kahden
pelaajan yleistd summapelié, jonka historiaa on lyhyesti kuvailtu esimerkiksi viitteessa
[14].

Pelin asetelmassa pelaajia 1 ja 2 kuulustellaan rikoksesta. Pelaajat voivat joko
pysya hiljaa (H) tai tunnustaa (T). Néiden valintojen perusteella pelaajat tuomitaan

32



5.1. KAHDEN PELAAJAN YLEISET SUMMAPELIT 33

joko isommista tai pienemmisté rikkeistd. Rangaistuksen suuruuteen vaikuttaa kum-
mankin pelaajan valinta tunnustaa tai olla tunnustamatta. Peli esitetdédn normaali-
muodossa seuraavasti

2 H T

1
H [ (=1,—-1) (-10,0)
T | (0,—-10) (—8,—8)

Pelaajilla 1 ja 2 on siis voittomatriisit

-1 —10| . -1 0
A‘lo —JJaB_L40—4'
Koska A # — B, niin kyseessé ei ole nollasummapeli.

ESIMERKKI 5.4. Tarkastellaan vangin ongelmaa nollasummapelien keinoin. Pelaajan
2 voittomatriisista B 10ytyy satulapiste b;; = —1, mutta pelaajan 1 voittomatriisissa
ei ole satulapistettd. Nollasummapeleissa satulapiste méariteltiin pelaajan 1 voitto-
matriisin avulla, joten ainakaan sellaisenaan satulapisteiden kéytto ei sovellu yleisille
summapeleille.

Dominaatiotarkastelulla voidaan todeta, ettd pelaajan 1 on suotuisampaa pelata
alempaa rivid ja pelaajan 2 pelata oikeaa saraketta. Tdmé johtaa kummankin pelaajan
tapauksessa hyotyfunktion arvoon —8. Kuitenkin molempien hiljaa pysyminen takaisi
molemmille pelaajille paremman hyotyfunktion arvon. Toisaalta tunnustaminen takaa
sen, ettei pelaajan tilanne voi huonontua, teki vastustaja mitéd tahansa.

MAARITELMA 5.5. Jos sekastrategioille x* € A,, ja y* € A,, seké voittomatriiseille
A, B € M,,,(R) on voimassa

x*T Ay* > xT Ay* kaikilla x € A,,
ja
x*T By* > x*T By kaikilla y € A,,,

niin strategiapari (x*,y*) on Nashin tasapaino.

MAARITELMA 5.6. Jos molemmat Nashin tasapainon muodostavat sekastrategiat
ovat puhtaita strategioita, niin kdytetddn nimitystd puhtaiden strategioiden Nashin
tasapaino.

ESIMERKKI 5.7. Vangin ongelma -pelissé molempien pelaajien tunnustaminen on
puhtaiden strategioiden Nashin tasapaino. Téata vastaavat pelaajien puhtaat stra-
tegiat

x* =[0,1]" = y*.

Talloin on
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T Ayt = [0 1] [—01 —_180} m

—2p—38
= —10p —8(1 —p)

-1 —-10( |0 X
p 1—p] {0 _8} M —[p p—1]" Ay
kaikilla p € [0, 1]. Liséksi on
x*T By* = —8

> —8—2q
= —10g — 8(1 — q)

_ -1 0 q | _ T q
R ST IR R e
kaikilla ¢ € [0,1]. Koska

U 1-2"=0= [« 1-4",

pel0,1] q€[0,1]

vl
%

niin strategiat x* ja y* muodostavat Nashin tasapainon.
Puhtailla strategioilla x; = [1,0]7 =y, saadaan

—1 —-10} |1
x! Ay, = [1 0} { 0 —8} {O] = —1< —p=x'Ay,

kaikilla x = [p 1-— p]T € Ay, joten strategiapari (x1,y;) ei ole Nashin tasapaino.

Nashin tasapainon toteuttava strategia on sellainen, jonka avulla pelaaja saa ala-
rajan omalle menestykselleen pelissd. Vastapelaajan valitsema strategia voi ainoas-
taan parantaa pelaajan hyotyé. Nashin tasapaino on siten optimaalisen strategiapa-
rin yleistys.

LEMMA 5.8. Kahden pelaajan nollasummapelin optimaaliset strategiat muodostavat
Nashin tasapainoparin.

TobisTus. Kahden pelaajan nollasummapelissa pelaajien 1 ja 2 voittomatriiseille on
A = —B, joten tulos seuraa suoraan lauseen 2.18 kohdista (i) ja (ii). O

m,n

MAARITELMA 5.9. Olkoon matriisi A = [a;;];;2, pelaajan 1 ja matriisi B = [b;];/2,

pelaajan 2 voittomatriisi ja olkoot kuvaukset
Ji, f2:51 x5 =R
pelaajien 1 ja 2 hyotyfunktiot kahden pelaajan yleisessd summapelissd. Luku

Efl = XTAy = Z Z xiaijyj

i=1 j=1
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on pelaajan 1 ja luku
Ef2 = XTBy = Z Z TiQijY;
i=1 j=1
on pelaajan 2 hyotyfunktion odotusarvo sekastrategioilla x € A,, jay € A,,.

ESIMERKKI 5.10 (Sukupuolten taistelu [9]). Olkoon kahden pelaajan yleisen summa-
pelin voittomatriisi

Talla pelilla on Nashin tasapainot

. 4/5] [1/5
(X17y1)7(x27y2) Ja (X Y ) (|:1/5:| ) |:4/5:|) .
Tamé nahdadn, silld kaikilla p, g € [0, 1], vektorit

x"'=[p 1-p]" ,y"=[¢ 1—4q]" €Ay
ovat sekastrategioita. Lisiksi kaikilla p, g € [0, 1] voimassa
(1)
x! Ay, = 4 > 4p = x" Ay,
ja
x{ By, = 1> ¢ =x| By,
jolloin pelaajan 1 hydtyfunktion odotusarvo on 4, kun se pelaajalla 2 on 1
(2)
XgAYz =1>p= XTAYQ
ja
x5 By, = 4 > 4q = x; By,
jolloin pelaajan 1 hyotyfunktion odotusarvo on 1 ja pelaajalla 2 se on 4;
3
? xTAy* =4/5 > 4/5 =x" Ay*
ja
x*'By* = 4/5 > 4/5 = x*' By,

jolloin kummankin pelaajan hy6tyfunktion odotusarvo on 2.

5
Havaittiin siis, ettd Nashin tasapainoja voi olla useita. Toisin kuin nollasumma-
pelien tapauksessa, Nashin tasapainot eiviat méadraéd pelaajien hyotyfunktioiden odo-

tusarvoja yksikésitteisesti.

5.2. Useamman pelaajan yleiset summapelit

Téahan asti tutkielmassa on tarkasteltu ldhinné kahden pelaajan peleja. Koska
Nashin tasapaino on pelin arvoa ja optimaalisia strategioita yksinkertaisempi yleistaa
useamman kuin kahden pelaajan tapaukseen, tarkastellaan lopuksi monen pelaajan
peleji. Yleiset summapelit vihintddn kahdelle pelaajalle méériteltiin huomatuksen
5.2 perusteella kohdassa 1.3.
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O 59 A
(_“>U72) (—2,2,0)
06,0 ——— (=2,2:0)
Pelaaja 1
V

Pelagja 3

4 Pelaaija 2 O v

Kuva 5.1. Pelaajien voitot esimerkin 5.11 mukaisessa pelissa

ESIMERKKI 5.11 (Kolmen pelaajan valitse kéisi). Pelataan esimerkin 1.1 kaltaista pe-
lid, johon otetaan kolmas pelaaja mukaan. Olkoon pelaaja 1 arvuuttaja, joka piilottaa
kolikot; yhden kolikon vasempaan kéteensé tai kaksi kolikkoa oikeaan kéiteensd. Pe-
laaja 2 valitsee piilotuksen jéilkeen joko oikean tai vasemman kéden ja voittaa siihen
piilotettut kolikot. Téamén jilkeen pelaaja 3, joka ei tiedd pelaajan 2 valintaa valit-
see jomman kumman pelaajan 1 késistéd ja voittaa siihen piilotettut kolikot, mikéli
kolikkoja on jiljella.
T&lloin esimerkiksi pelaajalle 1 saadaan hydtyfunktio f; : {V,0}® — R,

~2, kunz € {(0,0,0),(0,0,V),(0,V,0)}
filz)={ -1, kunz e {(V,V,V),(V,V,0),(V,0,V)}
0, kunze{(V,0,0),(0,V,V)}.

Kuten kahden pelaajan pelit, tdmékin peli voidaan taulukoida. Jos pelaaja 1 kayt-
taa piilona vasenta kiattd, riippuu voitonmaksu pelaajien 2 ja 3 valinnoista, jolloin

saadaan taulukko
3 \% O

2
Vv (—-1,1,0) (—1,1,0) "
O (—=1,0,1) (0,0,0)

Jos taas pelaaja 1 kdyttaa piilona oikeaa kétté, saadaan taulukko

3 V O

2
V| (0,0,0) (=2,0,2)"
O |(=2,2,0) (-2,2,0)

Néamé taulukot voidaan yhdistdd kuvassa 5.1 esitetyksi kolmiulotteiseksi taulukoksi.
Koska jo kolmen pelaajan tapauksessa tarvitaan joko vdhintédin kahta kaksiulot-

teista tai yhtd kolmiulotteista taulukkoa ilmaisemaan pelistd tarvittavia tietoja, ei

matriisinotaatio ole yhtéa kayttokelpoinen kuin kahden pelaajan peleissa.

MAARITELMA 5.12. Olkoon x¥ pelaajan i = 1,...,n sekastrategia n-pelaajan ylei-
sessé summapelissé. Télloin pelaajan j hyotyfunktion f; odotusarvo pelaajien 1,...,n
sekastrategioilla x(M, ... x™ on

Efj= Y ol oV, L),

Lesy,...,IneSy
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missa .

X0 = [ ]
MAARITELMA 5.13. Olkoon pelaajan ¢ puhtaiden strategioiden joukolle S; voimassa
#S; = n; < oo kaikilla ¢ = 1,...,n. Télloin kuvaus

Fj:Ap % x A, =R, F(x9 ... x")=FEf
on pelaajan j sekastrategioiden hydotyfunktio.

MAARITELMA 5.14. Olkoon joukko A,,, pelaajan i sekastrategioiden joukko ja kuvaus
F, © x?;A,, — R pelaajan ¢ sekastrategioiden hyotyfunktio kaikille ¢ = 1,...,n.
Jos sekastrategioille X7 ¢ A, ja sekastrategioiden hyotyfunktioille F; on kaikilla
7 =1,...,n voimassa

Fj(f((l), o xUTD ) gt 7)2(”)) < Fj(fc(l), o, xUTH %0 gOHD ,5((”)),

n)

milld tahansa sekastrategialla xU) € A, niin sekastrategiat %M %™ muodosta-

vat Nashin tasapainon.



LUKU 6

Nashin lause

Téssé luvussa osoitetaan Nashin tasapainon olemassaolo n-pelaajan yleisessa sum-
mapelissd. Tuloksen osoitti ensimméisend John Nash vuonna 1950 [13].

LAUSE 6.1. Jokaisella yleiselld summapelilld on olemassa ainakin yksi Nashin tasa-
paino.

Tobistus. Olkoon (n,S, F') n-pelaajan yleinen summapeli. Olkoon kuvaus
F,: A, x---xA, - R

pelaajan ¢ sekastrategioiden hyotyfunktio kaikilla ¢ = 1,...,n. Merkitdan K = A, X
X A, CR™ x ... xR". Koska lemman 2.13 mukaan joukko A, on kompakti ja

konveksi kaikilla ¢ = 1, ..., n, niin joukko K on kompakti ja konveksi.

Seuraavaksi tarkoituksena on méaritella kuvaus F' : K — K, jolla kuvataan se-
kastrategiat (x(M), ..., x(™) sekastrategioiksi (y"),...,y™), ja osoittaa viite timin
kuvauksen ominaisuuksien avulla.

Olkoon vektori x = [+ . @ ]" e A, pelaajan i sekastrategia kaikilla i =
1,...,n. Méaaritelladn kuvaus CS) K — R,

cl(:) D= CS) (xM, .. xM)

= max{F;(x1, ... xtV 1, x0Y  x™) - (O  x™) 0},

kaikille 1; € S; ja+ = 1,...,n. Kuvaus cl ) {lmaisee pelaajan i lisdhyodyn, kun hén

valitsee sekastrategian x* ) sijaan puhtaan strategian 1;.
Maéaritelladn kuvaus F' : K — K,

Fx®, . x™) = &0, xm),

missé

ja
(4) (4)
M _ Tt
J 7
1+ Zkési Cl(c)
(4)

Koska kuvaukset F; ovat jatkuvia, niin myos kuvaukset ¢, ovat jatkuvia ja edelleen
kuvaus F' on jatkuva.

kaikilla j € {1,...,n;} =S

Kuvauksen F kuvan komponentit X ovat sekastrategioita, sillé, iy) €(0,1) ja

JES; jes, 1+ Zkes Ck 1+ Zkesi Ck 1+ ZkESi Cl(;)
38
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Brouwerin kiintopistelauseen (ks. liite B.3) perusteella on olemassa piste
xW, ... x") e K,
jolle on
FxW, . . xM™)=xD, . . x™).
Osoitetaan vield, ettd kyseisesséd pisteessd on c(j) = 0 kaikille puhtaille strategioille
I; € S;, jokaisella pelaajalla ¢ = 1,...,n. Koska joukko S; tiedetdén numeroituvaksi,
niin sen alkiot voidaan nimeté. Asetetaan S; = {ey, s, ..., €,, }. Oletetaan, ettd cg) >
0, jolloin
Fl(x(l), o ,x(”)) < Fl(el,x@), L xm),

Pelaajan 1 sekastrategioiden hyotyfunktion arvo voidaan esittéd pelaajan 1 puh-

taiden strategioiden avulla painotettuna keskiarvona

F(xW, . x) = Z xfll)Fl(ll,x(Q), o, x™)

liesSt

2 nes: (mﬂ)ﬂ(h, x®, ,x(”))>

1)
le ES1 xll
joten jollakin i € {2,3,...,n1} on keskiarvon ominaisuuksien perusteella oltava

Y

$$) >0
ja
Fl(ei,x@), . ,x(")) < Fl(x(l), . ,x(")).

Téasté seuraa, etté cg) = 0, joten kiintopisteoletuksen vuoksi olisi oltava

1) o)) + ) zt) wt)

f— p— <
€i (1) e8]
142 hes G 143 es, G 1

silla cg) > 0, jolloin », 5 c,(:) > (. Edelld havaitun ristiriiddan seurauksena epéyh-
talo cg) > 0 ei voi olla tosi. Soveltamalla vastaavaa pééittelyd mille tahansa puh-
taalle strategialle 1; € S;, mille hyvénsa ¢ € {1,2,...,n} todetetaan, etta kiintopiste

(xM,x@ . x™) on Nashin tasapaino. O

— (M
x =z,



LIITE A
Tukialkiot ja -operaatiot

MAARITELMA A.1. Olkoot fi,..., f,, reaaliarvoisia lineaarikuvauksia ja olkoon f; =
bi,..., fm = by ndiden muodostama yhtdloryhmé. Olkoon reaaliluku a,s # 0 muut-
tujan x, kerroin yhtalossa f, = b,. Télloin operaatiot

(1) Korvataan yhtilo f. = b, yhtalolld a ! f, = a;tb,.

s

(2) Kun @ # r, korvataan yhtilé f; = b; yhtalolla f; — &= f, = b; — 2=b,..

TS ars

muodostavat tukioperaation, jolle luku a,s on tukialkio.

LAUSE A.2. Tukioperaatioilla muodostettu lineaariyhtdloryhmd on yhtapitavd alkupe-
raisen lineaariyhtdloryhmdn kanssa. Lisdkst muuttaja xs on muodostetun lineaariyh-
taloryhmdn kantamuuttuja.

ToDISTUS. [4, s. 5] O

LAUSE A.3. Tukioperaatioita voidaan soveltaa suoraan simplez-taulukkoon
[a] b
c df
missd a on tukialkio, b on mikd tahansa tukialkion kanssa samalla rivilld oleva alkio,
c on mikd tahansa tukialkion kanssa samassa sarakkeessa oleva alkio ja d on mikd

tahansa muu alkio. Tukioperaatioiden jilkeen saadaan uusi simplex-taulukko
b

d_a@'

a

TobIsTUS. [4,s. 11] O

Rl0oQ |-

Edellisista voidaan todeta, ettd esimerkiksi lauseen 4.18 todistuksen konstruktios-
sa hyodynnettiin tukioperaatiota. Lisdksi kyseisen lauseen todistukset voidaan tehda
suoraan simplex-taulukossa.

Lauseen 4.18 todistuksen konstruktiossa tukialkioksi valittiin kaikista alkioista se
a;j, jolle oli voimassa

bi
min — > 0.
aij>0 Ujg

Toisinaan késin laskettaessa voi laskuja helpottaa valitsemalla tukialkion muilla ta-
voin, kuten tehtiin esimerkissé 4.22. Tukialkion valitsemisesta on keskustelua esimer-
kiksi teoksessa [23].
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LIITE B

Brouwerin kiintopistelause

Brouwerin kiintopistelause on yleistajuinen tulos, jolle on monia erilaisia todistuk-
sia. Sen osoittaminen vaatii paljon esitietoja ja esimerkiksi algebrallisen topologian
tuntemista. Naitd ei tdssd tutkielmassa ole mahdollista késitelld, mutta lukija voi
perehtyé esimerkiksi kirjoitukseen [8].

LAUSE B.1. Ei ole olemassa jatkuvaa kuvausta f : B® — S™ ' suljetusta yksikkopal-
losta yksikkdpallopinnalle siten, etti kuvauksen rajoittuma f|gn—1 : S"1 — S"=1 olisi
tdenttinen kuvaus.

TobisTus. [8]. O

LAUSE B.2 (Brouwerin kiintopistelause). Olkoon B™ avaruuden R™ suljettu yksikkd-
pallo ja olkoon kuvaus f : B™ — B"™ jatkuva. Tdlloin on olemassa piste x € B™ siten,
etti f(r) = x.

TopIsTUS. Osoitetaan tulos antiteesilld. Oletetaan, ettd on olemassa jatkuva kuvaus
f:B" = B", jolle f(r) # z kaikilla # € B". Olkoon L(x) pisteestd f(x) lahtevé,
pisteen = kautta kulkeva puolisuora kaikilla x € B™. Toisin sanoen

Liz) = {f(x) + t(z — f(x)) : £ = 0} C R".

Koska antiteesin mukaan f(z) # z, niin L(z) on todella puolisuora. Madritellasn
kuvaus r : B" — S™1 | jolle

r(z) = (L(z) N ") \ {f(2)}
— (@) +t(r — f@) ¢ >0} {w € R : [[a]| = 1},
Pisteissd r(x) eli joukkojen L(z) ja S™! leikkauskohdissa on voimassa
IL(z)]| =1
eli yhtéapitavisti
IE@IP = 1.
Avaamalla puolisuoran méaritelméé saadaan
1 (2) +t(x = f(2)]]P =1
ja uudelleenjérjestelemalla
e — f(@)[|* +2tf(2)" (2 = fz)) + || f(2)]]> =1 =0,

missi pisteiden f(x) ja x — f(z) sisitulo on kirjoitettu vektoritulona f(z)7(x — f(x)).
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Kyseessé on toisen asteen yhtélo, jolla on juuret

_ —2f(@)" (@ — f(2))) £ VA (@) (@ — f(2)? — Allz — f(@)[P(1f @) — 1)

= e — f@)?
/@)@ = f@) £ VT@ @ — @) = (= @I @I + e — @I
7~ f@2

Schwartzin epayhtdlon perusteella on
(f@) (@ = f(2)))* = (llz = fF@ I f @)D + [l — f(2)]]*
>(f(x)"(x = f(2)))* = ((x = f(@)" f(2))* + [Jo = f(2)]]”
=|lz = f@)|* > 0,
joten tarkastellulla yht&lolla on kaksi reaalista juurta. Niistd plusmerkilld varustet-

tu juuri on aidosti positiivinen ja miinusmerkilla varustettu juuri aidosti negatiivii-
nen. Niin ollen puolisuora L(z) leikkaa pallopintaa S"~! tdsmiilleen yhdessi pisteessi

r(z) # f(x).
Kuvaukselle r saadaan lauseke
r(z) = f(x)+

@) (@ — ) + ST E— F@E T F@OP@F -,
o= f@)IP (&= fz)).

Vektoritulo- ja normikuvaukset ovat jatkuvia, joten kuvaus r on jatkuva. Lisdksi on
r(x) = x kaikilla z € S"~!. Niin ollen rajoittumakuvaus r|g«—1 on identtinen kuvaus,
miké on ristiriita lauseen B.1 perusteella. O

LAUSE B.3. Brouwerin kiintopistelause konvekseille joukoille. Olkoon joukko K € R™
suljettu, konveksi ja rajoitettu sekd kuvaus f : K — K jatkuva. Tdlloin on olemassa
piste x € K siten, ettd f(x) = x.

TobisTus. [17] tai [18] O



LIITE C

Merkintoja
Merkintd Selitys
N Luonnollisten lukujen joukko, {1,2,3...}
R Reaalilukujen joukko
A" Joukon A n—kertainen karteesinen tulo itsensd kanssa, A x --- x A
—_———
n kpl
x,T; Reaaliluku
X Vektori [a:l Ty ... xn]T e R"”
a; m X n-matriisin A = [a,-j]zzle rivivektori ¢, [aﬂ . am]
X; Standardi kantavektori, jolle z; = 1 ja x; = 0, kun j # 4
||| Vektorinormi
#A Joukon A alkioiden lukumééara
B (y, 1) Avoin, r-siteinen, y-keskeinen n-ulotteinen pallo,
’ freR: |ly—al <r}
B(y,r) Suljettu, r-séteinen, y-keskeinen n-ulotteinen pallo,
’ [oeR: |ly—a|| <1}
Bn Suljettu, yksisiteinen, origokeskeinen, n-ulotteinen pallo,
B"(0,1) ={z e R": ||z|]| < 1}
Sn—t Yksisdteinen, origokeskeinen, n-ulotteinen pallopinta, {z € R" : ||z|| = 1}
Kuvauksen f : A — B rajoittumakuvaus,
fle fle : C — B, missi f|o(x) = f(z), kusnx e C C A
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