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Taman tutkimuksen tarkoituksena oli selvittéda toinallisuuden merkitystd matematiikan
oppimisessa. Tutkimuksessa haluttiin selvittdd aokoinnallisuudella niin suuri merkitys
matematiikan oppimisessa kuin usein alaan liittgéésitkimuskirjallisuudessa esitetaan.

Tutkimus on toimintatutkimus. Toiminnallisuudertkimiseksi toteutettiin geometrian
opetuspaketti, jonka vaikutuksia selvitettiin oppie tehdyilla testeilla ja kysymyksilla.
Ty6 on laadullinen tutkimus.

Tutkimustuloksista voidaan péaatelld, ettd oppilpadivat toiminnallisuutta tarkeana
osana matematiikan oppimista. Oppilaan innostusdegskun han paasee itse erilaisia toi-
mintavalineitd kayttaen tutustumaan matematiikdreiaiin. Kavi myos ilmi, etta toimin-
nallisen matematiikan avulla voidaan lisatd maté@ksat oppimiseen liittyvia positiivisia
tunteita ja motivaatiota matematiikan oppimista tkaim. Tutkimusta varten luotu opetus-
paketti osoittautui toimivaksi.

Tutkimustulokset ovat linjassa monien matematigd@dagogien ndkemysten kanssa
siita, etta toiminnallisuus on monessa mielessété&gipoinen lahestymistapa matematii-
kan opetuksessa. Toiminnallista, konkreettista opetastayyta toteuttaa myods vanhempi-
en oppilaiden kanssa, ei vain esi- ja alkuopetideses
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ESIPUHE

Suomi on menestynyt erinomaisesti oppimista mittsa PISA -tutkimuksissa. Matema-
tiilkan osalta olemme joka kerralla olleet aivankk@aiden joukossa. Meidan onkin syyta
olla ylpeita matematiikan opetuksemme tasosta.a&iihko matematiikan opettamista hy-
vista tuloksista huolimatta edelleen kehittda moalgemmaksi? Esimerkiksi matematiik-
ka-asenteissa olisi paljon parannettavaa. (Kopd®84,29-35; Kupari ym. 2004, 42-46.)

Perehdyimme kandidaatin tutkielmassamme niin sanotunkarilaiseen matematiik-
kaan. Havaitsimme, etta ymmarryksemme unkarilamatematiikan kaytannaista jai viela
pinnalliseksi. Tarkastelimme kandidaatin tutkielsemme aihetta varsin laajasta ja koko-
naisvaltaisesta nakokulmasta. Saatuamme aiheetttavam kokonaisndkemyksen, valit-
simme siitd hieman kapeamman nakdkulman lahempékasteluunHalusimme perehtya
mielenkiintoiseen aihepiiriin syvemmin ja konkréesttnmin, mika vaikutti taman tutki-
muksen syntyyn.

Tutkimustydmme eteni aiheeseen liittyvdn monipaeni tutkimus- ja teoriakirjallisuu-
den parista toiminnallisen opetuspaketin suunuittelja toteutukseen. Pian opetuspaketin
toteuttamisen jalkeen analysoimme tutkimukseety\idtt kyselylomakkeiden vastaukset.
Tyo0 jatkui opetuspaketin toteutumisen kuvailulldagarian tasmentamisella.

Tutkimusaineisto perustuu yhden keskisuomalaisaskikuuren alakoulun 6 -
luokkalaisten oppilaiden kanssa toteuttamaamme éuudnnin geometriajaksoon ja hei-
dan antamiinsa vastauksiin kyselomakkeissa seké gkopputesteissa.

Kiitamme erityisesti padasiallista ohjaajaammevitisstieteen tohtori Kauko Hihnalaa
kannustavasta ja avuliaasta otteesta tydmme aikaitéanme myos kasvatustieteen tohtori
Henry Leppaahoa, joka tyon alkuvaiheessa antoidhgreiuvoja erityisesti tutkimuksen ra-
kenteeseen liittyen.

Kiitamme tutkimuksessa mukana olleita oppilaithigadan matematiikan opettajaansa.
Malva Eskelinen ansaitsee erityiskiitokset metodesta ja visuaalisesta tuesta. Kiitam-

me myos muita perheidemme jasenia, ystavidmmeigkelptovereitamme kannustuksesta.

Jyvaskylassa 25.5.2010
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1 JOHDANTO

Kokemuksemme mukaan Varga-Neményi -menetelméanaitzisiin kuuluva toiminnalli-

suus ja toimintavalineiden runsas kayttd on sagahitellen ansaittua huomiota. Orientoi-
tuessamme tutkimaan toiminnallisuuden merkitystzgahsimme, ettd aiheeseen liittyvassa
kirjallisuudessa ei useinkaan mainita sen merkitygipilaan nékdkulmasta, eikéa juuri pa-
neuduta kysymykseen, miksi toiminnallisuus on nénkedd matematiikan oppimisessa.
Halusimme toteuttaa opetusjakson, jonka aikanansas myos itse konkreettisen koke-
muksen matematiikkaan liittyvan toiminnallisuudearkityksesta oppimistapahtumassa.

Taman tutkimuksen tehtdvana on selvittéiika on toiminnallisuuden merkitys 6-
luokkalaisten matematiikan opetukses3ahan haettiin vastauksia alakysymyksitgika
merkitys toiminnallisella opetuksella on oppilaideskemukseen matematiikan oppimisesta,
mitd hyoty- ja haittapuolia on toiminnallisessa eratiikan opetuksesga oppiiko toi-
minnallisen opetuksen avulla tilavuusgeometriaa?

Aiemmissa tutkimuksissa on laajasti kuvailtu toimallisuutta matematiikan opetuk-
sessa yleensa, mutta halusimme tutkimuksessamme@itp@rerityisesti sen merkitykseen
oppilaan kokemana. Tassa tutkimuksessa toiminnalistarkoittaa toimintavalineiden
kayttoa matematiikan tunneilla. Geometrialla tari@ian tasséa tutkimuksessa alakoulussa
opetettavageometriaa.

Toteutimme tutkimuksen toimintatutkimuksena luomall -tuntisen tilavuusgeometrian
opetuspaketin kyselylomakkeineen seka alku- jautggieineen. Kaytetty menetelma sopi
mielestdmme hyvin juuri konkreettisen toiminnankuditksen tutkimiseen.

Oppilaiden kokemuksia ja oppimista opetusjaksaaraa kuvaavat kyselylomakkeiden
vastaukset seka alku- ja lopputestien pistem&audkimustulokset vakuuttivat meidét siita,
ettd toiminnallisuutta kannattaa kayttdad omass#apa tyossa. Uskomme, etta toiminnal-
lisuuteen perehtyminen tarjoaisi tytkaluja myoslreunatematiikkaa opettaville.

Kasittelemme aluksi yleisella tasolla teoriaa magikan oppimisesta minakasityksen,
asenteiden, uskomusten ja tunteiden nakokulmasiaittElemme myos matematiikan ja
erityisesti geometrian oppimista ja siihen liitivdidaktisia nékdkulmia. Esittelemme
myos Varga-Nemeényi -menetelman periaatteita jaaaenime niitd suomalaisen matematii-
kan opetuksen periaatteisiin. Tyon loppuosasséeksiime tutkimusta varten luomamme

toiminnallisen opetuspaketin sekd sen pohjaltatieréutkimusaineiston laadullisen ana-

lyysin.



2 TUNTEET, ASENTEET, MINAKASITYS JA USKO-
MUKSET MATEMATIIKAN OPPIMISESTA

Olipa opetus didaktisesti minkalaista hyvansa, oygeen liittyy monia taustamuuttujia.
Tassa luvussa tutustutaan siihen, miten tunteetikésitys, uskomukset ja asenteet vaikut-
tavat oppimisen taustalla.

Jokaiselle oppiaineelle on luotu oma, virallingeetussuunnitelmansa. Liséksi jokai-
nen yksild muodostaa kokemustensa perusteellaykésit siitd, mitd matematiikka ja sen
Tikkanen (2008) maarittelee koetun opetussuunnéelsellaiseksi, jossa oppilas luo aktii-
visesti omaa opetussuunnitelmaansa tulkiten \@etliopetussuunnitelman toteutusta, eika
vain passiivisesti vastaanota sitd. Tunteet, asejgeuskomukset saatelevat ja suodattavat,
millaiseksi matematiikka, sen oppiminen ja opetogtian. (Tikkanen 2008, 19; Kupari
1999, 44.)

Asenteet, minakasitys, tunteet ja uskomukset kasittein& osittain paallekkaisia. Ne
voidaan kuitenkin erottaa toisistaan erillisiksi@ksi oppilaiden kokemusten analysoinnin
johdonmukaisen kasittelyn vuoksi. (Tikkanen 2008,22; Furinghetti & Pehkonen 2003,
40-41.)

Koetun matematiikan opetussuunnitelman muodostenivaikuttaa merkittavasti op-
pilaan minakasitys; uskomus itsesta matematiikgnjapa. Matemaattinen minakasitys on
keskeisin matematiikan oppimiseen ja saavutuksdikuttavista affektiivisista tekijoista.
(Tikkanen 2008, 20-21.) Vield ensimmaisella luokalppilaan luottamus itseensd matema-
tilkassa on suhteellisen korkealla, mutta luottamseen ja kiinnostus matematiikan tehta-
viin véhenee siirryttdessa seuraaville luokka-#stedppilaiden uskomukset matematiikas-
ta muovautuvat voimakkaasti 10-12 vuoden idssauldgina 9-11 lasten myoénteiset asen-
teet ja emotionaaliset reaktiot saattavat muuteganivisemmiksi, joten kyseista ikakautta
pidetdaén kriittisena ajankohtana. (Tikkanen 2008.,22; Koponen 1994, 29-33; Kupari
1999, 58.)

Matematiikan opetussuunnitelma oppilaan kokemanmtsa opiskelua. Opiskelusta
saadut kokemukset vaikuttavat edelleen oppilaaitykadgsen itsestadn matematiikan oppi-
jana. Tunteiden, asenteiden, mindkasityksen jaukoepetussuunnitelman valisesta yhtey-
desta johtuen oppilaan kokeman opetussuunnitelntaan arvioida myonteiseksi tai kiel-



teiseksi. Laaja-alaisesti ymmarrettyna arvio oreytlessa oppilaan toimintaan erilaisissa
matematiikkaan liittyvissa tilanteissa niin koulassuin muuallakin elaméassa. (Tikkanen
2008, 20-21.)

Jotta opettaja kykenee tukemaan mahdollisimmamhgppilaiden matematiikan op-
pimisen positiivista suuntaa, on opettajan hyvddamppilaidensa tiedot, taidot, asenteet ja
uskomukset. Juuri aiemmat kokemukset muokkaavatekawsin oppilaiden tulevia oppi-
miskokemuksia. (Tikkanen 2008, 94.)

2.1  Tunteet matematiikan oppimisen taustalla

Yksilon ja h&nen kulloinkin kohtaamansa tilantegalligesti ensimmainen kokemus on
laadultaan tunne. Tunteet muodostuvat psyykkisessannassa. (Perttula 2009, 124.) Op-
pilaan kokemuksellinen suhde my6és matematiikkaan,@pimiseen ja opetukseen on si-
ten lahtokohtaisesti laadultaan tunnepohjainen.t@atrelavat nykyhetkessa ja ovat koke-
muksia, jotka ilmentavat ihmisen suhdetta aiheessenerkiksi matematiikkaan niin valit-

tobmasti kuin se vain ihmiselle on mahdollista. Ihen arvioi tilanteen merkittavyytta kun

se koskee hanelle tarkeda tavoitetta. Talloin tunnaa tai syntyy. Jos tilanne on tavoit-

teen suuntainen, kokemus on myonteinen ja painvaktkemus on kielteinen, jos tilanne

on tavoitteen kanssa vastakkainen. (Tikkanen 2288, Matematiikka oppiaineena on hy-
vin tunteita herattava sekad oppilaiden ettd vanhempaholla. Usein se aiheuttaa myo6s
kielteisia kokemuksia. Monesti saavutukset matdkessa yhdistetdankin alykkyyteen.
(Linnanmaki 2004, 241.) Toisaalta tunteiden kokethason yhteys kognitiivisiin proses-

seihin. Tunteet muun muassa suuntaavat tarkkaaxttas(@Hannula 2004, 31.)

Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman perstél@04) ensimmaisena tavoit-
teena matematiikan kohdalla on, ettd oppilas saailokilla 1-2 tyydytysta ja iloa ongel-
mien ymmartamisesta ja ratkaisemisesta ja luoBH&onnistumisen kokemuksia. Unkarin
vastaavan opetussuunnitelman vuodelta 2003 yh&htavidna on kehittaa oppilaan emo-
tionaalisuutta matematiikan opetuksessa. MyOhentdmsa tutkimusraportissa esitellaan
Varga-Nemeényi -opetusmenetelméd, jonka periaatteikiuluu, ettd oppilaalla on lupa
erehtyd, vaitelld ja iloita. Tarkoituksena on luddavallinen oppimisilmapiiri. Useat suo-
malaiset matematiikan oppikirjasarjat ohjaavat @pen itsearvioinnin avullgesim. Ma-
tikkamatka 2003, 7) ottamaan huomioon matematitkardttamia tunteita. Suomessa kay-



tettyjen opetusmenetelmien, ongelmanratkaisun-nagematiikan ja tarinankerronnan
pedagogisissa ratkaisuissa otetaan huomioon oggiiagrilaisia tunteita. Oppilaiden tun-

teita pyritaan siis tavoitteellisesti ottamaan humon ja kehittdméaan. (Tikkanen 2008, 22.)

2.2  Asenteet matematiikan oppimista kohtaan

Karjalaisen (1982) mukaan asenteet ovat tapojaitaaja jdsentdd sosiaalista maailmaa
joidenkin kognitiivisten kategorioiden avulla. Sdlaae ilmaisevat myonteista tai kielteis-
ta, hyvaksyvaa tai hylkaavaa suhtautumista johotifoihinkin tietylla tavalla hahmotet-
tuihin ilmidihin. (Karjalainen 1982, 48.)

Tunteiden, assosiaatioiden, odotusten ja arvagerrilaisten arviointiprosessien yh-
teensulautumisen tulos ymmarretaan asenteeksikgmdn 2008, 33.) Onnistumisen ja ai-
kaansaamisen tarve ovat keskeisia asenteita maisarpeita. (Lindgren 2004, 382.)

Oppilaan asenteiden kehittaminen matematiikkaadearh eksplisiittisena tavoitteena
on nykyisissa matematiikan opetussuunnitelmissayjgpois. Useimmissa suomalaisissa
matematiikan oppikirjasarjoissa asenteen kehittgmiotetaan kuitenkin huomioon itsear-
vioinneissa. (Tikkanen 2008, 28.)

Alempien luokkien oppilaiden asenteet matematigkkahtaan ovat myonteisemmat
kuin ylemmilla luokilla. Asenteiden ja menestyksgilinen suhde on heikko, mutta asenne
vaikuttaa menestykseen epéasuorasti. Oppilaan tawaiton valittdjan rooli: tavoitteilla on
suora vaikutus menestykseen. Yhteistoiminnallisgiskentelyn on havaittu edistavan
myonteisia asenteita matematiikkaan. (Tikkanen 2009

Tikkasen mukaan on suotuisaa tavoitella myontdisiekokemuksia, jotta oppilaat
lahestyisivat matematiikka mielelldan. Tikkanen myoteaa McLeodia (1992) mukaillen,
etta asenteet matematiikkaa kohtaan muodostuvstuwen tunteenomaisten reaktioiden
automatisoitumisena tai ennakkoasenteiden vahvisammkautta. (Tikkanen 2008, 271-
272.) Tasta voitaneen vetaa johtopaatos, ettdagpiénsimmaiset kokemukset matematii-
kasta enteilevat oppilaan myohempéaa matematiikkadkuv

Opettaja on avainasemassa oppilaiden asenteidedasiumisessa. On todettu, etta
innovatiivisuuteen kannustavassa oppimisympariatéggpilaiden kasitys itsestéan "mate-

maatikkona” on positiivisempi kuin ei-innovatiivisga koulussa. (Tikkanen 2008, 273.)
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2.3  Minakasitys ja matematiikka

Minakasityksella tai minakuvalla tarkoitetadmmisella olevaa pysyvaa kasitysta siitd, min-
kélainen han on. (Keltikangas-Jarvinen 1994, 3@adflan tutkimuksessa matematiikkaan
liittyva itsearvostus tarkoittaa tapaa, jolla ogila hyvaksyy tai arvostaa itsed&dn matema-
tiikan osaajana. (Kaasila 2000, 21.) POPS:an (20b#®na tavoitteena on, etta opetuksen
on annettava mahdollisuus terveen itsetunnon kehigeen, jotta oppilas voi hankkia ela-
massa tarvitsemiaan tietoja ja taitoja, saada valetijatko-opintoihin ja osallistuvana kan-
salaisena kehittaa yhteiskuntaa. Unkarin vastaapatussuunnitelman 2003 tavoitteena on
kehittaa oppilaiden minakuvaa ja itsetuntemustaquerallisuuden kehittymiseksi jarjesta-
malla heille sellainen opiskeluymparistd, joka motiitsetuntemuksen omaksumiseen.
Opiskeluymparisté mindkuvan ja itsetuntemuksenstikdamiseksi on sellainen, joka kas-
vattaa oppilaita herkiksi ymparilla oleville ihmilsija asioille. (Tikkanen 2008, 33-34.)

Unkarin opetussuunnitelman kasvatukselliset arakentavat kehittyvaa persoonalli-
suutta niin, ettd omaksuessaan opetussisallotagipilsallistuvat aktiivisesti ndiden arvo-
jen tunnistamiseen ja nimeamiseen. (Tikkanen 288&4.) Toisaalta minakasityksen kiel-
teisyydelld on vahva yhteys kielteisiin asenteigigaulua kohtaan, kielteisiin kokemuksiin
koulunkaynnista ja alhaiseen opiskelumotivaatiqg@mnanmaki 2004, 243.) Minakasitys
on eriytynyt jo ensimmaisen luokan oppilailla. Ensidisen luokan oppilailla on matema-
tiikkan, lukemisen, likunnan ja musiikin osalta nmgéisempi minakasitys kuin vanhemmil-
la oppilailla. (Tikkanen 2008, 35.)

Koulun oppiaineena matematiikka on ollut arvostegppiaine kautta aikojen. Oppilai-
den taholta onnistumista matematiikan alueella taate tarkeampana kuin onnistumista
muissa aineissa. (Linnanmaki 2004, 241.) Oppilaigka kokevat selviytyvansd matema-
tiikkassa hyvin ensimmaisten kouluvuosien aikanayakésitys kehittyy positiivisesti. Pain-
vastoin ne, jotka kokevat epdonnistumisia matekesia, mindkasitys heikkenee. (Lin-
nanmaki 2004, 251.) Hyvin oleellinen huomio onkitdgoppilaan minuuden kehittdminen
matematiikan opetuksessa vaatii oppimisymparisé@fatalaista vaalimista, silla oppilaan
minuus on hyvin paljon sitd, mista se peilautuukkdanen 2008, 33-34.)
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2.4  Uskomukset matematiikan oppimiseen liittyen

Kuparin (1999) mukaan uskomukset ja uskomusjatjgstemuodostuvat siitd kuinka ih-
minen ymmartaa itsensa ja ymparistonsa. Uskomesj@ima tassa tarkoittaa yksilon kaik-
kia fyysista ja sosiaalista todellisuutta koskgalakin tavalla psykologisesti organisoitu-
neita uskomuksia (Kupari 1999, 9-12; FuringhettiP&hkonen 2003, 40-41.) Tikkanen
(2008, 40) kuvaa uskomusten muodostuvan kaikeis@iansita yksilé on havainnut, kokenut
ja lukenut. Schlégimann & Kepler (2007, 98) korestauskomuksien muodostumisessa
erityisesti myds muiden yksilon kanssa tekemisadséien henkildiden osuutta.

Oppilaiden matematiikan oppimiseen ja opettamidéyvat uskomukset ovat totena
pidettyja implisiittisia tai eksplisiittisia subjékvisia kasityksia. (Tikkanen 2008, 40.) Op-
pilaiden ndkemykset koulumatematiikan luonteestiuwtavat heidan kasityksiinsa siita,
kuinka matematiikkaa tulisi opettaa ja kuinka sipgtaan. (Perkkila 2002, 62.)

Pienet lapset uskovat todeksi sen minkd havaitséleadan mielestaan havainnoimi-
nen riittd& perusteluksi sille miten asiat ovaurdtéman lasten konkreettisen yhden kate-
gorian uskomusjarjestelmén kehittymisen nakokulmast hyva, ettd matematiikan ope-
tuksessa opittavia asioita konkretisoidaan monipasti. TallGin lapsille muodostuu moni-
puolisia uskomuksia matematiikasta. (Tikkanen 2@@8)

Opettajan uskomukset vaikuttavat myds oppilaidskomuksiin. Kupari (2000) tutki
vaitoskirjassaan opettajien matematiikkauskomukgekaytannon opetustyon valista yh-
teyttd. Han luokitteli aineistostaan muun muassanfesia uskomuksia ja uudistushakuisia
uskomuksia. Tutkimuksessa kavi ilmi, ettd uudistksiisemmat opettajat painottivat
enemman asioiden soveltamista ja perinteisemmdtaggielaskurutiineja. (Kupari 2000, 8-
14.)

2.5 Motivaatio matematiikan oppimisessa

Motivaatio tarkoittaa syyta tehda jotakin. Oppimaaatiota voidaan tarkastella pitkalla,
tai lyhyella aikavalilla. Opetuksellisilla ratkaila pystytaan kohottamaan motivaatiota
hetkellisesti, mika ei kuitenkaan automaattisesmtkdita pysyvan motivaation 16ytymista.

(Abrahams 2009.) Motivaation merkitys oppimisess&iostaton. Innostunut oppilas oppii
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keskimaarin paremmin kuin innostumaton. Oppimisesiaraa helposti innostuminen,
mika edelleen edistaa oppimista. (Tikkanen 2008,)26

On todettu, etta matematiikkainnostus laskeeysiifressa alaluokilta eteenpdain. Yhtena
syyna tdhan on esitetty matematiikan erkaantunaidt@odellisuudesta, jolloin sen merki-
tysté ja tarpeellisuutta ei niin selvasti ndhdasiyargan (1976) perusajatuksia on oppi-
laan arkitodellisuuteen perustuvien kokemuksieimgtemaattisten mallien kayttaminen.
Esimerkkind Varga mainitsee perehtymisen kartiowtyustuminen esimerkiksi kartion
muotoiseen vuoreen saattaa avata kartion ominassynastemmin kuin pelkkd matemaatti-
nen kartio. (Varga 1976, 171-177.)

Onnistuminen kognitiivisesti haastavassa teh&#vasokkii pysyvamman kiinnostuk-
sen ja motivaation 1oytymista. Itsestddnselvyydat sijaan vahentavat kiinnostusta kuten
myos liian korkea vaatimustaso. (Tikkanen 2008,.PB8nnostus vahenee myads, jos ope-
teltava asia tarjotaan oppilaille valmiiksi purdsliea. Tikkasen mukaan viihtymista ma-

tematiikan tunnilla edistaa mahdollisuus keksiéijaltaa. (Tikkanen 2008, 270.)
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3 MATEMATIIKAN OPPIMISESTA YLEENSA

3.1 Matemaattisten taitojen kehitys

Lapsella on synnynnaisia kykyja hahmottaa lukund&éaroisaalta lasta ympéardi maailma,
joka on taynna erilaisia matemaattisia sisaltojtilgenteita. Lapsi kayttda naita sisaltoja ja
tilanteita usein jopa ilman aikuisen valitonta algekin ammentaen matemaattiselle ym-
marrykselleen suuntaa, vélineita ja kokemuksia.njpuHannula & Rasanen 2004, 198.)
Konstruktivistisen oppimiskasityksen pohjalta kdws oppilaan aikaisempi tieto ja ne
merkitykset, joita han asettaa opiskeltaville dlgoiOppilas myds valikoi tietoa omasta
ymparistostddn. Reflektoidessaan omaa toimintaghksdd oppii ymmartamaan kasitteen
siséllén. Toiminnan kautta taas muodostuu uusi#te#d. Jopa kuusi- ja seitsemanvuoti-
aiden on havaittu olevan melko kykenevia muodostamsyvia ymmarryksia matemaatti-
sista prosesseista ja osaavan omalla tavallaagllajatgebrallisesti. (Hihnala 2005, 34.)

Vainionpaa, Mononen ja Rasanen (2004) esittddirmadirhaisten matemaattisten tai-
tojen kehittymisestad. Mallissa taidot on jaettujddeh osa-alueeseen, jotka muodostuvat
osataidoista:

(1) Lukujenluettelutaito, joka muodostuu lukusanatastii lukusanan maaraan liitty-
van merkityksen ymmartamisesta, luvuista muodostueaun muodostamisesta,
katkeamattoman lukujonon muodostamisesta (listalkakstavan lukujonon muo-
dostamisesta (ketju) sekéa lukujonon muodostamisesta

(2) Laskutaito muodostuu laskemiselta nayttavasta toiasta, esineiden lukumaaran
laskemisesta, lukuméaaran maarittamisesta lisdanasemhentamisen jalkeen seka
lukumaarien vertailusta laskemalla.

(3) Lukukasite muodostuu, kyvysta havaita maaria, kigvgsotella maaria, kasitykses-
ta mita voi laskea, kardinaalisuudesta, jarjestykserkitsemattomyydesta ja luku-
maaran sailyvyydesta

(4) Suhdekasite muodostuu toiminnan kautta hahmottavaiitetasosta, ominaisuuk-
sien kautta hahmottuvasta kéasitetasosta ja vemtdautta hahmottuvasta kasite-

tasosta.
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Kaytdnnossa lukujonon oppiminen on keskeista pretdasten matemaattisen ajattelun
kehittymisessa. (Aunio ym. 2004, 202-203; RasaneAh®nen 2002, 215; Vainionpaa,
Mononen & Rasanen 2004, 295.) Kehityksen alkuvasaéapsi toistaa kuulemiaan sanoja
ja ndkemiaan toimintoja. Tassé vaiheessa lukusawdt ole toisistaan irrallisia, vaan muo-
dostavat lorunkaltaisen listan. Seuraavaksi lajsisatuottaa sanoja lukujonossa tavoitteel-
lisemmin. Luettelu muuttuu pian laskemisen alkeik&unio ym. 2004, 202-203.)

Lapsen kyetessa jo hyvin varhain lukujenluette]uudmnen on kuitenkin huomattavan
haastavaa yhdistdd matemaattisia symboleita pummutkieleen. Lapselle laskeminen ja
paatelmat lukumaarasta ovatkin aluksi toisistadlliséi operaatioita. Tarked vaihe mate-
maattisen ajattelun kehityksessa on se kun lagsilyntaa laskemista lukumaaran maarit-
tamiseen. Lapsen kyetesséa aloittamaan lukujeneluethuualta kuin ykkosesta, luvuilla
voidaan sujuvasti laskea esineitd jopa ryhmittelémdhteen- ja vahennyslaskutehtavissa
voidaan talloin edeta kehittyneempiin laskustraiggn. Lukujonotaitojen kehittynein vai-
he saavutetaan, kun lapsi oivaltaa lukujen olewgsiinsa merkityksellisesti liittyvid. (Au-
nio ym. 2004, 202-203.)

3.2 Matemaattisten taitojen osa-alueet

Kilpatrick, Swafford ja Findel (2001, 16-17) jakavaatemaattisen osaamisen viiteen teki-
jaan:
(1) Konseptuaalinen ymmartaminen, johon kuuluu ymmamngsemaattisista kasitteis-
ta, operaatioista ja néiden suhteista.
(2) Proseduraalinen sujuvuus, joka ilmenee taitonaittata matemaattiset menettelyta-
vat joustavasti, tasmallisesti, tehokkaasti jadédtiksenmukaisesti.
(3) Strateginen kompetenssi, joka siséltda taidon nilagt@sittaa ja ratkaista mate-
maattisia ongelmia.
(4) Soveltava paattely, joka sisaltaa kyvyn loogise@tieduun, reflektointiin, selityk-
siin ja perusteluihin
(5) Yrittelidgisyys, joka muodostuu yksilon ahkeruudestaehokkuudesta seurauksena

yksilon asenteesta ndhda matematiikka jarkevarigytlysena ja vaivanarvoisena.
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Edella mainitut matemaattisen osaamisen viisi &kgvat kietoutuneet toisiinsa ja ovat
toisistaan riippuvaisia.

Leppé&aho (2007) ja Joutsenlahti (2005) kirjoittaedta oppilaan matemaattiset taidot
ovat prosesseja, joita oppilaan matemaattiset kyuydlta osaltaan ohjaavat. Taidot edus-
tavat lahinnad proseduraalista tietoa. Taito ssélgyy tietoon. (Leppéaaho 2007, 31; Joutsen-
lahti 2005, 89.)
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4 GEOMETRIAN OPPIMINEN

Tassa luvussa perehdytddn geometrianopetukseepijaiseen. Luvussa tutustutaan esi-
merkiksi van Hielen geometrisen ajattelun kehittgt@ikuvaavaan viisitasoiseen malliin.
Myds empiiriset tutkimukset opettajien ja oppikirjeekijoiden kasityksistd geometrian
opettamisesta ovat tarkastelussa.

4.1 Geometrinen kasitetieto

Silfverbergin (1999) mukaan matemaattinen ymmawgisiaan jakaa kasitetietoon ja me-
netelmatietoon. Kasitetiedolla tarkoitetaan matdtisn kasiterakenteen eli kasitteiden
keskinaisten suhteiden ymmartamista. Menetelmétigtgy erilaisiin toimintoihin ja tai-
toihin. (Silfverberg 1999, 65.)

Silfverberg tuo esille epdkohdan lukion ja perugko tydnjaossa; se on varsin selkeéa
laskennallisten valmiuksien osalta, mutta geomatrigisitetiedon ja paattelyn oppimisessa
on puutteita ylakoulun ja lukion nivelvaiheessatKimuksensa perusteella Silfverberg pa-
nostaisi enemman geometrisen kasitetiedon opetami® alakoulussa. (Silfverberg 1999,
205.) Silfverberg toteaa, ettd jos opettaja ansktsitetiedollisia tavoitteita, hdn myoés pi-
téaa niiden oppimisesta huolta. Muuten aika kaytejahonkin muuhun. (Silfverberg 1999,
206.)

Silfverberg arvelee, ettd geometrisen kasitetie@dsion nostaminen vaatisi muutoksia
oppikirjamateriaaleihin ja opetusmetodeihin. Gearaeg¢i saisi olla pelkkda laskemista.
Tehtavien ja aktiviteettien tulisi olla monipuoésiNiiden avulla pitéisi pystya yhtaalta
luomaan visuaalinen ja konkreettinen tulkintaymgtérigeometriselle tiedolle, ja toisaalta
oppia reflektoimaan omaa ymmarrysta, konstruoimésm kasitteiden maaritelmia, teke-
maan paatelmia ja etsiméan perusteluja. (Silfvgri®@09, 206.) Matemaattinen ymmarrys
Voi syntya oppimisen eri vaiheissa hyvin eri takilAlkuvaiheessa perustana ovat reaali-

maailman havainnot, mydhemmin geometrisen systeeskanne. (Silfverberg 1999, 19.)
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4.2  Visuaalis-geometrisen tiedon prosessointi

Visuaalis-geometrisen tiedon prosessointiin vadi# taustatekijoitd ovat Silfverbergin
(1999) mukaan spatiaalinen ajattelu, looginen ejatia visuo-spatiaalisen tydmuistin ka-
pasiteetti.

Spatiaalinen ajattellkohdistuu Libenin (1981) mukaan avaruudellisiirhtgisiin tai
kayttaa niitd hyvaksi. Usein spatiaaliseen ajattelkohdistuu visuaalinen aspekti. Spatiaa-
lisen ajattelun apuneuvoina toimivat erilaiset esgntaatiot kuten geometriset kuviot, mal-
likappaleet, kartat, kaaviot, verbaalit kuvauksemnjin edelleen. Varsinainen spatiaalinen
ajattelu on kuitenkin Libenin mukaan tietoista spaiisten suhteiden hallintaan tahtaavaa
ajattelua, joissa representaatioilla on vain véiieen rooli. (Liben 1981, 12.)

Looginen ajatteluwvoidaan jakaa kahteen p&atyyppiin, induktiiviseeln,yksittaisista
tiedoista yleiseen teoriaan suuntautuvaan, ja dedsken eli yleisesta teoriasta yksittais-
tapauksiin suuntautuvaan paattelyyn. (Silfverbedg§91 117.) Simonin (1996) mukaan op-
pilaat kayttavat matemaattisten tehtavien ratkagauipaattelya, jota ei voida pitdd kum-
panakaan edella mainituista. Simon toteaa, ettdlagpnayttavat kayttavan paattelyssa
konkreetin objektin fyysistd manipulaatiota muisiuba kuvitteellisen mentaalimallin
muuttamista. (Simon 1996, 201.)

Visuaspatiaalinentydmuisti nousee tarkeaan rooliin koulugeometdassika on suu-
relta osin visuaalisen havainnoinnin ja kasitteeli tiedon yhteen sulattamista. Tyomuis-
tissa kerrallaan kasiteltavien tietoyksikoiden miaisaara vaihtelee yksildittain. Yksilon
kapasiteetin maksimaalinen kaytettavyys kuitenkanhtelee olosuhteiden mukaan, silla
muun muassa muistettavan materiaalin laatu vakuty@muistin toimintaan. Alakou-
luikaisella tydmuistin toiminta ei viela ole kelyittyt maksimitasolle. 1an my6ta myos tyo-
muistin kayttbtapa tehostuu. (Silfverberg 1999,-126.)
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4.3  Geometrisen ajattelun kehittyminen van Hielen mukaa

Silfverberg esittelee van Hielen teorian geometrigg@ttelun kehittymisesta. Se on kehitet-
ty erityisesti tasogeometrian kontekstiin. Teomankaan geometrisen ajattelun yleispiirteet
viidell& eri tasolla ovat seuraavat: (Silfverbe899, 27-28, 45)

Taso 1 (visualisoinnin taso)

Visualisoinnin tasollakuvioita kasitellaan kokonaisuuksina ja visua@iséavaintomaail-
maan kuuluvina. Kuvioiden tunnistaminen, nimeamjniajittelu, vertailu, kuvailu yms.
suoritetaan ulkomuodon, ei ominaisuuksien peruste€asolla 1 osataan tunnistaa, nimeta

ja piirtda geometristen peruskuvioiden tavanomaaseherkkitapaukset.

Taso 2 (ominaisuuksien analysoinnin taso)

Ominaisuuksien analysoinnin tasokavioita tarkastellaan ominaisuuksien nakékulmasta.
Ominaisuuksia keskinaisiin riippuvuussuhteisiirkeitenkaan kiinniteta huomiota. Kuvioi-

ta osataan verrata keskendan niiden ominaisuuksigila eikd pelkan visuaalisen saman-
kaltaisuuden tai erilaisuuden perusteella. Omindisien analysoinnin tasolla |6ydetaan ja

kaytetaan hyvaksi kaikkia tiettyyn kuvioluokkaarukuwia ominaisuuksia.

Taso 3 (ominaisuuksien jarjestamisen taso)

Ominaisuuksien jarjestamisen tasolkavioiden ominaisuuksilla on loogisten suhteiden
luomaa sisaista jarjestysta. Lyhyitd deduktiivigéittelyita pystytdan kayttamaan. Kuvioi-
den maarittelevid ominaisuuksia osataan kayttaaykgi, kun selvitetddn, sisaltyykd ku-

violuokka toiseen vai ei.

Taso 4 (formaalin paattelyn taso)

Formaalin paattelyn tasoll&allitaan systemaattisen, deduktiivisen geometedellyttama

ajattelutapa. Tasolla 4 kyetaan annetusta tiedodédtelemadn seurauksia ja todistamaan
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geometrisia lauseita itsenaisesti. Geometrisesgélmassa annetut tiedot ja osoitetta-
vaksi edellytetyt tiedot osataan erottaa toisistdd@aritelman, oletetun perusvaittaman ja
lauseen valinen ero ymmarretaan, kuten myos lausesen kdanteislauseen sekéa ehtojen

valttamattomyyden ja riittavyyden ero.

Taso 5 (aksiomisysteemin ymmartamisen taso)

Aksiomisysteemin ymmartadmisen tasppyatytdén vertailemaan eri geometrioita keskendan

tarkastelemalla niiden eroja ja yhtalaisyyksia akgattisina jarjestelmina.

Omassa tutkimuksessaan Silfverberg lisasi kokeshtioisesti yhden véliportaan van Hie-
len tasojen 1 ja 2 valiin. (vH1-2) Télle tasollgogtuivat oppilaat, jotka tulkitsivat tarkas-
teltavien kuvioiden yhteisten geometristen ominaksien muodostavan yleistyksen aino-
astaan siina kuviojoukossa, jota testiosion kuvakkeettisesti esitti. VH-tasoa 2 tulkittiin
samalla tiukemman vaihtoehdon mukaan: Siihen sijoit oppilaat, jotka kykenivat tar-
kastelemaan kuvioiden ominaisuuksia koko kuvioluolghteisind ominaisuuksina. Tutki-
muksessa kaytetty kokeilutaso vH1-2 erottui eng®ssa tarkastelussa omaksi tasokseen
yhta hyvin kuin muutkin van Hielen tasot. (Silfverly 1999, 197-198.)

Van Hielen teorian mukaan tasot ovat hierarkkisessghteessa toisiinsa, jolloin korke-
ammalle tasolle siirtyminen edellyttdd aina ymmstéy joka on kehittynyt edellisilla ta-
soilla. (Silfverberg 1999, 31, 144.) 'Van Hielek@igasohyppely — ajattelua’ on myés ky-
seenalaistettu: Silfverberg tuo esille Gutierrephtaman tutkimusryhman nakemyksen
siita, ettd geometrisessa ajattelussa tapahtudtyaista kerrallaan useammalle kuin yh-
delle van Hielen tasolle tyypillisissa piirteis§ilfverbergin tutkimuksessa van Hielen taso-
jen valilla ilmeni hierarkiaa, muttei erityisen wada sellaista. (Silfverberg 1999, 45, 144.)

Sierpinska (1994) esittelee Piaget'ta mukaillehmeotasoa ymmarryksen rakentumi-
sessa: intra-, inter- ja trans- tason (geometrikatissa intrafiguriaalinen, interfiguriaali-
nen ja transfiguriaalinen taso). Ensimmaisellaltaddsitelladn ainoastaan tiettya fyysista
kohdetta ja sen ominaisuuksia, esimerkiksi geostétiappaletta. Toisella tasolla méaarit-
tyvat yksittaisten objektien keskindiset suhteailnkannella tasolla muodostetaan yleistys,
teorianomainen kasitys aiheesta. Olipa uuden dsiestymistapa miten konkreetti tai

epakonkreetti tahansa, ei ensimmaistd tasoa vdtaahymmarryksen rakentumisessa.
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(Sierpinska 1994, 106-107.) Piaget'n tasoajatteluss paljon yhtenevaisyyttd van Hie-
len tasojen kanssa. Piaget'n mallissa ajatteluntyelesitetaan kulkevan syklisesti, jossa
trans-tasoa seuraa uusi intra-taso ja niin edellan Hiele taas esittaa tasot kiinteampina,

pysyvasti saavutettua ajattelun tasoa kuvaavina.

4.4  Geometrian opettamisesta

Van Hielen tasojen pohjalta on tehty pedagogistadptaa: Pehkonen (1985) esittaa, etta
geometrian opetuksessa alakoulussa pysyteltaigasgantoisesti ensimmaisen van Hielen
tason toiminnoissa. Nelja ensimmaisté vuotta parsiskonkreettiin tydskentelyyn, ja vuo-
siluokilla 5-6 siihen mennessa opitut geometrisésitkeet pyrittaisiin systematisoimaan
sekd oppimaan geometriassa kaytettdvaa sanasmarkantoja. (Pehkonen 1985, 59-68.)

Haapasalon (1993) esittdmien metodisten suositustgkaan jo kolmannen luokan
aikana tapahtuisi useimpien oppilaiden kohdallatysnistéa visualisoinnin tasolta ana-
lysoinnin tasolle. Varsinainen deduktiivisen pdatienarjoittelu tapahtuisi ylakoulun aika-
na. Silfverberg (1999) tulkitsee Haapasalon kasgykniin, ettd kuudennen vuosiluokan
loppupuolella valtaosa oppilaista olisi siirtyngi siirtyméssé kolmannelle van Hielen ta-
solle. (Silfverberg 1999, 47-48.) Seka Haapasdté, Rehkonen esittavat, ettd peruskoulun
aikana valtaosan oppilaista tulisi paasta kolmdanehn Hielen tasolle, etevimmaét jopa
neljannelle. (Haapasalo 1993; Pehkonen 1985, 68-69.

Silfverberg (1999, 201) havaitsi kuitenkin tutkiksgssaan, etta jokaiselta ylakoulun
luokkatasolta |0ytyy huomattava méaara oppilaitékgceivat ylla edes van Hielen tasolle 1,
ja ainoastaan 15 % ylakoululaisista kuuluu kolmden@minaisuuksien jarjestdmisen ta-
solle) tai sita ylemmalle van Hielen tasolle. Enastinylakoulun oppilaista on van Hielen
tasoilla 1 tai 2.

Malaty (1993) toteaa ajattelun kehittamisen jaanemilumatematiikassa kaavamaisen
laskemisen alle. Hanen mukaansa oppikirjoissa giadégein "tietdmisen” tasolle. Tiede-
taan miten tehdaan, muttei pyritd ymmartdmaan nm#ési tehdaan. Malatyn mukaan kou-
lussa ei muodosteta geometriassa yhtendista, yrett@da rakennetta. Oppikirjoissa, joi-
hin opetus pitkalti perustuu, keskitytaan piiriganta-alojen ja tilavuuksien laskemiseen.
Malatyn mielesta ymmartaminen on kuitenkin mateikati tarkein tavoite. (Malaty 1993,
12-15, 46-48.Raty-Zaborszky (2006, 250) ei jattaytyisi opettajgrelkéan oppikirjan va-
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raan Han pitaa tarkeéna, ettd geometriassa hankitaaenkaksia kasin erilaisten materi-

aalien ja valineiden avulla.

4.5 Geometrian oppimisesta

Andrews (1996) toteaa, etta joillakin opiskelijailbn vaikeuksia avaruudellista hahmotta-
mista vaativissa tehtéavissa. Yhdeksi syyksi héarelaes sen, ettei oppilaille ole tarjottu
mahdollisuuksia hankkia kokemuksia kolmiulotteigistappaleista varhaislapsuudessa.
Myds Sierpinska (1994) Toteaa, ettd varhaisillagkoldksilla on suuri merkitys hahmotta-
miskykyyn. Han viittaa tutkimuksiin, joissa on tatlesokeina syntyneiden ja myéhemmin
nakokyvyn saaneiden ihmisten vaikeuksista erot@aikta neliosta. (Sierpinska 1994,
101-102.) Ben-Chaim, Lappan ja Houang (1988) kuitemmsoittavat, ettéd avaruudellista
hahmottamista voi oppia myéhemminkin, ylakoululykioiassa, kayttdmalla konkreettisia
geometrisid kappaleita sisaltavia aktiviteetteja.

Ben-Chaim, Lappan ja Houang (1985) tutkivat avaeliigla hahmottamista. Tutki-
muksessa kavi ilmi, ettéd hieman alle puolet 5-8kkalaisista osaa maaritella oikein, kuin-
ka monesta pienesta kuutiosta jokin isompi kuukenmelma koostuu. Tyypillisimmin vir-
heet johtuivat kolmiulotteisen hahmottamisen ongstia) kolmiulotteiseksi piirretty raken-
nelma joko nahdaan kaksiulotteisena tai piirroksiinssa olevia rakenteita ei huomioida.
Battista ja Clements (1996) havaitsivat, ettd k&kémnesta kolmasluokkalaisesta ja viiden-
nes viidesluokkalaisista ei osannut hahmottaa kdbtteisesti piirrettya rakennelmaa sel-
keasti yhtend kappaleena. Battista ym. (1996) vateattda avaruudellisen kasityksen ra-
kentuminen gpatial structuring perustuu pitkalti yksilén omiin toiminnallisiindkemuk-
siin ja niiden kautta syntyviin aktiivisiin ajatugisesseihingctive process of putting in re-

lation).

4.6  Opettajien kasityksia geometrian opettamisesta

Raty-Zaborszky (2006) tutki suomalaisten ja unkasten opettajien ja oppikirjantekijéiden
kasityksia geometrian opettamisesta. Suomalaissattaotutkimuksessa korostuivat kasi-
tykset oppikirjasta. Suomalaisopettajien mukaamggdan asema oppikirjoissa ei ole ko-
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vin merkittdva. Geometria koetaan kaavamaiseksikaau@seksi, muuttumattomaksi,
pintapuoliseksi ja laskemispainotteiseksi. Tallopetus keskittyy tehtaviin ja niiden suorit-
tamiseen. (Raty-Zaborszky 2006, 246.) Edella viitaMalatyn (1993) samansuuntaisiin
kasityksiin siita, millaista geometrian opettamiremluissa on.

Suomalaisopettajat toivat esille geometrian oleggitelua ja sen kehittdmista seka
hahmottamista ja tarve jokapaivaisessa elamassim&8aisopettajien keskusteluista valit-
tyi kasitys, ettd geometriassa probleemia ratkamstaekaanisesti. Unkarilaisten opettajien
kasityksissa painottui eniten ajattelun ja hahnmoigan kehittdminen. (Réaty-Zaborszky
2006, 239.)

Unkarilaisopettajien mielestd geometriassa kokagtyhteydet arkipaivan tilanteisiin
ymparistossd. Geometrian todettiin olevan toimilswaltta ja konkreettisuutta, koska
geometria kytketadn vahvasti todellisuuteen ja tomallisuuteen. Geometriassa luodaan ja
nahdaan kuvioita. Naistd saa kokemuksia parhaitgkintalla ja toimimalla. (Raty-
Zaborszky 2006, 239rt. Pehkonen 19895

Suomalaisten opettajien mukaan geometrian opetuléeckohtana on oppilaan fyy-
sinen elinymparistd. Geometrian opetus ja oppimik@mstavat monipuolista toiminnalli-
suutta ja konkreettisuutta ja myo6s kielitaidon &ytké. Oppilailla on hyva olla apuna toi-
mintamateriaalia. Hyva menetelma ja konkreettineatemaali saavat oppilaan toimimaan
ja ajattelemaan. (Raty-Zaborszky 2006, 239.) Suaisabettajat nakivat kuitenkin geomet-
rian opetuksen ja oppikirjan ongelmallisuuden metkerkittavana, ja geometrian etenemi-
sesséa koetaan ristiriitaisuutta. Ratkaisuprosesisimeta tarkeédna vaan ratkaisun lopputu-
losta. Geometrian opetuksessa ja oppimisessa tiainityds kasitetietouden tarkeys. Ma-
temaattinen ajattelu ei kehity, jos kasitteita alita.(Raty-Zaborszky 2006, 239-240.)

Unkarilaiset opettajat painottivat etenemisprosegeometrian opetuksessa. Geomet-
rian opetus ja oppiminen rakentuu pala palaseltahjgdkohtana on oppilaan oma fyysinen
ymparist6. Arkielaman kokemuksilla on hyva vaikutwsaruudellisen tajun kehittymiseen.
Vahva kasitetietous luo hyvan pohjan geometrianimgelle ja ymmartamiselle. (Vrt.
Silfverberg 1999) Menetelmien ja oppilaan aktiiineoli korostuu geometriassa. (Raty-
Zaborszky 2006, 239-240.)

Opettajat toivat esille, ettd geometrian opetttanpelataan, ja etta sita on vaikea opet-

taa ja oppia, vaikka oppilaat ovatkin motivoituaeiGeometria vaatii opettajalta enemman
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valmistautumista. Geometriassa painottuvat meneelmonipuolisuus, konkreettisuus
ja toiminnallisuus, jolloin oppilaan aktiivinen rib&korostu. (Raty-Zaborszky 2006, 240-
241))

4.7  Oppikirjantekijoiden kasityksia geometrian opettamisesta

Suomalaiset oppikirjojen tekijat kertoivat heikogf@ometriaperinteestd ja geometrian va-
haisesta arvostuksesta. He kokivat talla olevakuasta myos oppikirjan tehtaviin ja kou-
lussa kaytettaviin tydtapoihin. Oppikirjantekijoidenielestd geometriassa korostuvat arki-
elamd, ongelmanratkaisu sek& konkreettinen, toiatlimen opetustapa. Ymmartamisen
tueksi oppilas tarvitsee erilaisia materiaalejaktivoivaa toimintaa Oppikirjan tekijat eivat
ole varmoja, toteutetaanko niité koulussa. (Ratgetézky 2006, 242.)

Unkarilaiset oppikirjan tekijat korostivat jarjesnallisesti opetettavaa ja rakennetta-
vaa ajattelua. Ajattelu ja luovuus ovat oppimisémgssa. Oppikirjan tekijoiden nakemyk-
sissa esiintyi tarkeana visuaalinen ajattelukylossg geometrialla on merkittava rooli.
Geometrian ajatellaan kehittdvan joustavaa ongaiatiaisua ja visualisointitaitoja. Geo-
metrian painottuminen oppikirjassa on perinteisesiiva. (Raty-Zaborszky 2006, 242.)

Suomalaisten oppikirjan tekijoiden kasityksisséetapsen lahtokohtana painottuivat
oppilaslahtoisyys, konkreettisuus ja geometrisgipkdeet. Konkreettisuuden ja toiminnal-
lisuuden koettiin olevan tarkeitd. Oppikirjan tékien mielesta opettajilla on negatiivinen
suhtautuminen geometrian opettamiseen. Sitd mydstgin vaikeana. (Raty-Zaborszky
2006, 242.)

Unkarilaiset oppikirjan tekijat korostivat opetya-oppimisprosessia seka kasitetietou-
den rakentamista. Vaiheittainen eteneminen ja algperiaate nousevat esiin. Oppiminen
on kumulatiivista, ja lopputuloksena on systemaatti rakenne. (Raty-Zaborszky 2006,
243.) Dienesin esittamat matematiikan oppimispreisekuusi vaihetta (esitellaan luvussa
8.2) nakyvat unkarilaisoppikirjojen geometrian odessa. Matematiikan systemaattinen
rakenne heijastuu kasitteiden opetuksessa ja Oppgsa.

Kasitesysteemi on tasmallinen ja hierarkkinenjyaia kasitteitd opitaan aikaisemmin
opittujen kasitteiden avulla laajentaen ja syvemtdé&ma vaatii toimintamateriaalien kayt-

tamista. Unkarilaiset oppikirjan tekijat pitdvatkéana geometrian merkitysta oikean aivo-



24

puoliskon kehittajand, koska siella koetaan jatkiaan avaruudellis-geometriset ja vi-

suaaliset informaatiot. (Raty-Zaborszky 2006, 243-p
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5 VARGA-NEMENYI| -MENETELMA

5.1 Varga-Neményi -menetelman taustaa

Matemaattinen kasvatus oli Euroopassa ja muuallaiaailmassa melko yhtenaista viela
1950-luvulle asti. Varhain 1960-luvulla yhtenaisyggaantui kahtia: itdiseen ja lantiseen
matematiikan kasvatukseen. Matematiikan opetusiraskipisteeksi USA:ssa ja Lansi-
Euroopassa Neuvostoliiton laukaistua Sputnikin awtgen 1957. Tamé sai aikaan uudis-
tusliikkeen "New Math” eli "uusi matematiikka”. Pekilan (2002) mukaan uusi matema-
tiikkka levisi lansimaihin Yhdysvaltojen kautta. Snessa toteutettiin uuden matematiikan
nimissa pohjustettu matematiikan opetuksen uudisieismian ennen peruskoulu-uudistusta
1970-luvulla. (Raty-Zaborszky 2006, 24-25, 92; Ra&2002, 23.)

Uusi matematiikka yhdisti kaytannon laskemisepyataan matematiikan. Matemaat-
tisesti oikeita kasitteita pyrittiin ottamaan ké@ih jo alemmilla luokilla. Samanaikaisesti
laajennettiin yleisia ja tiedollisia tavoitteitaokkeakoulutason aiheet, joukko-oppi ja luku-
teoria, liitettiin ala-asteen matematiikan opetwtseUuden matematiikan tehtavana oli
myOs nopeuttaa ja parantaa matematiikan opetudtatgaden ja tekniikan kehitystd. Ma-
tematiikan uudistus poisti kaytdnnéssa kolmijaatmaatiikka, algebra ja geometria. Tilalle
tuli yksi oppiaine matematiikka. Tavoitteena olsdiehostaa matematiikan opetusta. Yksi
seurauksista oli, ettd joukko-opin maaran lisaamregota peruslaskutoimitukset unohdet-
tiin.(Raty-Zaborszky 2006, 24-25, 92; Perkkila 2022.)

Unkarissa kyseista tilannetta ei hyvaksytty selanan vaan siella kaynnistyi matema-
tiilkan reformililke. Unkarin matematiikan opetukskehittdjand toimineen Tamas Vargan
ideana oli uuden matematiikan opetussuunnitelmakuyaus, joka tunnetaan nimella
kompleksinen opetussuunnitelma. Kompleksisessa maii&an opetuksessa huomioitiin
matematiikan eri alueet, tehtavat, luokkatyoskenwéhlineet ja spiraaliperiaate. TAssa me-
netelmassa kaikki sisallot ja kasitteet opetetaaneatta eri menetelmalla erilaisten vélinei-
den avulla. Kaikkiin matematiikan osa-alueisiingiabn yha uudestaan lahestymalla niita
uudesta nakdkulmasta ja liittmalla niihin uusimgsteyksia. (Raty-Zaborszky 2006, 24-
25, 92, 98-99.)
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5.2  Suomen ja Unkarin koulujarjestelmat

Suomen koulujarjestelmassa merkittavin muutos tapaluonna 1972, jolloin Suomessa
siirryttiin peruskoulujérjestelmaan. Tama tarkokeansakoulujen ja oppikoulujen viiden
alimman luokan eli ns. keskikoulujen yhdistamisga&uraava suuri uudistus on yhtenaisen
peruskoulun opetussuunnitelman kayttéonotto viitaéis syksysta 2006. Siind perusasteen
opetus jakautuu vuosiluokkiin 1-6 ja 7-9. Yhtenaiperusopetuksen pyrkimyksena on tur-
vata oppilaan eteneminen joustavasti koko opintajan sekéa ehkaista syrjaytymista. (Ra-
ty-Zaborszky 2006, 21.)

Unkarissa pyritdaan jo paivakodissa varmistamad#s, televilla ensiluokkalaisilla on
koulun aloittamista varten tarvittavat taidot jadbt ja myos tarpeellinen kyky keskittya.
Kaikille pyritaan antamaan tietyperustason valmiudgHerold 2002, 20.)

Kaikkiaan unkarilainen kuten suomalainenkin kouligstelmé& on kokenut muutoksia.
Vanhaa sosialismin aikaista systeemia on purethitellen vuodesta 1989. Purkamisen
ohessa uusia systeemeja on kehitetty koko ajanafisga koulujen valilla on eroja ja kou-
lusysteemeja on useita rinnakkain. Kunnallistenlljen rinnalle on tullut erilaisia yksi-
tyiskouluja, vieraskielisia kouluja ja eri kirkkoktien yllapitamid kouluja. Suuremmissa
kaupungeissa voi valita eri vaihtoehdoista. (Répatszky 2006, 22-23.)

Unkarissa vanhemmat vastaavat koulunkaynnistaidelbsesti, mika tarkoittaa sita,
ettd vanhemmat ostavat kaikki koulutarvikkeet. Mydska on maksullista. Joihinkin kou-
luihin padsee vain paasykokeiden kautta. Yleisipiagvollisuuskoulu Unkarissa on kah-
deksanvuotinen yleissivistava koulu, joka on jaetfakouluun ja ylakouluun. Molemmat
ovat kestoltaan nelivuotisia. Tata kutsutaan pestess koulutukseksi. Unkarissa peruskou-
lun neljaa alinta luokkaa opettaa yleensa luokattajagja neljaa ylinta luokkaa aineenopet-
tajat. Peruskoulutuksen jalkeen oppilas voi pyrie$ivuotiseen lukioon tai kolmivuotiseen
ammattikouluun. Jos oppilas ei halua jatkaa opaatojperuskoulun jalkeen, héan opiskelee
viela kaksi vuotta erilaisia kaytdnnon aineita p&aulussa. Oppilaalla on mahdollisuus
pyrkia peruskoulun neljannella luokalla kahdeksatiseen lukioon tai kuudennella luo-
kalla kuusivuotiseen lukioon. (Raty-Zaborszky 2028,23.)

Suomessa oppivelvollisuus alkaa sinéd vuonna japsi ltayttaa seitseman vuotta. Op-
pivelvollisuus suoritetaan yhdeksanvuotisessa penlassa, jonka jalkeen oppivelvolli-

suus paattyy nuoren tayttdessa 16 vuotta. (Ratpidaky 2006, 22.) Unkarissa taas oppi-
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velvollisuus alkaa sind vuonna, jona lapsi taykiéidsi vuotta ennen kuluvan vuoden elo-
kuuta. Unkarissa oppivelvollisuus paattyy nuoreyttéédessa 16 vuotta. (Raty-Zaborszky
2006, 22-23.)

5.3  Suomen ja Unkarin opetussuunnitelmat

Unkarin perusasteen vuosiluokkien 1-6 matematiidaiset tavoitteet perustuvat Unkarin
kansalliseen opetussuunnitelmaan vuodelta 1993%y-{&iborszky 2006, 28.) Suomen pe-
rusasteen vuosiluokkien 1-6 matematiikan yleisgbiteeet perustuvat Raty-Zaborszkyn
aineistossa vuoden 1994 opetussuunnitelman pesiistéRaty-Zaborszky 2006, 26.)

Suomen ja Unkarin vuosiluokkien 1-6 matematiikgetassuunnitelmien yleisissa ta-
voitteissa selked ero on nadhtavissa tekstin mair&dth Suomen opetussuunnitelmassa
tavoitteita ei esitetd niin tarkasti, sisaltopaiasesti ja luokkakohtaisesti kuin Unkarissa.
Molemmissa maissa korostetaan ajattelua. Suomeanisseinnitelmassa se tarkoittaa joh-
donmukaista ja tasmallista ajattelua, Unkarin op&iunnitelmassa joustavaa ja kurinalais-
ta ajattelua. (Raty-Zaborszky 2006, 33.)

Suomen peruskoulun opetussuunnitelman perust@igsamatiikan osalla toisen vuosi-
luokan jalkeen tavoitteena on, ettd oppilas pysggemaan perusteltuja paatelmia ja selit-
tamaan toimintaansa ja osaa esittdd ratkaisujaakréettisin mallein ja valinein, kuvin,
suullisesti ja kirjallisesti (POPS 2004, 159). S&mro teeseihin vedotaan myds unkarin
opetussuunnitelmissa, joten opetussuunnitelmatasaltat unkarilainen ja suomalainen
matematiikan opetus- ja oppimistapa poikkea jucisistaan. (Raty-Zaborszky 2006, 24-
31)

5.4  Varga-Neményi -opetusmenetelma

Unkarilaisen matematiikan uranuurtajina toimineideamas Vargan ja Eszter Neményin
kehittamaa menetelméaa on kaytetty laajalti Unkarisgita tuli ainoa sallittu matematiikan
opetusmenetelma vuosina 1978-1989. (Tikkanen & liaemp2005, 78-79.pPakollisuuden

loputtua moni unkarilaisopettaja valitsi helpomntem, ja nykyddn menetelmaa kokonai-
suudessaan kaytetaan 70-80 eri koululla UnkariRaon enemman on niita, jotka kaytta-
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vat menetelmaa osittain. Valtaosa Unkarissa kagitossvista opetussuunnitelmista pe-

rustuu joka tapauksessa Varga-Nemenyi -menetelnfBampinen & Korhonen 2010, 22.)

Varga-Neményi -opetusmenetelmén pedagogiset peadaivat Tikkasen (2008, 66) mu-

kaan:

« Todellisuuteen perustuvien kokemusten hankkiminen
+ Abstraktion tie

« Toimintavalineiden runsas kaytto

« Laaja ja yhtendinen kasitteiden pohjustus

+ Lupa erehtya, vaitella ja iloita

+ Oppilaan kehityksen ja ominaispiirteiden huomioigmn

« Opettaja ja matematiikan opetus

Varga-Nemeényi -menetelméssa nahdaan tarkeana tkdanuomio siihen, mita lapsi jo
osaa opetusjakson alussa. (Lampinen ym. 2010,L26fpkohtina ovat myds matemaatti-
nen ajattelutapa ja oppilaan aktivointi. Varganiylerusidea matematiikan opetuksessa oli
se, ettd oppilaita taytyy auttaa nauttimaan matéaata ja saada heidat huomaamaan ma-
tematiikan kauneus. Oppilaille taytyy tarjota malidous vapaaseen ja luovaan toimintaan.
Oppilaan suorittaessa itse tehtavad hanelle symigjikuva, johon palaamalla yritetaan
seuraavassa vaiheessa rakentaa abstraktimpaanalltssmpaéd kasitettd. Puhutaan abst-
raktion vaiheittaisesta etenemisesta — yksi Vargem&hyi -menetelman perusajatuksista.
Kasitteen muodostuksen pohjalla on vaiheittainevsgssi, joka perustuu kokemukseen.
(Tikkanen 2008, 65-87; Risku 2001; Lampinen ym.®Q19-21.)

Ensimméinen vaihe on aina konkreettista tekenksit#&n asian havainnollistamista
leikkimalla tai pyytamalla lapsia itse tekemaan d&dan jotain. Kaytetddn mahdollisim-
man paljon eri aisteja. Luokka voidaan esimerkjikaa kahtia asettamalla lapset kahteen
jonoon. Tarkistetaan, ovatko ryhmat yhta suuretro#tila paria kasista kiinni ja katsotaan,
l6ytyyko kaikilla pari. Tama toimii johdatuksenarpinen - pariton - kasitteisiin. (Risku
2001; Lampinen ym. 2010, 19-21.) Kyseinen Varga-Reyn -menetelmééan kuuluva ajat-
telutapa, kaytdnnonlaheisyys matematiikan ymmadéssé, ei ole vieras suomalaiselle-
kaan opetukselle. (Risku 2001).
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Toisessa vaiheessa sama asian tehdaan valineitén tikuilla, pahvikiekoilla tai
pavuilla. Edellisen esimerkin tapaan voidaan mutadopareja vaikkapa kahdesta ryhmasta
tulitikkuja. Vasta kolmas vaihe on saman asianast#du kuvasta. Kuten jo aiemminkin
todettiin, kuva on lapselle abstraktio. Sen vudksna ei ole abstraktion portaiden ensim-
mainen vaihe. (Risku 2001.)

Naatasen ja Szalontain mukaan Vargan ajatuksematejroida eri alueita kuten jou-
kot ja logiikka, luvut ja operaatiot, geometriangitaaminen, relaatiot ja funktiot seka jonot,
kombinatoriikka, todennadkoisyyslaskenta ja tilasi¢. 1970-luvulla Unkarissa oli jopa
muodissa ajatus, etta jokaisella oppitunnilla tudisittda jotain jokaisesta naista, mika ei
kuitenkaan toiminut. (Naatanen8zalontai 2002, 13-16.)

Varga-Nemeényi -menetelma vaatii paljon opettajdtiaska se edellyttéda jatkuvaa ti-
lanteessa elamista. Varsinkin kokemattoman opettajesuunniteltava opetuksensa huolel-
la. Oppilaiden edetessa tehtavat tulevat abstrakéiksi, mutta alkuvaiheessa kaytetaan
oppilaan omaa kokemuspiirid, aisteja ja kasia apOmettajan on osattava erottaa oppilai-
den oikeansuuntaiset mutta epatarkat ideat vaaktéen on oivallettava nopeasti, onko
etenemissuunta oikea ja pystyttdva innostamaaasersia oppilaita. (Naatanen 2000, 16-
17; Lampinen ym. 2010, 21-22.)

Varga-Nemenyi —mentelman mukaista esi- ja alkuggiaton kokeiltu muun muassa
Hosmarin paivakodissa ja Sunan koululla. EspooHgbsingin opetustoimien yhteishank-
keena kaynnistettiin vuonna 2008atikkamaa—niminen toimintaidea matematiikan ope-
tuksen kehittdmiseksi. Varga-Nemenyi- menetelm&lai sen pedagogisista taustavaikut-
timista. (Ojala 2004.)

Vargan ajatuksena oli integroida eri alueita kytarkot ja logiikka, luvut ja operaatiot,
geometria ja mittaaminen, relaatiot ja funktiot &ejonot, kombinatoriikka, todenna-
koisyyslaskenta ja tilastotiede. 1970-luvulla Ungsa oli jopa muodissa ajatus, ettd jokai-
sella oppitunnilla tulisi esittaa jotain jokaisestaista. Tulokset eivat olleet hyvid, mutta
myoOskaan vastakohta, eli pitdytyminen ainoastaateg$d matematiikan teemassa kerral-
laan ei ole tehokasta. Keskitie on paras, ja jobduobista, tulisi tunnin paateema sitoa
muihin aiheisiin mielenkiinnon yllapitamiseksi. (&tdnen &Szalontai 2002, 13-16.)
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5.5 Varga-Nemeényi -menetelman kayttdminen vaatii perehtmista

Varga-Nemeényi -menetelma ja sen onnistunut kaytelgtaa opettajilta ja etenkin aloitte-

lijalta paljon tyota. Naatdsen mielesta on vaaratiz, unkarilaisen menetelman leikista ja
hauskuudesta innostutaan, ja poimitaan hauskojaipaddja sieltd taaltd. Han jatkaa, etta
menetelman kanssa pitkd&n toiminut voi toimia kaemnilman oppikirjaa. Naatasen mu-
kaan Varga-Nemeényi -menetelma on systemaattineark@g&uus, jonka hajottaminen pala-
siin ja eri jarjestyksessa uudelleen kokoaminernvidistd osan poisjattdminen merkitsisi
ehké& vain huononnusta verrattuna nykyisin kayt@e@aan, lukuja painottavaan kaytan-

t6omme. (Naatanen 2001.)
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6 SUOMALAISEN MATEMATIIKAN OPETUKSEN
VERTAILUA VARGA-NEMENY| -MENETELMAAN

Tassa osassa vertaillaan suomalaista matematiikéusip Varga-Neményi —menetelmaan
Mink&lainen onkaan "suomalainen” tyyli opettaa madtiikkaa, jota kaytdmme toisena
vertailuparina? Kysymykseen ei |I0ydy kovin yksitelsta vastausta — erilaisia opetusfilo-
sofioita 10ytyy suomalaisilta opettajilta paljonyrimme kuitenkin hahmottelemaan tyypil-

lisimmin ilmenevid eroavaisuuksia. Kun puhumme Urdsa tapahtuvasta matematiikan

opetuksesta, tarkoitamme Varga-Neményi -menetelméaa.

6.1  Oppikirjan rooli

Suomessa alakoulun matematiikanopetus toteutudlpitiopikirjojen muodostaman ope-
tusrungon pohjalta. Opettajat luottavat oppikinopalmiiksi tehtyihin tuntisuunnitelmiin.
Oppikirjan kaytdssa on kenties suurin ero Unkaairsjiomen matematiikan opetuksen va-
lilla. Erityisesti tama on nahtavissa alkuopetuksesJnkarissa oppikirja nahdaan opetuk-
sen apuvélineend. Oppikirjan asemesta unkarilasesgematiikan opetuksessa kaytetdan
varsinkin alkuopetuksessa "tyOkalupakkia", jostgy§ monenlaista materiaalia: nappeja,
papuja, erilaisia kortteja, arpakuutioita, legajarua, askartelutikkuja, kuminauhoja, mitta-
nauha, pelinappuloita jne. Lisaksi kaytetdan loagmaloja (erivarisia, pienia geometrisia
kuvioita) seka varillisia, eripituisia sauvoja. Karettisten valineiden avulla lapsi itse ha-
vainnollistaa kasittelyssa olevia ilmi6itd. Tave&gha on, ettd lapsi on koko ajan aktiivinen
osallistuja. (Riski2001; Raty-Zaborszky 2006, 239-246.)

6.2  Opettajan rooli ja opetuksen interaktiivisuus

Unkarissa toimitaan Suomea enemman opettajajoktoigeppikirjojakin toki kaytetaan,
mutta etenkin alkuopetuksessa niiden rooli on pi€alkkia numerolaskuja on kirjoissa
vahan, ja niiden sijasta on paljon ongelmanratkgspaattelytehtavia. Jo neljannen luo-

kan oppisisallot ovat huomattavasti vaativampikgsittelevat laajemmin matematiikan eri
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aloja kuin Suomessa. Tehtavien tarkeimmat ominaisuovat monipuolisuus ja mah-
dollisuus erilaisiin muunnelmiin. (Szalontai 2002dnkarissa tuntitydskentelyssa on vah-
vasti mukana koko luokan yhteishenki ja yhteinedskentely. Unkarissa ajatellaan, etta
opettajan tulisi olla koko ajan perilla jokaisenpdpan tydskentelysta ja ymmarryksesta.
Aikaa tahan ei voi kuitenkaan uhrata liikaa. Esikilesi paassalaskun tuloksen tarkistus
tapahtuu nayttamalla lukukortteja, joista opettaéjliee nopeasti tilanteen. (Naatanen 2000,
16-17; Lampinen ym. 2010, 21-22.)

Szalontain (2002) mukaan interaktiivisuus on taé&epettamisessa. Opetuksessa voi-
daan kayttaa esimerkiksi ongelmanratkaisutehtjmith voidaan ratkoa yhdessa koko luo-
kan kanssa. Tama on Unkarissa vallitseva ja Szalomiukaan itsenaista ongelmanratkai-
sua suositeltavampi tapa. (Naatanen & Szalontak 208-16.)

Szalontai ja Naatasen toteavat, ettd oppilaillsitjfirjestad paljon omaa tyota, mutta
siten, etta erilliset osatehtavat tai toiminnotetaan pienissa erissa, ja koko luokka tai ta-
soryhma toimii saman ongelman parissa. Tehtavaprtdileeman jalkeen alkaa koko luo-
kan keskustelu. Oman tyon rooli ja tarkoitus onitéa ongelman ratkaisua ja luovuutta
seka kehittaa kirjallisia taitoja ja kykyja. Yhtkeéskustelun rooli ja tarkoitus on kehittaa
sanallisia kykyja ja taitoja, rohkeutta ja matertiatn kasitteiden ymmartamista, todeta
vaarinkasitykset ja virheellinen ajattelu sekéa anpalautetta ja ohjata oppimisprosessia.
Nain rakennetaan matematiikan rakennetta ja estetigtra sirpaloituneesta tiedosta. Opet-
tajan tulisi paéasta selville kunkin oppilaan tulisks. Erilaiset ratkaisuideat ja ajattelutavat
kerataan yhteiseen tarkasteluun. (Naatanen & Szalpd02, 13-16.)

6.3  Matematiikan opetuksen integrointi aidinkieleen

Erés Varga-Neményi -metodin piirre on matematiikgetuksen integrointi muihin ainei-
siin. Onkin melko vaikeaa vetaa rajaa siihen, meésimerkiksi aidinkieli loppuu ja mate-
matiikka alkaa. Joskus rajanvetoa tehdaan turhaaf®jala 2004, 1-4.) Unkarissa integ-
rointi didinkieleen on hyvin keskeista. Lapset kedt paljon ajattelustaan ja paattelystaan
seka perustelevat vastauksiaan. Aidinkielen k&gtpaattely kulkevat kasi kadessa. Suo-
malaisesta kaytannosta poiketen mybhemmin vastdevid matematiikan kasitteita kuten
yhtald, epayhtald, lukusuora jaollisuus pohjustetaan jo alkuopetuksessa. Nain kasitteet
saavat tuekseen konkreettisen mielikuvan ja ehtikagisya". Matematiikan ilmioita lahes-
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tytdan myds vaarien vastauksien ja virheellistditgdénien kautta. Pyrkimys on kehittaa

pienten oppilaiden luontaista uteliaisuutta jadigollua. (Naatanen 2001, 14-19.)

6.4  Lukualueet ja matemaattiset aiheet

Suomessa kaydaan ensimmaisen kouluvuoden aikainavap0 — 100. (Vah&passi, Harti-
kainen & Haggblom 1998, 200-201.) Unkarissa py$ydel paljon pitempaan lukualueella
0 — 20. Lukukasitettd pohjustetaan huolella piénlilivuilla. Talléin saadaan myds esille
yleisesti patevia lukujen ominaisuuksia, kuten ghtaskun vaihdannaisuus. Laskutoimi-
tusten ymmartamista pohjustetaan konkreettistemimbojen ja pienten tarinoiden avulla,
nappuloilla pelaamisella ja kuvien avulla esitééykertomuksilla. Vasta tdméan jalkeen on
vuorossa lausekkeiden kirjoittaminen numeroin. (Bidén 2001, 14-19.)

Unkarissa kaytetaan Suomea enemman jo alkuopstikseatemaattisia aiheita kuten
joukot ja logiikka, funktiot, todennakoisyys, komhbioriikka. Muita unkarilaisessa al-
kuopetuksessa kaytettavia, mutta Suomessa vahemsinatyvia menetelmia ovat esimer-
kiksi nopeusharjoitukset luettelemalla lukuja pdédik, takaperin, yhden, kahden tai use-
amman valein. Myds erilaisia ryhmittelyharjoituk&aytetaan. Yhta suurten lukujen sum-
ma, luvun puolikkaan vahentaminen, yhdell&a suurempaayhdella pienemman luvun li-
saaminen ja vahentadminen, yhteen- ja vahennyslaghktays ja usean yhteenlaskettavan
jarjestyksen vaihtaminen tulevat myds ensimmaéisendnna opetettavaksi Unkarissa.
(Naatanen 2000, 16-17.)

Matematiikkaa opetetaan Suomessa operoimallamalikujen parissa. Oppikirjojen
siséltd on useimmiten toimintaa luvuilla, jolloinyds pyritdan nopeasti suuriin lukuihin.
Lukujen ominaisuuksia ei talloin valttamattd ymne#ér vaan opitaan lahinna matemaattis-
ta lukutaitoa. Viimeisin PISA -tutkimus osoittaaosualaislasten olevan hyvia matemaatti-
sia lukijoita. Matematiikka on kuitenkin paljon makin. (Naatdnen 2000, 16-1AKstala
ym. 2005, 4-5.)
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6.5  Erilukujarjestelmat

Erds suomalaiselle opetuskaytannolle vieras tapaevahtya erilaisiin lukujarjestelmiin.
Unkarissa kaydaan jo alkuopetuksessa lavitse ekiksekaksi-, kolme-, ja viisijarjestel-
mat. Suomessa pitaydytaan kymmenjarjestelméassaiiukujarjestelmiin perehtymisen
on tarkoitus palvella kymmenjarjestelman ymmarténisatemaattisen ajattelun kehitty-
misen kannalta on hyodyllistd ymmartaa, etta méyldomenjarjestelma on kaytdssamme
ehké vain siksi, ettd meilla sattuu olemaan kasissé kymmenen sormea. Yhta hyvin voi-
simme kayttaa esimerkiksi jarjestelmad, jonka kaentan lukumaard kahdeksan. Lukujen

Kirjoitusasu muuttuisi niiden suuruuden pysyesstekiin samana. (Szalontai 2002b.)

6.6  Opetuksen eriyttaminen

Suomalaislapset ovat PISA -tutkimusten mukaan saesgpia laskijoita kuin unkarilaiset.
Unkarista 16ytyy sen sijaan enemman matematiikapguosaajia. Yksi selitys |0ytyy var-
masti erilaisista eriyttamiskaytannoistd. Suomeasan mukaista eriyttdmista tapahtuu va-
hemman kuin Unkarissa. Suomalaisiin opetusarvoikiuluu mahdollisimman tasa-
arvoisten mahdollisuuksien luominen kaikille oppiéa Eriyttamista on varottu muun mu-
assa sen leimaavaa vaikutusta pelaten. Unkarigggsrinen nakyy esimerkiksi erilaisina
suuntautumisvaihtoehtoina matemaattisten taipumusté&kaan. Eriyttdmisen lisaksi Unka-
rissa on enemman erilaisia matematiikkakilpail@gakgrhoja. (Raty-Zaborszky 2006, 94-
95.)

6.7 Osaamisen vertailua

Erés tapa arvioida opetuksen tasoa on tutkia ogputoksia. Kansainvalisia vertailuja on
tehty esimerkiksi PISA- ja TIMSS -tutkimuksissa &akatematiikkaolympialaisissa. Suo-
men ja Unkarin matematiikan osaamisen vertailussa&aatu ristiriitaisia tuloksia. Suomi
on parjannyt Unkaria paremmin PISA -tutkimuksigsé&ilijarvi, Linnakyld, Kupari, Reini-

kainen & Arffman 2002, 9-12; Arinen & Karjalainer0@6.) Vuoden 1999 matematiikan
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osaamista laajemmin mitanneessa TIMSS -tutkimuks€Bse Third International Mat-
hematics and Science Study) Unkari sijoittui sgaasi meitd hieman paremmin. (Kupari,
Reinikainen, Nevanpdd & Toérnroos 2001, 38.) Unkarimy6s parjannyt erinomaisesti
kansainvalisissa matematiikkaolympialaisissa Suoja&tya keskimaarin monta kymmenta
pykaldd huonommille sijoille. (Raty-Zaborszky 20@G5.) Unkarista on viime vuosikym-
menten aikana noussut useita kansainvalisesti fietiuja matemaatikoita, kun taas Suo-
messa tallaisia huippuosaajia on vahan.

Vuoden 2003 PISA -tutkimuksessa Suomi sijoittuiten@atiikan osaamisessa perati
ensimmaiseksi ja vuonna 2006 toiseksi. Unkari jglemmissa hieman vertailukeskiarvon
alapuolelle. Suomen korkean PISA -sijoituksen mdltsticerityisesti heikkojen oppilaiden
muita maita parempi menestysuomalaisoppilaiden heikoimman neljanneksen kesiia
pistemaara oli verrattuna muihin maihin erittairrkealla tasolla(Arinen & Karjalainen
2006.)

TIMSS -tutkimus 1999 osoitti Suomalaisten seitsenes luokan oppilaiden matema-
tiilkan osaamisen olevan hieman keskimaaraista gmansijoituksemme 38 maan joukos-
sa oli 14. Unkarin sijoitus oli yhdekséas. OECD -d®a vertailuissa Suomi oli keskitasoa.
Pisan tuloksia myoétaillen TIMSS -tutkimus kertobsalaisoppilaiden tasaisuudesta — sekéa
huippuosaajia, ettéd heikkoja oli verrattain vahamvaavaa on, etta oppilaiden parhaimmis-
tojen vertailussa Suomen sijoitus oli vasta 19g&koimman oppilasaineksen vertailussa
peréati kuudes. Unkarin vastaavat sijoitukset olisaitsemas ja kymmenes. Parhaimman
neljanneksen osaaminen oli siis selvasti Unkarikdmepaa, mutta heikoimpien osaaminen
vastaavasti hieman parempaa. (Kupari ym. 2001, 8)mnen keskinkertaiseen menestyk-
seen saattaa osasyyné olla se, etta suomalaisaéiistagen k& oli koko vertailuryhman
alhaisin, eli noin puoli vuotta keskimaaraista abepi. Esimerkiksi unkarilaisten otannan
ika oli puoli vuotta suomalaisia korkeampi.

Suomesta osaamisen suhteen heikoimpaan neljammeksalui vain nelja ja Unkaris-
sa kuusi prosenttia oppilaista. Parhaimmassa kyrgksessa oli ainoastaan kuusi prosent-
tia suomalaisista, mutta perati kuusitoista prdseninkarilaisista. Parhaimmassa neljan-
neksessa oli 41 % unkarilaisista ja 31 % suomalaisiNamakin luvut kertovat selke&a
kieltddn suomalaisten tasaisen vahvasta osaamisestsa myos huippulaskijoiden puut-
teesta. Unkarissa heikkoja oppilaita on TIMSS itutkksen mukaan hieman enemman

kuin Suomessa, mutta huippulaskijoita on huomastaesmemman. (Kupari ym.2001, 41.)
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TIMSS -tutkimus kertoi suomalaisten vahvuusaluelkgut ja laskutoimitukseteka
tilastot ja todennakoisyydittaaminenja algebraovat puolestaan unkarilaisilla parhaiten
hallussaGeometriassanolemmat maat sijoittuivat peratysten juuri puekm paikkeille.
Milla&n nailla viidella osa-alueella kumpikaan measijoittunut puolen valin alapuolelle.
(Kupari ym. 2001, 42-65.)

Vuosittain jarjestettavat matematiikkaolympialaiseittaavat kenties parhaiten kaik-
kein parhaiden oppilaiden osaamista. Suomen sgjmtiodesta 1990 vuoteen 2005 on ollut
keskimaarin 48. Unkarin keskim&arainen sijoituspamlestaan ollut seitsemas. Suomen
paras sijoitus on ollut kyseisené ajanjaksona@#ejkoin 63. Unkarin vastaavat luvut ovat
2. ja 21. Mindan vuonna Suomi ei siis ole voittaduokaria sijoituksessa. Molempien mai-
den trendi on ollut hiukan laskeva. Suomen 200@Qutusijoitus on ollut keskimé&éarin 52., ja
Unkarin 11. (Raty-Zaborszky 2006, 275.) On muiskedt ettd Suomessa on vain viisi mil-
joonaa asukasta ja Unkarissa kymmenen miljoonakélMipetuksen, kasvatuksen ja kult-

tuurin kaltaisten tekijoiden vaikutusta ei otetenkaan huomioon, on kaksi kertaa todenna

koisempéaa, ettd Unkarista |0ytyy todellinen huipgasa kuin Suomesta. Tilastollisesti ta-
ma ei kuitenkaan juuri selitd suomalaisten heikklyapialaismenestysta suhteessa Unka-

riin.
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7 TOIMINNALLISUUS OPETUKSESSA YLEENSA

7.1 Erilaisia nakdkulmia toiminnallisuuteen

Piaget on jakanut yksilén ajattelunkehityksen rigljpaavaiheeseen: sensomotoriseen, esi-
operationaaliseen, konkreettisten operaatioideeesieen ja formaalisten operaatioiden
vaiheeseen. Alakouluikainen lapsi on konkreettigtparaatioiden vaiheessa. (Piaget 1988,
25.) Piaget'n ndkemys on linjassa sen kanssa,kettéreettisuuteen perustuvaa opetusta
kaytetaan lahinna alakoulussa.

Gardner loi teorian erilaisista lahjakkuustyyp&igtheory of Multiple Intelligencés
johon kuuluu seitsemén toisistaan erillista lahjaldtyyppia: (Gardner, Kornhaber ja Wake
1999, 205-212usikyld 1996, 84¢Gardner 1993.)

+ Interpersoonallinen lahjakkuus eli kyky ymmartaditanithmisia ja inmisten valisia
suhteita.

+ Intrapersoonallinen lahjakkuus eli itsetuntemukdéattywa lahjakkuus.

+ Kielellinen lahjakkuus

+ Liikunnallinen eli kinesteettinen lahjakkuus

+ Matemaattis-looginen lahjakkuus

+ Musikaalinen lahjakkuus

« Visuospatiaalinen lahjakkuus eli kyky hahmottaan ja ymparistonsa valisia

etaisyyksia ja ympariston muotoja

Gardnerin (1993) mukaan kullekin yksildlle ominain@ipumus ymmartda ja oppia koos-
tuu naista eri lahjakkuuden lajeista; miten ne ptiuvat ja mik&a on niiden valinen suhde.
(Gardner 1993, 3-11.) Gardner korostaa, ettd gpatan kyettdva huomioimaan opetuk-
sessaan oppilaiden erilaiset taipumukset oppidy®ininen yksipuolisissa menetelmissa
lisda riskia sille, ettd suositaan vain tiettyjdmpistaipumuksia. (Gardner 2009, 106-107).
Gardner kayttaisikin opetustydssa monipuolisia rednmed seké suurien kokonaisuuksien
ja aihealueiden kasittelya, jotka mahdollistavanian eri lahjakkuuden lajien hydédyntami-
sen. (Gardner 2009, 112.)
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Gardnerin ajatuksiin tulee tukea Uusikylalta (20(6ka toteaa, ettéa perinteinen
kouluopetus nostaa jalustalle kyvyn ymmartaa Kislél symboleja, jolloin muut lahjak-
kuuden lajit jaavat helposti paitsioon. Erilaisipetusmenetelmin joku voi 16ytda esimer-
kiksi kehollis-kinesteettisen lahjansa, ja sitéa tkauodellisen lahjakkuutensa. (Uusikyla
2006.) Toiminnallinen opetus lienee tassa yksi nodiistdius.

Maria Montessori toi viime vuosisadan alussa uungigemyksia oppimiseen ja opetta-
miseen. Yksi Montessorin keskeisimpia pedagogidenita oli lasta aktivoiva toiminta.
Tata silmalla pitden han kehitti erilaisia toimwiéitineitd, kuten lukusauvat, lukumaaralaa-
tikko, geometriset kappaleet, kuviopalapelit jametriset muotokortit. Montessoripedago-
giikassa ihanteellinen oppimisymparisto on tilas@ naita valineita voi kayttaa vapaasti ja
itsenaisesti. (Montessori 1981.)

Montessoripedagogiikan toimivuutta on testattu mmuassa Yhdysvalloissa, Kansas-
Cityssa 1990-luvulla. Havaittiin, etta esi- ja abpetusikaisten matematiikan oppimistulok-
set olivat selvasti paremmat vertailuryhmaan varrat. (Moore 1991, 8-9.) Menetelmén
avulla saatiin hyvia tuloksia myos 70-luvulla opsraikeuksista karsivien lasten oppimi-
sesta. Oppimistulosten lisdksi myds motivaatioppilaiden kasitys itsestdéan oppijana ha-
vaittiin kohenevan. (Pickering 1978.)

Korhonen (2001) tutki lelujen kayttamista fysiikapetuksessa. Tutkimustulokset oli-
vat positiivisia. 53 eri-ikdisen oppilaan tutkimysmassad enemman kuin kaksi kolmesta
oppilaasta oli sitd mieltd, etta lelun avulla s#ih teorian ymmartad paremmin kuin yleen-
sa. (Korhonen 2001, 23.)

7.2 Toiminnallisuus kriittisesti tarkasteltuna

Kaminski, Sloutsky ja Heckler (2008 ja 2009) totaakonkreettisuuteen perustuvassa ma-
tematiikanopetuksessa olevan puutteita: Konkresitimmalli edustaa paljon kapea-
alaisemmin aihealuettaan kuin abstrakti lahestyapest Kaminski ym. havaitsivat College-
opiskelijoiden oppimista mitanneessa tutkimuksassetia abstraktimmalla metodilla ope-
tetut onnistuivat paremmin soveltamaan oppimaakisa, konkretian kautta opetetut. Ka-
minski ym. ovat havainneet saman myds 11-vuotiardatematiikan oppimisessa. Tutkijat
arvelevat kuitenkin, ettéa konkreetilla opetustavalh etunsa: se saattaa pitad paremmin ylla
kiinnostusta, ja se tukee hyvin uuden asian k#gittensiaskeleita.
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Jones (2009a ja b) kyseenalaistaa Kaminskin ytkintustuloksia siita, ettei konk-
reettinen lahestymistapa tue matemaattisen tiedesltamista. Jones epailee, ettd Kamins-
kin ym. tutkimuksessa koeasetelma oli edullinentrakion kautta aihetta l&hestyneelle
ryhmaélle. Jones kritikoi myds sita, ettei tutkimaksa tehty seurantamittauksia oppimistu-
losten pysyvyydesta.

Peterson (1987) Vertaili konkreettia ja abstrakiilaestymistapaa matematiikan oppi-
misvaikeuksista karsivien 8-13 -vuotiaiden mateikati opetuksessa. Kavi ilmi, ettd pe-
rustaitojen oppimisessa konkretiasta lahteva optusii abstraktiivista lahestymistapaa
paremmin. Soveltavien matematiikan taitojen osalt&uitenkaan ilmennyt tilastollisesti
merkitsevia eroja.

Jirotkova ja Littler (2003) toteavat, ettd korddtesiin geometrian kappaleisiin tutustu-
minen koskettelemalla ja visuaalisella tarkastalwih hyva keino oppia kappaleiden omi-
naisuuksia ainoastaan silloin, mikali havaintojaitéladn myds muuten, esimerkiksi kes-
kustelemalla. (Jirotkova & Littler 2003, 10.)

Myds von Glasersfeld (1995) varoittelee tuudittemdsta havainnollistavan materiaa-
lin voimaan. Havainnollistavaa materiaalia on Gtafdin mukaan hyva kayttaa opetuk-
sessa, mutta se on ainoastaan vdline reflekti@utiomisessa ja abstraktion muodostami-
sessa. Glasersfeld viittaa tutkimuksiin, joissaoeaitettu, etta kasitys, jonka oppilaat muo-
dostavat opettajan tarjoaman havaintomateriaalljatta, ei laheskaan aina ole yhteneva
opettajan itsestddn selvana pitaman kasityksenskam@petusmateriaalien kayttdminen ei
automaattisesti takaa sita, ettéd oppilaat aktistiseakentaisivat ymmarrystadn opiskelta-
vasta ilmidsta. Glasersfeld toteaa, ettd olennaistirjota oppilaille mahdollisuuksia tajuta
itse. (von Glasersfeld 1995, 184-185.)

Abrahams ja Millar (2008) tutkivat toiminnalliseapetuksen gractical work vaiku-
tuksia luonnontieteiden oppimisessa. He toteavii$, ®@iminnallisissa opetustilanteissa
opettajien tavoite on tutkittavan ilmion havainnassa, mutta luonnontieteille ominainen
tutkivan oppimisen idea jaa toteutumatta. Toimifinah tyoskentelytapa auttaa tehokkaas-
ti oppilaita keskittym&éan siihen, mita ollaan tekssa, mutta ilmion ymmartamisen kan-
nalta oleelliset teoreettiset mallithoretical ideap jaavat saavuttamatta. Toiminnallinen
opetus ei myoskaan edista kovin hyvin akateemisetiemukselle olennaisten menettely-
tapojen ymmartamistasygbstantive and procedural understand)ngbrahams ja Millar

toteavat, etta selittavat ideat eivat "putkahdanégielkan havainnoinnin kautta, vaan muu-
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takin tarvitaan. Opetuksessa pitaa olla aikaa npgigimiselle, selittamiselle seka ha-
vaintojen ja teoreettisen mallin yhdistamiselleb(@hams & Millar 2008.)

Abrahams (2009) osoittaa myos, ettd vaikka toimimen, kaytannollinen opetus
saattaakin lisata lyhyen tahtdimen kiinnostustageskelumotivaatiota, se ei pitkalla tah-
taimella saa innostumaan kyseisesta oppiaineestigkavniin usein vaitetdan tapahtuvan.
Abrahams vihjaa, etta oppilas, joka oikeasti omristunut ja motivoitunut, ei tarvit-
se "toiminnallisia herkkupaloja” innostuakseen. allmmsin ja Millarin tutkimukset kasit-

televat luonnontieteiden oppimista. Niita voitansereltaa myos matematiikan kontekstiin.
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8 TOIMINNALLISUUS MATEMATIIKAN TUNNEILLA

8.1  Toiminnallisuus Varga-Neményi -menetelméan nakokulmata

Arkielamaan perustuvien kokemusten hankkiminen oksi y Varga-Nemeényi -
opetusmenetelméan lahtékohtana. Voidaan jopa sasitin kokemuksen tulisi olla kaiken
oppimisen lahtokohta. (Tikkanen 2008, 66.) Kokerangiankkiminen l&ahiymparistosta on
yksi unkarilaisen matematiikan alkuopetuksen laoki&. Esimerkit ja tehtdvat haetaan
mahdollisimman laheltéa lasten omaa kokemusmaailthka#i, koulu, paivakoti, puisto,
kauppa jne.) Tunneille haetaan kokemuksia toimiaadrttumalla, peittamalla, mittaamal-
la, punnitsemalla, taputtamalla, tomistamalla,tegilla jne.) Toiminnasta syntyy aivoihin
mielikuva, josta myohemmin rakentuu haluttu kagerusominaisuuksineen. Kyseinen
ajattelutapa ei ole vieras suomalaisellekaan ogetl&k Unkarilaisessa matematiikan ope-
tuksessa tama on kuitenkin siirtynyt enemman kagérioteutuksen tasolle. (Risku 2001.)

Risku (2001) kertoo kaksi esimerkkia toiminnalltsealkumatematiikasta:

(1) Esitetdén lukua 6. Epaluonnollinen tapa on esirksrkiarittdd kuvasta 6 kukan te-
rélehteda tai varittda kuvan "madosta” 6 niveltdtanéi esiinny todellisuudessa. Pi-
kemminkin voitaisiin pohtia, miten eri tavoin kotilsta saadaan kuusi markkaa, jot-

ta voisi ostaa tAméan hintaisen suklaapatukan.

(2) Havainnollistetaan yhteenlasku 2+3: Laitetaan enskdmmeneen 2 papua, toiseen
3. Siirretaan kadet vierekkain ja ndhdaan, ettajpapn yhteensa 5. Samalla nah-
da&n myads luvun viisi esitystapa muodossa 2 jad8leKlaitetaan ristiin, jolloin ha-
vaitaan, ettd myos 3 ja 2 ovat yhteensa 5 (yhtekatavaihdannaisuus). Kadet vie-
daan vuorotellen seléan taakse, jolloin havainrtollissfdhennyslasku 5:sta pois 2 tai
5:sté pois 3. (Risku 2001.)

Risku (2001) toteaa, ettd kuva on lapselle abstrakikd suinkaan konkretiaa. Unkarissa

lasketaan oppikirjan aukeamalle piirrettyjen kapygsemesta mieluummin oikeita kapyja.
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8.2  Toiminnallisuus matematiikan oppimisessa

Dienes korosti Raty-Zaborszkyn mukaan lasten aktavtoimintaa, konkreetin materiaalin
kayttod ja omakohtaisia kokemuksia oppimistapahts@abDienes oli yksi Piaget’n teorian
matematiikan didaktiikan soveltajista. (Raty-Zalzégs2006, 102.)

Dienesin esittelema matematiikan oppimisprosessittéd kuusi vaihetta, joista kolme
ensimmaista perustuu konkreettisiin kokemuksiilejginomaiseen toimintaan. Kolman-
nesta vaiheesta alkaen matematiikka vahitellenahsituu ja abstrahoituu. Kuudes vaihe
on aksiomaattinen taso. (Vrt. van Hielen tasosgaihyvin samankaltainen rakenne.) (Ra-
ty-Zaborszky 2006, 102.)

1. Vaihe

Vapaata leikkimista: leikki on lapsen luontaistartmtaa, mutta mukana on myds oppimi-
nen. Leikissa toimivat aistit, havaitseminen, takkaisuus, muistaminen, kuvittelu ja ajat-
telun yhdistelytaidot eli assimilaatio ja akkommatia. Lapsi saa havaintoja ja konkreetti-
sia kokemuksia ymparistostdan. Naiden avulla leedithyhemmin rakentuvat.

2. Vaihe

Strukturoidumpaa leikkimista ja pelaamista. Tasatheessa korostuvat saannot ja niista
saadut kokemukset. Lapsi oppii, mitéa saa tehdaifa en Peleissa sdannot toistuvat mika
auttaa loytamaan sadnnénmukaisuuksia. Talldin tutaen opittavaan kasitteeseen. Kan-

nustetaan lapsia luomaan saantoja tai muuttamdaghjgamaan pelia.

3. Vaihe

Isomorfiset pelit: lapsi etsii rakenteellisia paite,, ominaisuuksia,
ja toimintoja seka vertailee niitd. Lapsi yrittainmistaa ja selvittdd rakenteeseen liittyvia

kytkentdja. Lopuksi lapsi opettelee ryhmittelemégituokittelemaan.
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4. Vaihe

Isomorfisten rakenteiden etsiminen: lapsi verbalsan, mitad oli abstrahoinut. Loogisten

johtopaatosten tekeminen korostuu.

5. Vaihe

Symbolit: lapsi ilmaisee asiat kirjoitetussa mucdoga hantd ohjataan matemaattiseen

merkintatapaan eli symbolien kayttoon.

6. Vaihe

Formaali systeemi: saanndt muodostetaan kayttane@léllista ominaisuutta seuraavan
pohjana. Matematiikan rakenne on kumulatiivinensijaa on aksioomia, todistamista ja

loogis-matemaattisia sdéantdja. (Dienes 1973, 6-9.)

Bradley ym. (2007) kertaavat, etta toimintavalimeidmanipulative¥ kaytolla saattaa olla
hyvinkin voimakas vaikutus matematiikan oppimiseEntyisen arvokkaina he esittavat
toimintavalineiden kaytbn oppimis- tai keskittymaskeuksista karsivien lasten opetukses-
sa, toiminnallisuuden kautta muistijalkia syntyyeas eri aistin kautta. Toimintavalineiden
avulla oppilaat saavat konkreettisia kokemuksialgo avulla kasitteellinen ymmarryskin
voi paremmin kehittya. Oppimis- ja keskittymisvaiksista karsivat kokevat toiminnalli-
sen matematiikan opetuksen myos viihdyttavamp@rad(ey & Allsopp & Allsopp 2007,
244-248.)

Friel, Rachlin, ja Doyle (2001) osoittavat, ettatemaattiset ongelmat, jotka voidaan
ratkaista taulukoiden, graafisten esitysten, satall selitysten, konkreettisten valineiden
tai algebrallisten symbolien avulla, antavat mahsialiden kehittdd ymmarrysta matemaat-
tisista funktioista. Algebrallisen paattelyn kasidiminen esimerkiksi fyysisesti suoritetta-
villa tila-aktiviteeteilla auttavat oppilaita paitgmmartamaan, myos keskittymaan parem-
min opiskeltavaan asiaan.

Tamas Vargan abstraktion tien kaltaista opetustenaa kokeilivat myos Miller ja

Mercer (1993). He havaitsivat positiivisia oppiraisksia vaiheittain konkreettisesta abst-
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raktiin kohdistuvalla opetuksellaCfncrete-Semiconcrete-Abstract Teachintatema-
tiilkan oppimisvaikeuksista karsivien ryhmassa. Keekteina keinoina mainittiin esimer-
kiksi tietokoneavusteinen opetus ja oppimispelit.

My0Os Witzel, Mercer ja Miller (2003) peraankuubutat konkreettisia lahestymistapoja
oppimisvaikeuksista karsivien opetuksessa. Opekgskssa verrattiin perinteistd matema-
tiilkan opetusta vaiheittain konkreettisesta absiirakuuntautuvaan opetukseeroficrete-
to-representational-to-abstraeli CRA. CRA-opetusta saaneet suoriutuivat seka lopputes-
tista, etta jalkiseurantatestista vertailuryhmaé panin.

Tikkasen (2008) tutkimuksesta ilmenee, ettd sifathn monipuolinen ja toiminnalli-
nen matematiikan opetus laajentaa oppilaiden naksi@ynatematiikan sisalldista, oppi-
misesta ja opettamisesta paremmin kuin yksinomaaikinjaa seuraava opetus. (Tikkanen
2008)

Lapsi jasentdd maailmaa pitkalti oman toimintakesatta, ajattelun ollessa viela konk-
reettista. (Piaget 1988, 25). Juuri tasta syystdda valmiuksien tukemisen tulisi sisaltaa
toiminnallisia harjoituksia. (Vainionpaa ym. 20B9.) Puuran ym. (2004) mukaan mate-
matiikan opetuksessa vallalla ollut kasitys mateikeat abstraktista perusluonteesta nayt-
tda ohjaavan monien opettajien ja kouluttajiendydteidan mukaansa monipuolisemman
lahestymistavan matematiikkaan antaa Fusonin (128%) kuvaama kolmiomalli. Sen

mukaan matematiikkaa voidaan prosessoida ja kalistéa kolmen eri kielen avulla:

(1) Matemaattisten symbolien ja lukujen,
(2) Puhutun kielen ja

(3) Toiminnallistettavissa olevien ilmentymiemnaelikuvien avulla.

Kaikki ndma kielet ovat mukana opetuksessa ainai@é koulun alkuvaiheessa. Par-
haimmillaan opetus on kokonaisvaltaista, kokemduissel ja lapsen oivallusta tukevaa.
Siirryttaessa ylemmille luokille toiminnallistamisemahdollisuus vahenee ja siirrytdan
enemman matemaattisilla symboleilla tydskentelyylmunnosten harjoittelu jaa lahinna
puhutun ja matemaattisten symbolien kielten vaisglPuura ym. 2004, 100-101; Martti-
nen 2004, 19.)

Toiminnallistettavissa olevien mielikuvien puuttesen harjoittelun vuoksi lasten tai-

dot muuttaa matemaattisia symbolein tai puhututekiavulla esitettyja matemaattisia on-
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gelmia naiksi mielikuviksi jaavat heikoiksi. Talloimyos lasten kyky sijoittaa matema-
tiikka osaksi omaa arkitodellisuuttaan vahenee.evhatiikasta tulee ulkokohtaista. Erityi-
sesti jos tamé& edella kuvattu kolmio sijoitetaaalikiiridisen lapsen todellisuuteen, han
joutuu ylemmille luokka-asteille siirryttyadn yhaemman turvautumaan matemaattisessa
ongelmanratkaisussaan niihin kieliin, jotka ovahdiée kaikkein vaikeimmat, siis puhuttu
kieli ja matematiikan symbolimaailma. (Puura ym020100-101.)

Puura ym. (2004, 102) kuvaavat artikkelissaan monassa kolmea toiminnallisuu-
teen liittyvaa matematiikan osa-aluetta, joita ¢ggm on tarke&dad ymmartaa kaikesta mate-

matiikan opetuksesta:

(1) Missa tapahtumissa, havainnoissa, tilantems@iminnoissa kyseinen matemaatti-
nen taito, ongelma tai lauseke voi esiintya tahgadyllinen.

(2) Kuinka sanallisesti esitetyn tehtavan voi maattoiminnalliseksi tapahtumaksi tai
havainnoksi.

(3) Miten toiminnallisesta mielikuvasta voi muodmstsanallisesti tai matemaattisin

symbolein esitetyn ongelman.

Koska matematiikan oppiminen perustuu aiemmin opitaraan, on edella mainittuja pe-
rustaitoja hyva harjoitella ja kerrata niin kauatta ne ovat hallinnassa.

Haapasalo (2004, 78-79) toteaa ymmartamisen @rielen valista suhdetta tarkastele-
vassa artikkelissaan, etta olisi naiivia tyyty&@#ohaan, etta kahden luvun summa tarkoittaa
niiden laskemista yhteen. Han kuvaa problematiikpiazcept -kasitteen avulla. Tassa yh-
teydessa procept voi tarkoittaa samanaikaisesttaabsta objektia, siihen liittyvaa proses-
sia, prosessin lopputulosta tai joitakin objekdiittyvia riippuvuuksia. Proceptuaalisessa
ajattelussa taas yhdistyvat proseduraalinen jadqinaalinen ajattelu. Yhteenlasku tarkoit-
taa siten pelkastaan aritmeettista laskutoimitustemyma taas tarkoittaa koko sitad proceptu-
aalista struktuuria, joka koostuu muista tilanteeshittyvista procepteista ja niihin liitty-
vista teorioista. Edelleen Haapasalon mukaan lagpentaaneissa leikeissa luonnollisella
tavalla esiintyvat procept-aspektit tuhotaan V@fitésti aloitettaessa opettaa matematiikkaa
triviaaleilla yhteenlaskutehtévilla. Usein niiltaugttuu matemaattinen tarkoituksenmukai-

suus ja psykologinen mielekkyys lapsen kannalta.
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Haapasalon (2004, 79) mukaan opettaja voisi pmaustoskentelyn yksinkertaisiin
ja elegantteihin tutkimustilanteisiin. Tehtavanasvolla esimerkiksi: mika tiimi [6ytaa eni-
ten tapoja saada aikaan luku 12 ja hajottaa sepiaaempiin osiin. Artikkelissaan Haapa-
salo esittdd jonkinlaisena yhteenvetona, etté ajaetttarkoin harkitsemalla oppilaiden ta-
voitteellisella tekemisella on oltava paitsi psy@ista mielekkyytta yksilon ja ryhmady-
namiikan kannalta, myds luonnollisella tavalla griwaé haasteellisuutta matemaattisten
ideoiden esiin nostamiseksi. Oppilaan spontaae#tidvat yleensé se pohja, jolle abstrak-
teimpienkin asioiden tarkastelu tulisi pohjautuahjautumista Haapasalo pitda kuitenkin
eri asiana kuin asioiden kasittelyjarjestysta, jokadraytyy aina toiminnan perustana ole-
vista kehysteorioista. Tarkeintéa ei siis olisi astaan tehdad vaan ymmartaa mita, miten ja
miksi olen milloinkin tekemassa.

Aunion ym. (2004) mukaan tarkeinta lapsen matenséen taitojen kehittymisen kan-
nalta on lapsen tapa osallistua matemaattisesiité&eim leikkiymparistéihin. Tarkeda on,
mité lapsi itse tekee ja ajattelee toimiessaanun{@ ym. 2004, 208.) Ensimmainen vaihe
on aina konkreettista tekemistéd kuten asian hawdistamista leikkimalla tai pyytamalla
lapsia itse tekem&an kehollaan jotain. Kaytetadhdolisimman paljon eri aisteja. (Risku
2001.)

Kuvittaminen ja konkretisoiminen jasentavat lapsgattelua. Siksi esimerkiksi dys-
faattisten lasten opetuksessa puheen tukena katp&djon visuaalisia keinoja, kuten ku-
via, symboleita, viittomia ja konkreettisia esidei{Aro ym. 2004, 166.) Toisaalta CP-
vammaisen lapsen on todettu saavan motoriikkansidaaviukasti tietoa ymparistéstaan ja
kokemusten niukkuus selittaneekin osaltaan CP-vdstemalasten vaikeuksia kasiteoppi-
misen alueella. He oppivat hitaammin esimerkiksiisii- ja lukumaarakasitteita. Liikunta-
vammainen lapsi joutuu opettelemaan monia kasittutditiivisen tiedon varassa. Talldin
kasitteen sisaistaminen jaa tapahtumatta. (Tolvaoes, 100.)

Pitkajanteisen ryhmatyoskentelyn kayttdminen aaatila yksi hyva tapa oppia mate-
matiikkaa. Ryhmé&ssa toimiminen ei onnistu ilman kamikointia. Tama taas vaatii itsere-
flektiota, mik& on oppimisen kannalta valttamatomihmatodiden tekeminen pitaa kuiten-
kin olla saanndllisesti ja pitkdan kaytetty tydmuojotta se kantaisi hedelméa. (von Gla-
sersfeld 1995.)

Edinburghin yliopistossa on tutkittu toiminnallstahestymistapagpi@actical work

vanhempien oppilaiden matematiikan opetuksessaesterin (1999 ja 2000) mukaan toi-
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minnallinen opetus on saanut vahvan jalansijantpretasten pedagogiikassa. Han kui-
tenkin harmittelee, ettei toiminnallisuutta kaytéaajemmin myoés vanhempien oppilaiden
kanssa. Forrester tuo esille, ettd kaytanndlliataiviteettien kayttaminen tuo huomattavaa
lisdarvoa myds jo peruskouluian ohittaneiden matgkaa opetukseen.
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9 TUTKIMUKSEN TOTEUTUS

Taman Pro Gradu -tyon tutkimusaineisto kerattiiskiguomalaisella keskisuurella koulul-
la. Ty6 on toimintatutkimus. Toimintatutkimuksengpd&arana ei ole pelkastaan tutkiminen,
vaan myo6s toiminnan samanaikainen kehittdminerkoliksena on saada kaytannollista
hyotya tutkimuksesta. (Heikkinen 2001.) Paadyimragti@maan strategisena lahestymis-
tapana toimintatutkimusta selvittdessdmme toimlimuaiden merkitystd matematiikan
opetuksessa. Kehitimme ja toteutimme toiminnallisgetuspaketin, joka samalla toimi
tutkimusinterventiona. Paketti ohjeineen ja tela@en on paitsi tekijoiden itsensa, myos
muiden opetusalalla tydoskentelevien vapaasti kiytsisa.

Opetuspaketilla tutkimukseen osallistuneille ogpda(n = 21, joista 9 tyttéa ja 12
poikaa) tarjottiin kokemuksia toiminnallisesta nmatgiikan opetuksesta. Kyselyn ja testien
kautta keratyn tutkimusaineiston perusteella mutsdos kuva siitd, mita merkityksia
toiminnallisella opetuksella on kuudesluokkalaeésill

Opetuspaketti sisaltdd kuusi oppituntia tilavuesgetriaa. Lahtékohtana opetuspake-
tissa oli toiminnallisuus. Tutkimusaineiston muad@dwst oppilaille ennen ja jalkeen opetus-
jakson pidetyt testit, jakson lopussa pidetty kysaka opetusjakson aikana tehty havain-
tomuistio. Aineiston p&&asiallinen kasittelytapa laadullinen. Aineisto kerattiin marras-

kuussa 2009 ja analysoitiin sitd seuranneiden kolkueikauden aikana.

Alku- ja lopputesti

Oppilaille pidettiin osaamista mittaava alkutestnen opetuspakettia ja sen paatteeksi lop-
putesti. Testeilla pyrittiin selvittamaan, miten gassa maarin toiminnallinen opetustapa
edistaa geometrian oppimista. Alku- ja lopputdstidet 4 ja 5) sisdlsivat molemman nelja
tehtavaa, jotka mittasivat muun muassa avaruutkehishmottamiskykya seka pinta-ala- tai
tilavuuslaskentaa. Vertailun mahdollistamiseksiualka lopputestin tehtavatyypit olivat
samankaltaisia, joskin lopputestissa selvasti vaatpia. Tehtavat pisteytettiin asteikolla 1-
5. (1 = kokonaan vaarin, 5 = taysin oikein)

Oppilaiden vastauksia kasiteltiin siten, ettd aljaulopputestin samaa tehtavatyyppia
edustaneita vastauspisteita verrattiin kesken&élok3ia kasiteltiin pddasiassa ryhmatasol-

la. Analyysissa selvitettiin myos, erosivatko aaan 8-10 saaneiden pistekehitys arvosa-
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nan 4-7 saaneiden pistekehityksesta. Myos tyttfgepoikien vastauksien mahdollisia

eroja selvitettiin. Geometristen tietojen ja tagtojkehittymistd analysoitiin l1ahinn& kolmi-
ulotteisen hahmottamisen ja tilavuuden maarittedgalta. Selvitettin muun muassa sitéa,
kuinka moni tutkimukseen osallistuneista oppilaisgeni jakson jalkeen maarittelemaan
sarmion muotoisen kappaleen tilavuuden. Kaksikynténeppilasta oli mukana seka alku-,

ettd lopputestissa, ja ainoastaan heidan testidestan kaytettiin aineiston analyysissa.

Kysely

Jakson lopussa oppilaat vastasivat myos kyselyiga @), jonka avulla pyrittiin selvitta-
maan heidan kasityksiaan toiminnallisuuden merkiggta matematiikan opetuksessa. Ky-
sely sisalsi seitseman kysymysta, joista yhteerattaa numeerisesti Likert -asteikolla 1-5
Loput tehtavista olivat avoimia kysymyksia. Avoimi&ysymysten vastauksia kasiteltiin
laadullisella siséllon analyysilla: vastauksistaauiostettiin ensiksi pelkistetyt ilmaukset,
jotka koottiin samankaltaisuuden perusteella rylsmikaman jalkeen vastausryhmalle
muodostettiin sitd mahdollisimman hyvin kuvaavekjikite. Kyselysta saadut tulokset esi-
telladn naiden ryhmittelyjen ja oppilaiden vastasties poimittujen suorien lainauksien

kautta. Kyselyn analyysissd mukana olivat 21 opyileastaukset.
Havainnointi
Kaksi opettajaa luokassa mahdollisti sen, ettéetoipystyi keskittyméaan paaasiassa oppi-

laiden toiminnan havainnointiin. Tarkeimmat havahkirjoitettiin muistiin seka tuntien

aikana etta tuntien jalkeen. Niihin tukeutuen kllgan opetusjakson tapahtumia luvussa 10.



10 OPETUSPAKETTI 6 -LUOKAN GEOMETRIASTA -
GEOMETRISET KAPPALEET JA TILAVUUS

Opetuspaketin tavoitteet:
- Oppia ymmartamaan kasite tilavuus.
- Oppia tunnistamaan ja nimedmé&an geometrisia kajpgale
- Oppia maarittelemé&én suorakulmaisen sarmion muwestdiappaleen tilavuus.
- Kehittdd avaruudellista hahmottamiskykya.

50
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Paketin kolme ensimmaista tuntia testattiin eré&ésen kuudennen luokan kanssa. Testi-
tuntien perusteella niihin tehtiin joitakin muutaksNaiden etukéateen testattujen tuntien
pitdmisesta jai onnistunein vaikutelma varsinagselpetusjaksolla. Kolme etukéateen tes-
taamatonta oppituntia sen sijaan karsivat hiemanegkiksi liiallisesta sisallosta tai epa-
selvasta ohjeistuksesta. Opetuspaketin esittelyeydlessa kerrotaan siina ilmenneet puut-
teet ja parannusehdotukset niihin.

Koska tutkimuksessa selvitettiin toiminnallisuudererkitystd, tehtiin paketista jopa
korostetun toiminnallinen eika sen tarkoitus sivdm edustaa ndkemystamme optimaalises-
ta matematiikan opetuksesta. Perinteisia laskuibtakgia tehtiin ainoastaan yhdella oppi-
tunnilla sekad kotitehtavina. Tarkoitus ei ole vakek perinteisen laskuharjoittelun merki-
tystd matematiikan oppimisessa, vaan keskittyaitoallisuuteen. Pohdintaosiossa otetaan
kantaa siihen, minkalaista voisi olla hyva materkati opetus. Tassa luvussa esitellaéan
opetuspaketin sisaltd siten, ettd se on muidemitgutettavissa. Samalla kuvaillaan opetuk-
seen liittyneita kokemuksia ja tapahtumia. Kuvaiukirjoitettu sisennettyna tekstina. Op-
pimistuloksia ja oppilaiden kokemuksia tarkastellaayohemmin.

Opetuspakettiin kuuluu runsaasti toimintavalindltéée 15). Tutkimukseen osallistu-
neessa ryhmassa oli muutama todella eteva lagkigen tarpeita silmalla pitden luotiin

kaksi erittain vaativaa tehtdvamonistetta (liitejd2.3).

Tunti 1 Johdatusta kolmiulotteisuuteen kaksiulstiaden kautta

Valineet ja materiaalit: askarteluverkkoa, helmia

Tunnin alussa kerrottiin, etta alkavalla jaksolidgtaan hieman erilaista ma-
tematiikkaa, joka sisaltdd enemman tekemista jaitoista, mutta vahem-
man laskemista. lImapiiri tuntui varsin vastaante. Tutkimukseen osal-
listunut ryhma teki ensimmaisen oppitunnin aludkatastin.

Vaihe 1

Perehdytddn kysymykseen: Muuttuuko pinta-ala, p®as piiri "kaytetdan” eri tavalla?

Oppilaat selvittivat asiaa seuraavan tehtavan &autt
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"Kuvittele, etta olet kanafarmari. Sinulla on paljganoja, mutta vain rajallinen méaara

kanaverkkoa. Kokeilkaa pareittain, mihin muotoorkie pitaa taivuttaa, etta sinne mah-

tuu mahdollisimman suuri maara kanoja. Kayta kanagggasta helmia kokeilussa. Kokeil-

kaa ainakin kolmea eri muotoa. Piirtakda kunkin &am pohjapiirros ja merkitkdd, mon-

tako helmea siihen mahtui

Tehtava naytti olevan motivoiva. Keskittyminen ioliensiivistd. Oppilaista
oli huvittavaa toimia matematiikan tunnilla "kanafearina”. Kuului innos-
tunuttapuheensorinaa parien keskustellessa kanafarmaigtétyKeskuste-
lussa oli mukana hypoteeseja siitd, minka muotoiagaus olisi tilavin.
Verkoilla ja helmilla tehtiin my6s hieman tehtavémon kuulumattomia ko-
keiluja.

Tunti paatetdan kokoamalla taululle, kuinka mongdmiea kukin oppilaspari oli saanut

mahtumaan eri tavalla muotoiltujen kanaverkkojes@&n. Kay ilmi, ettd ympyrapohjaiseen

kanalaan mahtuu eniten kanoja, ja ettéa neliopobjakanala on tilavampi kuin pitkdn mal-

linen suorakulmio.

Vaihe 2

Pienta epéatarkkuutta ilmeni aitaukseen mahtuvidmiee maaréassa riippu-
en siita, kuinka tiheaan ne oli sullottu, ja kuirdé@nnéllinen muoto verkos-
ta oli taivutettu. Helmien tulee olla suhteelliggienia, jolloin mittavirheen

osuus pienenee; ei kuitenkaan niin pienia, ettéyaetyvat verkon silmien

lapi.

Pohditaan ongelmaa: Kuinka paljon kanalan pintaatvaa, kun sen piiri kaksinkertaistuu

eli verkkoja laitetaan kaksi perékkain? Asiaa itatkn helmien ja kahden verkon avulla.

Muutamalla oppilaalla olikin jo ennakkokasitys &jietta pinta-ala nelinker-
taistuu piirin kaksinkertaistuessa. Muutama taagaksinkertaisen kannalla.
Suurin osa ei osoittanut mielipidettdan. Pienté&agkuutta ilmeni aitauk-
seen mahtuvien helmien maarassa riippuen siitakluiheaan ne oli sullot-
tu, ja kuinka s&anndllinen muoto verkosta oli téettu.
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Kuvasta ndhdaan, etta ympyrapohjaiseen kanalaatumahiten, ja kolmion malliseeari-
hiten helmia (piirin ollessa sama). Ymparysmitaitd@ cm:n kolmioon taas mahtuu nelin-

kertainen maaré helmia verrattuna ymparysmitalfaom:n kolmioon.

Tunti 2 Kappaleet

Valineet ja materiaalit: palikoita, kuutioita, tehtavamoniste

Vaihe 1

Tunti aloitetaan pohtimalla, mita tarkoittaa kagiEometrinen kappaleraman jalkeen op-
pilaat asettuvat neljan hengen ryhmiin pelaamn&am Kartio ja kumppanit- peliad. (lite 6)
Pelin idea on, etté oppilaat selvittavat vihjelstvulla, mitd geometrista kappaletta kysei-
set vihjeet koskevat. Tavoite on, ettd geometkappaleet ominaisuuksineen tulisivat pelin

kautta tutuiksi.

Esimerkki vihjeisté ja niiden perusteella paateistéa kappaleesta:
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- Kyopelivuoren hattutehtaassa on otettu mallia
minusta,

- Olen muumitalon sucjana.

- Minua ei kannata lyada paljaalla nyrkilla,
ainakaan ylhaalta pain.

- Minussa on vain kaksi csaa

Kari Kartio

Oppilaat olivat silminnédhden innostuneita ryhméagggkentelemisesta, mi-
ta toimintamuotoa kaytetddn matematiikassa varéhén. Myoskaan tutki-
mukseen osallistunut oppilasryhma ei ollut kovirjgratehnyt matematii-
kan tunneilla ryhmatoita.

Yhteenvetona kaydaan pelin jalkeen lapi taululfa ftimeamattomia geometrisia kappalei-
ta. Oppilaat yrittdvat nimeta kappaleet. Kayda@éavyhdessa lapi muutamien kappaleiden

osia, ja pohditaan esimerkiksi kartion ja pyramieinja ja yhtalaisyyksia.

Naytti silta, etta leikinomaisen opettelemisen kalbppaleiden nimet jaivat
varsin hyvin mieleen. Laajamittaista testia, josppiminen olisi todennettu,
ei kuitenkaan jarjestetty. Epaselvaksi jai myogaeatko opitut kappalei-
den nimet pysyvasti, vai vain hetkellisesti murstii

Vaihe 2

Esitellaan kaksi eri tapaa piirtaa geometrinen képgiite 7) ja pohditaan, miten ndma ta-
vat eroavat toisistaan? Tuodaan esille, ettd mattisassa piirtamisessa kaytetdan kuvassa
vasemmalla olevaa tapaa, ja siita kaytetaan muuwsssaunimityst&avaljeeriperspektiivi.
Lienee sopivaa puhua myos vaikkapatematiikkaperspektiivistéi geometriaperspektii-

Vista.
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Todetaan, ettd kuvissa on samat kappaleet, muttavalla piirrettynd ja valokuvattuna.
Molemmissa kuvissa on sama palikkarakennelma. Vassrpuoleinen on kuvattu kau-
kaa "zoomin” avulla. Oikeanpuoleinen on laheltattot&kuva. Vasemmanpuoleinen on la-

hempana sitd, miten geometrian piirroksissa kuvesaamion muotoista kappaletta.
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Esittelyn jalkeen oppilaat hakevat itselleen kuutrouotoisen kappaleen, jonka he piir-

tavat kavaljeeriperspektiivissa.

Piirtaminen motivoi selvasti tata oppilasryhmaédpiiri oli hyvin rauhalli-
nen ja keskittynyt. Geometrinen piirtdminen nagitvan ryhmalle vahva
osa-alue - ainoastaan muutaman oppilaan piirrcksiggotakin korjailtavaa.

Tehtava jatkuu siten, ettd oppilaat hakevat vakimtégymmenen pikkukuutiota, suunnitte-

levat niista rakennelman ja piirtavat sen edelhsiegpaan.

Kuvassa oppilaan palikkarakennelmia ja piirroksia.

Muutama oppilas tarttui vaativampaan piirtamisheesten rakentamalla
usean kymmenen palikan rakennelman. Oppilaat pgvéihtjonkin verran
my0s toistensa tydskentelyyn. PiirtAminen jatkuskittyneend, eika monel-
lakaan tuntunut olevan kiiretté alkaneelle valitillen
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Tunti 3 Kolmiulotteista hahmottamista

Valineet ja materiaalit: muovailuvahasta tai hienostyroksista tehtyja geasi& kappalei-
ta, mattoveitsia

Vaihe 1

Jokaiselle oppilaille jaetaan tehtavamoniste (M)ekappaleiden leikkauskuvioista. Pareit-
tain jaetaan myos polyuretaanista ja muovailuvahsstdyt geometriset kappalgetyra-

midi, kartio, s&rmio, pallo ja lierid). Tehtavana ensin piirtaa, kappaleen tehtavaannon
mukaisesta halkaisemisesta muodostuva leikkauskjaviaman jalkeen todentaa asia leik-

kaamalla konkreettisesti kappale mattoveitsella.

Esimerkki leikattavasta kappaleesta leikkausohgine

é

Kuvassa on kokonainen kartio seka oikeanpuolesi&gkRdusohjeen mukaan leikattu kartio.

Leikkauskuvio on paraabeli.
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Kasite leikkauskuvio tai leikkauspinta oli monetippilaalle vaikea ym-
martad, vaikka niita yritettiin avata monta kert@aalle naytti olevan vaikea
ymmartaa, ettd ohjeen mukaisesta leikkauksestg\syhkuvio on kaksiulot-
teinen, eika kolmiulotteinen. Toimiva tapa ilmajstaita leikkauskuvio tar-
koittaa, saattaisi olla esimerkkikappaleen halkaisessa esiin tulleen pin-
nan kayttdminen leimasimena. "Leimasimella” tehtywik on sama kuin
leikkauskuvio.

Vaihe 2

Kaydaan lopuksi lapi vaikeimmin hahmotettavat |l@ilkkpinnat esimerkiksi dokumentti-

kameran avulla.

Kavi ilmi, etta viisi leikattavaa kappaletta oligman liikaa. Kolme olisi ol-
lut sopiva maara. Oppilaat eivat ehtineet tai jakea kayda kaikkia kohtia
l&pi ajatuksen kanssa. Paaasiassa tunnin aikaliaivialitenkin keskittynyt

tekemisen meininki. Taman oppitunnin sisalté vaapettajalta etukéateis-
valmisteluja aika paljon.

Tunti 4 Tilavuuden kasite

Valineet ja materiaalit: rakennuspalikoita, 1 cm3:n kokoisia muovikuutiatka yksi

1000 cm3:n kokoinen muovikuutio

Tunnin alussa kaytiin l1api alkutestin vastaukset.efinen tunnin alkua oli
pulpeteille jaettu seuraavaa tehtavaa varten 3ekaal jokaiselle oppilaalle.
Kiinnostus naytti olevan palikoissa, ei niinkaakuaestissa.

Vaihe 1

Oppilaat tyoskentelevat pareittain. Pyydetaan gtkatekem&én oma sarmion muotoinen
rakennelmansa 36 palikasta. Esitetaan kysymys: tieitdja sarmiosta pitéisi kertoa, jotta
puhelinlinjan toisessa p&assa oleva kaveri satsi ®dellisen kasityksen? Todetaan, etta
pitdd maaritellgpituus leveysga korkeus

Tutkitaan oppilaiden rakennelmien ja dokumenttikeatla esitetyn kuvan (lite 9) avulla,
kuinka monta erilaista sarmiéta voi tehda 36 paliaaPohditaan, mika rakennelmista on

tilavuudeltaan suurin, ja paadytaan siihen, ettdasikokoisiahan ne ovat.
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Esitetdan kysymys, kuinka saadaan helpoimmin laskeduurikokoisen palikoista tehdyn
sarmion muotoisen rakennelman palikoiden maara.

Yllattavan moni oppilas ymmarsi tassa vaiheesdeetgpalikat kaavalla pi-
tuus- leveys- korkeus.

Tutustutaan vield seuraavaan kuvaan, jossa onefiajduutiorakennelma kerroksiksi:

1
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Vaihe 3

Pyydetaan oppilaita piirtdmaan paperille 1 cm pigai viiva, seka 1 neliésenttimetrin ko-

koinen nelié (1cm 1cm). Jaetaan oppilaille pienet yhden kuutiosergtiin kokoiset muo-
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vikuutiot. Muistellaan, mikad onkaameliosenttimetri ja tuodaan esille kasitaiutiosent-
timetri, jota muovikuutio edustaa. Otetaan nakyville 106G:n kokoinen kuutio, ja pohdi-

taan, kuinka monta pikkukuutiota sen sisddn mahtuu.

Kotitehtavina tehdaan perustilavuuslaskuja opakia.

Moni oppilas naytti ihastuneen palikoihin. Syntystalauseita ja voivotte-
lua, kun palikat pyydettiin laittamaan laatikko@ngttamaan oppikirjat esille
laksyn antamista varten.

Tunti 5 Kiertorastitygskentelya

Valineet ja materiaalit: polyuretaanista tehtyja palapeleja, eri mallistagta (esim. sar-
mio, kartio, lierid), vaakoja (digitaalisia tai tgsainovaakoja punnuksineen), kartonkia,

helmia, pieni Aalto-malja

Tehdaan neljan rastin tehtavarata, jota kierretédin neljdn hengen ryhmissa. Jokaiselle
oppilaalle jaetaan tehtavamoniste (lite 10), j@tgtetdan rastien aikana. Silta varalta, etta
rasteilla syntyisi niiden erilaisesta kestosta yeim odottelua, oppilaille annetaan myds lisa-

tehtavamoniste mukaan (liite 14).

Rasti 1 Kolmiulotteisia palapeleja

Oppilaat kokoavat mahdollisimman monta polyuretstanivalmistettua kuutiopalapelié.
Joukossa oli helppoja, vaikeita ja erittdin vaiesellaisia. Ryhman "tulos” kerataan muis-
tiin.

Oppilaiden palapeliosaaminen yllatti positiiviseSibisaalta oli nahtavissa
my0s selvid eroja oppilaiden valilla: toiset hahtivat kolmiulotteiset pala-

pelit huomattavasti paremmin kuin toiset. Palagela)i tehda itse kuuma-
lankaleikkurilla, mik& on varsin tyolasta. Paallmsialla palat kontaktimuo-
villa niista on kuitenkin iloa pitkaksi aikaa.
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Rasti 2 Tilavuuden mittaaminen veden ja vaakojarlav

Oppilaat mittaavat rastilla olevien astioiden pden, leveyden ja korkeuden. Taman jal-
keen he arvioivat astioiden suuruusjarjestyksemnleviga vaakojen avulla tarkistetaan, mi-

k& todellinen suuruusjarjestys on.

) ) ___eom
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Kuusi mitattavaa astiaa oli télle rastille hiemaikah. Laheskaan kaikki
ryhmat eivat ehtineet tehda mittaamisvaihetta kakaon Sopiva maara asti-
oita olisi kolme tai nelja.

Rasti 3 Sama pinta-ala - muuttuuko tilavuus?

Tehtavapisteella on samankokoisista kartongeistaisgetut sarmiot, toinen kolmio- ja
toinen nelibpohjainen. Tehtavana on helmien ja amaavulla selvittdd, kumpi sarmidista
on suurempi. Tama onnistuu esimerkiksi punnitsearia@ppaleen sisaéan mahtuneet helmet.
Lopuksi pyydetaan vield pohtimaan, minka muotoiaksi tilavuudeltaan suurin mahdolli-

nen kyseisesta kartongista muodostettava astia.

Ohuehkon kartongin seinét antoivat hieman perikské vaaristi todelli-
suutta. Muutamien oppilaiden kohdalla vaa’an jarheh kanssa napertely
vei voiton varsinaisen tehtavan suorittamisesta.
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Rasti 4 Tilavuuden arviointia

Rastipisteelld oli Alvar Aallon suunnittelema Aaltmalja. Tehtdvana oli arvioida astian
tilavuus kaikkia mahdollisia eri arviointikeinojaéayttaen. Mittaaminen esimerkiksi veden
ja vaa’an avulla ei kuitenkaan ollut sallittua. Rdslienee syyta kayda lapi huolella. Tassa

paketissa tama on toteutettu oppitunnin 6 alussa.

Tunti 6 Itsendista pohtimista ja laskemista

Valineet ja materiaalit: Aalto-maljan pohjakuvio, neliésenttimetriruudukkehtava-

monisteita,
Vaihe 1

Edellisella tunnilla yhtena rastitehtavana oli ratpohjakuvioltaan epasaannoéllisen kappa-
leen tilavuus. Kuudes tunti aloitetaan palaamadil@n tehtavaan. Kysytdaan, mita astiasta

pitaa tietad, jotta voidaan maaritella sen tila®@umohjan pinta-ala seka korkeus)

Jaetaan oppilaille Aalto-maljan pohjakuvio sekévklé tulostettu neliosenttimetriruuduk-
ko. Kysytaan, miten ruudukon avulla voidaan méBéitmaljan pohjan pinta-ala?

Erés tapa méaaritella suhteellisen tarkasti aalt@mailavuus on laskea oheisen kuvan mu-

kaan kokonaiset ja vajaat ruudut. (Kokonaisina mékyuudut lasketaan kokonaisina neli6-
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senttimetreind, ja kaikki osittain nakyvat puolikka) Todetaan, ettéd pohjaltaan epa-
saanndllisen, mutta suoraseinaisen kappaleen titavaidaan laskea samalla tavalla kuin
suoraseinaisen sarmion tilavuus, eli pohjan pitdakarrottuna korkeudella. Mitad pienem-

pid ruutuja kaytetaan, sen tarkemmin tilavuus vandarvioida.

L —— 73 kokonaista ruutua
50 vajaata ruutus

] Tulkitaan kaikki vajaat puolikkaina,

A jolloin vajalsta ruuduista tulee yhteensa

25 kokonaista.

g Kdkonalsiks! muutettuna
pohijan ala on siten 92 ruutua
| | = 958 relibsenttimetria,

Oppilaiden vastauksissa on todennakoisesti erdgta@n taululle muistiin muutamia tu-
loksia, ja lasketaan niiden keskiarvo. Kysytaariemastian tilavuus voidaan maarittaa?
Todetaan, etta tilavuus on pohjan pinta-ala karnattkorkeudella, ja suoritetaan yhdessa

laskenta:

Mitataan korkeus: 4 cm. Tilavuus on: 98 cn#®cm = 392 cm3 eli noin 4 dl.

On parempi kayttda valmista ruudukkoa laskemisamapOsa oppilaista
kokeili tehdd oman ruudukon, mika osoittautui tehtésuorittamisen kan-
nalta hitaaksi.

Vaihe 2

Itsendista tehtavien tekemista joko oppikirjastartanisteista (liitteet 11-13).

Annettiin vaihtoehto laskea joko kirjasta tai maeista. Ainoastaan yksi va-

litsi kirjan tehtavat. Tehtavisséa oli valinnan var&guurin osa halusi tehda
tehtavia, joissa kaytettiin konkreettisia apuvdti#duten palikoita. Osa teki

taas palikoista omia rakennelmia, eika laskemineostanut.
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11 TULOKSET — TOIMINNALLISUUS 6-LUOKKALAIS
TEN MATEMATIIKAN OPETUKSESSA

Oppilasryhmalle pidettiin oppimista ja ymmartamistéttaava testi ennen toiminnallista
opetuspakettia ja sen jalkeen. Testien avulla tedtin, tapahtuiko tutkimukseen sisalty-
neen opetusjakson aikana kehitysta. Lopputestinygaissa pidettiin myds kysely, jonka
tarkoituksena oli selvittda oppilaiden kasityksi#rtinnallisesta matematiikan opetuksesta.

Tassa luvussa tuodaan esille testien ja kyselyigdlekset.

11.1 Kysely

Kyselyn (lite 3) vastauksia analysoitaessa pymitthuodostamaan mahdollisimman totuu-
denmukainen ja monipuolinen kuva oppilasryhméntidésista toiminnallisuudesta. Vas-
tauksia on kasitelty paaasiassa siten, ettd muaddaskonaiskuva ryhman nadkemyksista.

Ensimmaisessa kysymyksessa oppilaita pyydettimokean jokin onnistunut koke-
mus jakson aikana. Toisessa kysymyksessa selviteppilaiden jakson aikana kokemia
tunteita. Kolmannessa ja neljannessa kysyttiinlandvalla toiminnallisuus edistaa tai hait-
taa matematiikan oppimista. Viidennessa kohdaspdaita pyydettiin Likert-asteikolla 1-

5 arvioimaan toiminnallisuuden merkitysta materkatii oppimisessa. Kuudennessa ja
seitsemannessa kysymyksessa oppilaat saivat kentha,toiminnallisessa matematiikassa
ilahdutti ja mika jai harmittamaan.

Tassa luvussa esitellddn laatikkodiagrammien awpbilaiden vastauksista muodoste-
tut luokat. Lukuméaaré kertoo, kuinka monta mairantghmiteltiin kyseiseen luokkaan.
Oppilaiden kasitysta toiminnallisuuden tarkeydestékastellaan koko ryhman lisaksi eri
sukupuolten, seké arvosanaltaan heikompien ja gaeenoppilaiden vastauksissa ilmen-

neiden eroavaisuuksien kautta.
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11.2 Toiminnallisuus matematiikan opetuksessa oppilaan ékemana

Konkreettinen toiminta 8
Pintaminen 3

Onnistunut
kokemus Osaamigen kokemus 3
jakson aikana
Yhteistyo 3

Vaihtelu tavalliseen 2

KUVIO 1. Oppilaiden vastaukset kysymykseen onnistuneestarkoksesta jakson aikana.

Puolet oppilaista mainitsi onnistuneena kokemuksen&un konkreettiseen tekemiseen
littyvan seikan, kuten palikkarakentelut tai leddbskuvioiden selvittdminen muovailuva-
han avulla, seka piirtaminen. Viiden oppilaan vakssssa painottui onnistumisen ja oppi-
misen kokemus yleensa. Muutama mainitsi yhdesshtislen. Nelja jatti kokonaan vas-

taamatta kysymykseen

"Sai tehda erilaista matikkaa.”Poika, arvosana 9
"Palikka hommat.” P, as. 5 tai 6
"Mielestéani kaikki on onnistunut hyvin.'P, as. 7

"Kun tehtiin ryhmissa ja onnistuttiin ratkaisemaghtava.” T, as. 9
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Hauskaa 21

Tunteet Ei kovin hauskaa 1
toiminnallisten
tuokioiden aikana Vaihtelu vulkistaa 7

Oppimisen “tunne” 3

KUVIO 2. Oppilaiden vastukset kysymykseen tunteista toinlisten tuokioiden aikana.

Kuudesluokkalaisten naytti olleen varsin hankalamélla tunteita. Miltei kaikkien kuva-
ukset ilmensivat kuitenkin positiivista tunnetilapetuksen aikana. Yhden vastaajan mai-
ninta oli lievasti negatiivinen. Kolmanneksen vagiset liittyivat erilaisen opetuksen miel-
lyttavyyteen. Yksi oppilas vastadth tiedd, ja yksi jatti vastaamatta kysymykseen.

"Innokkuutta ja onnistumisen halua.T, as. 9

"Se oli tosi hauskaa.”T, as. 8

"Se oli mukavaa ja hauskaa, koska ei aina tarviededa kirjan tehtavia.” P, as. 9
tai 10

"Se oli kivempi tapa oppia.”P, as. 7

"Se oli kivaa, oivallettavaa, sekd mukavaaTl’, as. 9

"Eivat olleet kovin hauskojaP, as. 9
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Auttaa oppimaan/ynumartamaan 10

Miksi Saa tehda itse 4
toiminnallisuus
auttaa
oppimaan?

Hauskuus motivot 3
Laajemp1 kuva matematiikasta 2

Auttaa keskittymaan 2

KUVIO 3. Oppilaiden vastaukset kysymykseen "Miksi toiminizallis auttaa oppimaan?”
Miltei kaikki vastaajat toivat esille, etta itsekéenalla tai konkreettisia valineitad kasittele-
malla on helpompi ymmartaa ja oppia. Toiminnalldesta sanottiin syntyvat parempi mo-
tivaatio, joka lisddvan oppimista. Toiminnallisundydtd mainittiin syntyvan laajempi

kuva matematiikasta, ja sen kerrottin myos auttakaskittymaan. Neljd oppilasta jatti

vastaamatta kysymykseen.

"Sai nahda uuden nékdkannan matikan opiskeluum,”as. 9

"Toiminnallisuus auttoi oppimistani, silla toiminfisissa tehtavissd ymmarsin

opetettavan asian paremminP, as. 9
"Koska tehtéavia jaksoi tehda enemman kun oli vawaihtelua.” P, as. 9 tai 10
"Matematiikka oli kerrankin hauskaa ja siihen jakseskittyd.” P, as. 8

"Opin laskemaan paremmin tilavuuksia.T, as. 8
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Konkreettinen tekeminen 10

Vaihtelevuus 7

Mika 1lahdutt:
toimmmnalli Tommimnallisuus on hauskaa 7
suudessa?
E1 kirjan tehtavia 6

Helppous 1

Ryhmatoiminta 1

KUVIO 4. Oppilaiden vastaukset kysymykseen "Mika ilahdudintinnallisuudessa?”

Kysyttdessa mika toiminnallisuudessa ilahdutti, si@elvasti esille nelja eri vastaustyyppia:
Konkreettinen tekeminen, vaihtelevuus, normaalikamammat tehtavat ja lisaksi se, etta

toiminnallisuus on tervetullutta vaihtelua oppikimatematiikalle.

"Se oli hauskempaa kuin tuijottaa kirjaa.P, as. 7

"Se oli helppoa ja hauskaa.’T, as. 8

"Se, ettd sai rakentaa ja tehda ryhmassa ja paandsa.” T, as. 7

”...ettei tarvinnut tehdé kuin valilla kirjan teht&vi’ T, as. 9
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. : Samaa mielti 11
Tommnallisuus

tarkeaa

Lahes samaa mielta 6

matematiikassa?

Ei1 samaa eika ern mielta 4

KUVIO 5. Oppilaiden vastaukset kysymykseen toiminnallisuudekeydesta matematii-

kan opetuksessa. (Likert-asteikko 1-5)

Oppilaat olivat varsin vakuuttuneita siita, ettartmnallisuus on tarked&d matematiikan ope-
tuksessa.

Kasitysta toiminnallisuuden tarkeydesta verratitnarvosanan omaavien ja eri suku-
puolten vastauksista. Naissa ei ilmennyt merkift@rnoja. Sekd arvosanan 8-10 saaneiden,
ettd arvosanan 4-7 saaneiden kasitys toiminnallsauarkeydesta matematiikan opiske-

lussa oli korkealla tasolla:

TAULUKKO 1 . Erot eri arvosanan saaneiden valilla

Arvosana | Vastauskeskiarvo asteikolla 1-5

4-7 4,57

8-10 4,21

Heikommat oppilaat pitivat toiminnallisuutta hiemttkeAmpénéa kuin paremman arvosa-

nan omaavat. Ero ei ole kuitenkaan suuri.
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TAULUKKO 2. Erot sukupuolten valilla

Sukupuoli | Vastauskeskiarvo asteikolla 1-5

Tytts 4,33

Poika 4,33

Tytoilla ja pojilla oli tAsmalleen samanlainen néles toiminnallisuuden tarkeydesta ma-

tematiikan opetuksessa.
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Miksi

tommmnallisuus

E1 haittaa milliaéan tavalla 13

haittas1? Konkretia e1 kytkeydy teoriaan 1

KUVIO 6. Oppilaiden vastaukset kysymykseen "Miksi toiminisallis haittasi oppimis-

ta?”

Yhden oppilaan vastauksesta oli tulkittavissa, &tiékreettinen kasittely olisi tarvinnut
tuekseen enemman teoreettista tarkastelua. Asiat automaattisesti "loksahda” ymmar-

ryksen asteelle, mista kertoo seuraava lainaus:

”...olisi pitdnyt opettaa viela sita jotakin tiettyéttua enemman, etta olisin ymmar-

tanyt vahan paremmin.’T, as. 7

Yli puolet vastasi, ettei toiminnallisuus haitanmaiflaan tavalla. Seitseméan oppilasta jatti
vastaamatta kysymykseen, mika tarkoittaa joko @téei toiminnallisuuden haittapuolia

nahty tai niita ei jostain syysta tuotu esille.

"Ei haitannut milldan tavalla.” P, as. 7
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) o E1 mikaan 12
Mika harmaitta

torminnalli Liian vihin aikaa 7

suudessa?
Yksin laskeminen helpompaa 1

KUVIO 7. Oppilaiden vastaukset kysymykseen "Mika toiminrsallidessa harmitti?”

Miltei kaikki toiminta jakson aikana oli ryhméatyorotoista, josta erds, hyvin matematii-

kassa menestynyt oppilas ei erityisemmin ollutrpita

"Se, ettd tehtavia tehtiin [ahes aina ryhmassa. ddta on helpompi laskea yksin.”
P, as. 9tai 10

Muutama oppilas oli kokenut jakson aikana kiireemtia. Harmittamaan oli jaanyt se, ettei
kaikkia tehtavid ehditty tehda loppuun. Muutama misi harmituksen aiheena sen, etta
toiminnallinen jakso loppui lilan aikaisin. Suurirsa oppilaista ei vastannut kysymykseen

ollenkaan.

"En aina ehtinyt tekemaan kaikkea. (esim. rastiiia)i T, as. 8tai 9

Yksi oppilas mainitsi selkean tiedollisen puutteen:

"Etta sitd oli liian vahan ja ettd en tieda mika eahko.” T, as 7

Kyselyaineistoa analysoitiin myds siten, etta etbin vastaukset alkuperaisesta kysymyk-
sestaan, ja kasiteltiin niitd yhtend suurena vagbakkkona. Selvitettiin, mita toiminnallisen
matematiikanopetuksen merkityksia aineistoon gis&euraavalla sivulla on esitelty yh-
teenveto paatelmista, joita oppilaiden vastauksistgohdettu. Lukumaara kertoo, kuinka

monessa vastauksessa mainittiin ko. luokkaan kiamiitmauksia:
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Onnistumisen kokemulksia

alzhiivisesta telkemisesta 12 T

T3 Eonkreettinen tekeminen erilaisilla
5 materiaaleilla on téirkeii 36

7

Konkresttisuus auttaa oppimaan 14

Konkreettisung tuo iloa opiskeloun 10

Toiminnallisuus motivoi
—> edistaa oppimista 3

Keskittyminen helpompaa 2
Onnistumisen kokemulkset \
kannustavat oppimaan 6

avulla oppii 25
Toiminnassa aktivoituu /

—=auttaa oppinaan 4

Toiminnallisen matematiikan

Konkreettisuus tukee ajattelua 10

Toiminnasta miellyttavia
tunteita 21

Toiminnallisuuden hauskuus

motivoi 3 \x Toiminnallinen matematiikka
on hauskaa 39
Toiminnallisia tehtavia

mukavampi tehda 8

Mulkava tekeminen saa iloiseksi 7

On hyvé, kun ei ole
aina kirjan tehtavia 9

Erilaisuus ja vaihtelu Vaihtelevuutta tarvitaan 24

ilahduttavat 11

Erilaisesta opetuksesta saa
uusia nakékulmia 4

KUVIO 8. Johtopaatdkset oppilaiden vastauksista.
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11.3 Alku- ja lopputesti

Opetusjaksolle asetettiin tiedollisiksi tavoittaik) oppilaat oppivat késitteen tilavuus, 2)
oppivat tunnistamaan ja nimedmaan geometrisia kepgpal3) oppivat maarittelemaan suo-
rakulmaisen sarmidn muotoisen kappaleen tilavuyaer) avaruudellinen hahmottamisky-
ky kehittyy. Tavoitteiden toteutumista selvitettatku- ja lopputestien avulla. (liitteet 4 ja 5)

Kaksi alkutestin tehtavatyyppid, jotka liittyiviithinna geometriseen hahmottamiseen,
olivat suoraan verrattavissa lopputestin kahtebtdt&an. Naiden tehtavien osalta alku- ja
lopputestin vertaaminen olikin yksinkertaista. Viaden maarittelyn osalta oletus oli, etta
oppilaat eivat tata viela alkutestissa hallinné&etska asia oli ryhmalle taysin uusi, emme
nahneet tarpeelliseksi ja mielekkaaksi kysya diéatastissa. Ennen tutkimusjaksoa oppi-
laat olivat kasitelleet pinta-aloja. Selvitimme atigstissé, mik& oppilaiden osaamistaso oli
pinta-alan maarittelemisessa, koska pinta-alan ittélgin ymmartdminen on pohjana tila-
vuuden maarittelyn ymmartamiselle. Seka alku-, keftfputestin tehtavat pisteytettiin 1-5.
(1 = taysin vaarin, 5 = taysin oikein)

Alkutestin tehtdva 1 vastaa lopputestin tehtavaallutestin tehtava 2 vastaa loppu-
testin tehtavaa 4. Alkutestin tehtavad 3 on verrapputestin tehtavaan 2, vaikka ne ovat-
kin jonkin verran erityyppisia. Alkutestin tehtavdéei otettu analyysissd huomioon, vaan
sen avulla ainoastaan arvioitiin opetuksen lahttikohopputestin tehtavan 3 avulla selvi-
tettiin, kuinka moni tutkimusjoukosta hallitsi opksen jalkeen perustilavuuslaskuja. Tata
tehtavaa ei varsinaisesti verrattu mihinkaan, kasleéus on, ettei tilavuuslaskuja hallita,
jos niihin ei ole yhtaan perehdytty.

Lopputesti oli vaativampi kuin alkutesti, mink&oksi oppimistuloksia olisi ollut vai-
huomioon oppimistuloksien analysoinnissa. Vaikesstaaariteltiin verrokkiryhméan avul-
la: Eraalle viidennen luokan oppilasryhmalle (n®) Beetettiin pinta-ala- ja tilavuuslasku-
tehtvia lukuun ottamatta samat testitehtavét kwikimukseen osallistunut kuutosluokka
teki. Verrokkiryhma teki tehtavat samalla kerrakika siten saanut mink&énlaista opetusta

tehtavien valissa. Varsinaisen tutkimusjoukon kokd®0 oppilasta.
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11.4 Oppiiko toiminnallisen opetuksen avulla tilavuusgemetriaa?

Seuraavat kuviot kuvaavat oppilaiden saamia pistdiu- ja lopputestissa, seka ko. tehta-

vissa vaadituissa taidoissa ilmennytta kehittymista

PYLVAAN VARI KERTOO VASTAUKSEN OIKEELLISUUDESTA,
HYMYNAAMA KEHITTYMISESTA.

PYLVAAN KOKO JA SEN ALLA OLEVA NUMERO KERTOVAT KYSEISELLA
TAVALLA VASTANNEIDEN MAARAN.

TAY SIN OIKEIN @@ ERITTAIN PALJON OPPIMISTA
B MELKEIN OIKEIN (3@  PALJON OPPIMISTA
B PUOCLIKSI OIKEIN ) JONKIN VERRAN OPPIMISTA
B VAIN VAHAN OIKEIN & El HAVAITTAVAA OPPIMISTA
B KOKONAAN VAARIN

KUVIO 9. Lukuohje kuvioihin 10 — 13.

Tehtavapari 1

O ) II

12 0 2 11 3 [

KUVIO 10. Oppilaiden jakauma tehtavaparissa 1. "Kuinka mgaiékaa on rakennel-

massa?”

Alkutestin tehtava oli huomattavasti helpompi kiopputestin tehtava, jossa palikoita oli
noin kaksinkertainen maara ja rakennelman muotemiisaanndollisempi. Tutkimusjoukko

sai keskimaarin 4,6 pistetta alkutestissa, ja Gpplitestissa. (Jatkossa kaytamme alkutes-



76

tistd merkintdd AT ja lopputestista LT). Lopputegeghtava oli huomattavasti vaikeampi,
mista kertoo se, ettd vertailuryhmén vastaavaeeisblivat keskimaarin AT 3,34 ja LT
2,38. Vaikka tehtavien erilainen vaatimustaso @it huomioon, ei taman tehtavan osal-
ta voida havaita oppimista tapahtuneen. Taito rnelirirakennelmaan kaytettyjen palikoi-

den maara ei siten nayttaisi kehittyneen.

Tehtavapari 2

.II. — OO0 — I.-.

B r 4 5 2

KUVIO 11. Oppilaiden jakauma tehtavassa 2. "Piirrd kuvan makéma sivusta, edesta ja

ylhaalta.”

Tama tehtavapari mittasi avaruudellista hahmottleykig. Tutkimusjoukon pisteet tassa
tehtavaparissa nousivat seuraavasti: AT 3,1 ja [/b.3.opputestin tehtava oli vaativampi
kuin alkutestin, mika kay ilmi verrokkirynméan keakvopisteista: AT 3,17 ja LT 2,62. Ta-
man perusteella voidaan todeta, etta tutkimusjoakdmeni huomattavaa kehittymista teh-

tavassa vaadituissa taidoissa.
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Tehtavapari 3.

i o il

11 4 5

18

=]
.

KUVIO 12. Oppilaiden jakauma tehtavassa 3. "Kuinka montatgigalikkaa muodostaa

ison palikan?”

Tassa tehtdvaparissa alkutestin tehtdva mittasy&kydrvioida kappaleiden tilavuuksia.
Lopputestissa taas piti osata muodostaa annettigijen mukaan mielikuva Liisan teke-
masta rakennelmasta, ja arvioida, kuinka monedikagta se koostuu. Naita tehtavia on
vaikea verrata suoraan toisiinsa. Alkutestin tefépystyi ratkaisemaan puhtaasti visuaali-
sen hahmottamisen kautta, ja se oli helpohko muutehopputestin tehtdvdannossa ei ol-
lut valmiiksi annettua visuaalista kuvaa. Opetustanut ryhma sai hieman alhaisemmat
pisteet lopputestin tehtavasta kuin alkutestindedista: AT 4,2 -> LT 3,6. Lopputestin teh-
tava oli kuitenkin selvasti vaativampi, koska vékioyhman pisteet suorastaan romahtivat
alkutestiin nahden: 2,93 -> 1,55. Taman perusteelidaankin todeta, etta tutkimusjoukos-

sa tapahtui intervention aikana oppimista lopputdshtavassa vaadituissa taidoissa.
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Tilavuuslaskut

— B0 — llll

KUVIO 13. Oppilaiden jakauma lopputestin tilavuuslaskutehs&éa

Lopputestin tilavuuslaskuista ilmeni, etta 14 auesin 17) kahdestakymmenesta oppilaas-
ta ymmarsi, etta suorakulmaisen sarmion muotoiséiaratilavuus lasketaan: (pituuse-
veys- korkeus), ja osasi suhteellisen virheettomastrigaa laskut. Tamé on varsin hyva
tulos siithen ndhden, ettéa varsinaiseen laskemaltatpun ei juuri kaytetty aikaa.

Kolme oppilasta, joilla kaikilla viimeisin mateni&an arvosana oli valilla 5-7, ei hal-
linnut lainkaan perustilavuuslaskuja. Kaksi heishgtti pinta-alalaskennan kaavaa. Yhden
laskentalogiikka oli vaikeasti maariteltavissa.

Mainittakoon, etta yksi tilavuuslaskuista erittéi@ikosti suoriutunut osoitti erittéin tai-
tavaa kolmiulotteisten kappaleiden hahmottamista Kkivio 14). Muilla tilavuuden laske-
misessa heikosti onnistuneilla myds kolmiulotteip@rtaminen naytti olevan vaikeaa. Eh-
ka hieman yllattaen juuri lopputestissa heikoimmianestyneet oppilaat olivat kyselyssa
sitd mielta, etta toiminnallisuus on erittain t&ikematematiikan oppimisessa.

Mielenkiintoinen 16ydds on se, etta tytoilla ilmdneman enemman oppimista jakson
aikana kuin pojilla. Alku- ja lopputesteja vertadissa tyttbjen (n=8) pisteet nousivat
+0,75/tyttd, kun pojilla (n=12) ne laskivat -0,58oika. Arvosanaltaan parempien ja hei-
kompien oppilaiden alku- ja lopputestien pisteieBéhieman suurempi ero. Arvosanan 8-
10 saaneilla (n=13) pisteet nousivat keskimaari2 Qpppilas. Arvosanan 4-7 saaneilla
(n=7) pisteet laskivat keskimaarin 1,85 /oppilastdmaksimi seka alku-, etta lopputestissa
oli 20, joten pistemdaran muutoksen eroa ei voitépkovin merkittavand. On otettava
huomioon, etté tutkittavan joukon pienuus ei anosrk luotettavaa arvoa méaarélliselle tar-

kastelulle.



Kuvio 14. Erdan oppilaan piirrokset alku- ja lopputestinnostehtavassa

11.5 Tiivistelma tuloksista

Alku- ja lopputestit osoittavat, ettd tutkimusjoukgeometrian taidot kehittyivat kuuden
tunnin toiminnallisen opetuksen aikana. Erityisdgiimiulotteinen hahmottamiskyky ja
taito maaritella tilavuuksia kehittyivat. Tasta wetdd johtopaatoksen, etta tutkimuksessa
esitelty opetuspaketti on toimiva.
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12 POHDINTA JA JOHTOPAATOKSET

Taman tutkimuksen tarkoituksena oli selvittdd, nikérkitys toiminnallisuudella on ma-
tematiikan opetuksessa. Onko toiminnallisuus haus&ya ajanvietetta itseisarvona pita-
vaa puuhapedagogiikkaa, vai oppimisen kannaltatd&éstpoinen, ymmartamista tukeva
opetusmenetelmd? Tassa luvussa pohditaan kysymigk&ignustulosten ja taustateorian
pohjalta. Tutkimusraportoinnissa on hyva arvioidattisesti tyon reliaabeliutta eli sita,
vastaavatko tulokset todellisuutta. (Hirsjarvi, Ren& Sajavaara 2009, 231-233.) Tassa

luvussa my0s tyon luotettavuus ja eettiset tekijét kriittisessa tarkastelussa.

12.1 Keskeiset tulokset

Tutkimusaineistosta kavi ilmi, ettd toiminnallisasepetuksessa oppilaat arvostavat: 1 -
hauskuutta ja innostavuutta 2 — ymmartamista helpaa asioiden konkreettista kasittelya,
sekd 3 - vaihtelua tavalliseen opetukseen. Tutkseak osallistuneet kuudesluokkalaiset
olivat lahes yksimielisen vakuuttuneita siitd, ettétematiikan opetusta tulisi toteuttaa
(myds) toiminnallisesti. Suurin osa oli sitd miel&ita on tarkeaa tai erittain tarkeaa, etta
matematiikan opetuksessa olisi toiminnallisuutta.

Opetusjakson yksi painoalue oli avaruudellisennmattemisen kehittdmisessa. Oppi-
laat nayttivatkin saaneet toiminnallisen, konkreett kasittelyn kautta uusia evaita avaruu-
delliseen hahmottamiseen. Lopputestissa ilmenite#ti parempaa kykya hahmottaa kol-
miulotteisen kappaleen rakennetta.

Testien perusteella nayttaa silta, ettd osa koatematiikalle tyypillisesté laskemishar-
joittelusta voitaneen korvata toiminnallisella késytavalla laskemistaitojen tasta karsi-
mattd; perustilavuuslaskut osattiin hyvin, vaikk&den harjoittelu jai taysin oppilaiden
omaehtoisen, kotona tehtavan tydskentelyn varaan.

12.2 Tulosten luotettavuus

Tama tyo on tapaustutkimus. Tutkimuksen kohderyhimdm yksi luokka oppilaita, mista

johtuen otoskoko on pieni. Esimerkiksi aineistoranddlinen tarkastelu ei olisi ollut kovin
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hedelmallistd pienestd otoskoosta johtuen. Usearapaappilasryhmé&éd koskeva tutki-
mus tarjoaisi luotettavampaa, yleistettavampaadiePro Gradu -tutkimuksen puitteissa
tahan ei ollut mahdollisuuksia. Yhdenkin oppilasnidn vastauksista saatiin kuitenkin riit-
tavasti aineistoa toiminnallisen matematiikan okstun laadulliseen tarkasteluun.

Toiminnallista opetusta ei tassa tutkimuksessaatter mihinkdan muuhun menetel-
maan. Tasta syysta oppimistuloksista ei voida vstitia johtopaatoksia. Testeista kavi
iImi, ettd oppimista tapahtui. Arvailun varaan lemkin jai, miten oppimistulokset olisivat
muuttuneet toisenlaisessa opetuksessa.

Tutkimukseen osallistunut luokka edustaa varsiakasti ryhnmaa "kuudesluokkalai-
set”. Taitotasoltaan ja sukupuolijakaumaltaan ryloh&iittdvan heterogeeninen. Opetus,
jota ryhma tavallisesti sai, edustaa opettajan kksan mukaan perinteista suomalaista,
oppikirjaa opetuksen runkona kayttavaa opetustaivatko tutkimustulokset olleet toiset
vaikkapa normaalikoululla, jossa oppilaat saavajoitgelukoulun tavoista ja rakenteista
johtuen hyvin vaihtelevaa opetust@fita mika olisi ollut tilanne milla tahansa muutiao-
malaisella alakoululla? Naihin kysymyksiin ei pystyaman tutkimuksen puitteissa anta-
maan ehdottoman totuudenmukaista vastausta.

Opetusjakson lyhyesta kestosta johtuen tutkimaksiin pitdd suhtautua varauksella.
Pitkakestoisemmalla tutkimusinterventiolla olisiaga luotettavampia tuloksia. Lyhyeen
jaksoon liittyy monta oppimiseen vaikuttavaa oheisttujaa: ulkopuolelta tulevilla opetta-
jilla ei ole esimerkiksi tarvittavaa oppilaantuntesta, ja toisaalta oppilasryhmé saattaa
kayttaytya vieraiden lasna ollessa normaalista kmaikasti. Oppimiseen olennaisesti vai-
kuttava opettaja-oppilasvuorovaikutussuhde on istdaulkopuolisen henkilon toimiessa
opettajana. Lyhyt jakso tuo mukanaan uutuudenwskét mika saattaa nayttaa tutkittavan
iImién positiivisessa valossa. Vasta kokonaisemnlioden aikana toteutettua opetuskokei-
lua ja oppimistuloksia voitaisiin jo hyvin luotettasti vertailla muuhun opetukseen.

Tutkimuksen luotettavuuden lisdamiseksi olisi hyydkia triangulaatioon, mika tar-
koittaa tutkimuskysymysten tarkastelua mahdollisemnnmonesta eri nakokulmasta. (Tuo-
mi & Sarajarvi 2004, 140-142.) Tassa tutkimuksesraistoa kerattiin kolmella eri tavalla:
kyselylla, testeilla sekd havainnoimalla. Teoriataupyrittiin rakentamaan laajaksi. Myos
pohdinnassa on tavoiteltu aiheen tarkastelua ésakéokannoista.

Aineistonhankintaa on myos syyta tarkastella tisgisti. Tutkimusaineisto kerattiin

padasiassa kyselyn sekéa alku- ja lopputestien &kaB#, etta tutkittavana ryhmé&na olivat
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alakoululaiset, tarjosi haasteen kysymysten asdlgehiiden oli oltava riittavan struktu-
roituja, jotta aineisto vastaisi tutkimusongelmahimn strukturoiduilla kysymyksilla taas
helposti ohjaillaan vastauksia haluttuun suunt&amimme avoimuuteen kysymysten aset-
telussa.

Joskus kyselyihin vastataan sen mukaan, minkalaastauksia tutkijoiden oletetaan
haluavan. Tasta syysta hieman alustimme kysely#isane odottavamme rehellisia, to-
dellisia tuntemuksia kuvaavia vastauksia, mika a#eh edistdd tutkimuksen tekemista.
Tasta huolimatta oppilaat eivat juuri nostanedteessimerkiksi toiminnallisuuden negatii-
visia vaikutuksia. Oletus oli, etta niitakin olisnennyt.

Valitsimme aineistonkeruumenetelmaksi kyselynajok hyva tapa saada kerattya tie-
toa suurehkolta vastaajaryhmaltd. Syvemmalle ykst#n oppilaiden ajatusmaailmaan oli-
si kenties paasty haastattelujen avulla, mitéa tég&imuksessa ei kuitenkaan tehty, koska

kysely tarjosi tutkimuksen tavoitteita ajatelleittéivasti aineistoa.

12.3 Eettiset nakdkulmat tutkimuksen toteuttamisessa

Tutkimuksenteon yhteydessa on huolehdittava menetnl eettisyydesta. Kaikilta tutki-
mukseen osallistuneilta sekd heidan vanhemmiltgaytkin lupa. Yhden oppilaan kohdal-
la lupaa ei saatu. Kyseinen oppilas osallistuitwiseen, muttei vastannut testeihin ja ky-
selyyn. Luokkaopetukseen liittyy ehdoton vaitiolbwadlisuus oppilaiden henkilékohtaisis-
ta asioista. Tasta on pidetty tutkimusraportoiraisskasti kiinni.

Eettisiin kysymyksiin kuuluu myds tutkijoiden rehgyys ja objektiivisuus. (Tuomi &
Sarajarvi 2004, 132-133.) Jokainen tutkija edustaaa ndkemystaan tutkittavasta aiheesta,
mika asettaa haasteen puolueettomalle kasittelfl&ijoilla saattaa esimerkiksi olla kiu-
saus parannella tutkimusaineistoa haluamaansaaamnlita enemman aineiston kasitte-
lyssa on tulkintaa, sitéd helpommin tutkijan suhjelduus tulee esille. Tassa tutkimuksessa
on pyritty nostamaan aineistosta esiin ainoastaamgka sielta objektiivisesti oli nostetta-
vissa. Raportoinnissa on pyritty noudattamaan glesen tutkimuksenteon saantoja. Esi-
merkiksi teoriataustaa muodostettaessa tukeuduttahdollisuuksien mukaan alkuperai-

siin lahteisiin.
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12.4 Pedagogista pohdintaa

12.4.10ppikirjan rooli opetuksessa

Opetusta on helppoa turvallista toteuttaa hyvankipmn kautta. Ne ovat ammattilaisten
tekemid, ja samaa kirjasarjaa seuraamalla saaanté&ettavasti opetussuunnitelmiin kirja-
tut oppisisallét. Oppikirjaopetuksella on kuitenlpnutteensa. Erds sellainen on taman tut-
kimuksen aineistostakin esille noussut kaavamajseiisi jopa tylsyys. Joskus oppikirjan
aukeama koostuu l&ahinna mekaanisista, samalla kadoestettavista laskuista. Laskuru-
tiinien oppiminenkin on tarkeaa, mutta vain ostsinita matematiikantunneilla voisi olla
annettavanaan.

Matematiikantuntien piilo-opetussuunnitelma n&ytjéskus olevan aukeaman taytta-
minen lyijykynan jaljilla. TA&mé& on kertovinaan oppsesta, mihin sudenkuoppaan astuvat
usein seka opettaja, ettd aukeaman tayttaja imdisiuskirjan vastaus, opettajan taululle
avaama esimerkki tai vierustoverin kirjasta jaljetiy ratkaisu ei tietenkaan ole oppimista
ilman omaa prosessointia. Toiminnallinen opetudtaisa rohkaista osan passiivisista jal-
jentgjista aktiivisiksi matematiikan pohtijoiksi.

Joskus oppikirjan tehtavista voi selvitd ymmartéiénasiasta yhtdan mitaan. Eras esi-
merkki tasta 10ytyy opetusharjoittelukokemuksistaenmatematiikan oppimisvaikeuksista
karsinyt poika naytti suoriutuneen varsin hyvintéefasivusta. Aiheena oli kymmenella
jakaminen ja kertominen. Jokaisen tehtdvan alubsalmiiksi ratkaistu esimerkki, jonka
perusteella oppilas joko lisési tai vahensi nokarrottavan tai jaettavan peraan. Myohem-
min kavi ilmi, ettei oppilas ymmartanyt lainkaanllaa lisddmisen tai vahentamisen mate-
maattisia perusteluja. Han kaytti useimmiten juéta jaljentdmiseen perustuvaa menetel-
maa ratkaistessaan tehtavia.

Tamas Varga puhui abstraktion tiesta. Varga nétkd, teoreettista haltuunottoa pitéisi
lahestyd konkreettisten kokemusten kautta. Oppikin edustama konkretia on joskus
naenndista. Oppikirjan "konkreettinen” esimerkkiattaa olla konkreettinen ainoastaan
asian jo ymmartavan mielestad. Taustateoreetikois@rmyots muun muassa Silfverberg
(1999) ja Raty-Zaborszky (2006) ovat sita mielt#ii geometrian opettamisessa ei pitaisi
jattaytya pelkan oppikirjan varaan. Monipuolistehttivien ja aktiviteettien kannalla olivat

my0s tahan tutkimukseen osallistuneet oppilaat.
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12.4.20nko toiminnallinen opetus hyvaa opetusta?

Raportissamme viitataan Raty-Zaborskyn (2006) motistuloksiin siitd, ettd suomalaiset
oppikirjantekijat pitavéat toiminnallisuutta tarkeiigeometrian opetuksessa. Jonkin verran
vihjauksia ja vaihtoehtoisia kokeiluja toiminnallisden toteuttamiseksi kirjoissa annetaan,
mutta niiden kayttdmisesta oppikirjan tekijat eiotg¢ vakuuttuneita. Valmista toimintama-
teriaalia on kouluilla kaytdssa vaihtelevasti, j@l& vaihtelevampaa on niiden kayttaminen.
Useimmiten toimintamateriaalin joutuu tekemé&an, itsdnin ei katsota olevan aikaa.

Tassa tutkimuksessa toiminnallisen opetuksenrtusika varten luotiin hyvin toimin-
nallinen opetuspaketti. Laskemisharjoittelulle st@aktion tavoittelulle jai vain vahan ai-
kaa, silla ne jaivat lahes yksinomaan oppilaan temastuulle kotitehtavien muodossa.
Tama ei ole se tapa, jolla matematiikkaa pitdieaga joka paikassa opettaa, vaan myos
laskemisharjoittelua tarvitaan. Suurin osa oppi#a@pi jaksollamme maarittelemaan sar-
midn muotoisen kappaleen tilavuuden, mika oli jakgksi tavoite. Saattaa olla, ettéa osalle
oppilaista sopisi hyvin menetelma, jossa abstraktrmiodostaminen uusista asioista jaisi
omalle vastuulle, vaikkapa juuri kotona suoritetavtehtavien varaan. Osa kaivannee
strukturoidumpaa, ehké opettajajohtoisempaakinttedygh. Muutamat tutkimukseen osal-
listuneista oppilaista olisivat viela tarvinneesdharjoittelua kyetakseen maarittelemaan
kuvaan piirretyn suorakulmaisen sarmion muotoissgwpkleen tilavuuden.

Toiminnallisuus ja konkreettisuus eivat automaatti takaa oppimista. Hauska teke-
minen saattaa pitaéa ylla naennaista, hetkellistéitsismotivaatiota, mutta jos se ei linkity
matematiikan rakenteisiin, ei se myoskaan edispinoigta; tasta varoittelevat muun muas-
sa von Glasersfeld (1995) seka Abrahams & Mill&@10@). Jalkimmaisten mielestd hyvaa
toiminnallista opetusta on sellainen, jossa ja&kkeettisten havaintojen lisaksi aikaa myos
pohtimiselle, selittdmiselle seka havaintojen jaréettisen mallin yhdistamiselle. Toimin-
nallinen opetus on syyta rakentaa niin, etta tomamkautta tarjotaan oppilaille mahdolli-
suuksia tajuta itse, mitd muun muassa von Gladergfe95) pitaa olennaisena.

Huomasimme, etta kayttamamme toimintamateriaaliéhk puupalikat houkuttivat va-
lilla tekemaan jotakin aivan muuta kuin tehtavaannmkaista toimintaa. Jos toimintama-
teriaaleja kaytettaisiin saannollisesti ja vakimgesti, téllainen kokeileva palikkarakentelu
todennakaoisesti vahenisi. Mainittakoon, etta joskiis varmasti suotavaa antaa oppilaiden
myo6s vapaasti leikkia ja rakennella. Kaiken ei itaesaina olla &arimmilleen strukturoitua.

Vapaat palikkarakentelut nayttivat antavan paljpydytysta tekijoilleen. Rakennelmissa
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tavoiteltin muun muassa vaativaa symmetriaa jausppin kaytdnnén lainalaisuuksia.
Avaruudellinen hahmottaminenkin sai todennakoisestita kehittya. Ehka rakentelu ei

ollutkaan taysin hukkaan heitettya aikaa?
12.4.3Miten abstraktion tiella edetdan?

Abstraktion tien ensimmaiset vaiheet, kehollinesittély, konkreettisuus ja toiminnalli-
suus, ndhdaan usein lahinna alkuopetukseen lim#ywitaisikd6 matematiikan opetuksessa
kaantaa automaattisesti abstrakti vaihde silmaam dppilaat ohittavat tietyn ian tai tason?
Vastaus olisi kylla, mikali oppiminen olisi port@iin tai suoraviivaisesti ylospain eteneva
tapahtuma, kuten vaikkapa van Hielen tasot vahvenatikkisesti ymmarrettyna, tai Vargan
luoma kasite "abstraktion tie” kirjaimellisesti kittuna antavat olettaa: ikd&n kuin tien
paassa olisi jokin saavutettu abstraktion tassgd®nkretiaa ei enaa tarvita.

Mielestamme konkretiaa tarvitaan myo6s ylemmillékilla. Samaa mielta kanssamme
ovat muun muassa Forrester (1999 ja 2000) sek& harvasti myos tutkimukseen osallis-
tuneet kuudesluokkalaiset. Ajatukselle tulee tukg@s Silfverbergilta (1999), joka toteaa,
ettd vasta pieni osa peruskoulun paattavista otyrsyt van Hielen tasolle 3. Uskomme,
ettd konkreettisesta kasittelysta ja aktiivisesimninnasta hyotyisivat nekin, joiden mate-
maattisissa taidoissa on jo valmiuksia abstraktitb@temaattiselle ajattelulle. Silfverberg
esittaa, ettd vaikka geometrinen kasite hallittaksn eksplisiittisesti eli ymmarrettaisiin
maaritelmansa kautta spesifioiduksi matemaattisshisieetiksi, niin osa sen merkityssisal-
|6sta kuitenkin aina maarittyy intuitiivisesti k#éisen visuaalisen merkityssisallon kautta.
(Silfverberg 1999, 201.) Matemaattisen ymmarryksdentuminen on syklinen ja kumula-
tiivinen prosessi, jossa uusi tieto liittyy olemasseviin teoriarakenteisiin. Kaikilla mate-
matiikan tasoilla, alkeellisilla ja vaikeammillan @ma konkreettinen ja abstrakti ulottuvuu-
tensa. Tallaista mallia ajattelun kehittymisestastavat esimerkiksi Piaget'n intra-, inter-
ja trans-tasot (Sierpinska 1994). My6s TikkanerD@Goteaa, etta abstraktion tiellda on hy-
va kulkea molempiin suuntiin.

Ongelmana kuitenkin on, miten konkretisoida tamianallistaa opetusta matematii-
kan sisaltojen edetessa korkeammille tasoille? Kysya pohtii muun muassa Puura
(2004). Mielestamme opetuksen toiminnallistamiskannattaa panostaa myo6s ylemmilla

luokilla. Toki tama vaatii opettajalta luovuuttaljekselidisyytta.
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12.4.4Monipuolista matematiikan opetusta

Ymmartdminen on matematiikassa jopa tarkeampaa tekimnen laskutaito. Tata mielta
on muun muassa Malaty (1993). Tahan paastaneeaifgriahestymalla matematiikkaa
monesta eri ndkokulmasta. Joskus koulumatematakass menestya hyvinkin, vaikka
ymmarryksessa olisi suuria puutteita. Tasta ketvseelaman esimerkki lukiolaisesta, jolla
oli kiitettdva arvosana matematiikassa. Han keswvinneensa kokeista hyvin opettele-
malla huolellisesti laskuesimerkit ja -kaavat. Hé@rtoi osaavansa laskea, mutta ei lahes-
kaan aina ymmartanyt laskemaansa. Lukiolainen, g termi -(-1) on yhta kuin +1, mut-
tei osannut sanoa miksi nain on. Laskukaavatvasta hallitsemalla ja esimerkkilaskut
opettelemalla saattaa paasta yllattavan pitkalleatemaattista taitoahan sekin on. liman
ymmarrysta tulee kuitenkin ennen pitkda seina aastAvainsanoja hyvassa opetuksessa
lienevat vaihtelevuus ja monipuolisuus. Erés toartapa voisi olla periaate: tunti toimintaa
— tunti laskemista. Eras néakdkulma liittyy erilaisiahjakkuustyyppeihin. Gardn€2009)
kehottaa kayttdma&an vaihtelevia opetustapoja muuasea siksi, etta mahdollisimman
monen oppilaiden tarpeet tulisivat huomioiduiksiip@ oppilaalle ominaisin taipumus op-
pia minkalainen tahansa, lienee yksilonkin nékdladta katsoen tarpeellista vaihdella aika
ajoin didaktista lahestymistapaa.

Toiminnallisuus on yksi varteenotettava, joskirett@an kannalta ehka tyolas keino
opettaa matematiikkaa. Toiminnallisuuden kayttéinggtetuksessa tukee monen tahan tut-
kimukseen osallistuneen oppilaan nédkemys siitd, teitninnallisen, konkreettisen kasitte-
lytavan kautta matematiikkaa on helpompi ymmartaa.

Opettaja, joka normaalisti opetti tutkimukseenllgganutta luokkaa, arveli ryhman
matematiikkamotivaation ainakin hetkellisesti kohean “erilaisen” opetuksen ansiosta.
Tama oli hanen kertomansa mukaan nahtavissa missngalkeen. Ehka palaaminen ta-
kaisin normaaliin tyoskentelyyn tuntui kahden tawmallisen viikon jalkeen innostavalta?
Ehk& matematiikka naytti iloisemmat kasvonsa ttastlvalla lahestyttdessa, mika sai op-
pilaat huomaamaan myds "tavallisen” koulumatematiilpositivisemmassa valossa. Eras
oppilas mainitsikin kyselyssa saaneensa uuden nédtk@k matematiikan opiskeluun.

Tutkimukseen osallistunut luokka opiskeli matemkktia paaasiassa oppikirjan poh-
jalta. Tatd Suomessa yleisimmin kaytettya tapa&asinata vaheksya — kertoohan esi-
merkiksi PISA -tutkimus selvaa kieltddn suomalaisestematiikan opetuksen ansioista.

Samalla kuitenkin esimerkiksi matematiikka-asesteislisi paljon parantamisen varaa.
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(Kupari ym. 2004, 42-46.) Liséksi julkisuudessa alut paljon keskustelua huonosta
kouluviihtyvyydesta. Valtaosa tutkimukseen osallistista oppilaista piti positiivisena
Sitd, "ettei tarvitse aina tehda tylsia kirjan #@hé.” Toiminnallinen opetusjakso sai oppi-
lailta hyvan vastaanoton. Osalle toiminnallinen diaikkkoinen saattoi kuitenkin olla
lahinna vaihtelun vuoksi positiivinen kokemus. $aathyvinkin olla, etta asetelma kaanty-
isi paalaelleen pitk&daikaisessa, hyvin toiminnaisa opetuksessa; toiminnallisen yliannos-

tuksen jalkeen laskeminen oppikirjasta saattaakiit@sostaa enemman.
12.4.5Eriyttdminen

Suomen valttina PISA -tutkimuksissa on ollut tasass Saihan suomalaisten osallistujien
heikoin neljannes koko vertailurynman parhaat tsétkOn hienoa, ettd Suomessa nayttaa
suurin osa peruskoululaisista saavuttavan arkies&énéarvittavat laskemistaidot. Yksi hy-
vinvointiyhteiskuntamme peruspilareita on yksilGidealinen tasa-arvo. Suomalaisessa
koulujarjestelméasséa esimerkiksi sosiaalinen taestaaikuta saatavilla olevan opetuksen
laatuun. TA&m& nakyy muun muassa juuri PISA -tutkisen heikoimpien oppilaiden suh-
teellisen korkeana osaamisen tasona. Tasta meatdraktaa pitaa kiinni.

Merkille pantavaa kuitenkin on, ettei Suomi oleskaan sijoittunut erityisen hyvin
huippuyksildiden osalta. Mista tama johtuu? Onkanteesta syyta olla huolissaan? Kou-
lumatematiikkaa voidaan tarkastella monesta nékid&sta. Yksi on arjessa tarvittava ma-
tematiikka, joka koskee kaikkia. Jokainen tarviteestematiikkaa paivittain. Kyky suunni-
tella omaa talouttaan, tai vaikkapa sitad kuinka tagrakasterasiaa pitaa ostaa mustikkadm-
parillisen saildmiseksi, vaatii matemaattisia t@tqoihin koululaitoksen pitéisi vahintaan-
kin pystyd vastaamaan. PISA -tutkimuksen valossant&ssa voidaan olla tdman asian
suhteen levollisin mielin.

Yhteiskunnan odotukset koulun matematiikan opeglidksovat kuitenkin enemman
kuin jokaisen kansalaisen arkielaman matematiikkaakutaitoisten lisaksi tarvitaan myos
huippumatemaatikkoja, eika naita hyvistd PISA -tatkstuloksista huolimatta tahdo Suo-
messa loytya. Matematiikan huippuosaamista tamvitahes jokaisella tieteen ja tutkimuk-
sen alalla taloustieteista teknologisten innovadgio tuottamiseen. Suomen kaltaisella pie-
nella maalla ei ole varaa hukata lahjakkuuksiaamn@lainen koulu on omiaan tasapais-
tamaan molempia aaripaita, eika huippulahjakkuuk&ehittamista ehka nahda tarpeeksi

tarkedna. Moni lahjakas turhautuu koulussa haastepliutteeseen, koska suorittaminen
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yleisen vaatimustason mukaan ei vaadi ponnisteli§ata saattaa olla seurauksena, ettei
ponnistelu omien kykyjen ylarajoille onnistu myéhamkaan.

Monissa maissa, kuten Unkarissa, matematiikkaskeflaan tasoryhmissa jo alakou-
lussa. Tama ei oikein istu suomalaiseen ajattehaiapVilkaisu PISA -tuloksiin osoittaa,
ettd Unkarin heikoimmat oppilaat eivat ole laheflak Suomen heikoimpien tasoa. Tasta
meidan ei ole syyta tinkia. Suomalaisopettajan yettiva toimimaan taidoiltaan hyvin he-
terogeenisissa ryhmissa, mika asettaa vaatimukgitdeniselle. Pitéisi pystya toteutta-
maan opetusta, joka avaisi mahdollisimman montaa awatematiikan maailmassa seka
lahjakkaille ettd heikommille oppilaille. On ajateltava heikampmatematiikka ei saa
nayttda vaikeammalta kuin se on. On otettava huomiayos lahjakkaimpien tarpeet: he
pystyvat ratkomaan paljon yleisia vaatimuksia karkenalla tasolla olevia matematiikan
ongelmia; miksi pidattaa ketaan astumasta tooelkgkyjaan vastaavalle tasolle?

Naemme Varga-Neményi -metodissa avaimen hyvagttariseen, vaikka menetel-
ma tunnutaan vaativuudessaan unohdetun synnyinesa&inkarissa. Esimerkiksi mene-
telmalle ominaiset tehtavatyypit, joissa useat,tivaadeltaan erilaiset vastaukset ovat
mahdollisia, palvelevat heterogeenisen oppilasryhtageita.

Tulevina luokanopettajina ajatuksemme Kallistukatkesta huolimatta heikompien
oppilaiden puoleen. Monille matematiikkajunan vaulatyttdd olevan liian kova, ja maise-
ma vaihtuu lilan nopeasti. TAma saattaa jopa @aptinika saa jatkamaan matkaa silmat
kiinni. Kun junasta kerran tipahtaa, ei uudelleenkaan hyppaaminen ole helppoa. Ezter
Neményi (Lampinen & Korhonen 2010) toteaa, ettatufsessa voidaan kayttdd oikopol-
kuja, mutta oppimisessa ei. Epaonnistuneille jurtkosdajalle pitdisikin tarjota aitoja
mahdollisuuksia hypéata uudelleen kyytiin. Joskus&aaatisi askelia taaksepéain, mihin ei
dynaamisessa koulussa useimmiten ole mahdollisaukskomme, ettd toiminnallinen |&-
hestymistapa matematiikkaan saattaisi madaltaaysyarhypéata matematiikkajunaan uu-
delleen.

Toivoimme, ettd tdhan tutkimukseen kuuluneestaitoiallisesta opetuspaketista oli-
sivat hyotyneet eniten nimenomaan heikommat oppikauuttamatta kuitenkaan lahjak-
kaampien tarpeita. Ajatukseen ei varsinaisestutulikea tutkimustuloksista, silla arvosa-
nan 8-10 omaavien alku- ja lopputestien pisteeittd&t suurempaa kehitysta kuin arvosa-
nan 4-7 saaneilla. Piste-ero ei tosin ollut kovierkittava, eika siita voi vetaa suoria johto-

paatoksia, varsinkaan otannan ollessa néin pi@diRtaa kyseinen [6ydds kuitenkin he-
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ratti: voisiko matematiikassa hyvin menestyneidaarempi pistekehitys selittya silla,
ettd lahjakkaampien on ylipdédnsa helpompi omaksuta,ukuten tutuista rutiineista poik-
keavia toimintatapoja. Ehk& erilaisen opetusmengiel sisaistaminen vaatii heikommilla
laskijoilla pidemman ajan, jolloin se tuottaisi leédda vasta pidemman ajan interventiossa.
Opetusjaksolla ei ollut liemmin henkilokohtaisthjausta, mika oli taysin tietoinen valinta
— talla pyrittiin toiminnallisen opetuksen tarkdate puolueettomuuteen. Hitaammin oppi-
vat tarvitsevat keskimaarin enemman henkilokohdatskea kuin lahjakkaammat, olipa
opetusmenetelma minkalainen tahansa.

Lahes kaikki tutkimukseen osallistuneista oppikgisnutta erityisesti juuri heikomman
arvosanan omaavat, olivat kuitenkin sitéd mielt&éd &iminnallisuus on tarkeaa matematii-
kanopetuksessa. Saattaa olla, etta heikompien duskkuhteessa muihin ei talla jaksolla

tullut tavalliseen tapaan esille, mista jai pogitien vaikutelma.

12.5 Jatkotutkimusaiheet

Tassa tutkimuksessa toiminnallisen opetuksen valdsigs ei suoranaisesti verrattu minkaan
muun opetustavan tuottamiin vaikutuksiin. Mukankeiden oppilaiden kannanotot mate-
matiikanopetuksesta pohjautuvat heidan kokemulksiksulumatematiikasta, mika tassa
tapauksessa tarkoittaa tyypillistd, suomalaistakipgperusteista opetusta. Mikali aiheesta
tehdaan jatkotutkimusta, voisi olla paikallaan s&rtoiminnallisesta opetuksesta syntyvia
oppimistuloksia niin kutsuttuun tavalliseen ope&s. Ennen vertailua ei voida vetaa ko-
vin varmoja johtopaatoksia toiminnallisuuden meykstesta oppimistuloksiin.

Eras jatkotutkimuksen aihe voisi olla, olisikortonnallisuudesta apua joidenkin oppi-
laiden negatiivisiin matematiikka-asenteisiin? Taraatisi pitkan aikavalin tarkastelua.

Tassa tyossa toiminnallisuutta tutkittiin geomnaetriopetuksen kontekstissa. Voisiko
toiminnallisuus tukea oppimista myds muilla materkah alueilla kuten murtoluvuissa tai

yhtaloratkaisussa? Mahdollinen jatkotutkimukseredadmakin.
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12.6 Tyodn merkitys

Perehtyminen toiminnalliseen matematiikkaan sadétevakuuttuneiksi siitd, etta matema-
tiilkan opetuksessa on syytd kayttaa monipuolistmkkeettisia ja toiminnallisia opetusta-
poja. Ennen muuta tydmme onkin arvokas oman opettgjomme kannalta. Toivomme
kuitenkin, etta tutkimusraportin kautta myés mudlgettajaksi opiskeleville ja opetusalalla
tyoskenteleville valittyy viesti sisélloltaan ja nmetelmiltddn monipuolisen matematiikan-
opetuksen tarkeydestd. Tassa raportissa esitgltusideat ovat vapaasti kaikkien kaytet-
tavissa.

Kenties nykyista useampi opettaja kokeilisi toimatlisempaa opetusta, jos kaytdossa
olisi helposti lahestyttavaa materiaalia. Paljonmintamateriaalia on kehitettykin, mutta
kouluille asti sitd on paatynyt vaihtelevasti. Gppaa on totuttu kayttamaan "valmiina”
pakettina, jonka pohjalta opetusta on helppo ttaautMikali olisi olemassa yhta "valmis”
toiminnallisuuteen ohjaava paketti materiaaleinkaikkineen, olisi sillekin kayttajia ny-

kyista enemman. Oppimateriaalien tekijat: Tarttukaasteeseen!
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LITTEET

Liite 1: Pro Gradu -tutkielman kyselylomakkeen saatekirje

Opiskelemme Jyvidskyldn yliopiston opettajankoulutuslaitoksella ja teemme
Pro Gradu —tutkielmaa. Tydssdmme tutkimme miten toimit ja ajattelet mate—

matiikkaa opiskellessasi.

Kyselystd saamamme tulokset kdsittelemme niin, ettei nimesi tule julki-
suuteen. Vastauksesi ovat tydmme kannalta hyvin tédrkeitd, ne auttavat

meitd kehittdmddn matematiikan opetusta.

Kyselyssd on kahdella sivulla yhteensd 8 kohtaa. Vastaa kaikkiin kohtiin
mahdollisimman rehellisesti. Vastauksesi eividt vaikuta matematiikan ar—

vosanaasi.

Kysymyksissd esiintyvd sana toiminnallisuus tarkoittaa muun muassa pitd-—

milldmme matematiikan tunneilla tekemddsi rakentelua, mittaamista, pun—

nitsemista ja erilaisten toimintavdlineiden kiyttoa.

Kiitos!

Ystdvillisesti,

Risto Anttila ja Juuso Eskelinen
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Liite 2: Pro Gradu -tutkielman tutkimuslupalomake

Opiskelemme Jyvidskyldn yliopiston opettajankoulutuslaitoksella ja teemme

Pro Gradu —tutkielmaa. Tydssdmme tutkimme oppilaiden kdsityksid

toiminnallisuuden merkityksestd matematiikan oppimisessa. Piddmme kuuden-—
nen luokan oppilaille kuusi matematiikan tuntia, jonka jidlkeen tarkoituk-
senamme on selvittdd kyselylomakkeen avulla kunkin oppilaan kdsityksia

toiminnallisuuden merkityksestd hidnen matematiikan oppimisessaan.

Oppilaiden vastaukset ovat tydmme kannalta hyvin tdrkeitd, joten toivomme
saavamme teiltd luvan lapsellenne kyselylomakkeen tdyttdmiseen ja vasta—
usten kdyttdmiseen tutkimuksessamme. Vastaukset kdsittelemme nimettdmin

luottamuksellisesti.

Lomakkeen palautus pe 30.10. 2009 mennesséi.

Ystdvdllisesti,

Risto Anttila risto.anttila@jyu. fi ~ 050 540 3234

Juuso Eskelinen juuso. eskelinen@jyu. fi 044 321 0779

Lapseni voi osallistua ylla kuvailtuun tutkimukseen:

Kylla Ei

Huoltaja Huoltaja

allekirjoitus ja nimenselvennys
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Liite 3: Pro Gradu -tutkielman kyselylomake

Nimi: Tka:

1. Kerro jokin mielestdsi onnistunut kokemus matematiikan opetusjaksolta.

2. Kerro minkdlaisia tunteita koit matematiikan toiminnallisissa oppimis-—

tilanteissa?

3. Jos toiminnallisuus auttoi matematiikan oppimistasi, kerro miksi.

4. Jos toiminnallisuus haittasi matematiikan oppimistasi, kerro miksi.
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5. Pidian toiminnallisuutta tdrkedni matematiikan tunneilla. (ympyréi mie—

lestdsi sopivin numero)

1 eri mieltd

2 jokseenkin eri mieltd

3 el samaa eikd eri mieltd
4 jokseenkin samaa mielté
5 samaa mieltd

6. Mikd ilahdutti toiminnallisessa matematiikassa?

7. Miks jai harmittamaan toiminnallisessa matematiikassa?

8. Haluamme vield lopuksi tietdd, mikd oli viimeisin matematiikan ar-—
vosanasi.

Kiitos vastauksistasi!




103

Liite 4: Alkutesti

1. Kuinka monta palikkaa valkokankaalla ndkyvassa rakennelmassa on?

2. Kuvan rakennelma on tehty 2 cm * 2 cm * 8 cm palikoista. Piirra ra-

kennelma edestd, sivusta ja ylhaalta.

3. Opettajan pdydalla on kaksi eri kokoista palikkaa. Kuinka monta pien-
ta palikkaa pitaa laittaa yhteen, etta niista tulee ison palikan kokoinen

rakennelma?

4. Pekka paalystaa kuvassa olevat palikat paperilla.
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a) Riittdakdé 20 cm * 30 cm kokoinen paperiarkki palikan A paal-
lystamiseen.

b) Riittdakd 20 cm * 30 cm kokoinen paperiarkki palikan B paallys-
tamiseen.

Jokainen sivu pitad paallystaa. Paperia saa leikata osiin.

Tee tarvittavat laskutoimitukset tehtavapaperin kaantépuolelle.

10 cm

Scm

10 cm

10 cm 20 cm

10 cm
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Liite 5: Lopputesti

1. Kuinka monta palikkaa valkokankaalla ndkyvassa rakennelmassa on?

2. Liisalla on palikoita, joiden jokainen sivu on 2 cm pitkd. Han rakentaa
niista kuution, jonka jokainen sivu on 8 cm pitka. Kuinka monesta pik-

kukuutiosta rakennelma koostuu?

3. Pekalla on astiat A ja B seka rautamohkale

Laske astian A tilavuus

Laske astian B tilavuus

Kuinka paljon astiassa A on vetta?

Pekka laittaa seuraavaksi kuvan rautamoéhkaleen astiaan B. Paljonko

veden pinta nousee?
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Pekka kaataa astiassa A olevan veden astiaan B. Kuinka korkea
vesikerros astiaan B syntyy?

3cm

4 om 2om

2cm s

2cm
- 4 om

4cm 2ot

4 om gom

4. Kuvan rakennelma on tehty 2 cm * 2 cm * 6 cm palikoista. Piirra ra-

kennelma edesta, sivusta ja ylhaalta.
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Liite 6: Geometrisia muotoja ja kappaleita

Konsta Kolmio Yrjo Ympyra Nelli Nelio

Paavo Pallo Kusti Kuutio Kari Kartio

Liisa Lierio Simo Sarmio Pirkko Pyramidi



Simo Sarmio

Yrjo Ympyra

Nelli Neli6
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Olen sukua Kustille.

Maitopurkki muistuttaa minua.

Minussa on kuusi osaa.

Kusti voi olla mind, mutta mina en voi olla Kusti.

90 on minulle tarkea luku.

Kattoni ja pohjani ovat aina saman kokoiset ja muotoiset.

En vie yhtaan tilaa.

Ymparyysmittani on noin kolme kertaa halkaisijani pituinen.
Pinta-alani on noin 34 sen nelidén pinta-alasta, jonka sisaan mina
juuri ja juuri mahdun.

Liisa seisoo paallani.

Minussa on sade.

Minussa on nelja tasavertaista osaa.

90 ja 360 ovat minulle tarkeita lukuja.

Pinta-alani lasketaan kanta * korkeus jaettuna kahdella.
Jos minut lavistetdaan, syntyy kaksi Konstaa.

Kusti seisoo paallani.

Konsta Kolmio

Kari Kartio

Pirkko tarvitsee nelja minua ollakseen olemassa.

180 on minulle tarkea luku.

Liikenteessa avullani varoitetaan.

Pinta-alani lasketaan kuten Nellin pinta-ala, paitsi ettd minut
pitaa jakaa viela kahdella.

Saatan ndyttaa sivusta pain juuri samalta kuin Kari

Kydpelivuoren hatuutehtaassa on otettu mallia minusta.

Olen muumitalon suojana.

Minua ei kannata lydda paljaalla nyrkilld, ainakaan ylhaalta pain.
Minut liitetdan usein jaateloon.

Minussa on vain kaksi osaa



109

Pirkko Pyramidi

Kusti Kuutio

Liisa Lierio

Paavo Pallo

Minussa ei ole pydreaa kohtaa.

Pysyn pystyssa viidessa eri asennossa.
Minussa on nelja Konstaa ja yksi Nelli.
Olen teravapainen!

Viihdyn Egyptissa.

Minussa olevaa Nellia kutsutaan myds tahkoksi.
Muotokuvani voisi tehda 12 samanpituisesta tikusta.
Minussa on yhta monta kulmaa kuin STOP-merkissa.
Minut sekoitetaan usein Simoon, mutta olen paljon
saanndllisempi kuin han©

Kaverini haukkuvat minua joskus palikaksi®

Minussa on kolme osaa

Muun muassa Teemu Seldanne tarvitsee minua tyossaan.

Jos minut katkaistaan vaakasuorassa kahteen osaan, saadaan
kaksi minua.

Onttona ollessani sisallan usein Pringlesseja.

Pysyn pystyssa Yrjon paalla, mutta jos minut kaadetaan, lahden
herkasti pyérimaan.

Sinunkin jalkasi kutittavat ihoani!

Ronaldo ja Beckham satuttavat usein minua®
Avaruudessa olen yleisin muoto.

En pysy helposti paikoillani.

Naytan samalta joka suunnasta katsottuna.
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Liite 7: Geometristen kappaleiden piirtaminen

Miten seuraavat kuvat eroavat toisistaan?

Molemmat kuvat esittdavat samanlaista sarmiéta. Kuvaustapa on ainoastaan

erilainen.

v Ve
s e
Ve e
s e
e Ve
. p A
< _ . < S
v - Log
- -7 Ty
-
// -7 P
- - - /
- S— /
- /
e I
- S/
//)‘*5 /

Vasemmanpuoleista tapaa kaytetdaan esimerkiksi matemaattisten piirroksien
tekemisessa. Oikeanpuoleinen kuva kertoo todellisemmin sen, minkalaisen ku-

van ihmisen silma nayttaa.
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Esimerkki 1: Kuutio
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- Etuseina kuvataan normaalisti, samoin takaseina.

- Jos halutaan piirtaa myds kappaleen piilossa olevat aariviivat, kaytetaan kat-

koviivaa.

- Kappaleen syvyyssuuntaan kulkevat aariviivat piirretaan 45 asteen kul-

maan. Ne piirretdaan puolet lyhyemmiksi kuin ne todellisuudessa ovat.

- Kolmiulotteisesti piirrettyind geometriset kappaleet nayttavat siltd, kuin niita

katsottaisiin etu-ylaviistosta, 45 asteen kulmassa.

Esimerkki 2: Sarmio

Edesti Sivusta

6cm

3 cm ¢

10 cm
Ylhaalta
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Esimerkki 3: Kartio

Huom'! Kartion korkeugjana kulkee
pohjan keskikohdasta huppuun!
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Liite 8: Geometristen kappaleiden leikkaamista

Ottakaa pareittain polyuretaanista tai muovailuvahasta tehdyt kartio, lieri6, py-

ramidi, sarmid ja pallo, yksi kappale kutakin.

Seuraavissa kuvissa on esitelty kolme erilaista tapaa leikata kukin kappale.
Kuvittele, milta kappale nayttaa leikatusta kohdasta. Piirra. Leikatkaa lopuksi

veitselld kappaleet katkoviivoja pitkin.
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Pyramidi

Sarmio

Pallo
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Liite 9: Palikkarakennelmia

1
™
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Liite 10: Rastirata

Rasti 1 Kolmiulotteisia palapeleja.

Tee mahdollisimman monta seuraavista palapeleista. Kaikista syn-

tyy kuutio mikali osat yhdistetaan tietylla tavalla.

Rasti 2 Tilavuuden mittaaminen veden ja vaakojen avulla

Valineet: Erilaisia vesiastioita, vettd, mitta-astia, vaaka

- Mittaa poydalla olevien astioiden pituus, leveys ja korkeus ja
merkitse lukemat kuviin.

- Arvioi astioiden suuruusjarjestys.

- Mittaa tai laske lopuksi, kuinka suuria kuvan astiat ovat
tilavuudeltaan. Merkitse tulokset kuviin.

Tilavuus , |
—cm cm3 1 :
cm — Tilavuus om
Halkaisija cm cm3
___cm
Halkaisija cm
N -
__em Tilavuus
crmn3 ___om
em
Iv 1
____com : '
—_—
Halkaisija em
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Rasti 3 Kappaleen muoto ja tilavuus. Sama pinta-ala, muuttuu

ko tilavuus?

Valineet: Kartonkia, teippia, helmia, vaaka

- Poydalla on kaksi samankokoisesta kartongista tehtya
sarmiota. Arvioi, kumpi “astioista” on tilavuudeltaan suurempi.
Mittaa helmien avulla. Merkitse tulokset kuvaan.

helmes helmes

- Pohdi, minkd muotoinen olisi tilavuudeltaan mahdollisimman
suuri kyseisesta kartongista tehty astia. Piirra kuva.

Rasti 4 Tilavuuden arviointia

Pdydalla on Alvar Aallon suunnittelema Aalto-malja.

- Arvioi, mika on astian tilavuus.
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Liite 11: Toiminnallinen tehtavamoniste

Tehtava 1
Valineet: paperia, sakset

Leikkaa paperille piirretty kolmio kahteen yhta suureen osaan siten, etta
saat tehtya palasista suorakulmion.

- Laske kahdesta kolmion osasta syntyvan suorakulmion pinta-ala:
Tiedat, miten lasketaan suorakulmion pinta-ala.

- Paattele, miten lasketaan kolmion pinta-ala?

Tehtava 2
Vidlineet: kuutio ja tiiliskivi
Pdydalla on kaksi erimuotoista kappaletta, kuutio ja "tiiliskivi”.
a) Arvioi, kumpi kappaleista on tilavuudeltaan suurempi?
b) Mittaa sivujen pituudet ja laske, kumpi kappaleista on
tilavuudeltaan suurempi.

Tehtava 3
Valineet: 64 rakennuspalikkaa

Ota laja pikkukuutioita ja toimi seuraavien ohjeiden mukaan:
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Tee pikkukuutioista isompi kuutio, jonka jokainen sivu on kaksi ker-
taa pidempi kuin pikkukuution.

a) Kuinka paljon isomman kuution tilavuus on suurempi kuin
pienemman?

Tee pikkukuutioista isompi kuutio, jonka jokainen sivu on kolme kertaa
pidempi kuin pikkukuution.

b) Kuinka moninkertainen isomman kuution tilavuus on verrattuna
pikkukuutioon?

Tee pikkukuutioista isompi kuutio, jonka jokainen sivu on nelja kertaa
pidempi kuin pikkukuution.

c) Kuinka moninkertainen isomman kuution tilavuus on verrattuna kuin
pikkukuutioon?

Taydenna taulukko:

Kun kuution sivun pituus 2-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Kun kuution sivun pituus 3-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Kun kuution sivun pituus 4-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Kun kuution sivun pituus 5-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Kun kuution sivun pituus 10-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Kun kuution sivun pituus 100-kertaistuu, sen tilavuus -
kertaistuu

Tehtava 4

Vidlineet: lapindakyva astia, vaaka, vettd, tussi
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Tee oma mitta-astia seuraavien ohjeiden mukaan:

Valitse poydalta jokin lapinédkyva muoviastia. Merkitse astiaan tusseilla
viivat vastaamaan seuraavia tilavuusmaaria:

Ya dl, V2 dl, % dl ja 1 dI

Tutkia merkkien paikat esimerkiksi veden ja vaa’an avulla. Muista!

10 cm

Tehtava 5
Vidlineet: Kaksi vesiastiaa, desilitran mitta, vettd, viivoitin
Toimi ohjeiden mukaan. Taydenna puuttuvat kohdat:

Poydalla on kaksi lapinakyvaa, kuution mallista astiaa. Mittaa kumman-
kin astian sivun pituus:

Pienen astian sivun pituus on cm.

Ison astian sivun pituus on cm.

Ison astian sivun pituus on kertaa suurempi kuin pie-
nemman.

Ota hanasta isompaan lapinakyvaan astiaan yksi desilitra vetta. ->
Mittaa, kuinka paksu vesikerrosastiaan syntyy:

Vesikerros on isommassa astiassa cm.
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Kaada vesi pienempdaan astiaan -> Mittaa, kuinka paksu vesikerros
syntyy:

Vesikerros on pienemmassa astiassa cm.

Taydenna lauseet:

Kun sarmioén pohjan pinta-ala puolittuu, veden pinnan korkeus

Kun kuution mallisen astian yksi sivu kaksinkertaistuu, siina ole-
van veden pinnan korkeus

Tehtava 6

Kuvan kappaleet on rakennettu 2 cm ja 6 cm palikoista. Piirra kappaleet
edestd, sivulta ja ylhaalta. Piirrd myds palikoiden rajat. Piirra katkovii-
valla ne aariviivat ja palikoiden rajapinnat, jotka jaavat nakymattémiin.
Voit kayttaa apuna oikeita palikoita.

= o i

Tehtava 7
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Valineet: tulitikkuaskeja

Kuvittele, etta olet tulitikkutehtaan tuotesuunnittelija. Pomosi antaa teh-
tavan suunnitella erilaisia pakkausvaihtoehtoja.

a) Kuinka monta erimuotoista pakkausta on mahdollista tehda, jos tuli-
tikkuaskeja pakataan samaan pakettiin...

2,4,5, 6tai 10

Piirré vaihtoehdot. Kayta halutessasi apuna oikeita tikkuaskeja.

b) Suunnittele kymmenelle askille pakkaus, jonka pinta-ala on mahdolli-
simman pieni.

Tehtava 8

Valineet: Pienid, keskikokoisia ja suuria kuutioita.

Vertaile paattelemalla kuutioiden sivujen pituuksia:

Kuinka monikertainen on suurimman kuution pituus suhteessa pienim-
man kuution pituuteen?

Kuinka monikertainen on suurimman kuution pituus suhteessa keskiko-
koisen kuution pituuteen?

Kuinka monikertainen on keskikokoisen kuution pituus suhteessa pie-
nimman kuution pituuteen?
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Vertaile paattelemalla kuutioiden tilavuuksia:

Kuinka monikertainen on suurimman kuution tilavuus suhteessa pie-
nimman kuution tilavuuteen?

Kuinka monikertainen on suurimman kuution tilavuus suhteessa keski-
kokoisen kuution tilavuuteen?

Kuinka monikertainen on keskikokoisen kuution tilavuus suhteessa pie-
nimman kuution tilavuuteen?

Kuvassa on esitetty tapa, jolla kuutioiden tilavuuksia voi paatella: vertailemalla
eri palikoista tehtyja samanpituisia jonoja, tai vertailemalla eri palikoista tehty-
ja samankokoisia rakennelmia.
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Liite 12: Vaikea tehtavamoniste
Tehtava 1

Hannulla on kuution mallinen vesiastia, joka on taynna vetta. Kuution
sivun pituus on 5 cm. Hannu kaataa veden toiseen kuution malliseen as-
tiaan, jonka sivun pituus on 6 cm. Kuinka korkealla veden pinta on suu-
remmassa astiassa?

Arvaa: Laske:

Tehtava 2

Kuvitellaan, ettd koulun pihalle rakennetaan iso kuution muotoinen lasi-
akvaario, jonka jokainen sivu on kymmenen metrin mittainen. Akvaarion
pohjalla on reikd, josta poistuu tuhat litraa vetta sekunnissa. Eli joka se-
kunti akvaarion vesimaara pienenee tuhannella litralla.

a) Arvioi, kuinka kauan kestda, ennen kuin akvaario on tyhja?
b) Laske, kuinka kauan kestaa, ennen kuin akvaario on tyhja?

c) Arvioi, kuinka kauan kestaisi 1 km * 1 km * 1km kokoisen jattiakvaa-
rion tyhjentyminen, jos se tyhjenisi samaa 1000 sekunnissa vauhtia.

(Muista! 1 min. = 60 s, 1 tunti = 60 min, 1 padiva = 24 tuntia jne...)
Tehtava 3

Kuinka monta yhden litran maitopurkillista mahtuu 10 litran
ampariin?

Yksi litra kultaa painaa noin 20 kg. Kuinka paljon painaa 10 litran
amparillinen kultaa? (Jaksaisitko nostaa?)

Minka kokoinen on 1 kg:n painoinen kultaharkko? Piirré luonnollisessa
koossa ja ilmoita mitat. (Muista yksi litra on 10 cm * 10 cm * 10 cm)

Yksi litra rautaa painaa noin 8 kg. Kuinka paljon oheinen rautakappale
painaa?



& ctn

Kuvassa olevan onton rautaputken seinat ovat 1 cm paksuiset. Kuinka
paljon putki painaa?

10 cin

10 cin

a0 cm

Tehtéva 4

Kuvassa on kaksi kappaletta, A ja B

Eappale &

Eappale B

10 cm

5 ocm

10 cm

10 ctn 20 cm

a) Arvioi, kumpi kappaleista on tilavuudeltaan suurempi?
b) Laske...
Tehtava 5

Kuvittele, etta sinulla on 20cm * 30cm paperiarkki.

a) Riittdako paperi edellisen tehtavan kappaleen A paallystamiseen?
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b) Riittdako paperi kappaleen B paallystamiseen

Naita tietoja tarvitset seuraavien tehtavien laskemisessa:

Ympyran pinta-ala on 78,5 % sen nelién pinta-alasta, jonka sisaan se
juuri ja juuri mahtuu.

100%

Pallon tilavuus on 52 % sen kuution tilavuudesta, jonka sisaan se juuri
ja juuri mahtuu.
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Tehtava 6.

Erdan nelidon sivun pituus on 10 cm. Sen sisélle piirretéan ympyra, jonka
halkaisija on sama kuin nelién sivun pituus, eli se mahtuu nelidén sisaan
juuri ja juuri. Kuinka suuri on kyseisen ympyran pinta-ala?

Tehtava 7.

Erdaan nelidén sivun pituus on 3 cm. Nelié pyorahtaa yhden sivunsa kautta
(AB) ympari, jolloin pyoérahdyskuviosta tulee lierid. Laske kyseisen lie-
rion tilavuus.

-

Teht&va 8.

Yhden kuutiometrin kokoinen astia taytetdaan kuvan mukaisesti rautapal-
loilla, joiden halkaisija on 50 cm. (Kuvattu ylhaalta pain)

a) Kuinka monta palloa astiaan mahtuu?
b) Kuinka paljon pallojen valiin jaa ilmaa?
c) Kuinka paljon astian sisalla olevat pallot painavat?
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Tehtava 9.

Jaa kuvan kakku kolmella veitsenviillolla kahdeksaan yhta suureen, sa-
manmuotoiseen osaan:

Tehtava 10.
Metri * metri * metri = kuutiometri eli m3
Pekka * Pekka * Pekka = kuutiopekka eli pekka3

Pekka on 150 cm pitka. Laske kuinka monta kuutiometria on yksi kuu-
tiopekka?

150 em

1500 cm

Tehtava 11.
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Mittaa, kuinka pitka lyijykynasi on.
Laske, kuinka monta kuutiosenttimetria on yksi “kuutiokyna.
Tehtava 12.

Poydalla on pienia varikkaita, seka hieman isompia puun varisia kuutioi-
ta.

= =

Mittaa kuutioiden sivujen pituudet.

Tee kaksi samankokoista kuutiorakennelmaa, toinen pienemmista ja toi-
nen isommista kuutioista. Paattele, kuinka monta kertaa suurempi
isompi kuutio on kuin pienempi.

Tehtava 13. (tosi vaikea)

Liisa kaataa vahingossa suuren pesuastian wc:ssa ja 12 litraa vetta va-
luu lattialle. Lattia on tasainen, eika siella ole viemaria, josta vesi valuisi
pois. Huone on suorakaiteen muotoinen ja sen seinat ovat kaksi ja kol-
me metria pitkat. Kuinka paksu vesikerros huoneen lattialle muodostuu?
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Liite 13: Vaikea ja vielad vaikeampi lisatehtava
Tehtava 1 (Tosi vaikea)

Mika on pienimman nelién pinta-ala, jos suurimman nelién sivun pituus
on 6 cm?

N

Tehtava 2. (Tosi, tosi vaikea!)

Kuution sisassa on kuusikulmio, jonka jokainen karki koskettaa kuution
yhden tahkon keskipistetta

Mika on kuusikulmion tilavuus, jos kuution sivun pituus on 6 cm
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Liite 14: Lisatehtavamoniste kiertorastitunnin lomaan

1. Kumpi painaa enemman, kuusi kiloa viiden tuuman nauloja vai viisi kiloa
kuuden tuuman nauloja? (V: Kuusi kiloa viiden tuuman nauloja)

2. Kumpi painaa enemman, kilo rautaa vai kilo hdyhenia? (V: Yhta paljon)
3. Paljon maksaa kaksi maksaa jos yksi maksa maksaa kaksi euroa? (V: 4€)

4. Pekka ohittaa Puuppolasta Tikkakoskelle jarjestettavassa juoksukilpailussa
viimeisena juoksevan kilpailijan. Mika on Pekan sijoitus ohituksen jalkeen? (V:
Tilanne on mahdoton: Pekka ei voi ohittaa viimeisena juoksevaa, talléin hanen
pitdisi ohittaa itsensa.)

5. Yhden paidan kuivuminen kestaa aurinkoisessa saassa 2 h 15 min. Kuinka
kauan kestda neljan paidan kuivuminen? (V: Saman verran)

6. Miksi kutsutaan koiraa, joka on karannut? (V: Jotta se tulisi takaisin)

7. Yksi tiili painaa kaksi kiloa ja puoli tiilta, paljonko painaa kaksi tiilta? (V: 8
kilogrammaa)

8. Suurimman nelién sivun pituus on 6 cm. Mika on pienimman nelién pinta-ala?

(V: 9 cm2...pienin nelidé on isoimman nelién puolikkaan puolikas.)



Liite 15: Opetuspaketissa tarvittavat vadlineet ja materiaalit

Yhteiset tuokiot:

Askarteluverkkoa

Helmia (halk. 7mm)

Palikoita (sivun pituus 2cm)
Muovailuvahaa

Polyuretaania (esim. Finnfoam)
Mattoveitsia

Kuutioita 1cm3

Kuutio 1000 cm3

Pienia astioita (kartio, lierid, sarmio)
Vaakoja

Kartonkia

Pieni Aalto-malja (tms.)

Itsendiset tehtavat:

Edelld mainittujen lisdksi tarvitaan:

Tulitikkuaskeja

Pienia astioita, joista voi tehda
oman mitta-astian

Kaksi eri kokoista kuution mal-
lista astiaa

Kuutioita (sivun pituus 1,5 cm)

* Tarvitaan kyseisen tehtiavan tekemisessa

yhta oppilasta kohti. Kokonaisvalinemaara

noin 20 cm / oppilaspari
noin 50 kpl / oppilaspari
noin 50 kpl / oppilas

vah. 1 / oppilaspari
1 / oppilas

1

2 kpl kutakin

vahintaan 4

vahintaan 2, saavat olla erilaisia

vah. 10 / oppilas *

1 / oppilas

Molemmat astiat / oppilas *

noin 70 kpl / oppilas *

riippuu siita, kuinka moni oppilas tekee

tehtavada kerrallaan.
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